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6.5.1 Existence et unicité du contrôle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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Introduction

Les maladies du sang recouvrent un vaste spectre d’affections allant des fréquentes
anémies à des atteintes comme les lymphomes ou la leucémie.
La leucémie myélöıde chronique fait partie des maladies du sang regroupées sous le nom
de � syndromes myéloprolifératifs �. Elle se caractérise par une production excéssive et
persistante au sein de la moelle osseuse des globules blancs (ou leucocytes). Une partie
de ces globules blancs sont anormaux ; ce sont des cellules immatures, cest-à-dire dont le
développement n’est pas terminé lorsqu’elles passent dans le sang. La Leucémie Myélöıde
Chronique (LMC) est un cancer du sang et de la moelle osseuse. Elle touche essentiel-
lement les adultes d’âge moyen. Sans traitement, la LMC risque d’évoluer en leucémie
aigue et peut être fatale en quelques mois, tandis que sous traitement les patients ont des
chances de survie très élevées.
L’histoire de la leucémie myélöıde chronique commence en 1845 : deux médecins, un an-
glais Jhon Hugues Bennet et un allemand Rudolf Wirchow [49] décrivent dans des revues
médicales, chacun un cas de patients présentant une maladie avec augmentation du vo-
lume de la rate et du foie et un taux excessif de globules blancs. Le Dr Benett pense
que l’origine de cette maladie est infectieux et le Dr Wirchow quant à lui pense que le
problème se situe au niveau de la moelle osseuse et pour cela il a proposé le terme de
leucémie qui vient du grec leukos qui signifie blanc et haima qui signifie sang.
Un siècle plus tard en 1960, deux chercheurs américains, Peter Nowell et David Hun-
gerford [88] publient dans la revue � Science � la découverte dans la moelle osseuse de
patients atteints de leucémie, un chromosome anormal qu’ils nomment alors de � Phila-
delphie �.
Il faut attendre 1977, pour que le Dr Jannett Rowley montre, grâce aux nouvelles tech-
niques de colorations, que le chromosome de Philadelphie résulte d’une � translocation
�c’est-à-dire un échange de fragments entre le chromosome 22 et le chromosome 9 lors de
la division cellulaire [32,48,103]. C’est au début des années 1980 que l’on identifie les gènes
impliqués dans cette translocation. Il s’agit du gène Abelson (abl) sur le chromosome 9
et le gène (bcr) sur le chromosome 22 [3,34,74]. La protéine produite par le gène (abl), la
tyrosine kinase, est chargée de capter dans la cellule, des groupements de phosphate et de
le transférer à d’autre protéines qui ont besoin de ce phosphate pour fonctionner [19,74].
Dans la leucémie, la translocation des chromosomes 22 et 9 conduit au rapprochement
des gènes (abl) et (bcr) alors la tyrosine kinase active les autres protéines d’une façon
excessive, qui vont jouer un rôle essentiel dans la prolifération des cellules et l’accumu-
lation des cellules granuleuses en l’absence de l’apoptose, c’est ainsi qu’une leucémie se
déclenche [24,65,68]. La fabrication des globules blancs par la moelle osseuse est fortement
altérée. Les cellules leucémiques sont fabriquées en grande quantité et prolifèrent dans
la moelle osseuse. Elles se répandent également dans la circulation sanguine et peuvent
atteindre des organes vitaux. Elles affaiblissent le système immunitaire. Cela implique
aussi un déficit en globules rouges et en plaquettes [15,67].



4 TABLE DES MATIÈRES

L ’avancée de la LMC peut être quantifiée en mesurant le ratio de cellules leucémiques
par rapport aux cellules saines dans le sang. En fait, ce sont indirectement les quantités
de gènes BCR-ABL et ABL qui sont mesureés avec des méthodes biochimiques. Du point
de vue clinique, le fait d’avoir un indicateur de l’évolution de la maladie permet d’avoir
un suivi précis de la réponse du patient au traitement au cours du temps. Du point de
vue modélisation mathématique, cela permet d’avoir des données longitudinales fiables
pour chaque patient. Pour classifier l’efficacité d’un traitement, les hématologues utilisent
comme critère le niveau du taux BCR-ABL/ABL en logarithme décimal.
Les symptômes de la leucémie sont différents selon la forme de celle-ci. Dans certains cas,
ils sont proches des signes de la grippe. Le déficit en plaquettes rend difficile la coagula-
tion du sang et entraine des saignements. Dans d’autres cas la leucémie s’exprime par une
asthénie et une grande faiblesse. Elle se déclare aussi par une augmentation du volume
des ganglions lymphatiques, une infection des voies respiratoires et une hypertrophie de
la rate. Dans 40% des cas, la découverte de la maladie se fait de manière hasardeuse,
lors d’un examen sanguin de routine. La maladie est confirmée par le myélogramme, une
analyse du sang de la moelle osseuse, qui met en évidence l’existence du chromosome de
Philadelphie et du gène bcr-abl [11].
Les causes de la leucémie restent inconnues dans 9 cas sur 10, cependant des facteurs
de risques d’atteinte par la leucémie sont connus comme l’exposition à des produits chi-
miques ou à la radioactivité ou une prédisposition génétique. Plusieurs traitements sont
disponibles selon l’individu, le type de la maladie ou de son évolution [43,74]. Ces trai-
tements vont de la chimiothérapie, la radiothérapie, les transfusions sanguines, jusqu’à
la greffe de la moelle osseuse en passant dans certains cas par l’utilisation de facteurs de
croissances telle l’EPO.
Tout ceci sera plus détaillé dans le prochain chapitre.
Notre thèse de Doctorat en Mathématiques concerne l’analyse d’un modèle de leucémie
myéol̈ıde chronique (LMC) présenté par un système d’équations différentielles ordinaires
(EDO) en dimension 5, prenant en compte des cellues souches hématopöıétiques (CSH),
des cellules différenciées (CD) et des facteurs de croissance.
Le premier chapitre présente des rappels de quelques notions mathématiques nécessaires
pour la suite de notre travail.
Dans le deuxième chapitre, nous présenterons les aspects biologiques pour comprendre
les mécanismes de la leucémie.
Le troisème chapitre établi un état de l’art sur les modèles qui ont été proposés pour
analyser l’évolution de cette maladie, pour proposer finalement un modèle EDO de di-
mension 5. Ce sera un système dépendant de deux paramètres permettant ainsi l’étude
de trois scénarios de l’évolution de cette maladie.
Nous aborderons ensuite l’analyse de ce système en commençant par l’étude de l’existence
et l’unicité de solution locale et globale.
Le quatrième chapitre sera consacré à la détermination des points d’équilibre de ce
système puis à l’analyse de stabilité locale de ces points. L’analyse de stabilité globale se
base sur la construction de fonctions de Lyapounov adaptées. Une interprétation biolo-
gique de ces résultats est aussi proposée.
Au cinquième chapitre, nous avons analysé un modèle contrôlé en commençant par l’etude
de sa contrôlabilité, ensuite la caractérisation d’un contrôle linéaire puis un contrôle qua-
dratique pour ce modèle.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans cette partie, nous rapellons quelques notions mathématiques utiles pour la suite
de ce travail

1.1 Introduction

La théorie des systèmes dynamiques puise son origine dans les travaux de Poincaré,
à la fin du 19 ème siécle, sur le problème des trois corps(c’est un célèbre problème
mathématique en mécanique céleste. Il s’agit de trouver toutes les solutions mathématiques
possibles des équations différentielles décrivant les mouvements de trois astres s’attirant
les uns les autres sous l’effet de la gravitation).
Elle est utilisée pour étudier les systèmes qui évoluent au cours du temps. L’état d’un
système est representé, à un instant donné t d’un intervalle I, par un élément x d’un
espace d’état X, où X est un ouvert de Rn.
Une dynamique est décrite par le système d’équations differentielles ordinaires suivant :

dx

dt
= f(t, x) (1.1)

où f est définie de I×X dans Rn avec x = (x1, x2, ..., xn) et f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)).

1.1.1 Problème de Cauchy

Le problème de Cauchy associé au système (1,1) consiste en la détermination des
solutions du système (1,1) satisfaisant la conditon initiale x(t0) = x0.

1.1.2 Définitions

Définition 1.1. Une solution du système (1,1) est une fonction dérivable définie de I×X
dans Rn par : x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) tel que ∀t ∈ I : x

′
(t) = f(t, x).

Définition 1.2. Le flot du système (1,1) est la famille à un paramètre d’applications
{φt}(t∈R) définie de X dans X tel que

∀x0 ∈ X : φt(x0) = x(t, x0),

où x(t, x0) est l’unique solution du problème de Cauchy.
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Définition 1.3. Soit φt le flot défnie sur X associé au système (1,1). L’ orbite d’un point
x0 est l’ ensemble :

γ(x0) = {x ∈ X ;∃t ∈ I : x(t) = φt(x0)}.

Définition 1.4. Un point x? ∈ X est dit point d’équilibre ( ou point fixe ou point singulier
ou point stationnaire ) s’il satisfait f(x∗) = 0.

Définition 1.5. Soit γ(x) une orbite et x? et y? deux points d’équilibre qui vérifient :
lim
t→+∞

γ(x) = x? et lim
t→−∞

γ(x) = y?.

Si x? 6= y? alors γ(x) est dite orbite hétérocline.
Si x? = y? alors γ(x) est dite orbite homocline.

Définition 1.6. Soit φt un flot dans X et x0 ∈ X.

— Un point x est dans l’ensemble ω− limite ω(x0) s’il existe une suite tk → +∞ telle
que lim

tk→+∞
φtk(x) = x0.

— Un point x est dans l’ensemble α− limite α(x0) s’il existe une suite tk → −∞ telle
que lim

tk→−∞
φtk(x) = x0.

Remarque 1.1. Si x0 est un point d’équilibre alors ω(x0) = α(x0) = {x0}.

1.2 Existence et unicité de la solution

1.2.1 Existence locale

Définition 1.7 (Fonction Lipschitzienne). Soit f une fonction continue définie de I ×
Rn −→ Rn. On dit que f est locallement lipschitzienne par rapport à l’état x ∈ Rn si pour
tout (t0, x0) ∈ Rn il éxiste une constante Ct0,x0 > 0 et un voisinage U de (t0, x0) dans
I × Rn pour lequel pour tout t ∈ I et pour tout x1, x2 ∈ Rn :
si (t, x1) ∈ U et (t, x2) ∈ U on a ‖ f(t, x1)− f(t, x2) ‖≤ Ct0,x0 ‖ x1 − x2 ‖.

Théorème 1.1 (Cauchy-Lipschitz). On considère le probléme de Cauchy associé au
système (1,1). Si f est de classe C1 alors pour toute conditon initiale dans I × Rn ,
il existe un intervalle J ⊂ I contenant t0 où le problème de Cauchy admet une solution
locale unique dans J .

Théorème 1.2 (Picard Lindelöf). Soit X un espace de Banach de norme ‖ . ‖. Considérons
le probléme de Cauchy : {

ẋ = f(x)

x(t0) = x0

(1.2)

où t0 ∈ R et x0 ∈ X.
On suppose que f : R×X −→ X est une fonction continue et bornée sur un ensemble A
définie pour a > 0 et b > 0 par :

A = {(t, x) :| t− t0 |≤ a, ‖ x− x0 ‖≤ b}.

Si f est lipschitziénne par rapport à x sur A alors il existe δ > 0 et une fonction continue
φ : [x0 − δ, x0 + δ] → X tel que x = φ(t) est l’unique solution locale du problème de
Cauchy.
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1.2.2 Existence Globale

Théorème 1.3. Soit f : I × Rn −→ Rn une fonction continue pour tout t ≥ t0 et pour
tout x ∈ D où D ⊂ Rn. Soit Γ un ensemble compact fermé et positivement invariant
dans D. On suppose que chaque solution du problème de Cauchy ( où la condition initiale
x0 = x(t0) ∈ Γ) est confinée dans Γ alors le système admet une solution globale unique
définie pour t ≥ t0.

1.3 Stabilité des points d’équilibre

1.3.1 Stabilité locale

Définition 1.8. On considère le problème de Cauchy (1.2) où (t0, x0) la condition initiale
et φ(t, x0) le flot qui lui sont associés.

— Le point d’équilibre x? est dit uniformement stable si et seulement si :

∀ε > 0,∃η > 0 et ∀t > 0 ‖ t− t0 ‖≤ η =⇒‖ φ(t, x0) ‖≤ ε.

— x? est dit uniformément asymptôtiquement stable si x? est uniformément stable et
si en plus :

∃ρ > 0, ‖ x− x? ‖< ρ⇒ lim
t→+∞

φ(t, x0) = x?.

— Un équilibre qui n’est pas stable est dit instable.

Théorème 1.4. Soit x· = Ax le linéarsé tangeant associé au problème de Cauchy (1.2)
où A est une matrice carrée d’ordre n, de valeurs propres λ1, ...λd avec d ≤ n.

1. x? est uniformement stable si seulement si ∀i ∈ {1, ..., d}, Re(λi) ≤ 0.

2. x? est uniformément asymptotiquement stable si seulement si
∀i ∈ {1, ..., d}, Re(λi < 0).

3. x? est instable si seulement si ∃i ∈ {1, ..., d}, Re(λi) > 0.

1.3.2 Critère de Routh-Hurwitz

Soit le système linéaire de dimension n suivant :

ẋj =
n∑
i=1

aijxij,

avec i, j ∈ [1, n], où A = (aij) est une matrice carrée de dimension n à coefficients
constants. La matrice A admet n valeurs propres, solutions de l’équation caractéristique

det(A− λI) = 0

. Ce polynôme de degré n s’écrit :

p(λ) = e0λ
n + e1λ

n−1 + e2λ
n−2 + ...+ en−1λ+ en = 0,

où e0, e1, e2, ..., en sont réels.
Considérons les n déterminants suivants,
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H1 = e1, H2 =

∣∣∣∣∣ e1 e3

1 e2

∣∣∣∣∣ , H3 =

∣∣∣∣∣∣∣
e1 e3 e5

1 e2 e4

0 e1 e3

∣∣∣∣∣∣∣,... Hk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 e3 e5 . . .

1 e2 e4 . . .

. . . . . .

0 0 . . . ek

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ avec

k ∈ [1, n].
Nous avons le résultat suivant :

Théorème 1.5 ([64]). L’équilibre x? est asymptotiquement stable ⇔ ∀k ∈ [1, n], Hk > 0.

1.3.3 Stabilité globale

Stabilité globale dans le plan

Théorème 1.6 (Poincaré-Bendixon [17]). On considére le système (1,1) défini dans le
plan (n = 2). On suppose que ce système n’a pas de points singuliers isolés. Si une orbite
est positivement bornée alors son ensemble ω − limite est soit un point singulier soit un
cycle limite, soit une réunion de points singuliers et d’orbites homoclines et hétéroclines.

Théorème 1.7 (Critère de Dulac-Bendixon [44]). Considérons dans le plan l’equation
x· = f(x) où x = (x1, x2) et f = (f1, f2).

Si divf =
∂f1

∂x1

+
∂f2

∂x2

ne s’annule pas dans une région Ω de R2 alors Ω ne contient ni

orbite périodique ni orbite homocline.

Corollaire 1.1. S’il existe une fonction positive Θ definie sur Ω tel que divΘ(f) garde un
signe constant sur Ω alors le système n’a pas de cycle limite dans Ω. Θ est dite fonction
de Dulac.

Stabilité au sens de Lyapunov

Définition 1.9. Soit Ω ⊂ Rn un ouvert contenant le point d’équilibre x? et soit V :
Ω −→ R une fonction de classe C1

1. V est dite définie positive si V (x?) = 0 et V (u) > 0 pour tout u ∈ Ω− {x?}.
2. V est dite définie négative si (−V ) est définie positive.

3. V est dite semi définie positive si V (x?) = 0 et V (u) ≥ 0 pour tout u ∈ Ω.

4. V est dite semi définie négative si (−V ) est semi définie positive.

Définition 1.10 (M-matrice [9]). La matrice A = (aij)n×n est dite M-matrice si aij < 0
pour tout i 6= j où i, j ∈ 1, ..., n et vérifie l’une des conditions suivantes :

— Toutes les valeurs propres de A sont à parties réelles positives.

— Tous les mineurs principaux de A sont positifs.

— La matrice A + D est non singulière pour chaque matrice diagonale non négative
D.

Lemme 1.1. Si A est une M-matrice alors il existe une matrice D = (d1, ..., dn) où
di > 0 avec i = 1, ..., n tel que B = 1

2
(DA+ ATD) est une matrice définie positive.
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Théorème 1.8 (Lyapunov [92],[95]). Soit x(t) une solution de dotx = f(x) et soit V
une fonction de classe C

1
définie positive sur Ω un voisinage du point d’équilibre x? si :

— Si
dV

dt
est semi définie négative sur Ω alors x? est stable.

— Si
dV

dt
est définie négative sur Ω alors x? est asymptotiquement stable.

Remarque 1.2. V est dite fonction de Lyapunov.
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1.4 Contrôle optimal

1.4.1 Critère de contrôlabilité locale de Kalman

Soit le système contrôlé (S), non linéaire suivant :{
ẋ = f(t, x(t), u)

x(0) = 0
(1.3)

x : I → Rn l’éétat et u : I → Rm le contrôle.
f : I × Rn × Rm → Rn suposée de au moins de classe C1.
On appelle linéarisé du système (S) autour du point d’équilibre (0,0) le système contrôlé
(S
′
) défini par : {

ẋ = Ax+Bu

x(0) = 0
(1.4)

où A =
∂f

∂x
(0, 0) et B =

∂f

∂u
(0, 0).

Théorème 1.9 ([52]). Le système (S
′
) est contrôlable si et seulement si la matrice

C = (B,AB,A2B, ..., An−1B) est de rang n.
La matrice C dite matrice de Kalman et la condition rgC = n est dite condition de
Kalman.

Théorème 1.10 ([52]). Si (S
′
) est contrôlable, alors (S) est localement contrôlable au

voisinage du point (0, 0).

1.4.2 Principe du maximum de Pontriyaguine

Le principe du maximum de Pontriyaguine nous fournit des conditions nécessaires
d’optimalité dont la formulation fait intervenir les notions d’état adjoint et le Hamilto-
nien. En revanche, le principe du maximum de Pontriyaguine ne dit rien sur l’existence
d’un contrôle optimal ni sur le caractère suffisant de ces conditions.
On considére dans notre cas la minimisation d’une fonctionnelle.
Soit le système dynamique contrôlé suivant :{

ẋ = f(x, u)

x(0) = x0

(1.5)

où x l’état du système (1.5) avec l’entrée u tel que u(t) ∈ U = [0;T ].
U est l’ensemble des contrôles admissibles et T est le temps terminal (horizon final) du
système.
On choisi le contrôle u ∈ U pour tout t ∈ [0;T ].
Pour minimiser la fonctionnelle objectif J définie par :

J = Ψ(x(t)) +

∫ T

0

L(t, x(t), u(t))dt.

Les contraintes sur la dynamique du système peuvent être jointes au Lagrangien L en
introduisant le vecteur multiplicateur P , dont les éléments sont appelés les états adjoints
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du système.
On construit alors l’Hamiltonien H défini pour tout t ∈ [0;T ] par :

H(x(t), u(t), P (t), t) = 〈P T (t), f(x(t), u(t))〉+ L(x(t), u(t)).

où P T est le transposé de P .
et 〈.., ..〉 représente le produit scalaire.
Le principe du maximum de Pontriyaguine indique que la trajectoire d’état optimale x∗,
le contrôle optimal u∗ et le vecteur multiplicateur de Lagrange correspondant P ∗ doivent
minimiser l’Hamiltonien H de sorte que :

H(x∗(t);u∗(t);P ∗(t); t) ≤ H(x(t);u(t);P (t); t)........(H1)

pour tout temps t ∈ [0;T ] et pour toutes les entrées de contrôle admissibles u ∈ U .
On a la condition :

ΨT (x(T )) +H(T ) = 0........(H2)

De plus, les équations adjointes :
(dP
dt

)T (t) = −Hx(x
∗(t), u∗(t), P (t), t) = −P T (t)fx(x

∗(t), u∗(t))−Lx(x∗(t), u∗(t))........(H3)
doivent être satisfaites. Si l’état final x(T ) n’est pas fixe (c’est-à-dire que sa variation
différentielle n’est pas nulle), il faut aussi que les états adjoints terminaux soient tels
que :

P T (T ) = Ψx(x(T ))........(H4)

Ces quatre conditions de (H1) à (H4) sont les conditions nécessaires pour l’existence
d’un contrôle optimal.
Notez que (H4) ne s’applique que lorsque x(T ) est libre.

1.4.3 Contrôle linéaire (bang-bang)

Soit le problème de contrôle linéaire donné par :

min

∫ T

0

L(t, x(t), u(t))d,

avec
dx

dt
= f(t, x(t), u(t))

où
f(t, x(t), u(t)) = f1(t, x(t)) + u(t)f2(t, x(t))

et
L(t, x(t), u(t)) = g1(t, x(t)) + u(t)g2(t, x(t))

sous les conditions x(0) = x0 et umin ≤ u(t) ≤ umax
Appliquons le principe du maximum de Pontriyaguine.
On considére alors l’Hamiltonien H défini par :

H(t, x(t), P (t), u(t)) = 〈P (t), f(t, x(t), u(t))〉 − L(t, x(t), u(t))

où P (t) est l’operateur adjoint.
On obtient alors :

H(t, x(t), P (t), u(t)) = u(t)Φ(t, x(t), P (t)) + F (t, x(t), P (t)).
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La fonction Φ(t, x(t), P (t)) est dite fonction ”switch”, on a alors le contrôle optimal Bang
Bang u∗(t) qui vérifie :

H(t, x(t), P (t), u∗(t)) = maxH(t, x(t), P (t), u(t)).

Ce contrôle est donné par :

u∗(t) =


umin si Φ < 0

umax si Φ > 0

indéfini si Φ = 0

.



Chapitre 2

Aspects biologiques de la leucémie

Dans ce chapitre nous présentons les aspects biologiques de la leucémie.

2.1 Les cellules souches

Figure 2.1 – Les cellules souches

La biologie cellulaire des cellules souches est un domaine encore en pleine expansion et
comportant de nombreuses inconnues. Les cellules souches ont par définition des capacités
d’auto-renouvellement et de différenciation multi- lignée [15,54,81].On considère que par
un phénomène de division cellulaire asymétrique, une cellule souche mère conduira à la
formation d’une cellule souche fille permettant le maintien d’un stock de cellules souches
et donc de la capacité d’auto- renouvellement, et en même temps de la formation d’une
cellule fille. Cette dérnière s’engage dans la différenciation cellulaire et est appelée cellule
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progénitrice. Cette cellule progénitrice va progressivement acquérir des spécificités fonc-
tionnelles au cours du phénomène de différenciation cellulaire, mais perdre les capacités
d’auto-renouvellement. Les cellules souches sont probablement présentes et dispersées
dans tous les organes du corps humain adulte( peau, intestin, moelle osseuse, cerveau,
muscle squelettique, cœur et foie). Plus ou moins rassemblées dans des microenvironne-
ments improprement appelés ” niches ”, elles participent à la régénération de l’organe ou
des tissus où elles sont situées en fonction des signaux biochimiques (facteurs de crois-
sance spécifiques) envoyés et reçus. Une cellule souche assure l’homéostasie, c’est-à-dire
le maintien physiologique d’un organe ou d’un tissu, en remplaçant les cellules mortes,
que ce soit naturellement ou après une lésion, assurant ainsi la pérennité de la fonction
de l’organe pendant la vie de l’individu. Elle remplit cette fonction, d’une part en se mul-
tipliant à l’identique (ce qui évite le tarissement du réservoir de cellules souches), d’autre
part en se différenciant, acquérant ainsi les caractéristiques du tissu à réparer.

2.1.1 Les niveaux de cellules souches

Figure 2.2 – Les niveaux des cellules souches

Les cellules souches peuvent être retrouvées dans différents tissus de l’organisme. Sui-
vant leurs capacités à se différencier, quatre niveaux de cellules souches sont distingués.
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Les cellules souches unipotentes :
Elles ne fournissent qu’un seul type cellulaire mais elles sont capables d’auto régénération.
Les cellules souches multipotentes :
Elles sont à l’origine de plusieurs types de cellules différenciées issues d’un même feuillet
embryonnaire. Par exemple : les cellules souches hématopöıétiques de la moelle osseuse.
Les cellules souches pluripotentes :
Elles sont à l’origine de plusieurs types de cellules différenciées issues de feuillets em-
bryonnaires différents. Les cellules souches embryonnaires sont des cellules pluripotentes
issues de la partie interne du blastocyste (au stade de quarante cellules). Elles peuvent
engendrer tous les tissus de l’organisme.
Les cellules souches totipotentes :
Elles sont les seules aptes à engendrer un être humain. Elles forment l’embryon dans les
quatre premiers jours de son développement. Ces cellules souches sont à l’origine de la
différenciation des cellules.

2.1.2 Les trois catégories des cellules souches

Figure 2.3 – Les cathégories des cellules souches

Les cellules souches sont réparties en trois catégories : les cellules souches embryonnaires,
les cellules souches fœtales et les cellules souches adultes. Elles possèdent les mêmes pro-
priétés mais ont des capacités différentes.
Les cellules souches embryonnaires (ES) :
Elles sont dérivées de la masse interne du blastocyste en stade précoce et sont capables de
former un organisme entier [115], elles sont issues de la masse interne du blastocyste. Ces
cellules expriment des marqueurs communs à toutes les cellules souches indifférenciées
[95]. De plus, elles ont la capacité de s’auto-renouveler indéfiniment et de se différencier
en toutes les cellules souches et progéniteurs adultes et fœtaux.
Les cellules souches fœtales :
Elles sont issues de tissus fœtaux à un stade de cinq à neuf semaines. Ces cellules
ont une importante capacité de prolifération et sont pluripotentes. Elles peuvent donc
donner toutes les différenciations cellulaires après stimulation par un environnement
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spécifique. Cependant, bien qu’elles nourrissent une part importante de la recherche fon-
damentale, l’instabilité de leur génome limite les perspectives quant à leur utilisation en
thérapeutique.
Les cellules souches adultes ;
Les cellules souches adultes ont une fonction d’entretien ou de maintien physiologique
et/ou structurale d’un tissu ou d’un organe. Cette fonction est rendue possible par les
capacités de prolifération d’auto renouvellement et de différenciation des cellules souches
adultes. Une première catégorie de cellules souches adultes demeure quiescente [47,116]
(absence de division) et nécessite une stimulation par une agression extérieure pour se
multiplier (lésion, infection). Une seconde catégorie se multiplie en permanence pour as-
surer le renouvellement cellulaire [96].

2.1.3 L’autorenouvellement, la différentiation et la totipotence

Figure 2.4 – L’auto renouvellement et de la différenciatioon

L’autorenouvelement : C’est la production à l’identique des cellules souches pour main-
tenir un stock permanent de cellules souches dans la moelle.
La différenciation : En réponse à un signal une cellule souche peut commencer à se
différencier de façon irréversible et s’engager ainsi dans une lignée cellulaire.
La totipotence : Une cellule souche est capable de donner naissance, après différenciation
à n’importe quelle cellule.
Pour plus de details voir [15]

2.1.4 Le cycle cellulaire

Le cycle cellulaire est l’ensemble des modifications qu’une cellule subit depuis sa for-
mation après la division d’une cellule mère jusqu’au moment ou elle a fini de se diviser
en deux cellules filles, ayant les mêmes caractères morphologiques et physiologiques de la
cellule mère [36,83].
Le cycle cellulaire comprend deux grandes étapes l’interphase et la mitose :
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Figure 2.5 – Le cycle cellulaire

A -L’interphase :
L’interphase est la plus longue période du cycle, elle correspond à la période comprise
entre la fin d’une division et le début de la suivante. Sa durée varie en fonction de la
nature et des conditions physiologiques de la cellule. Par exemple, les cellules intestinales
se divisent deux fois par jour, les cellules hépatiques une à deux fois par an. L’interphase
se décompose en trois phases successives :
la phase G1, la phase S et la phase G2. (G : initiale de Gap, intervalle).

1. Phase G1 :
La phase G1 est une phase de présynthèse au cours de laquelle la cellule se prépare
à la réplication (synthèse d’enzymes) et accumule des réserves pour la division
cellulaire, synthétise les molécules d’ARN (messagers, ribosomaux et de transfert)
et les protéines nécessaires à l’accroissement cellulaire. La cellule contrôle sa taille
et son environnement. Le passage de la phase G1 à S est décisif car la cellule
s’engage de façon irréversible dans le cycle. Cependant, la cellule peut interrompre
sa progression dans le cycle et entrer en phase G0 de quiescence ou elle reste des
jours, des semaines ou même des années sans se multiplier.

2. Phase S :
C’est la phase de synthèse caractérisée par : la duplication de l’ADN, la synthèse
des histones, la duplication du centriole.

3. La phase G2 :
C’est la phase pré mitotique, Un certain nombre de facteurs y sont synthétisés, en
particulier les facteurs de condensation de la chromatine. Comme la phase G1, elle
représente une phase de croissance cytoplasmique.

B -La phase M (ou mitose) :
La mitose est une étape bien particulière du cycle de vie des cellules eucaryotes, dit ” cycle
cellulaire ”. La division d’une cellule mère en deux cellules filles identiques. La mitose se
déroule en quatre étapes caractéristiques qui sont la prophase, la métaphase, l’anaphase
et la télophase.
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2.1.5 La prolifération, l’homéostasie et l’apoptose.

L’homéostasie :
Les cellules souches sont en quiescence, c’est-à-dire au repos, après avoir reçu un signal
physiologique, se renouvèlent ou se différencient [45,111]. L’équilibre entre les deux états
s’appelle homéostasie [79].
L’apoptose :
Les cellules quiescentes entrent en différenciation puis en prolifération. Les cellules pro-
liférantes se divisent sinon elles meurent avec un taux qui dépend d’un facteur de crois-
sance. Ce phénomène s’appelle l’apoptose.
La prolifération :
La prolifération des cellules saines :
C’est le fait que les cellules se multiplient par mitose, donc une cellule saine continue par
une lignée de cellules saines. Elle est stimulée par un autre facteur de croissance.
La prolifération des cellules cancéreuses :

Figure 2.6 – Prolifération des cellules souches cancereuses.

Pour se multiplier sans cesse, les cellules cancéreuses court-circuitent de nombreuses
régulations dans la prolifération et évitent la sénescence (processus physiologique qui
entraine un vieillissement et une dégradation de la cellule). Si la protéine Rb (une protéine
qui régule la division cellulaire)est défectueuse, les cellules cancéreuses sur activent les
signaux de prolifération pour rendre inefficace les facteurs de croissance .
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2.1.6 Les cellules souches hématopöıétiques

Figure 2.7 – Les cellules souches hematopé̈ıtiques

Une cellule souche hématopöıétique (CSH) est une cellule souche multipotente à l’ori-
gine de toutes les cellules sanguines.
Elles se trouvent uniquement dans la moelle osseuse. En se divisant une CSH donne une
nouvelle CSH ou une cellule engagée dans la différenciation donnant une cellule sanguine
mature (globules rouges, globules blancs, ou plaquettes). Une CSH peut donner naissance
à deux types de cellules souches, une cellule myélöıde ou une cellule lymphöıde.
C’est au cours de la troisième semaine de vie embryonnaire dans le sac vitellin que vont
se former les hémangioblastes qui sont à l’origine des cellules souches.
Notion de niche cellulaire.

Figure 2.8 – La niche cellulaire

Les cellules souches adultes sont localisées dans des environnements cellulaires qui
les protègent, appelés niches [15,26,90,106]. Ces niches sont composées non seulement
des cellules souches elles-mêmes, mais également d’autres types cellulaires de soutien
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qui génèrent un environnement riche en facteurs et molécules servant à maintenir l’état
indifférencié des cellules souches.

2.2 Les cellules différenciées

Figure 2.9 – Les cellules différenciées

Les cellules souches sont capables d’effectuer deux types de divisions cellulaires. La
première est symétrique et donne deux cellules souches, la deuxième asymétrique qui
donne d’un côté un progéniteur, cellule différenciée, et de l’autre côté une cellule souche.
La division asymétrique permet à une population de cellules souches de maintenir son
nombre constant lors de la production de cellules différenciées.
Une cellule différenciée change radicalement mais garde l’aspect génétique et ceci grâce
à l’ADN.
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2.3 L’hématopöıése

2.3.1 Les cellules sanguines

Figure 2.10 – Les cellules sanguines

Le sang est composé de cellules sanguines en suspension dans le plasma. Le volume
total du sang d’un adulte humain est de 5 litres. Les cellules en suspension représentent
45% du volume total, ce qui correspond à l’hématocrite. Il existe plusieurs types cellu-
laires [1,5,8,15,76] :
Les globules rouges ou hématies :
5 tera / l (millions par mm3) Ce sont des cellules anucléés dont le constituant essentiel
est une hémoprotéine de liaison de l’oxygène : l’hémoglobine (environ 14,5 g / 100 ml). Le
rôle principal de ces cellules est d’assurer le transport de l’oxygène et du gaz carbonique
entre les alvéoles pulmonaires et les tissus. Ce transport se fait par l’intermédiaire de
l’hémoglobine. Ces cellules ont une durée de vie de 120 jours. Leur production est de
200x109 nouvelles cellules par jour.
Les globules blancs ou leucocytes :
(7 à 10 giga/l ) se répartissent en : polynucléaires ou granulocytes : 40 à 80% des leu-
cocytes La fonction de ces neutrophiles est la défense non spécifique de l’organisme et
notamment la lutte antibactérienne. Cette fonction est permise par les propriétés des
neutrophiles : les phénomènes de diapédèse leur permettent de quitter le milieu sanguin
en passant entre les cellules endothéliales. Ces phénomènes sont assurés grâce à des cy-
tokines sécrétées sur le lieu de l’infection.
Les monocytes :
( 2 à 10% des leucocytes) Ces cellules ont une durée de vie dans le milieu sanguin très
courte (environ 24 heures). Elles passent ensuite dans les tissus où elles se différencient
en macrophages.
Les lymphocytes :
(20 à 40 % des leucocytes) Ce sont des cellules mononuclées, au rapport nucléo / cy-
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toplasmique élevé. Certains lymphocytes mémoires peuvent avoir une durée de vie très
longue. Ces cellules sont responsables des réponses spécifiques immunitaires. Certaines
lymphocytes effectuent leur différenciation dans la moelle osseuse. Ils peuvent fabriquer
les anticorps ou immuno globines.
Les plaquettes :
(200 à 400 000 / mm3) Les plaquettes sanguines ou thrombocytes sont des fragments
cellulaires anucléés. Elles jouent un rôle fondamental dans les phénomènes initiaux de
coagulation.

2.3.2 L’hématopöıése

Figure 2.11 – L’hémathopöıse

L’hématopöıèse est l’ensemble des mécanismes qui assurent le remplacement continu
et régulé des différentes cellules sanguines. Elle débute dès les premères semaines de la
gestation, puis dans le foie fœtal, la rate et la moelle osseuse [2,20,81]. Il s’agit d’un
système cellulaire complexe qui aboutit à ajuster la production cellulaire en fonction des
conditions de base et des agressions extérieures à l’organisme (infections, hémorragies,
etc...).
La mœlle osseuse est le siège principal de la production hématopöıétique. Chez l’adulte,
seule la mœlle osseuse des vertèbres, des côtes, du crâne, du bassin et de la partie
proximale du fémur assure le renouvellement des lignées sanguines. La régulation de
l’hématopöıèse est assurée en grande partie par des facteurs de croissance appartenant à
la famille des cytokines.
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2.3.3 Les compartiments de l’hématopöıése

L’hématopöıèse est un système hiérarchisé composé de 4 compartiments [50].
Les cellules souches totipotentes :
Toutes les cellules sanguines sont produites à partir d’une même cellule indifférenciée
dite cellule souche totipotente . Sous l’influence de facteurs de croissance et de vitamines
stimulant, une cellule souche primitive s’engage dans la différenciation d ’une lignée cel-
lulaire. Elle devient un progéniteur .
Les progéniteurs :
Ces cellules sont engagées dans une ou plusieurs voies de différenciation et leurs capacités
d’auto renouvellement sont réduites.

Les précurseurs[36] :
Ce sont les premières cellules morphologiquement identifiables de chaque lignées, elles
sont localisées dans la moelle osseuse. Elles ont perdu toute capacité d’auto renouvelle-
ment.
Les cellules matures :
Divers stades cytologiques sont observés dans chaque lignée pour aboutir aux cellules
matures fonctionnelles. Elles vont passer dans le sang qui représente un lieu de passage
et de transport entre la moelle et le lieu de leurs fonctions (les tissus)

2.4 Les maladies du sang

Des problèmes peuvent survenir à différents niveaux cellulaires en raison, du grand
nombre de divisions impliquées dans l’hématopöıèse [84]. Ces problèmes entrainent par-
fois une déstabilisation de l’hématopöıèse. Les maladies du sang résultent d’un dysfonc-
tionnement de la production du sang ou de ses composants circulants dans la moelle
osseuse.Parmi ces maladies,citons :
La leucémie :
C’est un cancer du sang et de la moelle. Elle est responsable d’une production excessive
de globules blancs, dont certains restent immatures. Cette maladie est associée à une ano-
malie génétique. Elle est liée au dysfonctionnement de la moelle osseuse qui produit les
cellules du sang. Des cellules de la moelle osseuse deviennent cancéreuses, se reproduisent
plus rapidement et empêchent la production normale des cellules du sang. Elle est due
dans 90 cas sur cent à la présence du chromosome Philadelphie au niveau de toutes les
lignées des cellules sanguines.
Le myélome :
Maladie maligne, le myélome est une tumeur touchant une cellule hématologique parti-
culière, le plasmocyte, cellule qui a pour fonction, à l’état normal, de former les anticorps
nécessaires aux défenses anti-infectieuses
La thalassémie :
Maladie génétique de l’hémoglobine dite orpheline, elle se caractérise par des anémies
particulièrement marquées, une hypertrophie de la rate et/ou une déformation du crâne
et des os longs. Les lymphomes :
Maladie du sang et des ganglions touchant chaque année plus de 5000 personnes en
Algérie, le lymphome est la forme de cancer du sang la plus répandue. Il se développe
dans le système lymphatique, organe de défense de l’organisme composé des vaisseaux
et des ganglions lymphatiques, de cellules lymphatiques qui circulent dans le sang et la
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lymphe. Les organes lymphöıdes comme la rate, le foie, la moelle osseuse font également
partie du système lymphatique.
L’aplasie médullaire :
Maladie rare qui touche environ une personne sur 500 000 dans le monde, l’aplasie
médullaire affecte surtout les enfants ou les jeunes adultes et se caractérise par un arrêt
du fonctionnement de la moelle osseuse. L’aplasie est une affection de l’hématopöıèse,
c’est-à-dire un défaut ou une absence de fabrication au niveau de la moelle osseuse.
L’anémie aplasique :
Cette maladie résulte d’une défaillance de la moelle osseuse lors de la production des cel-
lules sanguines. Cette défaillance est due à la destruction de cellules souches multipotentes
ou à la modification de l’environnement des cellules souches empêchant le développement
correct de ces dernières.

2.5 La leucémie

Les maladies hématologiques malignes apparaissent quand l’apoptose est altérée. Si les
cellules différenciées sont atteintes on parle de lymphome de bas grade ou de la leucémie
chronique. Si les cellules souches sont atteintes, on parle de lymphome de haut grade
ou de leucémie aigue. Les leucémies sont des affections malignes des cellules souches
hématopöıétiques avec augmentation du nombre de leucocytes dans la moelle osseuse ou
dans le sang périphérique. En se développant les cellules souches du sang deviennent des
cellules blastiques (blastes) qui sont des cellules sanguines immatures. S’il ya surproduc-
tion de ces cellules blastiques, il ya leucémie. Ces cellules blastiques ne deviennent pas des
cellules matures et prennent la place des cellules normales, elles sont appelées des cellules
leucémiques. Il existe quatre types de leucémies selon le type de cellules souches du sang
à partir duquel elles se développent. Elle est dite lymphöıde si elle est engendrée par
les cellules souches lymphöıdes et myélöıdes si elle est engendrée par les cellules souches
myélöıdes. Elle est chronique si son évolution est lente et aigue si son évolution est rapide.
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2.5.1 Différents types de leucémies

Figure 2.12 – Les leucémies

— La L M A : La leucémie myélöıde aigue ou granuleuse prend naissance dans les
cellules souches myélöıdes et se développent très rapidement. Les signes cliniques
de cette maladie sont les hémorragies et les infections C’est la leucémie la plus
répandue.

— La L L A : La leucémie lymphöıde aigue atteint les cellules souches lymphöıdes.
Elle évolue rapidement et affecte surtout les enfants , les garçons plus que les filles.
C’est le type de leucémie le moins courant .

— La L M C : La leucémie myélöıde chronique atteint les cellules souches myélöıdes,
son évolution est lente, elle affecte rarement les enfants .

— La L L C : la leucémie lymphöıde chronique atteint les cellules souches lymphöıdes.
Son évolution est lente, elle est répandue chez les sujets âgés entre 65 et 70 ans.

2.6 La leucémie myélöıde chronique (LMC)

2.6.1 Le chromosome

Chaque cellule du corps humain contient un noyau. Ce noyau renferme toute notre
information génétique. Celle-ci est contenue dans nos chromosomes qui contiennent eux-
mêmes notre ADN [52, 69].
Les chromosomes sont constitués d’ADN qui porte les gènes (200000 environ). L’informa-
tion génétique est répartie sur les 46 chromosomes (23 paires). Pour chaque paire, il y a
un chromosome d’origine paternelle et un chromosome d’origine maternelle. Ainsi, pour
une même paire, les deux chromosomes ne seront pas identiques. Les 22 premières paires
sont appelées autosomes. La 23ème paire est celle qui détermine le sexe de la personne.
Il s’agit des chromosomes X et Y. Les femmes possèdent deux chromosomes X, alors que
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les hommes possèdent un chromosome X et un chromosome Y. Les gènes sont donc eux
aussi présents en 2 copies (maternelle/paternelle).

2.6.2 L’ADN

Figure 2.13 – La molecule ADN

La molécule d’ADN, également connue sous le nom d’acide désoxyribonucléique, se
trouve dans toutes nos cellules [69]. C’est le ” plan détaillé ” de notre organisme aussi
appelé code génétique : il contient toutes les informations nécessaires au développement
et au fonctionnement du corps.
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2.6.3 La translocation

Figure 2.14 – La translocation

La translocation est un réarrangement chromosomique caractérisé par l’échange récipr-
oque de matériel chromosomique entre des chromosomes non homologues, c’est-à-dire
n’appartenant pas à la même paire [29,41,42,43,67,74]. Si la translocation n’entrâıne pas
de perte de matériel chromosomique et donc de gènes, elle est qualifiée d’équilibrée ou de
balancée. Si la translocation implique une perte ou un gain de matériel chromosomique et
par conséquent une perte ou un gain de certains gènes, elle est qualifiée de déséquilibrée.
On distingue deux types de translocations touchant les chromosomes :
La translocation réciproque :
C’est quand deux chromosomes non homologues échangent du matériel génétique. Comme
l’échange est en général équilibré, toute l’information génétique est souvent présente. Mais
des problèmes seront rencontrés lors de la formation des gamètes car les chromosomes
homologues ont du mal à s’apparier. Lors d’une translocation chromosomique, un proto-
oncogène peut devenir oncogène et favoriser l’apparition de tumeurs. Ainsi, 95 % des
patients souffrant d’une leucémie myélöıde chronique ont une translocation réciproque
entre les chromosomes 9 et 22.
La translocation robertsonienne :
Elle concerne des chromosomes acrocentriques [13, 14, 15, 22, 23], dont le centromère se
trouve à l’extrémité du bras long. Une translocation robertsonienne est fréquente dans
les familles où il existe une forme héréditaire de trisomie 21.
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2.6.4 Les proteines ABL, BCR, ABL-BCR

La tyrosine-protéine kinase ABL1 :
également appelée ABL [116]est une protéine qui, chez l’homme, est codée par le gène
ABL1 situé sur le chromosome.
Le gène BCR [19] :
La protéine BCR joue un rôle important dans la signalisation chimique dans les cellules.
Par cette activité, la protéine BCR aide à réguler le mouvement (migration) et la fonction
des cellules.
Le gène BCR-ABL1 [19,60,74] :
La translocation réciproque, notée t(9 ;22),du matériel génétique entre les chromosomes
9 et 2 , impliquant dans certaines conditions la fusion d’une partie du gène ABL1 du
chromosome 9 avec une partie du gène BCR du chromosome 22, créant un gène de fu-
sion anormal appelé BCR-ABL1 . Le chromosome 22 anormal, contenant un morceau du
chromosome 9 et le gène de fusion, est appelé le chromosome de Philadelphie. La translo-
cation est acquise au cours de la vie d’une personne et n’est présente que dans les cellules
sanguines anormales. Ce type de changement génétique, appelé mutation somatique, n’est
pas héréditaire. La protéine produite à partir du gène BCR-ABL1 signale aux cellules
cancéreuses de continuer à se diviser anormalement et les empêche de s’autodétruire, ce
qui entrâıne une surproduction de cellules anormales et une pénurie de cellules sanguines
normales. Le chromosome de Philadelphie a également été trouvé dans certains cas de
cancers du sang à évolution rapide connus sous le nom de leucémies aiguës.

2.6.5 La LMC

La leucémie myélöıde chronique (LMC) est un cancer qui prend naissance dans les
cellules souches du sang [38,52,74,106]. Les cellules souches sont des cellules de base qui
se transforment en différents types de cellules qui ont des fonctions distinctes. En se
développant, les cellules souches du sang deviennent des cellules blastiques, qui sont des
cellules sanguines immatures. Dans le cas de la leucémie, il y a une surproduction de
cellules blastiques. Ces cellules blastiques se développent anormalement et ne deviennent
pas des cellules sanguines matures. Les cellules blastiques prennent la place des cellules
sanguines normales. Ces cellules blastiques sont appelées cellules leucémiques. Il existe de
nombreux types différents de leucémies qui sont d’abord classés selon le genre de cellules
souches du sang à partir desquelles ils se développent. Les cellules souches sanguines
peuvent devenir soit des cellules souches myélöıdes soit des cellules souches lymphöıdes.
La leucémie myélöıde se développe à partir de cellules souches myélöıdes anormales.

La LMC prend naissance dans les cellules souches myélöıdes anormales et évolue
lentement. Ces cellules anormales se transforment en granulocytes cancéreux. Environ
95 pour cent des adultes atteints d’une LMC ont le chromosome Philadelphie dans leurs
cellules leucémiques [11]. C’est une anomalie chromosomique acquise.
son évolution comporte trois phases [40,46,111] :

1. La phase chronique dure de 3 à 5 ans, la maladie répond au traitement.

2. La phase accélérée durant laquelle le contrôle de la maladie est plus délicat.

3. La phase blastique durant laquelle la maladie se transforme en L M A .
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2.7 Les traitements de la LMC

Au cours des dernières décennies, les progrès de la recherche ont permis de mettre au
point des molécules qui améliorent sensiblement le traitement des leucémies et la qualité
de vie des patients. Le traitement est personnalisé en fonction du type de leucémie et
du stade évolutif. Des traitements intensifs, pratiqués en milieu hématologique spécialisé,
permettent aujourd’hui d’obtenir des rémissions complètes très prolongées [39,67], on dis-
tingue :
La chimiothérapie :
Il s’agit d’un traitement à base de substances chimiques [46,75]. Elle consiste à administrer
plusieurs agents chimiothérapeutiques pour combattre les cellules tumorales présentes au
sein de l’organisme. Elle peut être proposée comme seul traitement ou être associée à
une chirurgie, une radiothérapie, une hormonothérapie, une immunothérapie ou encore
une thérapie ciblée. Le choix de l’administrer peut dépendre de plusieurs facteurs, comme
le type de tumeur, l’état de santé général du patient, son âge et les possibles comorbi-
dités. La chimiothérapie agit sur tout l’organisme humain, contrairement aux traitements
comme la chirurgie ou la radiothérapie qui agissent au niveau local. C’est ce qu’on appelle
un traitement systémique. Son action ralentit et bloque la croissance et la propagation
des cellules cancéreuses dans le sang.
La radiothérapie :
La radiothérapie est un traitement locorégional qui vise à détruire les cellules cancéreuses
par irradiation. Elle n’est pas systématique dans le traitement du cancer mais concerne
plus de la moitié des patients atteints d’un cancer à un moment ou à un autre de leur par-
cours de soins. Son indication dépend de la localisation du cancer, de son stade d’évolution
et de l’état général du patient. La radiothérapie peut être associée à d’autres traitements
du cancer comme la chirurgie, la chimiothérapie, l’hormonothérapie ou des thérapies
ciblées.
Les greffes :
On peut faire une greffe de cellules souches pour traiter certains cancers comme la
leucémie, le lymphome, le myélome multiple et le neuroblastome [46,55,105] ou après
une radiothérapie et une chimiothérapie à forte dose qu’on a administrées pour traiter
le cancer. Le type de greffe se base sur la personne qui donne les cellules souches. Pour
l’autogreffe, on se sert de cellules souches provenant de la moelle osseuse ou du sang du
malade. La double autogreffe, ou greffe en tandem, consiste à administrer 2 autogreffes.
Avant chacune, on administre une chimiothérapie à forte dose. On prélève habituellement
les cellules souches pour les 2 greffes avant le premier cycle de chimiothérapie. On fait
généralement la deuxième greffe de quelques semaines à 6 mois après la première. Pour
l’allogreffe, on se sert de cellules souches provenant d’une autre personne.
Les interférons (IFN) :
Ce sont des protéines (glycoprotéines de la famille des cytokines) [51,53,113]. Ils sont
produits par les cellules du système immunitaire, mais également par d’autres types cel-
lulaires (cellules dendritiques, mononuclées, épithéliales, etc.), en réponse à la présence
d’une double hélice d’ARN étranger dans l’organisme (plus généralement par la présence
de structures moléculaires associées à des pathogènes1). Ils ont pour effet de défendre
l’organisme des agents pathogènes tels les virus, bactéries, parasites et cellules tumorales.
Ils le font en induisant la production de protéines de la fonction immunitaire ( antivirales
et antibactériennes, ou à effet sur la réponse immune et à visée antiprolifératives).
Les inhibiteurs de la tyrosine kinase [41,52,98] :
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La tyrosine kinase joue un rôle dans la communication, le développement, la division
et la croissance des cellules [19,67,73,84]. Les inhibiteurs de la tyrosine kinase sont un
type de traitement par inhibition du facteur de croissance [89,98,107,113]. Un inhibiteur
de tyrosine kinase est un médicament, antagoniste réversible, qui permet le blocage de
l’activité des tyrosine kinases, enzymes impliquées dans le processus de la signalisation
cellulaire.
L’immunothérapie :
Elle consiste à administrer des substances stimulant les défenses immunitaires du malade
contre des infections [30], dont certains cancers hématologique. Ceci inclut les thérapies
utilisant des protéines (anticorps) produites par les cellules du système immunitaire, en
particulier les immunoglobulines.

2.8 Les facteurs de croissance

Figure 2.15 – Influence des facteurs de croissance

2.8.1 Définition

Les facteurs de croissance sont des molécules qui régulent le nombre des cellules en aug-
mentant ou en diminuant leur multiplication en fonction des besoins [69]. L’érythropöıétine
(EPO ) est le facteur de croissance qui stimule la reproduction des globules rouges. Ils sont
utilisés pendant la chimiothérapie ou après une greffe de moelle osseuse lors du traitement
d’un cancer. Le facteur de croissance est appelé premier messager, après la fixation sur un
récepteur situé au niveau de la cellule spécifique à chaque facteur de croissance, celui-ci
provoque la fabrication d’une molécule chimique appelé deuxième messager qui elle-même
produit une protéine régulatrice capable d’accélérer ou de ralentir la différentiation des
cellules. Le cancer se caractérise par une division trop importante des cellules et par une
perte de différenciation de cellules.
Les facteurs de croissance sont souvent utilisés dans les greffes de la moelle osseuse dans
le traitement de la LMC. L’utilisation de facteurs de croissance permettrait de stimuler
l’auto renouvellement des CSH logées dans la niche osseuse.
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2.8.2 Les facteurs de croissance hématopöıétiques (FCH)

En fonction de leur site d’action au cours de l’hématopöıèse, les FCH sont de 3 types :

— Les FCH multipotents : qui permettent la survie et la différenciation des CSH.

— LES FCH de promotion : Ils augmentent le nombre de CHS et les sensibilisent à
l’action des autres facteurs de croissance.

— Les FCH restreint : Ils agissent sur les CSH engagées en favorisant la multiplication
cellulaire.





Chapitre 3

Modélisation du problème

3.1 Historique

La modélisation mathématique d’une maladie est un outil qui permet de tester des
hypothèses de façon à comprendre les mécanismes qui contrôlent la progression de cette
maladie et de guider les expérimentations cliniques futures.
Un des intérêts du modèle mathématique est de pouvoir prédire le comportement des
solutions et donc celui des phénomènes qu’elles représentent. Typiquement, l’etude des
équilibres du modèle (c’est-à-dire des solutions stationnaires) et de leur stabilité, renseigne
sur le comportement à long terme des solutions. Par exemple, dans le cas d’un modèle
représentant des populations malades sous traitement, il est intéressant de prédire si ces
populations vont converger vers un équilibre sain (le traitement éradique la maladie), un
équilibre bas (chronique) (le traitement contrôle la maladie à niveau bas), ou bien vers
un équilibre haut (equilibre blast) (le traitement n’a pas ou peu d’effet sur la maladie).
L’analyse mathématique de ces modèles permet d’explorer les différents scénarios pos-
sibles, de façon à orienter les études biologiques, ou bien tout simplement à rejeter le
modèle si ces scénarios sont incohérents et biologiquement non pertinents. Par exemple,
un modèle de LMC qui n’admet pas d’équilibre stable haut (correspondant à une forte
charge tumorale) ne sera pas capable de représenter un patient avec une charge leucémique
importante, comme c’est souvent le cas au diagnostic. Un tel modèle devra être rejeté.
Nous nous appuyons sur l’analyse de stabilité des modèles pour décrire leurs différents
équilibres. L’analyse de stabilité se divise généralement en deux étapes.
La première consiste à trouver les équilibres du modèle, il s’agit des solutions station-
naires (indépendantes du temps) du modèle.
La seconde étape consiste à analyser la stabilité de chacun de ces équilibres, la position
et la stabilité des équilibres d’un modèle dépendent des paramètres qui le constituent.
Selon les valeurs de ces paramètres, certains équilibres peuvent changer, disparâıtre ou
apparâıtre. De la même façon, la stabilité d’un équilibre peut changer en fonction des
paramètres. Il devient alors interessant de comprendre l’effet du paramètre en question
sur la dynamique du modèle, voir de restreindre les valeurs de ce paramètre de manière
à garantir l’existence ou la stabilité d’un équilibre.
Bien que les conditions de vie des patients atteints de la LMC se soient considérablement
améliorées au cours des dernières décennies, de nombreuses questions sur le traitement
demeurent non résolues, comme les questions de posologie ou de rechute après arrêt de
traitement.
La modélisation mathématique est un outil qui peut aider à répondre à ces questions.
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Les modèles mathématiques permettent de tester des hypothèses de façon à comprendre
les mécanismes qui contrôlent la progression de la maladie. Il existe plusieurs type de
modèles mathématiques, en fonction du formalisme choisi. Parmi ceux-ci, les modèles
multi-agents (appelés aussi modèles individu-centrés ou modèles à base d’agents), qui
consistent à prévoir le destin d’un individu (comme une cellule) en fonction de ses ca-
ractéristiques et de son environnement, à chaque pas de temps. Ce type de modèle tient
compte de la stochasticité naturellement présente dans la nature. En revanche ses simula-
tions peuvent être très coûteuses en temps et en mémoire. Pour passer outre ces difficultés
de simulation, les modèle multi-agents peuvent être mis sous la forme d’équations conti-
nues en temps. Ils deviennent alors déterministes s’ils sont représentés par des équations
différentielles ordinaires (EDO), des équations aux dérivées partielles (EDP), ou bien des
équations différentielles à retards (EDR).
En ce qui concerne la LMC, il existe de nombreux modèles utilisant ces formalismes.
Étant donné la complexité des mécanismes cellulaires et moléculaires qui régissent cette
maladie, il est nécessaire de faire des hypothèses simplificatrices de manière à la modéliser.
Selon les hypothèses faites, les modèles peuvent être de formes très différentes tout en
représentant les données cliniques avec une précision comparable.
La LMC, est souvent modélisée par un système d’équations représentant différents stades
de maturation des cellules, des cellules souches aux cellules matures du sang [16, 38, 48,
56]. Les phénomènes d’auto-renouvellement (division cellulaire), d’apoptose (mort cellu-
laire) et de maturation sont généralement représentés dans ces modèles, la LMC est sou-
vent modélisée par un système EDO, EDP ou EDR, voir [12,25,70,98,99,100] représentant
différents stades de maturation des cellules souches aux cellules différenciées matures du
sang. Les phénomènes d’auto renouvèlement, d’apoptose et de maturation cellulaires sont
représentés dans ces modèles par des fonctions ou des paramètres.
L’étude de la stabilité des équilibres du modèle renseigne sur le comportement à long
terme des solutions. Par exemple dans un modèle représentant des populations de cel-
lules leucémiques, il est intéressant de ”prédire” si ces populations vont converger vers un
équilibre pathologique ou sain. L’analyse mathématique permet d’explorer les différents
scénarios possibles de façon à orienter les études biologiques. La stabilité d’un point
d’équilibre d’un modèle dépend des paramètres qui le constituent. Selon ces valeurs, les
équilibres peuvent disparâıtre ou apparaitre donc leur stabilité pourrait changer.

3.1.1 Le modèle de Malthus

Les modèles de croissance de population datant de la fin du 18iéme siècle avec le modèle
de Malthus, ceci se traduit par une équation discrète de ce type :

xn+1 = λxn

où λ est le paramètre Malthusien, xn+1 et xn l’état du système à la génération n + 1 et
n respectivement.
Ce modèle s’écrit en temps continu sous la forme :

x′(t) = rx(t)

où r est le taux de croissance de la population.
Ce modèle n’est pas satisfaisant biologiquement car trop simplifié. Il ne prend pas en
compte la limitation en espace et en ressources.Pour plus de détails voir [79].



3.1. Historique 35

3.1.2 La fonction logistique

En dynamique de populations, Pierre François Verhult proposa un modèle de crois-
sance vers 1840 ( voir [87] ), et qui prend en compte un seuil maximal du taux population.
Il utilisa alors pour celà la fonction logistique f définie par :

f(x) = ax(1− x)

où x est la taille d’une population à l’instant t.
Soit m(x) le taux de mortalité de la population (fonction affine de x) et n(x) le taux de
natalité de la population . La taille x suit alors l’équation différentielle suivante :

dx

dt
= (n(x)−m(x)) (3.1)

La fonction (n−m)() est décroissante, l’équation (3.1) s’écrit alors

dx

dt
= x(a− bx) (3.2)

où a, b > 0.

On pose k =
a

b
, l’équation (3.2) devient alors

dx

dt
= ax(1− x

K
) (3.3)

où a,K > 0, K est appelé capacité d’acceuil.

3.1.3 Le système de Lotka-Volterra

Le modèle de Lotka-Volterra est un système dynamique autonome non linéaire [31,
32, 52] qui traite les problèmes de dynamique de populations en considérant deux po-
pulations en compétition N1 et N2, suivant une dynamique logistique avec des taux de
croissance r1

(respectivement r2 )et une capacité d’accueil k1 ( respectivement k2 ).
α1 représente l’effet de N2 sur N1 et α2 représente l’effet de N1 sur N2.
Les équations de compétition de Lokta-Volterra sont données par :

dN1

dt
= r1N1(1− N1 + α1N2

k1

)

dN2

dt
= r2N2(1− N1 + α2N2

k2

)
(3.4)

Ce modèle peut être généralisé pour un nombre quelconque d’éspèces en compétition.
L’etude de la stabilité des points d’équilibre exprime la coexistance des deux espèces sinon
l’extinction de l’une ou de l’autre.
Mc MaCkey a proposé en 1975 [1,76,77], le premier modèle décrivant la dynamique d’une
population de cellules souches hématopöıtiques (CSH) et l’appliqua à l’étude de l’anémie.
Ce modèle a été modifié plusieurs fois.
Un domaine d’application du modèle est l’étude de la LMC sous sa forme périodique.
Cette étude fut menée par Fortin et Mackey [48] au début des années quatre vingt. Les
modèles de Mackey ont été appliqués à la LMC classique par Colijn, Fortin et Mackey
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[35, 48]. Ils ont étudié le rôle des CSH dans la dynamique de la LMC.
Les travaux de Adimy et al [3] ont revisité ce dernier modèle. Nous rappelons aussi les
études menées par Crauste et al [37] et Pujo-Menjouet et Mackey [94], où la maturité des
cellules est prise en considération. Loeffen et Wichman [73] ont proposé une modélisation
des CHS différente de celle de Mackey. Ils ont considéré un modèle comprenant des cellules
CSH et des cellules différenciées et faisant intervenir les taux de prolifération et les taux
de mortalité.
La connaissance de l’hématopöıèse et de ces mécanismes a évolué et ces modèles ne
permettent plus d’expliquer ces phénomènes biologiques. D’autres modèles parmi les plus
connus sont :

3.1.4 Modèle de Dingly et Michor

Dingli et Michor [41] ont proposé un modèle non linéaire d’EDO pour les CSH et CD.
Spinelli et al [109] ont mentionné que pour les individus sains, le nombre total des cellules
doit être maintenu constant à travers le temps, cet équilibre est atteint par apoptose ou
par une activité importante de prolifération. Néanmoins, le nombre total des CSH dans la
moelle osseuse est sujet à controverse. Voir aussi dans ce contexte les travaux de Dingli,
Traulsen et Pacheco [42, 43], plus en details :
On note par x0(t), x1(t), y0(t), y1(t) respectivement le nombre de CSH saines, CD saines,
CSH cancéreuses, CD cancéreuses à l’instant t.
On considère que les CSH saines x0 prolifèrent à un taux n par jour, s’éliminent à un
taux d0 et se différencient à un taux r.
Les cellules CD saines x1 prolifèrent à un taux d2, s’éliminent à un taux d où d− d2 ≥ 0.
Les cellules CSH cancéreuses y0 prolifèrent à un taux constant m s’éliminent à un taux
g0 et se différencie à un taux q.
Les cellules CD cancéreuses prolifèrent à un taux g2 et s’éliminent à un taux g.
On pose alors g1 = g − g2.
Dingly et Michor supposent que les cellules CSH saines sont en compétition dans la moelle
osseuse avec les cellules CSH cancéreuses.
L’homéostasie des cellules saines est représentée par une fonction φ tandis que celle des
cellules cancereuses par une fonction ψ.
Ces fonctionnelles sont supposées être positives, inversibles, décroissantes et dépendantes
du nombre total des CSH (x0 + y0) [29,85].
Ainsi leur modèle est donné par :

dx0

dt
= nΦ(x0 + y0)x0 − d0x0

dx1

dt
= rx0 − d1x1

dy0

dt
= mΨ(x0 + y0)y0 − g0y0

dy1

dt
= qy0 − g1y1

(3.5)

où g1 = g − g2, d1 = d− d2 et
Φ(x0 + y0) =

1

1 + cx(x0 + y0)

Ψ(x0 + y0) =
1

1 + cy(x0 + y0)

(3.6)
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où cx et cy sont des paramètres sans dimension qui simulent l’effet d’encombrement
observé dans le microenvironnement de la moelle osseuse.
Par ailleurs, Loeér et Roeder [98] ont proposé un modéle décrivant l’interaction entre les
CSH et leur environnement. Ils ont mentionné que les mécanismes de contrôle relatifs
aux cellules matures n’ont pas été pris en considération dans leur modèle. Bondar et al
[23] ont noté que la compétition cellulaire possède un rôle important dans l’homéostasie.
Cette compétition est spéciffque aux CSH et progéniteurs .

3.1.5 Le modèle de Ainseba et Benosman

Ainseba et Benosman sont les premiers à considérer la dynamique cellulaire lorsque
l’homéostasie dépend du nombre total des CSH et des CD, saines et cancéreuses [10, 20].
Ils ont considéré deux populations cellulaires : CSH et CD.
Dans leur modèle, l’homéostasie des cellules normales est représentée par φ une fonction-
nelle positive, inversible et décroissante qui règle la division cellulaire des CSH normales.
φ dépend de (ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1)).
Ils ont considéré que l’homéostasie cancéreuse est efficace au début de l’évolution clinique
de la maladie, tandis qu’elle s’incline dans un stade avancé. Elle est représentée par ψ une
fonctionnelle positive, inversible et décroissante qui règle la division cellulaire des CSH
normales.
ψ dépend de (ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1)) avec un coefficient de compétition α ∈]0, 1[ et
ε1 et ε2 sont des paramètres appartenants à l’ensemble {1, 2} [59].
Ce modèle proposé est un système de Lotka Volterra, donné par :

dx0

dt
= nΦ(ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1))x0 − d0x0

dx1

dt
= rx0 − d1x1

dy0

dt
= mΨ(ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1))y0 − g0y0

dy1

dt
= qy0 − (g − g2)y1

(3.7)

où d1 = d− d2 = constante puisque dans ce modèle d est constant,et
Φ(ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1)) = 1− ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1)

K

Ψ(ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1)) = 1− ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1)

K

(3.8)

Ce modèle a été étudié selon 3 situations différentes :
La 1ère cöıncide avec ε1 = 1 et ε2 = 0.
La 2ème, avec ε1 = 0 et ε2 = 1.
La 3ème situation avec ε1 = 1 et ε1 = 1.
Dans la 1ère situation, on considère que l’homéostasie dépend de (x0 + y0) et (x0 + αy0)
À la 2ème situation, elle dépend de (x1 + y1) et (x1 + αy1).
Dans la 3ème, elle dépend de (x0 + y0 + x1 + y1) et (x0 +0 +x1 + αy1).
Dans chaque situation la valeur de la capacité d’accueil K change .
Une population de CSH est considérée dans la moelle osseuse. Elle est composée de cellules
proliférantes qui donnent des CD et des cellules quiescentes. Les cellules quiescentes se
différencient et entrent en prolifération. Deux taux de prolifération dépendent du nombre
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total des cellules non proliférantes. Une cellule non proliférante entre en phase de pro-
lifération en se divisant pendant un temps t qui est le même pour toutes les cellules. Le
nombre de cellules proliférantes est contrôlé par un taux de mortalité (apoptose). Cette
mortalité dépend de la concentration des facteurs de croissance qui peut faire crôıtre ou
décrôıtre la mortalité dans la phase de prolifération.
Ce modèle a été analysé et a donné lieu à des résultats intéressants.
Dans ce qui suit, nous proposons d’introduire les facteurs de croissance dans le modèle
précedent .



Chapitre 4

Modèle proposé faisant intervenir les
facteurs de croissance

On note par x0(t), x1(t), y0(t), y1(t) et E(t) respectivement le nombre de CHS saines,
CD saines, CSH cancéreuses, CD cancéreuses et la quantité de facteurs de croissance à
l’instant t.
On considère que les CSH saines x0 prolifèrent à un taux n par jour, s’éliminent à un
taux d0 et se différencient à un taux r.
Les cellules CD saines x1 prolifèrent à un taux d2 s’éliminent à un taux d(E). On considère
que d(E) dépend de la quantité des facteurs de croissance E où d− d2 ≥ 0.
Les cellules CSH cancéreuses y0 prolifèrent à un taux constant m s’éliminent à un taux
g0 et se différencient à un taux q.
Les cellules CD cancéreuses prolifèrent à un taux g2 et s’éliminent à un taux g (g ne dépend
pas de E puisque les cellules cancéreuses rendent inefficaces les facteurs de croissance).
On pose alors g1 = g − g2.
Soit K la capacité d’accueil de la moelle osseuse d’absorption de E par les cellules.
K0 le taux de disparition de E.
K1 le paramètre de saturation en E : c’est le seuil où le corps n’a plus besoin de facteurs
de croissance.
K2 le paramètre de demi-saturation de E et r0 le nombre d’oscillations.
Dans notre modèle, nous prenons en compte les facteurs de croissance :
En effet, l’apoptose des cellules proliférantes différenciées se fait à un taux d qui dépend de
la quantité de facteurs de croissance d(E), où E(.) est une fonction positive décroissante
tel que :

dE

dt
= −K0E(t) +

a

1 +K1x
r0
0

où : r0 l’oscillation, a la vitesse d’absorption de E par les cellules [3].
Soit N(.) le nombre de cellules quiescentes, d’après Adimy.M et Craust.F [3,4], ces dernières
entreprennent la prolifération avec un taux B(N) avec,

B(N) = B0
θs

θs +N s

B(.) est une fonction de Hill [74], B0 le taux maximale d’introduction en phase de pro-
lifération et θ est le taux où B atteint la demi-valeur maximale.
S la sensitivité aux taux de réintroduction [3].
On sait que le taux de prolifération dépend de la quantité de facteurs de croissance alors
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on considère :

d(E) =
Ks

1

Ks
2 + Es

.

On prend S = 1 et On a alors :

d(E) = 1− K1

K2 + E
< 1.

La concentration de facteurs de croissance E(t) suit une fonction d’évolution de la forme
[16,77] :

E ′(t) = −K0E(t) + f(x0),

où f agit tel un feedback négatif pour la non-prolifération hématopöıétique des CSH par
production des facteurs de croissance. f dépend de x0(t) puisque E(t) n’agit que sur les
CSH saine [16,77]. On suppose que f est positive décroissante où :

f(x0) =
a

1 + k1x
r0
0

.

Alors

E ′(t) = −K0E(t) +
a

1 + k1x
r0
0

.

Considérons le modèle suivant :



dx0

dt
= nΦ(ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1))x0 − d0x0

dx1

dt
= rx0 − (d(E)− d2)x1

dy0

dt
= mΨ(ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1))y0 − g0y0

dy1

dt
= qy0 − g1y1

dE

dt
= −K0E(t) +

a

1 +K1x
r0
0

(4.1)

avec 0 < α < 1, ε1, ε2 ∈ {0, 1}, d(E) = 1−K1/(K2 + E) et


Φ(ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1)) = 1− ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1)

K

Ψ(ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1)) = 1− ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1)

K

(4.2)
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Paramètre Signification
n Taux de prolifération de SCH saines
d0 Taux de mortalité des CSH saines
r Taux de différenciation des CSH saines
d2 Taux de prolifération des CD saines
d(E) Taux de mortalité (CD) saines
m Taux de prolifération des CSH cancéreuses
g0 Taux de mortalité des CSH cancéreuses
q Taux de différenciation des CSH cancéreuses
g2 Taux de prolifération des CD cancéreuses
g Taux de mortalité des (CD) cancéreuses
k Capacité d’accueil de la moelle osseuse d’absorption de E pour les cellules
α 0 < α < 1 cefficient de compétition
ε1 ε1 ∈ {0, 1}
ε2 ε2 ∈ {0, 1}
d(E) Taux de mortalité des (CD)
k0 Taux de disparition de E
k1 Paramètre de saturation
kc Paramètre de 1/2 saturation
r0 Oscillation
a Taux d’absorption de E par les cellules

Table 4.1 – Paramètres utilisés dans (4.1) (4.2) voir [3,41,42,43,59,93]

Nous proposons une analyse mathématique du modèle (4.1) dans ce qui suit, en par-
ticulier :

— l’existence d’une solution locale,puis globale de ce modèle,

— l’invariance,

— la positivité de la solution,

— l’existence des points d’équilibre,

— la stabilité locale et globale de ces points d’équilibre pour les différents scénarios
considérés,

— l’etude du système controlé.

4.1 Analyse du modèle Mathématique proposé

Dans ce chapitre, nous allons étudier l’existence, l’unicité des solutions et la stabilité
locale et globale des points d’équilibre du système (4.1), selon trois scénarios différents
qui sont :
scénario1 : ε1 = 1 et ε2 = 0 : où l’homéostasie agit seulement sur (x0, y0).
scénario2 : ε1 = 0 et ε2 = 1 : où l’homéostasie agit seulement sur (x1, y1).
scénario3 : ε1 = 1 et ε2 = 1 : où l’homéostasie agit sur (x0, y0, x1, y1).
Tous les paramètres du système sont constants et positifs puisqu’il s’agit de quantités de
matières ou de taux d’évolution.
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On considère aussi la quantité de facteurs de croissance E(t) et le taux d’élimination des
cellules différenciées saines qui sont d(E).

4.1.1 Existence d’un ensemble attracteur positivement invariant

Proposition 4.1. le système (4.1) est positivement invariant dans le cône :

D = {(x0, x1, y0, y1, E) ∈ R5 : x0 ≥ 0, x1 ≥ 0, y0 ≥ 0, y1 ≥ 0}.

Démonstration.
Le système (4.1) modèlise un phénomène biologique réel, c’est pour cela que nous impo-
sons àla solution d’être positive. Notre modèle est donc bien défini dans D.
Nous avons :

dx0

dt
|x0=0 = 0

dx1

dt
|x1=0 = rx0 ≥ 0

dy0

dt
|y0=0 = 0

dy1

dt
|y1=0 = qy0 ≥ 0

dE

dt
|E=0 =

a

1 +K1x
r0
0

≥ 0

Donc D est positivement invariant pour le système (4.1) [86] i.e le champ de vecteurs se
dirige vers l’intérieur de D et ne le quittent pas pour tout t ≥ 0.

4.1.2 Existence locale et unicité de la solution

Soit le problème de Cauchy associé au système (4.1) avec des conditions initiales fixes
donné par : {

Ẋ = F (X),

X(t0) = X0

(4.3)

où le vecteur X = (x0, x1, y0, y1, E)T est défini dans l’intervalle de temps
J = [0, T ] pour un certain T > 0 fixe.
Soit (x0(0), x1(0), y0(0), y1(0), E(0)) une conditon initiale fixée.
On défini
F : D → R5

+

X 7→ F (X)

où F (X) est donnée par :

F (X) :=



nΦ(ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1))x0 − d0x0

rx0 − (d(E)− d2)x1

mΨ(ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1))y0 − g0y0

qy0 − g1y1

−K0E(t) +
a

1 +K1x
r0
0
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Proposition 4.2. Il existe une solution locale unique au problème de Cauchy associée
au système (4.1).

Démonstration.
F est de Classe C1 alors il existe une solution locale au problème de Cauchy associé au
système (3.9) et cette solution est unique dans D. Ceci d’après le théorème de Picard
Lindelöf [65].

4.1.3 Existence globale et unicité de la solution

Montrons maintenant l’existence globale de la solution du problème de Cauchy as-
sociée au système (4.1) pour les scénarios 1 et 3.
Il suffit de prouver que la solution correspondante est bornée dans Γ, un certain sous
ensemble de D [86].
Cosidérons alors :

Γ =

{
(x0, x1, y0, y1, E) : α1 ≤ x0 ≤ m1, 0 ≤ x1 ≤ µ1, α2 ≤ y0 ≤ m2, 0 ≤ y1 ≤ µ2, 0 ≤ E ≤ a

K0

}
avec α1 > 0 et α2 > 0 trés petits et où :

m1 = max

x0(0),
1

K(1− d0

n
)

 et µ1 =
rm1

c

m2 = max

y0(0),
1

K
α

(
1− g0

m

)
 et µ2 =

qm2

g1

.

Proposition 4.3. Le problème de Cauchy associé au système (4.1) admet une solution
unique globale définie sur Γ pour les scénarios 1 et 3.

Démonstration.

— La première équation et la troisième équation du modéle (4.1) sont données dans
le scénario 1 par :

dx0

dt
= n

(
1− (x0 + y0)

K

)
x0 − d0x0, (4.4)

dy0

dt
= m

(
1− (x0 + αy0)

K

)
y0 − g0y0 (4.5)

et dans le scénario 3 par :

dx0

dt
= n

(
1− (x0 + y0) + (x1 + y1)

K

)
x0 − d0x0, (4.6)

dy0

dt
= m

(
1− (x0 + αy0) + (x1 + αy1)

K

)
y0 − g0y0. (4.7)

Pour ces deux scénarios on obtient les majorations suivantes :

dx0

dt
≤ n

(
1− x0

K

)
x0 − d0x0,

dy0

dt
≤ m

(
1− αy0

K

)
y0 − g0y0.
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— Les solutions de (4.3) et de (4.5) peuvent être comparées sous les mêmes conditions
initiales, à la solution de l’équation de Bernoulli suivante :

dx0

dt
= n

(
1− x0

K

)
x0 − d0x0.

qui est :

x0(t) =
1

K(1− d0

n
) + l exp(−(n− d0)t)

où l =
1

x0(0)
−K

(
1− d0

n

)
et x0(0) est supposé different de 0.

Selon le théorème de comparaison [65], les solutions de (4.3) et de (4.5) satisfont
pour tout t ≥ 0, à ,

x0(t) ≤ 1

K

(
1− d0

n

)
+ l exp(−(n− d0)t)

Alors
lim sup
t→+∞

x0(t) ≤ m1

— Les solutions de (4.5) et de (4.7)peuvent être comparés sous les mêmes conditions
initiales, à la solution de l’équation de Bernoulli suivante :

dy0

dt
= m

(
1− αy0

K

)
y0 − g0y0.

qui est :

y0(t) =
1

K

α
(1− g0

m
) + l′ exp(−(m− g0)t)

où l
′
=

1

y0(0)
− K

α

(
1− g0

m

)
et y0(0) est supposé different de 0.

Selon le théorème de comparaison, les solutions de (4.5) et de (4.7) satisfont pour
tout t ≥ 0 à ,

y0(t) ≤ 1

K
α

(1− g0

m
) + l′ exp(−(m− g0)t)

.

Alors
lim sup
t→+∞

y0(t) ≤ m2

— La deuxième équation de (4.1) dans les scénarios 1 et 3 est donnée par :

dx1

dt
= rx0 −

(
1− K1

K2 + E
− d2

)
x1 (4.8)

on a :

dx1

dt
≤ rm1 −

(
1− K1

K2

− d2

)
x1. (4.9)
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Dans ce cas la solution de (4.7) peut être comparée sous les mêmes conditions
initales à la solution de l’équation différentielle suivante :

dx1

dt
+

(
1− K1

K2

− d2

)
x1 = rm1

qui est

x1(t) =
rm1

c
+
(
x1(0)− rm1

c

)
exp(−ct)..

Selon le théorème de comparaison, la solution de (4.7) satisfait pour tout t ≥ 0 à :

x1(t) ≤ rm1

c
+
(
x1(0)− rm1

c

)
exp(−ct).

Alors

lim sup
t→+∞

x1(t) ≤ rm1

c

— La quatrième équation de (3.9) pour les scénarios 1 et 3 est donnée par :

dy1

dt
= qy0 − g1y1 (4.10)

on a :

dy1

dt
≤ qm2 − g1y1. (4.11)

Dans ce cas, la solution de (4.9) peut être comparée, sous les mêmes conditons
initiales, à la solution de l’équation differentielle suivante :

dy1

dt
+ g1y1 = qm2

qui est :

y1(t) =
qm2

g1

+

(
y1(0)− qm2

g1

)
exp(−g1t).

Selon le théorème de comparaison, la solution de (4.9) satisfait pour tout t ≥ 0 á , :

y1(t) ≤ qm2

g1

+

(
y1(0)− qm2

g1

)
exp(−g1t).

Alors

lim sup
t→+∞

y1(t) ≤ qm2

g1

— La cinquième équation de (4.1) pour les scénarios 1 et 3 est donnée par :

dE

dt
= −K0E +

a

1 +K1x
r0
0

(4.12)
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on a :

dE

dt
≤ −K0E + a. (4.13)

Dans ce cas, la solution de (4.11) peut être comparée, sous les mêmes conditons
initiales, à la solution de l’équation differentielle suivante :

dE

dt
= −K0E + a

qui est :

E(t) =
a

K0

+ (E(0)− a

K0

) exp(−K0t).

Selon le théorème de comparaison, la solution de (4.12) satisfait pour tout t ≥ 0 à :

E(t) ≤ a

K0

+ (E(0)− a

K0

) exp(−K0t).

Alors
lim sup
t→+∞

E(t) ≤ a

K0

.

Finalement, pour les scénarios 1 et 3, toute solution du système (4.1) qui démarre de R5
+

est confinée dans Γ et puisque Γ est compact et positivement invariant pour le modèle
(4.1), il existe une solution unique et globale pour le problème de Cauchy associé au
système (4.1) dans Γ.



Chapitre 5

Stabilité des points d’équilibre

5.1 Existence des points d’équilibre

Les points d’équilibre du système (4.1) sont les suivants :

— Le point d’équilibre trivial S0 = (0, 0, 0, 0, E0)

où E0 =
a

K0

> 0.

Ce point correspond à l’extinction de toutes les populations de cellules.

— Le point d’équilibre non pathologique Snp = (x0,np, x1,np, 0, 0, Enp)

où Enp =
a

K0

(
1 +K1x

r0
0,p

) ,

x0,np = K(1− d0

n
),

x1,np =
r

d(En,p)− d2

x0,np.

Ce point correspond à la présence de cellules saines sans les cellules leucémiques.

— Le point d’équilibre blast Sb = (0, 0, y0,b, y1,b, Eb)

où Eb =
a

K0

,

y0,b =
K

α

(
1− g0

m

)
,

y1,b =
q

g1

y0,b.

Ce point correspond à la présence de cellules leucémiques sans les cellules saines.

— Le point d’équilibre chronique Sc = (x0,c, x1,c, y0,c, y1,c, Ec)

où x0,c =
K

1− α

(
1− α +

d0α

n
− g0

m

)
,

x1,c =
r

d(Ec)− d2

x0,c,

y0,c =
K

1− α

(
−d0

n
+
g0

m

)
,

y1,c =
q

g1

y0,c et Ec =
a

K0

(
1 +K1x

r0
0,c

) > 0.

Ce point correspond à la coexistence de cellules saines et de cellules leucémiques.
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On pose maintenant :

T1 :=
d0m

g0n
et

T2 :=
1

α

1− g0

m

1− d0

n


.
On a alors le théorème suivant :

Théorème 5.1.
Pour les trois scénarios :

— Le point d’équilibre trivial S0 existe toujours .

— Si n > d0 alors le point d’équilibre non pathologique Snp existe.

— Si m > g0 alors le point d’équilibre blast Sb existe.

— Si T1 < 1 < T2 alors le point d’équilibre chronique Sc existe.

Démonstration.
Les points d’équilibre sont obtenus après résolution du systéme :

dx0

dt
= 0

dx1

dt
= 0

dy0

dt
= 0

dy1

dt
= 0

dE

dt
= 0.

(5.1)

Les calculs redondants ne sont pas donnés ici, ils nous donnent.
Scénario 1 : ε1 = 1, ε2 = 0
Dans ce cas, l’homeostasie agit seuleument sur les CSH saines et cancéreuses x0 et y0.
Le système (4.1) devient :

dx0

dt
= nΦ((x0 + y0)x0 − d0x0

dx1

dt
= rx0 − (d(E)− d2)x1

dy0

dt
= mΨ((x0 + αy0)y0 − g0y0

dy1

dt
= qy0 − g1y1

dE

dt
= −K0E(t) +

a

1 +K1x
r0
0

(5.2)

Où 
Φ(x0 + y0) = 1− x0 + y0

K

Ψ(x0 + y0) = 1− x0 + αy0

K

,
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avec α ∈]0, 1[ .

Le système (5.2) admet alors quatre points d’équilibre :

— Le point d’équilibre trivial S0

cas où x0,t = x1,t = y0,t = y1,t = 0 alors E0 =
a

K0

> 0

donc le point d’équilibre trivial S0 existe toujours.

— Le point d’équilibre non pathologique Snp = (x0,np, x1,np, 0, 0, Enp)
C’est cas où il n’y a pas de cellules cancéreuses c’est à dire y0,np = y1,np = 0,
On obtient alors ;

x0,np = K(1− d0

n
)

x1,np =
r

d(Enp)− d2

x0,np

Enp =
a

K0

(
1 +K1x

r0
0,np

)
On sait que d(Enp)− d2 > 0 alors x0,np > 0 et x1,np > 0 si n > d0.
Donc le point d’équilibre non pathologique Snp existe si n > d0.

— Le point d’équilibre blast Sb = (0, 0, y0,b, y1,b, Eb)
La présence de cellules leucémiques sans les cellules saines signifie :
x0,b = x1,b = 0, on obtient alors :

y0,b =
K

α

(
1− g0

m

)
y1,b =

q

g1

y0,b

Eb =
a

K0

> 0

alors y0,b > 0 et y1,b > 0 si m > g0

Donc le point d’équilibre blast Sb existe si m > g0.

— Le point d’équilibre chronique Sc = (x0,c, x1,c, y0,c, y1,c, Ec)
Ce point correspond à la coexistence de cellules saines et de cellules leucémiques.
Dans ce cas, on a :

Φ(x0 + y0) =
d0

n

et Ψ(x0 + αy0) =
g0

m
Onaalors :
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x0,c =
K

1− α

(
1− α +

d0α

n
− g0

m

)
x1,c =

r

d(Ec)− d2

x0,c

y0,c =
K

1− α

(
−d0

n
+
g0

m

)
y1,c =

q

g1

y0,c

e

Ec =
a

K0

(
1 +K1x

r0
0,c

) > 0.

Sachant que 1− α > 0 et d(Ec)− d2 > 0 alors,

x0,c et x1,c sont positives ssi

(
1− α +

d0α

n
− g0

m

)
> 0, c. à .d T2 > 1

de plus y0,c et y1,c sont positives ssi

(
−d0

n
+
g0

m

)
> 0 c.à.d T1 < 1.

Donc le point d’équilibre chronique existe ssi T1 < 1 < T2.

On peut facilemement monter que les conditions T1 < 1 et T2 > 1 peuvent être verfier
simultanément.

Scénario 2 : ε1 = 0, ε2 = 1
Dans ce cas l’homéostasie agit seulement sur les cellules différenciées saines et cancéreuses
x1 et y1.
Le système (4.1) devient :

dx0

dt
= nΦ(x1 + y1)x0 − d0x0

dx1

dt
= rx0 − (d(E)− d2)x1

dy0

dt
= mΨ(x1 + αy1)y0 − g0y0

dy1

dt
= qy0 − g1y1

dE

dt
= −K0E(t) +

a

1 +K1x
r0
0

(5.3)

Où  Φ(x1 + y1) = 1− x1 + y1

K

Ψ(x1 + αy1) = 1− x1 + αy1

K

Le système (5.3) admet alors quatre points d’équilibre :

— Le point d’équilibre trivial S0

C’est le cas où x0,t = x1,t = y0,t = y1,t = 0 alors E0 =
a

K0

> 0

Ce qui fait que le point d’équilibre trivial S0 existe toujours.
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— Le point d’équilibre non pathologique Snp = (x0,np, x1,np, 0, 0, Enp)
Il correspond à l’absence de cellules cancéreuses c’est à dire y0,np = y1,np = 0,

Dans ce cas on a Φ(x1 + y1) =
d0

n
on a alors :

x0,np = K(1− d0

n
),

x1,np =
r

d(Enp)− d2

x0,np,

Enp =
a

K0

(
1 +K1x

r0
0,np

) ,
On sait que d(Enp)− d2 > 0 alors x0,np > 0 et x1,np > 0 si n > d0.
Donc le point d’équilibre non pathologique Snp existe si n > d0.

— Le point d’équilibre blast Sb = (0, 0, y0,b, y1,b, Eb)
La présence de cellules leucémiques sans les cellules saines signifie :
x0,b = x1,b = 0.

Dans ce cas Ψ(x1 + αy1) =
g0

m
.

On obtient alors :

y0,b =
K

α

(
1− g0

m

)
,

y1,b =
q

g1

y0,b

,

Eb =
a

K0

> 0,

y0,b > 0

et y1,b > 0 si m > g0.

Donc, le point d’équilibre blast Sb existe si m > g0.

— Le point d’équilibre chronique Sc = (x0,c, x1,c, y0,c, y1,c, Ec)
Ce point correspond à la coexistence de cellules saines et de cellules leucémiques.

Dans ce cas on a Φ(x1 + αy1) =
d0

n
etΨ(x1 + αy1) =

g0

m
on a alors :

x0,c =
K

1− α

(
1− α +

d0α

n
− g0

m

)
,

x1,c =
r

d(Ec)− d2

x0,c,
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y0,c =
K

1− α

(
−d0

n
+
g0

m

)
,

y1,c =
q

g1

y0,c,

Ec =
a

K0

(
1 +K1x

r0
0,c

) > 0.

Sachant que 1− α > 0 et d(Ec)− d2 > 0 alors

x0,c et x1,c sont positives ssi

(
1− α +

d0α

n
− g0

m

)
> 0 c. à .d T2 > 1.

De plus y0,c et y1,c sont positives ssi

(
−d0

n
+ g0

m

)
> 0 c.à.d T1 < 1

Ce qui fait le point d’équilibre chronique existe ssi T1 < 1 < T2

Scénario 3 : ε1 = ε2 = 1
Dans ce ce cas l’homéostasie agit sur toutes les cellules du système (4.1). Ce dernier
devient : 

dx0

dt
= nΦ(x0 + y0 + x1 + y1)x0 − d0x0

dx1

dt
= rx0 − (d(E)− d2)x1

dy0

dt
= mΨ(x0 + αy0 + x1 + αy1)y0 − g0y0

dy1

dt
= qy0 − g1y1

dE

dt
= −K0E(t) +

a

1 +K1x
r0
0

(5.4)

Où  Φ(x0 + y0 + x1 + y1) = 1− x0 + y0 + x1 + y1

K

Ψ(x0 + αy0 + x1 + αy1) = 1− x0 + αy0 + x1 + αy1

K

Le système (5.4) admet alors quatre points d’équilibre :

— Le point d’équilibre trivial S0 :

cas où x0,t = x1,t = y0,t = y1,t = 0 alors E0 =
a

K0

> 0 , donc le point d’équilibre

trivial S0 existe toujours.

— Le point d’équilibre non pathologique :
Snp = (x0,np, x1,np, 0, 0, Enp) ,
En absence de cellules cancéreuses c’est à dire y0,np = y1,np = 0,

Dans ce cas on a Φ(x0 + y0 + x1 + y1) =
d0

n
.

On a alors :

x0,np =
K(d(Enp)− d2)(1− d0

n
)

d(Enp)− d2 + r

x1,np =
r

d(Enp)− d2

x0,np
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Enp =
a

K0(1 +K1x
r0
0,np)

> 0.

On sait que d(Enp)− d2 > 0 alors x0,np > 0 et x1,np > 0 si n > d0

Donc le point d’équilibre non pathologique Snp existe si n > d0

— Le point d’équilibre blast :
Sb = (0, 0, y0,b, y1,b, Eb)
La présence de cellules leucémiques sans les cellules saines signifie :
x0,b = x1,b = 0.

Dans ce cas Ψ(x0 + αy0 + x1 + αy1) =
g0

m
On obtient alors :

y0,b =
K

α

(
1− g0

m

)

y1,b =
q

g1

y0,b

Eb =
a

K0

> 0

y0,b > 0

et y1,b > 0 si m > g0

Donc le point d’équilibre blast Sb existe si m > g0.

— Le point d’équilibre chronique :
Sc = (x0,c, x1,c, y0,c, y1,c, Ec)
Ce point correspond à la coexistence de cellules saines et de cellules leucémiques.
Dans ce cas on a :

Φ(x0 + y0 + x1 + y1) =
d0

n

et Ψ(x0 + αy0 + x1 + αy1) =
g0

m
.

Cequidonne :

x0,c =
K

1− α

(
1− α +

d0α

n
− g0

m

)
,

x1,c =
r

d(Ec)− d2

x0,c,

y0,c =
K

1− α

(
−d0

n
+
g0

m

)
,
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y1,c =
q

g1

y0,c,

Ec =
a

K0

(
1 +K1x

r0
0,c

) > 0.

Sachant que 1− α > 0 et d(Ec)− d2 > 0 alors

x0,c et x1,c sont positives ssi

(
1− α +

d0α

n
− g0

m

)
> 0 c. à .d T2 > 1

de plus y0,c et y1,c sont positives ssi

(
−d0

n
+
g0

m

)
> 0 c.à.d T1 < 1

donc le point d’équilibre chronique existe ssi T1 < 1 < T2.

5.2 Stabilité locale des points d’équilibre

Notons par J(X) la matrice jacobiénne associée au système (4.1) en un point quel-
conque (x0, y0, x1, y1, E)

J(X) =



n ∂Φ
∂x0
x0 + nΦ− d0 n

∂Φ

∂x1

x0 n
∂Φ

∂y0

x0 n
∂Φ

∂y1

x0 0

r −d+ d2 0 0 − ∂d
∂E

x1

m
∂Ψ

∂x0

y0 m
∂Ψ

∂x1

y0 m
∂Ψ

∂y0

y0 +mΨ− g0 m
∂Ψ

∂y1

y0 0

0 0 q −g1 0

−aK1r0x
r0−1
0

(1 +K1x
r0
0 )2

0 0 0 −K0



5.2.1 Scénario 1.

Proposition 5.1.

1. Le point d’équilibre trivial est LAS si n < d0 et m < g0.

2. Les points d’équilibre non pathologique et blast sont LAS si T1 < 1 < T2 .

3. Le point d’équilibre blast est l’ unique point d’équilbre LAS si T2 > 1 et T1 > 1.

4. Le point d’équiliibre non pathologique est l’ unique point d’équilbre LAS si
T1 < 1 et T2 < 1.

5. Le point d’équilibre chronique est instable.



5.2. Stabilité locale des points d’équilibre 55

Démonstration.
Pour le premier scénario on note J par J1 comme suit :

J1(X) =



nΦ− d0 − n
x0

K
0 −nx0

K
0 0

r −d+ d2 0 0 − k1

(K2 + E)2
x1

−my0

K
0 mΨ− g0 − mα

K
y0 −

mα

K
y0 0

0 0 q −g1 0

−aK1r0x
r0−1
0

(1 +K1x
r0
0 )2

0 0 0 −K0


Notons par :

A1 = nΦ− d0 − n
x0

K
,

B1 = − nx0

K
,

C1 = − d+ d2,

D1 = − k1

(K2 + E)2
x,

F1 = mΨ− g0 −
mα

K
y0,

L1 = −my0

K
,

G1 =
−aK1r0x

r0−1
0

(1 +K1x
r0
0 )2

.

Alors

J1(X) =


A1 0 B1 0 0

r C1 0 0 D1

L1 0 F1 αL1 0

0 0 q −g1 0

G1 0 0 0 −K0


Le polynôme caractéristique correspondant à la matrice J1(X) est donné par :

P (λ) = (g1 + λ)(−c1 + λ)[λ2 − λ(A1 + F1) + A1F1 −B1L1].

Les valeurs propres correspondantes à J1(X) sont :
λ1 = −g1 < 0, λ2 = −d+ d2 < 0, λ3 = −K0 < 0,λ4 et λ5 avec :
λ4 + λ5 = A1 + F1 , λ4λ5 = A1F1 −B1L1.

Pour tous les points d’équilibre, J1(X) possède trois valeurs propres négatives λ1 , λ2

et λ3 .
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— Le point d’équilibre trivial :
On a :

A1 = n− d0,

C1 = −d+ d2,

F1 = m− g0,

B1 = D1 = L1 = G1 = 0.

Alors λ4 = A1 = n− do et λ5 = F1 = m− g0.
Le point d’équilbre trivial est LAS si n < d0 et m < g0.

— Le point d’équilbre non pathologique :
On a :

A1 = B1 = −nx0,s

K
,

F1 = m
(

1− x0,s

K

)
,

C1 = −d+ d2,

L1 = 0

.

Dans ce cas : λ4 = A1 < 0 et λ5 = F1

λ5 < 0 si F1 < 0 i.e. si T1 < 1.
Alors le point d’équilbre non pathologique est LAS si T1 < 1.

— Le point d’équilbre blast :
On a :

A1 = n
(

1− y0,b

K

)
− d0,

B1 = D1 = G1 = 0,

F1 = L1 = −my0,b

K
,

Dans ce cas : λ4 = A1 et λ5 = F1 < 0.

Alors λ4 < 0 si T2 > 1 .

Donc le point d’équilbre blast est LAS si T2 > 1

— Le point d’équilbre chronique :
On a :

A1 = B1 = −nx0,c

K
,

C1 = −d+ d2,

F1 = −my0,cα

K
,

L1 = −my0,c

K
.
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Les deux valeurs propres λ4 et λ5 vérifient :

λ4λ5 = A1F1 −B1L1 = mnx0,cy0,c
K

(α− 1) < 0 puisque 0 < α < 1.
Donc le point d’équilbre chronique est instable.

5.2.2 Scénario 2.

Proposition 5.2.

1. Le point d’équilibre trivial est LAS si n < d0 et m < g0.

2. Le point d’équilibre non pathologique et le point d’équilibre blast sont LAS
si T1 < 1 < T2 .

3. Le point d’équilibre blast est l’unique point d’équilibre LAS si T2 > 1 et T1 > 1.

4. Le point d’équilibre non pathologique est l’unique point d’équilibre LAS
si T1 < 1 et T2 < 1.

5. Le point d’équilibre chronique est instable.

Démonstration.
Pour le scénario 2, on note J par J2(X) c’est à -dire :

J2(X) =



nΦ− d0 −nx0

K
0 −nx0

K
0

r −d+ d2 0 0 − K1

(K2 + E)2
x1

0 −my0

K
mΨ− g0 −

mα

K
y0 0

0 0 q −g1 0

−aK1r0x
r0−1
0

(1 +K1x
r0
0 )2

0 0 0 −K0


Notons par :

A2 = nΦ− d0,

B2 = − nx0

K
,

C2 = − d+ d2,

D2 = − K1

(K2 + E)2
x1,

F2 = mΨ− g0,

L2 = −my0

K
,

G2 =
−aK1r0x

r0−1
0

(1 +K1x
r0
0 )2

.

Alors

J2(X) =


A2 B2 0 B2 0

r C2 0 0 D2

0 L2 F2 αL2 0

0 0 q −g1 0

G2 0 0 0 −K0
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Le polynôme caractéristique associé à cette matrice est donné par :

P (λ) = −(K0 − λ)(A2 − λ)(C2 − λ)(F2 − λ)(g1 − λ).

— Point d’équilibre trivial :
On a :

A2 = n− d0,

C2 = −d+ d2,

F2 = m− g0,

B2 = D2 = G2 = L2 = 0.

Dans ce cas , J2(X) possède trois valeurs propres négatves :
λ1 = −K0, λ2 = −g1, λ3 = C2 .
Les deux autres valeurs propres sont données par :
λ4 = A2 et λ5 = F2.
Alors le point d’équilibre trivial est LAS si
A2 < 0 et F2 < 0 i.e. si n < d0 et m < g0.

— Point d’équilibre non pathologique :
On a :

A2 = L2 = 0,

B2 = −nx0

K
,

C2 = −d+ d2,

D2 = − K1

(K2 + E)2
x1,

F2 = mΨ− g0,

G2 =
−aK1r0x

r0−1
0

(1 +K1x
r0
0 )2

.

Dans ce cas, J2(X) possède quatre valeurs propres négatives :
λ1 = −K0 , λ2 = −g1 .
λ3 et λ4 vérifient :
λ3 + λ4 = C2 < 0 et λ3λ4 = −rB2 > 0
càd λ3 et λ4 sont négatives.
La cinquième valeur propre est λ5 = F2.
On voit que λ5 < 0 si F2 < 0 i.e. T1 < 1.
Par conséquent le point d’équilibre non pathologique est LAS si T1 < 1.

— Point d’équilibre blast :
On a :

A2 = nΦ− d0,

B2 = F2 = G2 = D2 = 0,

C2 = −d+ d2,
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L2 = −my0,b

K
.

Dans ce cas, J2(X) possède quatre valeurs propres négatives :
λ1 = −K0, λ2 = C2 < 0
λ3 et λ4 sont négatives car elles vérifient :
λ3 + λ4 = −g1 < 0 et λ3λ4 = −qαH2 > 0
La cinquième valeur propre est λ5 = A2,
Alors λ5 < 0 siA2 < 0 i.eT2 > 1.
Par conséquent le point d’équilibre blast est LAS si T2 > 1 .

— Point d’équilibre chronique :
On a :

A2 = F2 = 0,

C2 = −d+ d2,

B2 = −ny0,c

K
,

L2 = −my0,c

K
,

D2 = − K1

(K2 + E)2
x1,

G2 =
−aK1r0x

r0−1
0

(1 +K1x
r0
0 )2

.

Le polynôme caractéristique associé à la matrice J2(X) est donné par :

P (λ) = a5λ
5 + a4λ

4 + a3λ
3 + a2λ

2 + a1λ+ a0.

Où

a5 = 1,

a4 = K0 − C2 − g1,

a3 = −K0C2 +−k0g1 − g1C2 − qαL2 − rB2,

a2 = −G2B2D2 −K0C2g1 −K0qαL2 + C2qαL2 −K0B2r − g1B2r,

a1 = −G2B2D2g1 +K0C2qαL2 −K0B2G1 + qαL2B2r −B2qrL2,

a0 = G2B2D2L2q(α− 1)−K0qrB2L2 < 0.

La matrice d’Hurwitz associée est alors donnée par :

M =



a5 a3 a1 0 0

a4 a2 a0 0 0

b3 b4 0 0 0

c2 c1 0 0 0

d1 0 0 0 0

e0 0 0 0 0


où :

a5 = 1, b3 = − 1

a4

(a2a5 − a3a4), b4 = − 1

a4

(a0a5 − a1a4),
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c2 = − 1

b3

(a4b4 − a2b3), c1 = a0,

d1 = − 1

c2

(c1b3 − c2b4), e0 = a0 < 0 puisque α < 1.

Puisqu’un élément de la première colonne de M est negatif( ici e0), d’aprèès le
critère d’Hurwitz [64], le point d’équilibre chronique est instable.

5.2.3 Scénario 3.

Proposition 5.3.

1. Le point d’équilibre trivial est LAS si n < d0 et m < g0.

2. Le point d’équilibre non pathologique est instable.

3. Le point d’équilibre blast est LAS si T2 > 1 .

4. Le point d’équilibre chronique est instable.

Démonstration.
Pour ce scénario, J est notée J3 et devient :

J3(X) =



−nx0

K
+ nΦ− d0 −nx0

K
−nx0

K
−nx0

K
0

r −d+ d2 0 0 − K1

(K2 + E)2
x1

−my0

K
−my0

K
mΨ− g0 −

mα

K
y0 −αm

y0

K
0

0 0 q −g1 0

−aK1r0x
r0−1
0

(1 +K1x
r0
0 )2

0 0 0 −K0


Notons par :

A3 = −nx0

K
+ nΦ− d0,

B3 = −nx0

K
,

C3 = −d+ d2,

D3 = − K1

(K2 + E)2
x1,

F3 = mΨ− g0 −
mα

K
y0,

L3 = −my0

K
,

G3 =
−aK1r0x

r0−1
0

(1 +K1x
r0
0 )2

.
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Alors

J3(X) =


A3 B3 B3 B3 0

r C3 0 0 D3

L3 L3 F3 αL3 0

0 0 q −g1 0

G3 0 0 0 −K0


— Point d’équilibre trivial :

On a :
A3 = nφ− d0

,

B3 = D3 = G3 = L3 = 0,F3 = mψ−g0.LepolynômecaractéristiqueassociéàlamatriceJ3(X)
est donné par :

P (λ) = (nφ− d0 − λ)(−d− d2 − λ)(mψ − g0 − λ)(−g1 − λ)(−k0 − λ).

Alors J3(X) possède trois valeurs propres négatives :
λ1 = −g1, λ2 = −K0, λ3 = −d+ d2.
Les deux autres valeurs propres sont alors : λ4 = n− d0, λ5 = m− g0

Alors le point d’équilibre trivial est LAS si n < d0 et m < g0.

— Point d’équlibre non pathologique :
Dans ce cas le polynôme caractéristique associé à J3(X) est donné par :

P (λ) = (F3 − λ)(−g1 − λ)(Q(λ),

où
Q(λ) = −(a′3λ

3 + a′2λ
2 + a′1λ

1 + a′0),

avec

a′3 = 1,

a′2 = K0 + d− d2 +
nx0,s

K
> 0,

a′1 = K0(d− d2) +
nx0,s

K
(K0 + d− d2 + r) > 0,

a′0 =
nx0,s

K
(K0(d− d2) + r −G3) > 0.

La matrice d’Hurwitz M ′ associée à ce polynôme est donnée par :

M ′ =


a′3 a′1 0

a′2 a′0 0

b′1 b′2 0

c′0 0 0


où a′3 > 0, b′2 = 0, c′0 = −a′0 < 0 et b′1 = − 1

a′2
(a′0a

′
3 − a′1a′2).

On remarque dans ce cas qu’un élément de la première colonne de la matrice M ′ est
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négatif (ici c′0). D’après le critère d’Hurwitz le point d’équilibre non pathologique
est alors instable.

— Point d’équilibre blast :
On a :

A3 = nΦ− d0,

B3 = D3 = G3 = 0,

C3 = −d+ d2,

L3 = −my0,b

K
,

F3 = αL3.

J3(X) possède alors quatre valeurs propres négatives :
λ1 = −K0 < 0, λ2 = −d+ d2 < 0 et
λ3 , λ4 vérifiant :

λ3 + λ4 = −(
αmy0

K
+ g1) < 0 et λ3λ4 =

αmy0q + g1

K
> 0

C.à.d λ3 et λ4 sont négatives.
La cinquième valeur propre est λ5 = nΦ− d0, donc λ5 < 0 ssi T2 > 1.
Alors le point d’équilibre blast est LAS si T2 > 1 .

— Point d’équilibre chronique :
On a :

A3 = B3 = −nx0,s

K
,

C3 = −d+ d2,

D3 = − K1

(K2 + Es)2
x1,s,

L3 = −my0,s

K
,

F3 = αL3,

G3 =
−aK1r0x

r0−1
0,s

(1 +K1x
r0
0,s)

2
.

Le polynôme characteristique correspondant est défini par :

P (λ) = a′′5λ
5 + a′′4λ

4 + a′′3λ
3 + a′′2λ

2 + a′′1λ+ a′′0.
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où

a′′5 = 1,

a′′4 = − αL3 + A3 + C3 −K0 − g1,

a′′3 = − qαL3 − A3L3 + (αL3 +K0 + g1)(A3 + C3)− αL3(K0 + g1)− A3(C3 − r)
− K0g1,

a′′2 = −G3D3A3 − A3L3(q + g1 +K0 + r − C3) + (qαL3 −K0g1)(A3 + C3)− qαL3K0

− (αL3 +K0 + g1)(C3 − r)A3,

a′′1 = −G3D3A3(−g1 + αL3 − L3)− (q + g1)(K0 + r − C3)A3L3

+ L3αk0(A3 + C3)(q − g1)− A3[(C3 − r)qαL3 − L3k0 + (αL3 − 1)(K0 + g1)],

a′′0 = [G3D3 + (r − C3)k0](q + g1)A3L3(α− 1).

La matrice d’Hurwitz associée M ′′ est donnée par :

M ′′ =



a′′5 a′′3 a′′1 0 0

a′′4 a′′2 a′′0 0 0

b′′3 b′′4 0 0 0

c′′2 c′′1 0 0 0

d′′1 0 0 0 0

e′′0 0 0 0 0


où

a′′5 = 1,

b′′3 = − 1

a′′4
(a′′2a

′′
5 − a′′3a′′4),

b′′4 = − 1

a′′4
(a′′0a

′′
5 − a′′1a′′4),

c′′2 = − 1

b′′3
(a′′4b

′′
4 − a′′2b′′3),

c′′1 = a′′0,

d′′1 = − 1

c′′2
(c′′1b

′′
3 − c′′2b′′4),

e′′0 = a′′0.

Puisque α < 1 , A3 < 0 , L3 < 0 , C3 < 0 , D3 < 0 et G3 < 0 alors a′′0 est négatif.
Un élément de la première colonne de la matrice M ′′ est négatif (ici e′′0) donc le
point d’équilibre chronique est instable d’après le critère d’Hurwitz.

5.3 Analyse de stabilité globale .

On propose dans cette partie une analyse globale de la stabilité des points d’équilibre
du système (4.1) pour les scénarios 1 et 3.
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5.3.1 Étude de stabilité globale des points d’équilibre non pa-
thologique et blast pour le Scénario 1.

Rappellons que d’après le théorème 4.1 de la section 3, le point d’équilibre non pa-
thologique existe si n > d0 et le point d’équilibre blast existe si m > g0.
Nous supposerons dans ce chapitre,que ces conditions sont satisfaites.
Pour analyser la stabilité globale de ces points d’équilibre du système (4.1), utilisons le
théorème suivant.

Théorème 5.2.
On considère le système uniformément borné de classe C1 suivant sous la forme :{

Ẋ1 = f(X1)

Ẋ2 = g(X1, X2)
(5.5)

où X1 ∈ Rn1 et X2 ∈ Rn2 qui admet le point d’équilibre (X∗1 , X
∗
2 ) tels que f(X∗1 ) = 0 et

g(X∗1 , X
∗
2 ) = 0.

Si X∗1 est globalement asymptotiquement stable ( GAS) pour le sous-système Ẋ1 = f(X1)
et (X∗1 , X

∗
2 ) est GAS pour le sous système Ẋ2 = g(X1, X2) alors (X∗1 , X

∗
2 ) est localement

asymptotiquement stable( LAS) pour le système (5.5).
De plus, si toutes les trajectoires de (5.5) sont bornées alors (X∗1 , X

∗
2 ) est aussi GAS pour

le système (5.5) voir[86] .

Pour utiliser ce théorème, on décompose le système (4.1) en deux sous-systèmes : le
premier en (x0, y0) et le second en (x1, y1, E) .
Considérons en premier le sous système de (3.9) suivant en (x0 , y0) sous les conditions
initiales, x0(0),y0(0){

dx0
dt

= n(1− x0+y0
K

)x0 − d0x0 = f1(x0, y0)
dy0
dt

= m(1− x0+αy0
K

)y0 − g0y0 = f2(x0, y0)
(5.6)

D’aprés la Proposition 3-3 du chapitre 3, on sait que la solution de (5.6) satisfait :
x0(t) ≤ m1 et y0(t) ≤ m2 pout tout t ≥ 0.
Utilisons ce résultat et définissons alors l’ensemble compact positivement invariant sui-
vant :

B = {(x0, y0) ∈ R2
+ : α1 ≤ x0 ≤ m1, α2 ≤ y0 ≤ m2}

On a le lemme suivant :

Lemme 5.1. Le système (5.6) n ’a pas de cycle limite dans intB, où intB est l’intérieur
de B.

Démonstration.
Considérons Θ la fonction de Dulac suivante définie par :

Θ(x0, y0) =
1

x0y0

et

ϑ(x0, y0) =
∂

∂x0

(Θf1) +
∂

∂y0

(Θf2) = −nx0 +mαy0

Kx0y0
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alors

∀(x0, y0) ∈ intB, ϑ(x0, y0) ≤ 0

. D’après le théorème de Bendixon Dulac [44], intB ne contient aucun cycle limite.

En se basant sur ces résultats, on a le lemme suivant :

Lemme 5.2. Les points d’équilbre (x0,np, y0,np) et (x0,b, y0,b) sont GAS pour le sous
système (5.6).

Démonstration.
Comme le sous système (5.6) n’a pas de cycle limite dans l’ensemble borné
intB ⊂ R2

+ alors, par application du théorème de Poincaré-Bendixon [17], les points
d’équlibre sont GAS pour ce sous-système.

Considérons maintenant, le deuxième sous système en (x1, y1, E) :
dx1
dt

= rx0 − (d− d2)x1

dy1
dt

= qy0 − g1y1

dE
dt

= −K0E +
a

1 +K1x
r0
0

(5.7)

Utilisons maintenant les résultats obtenus au chapitre précédant sur la stabilité locale
( L.A.S)des points d’équilibre non pathologique et blast du système (4.1). Ces résultats
restent valables aussi pour le sous-système (5.7) .
On a :

Proposition 5.4.
Pour chaque condition initiale (x0(0), y0(0), x1(0), y1(0), E(0)) dans Γ :

a) Le point d’équilibre non pathologique est GAS si T1 < 1 < T2 .

b) Le point d’équilibre blast est GAS si T1 > 1 et T2 > 1 .

Démonstration.
D’après le lemme précédent (x0,np, y0,np) et (x0,b, y0,b) sont G.A.S pour le sous système
(5.6).
De plus, on a :
Si T1 < 1 < T2 alors (x0,np, y0,np, x1,np, y1,np, Enp) est LAS pour le sous système (5.7).
Si T1 > 1 et T2 > 1 alors (x0,b, y0,b, x1,b, y1,b, Eb) est LAS pour le sous système (5.7).
par intégration du système (5.7), on obtient :


x1(t) = (exp(−

∫ t
0
(d− d2)ds))(Γ3 +

∫ t
0
rx0(t)) exp(

∫ t
0
(d− d2)dsdt)

y1(t) = (exp−(g1t))(Γ4 +
∫ t

0
qy0(t) exp(g1s)ds)

E(t) = (exp−(K0t))(Γ5 +
∫ t

0
a

1+K1x0(s)r0
exp(K0s)ds)

(5.8)

où Γ3 = exp(x1(0)) ,Γ4 = exp(y1(0)) et Γ5 = exp(E(0)) .
Majorons ces solutions :
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— Au point d’équilibre non pathologique.

Remplaçons x0,y0 par x0,np,y0,np dans le sous-système (5.8) :

On a :

x1(t) = (exp−
∫ t

0

(d− d2)ds)Γ3 +
rx0,np

d− d2

alors

lim
t→+∞

x1(t) =
rx0,np

d− d2

> 0

y1(t) = Γ4 exp−(g1t)

alors lim
t→+∞

y1(t) = 0 et E(t) = Γ5 exp−(K0t) +
Γ6

k0

[1− exp−(K0t)]

où

Γ6 =
a

1 +K1x
r0
0,b

.

Alors :

lim
t→+∞

E(t) =
Γ6

K0

> 0

— Au point d’équilibre blast.
Remplaçons les variables x0,y0 par x0,b,y0,b dans le sous système(5.8), on a :

x1(t) = (exp−
∫ t

0

(d− d2)ds)Γ3alors lim
t→+∞

x1(t) = 0

y1(t) = Γ4 exp−(g1t) +
q

g1

y0,b

alors

lim
t→+∞

y1(t) =
q

g1

y0,b > 0

E(t) = Γ5 exp−(K0t) +
a

K0

[1− exp−(K0t)]

alors

lim
t→+∞

E(t) =
a

K0

> 0

Il résulte que (x0,np, y0,np, x1,np, y1,np, Enp) est G.A.S si T1 < 1 < T2 et (x0,b, y0,b, x1,b, y1,b, Eb)
est G.A.S si T1 > 1 et T2 > 1 .
D’après le théorème 4.2 le point d’équilibre non pathologique est GAS si T1 < 1 < T2 et
le point d’équilibre blast est GAS si T2 > 1 si T2 > 1 pour le modèle (3.9).
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5.3.2 Étude de stabilité globale des points d’équilibre dans le
Scénario 3.

Dans ce cas, le modèle (4.1) devient :

dx0

dt
= (n− d0)x0 − (

n

K
)(x0 + y0 + x1 + y1)x0

dx1

dt
= rx0 − (1− K1

K2 + E
− d2)x1

dy0

dt
= (m− g0)y0 −

m

K
(x0 + αy0 + x1 + αy1)y0

dy1

dt
= qy0 − g1y1

dE

dt
= −K0E(t) +

a

1 +K1x
r0
0

(5.9)

Les composantes du point d’équilibre blast sont données par :

x0,b = x1,b = 0,

y0,b =
g1q

α(g1 + q)
(1− g0

m
),

y1,b =
Kq

α(g1 + q)
(1− g0

m
),

Eb =
a

k0

.

Remarquons que :

y0,b + y1,b =
K

α

(
1− g0

m

)
et g1 = q

y0,b

y1,b

.

Alors le système (4.1) devient :

dx0

dt
= [n− d0 −

n

K
(y0,b + y1,b) + (x0 + x1) + (y0 − y0,b) + (y1 − y1,b)]x0

dx1

dt
= rx0 − (d− d2)x1

dy0

dt
= −m

K
[(x0 + x1) + α(y0 − y0,b) + α(y1 − y1,b)]y0

dy1

dt
= [y1(y0 − y0,b)− y0(y1 − y1,b)]

q

y1,b
dE

dt
= −K0(E − Eb)−K0Eb +

a

1 +K1x
r0
0

(5.10)

Pour prouver la stabilité globale du point d’équilibre blast, construisons une fonction
de Lyapunov [90] appropriée en considerant la fonction suivante V définie par :

V (x0, x1, y0, y1, E) = α1x0 +
α2

2
x2

1 + α3(Zy0,b(y0)) + α4(Zy1,b(y1)) + α5(ZEb
(E)). (5.11)

Où Zt0(t) = (t− t0)− t0 ln
t

t0
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et αi, i = 1, ..., 5 sont des constantes positives que nous choisirons ultérieurement.
Sachant que

∀t > 0 t0 > 0 : (t− t0)− t0 ln
t

t0
> 0

Alors pour tout

(x0, x1, y0, y1, E) ∈ Γ : V (x0, x1, y0, y1, E) > 0.

On a aussi

V (x0, x1, y0, y1, E) = 0⇔ (x0, x1, y0, y1, E) = (x0,b, x1,b, y0,b, y1,b, Eb)

De plus :

dV (x0, x1, y0, y1, E)

dt
= α1

dx0

dt
+α2x1

dx1

dt
+α3(

y0 − y0,b

y0

)
dy0

dt
+α4(

y1 − y1,b

y1

)
dy1

dt
+α5(

E − Eb
E

)
dE

dt

Remplaçons par les composantes du point d’équilbre blast, on obtient :

dV (x0, x1, y0, y1, E)

dt
< − α1n

K
x2

0 −
α1n

K
x0x1

− α1n

K
(y0 − y0,b)x0 −

α1n

K
(y1 − y1,b)x0

+ α2rx0x1 − α2(d− d2)x2
0 −

α3m

K
(y0 − y0,b)x0

− α3m

K
(y1 − y1,b)x1 −

mα3α

K
(y0 − y0,b)

2

− mα3α

K
(y0 − y0,b)(y1 − y1,b) +

α4q

y1,b

(y0 − y0,b)(y1 − y1,b)

− α4q

y1,by1

y0(y1 − y1,b)
2 −K0α5(E − Eb)2 − α5

E
(a− a

1 +K1x
r0
0

)(E − Eb).

Les coefficients αi où i = 1, 2, 3, 4, 5 vont être choisis tel que :

α2r =
α1n

K

et
α4q

y1,b

=
mαα3

K
.

Dans ce cas on a :

dV (x0, x1, y0, y1, E)

dt
< − α1n

K
x2

0 − α2(d− d2)x2
0 −

mα3α

K
(y0 − y0,b)

2

− α4q

y1,by1

y0(y1 − y1,b)
2 −K0α5(E − Eb)2

− (
mα3 + nα1

K
)x0(y0 − y0,b)−

α1n

K
(y1 − y1,b)x0

− α3m

K
(y1 − y1,b)x1 −

α5a

Ex0

(E − Eb)x0.



5.3. Analyse de stabilité globale . 69

Alors

dV (x0, x1, y0, y1, E)

dt
< − α1n

K
x2

0 − α2(d− d2)x2
0 −

mα3α

K
(y0 − y0,b)

2

− α4q

y1,by1

y0(y1 − y1,b)
2 −K0α5(E − Eb)2

+ (
mα3 + nα1

K
)x0|y0 − y0,b|+

α1n

K
|y1 − y1,b|x0

+
α3m

K
|y1 − y1,b|x1 +

α5a

Ex0

|E − Eb|x0.

Notons par :
S = (x0, x1, |y0 − y0,b|, |y1 − y1,b|, |E − Eb|)T et considérons la matrice suivante :

Π =



−nα1 0
nα1 +mα3

K

nα1

2K

aα5

2KEx0

0 −α2(d− d2) 0
mα3

K
0

nα1 +mα3

K
0 −mαα3

K
0 0

nα1

2K

mα3

2K
0 −α4qy0

y1y1,b

0

aα5

2KEx0

0 0 0 −K0α5


Alors

dV (x0, x1, y0, y1, E)

dt
< STΠS.

Choisissons alors :

α1 = α3 = α5 = 2,

nα1 = mα3,

α2 =
2n

rK
,

α4 =
2mαy1,b

K
.

Donc la matrice Π devient :

Π =



−2n 0
2n

K

n

K

a

Ex0

0 − 2n

rK
(d− d2) 0

m

K
0

2n

K
0 −2mα

K
0 0

n

K

m

K
0 −2mα

Ky1

0

a

Ex0

0 0 0 −2K0


On peut la réécrire comme suit :
Π = (RW +W TR) où :
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R =



1 0 0 0 0

0
n

rK
0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0
mαy1,b

qK
0

0 0 0 0 1


et

W =



−n 0 2
n

α

y1

αy0

a

Ex0

0 −(d− d2) 0
mr

n
0

0 0 −mα
k

0 0

0 0 0 −qy0

y1,b

0

0 0 0 0 −K0


Puisque la matrice −W est une M-matrice [9] et R est une matrice diagonale de compo-
santes positives alors (−Π) est définie positive et de plus :

−Π = R(−W ) + (−W T )R.

Il résulte que Π est une matrice définie négative [9]. Celà implique que :

dV (x0, x1, y0, y1, E)

dt
< 0.

La fonction V est une fonction de Lyapunov associée au système(5.10) donc l’équilibre
blast est G.A.S dans le scénario 3.

Remarque 5.1. L’etude de la stabilté globalle dans le scénario 2 n’est pas possible vue
que la solution du système (4.1) n’est pas bornée dans ce cas.



Chapitre 6

Le modèle contrôlé

6.1 Introduction

La théorie du contrôle optimal permet de dèterminer le contrôle d’un système qui
minimise ( ou maximise ) un critère de performance, éventuellement sous des contraintes
pouvant porter sur le contrôle ou sur l’état du système.
On considère que la théorie moderne du contrôle optimal a commencé dans les années 50.
Pontryaguin a développé dans [92] une base théorique pour le calcul du contrôle optimal
pour les systèmes différentielles ordinaires, avec la formulation du principe du maximum,
qui généralise les équations d’Euler-Lagrange du calcul des variations. Dès lors, la théorie
a connu un essor spectaculaire, ainsi que de nombreuses applications.
L’application du principe du maximum concerne tout système sur lequel nous pouvons
avoir une action avec une notion de rendement optimal. Du point de vue mathématique,
un système de contrôle est un système dynamique dépendant d’un paramétre appelé
contrôle. Pour le modèliser on peut avoir recours à des équations différentielles, intégrales,
fonctionnelles, aux différences finies, aux derivées partielles, stochastiques etc...Les contrôles
sont des fonctions ou des paramètres souvents soumis à des contraintes.
Nous citons dans ce contexte le travail présenté par (BC)et (AinSebaa) dans [20] qui
détermine un contrôle optimal pour la résistance et la réponse sous optimale, dans un
modèle représentant l’évolution de la leucémie chronique dans le corps.

6.2 Position du problème

Pour traiter la LMC, nous pensons à injecter des doses de facteurs de croissance pour
minimiser le nombre de cellules différenciées cancéreuses. On propose de contrôler notre
modèle (3.9) qui représente l’évolution de la maladie, par un contrôle u(t) qui est une
fonction positive qui dépend du temps t ∈ [0, T ]. T représente la durée du traitement.
L’injection de ces facteurs de croissance se fait par doses journalières, c’est pour cela que
la fonction u(t) est continue par morceaux. Pour éviter le surdosage on suppose que le
contrôle est borné dans un intervalle [0, umax] pour tout t ∈ [0, T ].
L’ensemble des contrôles admissibles est alors donné par :

Uad = {u(t) : 0 ≤ u(t) ≤ umax, t ∈ [0, T ]}

avec les u(t) des fonctions continues par morceaux.
On veut résoudre le problème optimal en trouvant une fonction u∗ appartenant à Uad,
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qui minimise la fonction objectif

J(u) =

∫ T

0

L(t, x(t), u(t))dt)

La fonction L(t, x(t), u(t)) sera définie ultérieurement.
Nous admettons que les données initiales sont positives.
Le modèle suivant décrit l’évolution des cellules normales et cancéreuses. Le contrôle
u agit sur les facteurs de croissance dans le but de minimiser le nombre des cellules
cancéreuses différenciées.

dx0

dt
= nΦ(ε1(x0 + y0) + ε2(x1 + y1))x0 − d0x0

dx1

dt
= rx0 − (d(E)− d2)x1

dy0

dt
= mΨ(ε1(x0 + αy0) + ε2(x1 + αy1))y0 − g0y0

dy1

dt
= qy0 − g1y1

dE

dt
= −K0E(t) +

a

1 +K1x
r0
0

+ u(t)

(6.1)

Le problème de contrôle optimal se compose de trois parties qui sont :

— Savoir si la cible est contrôlable.

— Montrer l’existence du contrôle et éventuellement l’unicité de la solution optimale.

— Déterminer ou caractériser si possible le contrôle.

On propose une étude de contrôlabilité locale de notre modèle (6.1) pour chaque point
d’équilibre et dans les trois scénarios.

6.3 Contrôlabilité locale du modèle

Proposition 6.1. Le système (6.1) est non contrôlable autour des points d’équilibre
trivial, non pathologique et blast cela quelque soit le contrôle appliqué et dans tous les
scénarios.

Démonstration.
Utilisons le critère de contrôlabilité locale de Kalman .

1. Au point d’équilibre trivial S0

Soit A =
∂f

∂x
(S0) et B =

∂f

∂u
(S0) alors

A =


nΦ− d0 0 0 0 0

r −d+ d2 0 0 0

0 0 mΦ− g0 0 0

0 0 q −g1 0

0 0 0 0 −K0


et

B = (0, 0, 0, 0, 1)T
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On obtient :

AB = (0, 0, 0, 0,−K0)T ,

A2B = (0, 0, 0, 0, K2
0)T ,

A3B = (0, 0, 0, 0,−K3
0)T ,

A4B = (0, 0, 0, 0, K4
0)T .

On a alors det(B,AB,A2B,A3B,A4B) = 0
Le rang de la matrice de Kalman est inférieur à 5 donc le système n’est pas
contrôlable au point d’équilibre trivial quelque soit le contrôle appliqué et dans
tous les scénarios.

2. Au point d’équilibre non pathologique Snp

Soit A =
∂f

∂x
(Snp) et B =

∂f

∂u
(Snp) alors

A =



−nε1x0

K
−nε1x0

K
−nε1x0

K
−nε1x0

K
0

r −d+ d2 0 0 − K1x1

(K2 + E)2

0 0 0 mΨ− g0 0

0 0 q −g1 0

− aK1r0x
r0−1
0

(1 +K1x
r0
0 )2

0 0 0 −K0


et

B = (0, 0, 0, 0, 1)T

on obtient :

AB = (0,− K1x1

(K2 + E)2
, 0, 0,−K0)T ,

A2B = (
K1x1nε1ε2

(KK2 + E)2
, (−d+ d2)−K0(− K1x1

(K2 + E)2
), 0, 0, K2

0)T ,

A3B = (M1,M2, 0, 0,M3)T ,

A4B = (M4,M5, 0, 0,M6)T ,

Où :

M1 = (dK1x1nε1ε2(KK2 + E)2)(−nε1x0

K
+ 1− d+ d2 −K0),

M2 = (−(−d+ d2)2 +
rnx0ε1

K
− 1),

M3 =
−anε1r0x1x

r0
0 K

2
1

K(1 +K1x
r0
0 )2(K2 + E)2

,

M4 =
−nε1x0

K
[M1 +M2],

M5 = rM1 + (−d+ d2)M2 −
K1

(K2 + E)2
x1M3,
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M6 = − aK1r0x
r0−1
0

(1 +K1x
r0
0 )2

M1 −K0M3.

On obtient :
det(B,AB,A2B,A3B,A4B) = 0 donc le rang de la matrice de Kalman est inférieur
à 5 donc le système n’est pas contrôlable au point d’équilibre non pathologique
quelque soit le contrôle appliqué et dans tous les scénarios.

3. Au point d’équilibre blast Sb

Soit A =
∂f

∂x
(Sb) et B =

∂f

∂u
(Sb) alors :

A =


nΦ− d0 0 0 0 0

r −d+ d2 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 q −g1 0

0 0 0 0 −K0


et

B = (0, 0, 0, 0, 1)T

on obtient :
det(B,AB,A2B,A3B,A4B) = 0 donc le rang de la matrice de Kalman est inférieur
à 5 donc le système n’est pas contrôlable au point d’équilibre blast quelque soit le
contrôle appliqué et dans tous les scénarios.

Proposition 6.2. Dans le scénario 1 le système (5.1) est non contrôlable au point
d’équilibre chronique cela quelque soit le contrôle appliqué.

Démonstration.
Scénario 1 :

Soit A =
∂f

∂x
(Sc) et B =

∂f

∂u
(Sc) alors

A =


A1 0 0 A1 0

r C1 0 0 D1

L1 0 F1 αL1 0

0 0 q −g1 0

G1 0 0 0 −K0


et

B = (0, 0, 0, 0, 1)T

On obtient :

AB = (0,−D1K0, 0, 0,−K0)T ,

A2B = (0,−D1K0, (r + 1)0, 0, K2
0)T ,

A3B = (0, C1D1K0(r + 1)−D1K0, 0, 0,−K3
0)T ,

A4B = (0, C1D1, [C1K0(r + 1)−K0]−D1K0, 0, K
4
0)T .

On a alors det(B,AB,A2B,A3B,A4B) = 0 donc le rang de la matrice de Kalman est
inférieur à 5 alors dans le cas du scénario 1 le système n’est pas contrôlable au point
d’équilibre chronique quelque soit le contrôle appliqué.
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Proposition 6.3. Le système (6.1) est localement contrôlable au point d’équilibre chro-
nique cela quelque soit le contrôle appliqué dans les scénarios 2 et 3.

Démonstration.
Scénario 2 :

Soit A =
∂f

∂x
(Sc) et B =

∂f

∂u
(Sc) alors :

A =


0 B2 0 B2 0

r C2 0 0 D2

0 L2 0 αL2 0

0 0 q −g1 0

G2 0 0 0 −K0


et

B = (0, 0, 0, 0, 1)T .

On obtient :

AB = (0, D2, 0, 0,−K0)T ,

A2B = (B2D2, D2(C2 −K0), D2L2, 0, K
2
0)T ,

A3B = (B2D2(C2 −K0), S2, L2D2(C2 −K0), qD2L2, R2)T ,

A4B = (B2(S2+qD2L2), D2(rB2+2)+C2S2, L2(S2+q2L2), qL2D2(C2−K0−g1), G2B2D2(C2−
K0)−K0R2)T ,
Avec S2 = D2[rB2 + C2(C2 −K0) +K2

0 ] et R2 = G2B2D2 −K3
0

On a alors det(B,AB,A2B,A3B,A4B) = qD4
2L

3
2B2(1−α) 6= 0, donc le rang de la matrice

de Kalman est plein ce qui fait que dans le cas du scénario 2 le système est contrôlable au
point d’équilibre chronique quelque soit le contrôle appliqué, d’après le critère de Kalman
Scénario 3 :

Soit A =
∂f

∂x
(Sc) et B =

∂f

∂u
(Sc) alors

A =


A3 A3 A3 A3 0

r C3 0 0 D3

L3 L3 αL3 αL3 0

0 0 q −g1 0

G3 0 0 0 −K0


et

B = (0, 0, 0, 0, 1)T .

On obtient :

AB = (0, D3, 0, 0,−K0)T ,

A2B = (A3D3, D3(C3 −K0), D3L3, 0, K
2
0)T ,

A3B = (M
′

1,M
′

2,M
′

3,M
′

4,M
′

5)T
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,où

M
′
1 = A3D3[A3 + C3 −K0 + L3],

M
′
2 = D3[rA3 + C2

3 −K0+3],
M
′
3 = D3L3[A3 + C3 −K0 + αL3],

M
′
4 = qL3D3,

M
′
5 = A3G3D3 −K3

0 ,
A4B = (M

′′
1 ,M

′′
2 ,M

′′
3 ,M

′′
4 ,M

′′
5 )T où

M
′′
1 = A3[M

′
1 +M

′
2 +M

′
3 +M

′
4],

M
′′
2 = rM

′
3 + C3M

′
2 +D3M

′
5,

M
′′
3 = L3[M

′
1 +M

′
2 + αM

′
3 + +M

′
4],

M
′′
4 = qM

′
3 − g1M

′
4,

M
′′
5 = G3M

′
1 −K0M

′
5.

On a alors det(B,AB,A2B,A3B,A4B) = qA3D
4
3L

3
3[A3(αq + 1 − α) − (α + g1 + q)] 6= 0

donc le rang de la matrice de Kalman est plein dan On en conclut que le cas du scénario
3 le système est contrôlable autour du point d’équilibre chronique quelque soit le contrôle
appliqué, d’après le critère de Kalman.

6.4 Contrôle linéaire

Considérons dans cette partie la fonction coût définie par :

J(u) =

∫ T

0

y1(t)dt

Le problème optimal est alors :

mimu∈Uad

∫ T

0

y1(t)dt

Où
dx

dt
= f(t, x(t), u(t))

.
Utilisons le principe du maximum de Pontryaguin pour calculer le contrôle optimal

voir [92].
Considérons l’Hamiltonien associé au système (5.1) défini par :

H(t, x(t), P (t), u(t)) = 〈P, f〉 − y1(t)

Le contrôle optimal u∗ et la trajectoire optimale vérifient :

dx∗(t)

dt
=
∂H

∂P
(t, x∗(t), P (t), u∗(t)),

dP (t)

dt
= −∂H

∂x
(t, x∗(t), P (t), u∗(t)),

∂H

∂u
(t, x∗(t), P (t), u∗(t)) = 0.
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Avec

H(t, x(t), P (t), u(t)) = P1(t)
∂x0

∂t
+ P2(t)

∂x1

∂t
+ P3(t)

∂y0

∂t
+ P4(t)

∂y1

∂t
+ P5(t)

∂E

∂t
− y1(t)

Le contrôle étant linéaire nous avons :
∂H

∂u
= P5(t) qui est alors la fontion ”switch”.

On arrive à la caractérisation de notre contrôle optimal Bang Bang par :

u∗(t) =


0 si P5(t) < 0

umax si P5(t) > 0

indéfini si P5(t) = 0

6.5 Contrôle quadratique

6.5.1 Existence et unicité du contrôle

On considère la fonction coût suivante :

J(u) =

∫ T

0

(y2
1(t) + u2(t))dt

Théorème 6.1. Le système contrôlé (5.1) admet un contrôle unique u∗.

Démonstration.
Le système (6.1) admet une solution bornée positive dans l’espace L2([0, T ]) (d’aprés le
chapitre 4) et puisque le contrôle est borné donc la fonctinnelle J est bornée alors elle
admet une suite minimisante (un)n dans Uad qui verifie :

lim
n→+∞

J(un) = inf
u∈Uad

J(u)

par conséquent :

∀n ∈ N inf
u∈Uad

J(u) ≤ J(un) ≤ inf
u∈Uad

J(u) +
1

n

On sait aussi que
dx0

dt
,
dx1

dt
,
dy0

dt
,
dy1

dt
,
dE

dt
sont bornées alors x0, x1, y0, y1, E sont des

éléments de W 1,2([0, T ]).
Ceci implique l’existence d’une suite uniformément convergente (xn0 , x

n
1 , y

n
0 , y

n
1 , E

n) dans
l’espace L2([0, T ]) qui converge vers (x0, x1, y0, y1, E) dans l’espace L2([0, T ]) [26].
Sachant que la suite (un)n est bornée dans L2([0, T ]), alors elle admet une sous suite
(unk

)k faiblement convergente vers u∗ dans L2([0, T ]) [26].
Montrons que la fonction coût J atteint son minimum en u∗.
Soit l’application continue ϕ définie sur Uad par :

ϕ(u) = ‖u‖2
L2([0,T ])

ϕ étant convexe on a

0 ≤ ϕ(u∗) ≤ lim inf
k→+∞

(‖ unk
‖) ≤ Umax alors u∗ ∈ Uad.
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D’autre part on a :

J(unk
) =

∫ T

0

(y2
1(t) + u2

nk
(t))dt

donc ∫ T

0

(u2
nk

(t))dt = J(unk
)−

∫ T

0

(y2
1(t))dt,

C’est à dire

‖unk
‖2
L2([0,T ]) = J(unk

)−
∫ T

0

(y2
1(t))dt.

Passons à limite, on obtient :

lim inf
k→+∞

‖unk
‖2
L2([0,T ]) = inf

u∈Uad

J(u)−
∫ T

0

(y2
1(t))dt,

or

‖u∗‖2
L2([0,T ]) ≤ lim inf

k→+∞
‖unk
‖2
L2([0,T ])

donc

inf
u∈Uad

J(u) ≥ ‖u∗‖2
L2([0,T ]) +

∫ T

0

(y2
1(t))dt,

C’est à dire

inf
u∈Uad

J(u) ≥
∫ T

0

(y2
1(t) + u∗2(t))dt.

Ce qui fait

inf
u∈Uad

J(u) ≥ J(u∗).

Puisque u∗ ∈ Uad alors par définition on a

inf
u∈Uad

J(u) ≤ J(u∗),

donc

inf
u∈Uad

J(u) = J(u∗).

Nous venons de montrer que le contrôle u∗ existe et que la fonction coût J atteint son
minimum en u∗.
Sachant que :

— La fonction f est de classe C1(R5).

— Les espaces de l’état R5 et du contrôle [0, T ] sont convexes.

— La solution est bornée

Alors u∗, existe et est défini de manière unique.
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6.5.2 Caractérisation du contrôle optimal

Le principe du maximum de Pontryaguin nous donne les conditions nécessaires satis-
faites par le contrôle optimal u∗ voir[63,92,114] et voir le chapitre 2.
On définit tout d’abord l’Hamiltonien associé à notre système de contrôle optimal par
l’application :

H : [0, T ]× R5 × R5 × Uad −→ R

tel que :
H(t, x(t), P (t), u(t)) = 〈P, f〉 − [y2

1(t) + u2(t)]

où x(t) = (x0(t), x1(t), y0(t), y1(t), E(t))T est la variable d’état et
P (t) : [0, T ] −→ R5 le vecteur adjoint (une fonction absolument continue), vérifiant les
conditions de transversalité qui sont P (T ) = 0R5 . On a :

H(t, x(t), P (t), u(t)) = P1(t)
∂x0

∂t
+ P2(t)

∂x1

∂t
+ P3(t)

∂y0

∂t
+ P4(t)

∂y1

∂t
+ P5(t)

∂E

∂t
− [y2

1(t) + u2(t)]

(6.2)
Le contrôle optimal u∗ et la trajectoire optimale x∗ verifient :

dx∗(t)

dt
=
∂H

∂P
(t, x∗(t), P (t), u∗(t)) (6.3)

dP (t)

dt
= −∂H

∂x
(t, x∗(t), P (t), u∗(t)) (6.4)

∂H

∂u
(t, x∗(t), P (t), u∗(t)) = 0 (6.5)

La dérivée de H par rapport à P est nulle si u∗ ∈]0, Umax[ et P5(t) − 2u(t) = 0, c’est à

dire u∗(t) =
P5(t)

2
.

Avec les conditions de transversalité et en gardant les mêmes notations que dans le cha-
pitre 4, scénario 3 on a, le système adjouint est donné par :

dP1

dt
= −P1(t)A3 − P2(t)r − P3(t)L3 + P5(t)G3

dP2

dt
= −P1(t)B3 + P2(t)(d− d0)− P3(t)L3

dP3

dt
= −P1(t)B3 − P3(t)F3 − P4(t)q

dP4

dt
= −P1(t)B3 − P3(t)L3 + P4(t)g1

dP5

dt
= −P2(t)D3 + P5K0

(6.6)

Le modèle (6.6) apporte dans le scénario 3 un contrôle optimal qui dépend des variables
d’ètat (x0, x1, y0, y1, E) et de la cinquième composante du vecteur adjoint P5.





Conclusion générale

Les résultats obtenus dans ce travail sont résumés dans les 3 tableaux suivants :

Point d’équilibre Condition d’existence Condition de stabilité locale et globale
équilibre trivial Existe toujours n < d0 et m < g0

équilibre blast n > d0 T2 > 1
équilibre non pathologique m > g0 T1 < 1

équilibre chronique T1 < 1 < T2 instable

Table 6.1 – Stabilité locale et globale pour le scénario 1

Point d’équilibre Condition d’existence Condition de stabilité locale
équilibre trivial Existe toujours n < d0 et m < g0

équilibre blast n > d0 T2 > 1
équilibre non pathologique m > g0 T1 < 1

équilibre chronique T1 < 1 < T2 instable

Table 6.2 – Stabilité locale pour le scénario 2

Point d’équilibre Condition d’existence Condition de stabilité locale et globale
équilibre trivial Existe toujours n < d0 et m < g0

équilibre blast n > d0 T2 > 1
équilibre non pathologique m > g0 instable

équilibre chronique T1 < 1 < T2 instable

Table 6.3 – Stabilité locale et globale pour le scénario 3

Dans cette étude nous avons montré que sous certaines conditions initiales positives
le système (4.1) admet globalement une solution positive unique.
Le point d’équilibre trivial est LAS si les taux de proliférations n et m sont supérieurs aux
taux de mortalité d0 et g0 respectivement, cependant, ces conditions sont cliniquement
impossible alors l’origine est instable.
Le point d’équilibre chronique est un point selle, et la coexistence entre les cellules saines
et les cellules cancéreuses ne dure pas longtemps.
Le point d’équilibre blast dans le 3ème scénario et aussi un point selle.
La stabilité locale et globale des points d’équilibre blast et non pathologique est liée au
coefficients T1 et T2.
Les conditions T1 < 1 et T2 > 1 sont suffisantes pour la stabilité asymptotique locale des
états d’équilibre blast et non pathologique.
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Soit τc = 1
g0

(resp. τs = 1
d0

) la durée de vie des CSH cancéreuses (resp.saines),

et µc = 1
m

(resp. µs = 1
n
) le temps nécessaire à la division des CSH cancéreuses (resp.

saines ). La condition T2 > 1 signifie que :

(1− α) + α
µs
τs
>
µc
τc

Alors le rapport entre le temps de division et la durée de vie des CSH cancéreuses,
est inférieur à une constante, plus le même rapport concernant les cellules normales,
multipliée parα .
De la même façon, la condition T1 < 1 donne :

µs
τs
<
µc
τc

. Ainsi, le rapport entre le temps de division et la durée de vie des CSH saines est inférieur
au même rapport concernant les cellules cancéreuses.

— Si T1 < 1 et T2 < 1, l’équilibre non pathologique est le seul point stable. Dans ce
cas il n’y a plus de cellules malades (ou pratiquement leur prolifération est nulle).
C’est-à-dire plus de leucémie ( processus de guérison ).

— Si T1 < 1 < T2, les points d’équilibre blast et non pathologique sont tous les deux
LAS. Dans ce cas la solution peut converger, à n’importe quel tempe t vers le point
d’équilibre non pathologique ou vers le point d’équilibre blast.

— Si T1 > 1 et T2 < 1, la solution converge vers l’équilibre blast et dans ce cas les
cellules cancéreuses sont plus nombreuses. Tous les points d’équilibre sont instables,
nous sommes alors dans une phase finale de leucémie.

Dans le cas T1 < 1 < T2 c’est où les points d’équilibre blast et non pathologique
sont stables nous avons introduit un contrôle sur les facteurs de croissance E pour que le
système converge vers l’équilibre non pathologique.
Nous avons tout d’abord montré que notre système est contrôlable au voisinage du point
d’équilibre chronique dans les scénarios 2 et 3. Nous avons ensuite entamé une étude du
système contrôlé qui a révélé l’existence et l’unicité d’un contrôle optimale quadratique
qui minimise le nombre de cellules cancéreuses différenciées autour du point d’équilibre
chronique ainsi qu’un contrôle linéaire Bang Bang ceci grâce à l’injection de facteurs de
croissance.



Perspectives

À partir des résultats obtenus dans ce travail, nous envisageons d’étudier la bifurca-
tion de Hopf et de vérifier si éventuellement notre système est chaotique.
Une discrétisation du modèle nous permetterait de vérifier les résultats obtenus à partir
de simulations numériques, et d’étudier la stabilité globale dans le cas du scénaro 2 qui
n’a pas été possible par les méthodes connues, car la solution n’est pas bornée.
En perspectives, il serait intéressant d’étudier le comportement asymptotique de modèles
structurés en âges( un tel modèle nous donnerait une meilleure précision ) ou de modèles
contenant des équations aux dérivées partielles et des équations différentielles ordinaires.
Il est question aussi de trouver des modèles tenant en compte des cellules quiéscentes et
des mécanismes moléculaires.
Nous voudrions aussi vérifier si l’injection de contrôles hybrides dans notre modèle,
pourrait ,théoriquement,booster les cellules saines tout en diminuant la prolifération des
cellules cancéreuses. Le problème de contrôle se basera sur l’existence et l’unicité d’un
contrôle optimal.
Une autre perspective serait l’introduction d’un paramètre de retard qui prendrait en
compte le temps écoulé entre le déclenchement de la LMC et l’entrée en ligne des facteurs
de croissance qui activent le système immunitaire.

Il est prévu aussi d’étudier des modèles tenant en compte des contrôles modèlisant
une chimiothérapie et/ou immunotérapie.
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187 - 205,2005.

[75] M.C, Mackey. A unified hypothesis for the origin of aplastic anemia and periodic
hematopoeisis. Blood, 51(5)941-956, 1978.

[76] M.C, Mackey. Mathematical models of hematopoetic cell replication and control
the art mathematical modelling : case studies in ecology, physiology and bifluids.
Prentice Hall. 1997 ; 149-178.



90 BIBLIOGRAPHIE

[77] M, Maelle. Les cellules souches hemathopoitiques definition,origine,et principales
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primitives lymphomyélöıdes dans le sang de cordon humain frais et dans la moelle
de souris immunodéficientes combinées diabétiques-sévères non obèses (NOD-SCID)
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