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Résumé

L’¢étude présentée dans ce mémoire concerne 1’étude du comportement dynamique d’une
plaque mince immergée totalement ou partiellement dans un fluide. L’immersion de la
plaque dans le fluide crée une interaction « fluide-structure » qui se traduit par une
augmentation de la masse du systéme connue sous le nom de masse ajoutée.

Les lois de comportement ont été établies par la relation déplacements-contraintes pour la
plaque, et les équations de conservation de la masse et de la quantit¢ du mouvement pour
le fluide et le couplage du a Dinteraction fluide structure est pris en compte en
considérant la condition de non glissement au niveau de I’interface.

La modélisation de la plaque est faite par la méthode des éléments finis et celle du fluide
par la méthode des ¢léments aux fronticres (BEM).

Les équations différentielles du mouvement de la structure dans 1’air ont été établies. La
détermination des équations de couplage nous ont permis de calculer la masse ajoutée
générée par le fluide, et par conséquent aboutir & un systéme d’équations différentielles
qui caractérise le comportement dynamique des deux milieux.

Les fréquences propres de la plaque immergée correspondant aux six premiers modes
sont calculées a I’aide d’un programme élaboré sous Matlab.

Apres avoir étudié¢ la convergence et validé le programme avec plusieurs articles,
plusieurs exemples ont ¢été¢ ¢tudiés. L’¢tude de ces exemples nous ont permis de
déterminer I’influence des parametres physiques et géométriques de la plaque immergeée.
Parmi ces parametres nous citons la variation de la longueur d’immersion de la plaque
dans le fluide, des rapports épaisseur sur la longueur, largeur sur la longueur, hauteur

d’immersion sur longueur

Mots clés : ¢léments finis, équations intégrales, équation de Laplace, fonction de Green,

méthode de singularités, couplage, masse ajoutée.



Summary

The study presented in this memory relates to the study of the dynamic behavior of
a thin plate immersed completely or partially in a fluid. The immersion of the plate
in the fluid creates an interaction “fluid-structure” which results in an increase in
the mass of the system known under the name of added mass.

The laws of behavior were established by the relation displacement-constraints for
the plate, and the conservation equations of the mass and the quantity of the
movement for the fluid and the coupling of with the fluid interaction structure is
taken into account by considering the condition of nonslip on the level of the
interface.

The modeling of the plate is made by the finite element method and that of the
fluid by the boundary elements method (BEM).

The differential equations of the movement of the structure in the air were
established. The determination of the equations of coupling enabled us to calculate
the added mass generated by the fluid, and consequently to lead to a system of
differential equations which characterizes the dynamic behavior of the two
mediums.

The Eigen frequencies of the immersed plate corresponding to the first six modes
are calculated using a program worked out under Matlab.

After having studied convergence and having validated the program with several
articles, several examples were studied. The study of these examples enabled us to
determine the influence of the physical and geometrical parameters of the
immersed plate. Among these parameters we quote the variation in the length of
immersion of the plate in the fluid, of the thickness reports/ratios on the length,

width over the length, height of immersion over length.

Key words: finite elements, integral equations, equation of Laplace, function of

Green, method of singularities, coupling, and added-mass.
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Nomenclature

w : champ de déplacements respectivement selon I’axe X et I’axe Y

Wi : déplacement selon 1’axe Z correspondant au nceud i

Wi : premiere dérivée de déplacement transversal par rapport a I’axe X au
nceud i

Wi, : premiere dérivée de déplacement transversal par rapport a I’axe Y au
nceud 1

h : épaisseur de la plaque

a : longueur de la plaque

b : largeur de la plaque

® : fréquence de vibration de la plaque en rad/sec

Ps : densité de la structure

Pt : densité du fluide

E : module de Young

v : coefficient de Poisson

[K]* : matrice de rigidité élémentaire

[M]° : matrice masse ¢lémentaire

M ] : matrice de masse-ajoutée

() : fonction du potentielle de vitesse

G : fonction de Green

b : Fonction de pondération

I'o . la surface libre

I'o : la surface libre

Isp : 1a surface de contact avec un solide (interface)

o(p) : la densité surfacique de sources

U (p) : densité surfacique de doublets normaux



[S]
[D]

: la surface d’une sphére entourant entierement le domaine
: la normale a une surface

. domaine intérieur du solide

. domaine extérieur du solide

: distance entre le point source et premier du segment (doublet
normaux)

: matrice a coefficients d’influence de source
: matrice a coefficients d’influence de doublets normaux

: vitesse normale
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Introduction générale

Introduction Générale

L’interaction structure-fluide est une branche de la mécanique caractérisant les
propriétés physiques d’un solide interagissant avec un fluide environnant. Dans cette
interaction aucun composant du systeme ne peut étre négligé. Généralement, dans le
domaine industriel, on focalise de plus en plus sur la conception de structures souples et
légeres, mais soumises a des chargements fluides fluctuants, parfois assez importants. Le
comportement résonant des différentes structures planes ont été la préoccupation des
constructeurs de navires pour de nombreuses années, dans ce but, des efforts considérables
ont été déployés pour 1’étude vibratoire des plaques et coques partiellement ou totalement

immergées dans le fluide.

En mécanique des fluides, le solide environnant est souvent considéré comme une
simple frontiere du milieu fluide étudié, d’un autre coté, dans la mécanique des solides le
fluide n’a que peu d’influence sur la dynamique du solide. Lorsque la dynamique d’un
solide est couplée a la dynamique d’un fluide, quelques phénoménes physiques sont
observés et mis en évidence, on cite entre autres les phénomenes de masse ajoutée, le
couplage de modes, les instabilités dues aux flottements et aux flambage etc....On retrouve
ces phénomenes d’interaction dynamique dans de nombreux problémes technologiques,
tels que l’aéronautique, le génie civil (barrage etc....), maritime (bateaux, offshore
Plateforme, etc..), électronucléaire et biomécanique, d’ou la nécessité de tenir compte de la
contribution du fluide et du solide (structure) ensembles afin d’étres modélisés de fagon

correcte, on parle alors de couplage.

L’interaction structure-fluide apparait systématiquement dés qu’une structure se
trouve en contact avec un fluide. Le mouvement des particules du fluide, au voisinage de la
structure, génére une variation de pression, on parle alors de « couplage » entre les deux

composants du systéme physique.

Il faut noter que la résolution de ce genre de probléme de couplage dépend du
milieu que 1’on veut privilégier (le fluide ou bien la structure), le transfert d’informations
se fera du milieu secondaire vers le milieu primaire en d’autres termes des échanges

d’énergie mécanique se produisent dans les deux sens :



Introduction générale

- Le fluide exerce des efforts sur la structure en mouvement, ce qui modifie la
dynamique de la structure.
- La structure impose des déplacements sur le fluide et modifie ainsi les caractéristiques

de 1’écoulement du fluide.

Ce couplage s’opére au niveau de I’interface, il induit sur la structure une certaine force
d’inertie et en utilisant le principe de la continuité des contraintes et des vitesses a
I’interface fluide-structure, on montrera que 1’effet du fluide sur le solide génére une masse
que ’on appelle « masse ajoutée » qui est « liée » au systeme mécanique et se déplace

solidairement avec lui. Autrement elle sera additionnée a la masse du solide.

Dans le présent travail la structure sera considérée comme milieu primaire, ainsi les

variables relatives au fluide seront éliminées au profit des variables de la structure vibrante.

On s’intéresse a 1’¢tude du comportement dynamique d’une plaque mince
immergée dans un fluide parfait irrotationnel incompressible. Cette étude permettra de
déterminer les fréquences de vibration d’une plaque mince placée dans Dair, puis

immergée dans le fluide.

La résolution analytique du probléme étant assez difficile et méme parfois impossible
vu I’inhomogénéité¢ du milieu étudié, il est nécessaire d’établir une formulation adaptée
pour la résolution des équations structure-fluide, en utilisant des méthodes numériques

adéquates.

Dans ce présent travail, notre choix fut porté sur le couplage « élément finis- éléments
aux frontieresy : la méthode des éléments finis pour caractériser la structure et éléments
aux frontieéres ou boundary element method (BEM) pour modéliser le fluide, cette méthode
conviennent parfaitement pour des milieux illimités. Finalement on est ramené a résoudre un
systeme d’équations différentielles aux valeurs et vecteurs propres. On remarque que la
BEM couplée avec la méthode des éléments finis modélise correctement le couplage entre le solide
et le fluide, cependant c’est une méthode numérique assez lourde et qui nécessite un outil

mathématique et informatique assez large.

Notre travail se divise en cinq parties principales:

Dans le premier chapitre, seront exposées les équations physiques générales régissant

la dynamique d’un corps solide, suivi d’un rappel sur la théorie des plaques, ainsi que les



Introduction générale

lois de la mécanique des fluides. Par la suite nous poserons les hypothéses de petits

mouvements et petites déformations.

Dans le second chapitre, nous procédons a La formulation du probléme vibratoire
d’une plaque rectangulaire en établissant le systeme des équations différentielles. Les
matrices de masse et de rigidité sont calculées par intégration exacte en se basant sur la

théorie classique des plaques et en utilisant la méthode des éléments finis.

Le chapitre trois sera consacré¢ a 1’¢laboration de la méthode des €quations
intégrales pour le fluide incompressible parfait non visqueux en milieu extérieur. Les
différentes étapes de la formulation par la BEM y sont reportées et on traitera la fonction
de Green qui est la base mathématique des équations intégrales. Un paragraphe s’attache
particuliérement a une discussion sur la problématique cruciale concernant la modélisation

en deux dimensions (2D) et en trois dimensions (3D).

A partir de la Boundary Element Method, nous avons pu déterminer des matrices appelées
matrices a coefficients d’influence, qui utilisent les fonctions de forme du solide, Ces
derniéres nous ont permis de calculer la masse ajoutée due au fluide. En additionnant cette
grandeur a la masse du solide dans le systéme d’équations différentielles relatives a la
plaque non immergée, nous obtenons un nouveau systéme d’équations différentielles
permettant la caractérisation dynamique de la plaque immergée dans le fluide, aboutissant

finalement a un probléme vibratoire aux valeurs propres.

Dans le chapitre quatre, nous avons présenté une description du programme
¢lément finis ¢laboré sous MATLAB. Nous avons validé notre programme en montrant

que I’élément rectangulaire utilisé converge.

Dans le dernier chapitre, nous avons présenté plusieurs exemples a travers lesquels
nous avons ¢étudié Dinfluence des différents parametres géométriques sur les
caractéristiques dynamiques de la structure, tels que la hauteur de I’immersion et

I’épaisseur de la plaque.

Nous terminons par une conclusion générale et des perspectives futures a ce travail.
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Le comportement résonant des différentes structures planes a ¢été la
préoccupation des constructeurs navals, aéronautiques, et les industries mécaniques
pour de nombreuses années, dans ce but des efforts considérables ont été¢ déployés
pour la modélisation et 1’é¢tude vibratoires des plaques et coques partiellement ou

totalement immergées dans le fluide.

Les premiers travaux dans le domaine d’interaction fluide-structure ont été
développés au dix-neuvieme si¢cle par Rayleigh [32] et Lamb [28]. Ces travaux
constituent la théorie de base du comportement d’un fluide a I’intérieur d’une coque
cylindrique ou sphérique. Dans les années soixante du sic¢cle dernier, Berry et
Reissner [5] ont étudié le comportement d’une coque cylindrique remplie de fluide
sous pression. Les travaux de Lindholm et al [30] ont par ailleurs traité le cas des
vibrations d’une coque cylindrique partiellement remplie de liquide. Les travaux de
Coale et Nagano [11] ont par contre calculé les modes axisymétriques d’une coque
cylindrique jointe a une coque hémisphérique toutes les deux remplies de liquide.
Lakis et Paidoussis [27] ont développé un élément fini hybride circonférentiel basé
sur la théorie classique des coques pour I’analyse du comportement dynamique d’un
réservoir cylindrique vertical partiellement rempli de liquide. Lindholm et al (1965)
[31] ont calculé¢ expérimentalement les fréquences de résonance des plaques
cantilever totalement ou partiellement immergées dans 1'eau. Cette derniere étude a
été¢ confrontée aux résultats théoriques, ce qui a permis d’évaluer 1’action du liquide

sur la structure.

Nombreux sont les travaux qui ont contribué a la compréhension de

I’interaction fluide-structure ces trente derniéres années. On cite les travaux de :

Le Meyerhoff (1970) [37] a pu calculer la masse ajoutée aux structures
minces immergées dans un fluide infini. Il a décrit I'écoulement potentiel autour des
plaques rectangulaires au moyen d’une distribution de singularités. Liang et al (2001)
[29] ont adopté une formulation empirique de la masse ajoutée afin de déterminer les
fréquences et les modes propres des plaques en porte-a-faux submergées, leurs

prévisions numériques ont ét¢ comparées aux données expérimentales.
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Cheng et Zhou 2000 [9] ont calculé les fréquences naturelles d’une plaque
formant la base d’un réservoir rectangulaire découvert rempli de liquide. L’effet de la
surface libre du fluide n’a pas été considéré. La solution analytique a été basée sur la
méthode de Ritz pour I’analyse du systéme fluide-structure. Le cas ou la plaque est
une partie intégrante du fond rigide de réservoir a été considéré, cela permet d’étudier

le cas de plaques en contact avec un domaine infini.

Le cas de plaque circulaire composant la base d’un réservoir cylindrique rigide
rempli de fluide a été étudiée par Cheng et Zhou 2002 [10]. L’effet de la surface libre
a ¢té considéré. Aprés avoir calculer la solution exacte de potentiel de vitesse, la
méthode de Galerkin a été utilisé pour calculer les fréquences d’interaction fluide-

structure.

Mitra et Sinhamahapatra [41] ont étudié¢ le couplage de ballottement linéaire
de liquide dans un conteneur ¢lastique. Ils ont calculé les fréquences de ballottement
de fluide en considérant le réservoir rigide et ensuite ils ont étudié la réponse forcée
du systéme solide-fluide. Ils ont utilisé des éléments finis bidimensionnels pour le
fluide et des éléments unidimensionnels pour le réservoir en employant I’approche de

Galerkin avec des résidus pondérés.

Jeong et al (2004) [26] ont ¢étudié le cas de deux plaques rectangulaires
identiques, paralleles et couplées avec le mouvement du fluide, les deux plaques sont
encastrées aux parois rigides d’un conteneur entourant le fluide idéal incompressible
et supportant les deux plaques encastrées sur les quatre cotés. Les modes de vibration
transversale en phase et en antiphase ont été¢ étudiés. Les fréquences naturelles de

couplage ont été obtenues en utilisant la méthode de Rayleigh [44].

La méthode des éléments finis a été également appliquée pour résoudre les problémes
d'interaction de fluide-structure pour les plaques élastiques complétement immergés.
D’autre part, Fu et Price(1987) [15] ont étudi¢ le comportement dynamique des
plaques en porte-a-faux vertical ou horizontal totalement ou partiellement immergé
dans le fluide, dans leur analyse, ils ont calculé le chargement du liquide généré et
évaluer les influences de la surface libre et de la longueur submergée sur les

caractéristiques dynamiques.
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Parmi les méthodes numériques les plus efficaces et les plus couramment utilisées
pour traiter les problémes fondamentaux concernant les matériaux, on notera celles basées sur
les différences finies (FD), les éléments finis (FEM), les éléments finis de frontiéres
(Boundary Element Method ou BEM). Il faut citer que la BEM est une technique
numérique développée depuis le début des années soixante du vingtieme siécle. Elle
est fondée sur la théorie plus ancienne celle des équations intégrales de fronticre
(Boundary Integral Equation ou BIE). Les premiers travaux dans le domaine
d’interaction fluide—structure exploitant la BEM furent réalisés en 1945 par Rayleigh
[32] et Lamb [28].

Certaines des représentations intégrales peuvent étre transformées en utilisant
des identités mathématiques ainsi leur dimensionnalité est réduite d'une, impliquant
les quantités inconnues seulement sur la frontiere. Ce type spécial d'équations
intégrales s'appellent les équations intégrales de frontiére (BIE) et fournissent parfois

une maniere trées commode de représenter un phénoméne physique.

Les principes fondamentaux des équations intégrales de frontiere ont été
présentés dans la mécanique continue par Fredholm (1903) [14] et Muskhelishvili
(1953) [39] et Kupradze (1965) [25] pour 1'¢lasticité. Un intérét pour les équations
intégrales aux fronticres a commencé a se développer, quelques tentatives de
résolution sont apparues. La premicre est due a Kellog (1953) [21], Hess et Smith

(1967) [18] et Massonet (1965) [34].

Bien qu'au début l'utilit¢ de la théorie de Fredholm [14] pour résoudre
I'équation intégrale ait été limitée aux investigations théoriques, l'arrivée des
ordinateurs a grande vitesse a transformé la solution numérique des BIE en réalité.
Peu aprés, la méthode d'élément de frontiere (BEM) ou la méthode d'équation
intégrale de frontiere (BIEM) est devenue une des maniéres préférentielle pour

résoudre les équations intégrales.

Nous comptons utiliser la méthode des ¢léments finis (MEF) pour analyser la
structure et la méthode des éléments finis aux frontiere (BEM) qui nos permettra de
déterminer la masse ajoutée, et de réaliser le couplage entre les deux milieux, cette

méthode fut utilisée par Peseux| [43].
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L’¢étude du mouvement d’un corps fait introduire divers parametres qui le décrivent,
d’ou la nécessité d’examiner la conservation de certaines quantités pendant ce mouvement,
comme la masse, la quantité de mouvement et le moment cinétique. Dans ce contexte, et
face a un probléme typique de la mécanique des solides, on s’intéresse au calcul des
déplacements, des déformations et des contraintes. La contrainte est le paramétre qui
caractérise 1’interaction mécanique d’un corps avec son environnement. Cette contrainte
est la cause du mouvement, d’ou la nécessit¢ d’une formulation mathématique. Plusieurs
théories ont été développées et sont actuellement utilisées en ingénierie. Chacune de ces

approches vise a modéliser certains aspects spécifiques du comportement des matériaux.

Nous donnons dans, la premiere section de ce chapitre une description
mathématique des équations générales qui traduisent le comportement du solide, représenté
par les deux modeles d’états de contraintes planes ou d’état de déformations planes, ces
équations sont appliquées dans la théorie des plaques. La deuxiéme section est consacrée
aux équations régissant le milieu fluide, suivit d’une troisiéme consacrée au couplage des

deux milieux.
A : Equations du solide
1-1 Equations mécaniques du solide :

1-1-1 Equations locales :

En prenant I’hypothese des petites perturbations en élasticité linéaire [4]. On se
place dans un repére galiléen ou absolu. A chaque instant t, pour toute partie {2, d’un
systéme matériel S, le torseur dynamique de (25 est égal au torseur des forces extérieures

s’exercant surf2;.
e les équations d’équilibre s’écrivent :

divg. +f=pa  dans Q 1-1)
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Ou:

- 0. est le tenseur symétrique des contraintes de Cauchy,

- f estle vecteur des répartitions volumiques de forces,

- dM)y = Zif est I’accélération du point M, dont le champ des déplacements est
U(M) = u(M)é; + v(M)&, + w(M)é; a-2)

e Lois de comportement :

Le vecteur des déformations associé au tenseur des petites déformations est donné par [4] :
— —_— —_—
g =¢g;(U) = %( gradU(M) + (grad) U(M)) a-3)

Ou le gradient du déplacement est un tenseur symétrique.

Les déformations de la structure induisent un champ de contraintes dans la structure,
représentées par le tenseur des contraintes 635(U), I’hypotheése du comportement €lastique

de la structure permet d’écrire la relation entre les déformations et les contraintes dans la

structure sous la forme suivante :
i (U) = Ay (U)dy5 + 2peg;5 (V) (1-4)
D’ou les équations définissant la loi de comportement :
s=mtrol +2%= —Etrol +L:’20 (1-52)

Ou son inverse :

o = Atrel + 2ue = — Y prel+ L ¢ (1- 5b)
('l +"Iz')('l +2V) ('l +“Iz')

I : matrice unité
A, u: coefficients de Lamé
v : coefficient de poisson

E : coefficient de Young

Le probléme plan a deux dimensions est déduit du probléme a trois dimensions,

toutes les variables sont indépendantes du troisiéme axe et ne sont fonctions que des deux
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autres coordonnées x, y ; on parle alors d’état de contraintes planes ou de déformations

planes.

Dans les deux cas de figure, états de contraintes planes et de déformations planes, nous

pouvons tirer profit des situations les caractérisant pour rendre les calculs plus faciles.
Etat de déformations planes :

Le modele s’applique a un corps de section quelconque, constante, infiniment long,
conventionnellement d’axe z, encastré a ses deux extrémités. Le corps est soumit a un
chargement orthogonal a z uniforme sur toute sa longueur. Dans ces conditions, aucune

dilatation suivant I’axe z n’est possible : chaque tranche ne se déforme que dans son plan.

Dans ce cas, le déplacement dans la direction z peut étre considéré comme nul. Les

dérivées des déplacements dans cette méme direction sont nulles, c'est-a-dire que :
gzz:gxzzgyzzgzngzyzo

Par contre il existe des contraintes g,, qui contrebalancent I’effet de Poisson c'est-a-dire la
tendance a la dilatation suivant 1’axe z. la contrainte qui retient chaque tranche dans le plan

vaut :
Ozz = V(Oxx + Jyy)
Etat de contraintes planes:

Une structure plane et mince est en état de contraintes planes, quand les charges
sont appliquées dans son plan. L’épaisseur de la structure est toujours trés petite par
rapport aux deux autres dimensions et est symétrique de part et d’autre du plan (x, y),

appelée surface neutre.

Les composantes du vecteur contraintes {0} associ¢ au tenseur des contraintes de

Cauchy d,. sont :

{G}T = {Gxx’ ny’ Gz ny‘ayz,azx.} (1' 6)

Ainsi les contraintes g, = 0y, = 0y, = 0,4 = 0y, deviennent nulles. La déformation &,,

n’est pas nulle par effet de poisson. Elle peut étre calculée en utilisant I’hypothese g,, = 0

1.€.
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E
€7 = 12 (Exx I gyy) 1-7)
La loi de Hooke reliant le vecteur de contraintes au vecteur de déformations est :

{0} = [Dl{¢} (1-8)

Ces deux approches sont basées sur des hypothéses fondamentalement différentes
et ne s’appliquent donc pas aux mémes structures. Elles sont déterminées a partir des

équations (1-5a) et (1-5b).

Au niveau du calcul, les deux approches des états de contraintes planes et de

déformations planes se différentient uniquement par le choix de la loi de comportement
[D].

Pour un état de contraintes planes la matrice d’¢lasticité est:

E

0
— 0
[D] - 1 —VZ 1—

(1-9)

o <
O k<

v
2

Pour un état de déformations planes la matrice d’¢lasticité est:

— E v 1-v O -
[D] - (1+v)(1+2v) | (1-10)

Nous pouvons écrire ces composantes sous forme matricielle :
Exx
£={£yy} (1-11)
28,y
Composantes du vecteur contraintes
GXX
0 = {Oyy (1-12)
Oxy
1-1-2 Conditions aux limites
La résolution des équations régissant le comportement d’une structure, nécessite

I’introduction des conditions aux limites de la structure.

11
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Pour un solide occupant un domaine Qg dans IR de frontire 0Qs, ou on peut diviser la

surface 0Qg en deux parties 0Qs = 0Qsy U 0Qgao. Figure (1-1).

Figurel-1 Schématisation générale du probléme structure

Le mouvement de la structure est ainsi décrit par un champ de déplacement u =(u;) défini

en tout point x du domaine Qg_les déformations sont représentées par le tenseur des

déformations £(u) = {g;;(u)}. Et le tenseur des contraintes (1) = {0;; (1)} -

Avec les hypotheses précédentes, la relation fondamentale de la dynamique pour le milieu

continu structure s’écrit :

291, _ dans Qg (1-13)

—2 —
W= Psu; B,

Avec la relation liant déplacement/déformation et la loi de comportement
déformation/contraintes données respectivement par (1-3) et (1-4) 1’équation locale

précédente est assortie des conditions aux limites suivantes :
u; =0 sur 004 (1-14)
oijuyn; =0 sur 00, (1- 15)

Qui traduisent le fait que la structure est bloquée sur 0Qg et libre d’effort sur 0Qge.

12
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1-2 Théorie des plaques : modeles de plaques
1-2-1 Généralités

Par définition une plaque est une structure tridimensionnelle plane, caractérisée par une
surface de référence plane (plan x, y) et par une épaisseur notée h(x, y) bien plus petite
devant les autres dimensions, Le plan moyen de la plaque est défini comme étant le plan

parallele aux faces de la plaque et partageant 1’épaisseur en deux. Figure (1-2)) [2].

Cette caractéristique particuliere, est a la base des simplifications des équations de la
mécanique des milieux continus tridimensionnels qui conduisent aux modéles classiques

des milieux minces c.a.d. un probléme bidimensionnel.

Dans ces deux modeles de plaques, on se place dans le cadre de 1’¢lasticité lin€aire, ce
qui correspond a supposer que les déformations et les déplacements sont petits.

Les axes de coordonnées sont choisis de telle maniére que le plan xy coincide avec le
plan moyen et I’axe z sera perpendiculaire a ce dernier.

On dit qu’une plaque travaille a la flexion quand les charges auxquelles elle est
soumise sont parall¢les a I’axe z (perpendiculaire au plan moyen) et que les déplacements
sont dans le plan transversal, appelée fleche « w » fonction des coordonnées x et y figure
(1-2).

La vibration en flexion des plaques est modélisée essentiellement par deux théories
(hors la théorie des milieux continus), celles des plaques minces et celle des plaques

¢épaisses. Ces théories sont désignées respectivement sous le nom de théorie de plaque de

Love -Kirchhoff et Reissner- Mindlin

f;
T
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\
\
S —— #
N\
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sarface plan
megtre

Figure 1-2 : Description d’une plaque rectangulaire
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1-2-2 Théorie des plaques minces : modeéle de Love - Kirchhoff
Hypothéses :

Les hypothéses cinématiques adoptées pour les plaques minces par Love [33] sur les

hypothéses de Kirchhoff s’inspirent de celles des poutres minces de Euler-Bernoulli. Ce

modele est parfois appelé dans la littérature le modéle « classique » de plaque. On peut

faire les suppositions suivantes :

1.

2.

L’¢épaisseur de la plaque est petite par rapport aux autres dimensions (longueur et
largeur).
les plans perpendiculaires au plan moyen avant déformation restent

perpendiculaires a ce plan aprés déformation. La déformation en cisaillement
transverse est donc négligée.

Les termes non linéaires du déplacement sont négligés, en particulier, I’inertie de
rotation est négligée. Seul le déplacement transversal w est considéré.

La contrainte o,, dans la direction transversale est négligée sur tout élément
paralléle au plan moyen (plan neutre). Elle doit en effet s’annuler sur les faces
extérieures et du fait que la plaque est mince il est naturel que la contrainte soit

nulle en tout point de I’axe z, on parle alors d’un état de contraintes planes.

Champs de déplacements et déformation

Les composantes des champs de déplacements pour cette théorie des plaques figure (1-3)

s’expriment par :

Ou

: £y = — dw
u(x_, v, Z, ) = Za

v(x,y,2,t) = —zi—‘; (1-16)

wW(X, ¥, 2z, t)y = w(x, y, t)

X, y et z sont les coordonnées d’un point de la plaque dans un repere galiléen, t est variable

temps.

(w) : la fleche du plan moyen de la plaque dans la direction de 1’axe z.

La relation entre déplacements — déformation et la fléche est :

_0u_ _ 3w

Evy = Z—
xx dx dx?

14
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av a%w
Eyy = — = —Z— 1-17
Yy ady dy? ( )
g = OV 5 Pw
Xy dy dx dxady

Ou en termes de matrice :
= —zLw (1-18)

Ou ¢ est le vecteur déformation défini par 1’équation (1-18) et L est I’opérateur différentiel
matriciel donné par :

2 -
J /ﬂxz

:
|

2

L=1 %/ay (1-20)
|

62
2 /ax()‘y
| J

Lois de comportement
En appliquant la loi de Hooke pour une plaque donnée par I’équation (1-8):
{0} = [D){¢}

Ou D pour un état de contraintes planes défini par 1’équation (1-9). La contrainte g,, est
nulle.

La plaque est soumise a des forces externes f, et a des forces d’inertie pshw, ou p
est la masse volumique du matériaux. My, My, M, et My, les moments des forces et les
efforts tranchants Q et Q,. Les moments et les forces de cisaillement résultent de la
distribution normale des contraintes 6., Gy, €t Oy, figure (1-3). Les contraintes sont

obtenues par 1’équation :

o= —zDLw (1-21)

15
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Figure 1-3: Représentation des efforts tranchants et moments pour un élément de
plaque (dx, dy)

Le moment suivant la section droite est calculé comme suit :

Mx
P
L, =1 My =, 0zdA= —D(f}4 zsz)Lw= —-5DL w (1-22)

M.,

L’équation d’équilibre nous donne :

20s 20 - _

(S dx)dy + (a—yy dx) dx + (f, = pshivydxdy = 0 (1-23)
Ou:

aQ, dQ "

a‘i + ayy + f, = pshw (1-24)

En considérant I’équilibre des moments de I’élément suivant I’axe x, en négligeant les
termes du second ordre la formule des efforts tranchant Qy est :

aM aM
— X 4 Xy

Q=T+ =57 (1-25)

Finalement en considérant 1’équilibre des moments de 1’¢lément suivant ’axe y, en
négligeant les termes du second ordre :

aM aM
Q =X Y
y dx ady

(1-26)
Avec My, = M,,
Equations d’équilibre dynamique :

L’équation d’équilibre dynamique pour une plaque est obtenue en substituant 1’équation
(1-22) dans I’équation (1-25) et (1-26) apres avoir remplacé O, et O, dans 1’équation (1-
24):

16
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*w *tw a*tw o
D(ax4+2w+a—w)+phw—}; (1-27)
. Eh? . . ,
OuD = 20— coefficient de flexion d’une plaque.

1-2-3 Plaques épaisses : modeles de Reissner-Mindlin
Lorsque I’épaisseur de la plaque ne permet plus de vérifier les hypothéses de

Kirchhoff quant a leur mouvement de flexion (i.e. elle n’est plus trés petite devant les
dimensions longueur et largeur), une théorie plus compléte basée sur la prise en compte

des effets ‘inertie de rotation et de cisaillement est nécessaire.

Rayleigh [44] en 1877 puis Timoshenko [48, 49] en 1921 montrent que la prise en
compte des effets d’inertie de rotation et de cisaillement affecte les fréquences propres de
flexion des poutres. Ces deux effets tendent a diminuer les fréquences de résonances

calculées en raison de la croissance de I’inertie et de la flexibilité¢ du systéme.

Une extension a la théorie des plaques quant au cisaillement est proposée par
Reissner [46] en 1945 dans le cas statique. Une premicre théorie pour le cas dynamique,
incluant les effets du cisaillement et de I’inertie de rotation est proposée par Uflyand [50]

en 1948. C’est cependant 1’article de Mindlin [39], publié trois ans plus tard qui fera date.
Hypothéses :

Les hypothéses de Mindlin, reprennent les points 1 et 4 de celles de Kirchhoff. Les
points 2 et 3 des précédentes hypothéses ne sont plus retenus afin de prendre en compte les

deux nouveaux effets.

)
LTI
".\// : H_L?.
Vo dw ,"'
N\
b R
\‘f\/‘_!I | e
\if T
7 TN — - ~
/,,-/ ~ ,\"'ﬁ; f__.-d'" -\--\-H"-\ i \\.\
gl e S, s
//{," ,/,."):\'\ p 'M\L S
7 [\ -
- /// F Y e
- |
-~ : W
|
|
|
! VO X —

Figure 1-4 : schémas des déplacements pour la théorie de Mindlin
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Champs de déplacements, et déformations et contraintes:

Dans la théorie des plaques de Reissner-Mindlin [39], les composantes des champs de

déplacement sont définies comme suit :
u(x,y,z) = z9,(x.y) (1-29a)
v(x,y,2z) = —z0,(x,y) (1-29b)

Ou 9, et 9, sont respectivement, les rotations autour de 1’axe x ety de la section normale

au plan moyen avant déformation.

Le vecteur de déformation est donné par :

e=—zL9 (1-30)
Ou:
d
[—- 0]
| PR
L=] O El (1-31)
| o 5l
[ dx i?}r.J

o-[3

En utilisant I’équation des déformations transversales &y, et €y, nous obtenons :

9, +2
y= {i;z} = % _; i‘%} (1-33)
Xy

Si on néglige les contraintes transversales, dans cette équations nous retrouvons aisément

les équations des plaques minces:

g _ 0w
U

= (1-34a)

g9 — _ ow
9, = —== (1-34b)

dx

18
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B : Equations de fluide

I-3 Equations en mécanique des fluides

Les équations de la quantité de mouvement traduisent les relations liant les forces
agissant sur un volume de controle et le taux de variation total de la quantité¢ de
mouvement relative a la masse a l'intérieur de ce méme volume. Pour exprimer ces
relations en un point donné de 1’écoulement, il est nécessaire d’employer la formulation
différentielle des équations appelée également « équation d’Euler ». Dans ce contexte nous
considérons d’abord 1’énoncé général de la forme intégrale du théoréme de la quantité de

mouvement pour un fluide idéal :

5 (v +f, (pru-uds = g, pyfdV + . ii-ps (1-35)

Avec :

L n-pds = — [, p.nds (1-36)

L’équation (1-35) devient:

v %(pf“)dv"' J; (pru-)uds = g ppfdV — . n-pds (1-37)

Dans le but d’obtenir les équations différentielles, les intégrales de surface doivent
d’abord étre transformées en intégrales de volume.

En utilisant le théoreme de Gauss et en considérant 1’équation (1-37) comme une

équation vectorielle a trois composantes c.a.d: W =ul+ vy +wk

Apres transformation de I’équation (1-37), nous obtenons 1’expression sous forme d’une
intégrale de volume (nouvelle version de I’équation d’Euler) ; le volume de contrdle V est

choisi de manieére arbitraire :

I [% (pru) + V- (pyuu) +Vp — psf|dV =0 (1-38)

L’intégrant de I’équation (1-38) doit étre égal a zéro :
d
a(pfu) + V- (ppuu) = =Vp + psf (1-39)

Le fluide est analysé en variables eulériennes apres transformations, et il est décrit

par deux équations locales :
v" Equation de continuité ou conservation de la masse

19
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%I+ divpi=0 dans Qf (1-40)

Ou py est la masse volumique du fluide et % le vecteur vitesse des particules.

v" Equation d’Euler ou conservation de la quantité de mouvement

p (‘;—f + % gradu? + rot .1 ) = f+ divo, dans Qf a-

41)

Le tenseur des contraintes s’exprime en fonction de la pression p, de la viscosité p et du

tenseur gradient des taux de déformations
6, = —pl+2uT) (1- 42)

Dans le cadre de notre étude nous prenons les hypotheses simplificatrices : L’écoulement

considéré est un fluide parfait, irrotationnel et incompressible

¢ Fluide parfait,

Dans un fluide parfait la viscosité est nulle, donc 1’équation (1-42) devient :
o, = —pl (1-43)

< Mouvement irrotationnel,

Le champ de vitesse de I’écoulement est irrotationnel quand :

rotu=0

Cette équation donne la condition nécessaire et suffisante pour que le potentiel de vitesse

puisse exister : U = grad , et par conséquent un écoulement irrotationnel est appelé

écoulement potentiel.

Et dans ces conditions 1’équation d’Euler devient :

o 1— = e =
Py (a_‘t‘ + > gradu? ) = f+dwve, = f+ gradp (-
44)

¢ Les forces volumiques dérivent d’un potentiel.

L’action du champ de pesanteur conduit a: f = —png = —grad(psgz) et apres

intégration, 1’équation d’Euler dans le domaine fluide donne I’équation de Bernoulli :

20
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LA
at

B | =

=2 £ — g -
u +gz+pf C(t) (1-45)

¢ les hypotheses de petits mouvements du fluide :

Donc en négligeant %% devant les autres termes, ’équation de Bernoulli conduit a

I’équation de Lagrange linéaire qui en choisissant C(t) = 0 est :

= ol -
P=—prg (1- 46)
¢ Hypothése de compressibilité :
= Si le fluide est incompressible, il implique une vitesse de propagation des
perturbations de pression faibles dans 1’écoulement (ondes acoustiques) d’ou
les équations de I’écoulement potentiel décrit par les variablesii, et p et

I’équation de continuité se transforme en équation de Laplace :
A =0 dans Qf (1-47)

= Si le fluide est compressible, on supposera un comportement adiabatique et
avec "c " célérité du son dans le fluide, on obtient 1’équation de Helmholtz
(équation des ondes) :

1 92
c2 at2

A — = 0 dans Qf (1- 48)

L’écoulement étudié dans ce travail est supposé évoluer de maniere iso-volumique.
Cela signifie que I’on peut négliger les effets de dilatation thermique dus aux variations de
température, ainsi que les variations de volume liées a des compressions- détentes
associ¢es a des changements de pression. Pour simplifier, les champs de températures
seront supposé€s uniformes et constants. L’échauffement résultant des frottements étant
négligeable, cela impose a la température des frontieres d’étre uniforme et indépendante du
temps. Par suite, puisque ces écoulements ne sont le siege d’aucun frottement ni échange
de chaleur, ils sont isentropiques. Les effets de variations des pressions sur la masse

volumique peuvent alors étre négligés.
L’incompressibilité impose divi = 0 (1-49)

Avec la conservation de masse cela conduit a :
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dps _

- o (1- 50)
Qui signifie que la masse volumique d’une particule fluide suivie pendant une période de
temps dt reste constante. Bien que cette contrainte n’interdise pas 4 pgde varier d’une
particule a une autre, on supposera que 1’écoulement provient d’une région de I’espace
constituant soit un réservoir, soit un domaine infini a I’amont, ou la masse volumique est

uniforme. Ainsi py aura la méme valeur pour toutes les particules fluides, et donc sera

donnée, uniforme et indépendante du temps.

Le principe fondamental de la dynamique est alors traduit par 1’équation (1-51) dans

laquelle on néglige les termes de frottement, et qui simplifie en 1’équation d’EULER :

du —
pr; = PE — gradp (-
51)

Elle correspond a une loi de comportement réduite a :

cij(x;t) = —p(X, t)3ij (1-
52)

Qui exprime la contrainte

Ti(:J_r’J t, ﬁ’) = —p(J_r’, tydijnj = —p(%, t)ni (1-53)
qui est normale a cet élément, par conséquent les efforts tangentiels de contact

(frottements) sont exclus.

La masse volumique étant connue on dispose alors des équations suivantes :

du ==
Pf; = Prg — gradp (1-
54)
C'est-a-dire d’un systéme de quatre équations indépendantes, pour les quatre inconnues
que sont les trois composantes ﬂ(fc’_, ty du champ de vitesse et le champ de pression

p(f, t). Pour exploiter ce systéme, il est a priori nécessaire de lui associer les conditions

aux limites suivantes :
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1-4 Conditions aux limites: [43]

I-4-1 Condition de surface libre sur Iy :

Compte tenu des hypotheses retenues pour 1’étude du fluide donnera:

az
at?

+g % = 0 sur le plan z=0 (surface libre au repos), lorsque les mouvements de
surface libre sont de faibles amplitudes, et que le fluide incompressible est étudié
dans la gamme des basses fréquences des ondes de gravité telles que les fréquences
de houle)

o = 0 sur le plan z=0 dans le cas d’un fluide incompressible en hautes fréquences

ou bien dans le cas d’un fluide compressible.

a a ) . . . \
S B a O sur le plan z=0 dans le cas d'un fluide incompressible en tres basses

fréquences. Dans ce cas, la surface libre équivalente a une paroi rigide.

I-4-2 conditions a P’infini :
Dans le cas d'une étude en milieu non borné, la condition a l'infini affichée est la

condition de Sommerfeld (non réflexion des ondes a l'infini) [4] :

. a0 190
lim, .. [r“ (5 + 55)] =0 wa=05en2Deta=1en3D (1-55)
Et lim = 1, , 1 potentiel incident, d0 a la houle par exemple ou nul dans le cas ou il
T 00

n'y a pas d’écoulement.
I-4-3 conditions de glissement sur les parois du solide

La condition de Dirichlet imposée, implique que les particules fluides, ne pénétrent
pas les parois de solides, c'est-a-dire qu’il y’a continuité des vitesses normales des
particules fluides et solides [38] :

b5 .= 2 = grado. i sur I'sp (1- 56)
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Bt s.A=1.0
OuU 7 est la normale extérieure au domaine structure, donc intérieure au domaine fluide,

cette condition peut également étre €crite en terme de pression :

— = a
—psag it = ﬁ sur I'gp (1- 57)

C- Couplage :

L’interaction structure-fluide exprime le probléme mécanique du contact d’un corps
solide et d’un fluide. Cette étape essentielle de notre probléme nécessite la caractérisation
des conditions aux limites qui décrivent le dialogue entre le solide et le fluide au niveau de

I’interface.

“Tsr ‘
Domaine fluide

Domajnz solide !‘)f
9 L

Figurel-5 Schématisation générale du probléme structure

A I'interface, figure (1-5) le lien entre vecteurs normaux est défini de telle maniere que

On rappelle que le probléeme étudié est celui d’une structure élastique couplée avec
un fluide incompressible, parfait et irrotationnel, la situation étant décrite par la figure

(1-6).

La structure occupe le domaine Qg, de frontiere 0Qg ; le fluide occupe le domaine
Qr, de frontiére 0Qr. les deux domaines sont en contact sur I'sp = 0Qg N 0Qf. Les éléments

de frontiere 0 g, 0Q2ss, 0Qr0, €t 0QF désignent respectivement, les portions de frontiere du
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domaine de la structure a déplacement imposé, a effort imposé, et les portions de frontiere

du domaine fluide a pression et gradient de pression imposé.

Figure 1-6 Schématisation générale du probléme structure-fluide

Le couplage des deux milieux est modélisé par les équations qui expriment la continuité
des composantes normales du tenseur des contraintes et du champ d’acc€lération a

I'interface structure-fluide.

La condition équation (1-57), peut également étre écrite en termes de pression :

o (W)n; = pn; sur I3 (1-58)
d
s = ©prum; sur [ge (1-59)

La relation (1-58) traduit le fait que le fluide exerce des efforts de pression sur la

structure au milieu de I’interface structure-fluide, dans la direction normale sur 1’interface.

La relation (1-59) traduit le fait que la structure impose une accélération au fluide

au niveau de ’interface structure-fluide dans la direction normale a 1’interface.

Le probléme consiste a la recherche de fonctions scalaires satisfaisant I’équation de
Laplace pour les hypothéses citées ci-dessus lorsque le fluide incompressible est limité par

une surface libre déformable (onde de gravité).
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Chapitre 2 : modélisation numérique

2-1 Introduction

Ce chapitre est consacré I’implémentation du modele numérique, la méthode
des ¢léments finis pour une plaque rectangulaire mince en vibration.

Aujourd'hui la méthode des ¢léments finis (FEM) est considérée comme étant
une technique numérique bien établie et commode pour la résolution des problémes
complexes dans différents domaines d'ingénierie: la construction mécanique, le génie
civil, le génie atomique, la technologie biomédicale, I'hydrodynamique, la conduction
de chaleur, etc. d’un autre coté, les éléments finis peuvent étre examinés comme un
outil puissant pour la recherche de solution approximative des équations décrivant
différents processus physiques déduites de mécanique des milieux continus.

L’objectif de la méthode est de déterminer des fonctions inconnues telles que
les fonctions de déplacements, contraintes ou déformations. On parle alors de
« champs de déplacement, contraintes ou déformations pour indiquer qu’il y’a autant
de fonctions inconnues que de points différents. Un champ de fonction regroupe donc
une infinité de fonctions inconnues. Dans notre cas on se place a un certain intervalle
de temps « dt » fixé. Alors la connaissance du champ est équivalente a celle d’une
infinité de scalaires correspondant aux valeurs de la fonction en chaque point. Nous
utilisons une méthode de discrétisation pour simplifier le probléme. La méthode
retenue consiste a rechercher une solution approchée aux fonctions inconnues sous
forme d’une somme finie de fonctions pondérées par des coefficients inconnus a
déterminer.

Le mouvement de la structure est décrit par un champ de déplacement d = {d;}
défini en tout point de la structure Qs, les déformations sont représentées par le
tenseur de déformations {e(d)}= &j(d), ces déformations induisent un champ de
contraintes {o(d)} = oijj(d). L’hypothese de comportement linéaire élastique de la
structure permet d’écrire la relation entre les déformations et les contraintes de la
structure.

2-2 Discrétisation par la méthode des éléments finis

Le principe de la discrétisation est le suivant : sur chaque ¢élément fini, le
champ de déplacement est calculé a partir d’un nombre fini de valeur en des points
(nceuds) donné sur 1’élément fini par interpolation polynomiale.

Au repere local XYZ, I’élément finis solide utilis¢é dans ce travail est
représenté sur la figure (2-1). C’est un élément rectangulaire a quatre nceuds 1, j, k, 1,
chaque nceuds possede trois degrés de liberté représenté dans un vecteur {d; } appelé
vecteur de déplacement nodal dont les composantes sont: le premier un déplacement
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wi; suivant la direction de I’axe Z, le second une rotation autour de 1I’axe X noté (6y); et
le troisiéme est une rotation autour de I’axe Y noté (6y);.

Cet élément a douze degré de libertés, est non conforme (w,n est discontinu) mais
passe les patch- tests de Kirchhoff, le degré de la base polynomiale est de 3, [2].

2a
1 & v

2b

(1]
ok W ._

Figure 2-1: géométrie de I’¢lément fini et vecteur nodal de déplacement au
repere X, Y, Z

Avec :

2a : est la longueur de la structure suivant ’axe X ;
2b : est la largeur de la structure suivant ’axe Y ;
2-3 Champ de déplacements :

w est le champ de déplacement transversal de la surface moyenne qui exprime
I’équation de flexion de la plaque.

w est représenté par le polyndme d’interpolation a douze degrés de libertés pour une
plaque en flexion est donné par I’expression suivante :

W(x, y) = C1 + sz + ng + C4x2 + Csxy + Csyz + C;,-XB +
ngzy + ngyz + Cl(]y3 + C11x3y + C12xy3 (2-13)

(‘Z_I:) - Hyf = Cz + 2643(7 + C5y + BCTXZ + ZCSXyZ + ngz + 3611x2y+ Clzy3 (Z'Ib)
L

a -
B (6_:)1 = 0, = —C3— Csx — 2Cy — Cgx” — 2Coxy — 3C19y* — C11x° — 3Cypxy* (2-1¢)
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Ou:

w; est la déflexion correspondant au nceud i et w;x, Wiy les rotations suivant les axes X
etY.

C;: sont les constantes inconnues ;

Chaque nceud (i) possede un vecteur de déplacement, exprimé par :

E}wi E}wl}

@y ={w 5 3 2-2)

Le vecteur des déplacements élémentaire pour 1’¢lément est :
@y ={dy {4} (dy (dy} 2-3)
Ou (i, j, k, I) sont les indices pour les nceuds de I’élément par ordre d’arrangement.

Sous forme matricielle le champ de déplacements pour un nceud est exprimé comme
suit :

(= (R @-4)
Avec :

[_R] : est une matrice (3x12) définie a I’annexe Al

{C } : est le vecteur de constantes du polynéme d’interpolation.
le vecteur de déplacement {d}-e pour chaque élément s’écrit comme suit :

(4 = (A5G 2-5)

[Ag] : Matrice 12x12 appelée matrice de localisation des degrés de liberté de
I’élément fini, définie a I’annexe A2

On peut donc, exprimer le vecteur des constantes inconnues (Cj,...Cy;) en fonction
des déplacements nodaux, en utilisant la relation suivante :

(€)= (A5 () (2-6)
[Ag]_1 : Matrice 12x12 définie dans I’annexe A3

La substitution du vecteur des constantes dans le champ de déplacements (2-4) nous
donne :
Wi

aw;

ax o= [R[AS] T {d)° @-7)

aw;
ay

28



Chapitre 2 : Modélisation numérique

2-4 Champ de déformations et de contraintes:
Le champ de déformation est 1i¢ au champ de déplacement comme suit [37] :
Exx
€= { Eyy l = —hLw (2-8)
28yy
Avec :
h : épaisseur de la plaque ;

L : matrice de I’opérateur différentiel :

| o )
L= = | 2-9)

En substituant les déplacements de 1’équation (2-7) dans le vecteur de déformations
définis par 1I’équation (2-8) :

Nous obtenons le vecteur de déformation en fonction des déplacements nodaux :

(&) = h[QI[AS] " {d}* (2-10)
[_Q] : Est une matrice (3x12) définie dans A4.
Le champ des contraintes est 1i¢ au champ déformations par la relation suivante :

{0} = [D]{s} @-11)
Ou:

[D] représente la matrice des constantes élastiques ou matrice d’élasticité liant le
vecteur de contrainte au vecteur de déformations

1 v 0
D=D 1 0 (2-12)
1-v
00 7
Avec
D= 12?11;12) : Coefficient de rigidité courbure de flexion

E : module de Young ;

v: Coefticient de Poisson ;
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2-5 Matrice masse et matrice de rigidité :

En utilisant la relation fondamentale de la dynamique pour le milieu continu (1-15) :

aﬂu(d)
Oxj-

—w?psd; — =0 dans Q

Et en considérant le champ de déplacement &d = (dd;) appelé champ de
déplacement virtuel, on multiplie I’expression précédente par dd et on intégre sur le
domaine Qg de facon a écrire

Oau(d)

0x;

—w? [, dips8dydV — [, L2 5ddV =0 (2-13)

On utilise la formule d’intégration par partie généralisée, on a :

o, D 3"”“” 5ddV = — [, o(dye; (5dydV + [, oyy(dyns 6didS  (2-14)

En utilisant la propriété de symétrie des tenseurs des déformations et des contraintes.
En tenant compte de cette relation, la formulation variationnelle du probléme
structure :

—w? [, psdi6d;dV + [ 0y (d)ye;;(8dydV =0 (2-15)

La matrice de raideur est représentée par I’équation de 1’énergie de déformation, a
laquelle est associé un état de contrainte plane.

Matrice masse : Jo. psd;6d;dV (2-16)

Matrice raideur : [, oy;(d)&;;(8d)dV (2-17)

En utilisant les équations (2-10) et (2-11) dans les équations (2-16) et (2-17), on
obtient les expressions suivantes :

[m]e = ps h[ASTTT [ f1%5a [RY7[R) dxdy| [AS]™ (2-18)

[k1e = [ASTTT [l " [Q)T D] (@) dxdy | [AS]7 (2-19)

On note par my et ko les expressions:

2a2b

= || [R"[R)dxdy
00

2a2b

ko = floo D][Q] dxdy
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Apres intégration, nous obtenons les matrices (12x12) de my et kg qui sont définies
respectivement dans les annexes AS et A6

p : La masse volumique de la structure du solide.
D’ou la matrice de masse et la matrice de rigidité :
[m]® = ps RIASTT" mg [AS]™ (2-20)
[k]° = DIAS™]" ko [AS]™ (2-21)
2-6 Formulation discréte du probléme aux valeurs propres

En sommant les expressions ¢lémentaires (2-20) et (2-21) précédemment
¢tablies pour chaque ¢lément on obtient alors, une forme discrete :

—w?y, 8diméd, +8dikSd, =0 (2-22)
En utilisantd, = A5d et &d, = ASdd

—w?8d™Md + 5d"K;d=0 vV 8d (2-23)
Ou I’on défini les matrices globales et les vecteurs globaux de la forme suivante :
Matrice masse :

Mg = yi5_, AT mSAS (2-24)
Matrice raideur :

Ky = yE_i AST kS AS (2-25)

Aprés D'opération d’assemblage des matrices ¢lémentaires la matrice globale
qui nous permit d’écrire les équations d’équilibre dynamique,

L’expression (2-23) étant valable pour tout 6d (86U § chapl) nous permet de
déterminer la relation matricielle :

—~w*MU(w) + K;U(w) =0 (2-26)

Appelée également équations différentielles pour le systéme global de tous les
¢léments élémentaires.
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2-7 Fonctions de forme standards

Nous pouvons exprimer le polynéme d’interpolation w(x, y) équation (2-1a) sous la forme
standards [51] :

w = N{d)* = P[AS]” {d}* (2-27)
Avec

P =(1,xy x%xy,y% x% x%y,xy?, %, x3y, xy*} (2-28)
P : représente la fonction polynomiale

Nous donnons les expressions des fonctions de forme en fonctions des
coordonnées naturelles, pour la plaque en flexion, ces expressions nous sont
nécessaires pour la suite de nos calculs qui vont nous permettre de réaliser le couplage
avec le fluide.

Une forme explicite de la fonction de forme a été dérivée par Melosh [36] et
peut étre écrite simplement en termes de coordonnées normales [51]. Ainsi, nous
pouvons écrire pour n'importe quel nceud en coordonnées normales exprimées par
I’expression suivante :

24+ &+ —&*—n?

1 P
Nf=sd+{@+m){ bmd-n*H b (2-29)
—a;(1—-¢&?)
Les coordonnées normalisées sont définis comme suit:
_ X—Xc _ Y=Y
f=52 =22 (2-30)

Avee §o =¢&§; et 1o =17

En utilisant les expressions des fonctions de forme (2-29); nous obtenons
pour un élément rectangulaire a quatre nceuds d’une plaque mince, la fleche et les
rotations exprimées comme suit :

w=ygicNiwp O =3 Niwix 0y =5, Niwy (2-32)
Matrice des fonctions de formes :
N; 0 0 N, 0 0 N3 0 0 N, 0 0

N = [1o" BiPat ot ihio il v B olf Mo IRVAR HG Bl0 1S 0 (2-33)
il Ho Wi ol thilol (Bl (F BYOINE VA 1o B OB I

nceud 1 nceud 2 nceud 3 nceud 4
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Chapitre 3 : formulation de la méthode des Equations intégrales et
couplage

3-1 Introduction

La plupart des phénomenes physiques qui peuvent é&tre décrits en termes
d'équations différentielles partielles PDE peuvent étre décrits en termes d'équations
intégrales. La forme intégrale de PDE a été a l'origine développée par Fredholm (1903)
[14] comme outil pour prouver l'unicité et l'existence des solutions des équations

différentielles partielles relatives.

Certaines des représentations intégrales peuvent étre transformées en utilisant des
identités mathématiques ainsi leur dimensionnalité est réduite d'une, impliquant les
quantités inconnues seulement sur la frontiere du domaine. Ce type spécial d'équations
intégrales s'appellent les équations intégrales de frontiére (BIE) et fournissent parfois une

manigére trées commode de représenter un phénomene physique.

La méthode des ¢éléments finis, si elle se préte bien a I’analyse des problemes en
milieu borné est délicate a mettre en ceuvre lorsque les domaines sont illimités et dans ce
cas en lui préfeére la méthode des ¢léments aux fronti¢res. Cette méthode est d’utilisation
courante pour traiter les problémes de fluide, aussi bien en acoustique, en aérodynamique
et en hydrodynamique. Cette méthode s’appuie sur la solution de I’équation Helmholtz ou
de Laplace (pour un fluide compressible ou incompressible) [43] dans laquelle les
fonctions inconnues sont la pression et la vitesse acoustique. La solution de cette
équation est la fonction de Green, ainsi que ses dérivées premicres et seconde par rapport
a la normale. L’utilisation judicieuse de la fonction de Green permet en effet de prendre
en compte un certain nombre de conditions aux limites et de restreindre ainsi le domaine

d’intégration des formules intégrales qui interviennent.

La formulation utilisée est basée sur 1’utilisation de la théorie des potentiels de
couche. En guise d’illustration, nous présentons le cas d’une plaque mince immergée dans

un milieu infini.

Dans cette analyse, la surface immergée est idéalisée au moyen des éléments de

frontiére appropriés, désignés sous le nom des panneaux hydrodynamiques. La matrice de
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masse structurale globale est fusionnée avec la matrice globale de la masse-ajoutée, dans
le but d’obtenir la matrice de masse totale et résoudre le probléme aux valeurs propres.
Pour évaluer l'influence du fluide environnant sur le comportement dynamique de la
structure de la plaque immergée, les fréquences et les formes associées de mode sont

calculées.

3-2 Formulation intégrale :
La méthode de BEM repose essentiellement sur I’utilisation de 1’équation intégrale

de Helmholtz, dans laquelle les fonctions inconnues sont la pression et la vitesse
acoustiques (associ¢ aux équations générales caractérisant le comportement du fluide).
Nous rappelons dans ce qui suit les grandes lignes de 1’établissement de cette formulation

intégrale. Le champ acoustique vérifie 1’équation de Helmholtz [6,8]:
ADp) + k*®(py =f(M) VMEeEQ 3-1)

Ou O représente le potentiel des vitesses, f(M) distribution de source, k le nombre
d’onde, Q I’espace entourant un volume D de surface £ dont la normale est orientée vers

I’extérieur figure (3-1).
La fonction de Green pour une source ponctuelle en espace infini vérifie [8]:
(A+ kz)G(M, P) = &s (M) VMEeQ 3-2)
ou & est la mesure de Dirac
Cette équation doit vérifier la condition de Sommerfeld de rayonnement a 1’infini.

| limy o G = 0(r70/%) (3-3)

lim,_, (0, G —ikG) =0 (r(l—nﬁ)/z)

Our est le vecteur position du point M et n la dimension de 1’espace.
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LS

Figure 3-1 : Schéma général pour I’établissement de la représentation de la fonction de

Green

La description Lagrangienne de la propagation acoustique qui consiste a suivre au cours
du temps le déplacement d’une surface d’onde, on appel alors rayon acoustique la

trajectoire complete d’un point donné issu de I’origine (la source).

En intégrant la fonction équation (3-1) sur un volume V englobant un volume D et la

source P, et en approximant cette fonction par une fonction de pondération ¥ alors il

s’ensuit:
W(@) = Wy(®) + Wo(D) 3-4)
Avec
Wi(®) = [ WADAV (3-5)
et
Wo(®)= - wL2%ay (3-6)

En appliquant la formule de Green (intégration par partie généralisée) a la forme intégrale

Wi(e) (1-16) on obtient :

fos PAPAV + [ grad¥. grad ®dV = [, Wgrad®.ndrl 3-
7)
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Donc la forme intégrale W(o) s’écrit :

2o

c 1 e, S ST | e d
W) = - 5 Y574V — [ grad¥ grad dV + [y ¥PErad® ndll - (3-

8)

Avec 7 normale extérieure au domaine fluide ; La forme intégrale W(¢) devient une

intégrale de Fredholm [6] de deuxieéme espéce.
La formulation faible du probléme fluide se traduit par le fait de:

v’ Trouver le potentiel ¢, donc le vecteur des potentiels nodaux {¢}, qui annule la
forme intégrale W(¢p), quelque soit les fonctions de pondération V¥

cinématiquement admissible (nulles sur la partie de frontiére 342, ou le potentiel
. . . . > .
¢ est connu) et tel que sur la partie de frontiére complémentaire 025, 5, Soit

donnée.

v" Selon les hypothéses et les conditions aux limites pour le fluide citées au chapitre
1, et Suivant les gammes de fréquences étudiées et le type d’information cherchée
les conditions qui caractérisent le fluide, la surface libre et 1’interface sont données

par les équations suivantes :

r A® =0 (équationde Laplace) dans

|

e 13%0 . .., . — .
J B iE (onde de gravité en incompressible) sur lasurface libreI',
|

| aa—‘: = —Vs'n surlesinterfaces fluide — solide Tgp

(3-9)
Conditions auxquelles il faut ajouter la condition a 1’infini

Donc selon le type d’étude la condition de surface libre sera prise en compte par

des conditions sur df2; ou bien par des conditions sur 9{2;.

Compte tenu de 1’orientation de la normale choisie pour écrire la condition de glissement

équation (1-56), il vient :

gradb.n=—=-Vsn=un Sur Tsk(Tse  0422)
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Développer une formulation mixte élément finis- équations intégrales et comme
pour la condition de surface libre, suivant le type d’approximation, les conditions a

I’infini, seront prises en compte comme des conditions surdf2, ou sur df2s.

On considére que le fluide est incompressible donc W,(®)=0, On applique a

nouveau la formule de Green a W (®) équation (3-8), nous obtenons :

[or grad¥. grad ®dV + [ PAYAV :janf grad ¥ ndr -
10

Et on peut écrire la troisieme formule de Green :
: A v
ﬁ!f{—‘l'ﬁd) + @AYV +ﬁmf(q,a_n — d)a—n)df‘ =0 (3-11)

La frontiére aﬂf du domaine est constituée de trois parties : 'L la surface libre, I'sf la

surface de contact avec un solide et la frontieére a ’infini X.

Pour transformer cette forme intégrale nous utiliserons les résultats généraux découlant
des propriétés de I’intégrale de STIELTJES et de la solution élémentaire de I’équation de

Laplace appelée fonction de Green.
3-2-1 Intégrale de STIELTJES:
AM{v(M,Py}y=0 M Qi

En entourant un point M quelconque d’une sphére dont on fait tendre le rayon vers zéro,
si la surface S admet partout un plan tangent, u(p) étant une fonction scalaire alors on
définit les identités suivantes :
_ o —4nd(M)siM &,
1o, u(P)A{v(M, P)}dV = g —2ndMysiM S (3-12)
0 siM Qi

3-2-2 Equation intégrale :
Probléme intérieur Probléeme extérieur
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A

(@) " (b)

Figure 3-2 : Représentation d'un milieu intérieur et extérieur [3]
3-2-2-1 Probléme intérieur :

Considérons le cas d’un probléme intérieur figure (3-2a). Soit G (M, P) une
fonction satisfaisant 1’équation de Laplace dans un domaine ;. Dans 1’équation (3-8), on
substitut la fonction scalaire W par la fonction G (M, P), et si ¢ est le potentiel des
vitesses exact, alors on obtient compte tenu de I'équation (3-12) :

—4n<D(M) siM Qi

£ 1OMP) T — 6Py TEUdS = | anoMysiM S (3-13)
‘ 0 siM Qi S

3-2-2-2 Probléme extérieur :

Considérons le cas d’un probléme intérieur figure (3-2b). Afin de transformer une
intégrale de volume en une intégrale de surface il suffit d’appliquer le théoréme de Green:
lorsque ’on fait tendre le volume V vers I’infini, en utilisant la condition de Sommerfeld
¢quation (3-3), on aboutit a une intégrale sur la surface X du domaine D. Dans 1’équation
(3-8), on substitut la fonction scalaire W par la fonction G (M, P), et si ¢ est le potentiel

des vitesses exact, alors on obtient, compte tenu de I'équation (3-12):

M Py 2SMP) ot b 0BG (o iy IGMP) o D APy 1
£ 1@ Py=IE - GM, Py ZTEds — [, Jao(P) =R — GM,P) ZfdS =

—41'[(1)(M) siM Ne
5—211(1)(]\1:) siM S (3-14)
0 siM Qi

Si G(M,P) est fonction de Green du probleme c'est-a-dire si G(M,P) satisfait en

plus les conditions de radiation a I’infini, alors dans 1’expression précédente 1’intégrale

sur Z est nulle et nous obtenons 1’équation intégrale écrite sur la frontiere S.
—4ndM)siM Qe
D (P) _ e
G(M, P) }dS = ! -2ndM)siM S (3-15)
0 si M Qi

%(D(P) aG(M Py
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Fonction de Green en fluide incompressible illimité :

Pour le cas spécial ou le nombre d’onde k=0 1’équation de Helmholtz (3-16a) est
I’équation de Laplace (3-16b). On cherche dans ce cas la solution de I’équation de

Laplace, en lui appliquant les conditions de Dirichlet et Neumann aux fronticres :
AD(p) + k2®(p) =0 (3-16a)

AD(p) =0 (3-16b)

Dans ce cas particulier la fonction de Green satisfaisant les équations (3-16a) ou
(3-16b) et la condition de Sommerfeld équation (3-3) est unique. De plus, la fonction de
Green est symétrique ce qui traduit le principe de réciprocité, et présente une singularité

lorsque le point récepteur M est confondu avec la source, la fonction de Green est donnée

comme suit :
GO(M ] P) = %T Inr  cas adeux dimensions (3-17)
Gk(M_, P) = ﬁ% cas a trois dimensions (3-18)

Si la fonction de Green satisfait la condition de surface libre quand elle existe, alors
dans les équations (3-13) et (3-14) les intégrales sur I'; sont nulles, et il ne reste que les

termes sur ['sp (I'sg : surface mouillée du solide immergé ou parois).

3-3 Méthode des singularités et Solution de I’équation de Laplace :
Un point délicat de la discrétisation de la géométrie et ’approximation des

fonctions inconnues dans les méthodes d’élément finis de frontiére est le probléme de la
définition de la normale, notamment au voisinage des singularités géométriques comme
les angles, les coins...au voisinage de ces singularités géométriques, on observe ainsi une
dégradation du taux de convergence des BEM [17]. L’auteur recommande de traiter les

points au bord comme des nceuds plutot que de les ignorer complétement

Les fonctions @ qui satisfont 1’équation locale de (3-16a) et (3-16b) c'est-a-dire
I’équation de Helmholtz en fluide compressible ou I’équation de Laplace en fluide

incompressible, sont déterminées en utilisant la méthode des singularités.
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Pour construire la solution ® harmonique solution du probléme de Neumann
extérieur, on remplace la frontiere I'sp par une distribution de singularités. Ces

distributions peuvent étre de différents types et en particulier :

¢ Distribution de sources

¢ Distribution de doublets normaux

¢ Distribution mixte de Green
La méthode des équations intégrales que nous utiliserons consiste a remplacer la frontiere
I'sp par une distribution mixte de Green:

e distribution de sources (potentiels de simple couche)
e distribution de doublets normaux (potentiels de double couche).

Le potentiel de simple couche peut s’interpréter comme le rayonnement en un
point M du a un ensemble de monopdles d’amplitude égale a la densité p du potentiel, le
potentiel de double couche représentant, quant a lui, la réponse en un point M d’un
ensemble d’amplitude égale a la densité p de la double couche.

En s’appuyant sur la théorie des distributions. On peut trouver le comportement
des potentiels de simple et double couche a la traversée de la surface 2. Le potentiel de
simple couche est continu a la traversée de la surface 2, tandis que le potentiel de double

couche subit une discontinuité égale a la densité de la couche.

En adoptant une formulation en potentiel de couche [43], la pression acoustique
totale peut s’exprimer comme la somme de la pression incidente. Donc le potentiel en M,

d)(M ) apparait comme une superposition des potentiels crées par :

Une densité surfacique de sources :
- G2
oPy=-(5), (3-19a)
Une densité surfacique de doublets normaux :

1Py = ®(P) (3-19b)

3-3-2 Distribution mixte de green-domaine extérieur:

Les théories précédentes, sont applicables a un champ scalaire harmonique ®e (M),
défini dans un domaine extérieur Qe limité par I'sg et X la surface d’une sphére entourant

entierement le domaine Qi dont le rayon tend vers I’infini figure (3-3).
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Les termes d’intégration sur cette frontiére sont nuls, une fonction harmonique, réguliére,

tend vers zéro a I’infini comme 1/r.

Figure 3-3: Représentation géométrique de « r » en fonction de x et ksi

En choisissant comme normale a lsp la normale extérieure au domaine intérieur Q; figure
(3-4) on obtient :

0 si M€ Q;
: a (1 130, (P o
~ frsr ;(DG(P) = (;) - ;—a“( )i ds = —ane(M) si M€ Igp (3-20)
’ g —4md,(M) siM€ Q,

3-3-4 Distribution mixte de green sur I'g :
En ajoutant les représentations dans {2;et f2, , on obtient :

. a /1 1[0®e(P) 3d;(P) _
Frse 1= (@B = @(P)) 5o (1) + 1 (T ~ 2040 s =
—4ndiM si ME Qi—2ndeM si ME I'SF—4ndeM si MCE Qe
(3-21)

Donc les densités surfaciques de singularité sur I'SF :
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00, 3®;
{G(P) il ( on El_n) (3-22)
w(P) = —(P. — )

Induisent les potentiels ®.et ®; dans le domaine extérieur et intérieur et 1’équation

intégrale (3-21) devient :

—4m &My siM€E
1

Trse IMPY 5= (2) + () o(Py1dS = { —2m(®;(M) + ®e(M)) si ME T (3-23)
—4nd My siMEQ,

3-4 Discrétisation et résolution:
Notre cas concerne une plaque a deux dimensions immergée dans un fluide

considéré comme milieu extérieur.

La distribution mixte de Green est obtenue en choisissant, comme potentiel
intérieur ®@; nul dans {); et dans ces conditions la distribution surfacique de sources est

définie sur I's par les équations (3- 19a) et (3-19b):

o
P) £ sur ng

U(Py=—D,(P) et o(p)=
En dérivant I’équation (3-23) pour un point M appartenant a la frontiere I'sg il vient :
2 4nﬁSF{u(P) on, (r) ds = 41.[_!]_"5]:{ G(p) (r)] ds (3-24)

Pour résoudre cette équation intégrale,. la méthode de discrétisation adoptée est une
méthode de collocation par sous domaines qui consiste alors & subdiviser le contour de la
surface en N intervalles I';, On prendra par commodit¢ le milieu des intervalles de
discrétisation I'j, supportant des densités surfaciques de singularités constantes. Donc sur
chaque ¢élément j, u(P) et 6(])) restent €gales a leur valeur moyennes p; et o [43]. On
approche alors la densité p du potentiel de double couche par une fonction constante par

morceaux sur chacun de ces intervalles. On a donc N inconnues : p; pour i variant de 1 a N

Dans ces conditions 1’équation intégrale sur la facette compléte est transformée en une

somme d’intégrales calculées sur la surface de chaque facette i qui s’écrit :

Et apres discrétisation en facettes planes, il vient :

S G, ﬁin G) dS) = 5141 0)(5, 5, 7+ 95) (5-23)
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Avecr = |MP| , et Mi centre de 1’¢lément i.

Ainsi le probléme fluide discrétisé se ramene a la résolution d’un systéme d’équations

linéaires :
[De]{M} = [Se]{o} (3-26)

(dij)i : Représente la matrice des coefficients d’influence de doublets normaux, telle

que :
1 i 1 9 /1
(dy), = =38 — 3= 15 22 (5) @S (3-27)

(Sii)i : Représente la matrice des coefficients d’influence de source, telle que :

1
(i), = 3 J5; 748 (3-28)
Sur rS]: .

J(p) s’identifie a la vitesse normale de la paroi 2—: =V et u(P) au potentiel

des vitesses.la connaissance de 1I’'un ou I’autre de ces grandeurs ou une combinaison

linéaire des deux, suffit pour résoudre complétement le probléme.

Dans 1’équation intégrale précédente, la fonction 1/r est remplacée par la fonction de
Green du probléme correspondant. Dans notre étude nous nous somme limité au cas a

deux dimensions, la fonction de Green « G » est égale a :

G=2Lin! (3-29)

2n r

Pour le cas a deux dimensions. la discrétisation en « n » facettes ou éléments de la

structure est remplacée par une discrétisation a segments.

3-5 Méthodes de calculs des équations intégrales pour un probléme a deux
dimensions.

1 0 . r.n
mam ) =13 (5-30)

Les équations aux dérivées partielles sont : [6, 8, 35]
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ar _ ri_ xi-xk
e (3-31a)
o _rz_y-y (3-31b)
ay r 7
2 2 2
r= \l(xM + xp) + (yM + yp) (3-32)
Avec :

1 X2 27 4A] 1 1
XM:x zx +E(X2X):5(1_E)X§+5(1+E)Xg (3-33a)

1~ ¥z = 1. 1 1
yM:Y 2Y +E(Y2Y):5(1_E)y§3+5(1+z)y§ (3-33b)

Ou (:xl, V1) et(:xz, y2) sont respectivement les coordonnées des extrémités du segment

considéré figure (3-4).

La dérivée normale de Inr est exprimée comme suite :

L L] -
- Inr = B n, + i n, (3-34)

En remplacant chaque composante dans I’expression (3-30), en obtient la forme générale
de I’équation intégrale en fonction de la distance entre la source au point P et le doublets
normaux sur la frontiére au point M en fonction des coordonnées des nceuds du segment

équation ( 3-35).

1 d 1

Soo-lnr = = — | Gon — xp)ny + (Ym — Vo)1 | (3-35)
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(x2 v2)

2

(Fen)n

(xp, vp)

Figure 3-4: Représentation d'un point de source et d'un élément
linéaire a la fronticre

Apres calcul des différents paramétres géométriques, nous pouvons calculer les

matrices a coefficients d’influences (D; f)i’ (S j)e :

(Dy), =381 = gy SO0 g (3-36)

(Sy), = 3z f5; Inzdl (3-37)
ou

(Si}')e = _ﬁﬁ'j Inrdr

(S4), = — 30 f5; I (A+ BE+ %) dg (3-38)
Avec :

A=T,. T, (3-39)

7,1 : Distance entre le point source et premier point du segment
B = 2.1, (3-40)

C=rp,. M (3-41)
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Nous constatons que les coefficients A, B, C dépondent uniquement de la géométrie de

I’¢lément considéré ; et prennent des valeurs différentes selon I’élément et point source.

En remplagant A, B, C par leurs expressions dans (3-36) et (3-37) nous obtenons
I’expression de 1’équation intégrale qui nous permet de calculer les ¢léments de la matrice

(Dij); et (Sij); .

Nous disposons donc des deux systemes d’équations aux dérivées partielles caractérisant

le comportement des solides d’une part, des fluides parfaits d’autres part.

3-6 Couplage entre le solide et le fluide :
3-6-1 Définition du couplage :
Les équations du fluide et celles de la structure sont couplées par deux types de

conditions aux limites a 1’interface :

e Continuité de vitesses : le fluide adhére aux parois ou d’une manicre équivalente

les vitesses du fluide et de la structure sont égales a I’interface.

e Continuité de forces de surface : les forces agissent a I’interface sur la structure

sont ¢égales et de sens contraire aux celles qui agissent sur le fluide

3-6-2 mise en équation du couplage :
L’analyse du fluide, par la méthode des Equations Intégrales permet d’exprimer le

potentiel des vitesses aux centres des segments de la discrétisation de I’interface I'SF

supportant des densités de singularités constantes par la relation :
{®} = ~[D]"[S}{Va} (3-42)

{:Vﬂ}: ¢tant le vecteur des vitesses normales des centres des segments. En reprenant
I’interpolation ¢lément finis de la structure, et connaissant les coordonnées des centres des
segments, on construit une matrice de couplage [_F.S'] qui permet d’exprimer la vitesse
normale au centre de chaque segment en fonction des déplacements nodaux de la

structure.

La vitesse normale en un point Gy (centre de I’élément) s’exprime en fonction des degrés

de liberté de 1’¢lément finis par :
(Ve)ar =< ngr > [Ns]or{d}e (3-43)
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Cette relation fournit la fieme ligne de la relation générale :

{Vn} = [FS}{a} (3-44)
Et les potentiels des vitesses aux centre des facettes sont donnés par :

{ }="IP1(SIIFS)ay (3-45)

La formule de Lagrange permet d’exprimer les pressions dynamiques aux centres des

¢léments en fonction des déplacements nodaux :
{ }= Pr[D][SI(FS}{&) (3-46)
[S], [D] définies dans 1’annexe [A7], [AS8].

La force résultante des pressions dynamiques sur un segment i de normale 7; et d’aire Si
est donc a —p;S;M;. en considérons que cette force est appliquée au centre du segment,

son travail virtuel s’écrit :
(8Th); = 8u; (—p;Sin;) (3-47)

En regroupant sous forme matricielle le travail virtuel de toutes les forces qui s’exercent
sur les « N » segments et en notant [A] la matrice diagonale des longueurs des segments,
on obtient alors la force généralisée totale équivalente a la répartition de pression a

I’interface :

{ }= —Pe[FS]°[A][D] " [S][FS){4} (3-48)
Soit

{ '} = PrM){a} (3-49)

La pression appliquée par le fluide au repos sur la structure lors du contact peut étre
exprimée en fonction de I’accélération du systéme. La présence de fluide augmente
I’inertie du systéme en ajoutant a la masse du solide une masse additionnelle « Ma »

induite par le fluide, déterminée par la relation (3-50) :
[Ma] = pe[FS]" [A][D] ™" [S][FS] (3-50)

Le systéme couplé est donc régit par 1’équation (3-51):
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(IMs] + [Ma]){d]} + [Ks}d} = {F 3 (3-51)

Pour un systéme structurel avec NDDL, la matrice de raideur et la matrice masse de
I’équation (3-51) a dimension NxN. En utilisant les équations citées au chapitre2 le

systéme discrétisée devient :

([Ms] + [Ma]){d} + [Ks){d} = 0 (3-52)
La solution pour un probléme de vibration libre est :

d = Aexp (iwt) (3-53)

Ou d est I’amplitude de déplacement nodal, o est la fréquence de vibration libre. En

remplacant (3-53) dans (3-52) on obtient :
[_I-( — sz]d =0 (3-54)

Les pulsations propres sont déterminées par la résolution de 1’équation (3-54).
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Chapitre 4 : Organisation de la programmation

4-1 Introduction

Il existe une diversit¢ de méthodes numériques, depuis ces derniéres
décennies, les sciences des matériaux ont connu une renaissance grace aux
développements des outils de simulation. La simulation numérique est devenue une
troisiéme voie de recherche entre la théorie et I’expérience. A I’heure actuelle, les
simulations numériques permettent de traiter la majeure partie des problémes
physiques ouverts et les modeles utilisés ne cessent d’évoluer. La possibilité de
simuler des phénomenes toujours plus complexes entraine toutefois une augmentation
du nombre de grandeurs physiques nécessaires a la caractérisation des matériaux en
utilisant des modeles numériques. Les résultats numériques peuvent ainsi contribuer a
I’acceptation ou bien au rejet des théories analytiques et peuvent également indiquer

les directions dans lesquelles de nouvelles approches doivent étre développées.

La résolution du probléme de vibration d’un systéme couplé solide en interaction avec
un fluide, est ramené a résoudre un systéme d’équations différentielles qui nécessite
’utilisation de ces méthodes numériques d’ou la nécessité d’¢laborer un programme

de calcul.

La machine utilisée pour la réalisation du programme de calcul et I’exécution
des exemples choisis est un PC HP Pentium dual- core, 2 Giga de ram sous Windows

Vista.
Le langage de programmation utilisé est le Matlab version 7.0.6.324 (R2008a)
Le calcul est réalisé sur le logiciel wolfram Mathematica version 7.0

On a utilisé le logiciel FEMLAB Multiphysics qui nous a permit de valider les

résultats obtenus par notre programme.

4-2 Description du programme

Le programme ¢laboré suivant I’organigramme ci-dessous, permet de calculer

des matrices ¢lémentaires de raideur [Kg], de masse [Ms] du solide pour chaque
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¢lément, la matrice masse ajoutée [M,] du fluide, et les matrices d’assemblage,

suivant le maillage figure (4-1) application des conditions aux limites, ainsi que la

résolution du systeme des équations différentielles du probléme couplé¢ aux valeurs

propres avec I’instruction « eig » c.a.d. eigenvalues.

Figure 4-1 : Schéma de maillage et de numérotation de la structure

Le programme est constitu¢ d’un programme principal qui fait appel a un

ensemble de sous programmes (subroutines) :

+

£k EEFEFE

+

felp2drd4m
felp2dr4
belfluid
feasmbl 1k
feasmbllm
feasmblIma
feeldof
feaplybc

Le programme principal :

Il est destiné a faire la lecture des données physiques et géométriques de la
plaque et du fluide, I’exécution des différentes étapes de calculs et donner les
résultats qui représentent les fréquences de vibration du systeme, il

comprend :
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Data input
=  Numérotation des nceuds et des éléments :
nel : nombre d’éléments
nnel : nombre de noeuds par élément
ndof : nombre de degrés de liberté par nceud
nnode : nombre de nceuds total
edof : nombre de degrés de degrés de libertés par élément
sdof : nombre de degrés de libertés total
= Coordonnées et connectivités
gcoor : les coordonnées de chaque nceud
nodes(i,j) : connectivité entre les éléments
ie : numéros de 1’élément
nd(i) : numéros de nceud
= Conditions aux limites
bedof(i) : numéros des nceuds auxquels sont imposés les conditions
aux limites
beval(i) : valeur de la condition aux limites imposées
= Parametres géométriques et physiques
xleng : longueur de 1’¢é1ément suivant 1’axe x
yleng : longueur de 1’élément suivant I’axe y
Nu : coefficient de poisson
emod : module de Young
rho : masse volumique de la plaque
rhof : masse volumique du fluide
Sous programmes (subroutines):
felp2dr4 :
Calcul de la matrice de raideur élémentaire pour chaque élément [Kg] °
felp2dr4m :
Calcul de la matrice masse élémentaire pour chaque élément [Ms] ©
belfluid :

Calcul de la matrice masse-ajoutée élémentaire [m,] ©
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feeldof :

Extraction des indices de degrés de liberté pour chaque élément
feasmblik :

Calcul de matrice d’assemblage raideur [Kg]
feasmbllm :

Calcul de la matrice d’assemblage de la masse du solide, [Ms],
feasmbllma :

Calcul de la matrice d’assemblage de la masse ajoutée, [M,]
feaplybc :

Application des conditions aux limites par élimination des degrés de libertés
nuls. Dans notre cas déplacements nuls pour les nceuds du bord encastré de la
plaque ce qui implique valeur nulle pour les trois degrés de liberté du nceud
(Wi, Oy, 6y7).

[V, D]= eig(m,k) : Cette instruction permet de résoudre et donner les valeurs

des fréquences propres de vibration dans un ordre croissant.
4-3 Résolution

En Suivant l’ordre de calcul des différents éléments qui composent
I’expression des équations différentielles (3-52) données au chapitre 3 :

([Ms] + [Ma]{d]} + [Kq](d} = 0
On est ramené a résoudre le systeme d’équations différentielles (3-54) données au
chapitre 3 :
[K— w*M]d =0

Avec M=Ms +M, et w? fréquences su systéme

Cette résolution se fait aux valeurs propres par Matlab en utilisant une des
méthodes numériques qui sont intégrées au logiciel.
Les matrices K et M sont deux matrices symétriques de taille n x n (n= nombre de
degrés de liberté total non nul), on procéde a un changement de variable w?= A nous
obtenons :

[K—AM]d =0 4-1)

On écrit cette équation sous la forme :
Kd = AMd (4-2)
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La méthode utilisée est « la méthode des itérations inverses »

Le probléme est transformé en forme standard avant d’étre résolu par la méthode
Jacobi.

M est défini positive et symétrique une décomposition de Cholesky est appliquée :

M=LLT 4-3)

Ou L est une matrice triangulaire

On introduit la transformation suivante :

d =LYz (4-4)
En substituant dans I’équation (4-2) on a :
K(L_I)TZ = ALLT(L_I)TZ 4-5)
En multipliant cette équation par L~ nous obtenons :
L‘lK(L_l)TZ = AL_ILLT(L_I)TZ (4-6)
On note que L™'L = L"(L™" =1 4-7)

L’équation (4-6) est exprimée sous la forme standard :

Hz = Ad 4-8)
Ou:

H = L‘H‘((}‘L‘l)T “4-9)
L’algorithme de résolution est comme suit :
Décomposition de cholesky M=LL"
Calcul de L (matrice triangulaire inverse)
Calcul de H de I’équation (4-9)
Résolution du probléme standard aux valeurs propres Hz=Az (en utilisant la
méthode du Jacobi)

5. Retrouver les vecteurs propres du probléme original par 1’équation (4-4)
X=(L")"z

D=
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Chapitre 4 Organisation de la programmation

4-4 : Organigramme

v

Data input

entrées des données

v

Initialisations des matrices

v

Introduction des conditions aux limites

v

Extraction des degrés de libertés pour

chaque nceud

v

Formation des matrices raideurs

élémentaires de chaque élément

v

Formation des matrices masses

élémentaires de chaque élément

v

Formation des matrices masses ajoutées

élémentaires de chaque élément

v

Calcul de la masse totale

v

Assemblages des matrices

v

Application des conditions aux

limites

v

Résolution

v

Data output

Résultats (fréquences propres)
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Résultats et Interprétations

Chapitre5 : Résultats et Interprétations

5-1 Introduction

Plusieurs parametres peuvent influencer la vibration d’une plaque. Nous allons
axer notre étude sur la variation des parametres géométriques a/b, d/a et h/b grandeurs
illustrées sur la figure (5-1) et observer leurs influences sur les caractéristiques
dynamiques de la plaque, mais il faut en premier temps procéder a la validation du
programme ¢élaboré sous Matlab, par une étude de la convergence et une comparaison
avec les résultats de la littérature.

5-2 Validation du programme

Affin de s’assurer que le programme est valide, une ¢tude de convergence est
¢tablie. Les résultats que nous avons obtenus par la programmation sont comparés
avec les résultats donnés par les références.

Pour cela nous considérons une plaque rectangulaire cantilever figure (5-1) : nous
calculons les paramétres de fréquences ainsi que les fréquences de vibration pour les
six premiers modes.

/T.f" L P 6{"
| O }} Z

!

‘ A, Av4

T= —

aj .

‘ d :d

| 1
_vlr_ * :-||....,|..[ 1

Figure 5-1 : plaque partiellement immergée
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Les caractéristiques géométriques et matérielles de la plaque étudiée sont définies
comme suit :

e a: longueur de la plaque
e b : largeur de plaque
e h: ¢paisseur de la plaque
e d: hauteur immergée

e Coefficient de poisson v =0.3

e Module de Young E=206 GPA

e p=7830 Kg/m’ : masse volumique du solide

e pr= 10’ Kg/m’ : masse volumique du fluide

e Rapport de la longueur sur la largeur a/b:1;2;3;4;5

e Rapport de I’épaisseur sur la largeur h/b : 0.002 ; 0.006 ; 0.012

e Rapport de la longueur su la hauteur immergée d/a : 0.25; 0.5; 0.75; 1.

"2 avec w(rad.s™) la pulsation.

e Paramétre de fréquence B : B = w.a’(ph/D)
5-2 Validation du programme

On donne sur le tableau (5-1) la variation des valeurs des fréquences des six
premiers modes en fonction du nombre d’éléments :

Nombre d’éléments
mode 21 éléments 35 éléments | 114 éléments | 144 éléments
1 8.36 4.92 4.04 3.94
2 14.01 20.21 24.71 24.7
3 48.8 51.04 38.93 38.85
4 57.7 65.53 69.7 69.41
5 74.05 129.69 120.14 120.17
6 130.06 133.22 136.36 136.67

Tableau 5-1 : convergence des fréquences (Hz) en fonction du maillage
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Nous constatons sur le tableau (5-1), plus le maillage est raffiné (nombre
d’¢lément plus grand et la taille de I’élément est plus petite) plus les valeurs des
fréquences convergent vers une valeur constante ; ces valeurs que nous pouvons
comparer aux valeurs références tableau (5-3).

On donne sur les tableaux (5-2) et (5-3) les différents résultats numériques.
Cette comparaison est faite avec les résultats numériques donnés par technique de
I’ingénieur [46], les résultats obtenus par A.Ergin [12] ainsi que les résultats
expérimentaux de Lindholm [31]. Nous avons également validé les résultats sur le
logiciel FEMLAB.

Afin de valider nos résultats, on procéde a la variation des rapports
longueur/largeur (a/b) comme indiqués sur le tableau (5-2) dans un premier temps,
puis nous avons calculé les fréquences propres pour un rapport longueur/largeur
(a/b=5)

Paramétres de fréquence B pour les six premiers modes
Résultats obtenus Réf [47] |
Rapport a/b Rapport a/b %
Mode 1 2 5 1 2 5

1 1.03 1.02 1.01 1.01 1 1 .9
2 2.52 4.38 6.36 2.47 4.31 6.21 2.3
3 6.34 6.4 9.99 6.19 6.24 10.02 3
4 8.15 14.31 17.9 7.83 14.06 20.57 1.7
5 9.21 18.09 30.85 9 27.28 30.85 2.2
6 16.19 27.82 35.11 / / / /

Tableau 5-2: valeurs des paramétres de fréquence

Fréquences naturelles (Hz) pour a/b =5
Résultats Réf €%
Type résultats obtenus [31]
Mode mode obtenus par FEMLAB Réf [12] Exp
1 S 3.94 3.94 3.94 3.85 0
2 S 24.7 26.3 24.66 3242 | .16
3 A 38.85 39.33 39.24 39.1 1
4 S 69.41 69.52 69.24 68.1 .24
5 A 120.17 119.9 119.47 121 .58
6 S 136.67 136.68 136.35 / .23

Tableau 5-3: valeurs des fréquences naturelles (Hz)
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Ou €% : est I’écart relative (précision) entre les résultats que nous avons
obtenu a I’aide du programme réalisé et ceux des références.

En analysant les résultats obtenus par notre programme donnés dans le tableau
(5-2) ou nous avons présenté les parametres de fréquences pour différents rapports
longueur sur largeur (a/b = 1, 2 et 3) de la plaque, nous remarquons que les
parametres de fréquence pour les six premiers modes sont en concordance avec ceux
données dans la référence [47].

Le tableau (5-3) représente les fréquences naturelles pour un rapport
longueur/largeur (a/b=5), nous remarquons que les valeurs des six premiéres
fréquences se rapprochent des valeurs de référence [12], avec une précision variant
de 0.% a 3%, ce qui montre que ces résultats numériques sont en bonne concordance
avec les valeurs expérimentales [31], nous concluons que notre programme est
validé.

5-3 Tracé des formes propres

En exploitant I’interface Matlab, nous pouvons tracer la cartographie de la
fleche (notée w) de la plaque pour chaque mode vibratoire, et dissocier le mode
vibratoire flexionnel (noté S) et le mode tortionnel (noté A) figure (5-2).

La représentation donnée par les figures (5-3) et (5-4), des formes des six
premiers modes de vibrations de la plaque par les éléments finis, est obtenue par
simulation par éléments finis sur le logiciel ANSYS (1994) [1,12].

Ainsi nous avons pu procéder a une comparaison du tracé des formes des
modes obtenus avec ceux des références figures (5-3).
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eigfeq(1}=394659 Surface z displacement {w) Height: z cisplacement (g 17

-5 e
%70 . o 9

eigfreq(2)=24 7057 Surface: z displacement (w) Height: z displacement {w} 10
: 21

2

145
11
10.5
q0

1-0.5

eigireq(3)=38.8535 Surface: z displacement (w) Height: z displacement (w} 1g*

=

x10°
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eigfreqi4)=69.4192 Surface: z displacement {w) Height: z displacement 5
gireq P 10

x10°

(d)

egfreqE=119.179 Surface: z displacement (w) Heicht: z displacement {w) 14°

=)

(e)

eigfreq(B)=136.877 Surface z displacement (w) Height: z displacement (w) q7®
: S
x10°

04

(f)

Figure 5-2 : Représentation des six premieres formes modales vibratoires d’une
plaque rectangulaire cantilever par ¢léments finis (sous Matlab). (a) mode 1 (S), (b)
mode 2 (S), (c) mode 3 (A), (d) mode 4 (S), (¢) mode 5 (A), (f) mode 6 (S).
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Figure 5-3 : Représentation des six premicres formes modales vibratoires d’une plaque
rectangulaire cantilever par éléments finis (cas dans le vide). (a) mode 1, (b) mode 2, (c)
mode 3, (d) mode 4, (e) mode 5, (f) mode 6, [1][12]

Figure 5-4 : Représentation des six premiéres formes modales vibratoires d’une plaque
rectangulaire cantilever par éléments finis (immergée dans un fluide). (a) mode 1, (b) mode 2,
(c) mode 3, (d) mode 4, (¢) mode 5, (f) mode 6.
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Nous remarquons ¢galement que les tracés des six premiers modes que nous
avons calculés et réalisés sous I’interface de Matlab présentent les mémes allures que
ceux de la référence [1] et [12].

Nous constatons sur la figure (5-3) et (5-4), présentent les mémes formes avec
I’existence d’une légere variation entre le cas d’une plaque immergée et plaque dans
le vide.

5-4 Influence des paramétres géométriques

Etudions I’influence des différents paramétres géométriques sur les fréquences
des six premiers modes.

Pour cela nous considérons une plaque encastrée-libre (cantilever), nous
faisons varier les parametres géométriques suivants :

Cas 1: Variation du rapport de la hauteur d’immersion/la longueur de la
plaque (d/a)

Le tableau (5-4) nous donne les valeurs des fréquences pour les six premiers
modes de vibration en fonction de la variation des rapports hauteur d’immersion sur
la longueur de la plaque (d/a=0.25, 0.5, 0.75, et 1).

Le tableau nous montre également une comparaison des fréquences entre les
résultats obtenus et les résultats expérimentaux de Lindlhom [31], nous remarquons
que nos valeurs sont en concordance.

On constate sur la figure (5-5) que les fréquences diminuent au fur et a mesure
que le rapport d/a augmente c.a.d. que la hauteur d’immersion augmente. Ceci est du
au fait que la surface exposée au fluide devient plus grande, d’ou un effet d’inertie
plus grand qui induit une masse ajoutée plus grande.
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Résultats expérimentaux
Nos résultats [31]
Rapport d/a Rapport d/a
Modes air 0.25 0.5 0.75 1 air 0.25 0.5 0.75 1

1 3.94 2.24 1.9 1.8 1.79 3.84 2.179 1.82 1.79 1.78
2 24.7 21.25 15.55 12.12 11.6 24.2 21.01 15.5 11.99 11.5
3 38.85 29.21 25.22 23.99 23.8 39.1 29.75 25.5 24.2 24.2
4 69.41 59.98 52.15 38.55 34.3 68.1 57.36 51.6 38.27 33.5
5 120.17 104.5 93.1 76.73 73.42 121 106.35 95.79 79 75.26
6 136.67 116 98.88 84.49 715 / / / / /

Tableau 5-4: valeurs des fréquences (Hz) pour la plaque partiellement ou totalement immergée
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Figure 5-5 : Représentation de la variation de la fréquence en fonction du rapport
hauteur d’immersion/longueur (d/a) pour les six modes, (a) mode 1, (b) mode 2, (c)
mode 3, (d) mode 4, (¢) mode 5, (f) mode 6.
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Cas 2 : Variation du rapport de 1’épaisseur/largeur (h/b)

Nous calculons les fréquences en fonction du rapport de la longueur/largeur
(a/b) pour le rapport de hauteur d’immersion /longueur de la plaque (d/a=0.5). Les
résultats sont donnés sur le tableau (5-5) et présentés sur les graphes (5-6).

(h/b) =0.002
a/b 1 2 3 4 5
mode
1 66.6 10.1 5.03 2.1 1.01
2 150.01 75.11 50.03 47.1 45.8
3 533.34 133.4 66.7 65.5 60.02
4 622.23 311.12 155.56 77.78 75.01
5 800.4 400.1 200.04 133.4 88.9
6 1906.12 500.01 300.31 200.12 100.03
(h/b)=0.006
a/b 1 2 3 4 5
mode
1 200.1 44.5 22 10 2
2 500.31 200.07 125.1 75.22 50.02
3 1466.7 3334 200.1 150.3 120.03
4 1866.67 777.78 388.89 272.23 155.56
5 2133.34 889.01 355.56 266.67 177.78
6 2700.3 1002.02 500.2 400.19 300.3
(h/b) =0.012
a/b 1 2 3 4 5
mode
1 450.2 101.01 50.001 25.2 5.02
2 1050.51 450.1 300.08 175.11 100.03
3 2666.68 733.34 333.51 200.02 133.4
4 2800.4 777.78 466.67 233.34 194.45
5 3688.89 1688.9 889.01 533.34 355.56
6 4200.3 2100.5 1000.21 | 801.12 600.11

Tableau 5-5 : Fréquences des six premiers modes pour cing valeurs de a/b

h/b=0.002, h/b=0.006, h/b=0.012.
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Les tableaux (5-5) expriment les valeurs des fréquences en fonction des
rapports longueur/largeur pour trois rapports d’épaisseur/largeur différents. Ces
tableaux nous permettent de tracer les graphes représentés sur la figure (5-6) pour une
plaque partiellement immergée dans le fluide pour un rapport de d/a =0.5.

Nous remarquons sur le tracé des courbes figure (5-6), que les fréquences
augmentent quand le rapport épaisseur/largeur augmente par effet de rigidité, et
diminuent quand le rapport longueur/largeur augmente par effet d-inertie.
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Figure 5-6 : Variation de la fréquence des six premiers modes en fonction de la
variation du rapport a/b pour trois rapports h/b, et avec a/d=0.5.
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Dans cette investigation, nous avons fait varier les rapports géométriques de la
plaque a savoir a/b, d/a, h/b, et observer leur influence sur les caractéristiques
dynamiques de la plaque partiellement immergée a savoir les fréquences de vibration.
Les calculs ont été réalisés pour un rapport de d/a=0.5, cinq différents rapports a/b
égalal, 2, 3,4 et5, et pour un rapport de h/b égal a 0.02, 0.06, 0.12.

D¢apres les valeurs du tableau (5-4), en comparant les valeurs calculées des
fréquences de vibration de la plaque dans I’air avec les valeurs des fréquences de la
plaque immergée, on note que ces dernieres sont plus faibles. Nous remarquons sur
les graphes figure (5-5) qu’elles diminuent lorsque la surface immergée est plus
grande c.a.d. quand le rapport d/a augmente. Ceci est di a ’augmentation de la masse
ajoutée dans le cas ou le volume du fluide entourant la plaque augmente.

Ce que nous constatons également sur les graphes figure (5-6 a, b, c, d, e, 1),
que la fréquence décroit quand le rapport a/b croit ; cependant 1’augmentation du
rapport h/b provoque une augmentation en valeur des fréquences. L’épaisseur
augmente implique augmentation de la fréquence et une augmentation de la rigidité.

Comme conclusion, I’effet d’inertie provoque la diminution de la fréquence, et
I’effet de rigidité induit une augmentation de la fréquence.
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Conclusion

Ce travail nous a permit d’¢tudier les vibrations libres d’une plaque cantilever
partiellement et totalement immergée dans un fluide, ou les fréquences naturelles

associées aux modes propres ont été déterminées.

Le mouvement des particules du fluide, au voisinage de la structure, génére une

variation de pression, on parle alors de " couplage " entre la structure et le fluide.

Il est nécessaire d’établir une formulation adaptée pour la résolution des équations
structure-fluide, en utilisant des méthodes numériques, notre choix fut porté sur le

couplage « élément finis- éléments aux frontieresy :

La mod¢lisation du solide est réalisée par la méthode des éléments finis, celle du
fluide, par la méthode des ¢éléments aux frontieres (ou BEM) fondées sur les équations

intégrales.

Parmi les méthodes qui définissent I’interaction des deux milieux et prennent en
compte la force d’inertie du fluide agissant sur la structure, nous utilisons I’hypothése
de la masse ajoutée. Celle-ci est déterminée et additionnée a celle du solide. Le
systtme d’équations différentielles défini régit le comportement vibratoire de

I’ensemble solide-fluide.

Apres avoir validé le programme élaboré, sur Matlab, nous avons étudié plusieurs cas
qui nous ont permit de déterminer I’influence des parameétres géométriques de la
plaque sur les caractéristiques dynamiques, que nous pouvons résumer comme suit :
e [’augmentation du rapport longueur/largeur, engendre une augmentation de la
fréquence d’ou une augmentation de la rigidité de la structure.
e [’augmentation du rapport hauteur d’immersion/ longueur, engendre une
diminution des fréquences c.a.d. une masse ajoutée plus importante.
e [’augmentation du rapport épaisseur/largeur donne des valeurs de fréquences
plus grandes, augmentation de la rigidité.
e [’augmentation du rapport longueur/largeur engendre une diminution de ces

mémes fréquences.

Dans un travail futur nous proposons d’étudier un fluide compressible, ou

I’endommagement de structure sous I’influence de I’interaction solide-fluide.
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