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DES SYSTÈMES MÉCANIQUES SOUS ACTIONNÉS
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Examinateur K. Busawon Professeur à Northumbria University Newcastle, United Kingdom.
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Résumé

La commande des systèmes mécanique sous actionnés est un sujet de recherche actif en

Automatique et en Robotique. D’une part, la commande de ces systèmes donne souvent

lieu à des problèmes qu’on ne peut résoudre avec des techniques classiques, d’autre part,

l’émergence récente d’applications robotiques mettant en oeuvre des véhicules autonomes

sous actionnés, tels que les dirigeables, les sous-marins, ou les machines volantes de type

VTOL (Vertical Take-off and Landing), constitue une forte incitation à développer plus en

avant les recherches sur ce sujet.

L’objectif de la thèse est de contribuer à ces recherches en développant des outils pour

la synthèse de commande systématique pour les systèmes sous actionnés. Ces derniers sont

définis comme étant des systèmes qui possèdent moins d’entrées de commande que de degrés

de liberté à commander.

L’intérêt d’étudier et de commander de tels systèmes provient non seulement de l’existence

réels de ces systèmes et des applications qui leurs sont associées mais aussi des avantages

qu’ils peuvent présenter sur la réduction du prix et du poids des applications voire même, la

contribution à la réussite de certaines mission délicates en cas de panne d’actionneurs. Ce-

pendant, la restriction sur les actionneurs rend la commande de ces systèmes plutôt difficile.

En effet, certains résultats et propriétés établis pour toute une classe de système non linéaire

tels que la linéarisabilité par feedback, la passivité et la matching condition ne sont plus

valables. De plus, d’autres propriétés indésirables telles qu’un degré relatif non déterminé

ou un comportement à non minimum de phase se manifestent. Par ailleurs, plusieurs de ces

systèmes présentent une obstruction structurelle à l’existence de commandes stabilisantes

lisses et invariantes dans le temps.

Toutes ces raisons ont fait que le plus souvent, ces systèmes sont étudiés sur la base du

cas par cas. À notre connaisance, seules deux tentatives de classifications pour ces systèmes

sont disponibles dans la littérature.

La première est due à Seto et Baillieul et est basée sur la construction d’un diagramme

de circuit de contrôle pour représenter les forces d’interactions à travers les degrés de liberté

du système sous actionné. Trois types de structures pour les systèmes à deux degrés de

liberté sont identifiées : structure châıne, structure arbre et point isolé. Les auteurs dans leur
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classification donnent une solution de commande que pour les systèmes ayant une structure

châıne où une procédure systématique de backstepping est mise au point ; c’est précisément le

point fort de cette classification, par contre son point faible est que les deux autres structures

restent un problème ouvert pour la commande.

La deuxième classification est due à Reza Olfati-Saber et est basée sur les propriétés

structurelles des systèmes mécaniques telles que l’actionnement de certains degrés de liberté,

le couplage des entrées et l’intégrabilité des moments généralisés. En fonction de ces pro-

priétés, l’auteur a proposé de transformer les systèmes ayant les mêmes propriétés en trois

formes normales principales à savoir : la forme normale feedback stricte, feedforward et la

forme normale non triangulaire. L’auteur de cette classification a proposé une procédure de

commande en deux étapes pour les deux premières formes normales : stabiliser le système

réduit en premier lieu, ensuite étendre la stabilisation au système globale par une procédure

de backstepping ou de forwarding selon la forme normale. Quelques suggestions de com-

mande ont été données pour la troisième forme. Cependant, la procédure proposée pour la

stabilisation du système réduit nécessite la vérification d’une hypothèse assez restrictive de

sorte que l’auteur lui même ne l’a utilisée qu’une seule fois. De plus, sa procédure qui s’ef-

fectue en deux étapes conduit à des explosions de termes qui engendrent des expressions de

commandes très compliquées, par conséquent difficiles à implémenter.

Dans ce travail, nous proposons de répondre aux problèmes de stabilisation, encore ou-

verts, des deux structures en arbre et en point isolé de la première classification jugées plus

difficiles à commander que la structure châıne. Notre stratégie consiste en fait à étendre la

procédure systématique élaborée pour la structure châıne à une sous classe de système ayant

une structure arbre en s’inspirant partiellement des changements de contrôle et de coor-

données de la deuxième classification. Cependant, les systèmes transformés ne satisfont pas

une certaine hypothèse du schéma de contrôle de backstepping, par conséquent, le contrôle

synthétisé présente des singularités réduisant ainsi le domaine de stabilité.

Pour assurer une stabilité globale, nous proposons en premier lieu d’adopter une stratégie

de contrôle hybride permettant le passage à travers les singularités. En second lieu, et en se

basant sur la même fonction de Lyapunov que dans la première stratégie, nous proposons

de modifier la loi de commande afin de tenir compte des singularités. L’efficacité des deux

contrôles est démontré à travers l’exemple du système Tora qui possède initialement une

structure arbre et auquel nous avons réussi à appliquer une procédure de backstepping, nous
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avons par la même occasion permis la relaxation d’une hypothèse par rapport au schéma de

contrôle initial.

Ensuite, pour la deuxième sous classe de la structure arbre non transformable en structure

châıne, nous proposons une procédure de contrôle basée sur une linéarisation partielle suivi

d’une synthèse de loi de commande incluant des termes stabilisants pour deux variables en

parallèles afin de stabiliser simultanément deux degrés de libertés.

Enfin, pour les systèmes ayant des structures en point isolé, nous proposons d’atteindre

les objectifs de commande à travers une linéarisation approximative ou éventuellement des

approximations d’ordre supérieur suivi d’une synthèse de commande robuste de type mode

glissant.

La conception de tous les contrôles est basée sur l’utilisation de plusieurs techniques de

commande. Essentiellement sur des procédures de backstepping, de linéarisation partielles et

approximatives, des commandes à commutations et par mode glissant. Les preuves de sta-

bilité des lois de commande sont élaborées moyennant la théorie de Lyapunov et appuyées

par des résultats de simulation.

Et bien que les systèmes réels soient d’ordre élevé, les exemples considérés dans cette

thèse, pour illustrer l’efficacité des schémas de contrôle, sont à deux degrés de liberté. Ces

exemples incluent le système chariot pendule inversé, la masse glissante sur chariot, l’Acro-

bot, le Pendubot, le système Tora, le pendule à roue inertielle et le système bille sur rail.

La plupart de ces systèmes possèdent une signification en tant que benchemarks du contrôle

non linéaire. De plus, le principe de fonctionnement de certaines applications pratiques est

similaires au fonctionnement de ces systèmes.

Pour permettre une compréhension plus simple aux lecteurs, nous avons introduit dans

cette thèse un ensemble de résultats classiques mais se trouvant souvent dans des références

disparates.

”...Ce que l’on conçoit bien s’ennonce clairement et les mots pour le dire arrivent

aisément. ”

Nicolas Boileau.
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confiance en moi. Et par dessus tout, il m’a appris que le savoir faire est avant tout un savoir
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Un grand merci pour la famille Benosman qui m’a fourni le temps et la tranquillité d’es-
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3.9 Exemples des systèmes mécaniques sous actionnés . . . . . . . . . . . . . . . 61
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Liste des abbréviations :

SMSA : Systèmes mécaniques sous actionnés

CFD : Control flow diagram

GAS : Globalement asymptotiquement stable

GES : Globalement exponentiellement stable



2

Chapitre 1

Introduction générale, motivations et bref état de l’art

”...J’ai seulement eu en vue d’exposer dans cet Ouvrage ce que je suis parvenu à faire en

ce moment et ce qui, peut-être, pourra servir de point de départ pour d’autres recherches

de même genre. ”

M. A. Lyapunov.

De tout temps, l’homme n’a cessé de rêver de voyager de continent en continent, de voler

tel un oiseau, d’explorer les fins fonds des océans et de conquérir l’espace ; ses ambitions l’ont

poussées à chercher, à concevoir et à améliorer les moyens qui lui permetteraient de réaliser

ses objectifs.

En outre, il lui serait difficile voire impossible d’atteindre de tels objectifs sans avoir recours

aux systèmes mécaniques, et bien que l’intérêt que porte les chercheurs à ces systèmes re-

monte à loin, Newton, Lagrange, Kepler, Hamilton et beaucoup d’autres, actuellement ce

domaine est encore plus actif en raison des diverses applications de ces systèmes dans la vie

réelle et industrielle.

En effet, durant ces dernières décennies, une série d’applications scientifiques, industrielles

et militaires ont motivé l’analyse et la conception rigoureuses de commande pour les systèmes

mécaniques. Comme l’approximation par le linéarisé tangent n’est pas suffisante voire même

inadaptée sur la majorité de ces systèmes qui présentent un comportement global non linéaire,

l’attention et la curiosité des mathématiciens fûent attirées. En réunissant leurs efforts, les

ingénieurs et les scientifiques ont developpé plusieurs théories de contrôle comprenant le

contrôle linéaire, optimal, adaptatif, non linéaire et plus récemment robuste afin de tenir

compte de la présence inévitable des incertitudes dans un contexte réel.
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motivations 3

Cet intérêt est devenu encore plus grand lorsque les chercheurs se sont rendus compte

que les systèmes mécaniques pouvaient être en plus sous actionnés.

1.1 Les systèmes mécaniques sous actionnés : problématiques et
motivations

Formellement, un système mécanique est dit sous actionné lorsque le nombre de com-

mandes est inférieur aux degrés de liberté à commander. Cette classe de systèmes est riche

en applications aussi bien pratiques que théoriques incluant divers domaines tels que la

robotique, les systèmes aéronautiques et spatiaux, les systèmes marins et sous-marins, les

systèmes flexibles et mobiles. À l’opposé de ces systèmes qui ont une signification physique,

les systèmes pendulaires, l’Acrobot, le Pendubot, le Tora et la bille sur rail ont une signi-

fication en tant que benchmarks du contrôle non linéaire où des procédures classiques ne

peuvent être appliquées.

Le sous actionnement peut provenir de l’une des situations suivantes :

i) dynamiques des systèmes par exemples : avions, hélicopters, sous-marins, systèmes de

locomotion sans roues.

ii) par conception afin de réduire le coût et le poids tels que les satellites à deux propul-

seurs et les robots à articulations flexibles.

iii) lors d’une panne d’actionneur par exemple dans un avion ou un navire.

vi) imposé artificiellement pour générer des systèmes complexes non linéaires de faible

ordre tels que le fameux pendule inversé et tous les benchemarks cités un peu plus

haut.

La restriction sur l’autorité de commande rend les SMSA plus difficiles à commander. Ef-

fectivement, le caractère de sous actionnement est encore plus difficile à gérer que celui du

non linéaire. Il s’en suit que, certains résultats et propriétés établis pour toute une classe

de système non linéaire tels que la linéarisabilité par feedback, la passivité et la matching

condition ne sont plus valables. De plus, d’autres propriétés indésirables telles qu’un degré

relatif non déterminé ou un comportement à non minimum de phase se manifestent.

Par ailleurs, plusieurs SMSA présentent une obstruction structurelle à l’existence de com-

mandes stabilisantes lisses et invariantes dans le temps car, ils ne satisfont pas la célèbre
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condition nécessaire de Brockett [22], une des contributions les plus marquantes dans ce

domaine. Typiquement, une première indication de cette obstruction découle du fait que la

linéarisation de ces systèmes autour de n’importe quel point d’équilibre est non comman-

dable particulièrement en absence des termes de gravité. Ainsi, de fausses conclusions sur la

commandabilité du système non linéaire peuvent être tirées.

Bien que ces difficultés de commande suggèrent que l’objectif de stabilisation asympto-

tique est sans doute trop contraignant pour la commande des SMSA, l’existence réelle de

ces systèmes et les défis théoriques qu’ils offrent ont obligé les chercheurs à s’y investir. De

plus, la mâıtrise du contrôle de ces systèmes pourrait transformer leurs inconvénients en

avantages. En effet, pour le même espace de configuration, un système pleinement actionné

nécessite plus de commandes que s’il est sous actionné. Ce qui augmente le prix et le poids

du système. Trouver un moyen pour commander une version d’un système sous actionné,

permettrait d’éliminer certains dispositifs de commande, d’améliorer la performance globale,

et de réduire le coût de construction.

De plus, le sous actionnement fournit une technique de commande pour la sauvegarde

des systèmes. Si par exemple le système pleinement actionné se trouve endommagé et si nous

disposons d’un contrôleur sous actionné, alors nous pouvons l’utiliser en cas d’urgence (par

exemple une panne des propulseurs dans un avion, fusée, ou engins spatiaux) afin d’échapper

à l’échec du système ou de la mission. Évidemment, une telle solution serait plus rentable

économiquement que l’ajout d’actionneurs redondants.

Toutefois, en raison de la difficulté à mettre en évidence des propriétés structurelles suf-

fisamment générales et exploitables afin de classer ces systèmes selon ces propriétés et de

pouvoir choisir la commande appropriée selon la classe obtenue, les systèmes sous actionnés

ont jusquà présent été étudiés au cas par cas. Aussi, l’étude et la synthèse de commandes

pour ces systèmes ont bénéficié de beaucoup de travaux très variés incluant diverses tech-

niques et stratégies de conception de commande.
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1.2 Bref état de l’art sur la commande des SMSA

Le but de cette partie n’est pas de donner un bilan complet des travaux dans le domaine

rapporté dans la littérature, mais simplement de mettre en lumière les principales contribu-

tions dont certaines ont été sources de notre réflexion.

Parmi les travaux les plus reconnus, il y a ceux basés sur l’énergie dûs essentiellement

à Astrom, Furuta, Spong et bien d’autres [5, 16, 46, 68, 71, 102, 157, 159, 162] ; dans ces

travaux, la stratégie de commande est en général de faire balancer les systèmes (surtout

de type pendulaires tels que le pendule inversé, l’Acrobot, le Pendubot, le pendule à roue

inertielle) afin de les amener au voisinage de leur domaine de linéarité, une fois dans ce

domaine, un switch vers une commande linéaire de type LQR ou placement de pôles est

effectué.

De façon similaire, certaines méthodes basées sur la passivité consistent aussi à faire ba-

lancer les systèmes précédents mais cette fois pour les amener à leurs orbites homoclines et

de switcher ensuite vers une commande linéaire tels les travaux de Fantoni, Ortega et Spong

dans [47, 124, 126, 157]. D’autres travaux sur la passivité dûs à Janković et Sepulchre portent

sur la transformation en des systèmes en cascades [78, 149] par exemple pour le système Tora

ou encore celui de Kolesnichenko [86] pour le Pendubot.

Le plus souvent les auteurs ne jugent pas nécessaire d’établir une preuve de stabilité du

système avec switch et c’est un peu ce que nous leur reprochons, de plus, le domaine d’ap-

plication de ces méthodes sur des systèmes réels reste assez restreint.

À cause de sa complexité le système bille sur rail a fait l’objet de plusieurs études incluant

les méthodes de linéarisation approximatives de Hauser et al [66], des saturations pour la

stabilisation des systèmes en cascade en feedforward de Teel [173], des stabilisations par re-

tour de sortie de Teel et Praly [174], de la synthèse par petits gains de Sepulchre dans [148]

et de la commande par mode glissant de Voytsekhovsky et Hirschorn dans [183].

Le VTOL (vertical take off and landing aircraft) est un autre exemple de SMSA largement

étudié notament pour ses applications industrielles et pour la propriété de non minimum de

phase qu’il présente. Parmi ces travaux : ceux de Fantoni, Hauser, et McClamroch [47, 65, 108]

et plus récemment, ceux de Dixon et Tomlin [41, 122].
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Les véhicules marins et sous-marins ont eux aussi bénéficié d’une large attention par

différents chercheurs. Une loi de commande lisse et continue permettant d’aboutir expo-

nentiellement à une position et orientation données a été introduite par Egeland [43]. Dans

[133], une loi de commande périodique qui stabilise asymptotiquement le véhicule à l’origine

a été présentée par Pettersen et Egeland. Inspiré par les travaux de Morin et Samson [114],

Pettersen et Egeland [132] ont proposé une commande périodique non stationnaire permet-

tant d’avoir une stabilité exponentielle du véhicule marin sous actionné. Ensuite Pettersen

et Nijmeijer [131] ont proposé une loi de commande variant dans le temps et qui a aboutit à

une stabilisation et une poursuite globale et pratique du véhicule marin sous actionné. Plus

récemment, le travail de Ghommam [56] formule et résoud les problèmes de commande de

positionnement dynamique, de la poursuite de trajectoire et du suivi de chemin des véhicules

marins sous actionnés.

En plus du problème de stabilisation des SMSA, la poursuite de trajectoire a aussi été

abordée dans les travaux de Bullo, Hu, Reyhanoglu et Sandoz, [196, 105, 129, 139, 144].

Par ailleurs, lorsque la condition de Brockett n’est pas satisfaite, certains chercheurs se sont

intéressés à la question et ont proposé des contrôles discontinus. Parmi ces travaux , nous

citons ceux de Oriolo et Nakamura et ceux de Reyhanoglu [125, 138, 140].

D’autres stratégies de contrôle incluent des procédures de backstepping et forwarding

dues à Gronard, Sepulchre et Seto se trouvent dans [60, 149, 151, 195], des commandes

par mode glissant par Fridman, Fahimi, Khalil et Su dans [1, 45, 118, 164, 183, 192], des

commandes hybrides et à commutations par Fierro, Tomlin et Zhang [48, 139, 175, 203] et

même par logique floue et réseaux de neuronnes dûs à Han, Lin et Wai [62, 98, 184].

Plus récemment, les chercheurs se sont intéressés à la commande des robots marchants

biped. À titre indicatif, nous pouvons citer les travaux de Chevallereau [27], de Chemori [25]

et de Spong [59, 70, 75, 160].

1.3 Objectifs de la thèse

Clairement, toutes ces études indiquent que ces systèmes ont été étudiés généralement

au cas par cas. Notre objectif principal dans cette thèse est de trouver le moyen qui permet-

terait une synthèse de lois de commande de façon systématique pour tous les SMSA mais
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pas nécessairement avec le même type de commande. Or pour arriver à cette fin, il est assez

intuitif d’essayer de chercher des propriétés communes ou même différentes qui pourraient

classer les SMSA.

Aussi, nous avons cherché à savoir s’il existe déja en littérature des classifications faites

pour les SMSA. En fait, il en existe deux :

La première classification est due à Dambing Seto et John Baillieul [151] et est de nature

graphique : elle consiste à tracer le Control Flow Diagram (CFD) du système donné qui décrit

la façon dont les contrôles sont transmis à travers les degrés de liberté. Par cette approche,

trois grandes structures sont identifiées à savoir : la structure châıne, la structure arbre et

les points isolés. La combinaison de ces dernières donne au final sept structures pour cette

classification. Les auteurs de cette classification ont proposé une procédure de commande

systématique de type backstepping qui peut stabiliser globalement et asymtotiquement les

systèmes appartenant à la structure châıne. Le problème de stabilisation pour les deux autres

classes étant pour eux encore des problèmes ouverts.

La deuxième classification est due à Reza Olfati-Saber [123] et est de nature plutôt analy-

tique. Elle considère les propriétés structurelles des systèmes mécaniques telles que l’action-

nement de certains degrés de liberté, le couplage des entrées et l’intégrabilité des moments

généralisés. À l’issue de cette étude huit classes sont dégagées dont trois sont principales à

savoir la forme normale feedback stricte, feedforward et la forme normale non triangulaire.

L’auteur de cette classification a proposé une procédure de commande en deux étapes pour

les deux premières formes normales : stabiliser le système réduit en premier lieu, ensuite

étendre la stabilisation au système globale par une procédure de backstepping ou de forwar-

ding selon la forme normale. Quelques suggestions de commande ont été données pour la

troisième forme. Cependant, la procédure proposée pour la stabilisation du système réduit

nécessite la vérification d’une hypothèse assez restrictive de sorte que l’auteur lui même ne

l’a utilisée qu’une seule fois lors de la stabilisation de l’Acrobot. De plus, sa procédure qui

s’effectue en deux étapes conduit à des explosions de termes qui engendrent des expressions

de commandes très compliquées, par conséquent difficiles à implémenter.

Dans ce travail, nous essayerons, en nous basant sur la classification de Seto et Baillieul,

de répondre aux problèmes de stabilisation des deux structures en arbre et en point isolé. Ces
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deux structures sont plus difficiles à commander que la structure châıne mais ont l’avantage

(ou l’inconvénient !) de représenter la majorité des SMSA.

1.4 Contenu des chapitres

Outre cette introduction qui fait office à la fois de motivation et de présentation générale

du problème, le manuscrit se compose de six chapitres organisés comme suit :

Chapitre 2 : Ce chapitre présente un préliminaire mathématique dans lequel, nous don-

nons quelques notations utilisées dans ce manuscrit ainsi que les principales définitions, et

théorèmes sur la stabilité au sens de Lyapunov. Les critères de stabilité des systèmes à com-

mutations seront aussi abordés . Nous présentons ensuite quelques techniques de commande

des systèmes non linéaires qui nous seront utiles dans la résolution du problème de stabili-

sation des SMSA. Effectivement, il n’existe pas de méthodologie unique pour la conception

de contrôleur pour ces systèmes, selon certaines propriétés, certaines approches conviennent

mieux que d’autres.

Chapitre 3 : Ce chapitre décrit qualitativement les SMSA obtenus par formalisme de La-

grange. Nous consacrons la première partie à la présentation des systèmes Lagrangiens, nous

expliquons ensuite le concept de sous actionnement et donnons la définition des contraintes

non holonomes en précisant les nuances entre le sous actionnement et la non holonomie. Par

la suite, nous démontrons pourquoi le contrôle des SMSA représente des défis théoriques

importants jusqu’à être parfois des problèmes encore ouverts. La fin de ce chapitre est quant

à elle réservée à la présentation des modèles de quelques SMSA.

Chapitre 4 : Ce chapitre a pour premier objectif de présenter les deux classifications des

SMSA à notre connaissance, celles de Dambing Seto et John Baillieul et de Reza Olfati Saber,

dans le but de trouver des propriétés communes qui pourront généraliser la synthèse de lois

de commande selon les classes obtenues. Le second objectif de ce chapitre est de démontrer

éventuellement, s’il existe un lien entre ces classifications.

Chapitre 5 : Ce chapitre se divise en trois parties, la première concerne la stabilisation des

SMSA dont le CFD est sous forme d’une structure châıne. Pour cette classe, nous présentons
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la procédure systématique de type backstepping due à Seto et Baillieul pour la détermination

de lois de commande globalement asymptotiquement stabilisantes. Nous proposons dans la

deuxième partie de ce chapitre d’étendre cette procédure à une sous classe ayant un CFD

sous forme d’une structure arbre et vérifiant certaines conditions et ce : en transformant

les systèmes appartenant à cette sous classe en des systèmes ayant une structure châıne

moyennant un changement de contrôle et de coordonnées. Nous avons par la même occasion

permis la relaxation d’une hypothèse supposée par les auteurs Seto et Baillieul et qui n’est

pas nécessairement satisfaite par plusieurs SMSA. Nous avons ensuite proposé dans cette

même partie, une procédure systématique pour la stabilisation de la deuxième sous classe

des systèmes ayant une structure arbre ne pouvant pas se transformer sous une structure

châıne. La troisième et dernière partie de ce chapitre est consacrée à la stabilisation des

SMSA dont le CFD est sous une structure en point isolé, jugée la plus difficile à commander.

Pour chaque partie, la procédure de stabilisation sera illustrée par des exemples.

Nous terminons évidemment le manuscrit par donner une conclusion générale et propo-

sons quelques perspectives de recherches futures.

1.5 Contributions de la thèse

La contribution primordiale de cette thèse est d’avoir fourni un travail sur l’étude et la

synthèse de lois de commande systématiques pour les SMSA. Plus précisément, les princi-

pales contributions portent sur les points suivants :

. Présentation de l’essentiel de la théorie de Lyapunov.

. Exposé de plusieurs techniques de commande très utilisées en contrôle non linéaire.

. Étude de la modélisation des SMSA et surtout étude des propriétés et des problèmes

de commande liés à ces systèmes

. Étude et comparaison des deux classifications dédiées à ces systèmes.

. Présentation de la procédure de contrôle systématique et démonstration explicite du

théorème permettant de calculer l’expression de la commande.

. Extention de cette procédure à une sous classe en structure arbre.

. Relaxation d’une hypothèse par rapport au schéma de contrôle initial par utilisation

d’une commande à commutations.
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. Détermination d’une autre loi de commande issue aussi du backstepping et permettant

la relaxation de la même hypothèse.

. Détermination d’une procédure de contrôle pour la deuxième sous classe en structure

arbre.

. Amélioration d’une technique de commande basée sur les modes glissants pour la

classe ayant une structure en point isolé.

1.6 Publications

Ce qui suit est une liste des publications rédigées au cours des dernières années, qui sont

soit publiées, soit en cours de révision.

Articles de revues internationales

i) A. Choukchou Braham, B. Cherki, A new control scheme for a class of underac-

tuated systems, article accépté dans The Mediterranean Journal of Measurement and

Control, 2011.

ii) A. Choukchou Braham, B. Cherki Stabilisation of a class of underactuated system

with tree structure by backstepping approach, soumis à Applied Mathematical letter,

Elsevier. 2011.

Articles de conférences publiés dans des proceeding internationaux avec co-

mité de lecture

i) A. Choukchou-Braham, B. Cherki, M. Djemai, A backstepping procedure for a class

of underactuated system with tree structure, IEEE International Conference on Com-

munications, Computing and Control Applications, CCCA’11, Mar. 2011,

ii) A. Choukchou-Braham, B. Cherki, An extention to backstepping control for a class

of underactuated mechanical system in tree structure, 2st Conference on Intelligent

Systems and Automation CISA’09, pp : 120-125, Mar. 2009, American Institute of

Physics ”AIP”.

iii) A. Choukchou-Braham, C. Bensalah, B. Cherki, Stabilization of an under-actuated

mechanical system by sliding control, 1st Conference on Intelligent Systems and Auto-

mation CISA’08, pp : 80-84, Jun. 2008, American Institute of Physics ”AIP”
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iv) B. Benyahia, A. Choukchou Braham, B. Cherki, Robust control of an uncertain

physical process , 1st Conference on intelligent systems and automation CISA’08, pp :

74-79, Jun. 2008, American Institute of Physics ”AIP”

Articles de conférences nationnales

i) B. Benyahia, A. Choukchou Braham, B. Cherki, Commande H∞ par loopshaping

pour une régulation de débit , Communication orale, Cinquième Conférence sur le Génie

Électrique CGE’05, 16-17 Avril 2007, École Militaire Polytechnique, Alger, Algérie.

ii) A. Choukchou Braham, B. Cherki, Commande numérique d’un système mécanique

sous actionné linéaire : Cas du pendule inversé à soumettre.
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Chapitre 2

Préléminaires théoriques sur les systèmes non linéaires :

stabilité et commande

”...M. Fourier avait l’opinion que le but principal des mathématiques était l’utilité

publique et l’explication des phénomèmes naturels ; mais un philosophe comme lui aurait

du savoir que le but unique de la science, c’est l’honneur de l’esprit humain, et que sous

ce titre, une question de nombres vaut autant qu’une question du système du monde.”

Lettre de Jacobi Legendre, 2 juillet 1830

L’automatique comporte un certain nombre d’outils théoriques d’aspects mathématiques

permettant de prévoir et d’appliquer ses concepts afin de remplir les objectifs qui sont en

relation directe avec elle. Ces outils sont nécessaires à l’élaboration de lois de commande sur

un procédé particulier et sont présents à différents stades de celle ci, notamment lors de la

modélisation de systèmes, de l’identification des paramètres d’un procédé, de la construction

de lois de commande, de la vérification de la stabilité du système asservi, . . ., cette liste

n’étant bien entendu pas exhaustive.

Le dernier cas que nous venons de citer, c’est à dire la vérification de la stabilité d’un

système est un point crutial de l’élaboration d’une loi de commande ; il apparâıt même que

toutes les techniques de construction de lois de commande ou d’observation sont étroitement

liées à des considérations de stabilité : c’est la raison pour laquelle nous avons jugé indis-

pensable de rappeler quelques définitions et concepts de base relatifs à la théorie de stabilité

pour la première partie de ce chapitre.

Quant à la deuxième partie de ce même chapitre, elle sera consacrée à la présentation de

quelques notions et techniques de la théorie de la commande.

En raison des nombreuses contributions des dernières années, nous arrêtons notre intérêt

qu’aux points qui sont les plus directement liés à notre propre travail.
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2.1 Stabilité des systèmes

Une étape du travail de l’automaticien consiste très souvent à étudier la stabilité, que

ce soit celle du système considéré tel quel, libre de tout contrôle, ou bien celle du même

système augmenté d’une structure de commande particulière. Dés lors, il peut s’avérer utile,

voire nécessaire, de se demander ce qu’est la stabilité. Comment la définit-on ? Comment

la conceptualiser et la formaliser ? Quels sont les critères qui permettent de conclure au

comportement stable d’un système ?

2.1.1 Que choisir ?

Il est clair que dresser l’inventaire le plus complet possible des formes de stabilité qui

ont pu apparâıtre tout au long de l’histoire de l’automatique mais aussi de la mécanique

dépasserait largement le cadre de la présente thèse, ne seront donc pas incluses dans cette

présentation la méthode de Krasovskii [154], la méthode de comparaison, les perturbations

singulières [84], la stabilité UUB (Uniformaly Ultimately Bounded) [24], la stabilité entrée-

sortie [198] , la stabilité entrée-état [155], la stabilité des systèmes non autonomes [4], l’ana-

lyse de contraction [81], les fonctions descriptives [154], . . .

Par ailleurs, nous ne présenterons pas les preuves de divers résultats dans cette partie, et nous

supposerons les conditions d’existence et d’unicité des solutions des systèmes d’équations

différentielles considérées sont partout vérifiées.

Du point de vue de la notation, nous décrirons une de ces solutions dépendant du temps t, du

temps initial t0 et de la valeur initiale x0 par la fonction x(t, t0, x0) ou x(t, t0, x0, u) lorsque

le système est commandé. De plus, nous utiliserons fréquemment, pour alléger l’écriture, les

abus de notation x(t) ou même x, quand l’évidence des dépendences en t0, x0 ou t nous le

permettra. De même, on considérera que dans la majorité des cas et sauf exception, le temps

initial t0 est l’origine du temps (t0 = 0).

La classe des systèmes considérés sera celle des systèmes pouvant être mis sous la forme de

l’équation différentielle ordinaire suivante :

ẋ = f(x) (2.1)

où x ∈ Rn est le vecteur d’état et f : D → Rn une fonction localement lipschitzienne et

continue sur un domaine D de Rn.

Cette forme, de part l’absence de la variable temporelle t, est dite autonome, à l’inverse des

systèmes non autonomes non considérés dans ce travail.
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Pour cette équation, le point de l’espace d’état x = 0 est un point d’équilibre s’il vérifie

f(0) = 0 ∀t ≥ 0 (2.2)

Noter que par un changement de variable, on peut toujours ramener l’équilibre à l’origine.

2.1.2 Théorie de Lyapunov

La théorie de Lyapunov est considérée comme un des piliers de l’automatique et de la

stabilité des équations différentielles ordinaires en général. L’exposé original de la théorie

de Lyapunov date de 1892 et traite de l’étude du comportement de solution d’équation

différentielle pour des conditions initiales différentes. Une des application envisagées étant

l’étude des librations en astronomie1 2, l’accent y est porté sur la stabilité ordinaire (ie stable

mais non asymtotiquement stable), que l’on peut se représenter comme une robustesse par

rapport aux conditions initiales, et la stabilité asymptotique n’y est abordée que de manière

corollaire.

La communauté automaticienne ayant fait inverser cette préférence, nous nous concenterons

ici sur la notion de stabilité asymptotique plutôt que celle de la stabilité tout court !

Notons que des exposés beaucoup plus complets de la stabilité de Lyapunov existent dans

de nombreux ouvrages voir par exemple : [84, 101, 120, 141, 146, 147, 154, 182]. . ., qui

constituent les références principales de cette partie ; cette liste non plus ne se prétend pas

être exhaustive.

2.1.2.1 Stabilité des équilibres

Physiquement parlant, on dit qu’un système est stable si, déplacé de sa position d’équilibre,

il tend à y revenir, instable s’il tend à s’en écarter davantage figure 2.1.

Figure 2.1 Illustration de la définition intuitive de la stabilité.

1En astronomie, les librations sont des petites oscillations des corps célestes autour de leur orbite.
2Le père d’Alexendre Michael Lyapunov était astronome.
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Mathématiquement parlant, ceci se traduit par les définitions suivantes :

Définition 2.1. l’équiblre x = 0 est dit :

. stable, si pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour toute solution x(t) de (2.1) on

ait :

‖x(0)‖ < η ⇒ ‖x(t)‖ < ε ∀t ≥ 0.

. instable, s’il n’est pas stable, ie si pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour toute

solution x(t) de (2.1) on ait :

‖x(0)‖ < η ⇒ ‖x(t)‖ ≥ ε ∀t ≥ 0.

. attractif, s’il existe r > 0 tel que pour toute solution x(t) de (2.1) on ait :

‖x(0)‖ < r ⇒ lim
t→∞

x(t) = 0.

Le bassin d’attraction de l’origine est défini par l’ensemble B tel que

x(0) ∈ B ⇒ lim
t→∞

x(t) = 0.

. globalement attractif, si pour toute solution x(t) de (2.1) on ait :

lim
t→∞

x(t) = 0. Dans ce cas, B = Rn.

. asymptotiquement stable, s’il est stable et attractif, et globalement asymptoti-

quement stable GAS, s’il est stable et globalement attractif.

. exponentiellement stable, s’il existe r > 0, M > 0 et α > 0 tels que pour toute

solution x(t) de (2.1) on ait :

‖x(0)‖ < r ⇒ ‖x(t)‖ ≤M‖x(0)‖e−αt. pour tout t ≥ 0.

et globalement exponentiellement stable GES, s’il existe M > 0 et α > 0 tels

que pour toute solution x(t) de (2.1) on ait :

‖x(t)‖ ≤M‖x(0)‖e−αt pour tout t ≥ 0.

Remarque 2.1. 1. La différence entre stable et asymptotiquement stable se traduit par

le fait qu’une petite perturbation sur l’état initial d’un système autour d’un point
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d’équilibre x̄ stable peut engendrer des petites oscillations entretenues, alors qu’elles

s’amortissent au cours du temps dans le cas d’un point d’équilibre asymptotiquement

stable figure 2.2 (U1 est la boule de centre 0 et de rayon ε et U2 est la boule de centre

0 et de rayon η)

Figure 2.2 Stabilité (à gauche) et stabilité asymptotique (à droite) de x̄.

2. Pour un système linéaire, toutes ces définitions sont équivalentes (sauf entre stable et

asymptotiquement stable), par contre, pour un système non linéaire, stable n’implique

pas attractif, attactif n’implique pas stable, asymptotiquement stable n’implique pas ex-

ponentiellement stable alors que exponentiellement stable implique asymptotiquement

stable.

Lorsque les systèmes sont représentés par des équations différentielles non linéaires, le

problème de la vérification de la propriété de stabilité n’est pas trivial. À l’inverse, la

vérification de cette même propriété pour les systèmes linéaires est systématique et est

déterminée de la manière suivante :

2.1.2.2 Stabilité de l’origine pour un système linéaire

Considérons le système linéaire

ẋ = Ax (2.3)

où A est une matrice carrée d’ordre n. Soient λ1, . . . , λs, les valeurs propres distinctes de

multiplicité algébrique m(λi) de la matrice A.

Théorème 2.1. 1. Si ∃j Re(λj) > 0 ou si ∃k Re(λk) = 0 et m(λk) > 1 alors x = 0 est

instable.

2. Si ∀j Re(λj) < 0 alors x = 0 est exponentiellement (donc asymptotiquement) stable.

3. Si Re(λj) < 0 et si ∃k Re(λk) = 0 et m(λk) = 1 alors x = 0 est stable mais non

attractif.
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Malheureusement, il n’existe pas de théorème équivalent à celui des valeurs propres pour

les systèmes non linéaire ; à la limite, on peut dans certains cas, caractériser la stabilité de

l’origine par l’étude de la stabilié du système linéarisé.

2.1.2.3 Approximation linéaire d’un système

Considérons un système de la forme (2.1), on note

A = ∂f
∂x

(x̄)

la matrice jacobienne de f évaluée au point d’équilibre x = x̄, le système obtenu sera de

la forme (2.3) et s’appelle le linéarisé (ou l’approximation linéaire) du système non linéaire

(2.1)

Théorème 2.2. 1. Si x = 0 est asymptotiquement stable pour (2.3) alors x = x̄ l’est

pour (2.1).

2. Si x = 0 est instable pour (2.3) alors x = x̄ l’est pour (2.1).

3. Si x = 0 est stable mais non asymptotiquement stable pour (2.3) alors on ne peut rien

dire sur la stabilité de x = x̄ pour (2.1) .

Un autre critère permettant de conclure au comportement stable d’un système, cette fois

linéaire et non linéaire est décrit par la partie suivante.

2.1.2.4 Méthode directe de Lyapunov

Le principe de cette méthode est une extention mathématique du phénomène physique

suivant : si l’énergie totale (de signe positif) d’un système mécanique ou électrique ne fait

que décroitre (dissipée de façon continue) alors le système tend à rejoindre une configuration

à énergie minimale (voire même l’état d’ équilibre). Autrement dit, pour conclure quant à la

stabilité d’un système, il suffit d’examiner les variations d’une certaine fonction scalaire dite

de Lyapunov sans avoir besoin de la solution explicite du système. C’est précisemment le

point fort de cette méthode car l’équation du mouvement de x(t) n’a pas à être résolue pour

caractériser l’évolution de la solution (car en dehors des systèmes linéaires, la détermination

des solutions explicites est difficile voire impossible).

Fonctions de Lyapunov Considérons le système

ẋ = f(x) avec f(0) = 0 (2.4)
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x = 0 est un équilibre pour (2.4) et D ⊂ Rn un domaine qui contient x = 0.

Soit V : D → R une fonction différentielle admettant des dérivées partielles continues. On

note

V̇ (x) =
∂V (x)

∂x
· f(x) =

n∑
i=1

∂V (x)

∂xi

· fi(x)

la dérivée de la fonction V dans la direction du champ de vecteur f .

Définition 2.2. On dit que V est une fonction de Lyapunov pour le système (2.4) en x = 0

dans D, si pour tout x ∈ D on a

. V (x) > 0 sauf en x = 0 où V (0) = 0

. V̇ (x) ≤ 0.

Théorème 2.3. 1. S’il existe une fonction de Lyapunov pour (2.4) en x = 0 dans un

voisinage D de 0, alors x = 0 est stable.

2. Si de plus, x 6= 0 ⇒ V̇ (x) < 0 alors x = 0 est asymptotiquement stable.

3. Si de plus D = Rn et V (x) →∞ quand ‖x‖ → ∞ alors x = 0 est GAS.

Remarque 2.2. 1. V̇ depend seulement de x, elle est appelée parfois la dérivée de V le

long de la trajectoire du système.

2. Cette dérivée s’appelle aussi la dérivée de Lie et se note LfV .

3. Pour calculer V̇ , on n’a pas besoin de x mais de ẋ ie de f(x), aussi, pour la même

fonction V (x), V̇ est différente pour différents systèmes.

4. Pour toute solution x(t) de (2.4), on a : d
dt
V (x(t)) = V̇ (x(t)), par conséquent si V̇ est

négative, V décroit le long de la solution de (2.4) de sorte que les trajectoires convergent

vers le minimum de V .

5. Lorsque V (x) →∞ quand ‖x‖ → ∞, V (x) est dite radialement non bornée.

6. V (x) est souvent une fonction qui représente l’énergie ou une certaine forme de l’énergie

du système.

7. De point de vue géométrique, on regarde une fonction de Lyapunov comme une sorte

de bol dont le minimum coincide avec le point d’équilibre. Si ce point est stable, alors

le vecteur vitesse ẋ (ou f), tangent à toute trajectoire va ”pointer” vers l’intérieur du

bol figure 2.3

Lorsque la dérivée de la fonction de Lyapunov n’est pas strictement négative, le théorème

suivant permet d’obtenir encore la stabilité asymptotique.
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Figure 2.3 Fonction de Lyapounov V pour le champ de vecteurs f : f est rentrant sur
chaque ensemble de niveau de V et convergent vers le minimum de V .

Principe d’invariance de LaSalle

Définition 2.3. Un ensemble G ⊆ Rn est dit positivement invariant si toute solution x(t)

telle que x(0) ∈ G reste dans G pour tout t ≥ 0.

si x̄ est un point d’équilibre alors {x̄} est positivement invariant.

Théorème 2.4. (Lyapunov-LaSalle) Soit V : D → R+ une fonction admettant des dérivées

partielles continues et telle qu’il existe l pour lequel la région Dl définie par V (x) < l soit

bornée et V̇ (x) ≤ 0 pour tout x ∈ Dl. Soit R = {x ∈ Dl : V̇ (x) = 0} et soit M le plus grand

ensemble positivement invariant inclus dans R. Alors toute solution issue de Dl tend vers

M quand t → ∞. En particulier si {0} est la seule orbite contenue dans R alors x = 0 est

asymptotiquement stable et Dl est contenu dans son bassin d’attraction.

Théorème 2.5. Soit V : Rn → R+ une fonction admettant des dérivées partielles continues.

On suppose que V (x) est radialement non bornée et que V̇ (x) ≤ 0 pour tout x ∈ Rn. Soit

R = {x ∈ Rn : V̇ (x) = 0} et soit M le plus grand ensemble positivement invariant inclus

dans R. Alors toutes les solutions tendent vers M quand t → ∞. En particulier si {0} est

la seule orbite contenue dans R alors x = 0 est GAS.

Remarque 2.3. 1. Les critères de stabilité et de stabilité asymptotique présentés dans les

théorèmes 2.3, 2.4 et 2.5 sont faciles à utiliser, mais ne donnent aucune informations

sur les méthodes pour construire des fonctions de Lyapunov. En réalité, il n’existe pas

de méthode générale sauf pour certaines classes particulières de systèmes (notamment

la classe des systèmes linéaires).

2. Les théorèmes énnoncés précédemment présentent des conditions suffisantes dans le

sens que si pour une certaine fonction de Lyapunov V , les conditions sur V̇ ne sont
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pas satisfaites, ceci n’implique nullement que le système considéré soit instable (peut

être qu’avec une autre fonction on arrive à démontrer la stabilité du même système).

3. À l’inverse des fonctions de Lyapunov qui garantissent la stabilité d’un équilibre, il

existe des fonctions dites de Chetaev qui garantissent l’instabilité des équilibres . No-

tons qu’il est encore plus difficile de démontrer l’instabilité que la stabilité ! (consulter

[95] pour plus de détails).

Dans certains cas, un système dynamique n’est pas représenté, à un instant donné t ≥ t0,

par un seul ensemble d’équations différentielles continues mais par une famille de sous

systèmes continus et une loi logique ou d’appartenance orchestrant les commutations entre

ces sous systèmes : c’est la classe des systèmes à commutations.

Dans ce travail, à un certain moment, nous avons été contraint de tarvailler avec cette classe

de systèmes, nous présentons de suite les critères de stabilité pour ces systèmes et réservons

la présentation de la commande de ces mêmes systèmes pour plus loin.

2.1.3 Stabilité des systèmes à commutations

Mathématiquement, un système à commutations peut être décrit par des équations de la

forme

ẋ = fp(x) (2.5)

où {fp : p ∈ P} est une famille de fonctions suffisamment régulières définies de Rn à Rn et

paramétrées par un ensemble d’indice P.

Pour le système (2.5), le sous système actif à chaque instant est déterminé par une séquence

de commutations de la forme σ = ((t0, p0), (t1, p1), . . . , (tk, pk), . . .) (t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk), σ est

dit signal de commutation et peut dépendre soit du temps ou de l’état soit des deux.

De tels systèmes sont dits à structures variables ou multi modèles et représentent une classe

particulièrement simple des systèmes hybride [19, 176, 180].

Dans cette étude, on considère que l’origine est un point d’équilibre commun pour les sous

systèmes individuels fp(0) = 0, que les commutations se font sans saut et qu’elles ne se

font pas infiniment rapidement de sorte que le phénomène de Zénon soit écarté. Le lecteur

intéréssé par ces propriétés peut consulter respectivement, les références [10, 107, 142, 145].



2.1 Stabilité des systèmes 21

Dans notre recherche effectuée sur les systèmes à commutations et leur stabilité, la classe

la plus souvent considérée dans la littérature est celle où les systèmes individuels sont linéaires

ẋ = Apx (2.6)

à titre indicatif, nous pouvons citer les références [20, 61, 104, 103, 106, 112, 152, 167, 166,

191, 199, 200, 201], pour ne citer que peu. En revanche, la classe des systèmes non linéaires à

commutations a bénéficié d’une littérature moins abondante [18, 21, 26, 39, 97, 107, 202, 204].

Étant donné un système à commutations : pourquoi a t-on besoin d’une théorie de stabilité

différente de la théorie de Lyapunov ?

En fait, la raison principale est que la stabilité des systèmes à commutations dépend non

seulement de différentes dynamiques correspondantes à plusieurs sous systèmes mais aussi

des lois de transition qui gèrent les commutations.

En effet, on peut avoir le cas où deux sous systèmes sont exponentiellement stables alors que

la commutation entre ces deux sous systèmes renvoie toutes les trajectoires à l’infini.

En fait, il a été démontré [21, 39, 97], qu’une condition nécessaire pour la stabilité des

systèmes à commutations soumis à une loi de transition arbitraire est que tous les sous

systèmes individuels soient asymptotiquement stables, mais que cette condition n’était pas

suffisante. Néanmoins, intuitivement, il apparâıt que lorsque la commutation entre les sous

systèmes est suffisament lente (afin de permettre le passage des transitoires et l’établissement

des régimes permanents à chaque sous système) alors il y a de forte chance pour que le système

global soit stable (avec le développement des calculateurs puissants, le temps suffisament lent

est en fait très faible).

2.1.3.1 Fonction de Lyapunov commune

Il est clair que dans le cas où la famille de systèmes (2.5) possède une fonction de Lyapu-

nov commune V (x) telle que ∇V (x)fp(x) < 0 pour tout x 6= 0 et tout p ∈ P alors le système

à commutation est asymptotiquement stable pour n’importe quel signal de transition σ [97].

Aussi, une possibilité pour démontrer la stabilité des systèmes à commutations consiste à

trouver une fonction de Lyapunov commune pour tous les sous systèmes individuels de (2.5).

Or, trouver une fonction de Lyapunov pour un système non linéaire même unique n’est pas

simple, si de plus on autorise les commutations entre plusieurs sous systèmes, la détermination
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d’une telle fonction devient encore plus difficile. C’est aussi une des raisons pour laquelle une

théorie de stabilité non classique est nécessaire.

2.1.3.2 Fonctions de Lyapunov multiples

Dans le cas où une fonction de Lyapunov commune ne peut être déterminée, l’idée est de

démontrer la stabilité à travers plusieurs fonctions de Lyapunov.

Un des premiers résultats d’une telle procédure a été développé par Peletiers dans [127, 128],

ensuite par Liberzon [97], pour les systèmes à commutations de la forme (2.6).

Étant donné N systèmes dynamiques Σ1, . . . ,ΣN , et N pseudo fonctions de Lyapunov

(Lyapunov-like functions) V1, . . . , VN

Définition 2.4. Une pseudo fonction de Lyapunov pour le système (2.5) est une fonction

Vi(x) avec des dérivées partielles continues définie sur un domaine Ωi ⊂ Rn, satisfaisant les

conditions :

. Vi est définie positive : Vi(x) > 0 et Vi(0) = 0 pour tout x 6= 0

. V̇ est semi définie négative : pour x ∈ Ωi,

V̇i(x) =
∂Vi(x)

∂x
fi(x) ≤ 0 (2.7)

et Ωi est l’ensemble pour lequel (2.7) est vraie

Théorème 2.6. Supposons que
⋃

i Ωi = Rn. Pour i < j, soient ti < tj les instants de

transition pour lesquels σ(ti) = σ(tj) et supposons qu’il existe γ > 0 tel que

Vσ(tj)(x(tj+1))− Vσ(ti)(x(ti+1)) ≤ −γ‖x(ti+1)‖2 (2.8)

alors, le système (2.6) avec fσ(t)(x) = Aσ(t)x et la fonction de transition σ(t) est GAS.

La condition (2.8) est illustrée par la figure 2.4.
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Figure 2.4 Profil d’énergie du système linéaire à commutations pour N = 2.

La première généralisation de ce théorème pour les systèmes non linéaires est due à

Branicky [19, 20, 21]

Théorème 2.7. étant donné N systèmes à commutations de la forme (2.5) et N pseudo

fonctions de Lyapunov Vi dans la région Ωi associées à chaque sous système, et supposons

que
⋃

i Ωi = Rn et soit σ(t) la séquence de transition qui prend la valeur i lorsque x(t) ∈ Ωi,

si de plus,

Vi(x(ti,k)) ≤ Vi(x(ti,k−1)) (2.9)

où ti,k représente le kieme temps où fi est active ie σ(t−i,k) 6= σ(t+i,k) = i, alors (2.5) est stable

au sens de Lyapunov.

La figure 2.5 illustre la condition (2.9) (en pointillés) et un résultat plus général dû à

Ye [193, 194] qui concerne l’utilisation de fonctions de Lyapunov faibles pour lesquelles la

condition (2.7) est remplacée par

Vi(x(t)) ≤ h(Vi(x(tj))), t ∈ (tj, tj+1) (2.10)

où h : R+ → R+ est une fonction continue avec h(0) = 0 et tj est n’importe quel instant de

transition lorsque le système i est activé.

Dans ce cas, il n’est plus éxigé que les fonctions de Lyapunov soient décroissantes, il suffit

qu’elles soient bornées par une fonction qui s’annulle à l’origine, ainsi l’énèrgie peut crôıtre

dans les intervalles où un même système est activé mais doit être dcroissante à la fin de ces

intervalles figure 2.5 (traits solides).
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Figure 2.5 Profil d’énergie du système non linéaire à commutations pour N = 3.

Liberzon dans [97] étend ces résultat en donnant une condition sur les fonctions de Lya-

punov multiples pour démontrer la stabilité globale asymptotique.

Étant donné N sous systèmes de la forme (2.5) ; lorsque les sous systèmes de la famille (2.5)

sont supposés asymptotiquement stables, alors il existe une famille de fonctions de Lyapunov

{Vp : p ∈ P} telles que les valeurs de Vp décroient sur chaque intervalle pour lequel le pième

sous système est actif.

Si pour chaque p, la valeur de Vp à la fin de l’intervalle où le système p est actif dépasse la

valeur de Vp à la fin de l’intervalle suivant lorsque le système p est actif figure 2.6, alors le

système (2.5) est aymptotiquement stable.

Figure 2.6 Profil d’énergie du système non linéaire à commutations pour N = 2.

Remarque 2.4. 1. Lorsque N = 1, on retrouve les résultats classiques de stabilité, par

contre, lorsque N = ∞ les théorèmes précédents ne sont plus valables.
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2. Ces théorèmes sont valables même lorsque fp varie en fonction du temps.

3. Ces résultats peuvent être étendus en relaxant certaines hypothèses par exemple : les

sous systèmes individuels peuvent avoir des points d’équilibres différents [107] ou des

sauts d’états aux commutations [145].

Remarquant que tous les résultats de stabilité utilisant des fonctions de Lyapunov mul-

tiples concernent le décroissance des ces fonctions soit au début ou à la fin des intervalles

successifs où un même sous système est actif, Zhai dans [202], a démontré que certaines

fonctions de Lyapunov peuvent ne pas décroitre au début ou à la fin de ces intervalles et

pourtant décroissent globalement. Sa démonstration, qui établit une condition de stabilité

complémentaire à celles qui existent déjà, est basée sur l’évaluation de fonctions de Lyapunov

moyennes durant les intervalles où un même sous système est actif.

Évidemment, dans le cas où les sous systèmes sont GAS, alors son résultat est pratiquement

équivalent aux résultats précédents, toutefois, ses conditions sont données par rapport à la

décroissance des moyennes des fonctions de Lyapunov sur les mêmes intervalles figure 2.7.

Figure 2.7 Illustration des valeurs moyennes de Vi(x(T
j
i ))

Théorème 2.8. Supposons que les N sous systèmes de (2.5), associés à N fonctions de

Lyapunov radialement non bornées, sont GAS. On définit la valeur moyenne de la fonction

de Lyapunov sur une période active d’un sous système par :

Vi(x(T
j
i ))

∆
=

1

t2j
i − t2j−1

i

∫ t2j
i

t2j−1
i

Vi(x(τ))dτ, (t2j−1
i ≤ T j

i ≤ t2j
i ) (2.11)
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alors le système à commutations est GAS au sens de Lyapunov si pour tout i,

Vi(x(T
j+1
i ))− Vi(x(T

j
i )) ≤ −Wi(‖x(T j

i )‖) (2.12)

est vraie pour une fonction Wi(x) continue et définie positive.

De plus, ce résultat est étendu lorsque les sous systèmes ne sont pas stables sous condition

que les fonctions de Lyapunov soient bornées. Dans ce cas, si la valeur moyenne des fonctions

de Lyapunov décroit sur l’ensemble des intervalles associé à un sous système i, alors le système

à commutations (2.5) est asymptotiquement stable figure 2.8.

Figure 2.8 Illustration de la décroissance des énergies en présence de systèmes instables

Remarque 2.5. Plus récemment, un résultat ressemblant à celui ci utilisant non pas la va-

leur moyenne des fonctions de Lyapunov mais la valeur moyenne de la dérivée des fonctions

de Lyapunov pour l’analyse de la stabilité des systèmes linéaires à commutaion a été donné

par Michel dans [112].

Rappellons que la stabilité est la première performance à tenir pour un bon fonction-

nement d’un système, de sorte que si un système n’est pas stable (ou pas assez), il est

indispensable de procéder d’abord à la stabilisation de ce système avant de s’intéresser à

satisfaire les autres performances telles que le suivi de trajectoire, la rapidité, la précision,

l’effort de commande, le rejet de perturbation, la robustesse, . . ..
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2.1.4 Stabilisation d’un système

Le problème de stabilisation consiste à maintenir le système près d’un équilibre y∗. Il

s’agit de construire des lois de commande dites stabilisantes telles que y∗ soit un équilibre

asymptotiquement stable du système soumis à ces lois de commande.

Remarque 2.6. 1. Le problème de suivi de trajectoire consiste à maintenir le système le

long d’une trajectoire désirée yd(t), t ≥ 0, ie, de trouver un contrôle tel que pour toute

condition initiale dans une région D, l’erreur entre la sortie et la sortie désirée

e(t) = y(t)− yd(t)

tend vers 0 quand t→∞, de plus l’état reste borné.

2. Notons qu’un problème de stabilisation autour de l’équilibre y∗ est un cas particulier

du problème de suivi de trajectoire où

yd(t) = y∗, t ≥ 0

3. Le problème de suivi de trajectoire est une perspective au présent travail et nous ésperons

nous y intéresser dans un futur très proche.

Les techniques de commande permettant de construire des lois de contrôle pour la sta-

bilisation des systèmes sont nombreuses et variées , nous présentons dans la partie suivante

celles qui nous ont été les plus utiles.

Les références principales à partir desquelles cette partie a été rédigée sont [76, 84, 90, 92,

93, 147, 149].

2.2 Théorie de la commande

Étant donné un système physique que l’on veut contrôler et un comportement du système

qu’on veut obtenir, faire du contrôle revient à construire des lois de commande telles que le

système soumis à ces lois ie le système en boucle fermée présente le comportement souhaité.

Il reste néanmoins, que cette procédure n’est possible que si le système en question est com-

mandable, dans le cas contraire, il faudrait que les modes non commandables soient stables

[22]. Pour plus de détails, se référer à l’annexe C.

La synthèse de lois de commande pour les systèmes non linéaires est difficile, par la suite

nous proposons quelques techniques de contrôle pour la classe des systèmes non linéaires
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affine en la commande de la forme

ẋ = f(x) + g(x)u x ∈ Rn, u ∈ R (2.13)

La linéarisaté est une propriété qui rend les systèmes plus faciles à commander, d’autant plus

que les techniques de contrôle linéaires sont plus anciennes et plus largement développées, on

peut citer à titre d’exemple : la commande par placement de pôles, la commande optimale,

l’approche fréquentielle, . . ., cette liste est loin d’être complète et on réfère le lecteur aux

ouvrages [4, 36, 53, 82, 91, 121, 197] . . .. Cette liste est tout aussi loin d’être complète.

Aussi, il peut être intérêssant de faire apparâıtre cette propriété pour les systèmes non

linéaires. Les procédures les plus connues sont brièvement rappellées par la suite.

2.2.1 Stabilisation locale

Considérons le système commandé (2.13) de la forme

ẋ = f(x) + g(x)u f(0, 0) = 0

En présence de la commande l’approximation linéaire autour de l’équilibre devient

ẋ = Ax+Bu (2.14)

où les matrices A et B sont définies par

A =
∂f

∂x
(0, 0), B =

∂f

∂u
(0, 0).

La forme (2.14) obtenue justifie l’utilisation des techniques de contrôle linéaires citées plus

haut.

Malheureusement, le système linéarisé résultant est typiquement valide qu’autour du point

considéré de sorte que le contrôleur associé n’est valide qu’au voisinage de ce point condui-

sant à des commandes locales ; de plus, la détermination du domaine de linéarité n’est pas

évidente. En annexe A, le lecteur trouvera quelques détails sur les limites de la linéarisation

et les dangers de la déstabilisation.

Ainsi, bien que cette méthode soit simple et très pratique, il est nécessaire de procéder au-

trement afin d’élargir le domaine de validité des contrôleurs synthétisés.

Pour bénéficier encore de la théorie de contrôle linéaire, il existe une technique de commande

basée sur des changements de coordonnées et des retours d’état linéarisants permettant

de rendre les dynamiques non linéaires équivalentes à des dynamiques linéaires : c’est la

linéarisation par bouclage.
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2.2.2 Linéarisation par bouclage

Lorsqu’on transforme un système via un changement de coordonnée, certaines de ses pro-

priétés restent inchangées, par exemple, si un système est instable alors le système transformé

est aussi instable, si un système est commandable, alors le système transformé est aussi com-

mandable ; par contre quelques systèmes semblent non linéaires dans certaines coordonnées

alors qu’ils peuvent apparâıtre sous une forme linéaire dans d’autres coordonnées et sous un

certain feedback.

Aussi, il est intéressant lorsque cela est possible d’approcher des dynamiques par d’autres

dynamiques plus facile à étudier.

En annexe B, quelques résultats et concepts de géométrie différentielle nécessaires à la

présentation de cette approche sont rappellés.

En fait, deux procédures de linéarisation par bouclages sont possibles :

2.2.2.1 Linéarisation entrée-état

Il s’agit de transformer le système de la forme (2.13) via un difféomorphisme z = ϕ(x)

en un système de la forme :

ż1 = z2 (2.15)

ż2 = z3

...
...

żn−1 = zn

żn = a(ϕ−1(z)) + b(ϕ−1(z))u

Cette forme rappelle la forme compagnon de Brunovsky ou la forme canonique de contrôlabilité

des systèmes linéaires.

Si une telle transformation est possible, et pour un b(ϕ−1(z)) 6= 0 alors le contrôle

u =
1

b(ϕ−1(z))
(v − a(ϕ−1(z))) (2.16)

permet de linéariser le système qui devient de la forme

ż1 = z2, ż2 = z3, . . . , żn−1 = zn, żn = v

où v est un contrôle externe.

Se posent alors les questions suivantes : est-il toujours possible de linéariser par bouclage un
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système et dans le cas positif, comment obtenir la transformation z = ϕ(x) ?

En fait, la réponse à la première question est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.9. (Jacubezyk- Respondek) Le sysème (2.13) est entrée-état linéarisable dans

un domaine D si et seulement si

1. Le rang de la matrice de commandabilité Cfg = {g, adfg, . . . , ad
n−1
fg } est égal à n pour

tout x ∈ D.

2. Le système {g, adfg, . . . , ad
n−2
fg } est involutif dans D.

Quant au difféomorphisme, lorsque les conditions de linéarisation sont satisfaites, il existe

plusieurs algorithmes pour en trouver voir par exemple [23, 84, 146].

2.2.2.2 Linéarisation entrée-sortie

Considérons le système non linéaire suivant

ẋ = f(x) + g(x)u x ∈ Rn, u, y ∈ R (2.17)

y = h(x)

L’idée est de générer des équations linéaires entre la sortie y et une certaine entrée v à travers

un difféomorphisme z = φ(x) constitué de la sortie et de ses dérivées par rapport au temps

jusqu’à l’ordre n− 1 lorsque le degré relatif r associé à ce système est égal à n.

φ(x)1 = h(x) (2.18)

φ(x)2 = Lfh(x)

...
...

φ(x)n = Ln−1
f h(x)

Le système ainsi transformé est écrit sous la forme

ż1 = z2 (2.19)

ż2 = z3

...
...

żn−1 = zn

żn = a(φ−1(z)) + b(φ−1(z))u
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en choisissant un u de la forme (2.16) pour un b(φ−1(z)) 6= 0, le système devient

ż1 = z2, ż2 = z3, . . . , żn−1 = zn, żn = v

Remarquons que dans ce cas, la forme (2.19) est la même que dans (2.15). En fait, lorsque

r = n les deux linéarisations sont équivalentes. Ainsi, les conditions d’application de la

deuxième linéarisation seront les mêmes que pour la première.

Pour plus de détails sur ces deux linéarisations, et pour des exemples d’utilisation, le lecteur

peut consulter les ouvrages [76, 77, 84, 147].

Evidemment, pour un degré relatif r < n, le système n’est plus linéarisable complètement

par feedback. Dans ce cas on parle d’une linéarisation partielle par feedback.

2.2.2.3 Linéarisation partielle par bouclage

Lorsque r < n il n’est possible de linéariser un système de la forme (2.17) que partiel-

lement à travers le difféomorphisme constitué en partie par la sortie h(x) et ses dérivées

successives à l’ordre r − 1 : z = φi(x) pour 1 < i < r, et complété, par le théorème de

Frobenius, par n−r autres fonctions : η = φi(x) pour r+1 ≤ i ≤ n, choisies de telle manière

que Lgφi = 0 pour r + 1 ≤ i ≤ n

Dans les coordonnées (z, η) les équations du système sont :

ż1 = z2 (2.20)

ż2 = z3

...
...

żr−1 = zr

żr = a(z, η) + b(z, η)u

η̇ = q(z, η)

avec

y = z1

cette forme est dite forme normale.

Pour un b(z, η) 6= 0, u peut être choisi encore de la forme

u =
1

b(z, η)
(v − a(z, η))
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dans ce cas, le système prend la forme

ż1 = z2 (2.21)

ż2 = z3

...
...

żr−1 = zr

żr = v

η̇ = q(z, η)

Clairement, il apparâıt que ce système est composé d’un sous système linéaire de dimension

r commandable par v et ”responsable” du comportement entrée-sortie et d’un sous système

non linéaire de dimension n− r dont le comportement n’est pas affecté par la commande.

Il s’en suit que le comportement globale du système dépend de cette dynamique interne et

que la vérification de sa stabilité est une étape indispensable.

En fait, il a été montré [76] que l’étude de la stabilité de la dynamique interne peut être

ramenée à celle de la dynamique de zéro. Celle ci est obtenue lorsqu’on applique une com-

mande u qui porte la sortie y à zéro et l’y maintient.

Autrement dit, la dynamique de zéro est donnée par le système η̇ = q(0, η).

Remarque 2.7. 1. Lorsque η̇ = q(0, η) est (localement) asymptotiquement stable alors le

système associé est dit (localement) à minimum de phase à l’équilibre x̄.

2. Lorsque η̇ = q(0, η) est instable alors le système associé est dit à non minimum de

phase.

Bien que les méthodes de linéarisation soient utiles pour simplifier l’étude et la com-

mande des systèmes non linéaires, il reste néanmoins, qu’elles présentent certaines limitations

concernant par exemple le manque de robustesse en présence des erreurs de modélisation, la

vérification de certaines conditions telle que l’involutivité et qui souvent, n’est pas vérifiée

par beaucoup de systèmes même appartenant à la classe des systèmes non linéaires affines en

la commande (c’est le cas des systèmes mécaniques sous actionnés), de plus, l’état doit être

mesuré en entier ! Aussi, l’utilisation de telles techniques est restreinte à quelques classes de

systèmes seulement.

Du coup, on s’est orienté vers la recherche d’autres techniques de linéarisation qui soient
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applicables à une large gamme de système non linéaire sans pour autant imposer des condi-

tions aussi rigoureuses que celle de la linéarisation exacte. Ainsi sont apparues les techniques

de linéarisation approximative qui permettent de linéariser les systèmes à un certain ordre

et négliger certaines dynamiques non linéaires d’ordre supérieur. Se sont intéressés à cette

technique [9, 66, 74, 83, 88, 165], pour ne citer que peu d’entre eux.

2.2.2.4 Linéarisation approximative par bouclage

Pour certains systèmes le calcul du degré relatif présente des singularités au voisinage

du point d’équilibre, pour d’autres le degré relatif est inférieur à l’ordre du système, dans ce

cas, la condition d’involutivité n’est pas vérifiée !

L’idée de base de la linéarisation approximative, consiste à trouver une fonction de sortie

telle que le système vérifie approximativement cette condition.

Plusieurs algorithmes de linéarisation sont disponibles , on peut citer par exemple la linéarisa-

tion par le jacobien, la pseudolinéarisation, l’algorithme de Krener, Hunt et Turi [88], celui

de Krener basé sur la théorie de Poincaré [89], l’algorithme de Hauser, Sastry et Kokotovic̀

[66]. Une étude comparative de ces algorithmes appliqués à des exemples se trouve dans [94].

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à la méthode due à Hauser et al que nous

présentons de suite de manière très brève.

Soit le système de la forme (2.17)

ẋ = f(x) + g(x)u

y = h(x)

Supposons que le degré relatif associé à ce système est r < n, par conséquent le système n’est

pas linéarisable exactement par feedback. Dans f et g, quelques termes font obstruction à la

linéarisation, dans le sens que le degré relatif en présence de ces termes est inférieur à n.

L’idée est de négliger ces termes de sorte qu’on puisse aboutir à un degré relatif complet,

celui ci sera dit degré relatif robuste.

Définition 2.5. Le degré relatif robuste d’une sortie régulière associée au système (2.17) en

0 est l’entier γ tel que :

Lgh(0) = LgLfh(0) = . . . = LgL
γ−2
f h(0) = 0

LgL
γ−1
f h(0) 6= 0

Dans ce cas on dit que le système (2.17) est approximativement linéarisable par feedback

autour de l’origine s’il existe une sortie régulière y = h(x) pour laquelle γ = n.
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Cette transformation sera possible via le difféomorphisme z = φ(x) suivant

z1 = h(x)

z2 = Lfh(x)

...
...

zn = Ln−1
f h(x)

Et donc, lors d’une linéarisation approximative, le modèle non linéaire (2.17) est simplifié

en supposant que les fonctions Lgh(x) = LgLfh(x) = . . . = LgL
γ−2
f h(x) qui s’opposent à la

définition du degré relatif classique et qui s’annulent en 0 sont identiquement nulles ie

Lgh(x) = LgLfh(x) = . . . = LgL
γ−2
f h(x) = 0

Dans ce cas, le système (2.17) est approximé par la forme suivante :

ż1 = z2 (2.22)

ż2 = z3

...
...

żn−1 = zn

żn = Ln
fh(φ

−1(z)) + LgL
n−1
f h(φ−1(z))u

qui est de la forme canonique de Brunovsky.

Ainsi, si u est convenablement choisi (du type (2.16) pour un LgL
n−1
f h(φ−1(z) 6= 0), le modèle

sera mis sous la forme linéaire et localement commandable

ż1 = z2, ż2 = z3, . . . , żn−1 = zn, żn = v.

Cette méthode est dans de nombreux cas satisfaisante mais naturellement, l’automaticien

cherche à l’améliorer pour augmenter les performances, le domaine de validité, ..., c’est ainsi

que la théorie des approximations d’ordre supérieur fût introduite par Krener [88] et Hauser

[64].

2.2.2.5 Les approximations d’ordre supérieur

L’objectif est de maximiser l’ordre des termes à négliger pour avoir plus de précision (on

néglige ainsi moins de termes). Par conséquent, plus l’ordre du résidu négligé est élevé, plus

performant sera le contrôleur et plus large sera son domaine de validité [17].
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Théorème 2.10. Le système non linéaire (2.13) peut être approché par un retour d’état

linéarisant autour d’un équilibre E avec des termes d’erreur d’ordre p en E si et seulement

si la distribution ∆n−2(f, g) est involutive à l’ordre3 p− 2 sur E.

Cela veut dire qu’il existe un changement de coordonnées z = Ψ(x) tel que, dans les nouvelles

coordonnées z, la dynamique (2.13) est donnée par

ż1 = z2 (2.23)

ż2 = z3

...
... +OE(x)p +OE(x)p−1u

żn−1 = zn

żn = a(z) + b(z)u

avec b(Ψ−1(x)) 6= 0 dans le voisinage de E.

Autrement dit, pour le système (2.13), lors d’une approximation d’ordre supérieur, les

termes Lgh(x) = LgLfh(x), . . . , LgL
γ−2
f h(x) ne sont plus supposés nuls et seront pris en

compte dans le modèle et par conséquent dans l’expression de la commande.

Le modèle obtenu (2.23) n’est plus entièrement linéarisable, mais reste tout de même plus

facile à commander que le système initial (2.13). Ainsi, on ne cherche plus à contrarier le

système en éliminant certains de ses termes mais plutôt, utiliser ses bonnes propriétés autant

que possible jusqu’à un certain ordre.

En dehors de ces méthodes de linéarisation, il existe plusieurs autres approches différentes

les unes des autres pour la synthèse de commande. L’utilisation d’une méthode ou d’une autre

sera favorisée selon la classe des systèmes considérés.

Parmi ces méthodes, nous nous sommes intéressés à trois d’entre elles à savoir : l’approche

de passivité, la technique du backstepping et le contrôle par modes glissants.

2.2.3 Un mot sur la passivité

La notion de passivité est essentiellement liée aux notions d’énergie accumulée dans le

système considéré et d’énergie apportée par des sources exérieures à celui-ci [149, 126, 181].

Une des références principales de l’utilisation de ce concept de passivité en Automatique est

due à Popov dans [135]. La dissipativité, extension de ce concept, est développée dans les

3Une distribution est dite involutive à l’ordre p sur l’équilibre E si ∀f, g ∈ ∆, [f, g] ∈ ∆ + OE(πx)
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travaux de Willems [190].

Bien que le concept de passivité soit applicable à une large classe de systèmes non linéaires,

nous arrêtons notre intérêt pour le moment qu’aux dynamiques modélisées par le système

(2.17).

Un système dissipatif est alors défini comme suit [149]

Définition 2.6. Le système (2.17) est dit dissipatif s’il existe une fonction dite de stockage

S(x) qui soit positive et telle que S(0) = 0, et une fonction w(u, y), localement intégrable

pour tout u, telles que la condition suivante soit réalisée

S(x)− S(x0) ≤
∫ 0

t

w(u(τ), y(τ))dτ (2.24)

sur tout l’intervalle [0, t].

Cette inégalité exprime le fait que l’énergie stockée dans le système S(x) est au plus égale

à la somme de l’énergie stockée initialement et l’énergie d’alimentation extérieure ie qu’il n’y

a pas création d’énergie interne, ainsi, seule une dissipation de l’énergie est possible.

Si S(x) est différentiable, l’expression (2.24) peut être mise sous la forme

Ṡ(x) ≤ w(u, y) (2.25)

Une particularité de w permet de définir la passivité d’un système.

Définition 2.7. Le système (2.17) est dit passif s’il est dissipatif et si la fonction w est une

fonction bilinéaire de l’entrée et de la sortie w(u, y) = uTy.

La passivité est une propriété fondamentale des systèmes physiques intiment liés au

phénomène de perte ou de dissipation d’énergie. On reconnait là un principe ressemblant

à celui de la stabilité. Justement, la relation entre la passivité et la stabilité peut être établie

en considérant la fonction de stockage S(x) comme une fonction de Lyapunov V (x).

Remarque 2.8. Attention, la définition de la dissipativité et de la passivité ne nécessite pas

d’avoir S(x) > 0 ( il suffit que S(x) ≥ 0), et donc en présence d’une partie inobservable,

x = 0 peut être instable alors que le système est passif !

Pour que la passivité implique la stabilité, il faut exclure un pareil cas ie il faut vérifier que les

parties inobservables soient asymptotiquement stables. Nous référons le lecteur à la référence

[149] pour un exposé plus complet sur la stabilité des systèmes passifs et pour des résultats

de stabilité avec des fonctions de Lyapunov semi définies positives.
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L’approche de passivité parait très prometteuse et a constitué, après les méthodes de

linéarisation, un point de départ dans notre recherche de lois de commande stabilisantes pour

les systèmes mécaniques sous actionnés, mais très vite, et sans le vouloir, nous nous sommes

retrouvés à faire d’autres types de commande de sorte que la passivité n’a fait l’objet que d’un

seul travail dans le cadre d’un projet de fin détude réalisé avec des ingénieurs automaticiens

[111].

Aussi, l’exploitation de cette approche pour la commande et probablement pour l’observation

des systèmes mécaniques sous actionnés fera sans doute l’objet de travaux futurs.

2.2.4 Technique du Backstepping

Le backstepping est une procédure récursive pour la construction de lois de commande

non linéaires et des fonctions de Lyapunov garantissant la stabilité de ces lois.

Cette technique n’est applicable que pour une certaine classe de système dite en strict feed-

back (triangulaire bas). Un aperçu de cette approche est donné par la suite, voir la référence

[90] pour plus de détails.

Considérons le problème de la stabilisation du système non linéaire sous la forme trian-

gulaire suivant :

ẋ1 = x2 + f1(x1) (2.26)

ẋ2 = x3 + f2(x1, x2)

...

ẋi = xi+1 + fi(x1, x2, . . . , xi)

...

ẋn = fn(x1, , x2, . . . , xn) + u

L’idée derrière la technique du backstepping est, de considérer l’état x2 comme une ”com-

mande virtuelle” pour x1. Donc, s’il est possible de rendre x2 = −x1− f1(x1), alors l’état x1

sera stabilisé. Ceci pourra être vérifié en considérant la fonction de Lyapunov V1 = 1
2
x2

1. Mais

puisque x2 n’est pas la vraie commande pour x1, nous désignons le changement de variables
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suivant

z1 = x1

z2 = x2 − α1(x1)

avec α1(x1) = −x1 − f1(x1). Introduisant la fonction de Lyapunov V1(z1) = 1
2
z2
1 , nous

obtenons

ż1 = −z1 + z2

ż2 = x3 + f2(x1, x2)−
∂α1

∂x1

(x2 + f1(x1)) := x3 + f̄2(z1, z2)

V̇1 = −z2
1 + z1z2

En procédant récursivement, nous définissons les variables suivantes

z3 = x3 − α2(z1, z2)

V2 = V1 +
1

2
z2
2

Pour déterminer l’expression de α2(z1, z2), observons que

ż2 = z3 + α2(z1, z2) + f̄2(z1, z2)

V̇2 = −z2
1 + z2(z1 + z3 + α2(z1, z2) + f̄2(z1, z2))

Choisissant α2(z1, z2) = −z1 − z2 − f̄2(z1, z2), nous obtenons

ż1 = −z1 + z2

ż2 = −z1 − z2 + z3

V̇2 = −z2
1 − z2

2 + z2z3

Récursivement, à l’étape i, définissant

zi+1 = xi+1 − αi(z1, . . . , zi)

Vi =
1

2

i∑
k=1

z2
k
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pour obtenir

żi = zi+1 + αi(z1, . . . , zi) + f̄i(z1, . . . , zi)

V̇i = −
i−1∑
k=1

z2
k + zi−1zi + zi(zi+1 + αi(z1, . . . , zi) + f̄i(z1, . . . , zi))

En utilisant l’expression αi(z1, . . . , zi) = −zi−1 − zi − f̄i(z1, . . . , zi), nous obtenons

żi = −zi−1 − zi + zi+1

V̇i = −
i−1∑
k=1

z2
k + zizi−1

À l’étape n, nous obtenons

żn = f̄n(z1, . . . , zn) + u

En choisissant

u = αn(z1, . . . , zn) = −zn−1 − zn − f̄n(z1, . . . , zn)

pour la fonction de Lyapunov suivante

Vn =
1

2

n∑
k=1

z2
k

il s’en suit

żn = −zn−1 − zn

V̇n = −
n∑

k=1

z2
k

La stabilité du système est prouvée en recourant à de simples fonctions de Lyapunov qua-

dratiques. Il faut aussi noter que la dynamique obtenue en fonction des coordonnées en z est

linéaire.

L’avantage de la technique du backstepping est sa flexibilité pour le choix des fonctions

stabilisantes αi qui sont choisies simplement sans éliminer toutes les non linéarités afin de

rendre la fonction V̇i négative.

2.2.5 Contrôle par modes glissants

La théorie des systèmes à structure variable fait l’objet de multiples études depuis une

cinquantaine d’années. Les premiers travaux sur ce type de systèmes sont ceux d’Anosov



2.2 Théorie de la commande 40

[3], de Tzypkin [177], d’Emel’yanov [44]. Ces travaux ont connu un nouvel essor à la fin des

années soixante-dix lorsqu’Utkin introduit la théorie des modes glissants [178].

Cette technique de commande et d’observation a reçu un intérêt sans cesse croissant du fait

de leur relative simplicité d’élaboration, de leur robustesse vis-à-vis de certaines incertitudes

paramétriques et perturbations, et de la large gamme de leur applications dans des domaines

très variés tels que la robotique, la mécanique ou l’électrotechnique.

Le principe de cette technique est de contraindre le système à atteindre et ensuite rester sur

une surface donnée dite de glissement ou de commutation (représentant un ensemble de re-

lations statiques, entre les variables d’état). Le comportement dynamique résultant, appellé

régime de glissement idéal, est complètement déterminé par les paramètres et les équations

définissant la surface. L’avantage d’obtenir un tel comportement est double : d’un côté, on

a une réduction de l’ordre du système, et de l’autre, le régime glissant est insensible aux

perturbations intervenant dans les mêmes directions que les entrées.

La réalisation se déroule en deux temps : une surface est déterminée de façon à ce que le

régime glissant ait des propriétés désirées (pas forcément présentes dans le système original),

puis une loi de commande discontinue est synthétisée de façon à rendre la surface invariante

et (au moins localement) attractive. Cependant, l’introduction de cette action discontinue,

agissant sur la première dérivée par rapport au temps de la variable de glissement, ne génère

pas un régime glissant idéal. En moyenne, les variables contrôlées peuvent être considérées

comme évoluant idéalement sur la surface. En réalité, le mouvement est caractérisé par des

oscillations à hautes fréquences dans un voisinage de la surface. Ce phénomène est connu

sous le nom de réticence ou chattering en anglais et est un des inconvénients majeurs de cette

technique. Il peut en outre exciter des dynamiques non modélisées et conduire à l’instabilité

[51].

La présentation de cette théorie et de ses applications constituerait facilement une thèse

en elle même, aussi, dans ce qui suit, nous présentons rapidement cette technique et nous

référons le lecteur à [17, 49, 51, 130, 163, 178] pour une excellente présentation des modes

glissants d’ordre un, de la théorie de Fillipov pour les équations différentielles à second

membre discontinue et de la méthode du vecteur équivalent d’Utkin.
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2.2.5.1 Modes glissants d’ordre un

Bien que la théorie des modes glissant soit appliquée à une large classe de systèmes de la

forme ẋ = f(x, u) [153], nous restreidrons notre attention à la classe des sytèmes mono-entrée

et affine en la commande de la forme :

ẋ = f(x) + g(x)u (2.27)

où x = (x1, . . . , xn)T appartient à χ, un ouvert de Rn, u est l’entrée et f, g sont des fonctions

suffisament différentiables, on définit s une fonction suffisament différentiable, s : χ×R+ → R

telle que ∂s
∂x

soit non nulle sur χ. L’ensemble :

S = {x ∈ χ : s(t, x) = 0} (2.28)

représente une sous variété de χ de dimension (n − 1), appelée surface de glissement. La

fonction s est dite fonction de glissement.

Remarque 2.9. Les systèmes étudiés ici sont régis par des équations différentielles impli-

quant des termes discontinus. La théorie classique ne permet pas de décrire le comportement

des solutions dans de tels cas ; il faut alors se reporter à la théorie des inclusions différentielles

[6] et aux solutions au sens de Filippov [49].

Définition 2.8. [179] On dit qu’il existe un régime glissant idéal sur S s’il existe un temps

fini ts tel que la solution de (2.27) satisfaisse s(t, x) = 0 pour tout t ≥ ts.

L’existence d’un régime glissant est garantie par des conditions suffisantes : la surface de

glissement doit être localement attractive, ce qui peut se traduire mathématiquement par :

lims→0+

∂s

∂x
(f + gu) < 0 et lims→0−

∂s

∂x
(f + gu) > 0 (2.29)

Cette condition traduit le fait que, dans un voisinage de la surface de glissement, les vecteurs

vitesses des trajectoires du système doivent pointer vers cette surface figure 2.9.

Figure 2.9 Attractivité de la surface
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Ainsi, une fois la surface intersectée, les trajectoires restent dans un ε−voisinage de S, et

on dit que le régime glissant est idéal si on a exactement s(t, x) = 0.

La condition (2.29) est plus souvent rencontrée sous la forme :

sṡ < 0 (2.30)

et est appelée condition d’attractivité.

La commande u est construite de façon à ce que les trajectoires du système soient amenées

vers la surface de glissement et soient ensuite maintenues dans un voisinage de celle-ci. u est

une loi de commande variable définie comme suit :

u =

 u+(x) si s(t, x) > 0

u−(x) si s(t, x) < 0
, u+ 6= u− (2.31)

u+ et u− étant des fonctions continues. Il est à noter que c’est ce caractère discontinu de la

loi de commande qui permet d’obtenir une convergence en temps fini sur la surface ainsi que

des propriété de robustesse vis-à-vis de certaines perturbations.

Un exemple de commande classique par mode glissant qui assure la convergence vers la

surface s = 0 en temps fini est comme suit :

si pour le système non linéaire (2.13) de degré relatif r, on a : |LgL
r−1
f | > K > 0, Lr

f < M <∞

alors il existe λ > 0 tel que la commande [8] :

u = −sign(LgL
r−1
f )λsign(s) (2.32)

assure la convergence de s à 0 en temps fini.

Remarque 2.10. Souvent, on considère que Lgh est positif, dans ce cas il est suffisant de

prendre

u = −λsign(s) (2.33)

dans le cas contraire, il est plus correct de considérer l’expression (2.32).

2.2.5.2 Convergence en temps fini

Lorsque d’une part, la commande est choisie de la forme (2.32) ou plus simplement de

la forme (2.33), et de l’autre, les conditions précendentes pour borner certaines fonctions

sont vérifiées alors la convergence en temps fini est assurée. Nous essayerons de démontrer

ce résultat à travers un exemple.
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Exemple 2.1. Soit le système très simple suivant :

ẋ = b+ u (2.34)

u = −λsign(x− xd)

avec xd l’état désiré, s = x−xd la surface de glissement et λ > |b|+sup|ẋd|, alors x converge

vers xd en temps fini et reste sur la surface x = xd.

preuve 1.

s = x− xd

ṡ = b− λsign(s)− ẋd

soit la fonction de Lyapunov : V = s2

2
, dans ce cas :

V̇ = s(b− λsign(s)− ẋd)

si λ > |b|+ sup|ẋd| alors V̇ < 0

ainsi, la convergence est démontrée, il reste maintenant à démontrer qu’elle se fait en

temps fini.

Pour V̇ < 0, il existe un K tel que V̇ < −K|s|.

V = s2

2
⇒ |s| =

√
2V d’où V̇ < −

√
2K

√
V ,

posons : K1 = −
√

2K ⇒ V̇ < −K1

√
V prenons le pire cas où le temps maximum de

convergence sera le cas limite : V̇ = −K1

√
V

La résolution de cette équation conduit à :

V −1/2dV = −K1dt

2V 1/2 = −K1t+ V0

V (t) = (
−K1t+ V0

2
)2

Le temps à partir du quel V (t) = 0 correspond à : t = V0

K1
et qui est de toute évidence fini
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2.2.5.3 Phénomène de réticence

Dans la pratique, un régime glissant idéal n’existe pas étant donné que cela impliquerait

que la commande puisse commuter avec une fréquence infinie. Il survient alors un problème

de chattering qui fait que nous n’avons plus s(t, x) = 0 mais ‖s(t, x)‖ < ∆ à partir de t > t0

où t0 est le temps de convergence et ∆ une constante représentant le maximum des variations

le long de la trajectoire idéale s = 0. Ce maximum dépend du ”slew rate” des composantes in-

tervenant de l’injection de l’entrée u dans le système, de l’usure et de la sensibilité aux bruits

des actionneurs dans le cas d’une commande analogigue limitant ainsi la vitesse de variation

entre u+ et u− figure 2.10. Dans le cas numérique, la vitesse de commutation est limitée par la

prise de données qui est contrainte par la période d’échantillonnage et le temps de calcul [17].

Figure 2.10 Phénomène de chattering

Ce phénomène constitue un désavantage non négligeable car, même s’il est possible de le

filtrer en sortie du processus, il est suceptible d’exciter des modes à hautes fréquences qui

n’ont pas été pris en compte dans le modèle du système. Ceci peut dégrader les performances

et même conduire à l’instabilité [67].

La réticence implique aussi d’importantes sollicitations mécaniques au niveau des action-

neurs, pouvant provoquer leur usure rapide, ainsi que des pertes énergitiques non négligeables

au niveau des circuits de puissance électrique. De nombreuses études ont été éffectuées dans

le but de réduire ce phénomène. L’une d’entre elles consiste à remplacer la fonction signe

par des fonctions de saturations figure 2.11 :

sat(s) =

 s
ε

si |s| ≤ ε

sign(s) si |s| > ε
(2.35)

ou des fonctions sigmoides telles que tan(s) ou arctan(s) figure 2.12.
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Figure 2.11 Fonction de saturation

Figure 2.12 Fonction sigmoide

Néanmoins, il a été prouvé, que pour passer outre ce phénomène de chattering, la meilleure

solution est de considérer des modes glissants d’ordre supérieur tels que l’algorithme du twis-

ting ou super twisting [54, 130].

Dans ce travail, et en appliquant une certaine commande, nous avons rencontré des

problèmes de singularités qui se heurtaient à la possibilité de rendre nos lois de commande

globalement asymptotiquement stabilisantes. Pour résoudre ce problème, nous avons eu re-

cours aux systèmes à commutations nous permettant de ”switcher” à travers ces singularités

[175].

Aussi, nous voyons nécessaire de présenter de manière très brève cette technique de com-

mande.

2.2.6 Technique de commande basée sur la commutation entre
plusieurs contrôleurs

Les techniques de commande basées sur la commutation entre différents contrôleurs ont

fait l’objet d’applications intensives ces dernières années.

L’importance de telles méthodes provient de l’existence de systèmes qui ne peuvent pas être

stabilisable par un seul contrôleur. En effet, une large gamme de systèmes dynamiques est
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modélisée par une famille de sous systèmes continus et une loi logique orchestrant les com-

muations entre ces sous systèmes figure 2.13

Figure 2.13 Architecture des multi contrôleurs

De ce fait, les systèmes à commutations apparaissent comme un concept rigoureux pour

étudier les systèmes complexes, même si leurs propriétés théoriques sont toujours le sujet de

recherches intenses.

2.3 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à présenter les aspects théoriques sur la stabilité et le contrôle

des systèmes non linéaires et des systèmes à commutations. Il n’existe pas de méthodologie

générale pour la conception d’un contrôleur non linéaire à l’inverse des systèmes linéaires.

Selon la classe des systèmes non linéaires, certaines approches sont plus adaptées que d’autres.

Aussi, nous avons essayé d’expliquer de façon simple le principe de quelques techniques de

commande dédiées au contrôle non linéaire et qui sont en relation avec notre travail, le but

étant d’utiliser certaines d’entres elles pour la stabilisation des systèmes mécanique sous

actionnés. La définition, l’étude des propriétés et des exemples de ces systèmes constituent

le contenu du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Les systèmes mécaniques sous actionnés

”...Happy families are all alike, every unhappy family is unhappy in its own way.”

Léon Tolstöı, Anna Karénine.

Lorsqu’on s’intéresse à commander des systèmes dont les dynamiques non linéaires ne

peuvent être négligées, il est bien connu, en tout cas depuis Poincaré, que ces systèmes

non linéaires présentent des comportements extrêmement complexes de sorte qu’une seule

théorie de contrôle ne peut être appliquée. Aussi, il est nécessaire de préciser d’une façon

ou d’une autre, la classe des systèmes à laquelle on s’intérêsse. Il se trouve que, les modèles

représentant la classe à laquelle nous nous sommes intérêssés, celle des SMSA pour les rai-

sons enumérées en introduction, découlent souvent du formalisme de Lagrange. Ainsi, nous

consacrons la première partie de ce chapitre à la présentation des systèmes Lagrangiens, nous

expliquons ensuite le concept de sous actionnement et donnons la définition des contraintes

non holonomes en précisant les nuances qui existent entre le sous actionnement et la non

holonomie. Par la suite, nous démontrons pourquoi le contrôle des SMSA représente des défis

théoriques importants jusqu’à être parfois des problèmes encore ouverts. La fin de ce chapitre

est quant à elle réservée à la présentation des modèles de quelques SMSA.

3.1 Systèmes Lagrangiens

Un système Lagrangien est un système dont le comportement est décrit par les équations

d’Euler-Lagrange représentées par un ensemble d’équation différentielles ordinaires non liné-

aires. Le formalisme de modélisation, utilisant ces équations est dit de Lagrange et représente

un outil mathématique puissant basé sur la méthode varitionnelle pour la modélisation
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d’une large classe de systèmes physiques : en particulier les systèmes mécaniques. D’ex-

cellentes présentations sur la modélisation variationnelle des systèmes mécaniques et électro-

mécaniques se trouvent respectivement dans les ouvrages de [55, 57] et [110, 188].

Les systèmes sous actionnés étant à la base des systèmes mécaniques, leurs modélisations

peut se faire au moyen des équations d’Euler-Lagrange. Ces équations, pour un système de

n degrés de liberté sont données par :

d

dt

∂L(q, q̇)

∂
.
q

− ∂L(q, q̇)

∂q
= F (q)u (3.1)

où q ∈ Q repésente le vecteur de configuration appartenant à une variété de configuration

n−dimentionnelle, u ∈ Rm et F (q) = (f1(q), ..., fm(q)) la matrice des forces extérieures.

L(q,
.
q) est le Lagrangien associé au système considéré défini par la différence entre l’énergie

cinétique et l’énergie potentielle du système :

L(q,
.
q) = K − V =

1

2

.
q

T
M(q)

.
q − V (q)

oùK est l’énergie cinétique, V l’énergie potentielle etM(q) la matrice d’inertie symétrique

et définie positive.

L’avantage de ce formalisme est que la forme des équations d’Euler-Lagrange est inva-

riante, de plus, ce formalisme permet d’obtenir directement les équations d’évolution des

systèmes mécaniques en fonction des forces appliquées.

Moyennant ces équations, les équations du mouvement d’un système mécanique donné peuvent

être déduites comme suit :∑
j

mkj(q)q̈j +
∑
i,j

Γk
ij q̇iq̇j + gk(q) = eT

kF (q)u, k = 1, . . . , n

où ek est la kieme base standard dans Rn, gk(q) = ∂qkV (q) et Γk
ij les symboles de Christoffel

définis par :

Γk
ij =

1

2
(
∂mkj(q)

∂qi
+
∂mki(q)

∂qj
− ∂mij(q)

∂qk
)

Sous forme vectorielle, on peut écrire :

M(q)
..
q + C(q,

.
q)

.
q +G(q) = F (q)u (3.2)

cij =
∑n

k=1 Γi
kj q̇k est un élément de C(q,

.
q). Le terme C(q,

.
q)

.
q contient deux types de termes

contenant
.
qi

.
qj appellés termes Centrifuge (i = j) et termes Coriolis (i 6= j) et G(q) contient
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le terme de gravité (pour plus de détails et pour des exemples, consulter [161]).

La matrice définie par S0 =
.

M(q) − 2C(q,
.
q) est une matrice antisymétrique, ce qui nous

permet d’avoir
.

M(q) = C(q,
.
q)+CT (q,

.
q). En prenant en compte cette propriété et le fait que

M(q) soit une matrice symétrique et définie positive, on peut introduire la transformation

de Legendre définie par :

p =
∂L

∂
.
q

= M(q)
.
q

Dans ce cas, les dynamiques (3.2) peuvent être réecrites sous la forme canonique suivante :
.
q = M−1(q)p
.
p = −G(q) + C̃T (q, p)M−1(q)p+ F (q)u

(3.3)

où C̃T (q, p) = C(q,M−1p).

(3.3) est dite forme normale de Legendre pour un système mécanique. En définissant les

variables x1 = q, x2 = p, (3.3) peut être réecrite sous la forme suivante : ẋ1 = M−1(x1)x2

ẋ2 = −G(x1) + xT
2Q(x1)x2 + F (x1)u

(3.4)

ou encore de façon concaténée :
.
x = f(x) + g(x)u (3.5)

Remarque 3.1. Pour les systèmes mécaniques, les équations (3.2) et (3.3) sont deux repré-

sentations équivalentes. Cependant, la forme normale de Legendre est une équation diffé

rentielle ordinaire du premier ordre alors que (3.2) est du second ordre. De plus, un système

mécanique écrit sous la forme (3.5) appartient à la classe des systèmes non linéaire affine

en la commande où plusieurs méthodes analytiques pour l’analyse de la commandabilité et

de l’observabilité et même pour la conception de lois de commande sont disponibles.

3.2 Systèmes mécaniques complètement actionnés

Considérons le système mécanique décrit par (3.1). On appelle (3.1) un système mécanique

complètement actionné si m = rang(F (q)) = n c’est-à-dire F (q) est une matrice inver-

sible. Pour les systèmes complètement actionnés le nombre d’entrée de commande est égal

à la dimension de leurs espaces de configuration. Par conséquent, les systèmes mécaniques

complètement actionnés sont linéarisables par feedback et ne possèdent pas une dynamique

de zéro, ceci peut être démontré par l’application du contrôle suivant :

u = F (q)−1(M(q)v + C(q,
.
q)

.
q +G(q))
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en redéfinissant les variables x1 = q, x2 =
.
q on obtient :

.
x1 = x2

.
x2 = v

qui représente clairement un système en (vecteur) double intégrateurs, c’est pourquoi

la plupart des problèmes mécaniques complètement actionnés peuvent être réduit à des

problèmes équivalents pour des systèmes linéaires.

3.3 Systèmes mécaniques sous actionnés

Un système mécanique contrôlé associé au vecteur de configuration q ∈ Q et au lagrangien

L(q,
.
q) satisfaisant les équations d’Euler-Lagrange (3.1) est appelé un système mécanique

sous actionné si m = rang(F (q)) < n = dim(q). En d’autres termes, les systèmes sous

actionnés sont des systèmes mécaniques avec moins d’entrées de commande indépendantes

que de degrés de liberté à contrôler de sorte que les entrées généralisées ne peuvent pas

commander les accélérations instantanées dans toutes les directions [58, 187].

Un système mécanique peut être sous actionné de plusieurs façons, la plus évidente est celle

due à la dynamique du système associé par exemples : avions, hélicoptères, bateaux, sous-

marins, systèmes de locomotion sans roues ; ou encore par conception dans le but de réduire le

poids de certaines applications pratiques telles que les satellites et les robots à articulations

flexibles. Le sous actionnement peut provenir aussi d’une panne d’actionneur en cours de

fonctionnement ou encore imposé artificiellement pour générer des systèmes complexes pour

un ordre pas très élevé, c’est le cas du fameux pendule inversé, de l’Acrobot, du Pendubot,

du Tora, de la bille sur rail et bien d’autres (tous ces systèmes seront présentés à la fin de

ce chapitre).

Pour certains systèmes sous actionnés, le manque d’actionneurs est souvent interprété comme

des contraintes sur l’accélération c’est à dire comme des contraintes non holonomes du second

ordre.

3.4 Systèmes mécaniques non holonomes

Un système mécanique avec des contraintes non holonomes1 du premier ordre est un

système Lagrangien contenant m contraintes de vitesse (m < n)

W T (q)
.
q = 0 avec W matrice (n×m)

1holonome (holonomic) : mot Grec qui signifie ’whole’,’integer’
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non intégrables (c’est-à-dire @ ϕ(t)/
.
ϕ = W T (q)

.
q). Ces systèmes sont caractérisés par

l’existence de contraintes cinématiques non intégrables, les systèmes de type unicycle figure

3.1, tels que les robots mobiles à roues, les véhécules à roues et les véhicules à remorques

constituent les exemples les plus répandus.

Figure 3.1 Système de type unicycle.

D’après [119, 189] : lorsque un système mécanique est soumis à des contraintes non

holonomes du premier ordre (contraintes de vitesse), sa dynamique peut s’écrire sous la

forme

M(q)
..
q +N(q,

.
q) = W (q)λ+ F (q)u

W T (q)
.
q = 0

où λ ∈ Rm vecteur des multiplicateurs de Lagrange ; le terme W (q)λ peut être considéré

comme la force nécessaire pour maintenir les contraintes.

La littérature sur les systèmes non holonomes est extrêment vaste, le lecteur pourra trouver

dans [87] une excellente étude sur ce domaine, on pourra aussi voir [14, 187] pour un exposé

plus rapide des concepts clés sur les types de commande des systèmes non holonomes et des

problèmes liés à la cinématique de ces systèmes.

Contrairement aux systèmes non holonomes avec des contraintes du premier ordre (ou de

vitesse), largement traitées en littérature, les systèmes mécaniques sous actionnés sont vus

par plusieurs chercheurs [15, 47, 58, 125, 123, 138] comme des systèmes non holonomes avec

des contraintes du second ordre (ou d’accélération). D’après ces auteurs, pour un système

sous actionné où les variables de configurations peuvent être partitionnées, sans perte de

généralités, en q = (q1, q2), q1 ∈ Rm, q2 ∈ Rn−m et si F (q) = (Im, 0)T , les équations d’Euler-

Lagrange sont données par :

m11(q)
..
q +m12(q)

..
q +N1(q, q̇) = F (q)u

m21(q)
..
q +m22(q)

..
q +N2(q, q̇) = 0

(3.6)
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où Ni(q, q̇) regroupent les termes centrifuges, coriolis et de gravité.

La deuxième équation de (3.6) représente la partie sous actionnée sous forme de contraintes

du second ordre, généralement non intégrables. Dans ce cas, les contraintes se situent non

pas au niveau de la cinématique, mais au niveau de la dynamique, du fait que le nombre

d’actionneurs indépendants est inférieur au nombre de degrés de liberté.

Les exemples les plus répandus de tels systèmes sont les véhicules marins et sous-marins, les

véhicules et robots d’espace et les manipulateurs sous actionnés.

Oriolo et Nakamura dans [125] donnent les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un

SMSA contienne des contraintes non holonomes de second ordre ou de premier ordre ou tout

simplement des contraintes holonomes.

3.5 Sous actionnement et non holonomie

La commande des véhicules non holonomes et des véhicules sous actionnés fait générale-

ment l’objet d’études distinctes. Ceci est en partie justifié par la différence de structure

des modèles associés. Pour les systèmes non holonomes, la difficulté (du point de vue de

l’automaticien) se situe au niveau du modèle cinématique, alors qu’elle est liée à la dynamique

pour les systèmes sous actionnés. Cette distinction implique également une hiérarchie en

ce qui concerne la difficulté à synthétiser des lois de commande : alors que des méthodes

assez générales ont été proposées pour la commande des systèmes non holonomes (et plus

généralement des systèmes de commande non linéaires ), les systèmes sous actionnés ont

jusquà présent été étudiés au cas par cas, en raison de la difficulté à mettre en évidence des

propriétés structurelles suffisamment générales et exploitables pour la synthèse.

La relation générale entre les systèmes non holonomes et les systèmes sous actionnés n’est

pas complètement établie, malgré cela, ces deux classes de systèmes possèdent de nombreux

points communs, rarement explicités, dont la compréhension peut permettre de progresser

vers un traitement unifié des problèmes de commande. Le lecteur pourra trouver dans le

travail de Jarzebowska [79] une excellente étude comparative et classificative des contraintes

non holonomes du premier ordre qualifiées selon l’auteur de contraintes matérielles et des

contraintes non holonomes du second ordre dues au sous actionnement qualifiées selon le

même auteur de contraintes non matérielles.
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Remarque 3.2. . Lorsqu’un SMSA contient des contraintes non holonomes du premier

ordre, une pratique commune pour le contrôle de ces systèmes est de les transformer

en une forme canonique pour laquelle la conception de commande semble plus simple.

Cette forme canonique est dite forme châınée (3.7) [87, 116, 117].

ξ̇1 = u1 (3.7)

ξ̇2 = u2

ξ̇3 = ξ2u1

Les systèmes pouvant se mettre sous cette forme sont par exemples : les robots mobiles

et les véhicules remorqueurs qui tirent plusieurs wagons.

Par contre, lorsqu’un SMSA contient des contraintes non holonomes du second ordre,

certains proposent de transformer ces systèmes en des formes châınées du second ordre

(3.8) [2]

ξ̈1 = u1 (3.8)

ξ̈2 = u2

ξ̈3 = ξ2u1

Alors que les systèmes châınés du premier ordre peuvent avoir une dimension plus

élevée que dans (3.7), les systèmes châınés du second ordre n’excedent pas une dimen-

sion 3, de plus, ces derniers sont connus pour être plus difficiles à commander que les

premiers.

. Certains automaticiens préfèrent utiliser le terme contraintes de sous actionnement

du second ordre plutôt que containtes non holonomes du second ordre en argumentant

le fait que lorsqu’un SMSA est augmenté des actionneurs manquants, il devient un

système complètement actionné et pourra fonctionner de façon correcte alors que s’il

est sujet à des contraintes non holonomes, le fait de rajouter des actionneurs ne pourra

toujours pas résoudre par exemple un probème de déplacement dans un certain sens !

par exemple, pour se débarasser de ces contraintes dans une voiture il faudrait rajouter

des roues, or cela va causer un changement de la cinématique du système qui implique
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le changement du modèle initial.

. La défintion générale des SMSA possède certaines limitations et pour preuve supposons

qu’un système sous actionné possède une contrainte non holonome du premier ordre.

Par exemple considérons le robot mobile de la figure 3.1 de coordonnées généralisées

(x, y, θ) représenté par les équations :

ẋ = vcosθ (3.9)

ẏ = vsinθ

θ̇ = u

soumis aux entrées v : vitesse de déplacement et u : vitesse angulaire. Ce système est

soumis à une contrainte de vitesse non intégrable donnée par :

ẋsinθ − ẏvcosθ = 0.

Ce système avec 3 degrés de liberté et 2 entrées est bien un système sous actionné. Or

du moment que ce système possède une contrainte de vitesse empêchant le déplacement

dans le sens latéral, il s’en suit qu’en fin de compte, il n’est possible de commander

que 2 degrés de liberté tout en disposant toujours de 2 entrées ; aussi, dans un certain

sens, c’est comme si ce système est complètement actionné !

Quelle que soit la cause et la conséquence du sous actionnement, en raison de leurs larges

applications, le contrôle de ces systèmes est extrêment important ; cependant, la restriction

sur le nombre de contrôle génère des difficultés principales dans la conception de commande.

3.6 Problématiques associées aux SMSA

La classe des SMSA est riche en même temps en applications et en problèmes de contrôle.

Effectivement, aux problèmes liés au caractère non linéaire de ces systèmes, s’ajoute ce-

lui du sous actionnement, cela a attiré l’attention des automaticiens et évidemment des

matématiciens.

Contrairement aux systèmes complètement actionnés où un certains nombre de résultats

de contrôle ont été développés pouvant être appliqués à des classes entières parce que ces
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systèmes possèdent un certains nombre de propriétés qui facilitent la synthèse de commande

telles que la linéarisabilité par feedback, la passivité, la matching condition et la linéarisabilité

par rapport aux paramètres, très peu de résultats sont valables pour une classe entière de

systèmes sous actionnés car une ou plusieurs des propriétés précédentes ne sont plus va-

lables ! De plus, d’autres propriétés indésirables telles qu’un degré relatif non déterminé ou

un comportement à non minimum de phase se manifestent.

D’autre part, plusieurs SMSA présentent une obstruction structurelle à l’existence de

commandes stabilisantes lisses et invariantes dans le temps car, ils ne satisfont pas la célèbre

condition nécessaire de Brockett [22] : une des contributions les plus marquantes dans ce

domaine et qui sera présentée par la suite. Typiquement, une première indication de cette

obstruction découle du fait que la linéarisation de ces systèmes autour de n’importe quel point

d’équilibre est non commandable (en particulier en absence des termes de gravité). Ainsi,

de fausses conclusions sur la commandabilité du système non linéaire peuvent être tirées.

Dans ce cas, la procédure que proposent certains pour éviter cette difficulté est d’atteindre

la stabilisation en utilisant une commande discontinue ou variable dans le temps [11, 35, 109,

115, 134, 140, 156, 143]. Par contre, en présence de termes potentiels, une stabilisation locale

et exponentielle par un feedback régulier, continu et invariant est évidemment possible.

Remarque 3.3. Pour les systèmes linéaires, la commandabilité implique la stabilisabilité

du système. Ceci n’est pas vrai pour les systèmes non linéaires. Le théorème de Brockett [22]

donne une condition nécessaire sur la stabilité des systèmes non linéaire par une loi de

commande continue.

Théorème 3.1. Considérons le système donné par :

ẋ = f(x, u) (3.10)

avec f(0, 0) = 0 et f(., .) est définie continue dans un voisinage de l’origine. Une condition

nécessaire pour l’existence d’une commande continue invariante dans le temps et qui rend

l’origine asymptotiquement stable est :

(i) Le système linéarisé autour de l’origine est stabilisable.

(ii) Il existe un voisinage V de l’origine tel que pour chaque ζ ∈ V , il existe un contrôle

uζ(.) défini sur [0,∞[ tel que ce contrôle amène la solution de ẋ = f(x, u) de x = ζ en

t = 0 vers x = 0 en t = ∞.
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(iii) L’application γ : A × Rm → Rn définie par γ : (x, u) 7→ f(x, u) doit être surjective

dans un voisinage de l’origine.

La première condition représente la condition de rang d’un système linéaire. À noter que

dans le cas linéaire, la condition de rang est nécessaire et suffisante pour la commandabilité

et l’existence d’une loi de contrôle continue et différentiable pour le contrôle des systèmes

linéaires ẋ = Ax+Bu.

La deuxième condition représente la propriété de commandabilité dans la cas non linéaire.

Cette condition n’est pas suffisante pour déterminer une loi de contrôle avec une certaine

régularité. En général, on a besoin de satisfaire plus que la condition de commandabilité,

d’où le besoin d’introduire la condition (iii) qui correspond à la condition nécessaire de ce

théorème.

La troisième condition implique que l’application doit être localement surjective ou que

l’image de l’application (x, u) 7→ f(x, u), pour x et u arbitrairement proche de 0, doit contenir

un voisinage de l’origine.

Pour clarifier cette situation, considérons l’exemple suivant :

ẋ = u = ε1

ẏ = v = ε2

ż = yu− xv = ε3

Existe t-il un contrôle continu (u, v) = (u(x, y, z), v(x, y, z)) qui rend l’origine du système

précédent asymptotiquement stable ?

La troisième condition de Brockett signifie que le système doit contenir une solution (x, y, z, u, v)

pour chaque εi(i = 1, 2, 3) dans un voisinage de l’origine. Ce n’est pas le cas ici, puisque le

système n’a pas de solution pour ε3 6= 0 et ε1 = 0, ε2 = 0.

Contrairement à l’exemple précédent, l’exemple suivant satisfait la troisième condition

ẋ = u = ε1

ẏ = v = ε2

ż = xy = ε3

Ainsi, pour cet exemple particulier, il existe une loi de contrôle continue stabilisant asymp-

totiquement l’origine.
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En résumé, les SMSA ne sont pas linéarisables complètement par feedback, par conséquent

ne sont pas découplables, la commandabilité de ces systèmes est difficile à démontrer, et

combien même ils sont commandables ceci n’implique pas qu’ils le sont avec des commandes

lisses et continues, de plus, le manque de propiétés communes et générales a fait que, souvent,

ces systèmes sont étudiés au cas par cas.

Toutes ces difficultés de commande suggèrent que l’objectif de stabilisation asymptotique

est sans doute trop contraignant pour la commande des SMSA. Néanmoins, une propriété

intéressante valable pour tous ces systèmes est celle de la possibilité d’une linéarisation

partielle par feedback. Cette propriété est due à Spong [158], et représente une conséquence

de la définie positivité de la matrice d’inertie. Cette linéarisation peut être localisée ou non

localisée en fonction de l’actionnement ou non des variables linéarisées.

3.7 Linéarisation partielle par feedback

Reprenons le modèle d’un SMSA donné par :

M(q)
..
q + C(q,

.
q)

.
q +G(q) = F (q)τ

où τ ∈ Rm est le contrôle et F (q) ∈ Rn×m une matrice non carrée des forces extérieures avec

m < n.

Supposons que F (q) = [0, Im]T , alors le vecteur de configuration peut être partitionné en

q = (q1, q2) ∈ Rn−m × Rm, où q1 représente le vecteur de configuration non actionné et q2

représente le vecteur de configuration actionné respectivement. En fonction de cette partition,

la matrice d’inertie et le modèle du SMSA prennent la forme suivante : m11(q) m12(q)

m21(q) m22(q)

 ..
q1

..
q2

 +

 N1(q,
.
q)

N2(q,
.
q)

 =

 0

τ

 (3.11)

À cause du manque de contrôle dans la première équation de (3.11), il n’est pas possible de

linéariser complètement ce système par un changement de contrôle. Par contre, il est possible

de linéariser partiellenment ce système telle que la dynamique de q2 soit transformée en un

double intégrateur.

3.7.1 Linéarisation partielle localisée

Lorsque la dynamique actionnée est q2, la procédure de linéarisation de cette dyna-

mique s’appelle “collocated partial feedback linearization” . D’une manière équivalente, cette
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linéarisation peut être considérée comme une linéarisation entrée-sortie par rapport à la sor-

tie y = q2. Spong a montré que tous les systèmes sous actionnés de la forme (3.11) peuvent

être partiellement linearisés en utilisant un changement de contrôle.

Proposition 3.1. Il existe un changement de contrôle global et inversible sous la forme

τ = α(q)u+ β(q,
.
q) qui linéarise partiellement la dynamique de (3.11) :

.
q1 = p1

.
p1 = f0(q, p) + g0(q)u
.
q2 = p2

.
p2 = u

(3.12)

où α(q) est une matrice symétrique (m×m) définie positive et g0(q) = −m−1
11 (q)m12(q)

preuve 2. De la première ligne de (3.11) nous avons

..
q1 = −m−1

11 (q)N1(q,
.
q)−m−1

11 (q)m12(q)
..
q2

ce qui donne l’expression de g0(q), en remplaçant cette équation dans la deuxième ligne

de (3.11), on obtient :

(m22(q)−m21(q)m
−1
11 (q)m12(q))

..
q2 +N2(q,

.
q)−m21(q)m

−1
11 (q)N1(q,

.
q) = τ

La preuve est établit en définissant :

α(q) = (m22(q)−m21(q)m
−1
11 (q)m12(q))

β(q,
.
q) = N2(q,

.
q)−m21(q)m

−1
11 (q)N1(q,

.
q)

et en observant que α(q) est symétrique définie positive.

3.7.2 Linéarisation partielle non localisée

Dans cette section, nous présentons la procédure de linéarisation partielle qui linéarise la

dynamique de la configuration non actionnée. Cette linéarisation est possible si le nombre

d’entrée de commande est supérieur ou égal au nombre des variables de configuration non

actionnées, cette procédure est appellée “noncollocated partial feedback linearization”.

Considérons le système sous actionné suivant :
m00(q) m01(q) m02(q)

m10(q) m11(q) m12(q)

m20(q) m21(q) m22(q)




..
q0

..
q1

..
q2

 +


N0(q,

.
q)

N1(q,
.
q)

N2(q,
.
q)

 =


τ0

τ1

0

 (3.13)

où q = (q0, q1, q2) ∈ Rn0 × Rn1 × Rn2 avec n1 = n2 = m et n0 = n− 2m ≥ 0.
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Proposition 3.2. considérons le système sous actionné (3.13), il existe un changement de

contrôle sous la forme τ = α1(q)u + β1(q,
.
q) qui linéarise partiellement la dynamique de

(3.13) dans l’ensemble U = {q ∈ Rn/ det(m21(q) 6= 0)}

.
q0 = p0

.
p0 = u0

.
q1 = p1

.
p1 = f0(q, p) + g0(q)u0 + g2(q)u2

.
q2 = p2

.
p2 = u2

où τ = (τ0, τ1) , u = (u0, u1) et u1 = α0(q)u0 + α2(q)u2 + β2(q,
.
q) avec

f0(q, p) = −m−1
21 (q)N2(q,

.
q)

g0(q) = −m−1
21 (q)m20(q)

g2(q) = −m−1
21 (q)m22(q)

La preuve est basée sur celle de linéarisation partielle localisée, et pour plus de détails,

voir [158].

3.7.3 Linéarisation partielle sous des entrées couplées

Considérons le système sous actionné (3.1) avec le vecteur de configuration q ∈ Rn et le

contrôle τ ∈ Rm et rang F (q) = m < n. F (q) peut être écrit comme :

F (q) =

 F1(q)

F2(q)


tel que F2(q) est une matrice (m ×m) inversible et q peut être décomposé en (q1, q2) ∈

R(n−m)×Rm. La définition des entrées couplées implique que F1(q) 6= 0 pour tout q. Dans la

suite, nous présentons les conditions permettant la linéarisation partielle pour le cas de ces

systèmes sous actionnés.

Proposition 3.3. considérons le système sous actionné avec des entrées couplées c’est-à-dire

(F1(q) 6= 0, det(F2(q)) 6= 0 pour tout q) m11(q) m12(q)

m21(q) m22(q)

 ..
q1

..
q2

 +

 N1(q,
.
q)

N2(q,
.
q)

 =

 F1(q)

F2(q)

 τ (3.14)
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et supposons que la matrice Λ(q) = F2(q) −m21(q)m
−1
11 (q)F1(q) est inversible pour tout

q alors, il existe un changement de contrôle τ = α(q)u + β(q,
.
q) qui linéarise partiellement

(3.14) sous la forme
.
q1 = p1

.
p1 = f0(q, p) + g0(q)u
.
q2 = p2

.
p2 = u

où

α(q) = Λ−1(q)
[
m22(q)−m21(q)m

−1
11 (q)m12(q)

]
β(q,

.
q) = Λ−1(q)

[
N2(q,

.
q)−m21(q)m

−1
11 (q)N1(q,

.
q)

]
f0(q, p) = m−1

11 (q) [F1(q)β(q,
.
q)−N1(q,

.
q)]

g0(q) = m−1
11 (q) [F1(q)α(q)−m12(q)]

Remarque 3.4.

. Pour plus de détails sur la démonstration de ces deux dernières propositions, consulter[123]

et [158].

. La procédure de la linéarisation partielle dans la proposition (3.3) est particulièrement

utilisée pour les systèmes sous actionnés autonomes à six degrés de liberté tels que les

avions et les hélicoptères.

Une autre propriété intéressante présente dans plusieurs SMSA est celle de la symétrie.

Nous définissons dans la partie suivante les différentes notions de symétrie en relation avec

les systèmes Lagrangiens.

3.8 La symétrie en mécanique

Un Lagrangien L(q,
.
q) est symétrique par rapport à la configuration de variable qi si et

seulement si :
∂L

∂qi
= 0, i ∈ {1, ..., n}

Plusieurs systèmes sous actionnés possèdent certaines propriétés de symétrie, par exemple

le Lagrangien de l’hélicoptère ou du satellite est indépendant de leur position, ceci donne

lieu à la symétrie (l’invariance du Lagrangien).

Notons pi le ieme moment généralisé définit par

pi =
∂L

∂
.
qi
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et considérons l’équation du mouvement d’Euler-Lagrange inactionnée

d

dt

∂L

∂
.
qi

− ∂L

∂qi
= 0

Une conséquence immédiate de la symétrie du Lagrangien par rapport à qi est la conser-

vation du ieme moment généralisé (
.
pi = 0) et vice versa.

L’équation
.
pi = 0 est équivalente à des contraintes du premier ordre

W T (q)
.
q = pi(0)

où W (q) = (mi1(q), ...,min(q))T est la ieme ligne de la matrice d’inertie M(q). Si cette

contrainte est non intégrable, l’analyse du système se réduit à l’analyse d’un système mécanique

avec des contraintes non holonomes du premier ordre, donc, l’existence de la symétrie donne

lieu à des contraintes de vitesse holonome/non holonome pour les systèmes mécaniques.

Dans ce travail, nous employons une notion différente de symétrie appelée symétrie

cinétique par rapport à qi c’est-à-dire

∂K

∂qi
= 0

Par définition, un système mécanique dont la matrice d’inertie est indépendante d’un

ensemble de variables de configuration possède une symétrie cinétique par rapport à ces va-

riables. Nous appelons ce sous ensemble les variables externes et son complément les variables

de forme (les variables qui apparaissent dans la matrice d’inertie). La symétrie cinétique est

équivalente à la symétrie classique en l’absence d’énergie potentielle.

La dernière partie de ce chapitre est réservée à la présentation de quelques modèles de

SMSA obtenus par le formalisme de Lagrange.

3.9 Exemples des systèmes mécaniques sous actionnés

Dans cette section, nous allons donner quelques modèles de systèmes mécaniques sous ac-

tionnés, représentant pour la majorité d’entre eux des benchmarks du contrôle non linéaires.

Ces exemples incluent le chariot-pendule inversé, la masse glissante sur un chariot, le Tora

(translational oscillator rotational actuator), l’Acrobot et le Pendubot et la bille sur rail.

Chaque exemple abordé sera brièvement introduit et rapidement modélisé.
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3.9.1 Chariot-pendule inversé

Figure 3.2 Le chariot pendule inverse.

Le pendule inversé est sans doute, l’une des expériences de laboratoire les plus populaires

utilisée pour illustrer des techniques non linéaires de commande.

Le système chariot-pendule inversé représenté par la figure (3.2) est un système mécanique

sous actionné constitué d’un chariot pouvant se déplacer sur une surface plane et d’un pen-

dule connecté à travers une charnière sur le chariot, le tout est commandé par un moteur

électrique. La nécessité de commander q1 et q2 avec un seul contrôle τ classe ce système dans

la catégorie des systèmes mécaniques sous actionnés.

La matrice d’inertie M(q) et l’énergie potentielle V (q) sont données par :

M(q) =

 m1 +m2 m2l2 cos q2

m2l2 cos q2 m2l
2
2 + I2

 et V (q) = m2gl2 cos q2

où m1 masse du chariot et m2, l2, I2 sont la masse, longueur du centre de masse et l’inertie

du pendule respectivement. Le système chariot pendule inversé a fait l’objet de plusieurs tests

de commande en même temps linéaires et non linéaires.

3.9.2 Masse glissante sur chariot

Figure 3.3 La masse glissante sur chariot.
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Soit le système représenté par la figure 3.3 et supposons qu’il existe un frottement B

(éventuellement non linéaire) entre la masse m et le chariot de masse M , notons x1 la

position de la masse m par rapport au chariot et x2 la position du chariot. Les équations du

mouvement sont données par :

m
..
x1 −B(

.
x1 −

.
x2) = 0

M
..
x2 +B(

.
x1 −

.
x2) = τ

3.9.3 Système Tora

Figure 3.4 Tora système.

Le système Tora2 représenté par la figure 3.4 se compose d’une plateforme d’oscilla-

tion commandée par l’intermédiaire d’une masse excentrique. La matrice d’inertie M(q) et

l’énergie potentielle V (q) sont données par :

M(q) =

 m1 +m2 m2r cos q2

m2r cos q2 m2r
2 + I2

 et V (q) =
1

2
k1q

2
1 +m2gr cos q2

3.9.4 Acrobot et Pendubot

Figure 3.5 L’Acrobot et le Pendubot.

2Translational Oscillator Rotational Actuator
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Considérons un robot à deux bras avec un seul actionneur, la mise en action d’une variable

(c’est-à-dire q1 ou q2) donne deux systèmes mécaniques sous actionnés différents ; Acrobot

(figure 3.5(a)) où q2 est actionné et Pendubot (figure 3.5(b)) où q1 est actionné. En réalité,

ces deux systèmes mécaniques représentent le même système complètement actionné, la

conséquence d’une panne ou bien le choix volontaire de supprimer un actionneur donne lieu

à deux structures différentes.

La matrice d’inertie des deux systèmes est donnée par

m11 = I1 + I2 +m1l
2
1 +m2(L

2
1 + l22) + 2m2L1l2 cos q2

m12 = m21 = I2 +m2l
2
2 +m2L1l2 cos q2

m22 = I2 +m2l
2
2

et l’énergie potentielle correspondante V (q) est donnée par

V (q) = (m1l1 +m2L1)g cos q1 +m2l2g cos(q1 + q2)

où mi, Ii, Li, li la masse, l’inertie, la longueur et la longueur du centre de masse du ieme

bras.

3.9.5 Le pendule à roue inertielle : inertia wheel pendulum

Figure 3.6 La roue inertielle pendulaire.

La roue inertielle représentée par la figure 3.6 consiste en un pendule dont l’extrémité est

une roue inertielle rotative. Le pendule n’est pas actionné et le système est contrôlé via la

roue. L’objectif de contrôle est d’une part : de stabiliser le pendule à la position d’équilibre

verticale et d’autre part de stabiliser le mouvement rotatif de la roue.
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Les éléments de la matrice d’inertie associée à ce système sont données par :

m11 = m1l
2
1 +m2L

2
1 + I1 + I2

m12 = m21 = m22 = I2

Le fait que ces éléments soient constants qualifie ce système de plat.

l’énergie potentielle correspondante V (q) [162] est donnée par

V (q) = (m1l1 +m2L1)g cos q1 = m0 cos q1

où m1,m2, I1, I2 sont les masses et les inerties du pendule et de la roue respectivement,

L1, l1 représentent la longueur et la longueur du centre du pendule.

3.9.6 La bille sur rail (ball and beam)

Figure 3.7 La bille sur rail.

Ce système est composé d’une poutre pouvant pivoter dans le plan vertical par l’appli-

cation d’un couple τ au point de rotation (le centre), et d’une bille dont on restreindra le

mouvement à un glissement sans frottement le long de la poutre.

Dans cet exemple, on veut commander la position angulaire q1 de la poutre et la position

q2 de la boule par la seule commande disponible τ appliquée au point de rotation de la

poutre.

Soit d la distance entre le centre de masse de la bille et la poutre (d = r dans la figure 3.7).

Le modèle conventionnel de ce système correspond à d = 0. La matrice d’inertie M(q) et

l’énergie potentielle V (q) sont données par :

M(q) =

 I1 +m(q2
2 + d2) −md

−md mλ

 et V (q) = mg(q2 sin q1 + d cos q1)

où I1 l’inertie de la poutre ; m, I2 la masse et l’inertie de la bille respectivement avec

λ = 1 +
I2
mr2
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3.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la construction à partir du formalisme de Lagrange

du modèle dynamique des systèmes mécaniques sous actionnés. Ces systèmes sont définis

comme étant des systèmes qui possèdent moins d’entrées de commande que de degrés de

liberté à contrôler.

Nous avons expliqué ensuite, les différents problèmes liés au caractère du sous actionnement,

puis nous avons donnés les modèles de quelques exemples de SMSA.

Nous sommes arrivés à la conclusion que ces systèmes possèdent très peu de propriétés en

commun ce qui fait que, le plus souvent, ces systèmes sont étudiés au cas par cas. Dans

le but de généraliser le traitement de ces systèmes, du moins pour certaines classes, nous

procéderons dans le chapitre suivant à une classification de ces systèmes.
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Chapitre 4

Classification des systèmes mécaniques sous actionnés

”....L’ordre conduit à toutes les vertus mais qu’est ce qui conduit à l’ordre ?”

Georg Christoph Lichtenberg.

Dans un souci de donner une certaine généralisation à la synthèse des lois de commande

pour les systèmes mécaniques sous actionnés, il est intuitif d’essayer de chercher des pro-

priétés structurelles communes aux différents SMSA. Or, d’après le chapitre précédent, sou-

vent, ces systèmes sont traités au cas par cas.

À notre connaisance, seules deux tentatives de classifications pour ces systèmes sont dispo-

nibles en littérature. La 1ière est due à Seto1 et Baillieul2et la 2ième à Olfati Saber 3.

Le présent chapitre a pour premier objectif de présenter ces deux classifications et pour un

second objectif, de démontrer éventuellement, s’il existe un lien entre ces classifications.

4.1 Classification des SMSA selon Seto et Baillieul

L’une des deux classifications des SMSA proposée dans ce travail est celle de Dambing

Seto et John Baillieul [151]. Une caractéristique graphique des SMSA est développée dans

un diagramme de circuit de contrôle appellée CFD (control flow diagram) construit pour

1Danbing Seto a reçu son diplôme de Master en ingénieurie des systèmes en 1987 et son PhD en mécanique
en 1993 de l’université de Boston. Actuellement, il est adjoint Professeur à l’université de Hartford. Ses do-
maines d’intérêt incluent l’analyse analytique d’élaboration de décision en business, la modélisation prédictive
et l’analyse statistique

2John Baillieul est professeur en mécanique aérospatiale à l’université de Boston. Ses recherches concernent
la robotique, le contrôle des systèmes mécaniques et la théorie des systèmes mathématiques

3Reza Olfati Saber est actuellement Assistant Professeur à l’école d’ingénieur Thayer et au collège Dar-
mouth. Il a reçu ses diplômes de Master et PhD de Massachusetts Institute of Technology en ingénieurie
électrique science informatiques en 1997 et 2001 respectivement. Ses recherches sont orientées vers les réseaux
capteurs et complexes, fusion d’informations, modélisation et évaluation des comportements humains



4.1 Classification des SMSA selon Seto et Baillieul 68

représenter les forces d’interactions à travers les degrés de liberté du système sous actionné.

Trois types de structures sont identifiées : structure châıne, structure arbre et point isolé.

Seto et Baillieul, dans leur classification donnent une solution de commande que pour les

SMSA ayant une structure châıne où une procédure systématique de backstepping est mise

au point ; c’est précisément le point fort de cette classification, par contre son point faible

est que les deux autres structures restent un problème ouvert pour la commande.

Le formalisme de Lagrange nous fournit de façon directe les modèles dynamiques des

systèmes sous actionnés. Considérons un système mécanique de n degrés de liberté décrit

dans les cordonnées généralisées q = (q1, q2, ..., qn) appelées variables de configuration. Les

équations du mouvement sont données par :

M(q)q̈ +N(q, q̇) = F (q)τ (4.1)

où N(q, q̇) = C(q, q̇)q̇ +G(q) d’aprés (3.2)

4.1.1 Principe du diagramme de circuit de contrôle

Il s’agit de comprendre les relations existant entre les éléments d’un système en étudiant

les forces d’interactions qui couplent les degrés de liberté et développer un caractère graphique

pour capturer les dynamiques du système donné. Pour cela on associe à chaque mécanisme

un diagramme de circuit de contrôle appellé CFD.

Trois types de structures sont identifiées à savoir : la structure châıne, la structure arbre

et les points isolés, de plus, on peut avoir une combinaison de ces trois structures ce qui

donne en fin de compte sept structures possibles.

Ces différentes structures définissent le degré de complexité du système donné.

4.1.1.1 Caractérisation graphique des SMSA

Dans cette partie, nous allons présenter la construction du CFD associé à un système

mécanique donné et identifier les diverses structures possibles dans le CFD. Une telle analyse

peut être un point de départ pour le contrôle des SMSA.

Définition 4.1. Pour chaque point (q0, q̇0) et chaque voisinage U de (q0, q̇0) on associe au

système (4.1) un organigramme appellé CFD construit de la manière suivante :

1. Reécrire le système (4.1) sous la forme :

q̈ = M−1(q)[F (q)τ −N(q, q̇)] = H(q, q̇, τ) (4.2)
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2. Choisir n+m sommets q1, ..., qn et τ1, ..., τm.

3. Pour chaque sommet qi, i ∈ [1, n] tracer une branche de τj et qk (j ∈ [1,m], k ∈ [1, n])

avec k 6= i, vers qi si la fonction Hi dépend explicitement de τj, qk ou q̇k et associer le

nombre aij aux branches entre qi et τj et le nombre bik aux branches reliants qk à qi.

Les valeurs de aij et bik sont déterminées par :

aij =



2 si
∂Hi

∂τj
6= 0 en (q0, q̇0)

−2 si
∂Hi

∂τj
6= 0 ∀(q, .

q) ∈ U sauf en (q0, q̇0)

bik =



1 si
∂Hi

∂q̇k
6= 0 en (q0, q̇0)

−1 si
∂Hi

∂q̇k
6= 0 ∀(q, q̇) ∈ U sauf en (q0, q̇0)

2 si
∂Hi

∂q̇k
≡ 0 ∀(q, q̇) ∈ U mais

∂Hi

∂qk
6= 0 en (q0, q̇0)

−2 si
∂Hi

∂q̇k
≡ 0 ∀(q, q̇) ∈ U mais

∂Hi

∂qk
6= 0 ∀(q, q̇) ∈ U sauf en (q0, q̇0)

4. Associer une longueur pour chaque chemin de commande de τj vers qi (i ∈ [1, n], j ∈

[1,m]) par l’addition des valeurs absolues des nombres assignés à chaque branche. Pour

chaque variable de configuration qi, garder le chemin de commande avec la longueur la

plus courte, et parmi eux éliminer tous les chemins de commande singuliers (c’est-à-

dire les chemins de commande contenant toute branche avec un nombre négatif).

La construction du CFD est maintenant complète.

Remarque 4.1. Il est aussi possible de construire le CFD des SMSA soumis à des contraintes

non holonomes du premier ordre, pour plus de détails consulter [151].

Définissons maintenant les 3 différentes structures : la structure châıne, arbre et point

isolé
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Définition 4.2. Supposons que Gi soit un sous graphe du CFD, et que Gi contienne mi

entrées de commande.

1. Gi a une structure châıne s’il y a mi sommets avec mi chemin de contrôle incluant tous

les sommets dans Gi, tel que chaque sommet appartient à un et seulement un chemin

de commande figure 4.1.

Figure 4.1 Structures châınes.

2. Gi a une structure arbre si pour tout sommet mi , chaque ensemble des mi chemins de

contrôle correspondants ne contient pas certains sommets 4.2(a) ou alors contient des

sommets qui peuvent figurer dans plus qu’un chemin de contrôle 4.2(b)

Figure 4.2 Structures arbres.

3. Gi a une structure de sommets isolés si Gi contient seulement des sommets pour lesquels

il n’y a que des chemins de contrôle singuliers ou pas de chemin de contrôle dans le

CFD figure 4.3.
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Figure 4.3 Structure point isolé.

En se basant sur ces définitions, on définit la notion de degré de complexité dans le

contexe du CFD, ce degré indique la difficulté à contrôler un système.

Définition 4.3. Par degré de complexité d’un système donné, on signifie la position de ce

système dans le classement suivant :

Complexité hiérarchique du CFD pour un système mécanique :

1) châıne seulement

2) châıne + arbre

3) arbre seulement

4) châıne + point isolé

5) châıne + arbre + point isolé

6) arbre + point isolé

7) point isolé seulement

(4.3)

Remarque 4.2.

. Clairement, la structure châıne est la moins difficile à contrôler, il apparâıt même que

les systèmes avec une telle structure peuvent être commandés à travers une linéarisation

par bouclage ou par backstepping puisque les degrés de liberté et les commandes sont

reliées en série.

. Par contre, les systèmes avec une structure arbre, n’ont pas les mêmes avantages, par-

cequ’on a besoin de contrôler certains degrés de liberté en parallèle dans le sens, qu’une

entrée de commande doit contrôler plus qu’une variable simultanement, ce qui limite

l’atteignabilité des objectifs de contrôle.



4.1 Classification des SMSA selon Seto et Baillieul 72

. Pour les systèmes avec une structure en point isolé, certains objectifs de commande

sont difficiles voire impossibles à atteindre du fait que la commande n’a pas d’influence

sur quelques variables.

4.1.1.2 Interprétation mathématique du CFD

En définissant une fonction de sortie yi = qi, i = 1, . . . , n on définit le degré relatif pour

chaque sortie yi.

Définition 4.4. Le degré relatif pour une variable de configuration donnée (s’il existe) est

la longueur la plus courte du chemin de contrôle menant à cette variable.

Il est clair que, les variables de configuration dans une structure point isolé n’ont pas de

degré relatif bien défini.

En se basant sur le degré relatif rk de qk, k ∈ [1, n] on résume la commandabilité de qk

dans le tableau 4.1

rk est bien qk est directement commandable par τ ∈ U : rk = 2.

défini en (q0, q̇0) qk est indirectement commandable par τ ∈ U : rk > 2.

rk n’est pas bien qk est sur un chemin singulier et n’est pas affecté par τ ∈ U en (q0, q̇0).

défini en (q0, q̇0) qk n’est pas sur un chemin de contrôle et ne peut être commandé.

Table 4.1 Commandabilité des variables de configuration dans un CFD

4.1.2 Exemples

Pour illustrer ce concept, nous avons construit les CFD de quelques SMSA.

1. Soit le système de la masse glissante sur chariot représenté dans la figure(3.3), les

équations du mouvement sont données par :

..
x1 =

B

m
(

.
x1 −

.
x2) = H1(

.
x1,

.
x2)

..
x2 =

1

M
[τ −B(

.
x1 −

.
x2)] = H2(

.
x1,

.
x2, τ)

La fonction H1 ne dépend pas du contrôle τ , donc le chemin de contrôle reliant τ à x1

n’existe pas. Par contre, il existe un chemin indirect passant par x2 de longueur (degré

relatif) a2τ + b12 = 3 (figure 4.4)
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les valeurs de a2τ , b21 et b12 sont déterminées par :

∂H2

∂τ
=

1

M
6= 0 en

(
x0,

.
x

0
)
⇒ a2τ = 2

∂H1

∂
.
x2

= −B
m
6= 0 en

(
x0,

.
x

0
)
⇒ b12 = 1

∂H2

∂
.
x1

= − B

M
6= 0 en

(
x0,

.
x

0
)
⇒ b21 = 1

Figure 4.4 CFD du système masse glissante sur une masse.

Le système masse glissante sur chariot possède une structure châıne. La variable x2 est

directement commandable par τ alors que la variable x1 le sera à travers x2.

Remarque 4.3. Les seuls exemples de SMSA que nous avons trouvé en littérature ayant

des structures chaine sont ceux du système masse glissante sur chariot ou encore celui d’un

robot à articulations élastiques.

2. Soit le système chariot-pendule inversé représenté dans la figure(3.2) ; les équations du

mouvement sont données par :

..
q1 =

1

det(M)

[
(m2l

2
2 + I2)τ + (m2l

2
2 + I2)m2l2

.
q
2
2 sin q2 −m2

2l
2
2g sin q2

]
= H1(q2,

.
q2, τ)

..
q2 =

1

det(M)

[
(−m2l2 cos q2)τ + (m1 +m2)m2gl2 sin q2 −m2

2l
2
2

.
q
2
2 sin q2

]
= H2(q2,

.
q2, τ)
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où det(M) est le déterminant de la matrice d’inertie M(q) donné précedemment. Les

valeurs de a1τ , a2τ et b12 sont déterminées par :

∂H1

∂τ
=
m2l

2
2 + I2

det(M)
6= 0 en

(
q0,

.
q
0
)
⇒ a1τ = 2

∂H2

∂τ
= −m2l2 cos q2

det(M)
6= 0 en

(
q0,

.
q
0
)
⇒ a2τ = 2

∂H1

∂
.
q2

=
2(m2l

2
2 + I2)m2l2 sin q2

det(M)

.
q2 6= 0 ∀(q, .

q) ∈ U sauf en
(
q0,

.
q
0
)
⇒ b12 = −1

La fonction H2 ne dépend pas de q1 ou
.
q1donc le chemin reliant q1 à q2 (b21) n’existe pas

figure 4.5(a).

Figure 4.5 CFD du système pendule inverse.

Il y a deux chemins de contrôle reliant la variable d’entrée de commande τ à la variable

q1, le premier est un chemin direct de longueur (a1τ = 2) et le deuxième est indirect passant

par la variable q2 de longueur (a2τ+ | b12 |= 3). Dans ce cas, nous gardons le premier chemin

de contrôle avec la longueur la plus courte ; de plus, le deuxième chemin est singulier donc à

éliminer. Le CFD final est donné par la figure 4.5(b).

Ce système possède une structure arbre, aussi, il est nécessaire de commander les deux

variables q1 et q2 simultanement.

Remarque 4.4. L’Acrobot, le Pendubot et le Tora sont aussi des SMSA possédant une

structure arbre.

3. Considérons le système de La bille sur rail représenté par la figure(3.7), les équations

du mouvement (modèle conventionnel d = 0) sont données par :

..
q1 =

1

I1 +mq2
2

(τ − 2mq2
.
q1

.
q2 −mgq2 cos q1) = H1(q,

.
q, τ)

..
q2 =

1

mλ
(mq2

.
q
2
1 −mg sin q1) = H2(q,

.
q)
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Les valeurs de a1τ , a2τ et b12 sont déterminées par :

∂H1

∂τ
=

1

I1 +mq2
2

6= 0 en
(
q0,

.
q
0
)
⇒ a1τ = 2

∂H2

∂
.
q1

= 2
m

mλ
q2

.
q1 6= 0 ∀(q, .

q) ∈ U sauf en
(
q0,

.
q
0
)
⇒ b21 = −1

∂H1

∂
.
q2

=
−2m

I1 +mq2
2

q2
.
q1 6= 0 ∀(q, .

q) ∈ U sauf en
(
q0,

.
q
0
)
⇒ b12 = −1

La figure 4.6(a) représente le diagramme du circuit de contrôle CFD pour l’exemple de

la bille sur rail. Notons que q1 est relié à q2 à travers une force centrifuge mq2q̇
2
1 ; dans ce

cas, le degré relatif de q2 par rapport à τ n’est pas défini lorsque (̇q)1 = 0. La figure 4.6(b)

représente le CFD final (point isolé) après l’élimination de tous les chemins de commande

singuliers.

Figure 4.6 CFD du système bille sur rail.

Selon cette classification, nous concluons que le degré de compexité à contrôler les systèmes

cités en exemples est croissant dans l’ordre suivant :

La masse glissant sur un chariot → le pendule inversé → la bille sur rail.

4.2 Classification des SMSA selon Olfati Saber

La deuxième classification dédiée au SMSA est due à Reza Olfati Saber. La contribu-

tion principale de ce dernier est d’avoir déterminer un changement de coordonnées explicite

qui, à partir de la linéarisation partielle de Spong transforme les systèmes mécaniques sous

actionnés en des systèmes en cascade. Les différentes formes normales obtenues donnent

naissance à une deuxième classification des systèmes sous actionnés basée sur les propriétés

structurelles.

L’avantage d’une telle classification est de pouvoir selon la classe obtenue, définir la

commande appropriée, par exemple : la commande d’un système qui peut se mettre sous la
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forme normale triangulaire feedback va se faire par le biais d’un backstepping ; celle donnée

par la forme feedforward se fera par un forwarding, alors que le contrôle d’un système en

forme non triangulaire reste un problème ouvert (sauf cas particuliers).

4.2.1 Formes normale des SMSA

D’aprés le chapitre précédent, on peut toujours linéariser partiellement la dynamique des

SMSA ; cependant, le nouveau contrôle u apparâıt dans les deux sous systèmes : linéaire

(q2, p2) et non linéaire (q1, p1) c’est-à-dire :

.
q1 = p1

.
p1 = f0(q, p) + g0(q)u
.
q2 = p2

.
p2 = u

où u est le nouveau contrôle donné par τ = α(q)u+ β(q,
.
q).

L’idée est de découpler ces deux sous systèmes à travers un changement global de coor-

données.

Théorème 4.1. [123]considérons un système mécanique sous actionné avec la matrice d’iner-

tie M(q) = {mij(q)} ; i, j = 1, 2 où q = (q1, q2) , q1 = (qi
1) ∈ Rn−m et q2 = (qj

2) ∈ Rm dénotent

les variables de configuration non actionnées et actionnées respectivement. Soit

g(q) =

 g0(q)

Im×m


où g0(q) = −m−1

11 (q)m12(q) = (g1
0(q), ..., g

m
0 (q)) avec gj

0(q) ∈ Rn, j = 1, ...,m

et Im×m est la matrice d’identité.

Définissons la distribution ∆(q) de rang complet par colonnes (globalement non singulière).

∆(q) = span {colonne de g(q)}

Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que la distribution ∆(q) soit globalement

involutive c’est-à-dire complètement intégrable est que :

∂gj
0(q)

∂q1
gi
0(q)−

∂gi
0(q)

∂q1
gj
0(q) +

∂gj
0(q)

∂qi
2

− ∂gi
0(q)

∂qj
2

= 0, ∀i, j = 1, ...,m. (4.4)



4.2 Classification des SMSA selon Olfati Saber 77

De plus, si la condition (4.4) est vérifiée, alors il existe un changement de coordonnées

global donné par :

z1 = Φ(q1, q2)

z2 = (Dq1Φ(q))p1 + (Dq2Φ(q))p2

ξ1 = q2

ξ2 =
.
q2

qui transforme la dynamique du système en une forme normale

.
z1 = z2

.
z2 = f(z, ξ1, ξ2)
.

ξ1 = ξ2
.

ξ2 = u

(4.5)

Remarque 4.5. La forme normale (4.5) est un cas spécial de la forme célèbre de Byrnes-

Isidori avec double intégrateurs
.
z = f(z, ξ1, ξ2)
.

ξ1 = ξ2
.

ξ2 = u

(4.6)

Le système, une fois découplé, peut prendre l’une des forme normales en cascade ci dessous

définies comme suit :

Définition 4.5. [Système cascade] On dit qu’un système non linéaire est sous la forme

cascade s’il a la structure suivante :

.
z = f(z, ξ)
.

ξ = g(ξ, u)
(4.7)

où f : Rn × Rm → Rn, g : Rm × Rp → Rm, (z, ξ) est l’état composé et u est l’entré de

commande. Si
.

ξ = Aξ +Bu, (4.7) est appelé système cascade partiellement linéaire.

Définition 4.6. [Forme feedback] On appelle une forme feedback stricte d’un système non

linéaire la structure triangulaire suivante :

.
z = f(z, ξ1)
.

ξ1 = ξ2
...
.

ξm = u
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Définition 4.7. [Forme feedforward] On appelle une forme feedforward d’un système non

linéaire la structure triangulaire suivante :

.
x1 = x2 + ϕ1(x2, ..., xn, u)
.
x2 = x3 + ϕ2(x3, ..., xn, u)
...
.
xn = u+ ϕn(xn, u)

où x ∈ Rn

Définition 4.8. [Forme non triangulaire] On appelle une forme non triangulaire d’un système

non linéaire (partiellement linéaire) la structure suivante :

.
z = f(z, ξ1, ξ2, ..., ξm)
.

ξ1 = ξ2
...
.

ξm = u

(4.8)

où z ∈ Rn et où u ∈ Rp.Le système non linéaire (4.8) s’appelle aussi forme normale de

Byrnes-Isidori.

Définition 4.9. [Forme non triangulaire linéaire-quadratique] Un système non linéaire cas-

cade est dit sous forme non triangulaire linéaire-quadratique s’il possède la structure sui-

vante :
.
z1 = µ(z1)z2 + η(ξ1)ξ2
.
z2 = φ(z1, ξ1) + Σ(ξ1, z2, ξ2)
.

ξ1 = ξ2
.

ξ2 = u

(4.9)

où z1, z2 ∈ Rn , u ∈ Rp , µ(z1) est une matrice définie positive, φ : Rn × Rp → Rn et

Σ : Rp × Rn × Rp → Rn possède une structure quadratique en (z2, ξ2)

Σ(ξ1, z2, ξ2) =

 z2

ξ2

T

Π(ξ1)

 z2

ξ2


où Π = (Π1, ...,Πn) est une matrice cubique avec les éléments dans Rn×n et pour v ∈ Rn,

vT Πv := (vT Π1v, ..., vT Πnv)T ∈ Rn.

Si η ≡ 0, (4.9) est appelé forme non triangulaire quadratique (par rapport à ξ2) .

Si Σ ≡ 0, (4.9) est appelé forme non triangulaire linéaire (par rapport à ξ2) .
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En fonction des formes normales obtenues, Olfati-Saber a réparti les SMSA en huits

classes. Nous commencerons par présenter la classification des SMSA à deux degrés de liberté,

nous rappellerons ensuite très brièvement celle des SMSA d’odre plus élevé.

4.2.2 SMSA à deux degrés de liberté

Ces systèmes ne peuvent donner lieu qu’à trois classes différentes notées I, II et III.

Les systèmes considérés sont ceux qui possèdent une symétrie cinétique par rapport à q1

c’est-à-dire
∂K

∂q1
= 0, K : énergie cinétique, ce qui revient à dire que M(q) = M(q2).

À cause de cette propriété, la matrice d’inertie dépend d’une certaine variable de confi-

guration q2 dite de forme et est indépendente de la variable q1 appellée externe.

Le modèle général pour des SMSA à deux degrés de liberté est de la forme

m11(q2)
..
q1 +m12(q2)

..
q2 +m

′
11(q2)

.
q1

.
q2 +m

′
12(q2)

.
q
2
2 − g1(q1, q2) = τ1

m21(q2)
..
q1 +m22(q2)

..
q2 − 1

2
m

′
11(q2)

.
q
2
1 + 1

2
m

′
22(q2)

.
q
2
2 − g2(q1, q2) = τ2

où gi(q1, q2) = −∂V (q)/∂qi , i = 1, 2 et ′ note d/dq2.

La classe-I est celle pour laquelle q2 est actionné (τ1 = 0), La classe-II est celle pour

laquelle q2 n’est pas actionné (τ2 = 0).

Il a été montré, que tout système sous actionné de Classe-I peut être transformé en un

système sous une forme feedback stricte.

Proposition 4.1. [classe-I] Le changement global de coordonnées (obtenu à partir du La-

grangien) donné par les équations suivantes

z1 = q1 + γ(q2)

z2 = m11(q2)p1 +m12(q2)p2 =
∂L

∂
.
q1

ξ1 = q2

ξ2 = p2

(4.10)

où γ(q2) =
∫ q2

0
m−1

11 (θ)m12(θ)dθ

transforme la dynamique du système en un système cascade de forme feedback stricte

.
z1 = m−1

11 (ξ1)z2

.
z2 = g1(z1 − γ(ξ1), ξ1)
.

ξ1 = ξ2
.

ξ2 = u

(4.11)
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tel que u est le nouveau contrôle obtenu par la linéarisation partielle et g1(q1, q2) =

−∂V (q)/∂q1

Corollaire 4.1. L’Acrobot et le Tora sont des systèmes mécaniques sous actionnés de Classe-

I avec deux degrés de liberté, ils peuvent être transformés en une forme feedback stricte.

Proposition 4.2. [classe-II] Le changement de coordonné explicite (obtenu à partir du La-

grangien) donné par 

z1 = q1 + γ(q2)

z2 = m21(q2)p1 +m22(q2)p2 =
∂L

∂
.
q2

ξ1 = q2

ξ2 = p2

(4.12)

où γ(q2) =
∫ q2

0
m−1

21 (θ)m22(θ)dθ est définit dans l’ensemble U = {q2/ m21(q2) 6= 0}

transforme la dynamique du système en un système cascade de forme non triangulaire

quadratique

.
z1 = m−1

21 (ξ1)z2

.
z2 = g2(z1 − γ(ξ1), ξ1)

+
m

′
11(ξ1)

2m2
21(ξ1)

z2
2 +

{
m

′
21(ξ1)

m21(ξ1)
− m22(ξ1)m

′
11(ξ1)

2m2
21(ξ1)

}
z2ξ2

+

{
m2

22(ξ1)

2m2
21(ξ1)

m
′
11(ξ1)−

m22(ξ1)

m21(ξ1)
m

′
21(ξ1) +

1

2
m

′
22(ξ1)

}
ξ2
2

.

ξ1 = ξ2
.

ξ2 = u

(4.13)

tel que u est le nouveau contrôle obtenu par la linéarisation partielle (non collocated).

Corollaire 4.2. Le système chariot-pendule inversé, la bille sur rail et le Pendubot sont des

systèmes mécaniques sous actionnés de Classe-II avec deux degrés de liberté, ils peuvent

être transformés en une forme non triangulaire quadratique définie sur l’ensemble U =

{q2/ m21(q2) 6= 0}.

Proposition 4.3. Considérons les systèmes Classe-II et supposons les conditions supplémentaires

suivantes :

i) g2(q1, q2) est indépendante de q1 c’est-à-dire Dq1Dq2V (q) = 0

ii) m11 est constante

iii) ψ(q2) = g2(q2)/m21(q2) satisfait ψ
′
(0) 6= 0
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alors le changement de coordonnées y1 = z1, y2 = m−1
21 (ξ1)z2 transforme la forme non

triangulaire (4.13) en une forme feedforward

.
y1 = y2

.
y2 = ψ(ξ1) +

{
m

′
22(ξ1)

2m21(ξ1)
− m22(ξ1)

m2
21(ξ1)

m
′
21(ξ1)

}
ξ2
2

.

ξ1 = ξ2
.

ξ2 = τ

(4.14)

Corollaire 4.3. Le système chariot-pendule inversé satisfait les 3 conditions de la proposi-

tion (4.3) (ψ(q2) = g tan(q2) ⇒ ψ
′
(0) = g 6= 0) donc ce système est transformable en une

forme feedforward (4.14).

Bien que les SMSA considérés dans ce travail soient des systèmes à deux degrés de liberté,

les systèmes réels et qui ont une forte signification physique sont des SMSA d’ordre plus élevé ;

aussi, nous voyons nécessaire de donner la classification d’Olfati Saber pour ces systèmes.

Toutefois, afin de ne pas encombrer cette présentation, nous essayerons d’être très bref ; plus

de détails sont donnés dans [137], travail que nous avons effectué dans le cadre d’un magister

en Automatique et encore plus de détails se trouvent dans [123].

4.2.3 Classification des SMSA d’ordre élevé

En se basant sur certaines propriétés (énumérées par la suite), l’idée est de réduire les

SMSA d’ordre élevé de telle façon que le contrôle de ces derniers soit réduit au contrôle de

systèmes d’ordre moins élevé. Le contrôle des systèmes originaux sera quant à lui étendu

par des procédure de backstepping ou forwarding en fonction des formes normales obtenues

après application de changements de coordonnées.

De même que pour les SMSA à deux degrés de liberté, on considère des SMSA avec une

symétrie cinétique pour lesquelles les variables qui figurent dans la matrice d’inertie sont

dites de formes et sont représentées par le vecteurs qs, alors que celles qui n’y figurent pas

sont dites externes et sont notées par qx.

L’exploitation d’une telle propriété a permis la réduction de la complexité du problème de

synthèse de commande pour les SMSA. Effectivement : moyennant une transformation de

coordonnées, le système initial est transformé en deux sous systèmes en cascade où le premier

sous système est non linéaire et le deuxième est linéaire, souvent sous la forme d’une chaine

d’intégrateurs.
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Les outils analytiques autorisant une telle réduction sont les moments généralisés normalisés

et leurs intégrales, calculés à partir du Lagrangien. Cependant, plusieurs benchmarks et

systèmes réels ne possèdent pas des moments généralisés intégrables. Dans ce cas, l’auteur,

propose de décomposer ces moments en une somme d’une partie intégrable et d’une autre

non intégrable considérée comme une perturbation du cas intégrable. Cette perturbation

figurera que dans le sous système non linéaire réduit.

Les équations d’Euler-Lagrange pour ces systèmes sont données par :

mxx(qs)
..
qx +mxs(qs)

..
qs +Nx(q,

.
q) = Fx(q)τ (4.15)

msx(qs)
..
qx +mss(qs)

..
qs +Ns(q,

.
q) = Fs(q)τ (4.16)

où q = (qx, qs) ∈ Q = Qx ×Qs, τ ∈ Rm, F (q) = col(Fx(q), Fs(q)) et rg(F (q)) < n = dim(q).

Dans l’analyse et la synthèse d’Olfati Saber pour ces systèmes, ce dernier a considéré un

certain nombre de cas en fonction de l’actionnement complet, partiel ou le non actionnement

des variables de formes, du couplage des entrées et de l’intégrabilité des moments généralisés.

Ces différentes propriétés et d’autres sont résumées de la manière suivante :

Définition 4.10.

. Lorsque les variables de formes sont actionnées pour des entrées non couplées, cela

correspond à la situation où : Fx(q) = 0 et Fs(q) = Im.

. Lorsque les variables de formes sont non actionnées pour des entrées non couplées,

cela correspond à la situation où : Fx(q) = Im et Fs(q) = 0.

. Lorsque les entrées sont couplées cela correspond, sans perte de généralités, à la situa-

tion où : Fx(q) 6= 0 et Fs(q) est une matrice m×m.

. Lorsque la matrice d’inertie est constante alors le système associé est dit plat.

. Lorsque le moment généralisé normalisé défini par πx = q̇x +m−1
xx (qs)mxs(qs)q̇s ou par

πs = q̇x +m−1
sx (qs)mss(qs)q̇s conjugué à qx ou qs respectivement est dit intégrable alors

il existe une fonction h = h(qx, qs) / ḣ = πx ou (πs) ; autrement le moment est dit non

intégrable.

Dans ce cas, la procédure est de décomposer le moment non intégrable en deux termes.

Un moment intégrable appellé moment vérrouillé et un moment non intégrable appellé

moment d’erreur par exemple : πx = π´x + πe
x. De plus, πe est indépendant de (qx, q̇x)

et s’annule en qs = q̄s, la variable de forme vérrouillée.
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Au final, cette démarche a conduit Olfati Saber à établir seize classes pour les SMSA.

Cependant, en raison de la redondance de certaines d’entre elles et de la non réalisabilité

physique de certaines, l’auteur est arrivé à classer les SMSA en huit classes différentes.

Pour chacunes d’elles, il a proposé une méthode de réduction d’ordre et un changement de

coordonnées global transformant ces systèmes en des systèmes en cascade sous trois types de

formes normales, à savoir la forme normale en stricte feedback, la forme normale en stricte

feedforward et la forme normale non triangulaire linéaire quadratique définies auparavant.

En résumé, cette classification, basée sur certaines propriétés structurelles des SMSA

telles que :

. L’actionnement ou pas des variables de formes,

. Le couplage ou pas des entrées,

. L’intégrabilité ou pas des moments normalisés,

. Conditions supplémentaires.

est présentée selon les schémas de la figure 4.7
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(4.17)
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Figure 4.7 Classification des SMSA selon Olfati-Saber.

Remarque 4.6.

1. Certains exemples figurent dans plusieurs classes, en fait, pour un même système, on

peut avoir des sous-actionnements dus à une absence de moteurs à des emplacements

différents comme c’est le cas pour l’Acrobot et le Pendubot.

2. Les changements de coordonnées et les formes normales obtenues pour les classes I,

IIa, IIb et III sont les mêmes que pour les SMSA à deux degrés de liberté, il suffit juste

de remplacer (.)1 par (.)x et (.)2 par (.)s.

3. Pour les autres classes, les changements de coordonnées et les formes normales obte-

nues sont données dans [137].
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4.3 Comparaison entre les deux classifications

Parmi les objectifs de cette thèse, celui de montrer qu’il existe (ou pas d’ailleurs) des liens

entre les seules classifications que nous avons trouvées en littérature, et en fait en construi-

sant les CFD pour des systèmes qui appartiennent à une même classe dans la classification

d’Olfati-Saber, nous nous sommes rendu compte que les CFD obtenus sont de structures

différentes figure 4.8 (a). Inversement, nous avons pris deux systèmes ayant la même struc-

ture dans leurs CFD et nous avons constaté qu’ils appartiennent à deux classes différentes

de la 2ième classification figure 4.8.

Figure 4.8 Comparaison entre les deux classification des SMSA.

4.4 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre, deux approches pour la classification des systèmes

mécaniques sous actionnés. La première due à Seto et Baillieul est basée sur un organigramme

de circuit de contrôle appelé CFD (control flow diagram) construit pour représenter les

forces d’interactions à travers les degrés de libertés du système sous actionné, trois types de

structures sont identifiées : structure châıne, structure arbre et point isolé ; de la combinaison

de ces trois structures résultent sept classes différentes dont la majorité n’est pas susceptible

d’être commandée par des méthodes classiques. La deuxième classification due à Olfati-

Saber, prend beaucoup plus en compte les propriétés structurelles des systèmes considérés.

Elle donne lieu à huit classes transformables en trois formes normales principales susceptibles

d’être commandées par des méthodes classiques.
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En voulant trouver des points communs entre ces deux classifications, nous sommes ar-

rivés à la conclusion qu’elles sont complètement indépendantes ; effectivement, la bille sur

rail et le chariot-pendule inversé n’appartiennent pas à la même classe pour la première clas-

sification (structure point isolé et structure arbre, respectivement) ; cependant, ils sont dans

la même classe (classe-II) pour l’autre classification ; réciproquement, deux systèmes d’une

même classe chez Seto et Baillieul par exemple l’Acrobot et le Pendubot, appartiennent à

deux classes différentes chez Olfati-Saber classe-I et classe-II.
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Chapitre 5

Stratégie de commande pour la stabilisation des systèmes

mécaniques sous actionnés

”...A control theorist’s first instinct in the face of a new problem is to find a way

to use the tools he knows, rather that a commitment to understand the underlying

phenomenon. This is not the failure of individuals but the failure of our profession to

foster the development of experimental control science. In a way, we have become the

prisoners of our rich inheritance and past successes.”

Y. C. Ho (1982).

Dans ce chapitre, nous résolvons le problème de stabilisation des systèmes mécaniques

sous actionnés. Notre stratégie est basée sur la classification de Seto et Baillieul pour ces

systèmes. Les auteurs de cette classification ont proposé une procédure de contrôle systéma-

tique de type backstepping uniquement pour la structure châıne, le contrôle systématique des

autres structures étant pour eux, encore des problèmes ouverts. Notre contribution consiste

à synthétiser des lois de commande pour chacune des structures de la dite classification, au-

torisant ainsi, le traitement généralisé de l’ensemble des systèmes mécaniques sous actionnés.

L’idée est en premier lieu, d’étendre la procédure de Seto et Baillieul à une sous classe de

la structure arbre pouvant se transformer en une structure châıne, lorsque certaines condi-

tions énumérées par la suite sont satisfaites. En deuxième lieu, nous proposons une procédure

de contrôle pour le reste de la structure arbre ne satisfaisant pas les conditions de transforma-

tion en structure chan̂e. En dernier lieu, nous nous occuperons de la commande des systèmes

ayant une structure en point isolé, jugée la plus difficile à commander.

Pour ce qui est de la deuxième classification, Olfati saber a proposé une procédure de

commande pour les systèmes se transformant en des formes normales en stricte feedback et
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en feedforward et quelques suggestions de commande pour les formes normales non triangu-

laires. À chaque fois, son contrôle est constitué de deux étapes : premièrement la stabilisation

du système réduit obtenu après réduction du système initial et deuxièment, la stabilisation du

système global par une procédure de backstepping ou forwarding en fonction de la forme nor-

male associée. L’auteur de cette classification a donné un théorème pour la stabilisation des

systèmes réduits associés à des formes normales en stricte feedback. Seulement, l’hypothèse

de ce théorème est assez restrictive de sorte que l’auteur lui même ne l’a utilisée qu’une

seule fois sur l’exemple de l’Acrobot, ainsi, la synthèse de commande n’est pas systématique.

De plus, la commande se construit en deux étapes conduisant à des explosions de termes

impliquant des expressions très compliquées.

La présentation de cette méthode et la comparaison avec celle de Seto et Baillieul pour la

structure châıne (car bien que les deux approches soient complètement différentes, elles sont

issues toutes les deux d’un algorithme de backstepping) a constitué un des objectifs du travail

que nous avons effectué avec S. Raka [137], dans le cadre d’un magister en Automatique.

5.1 Stabilisation des systèmes sous actionnés possédant une struc-
ture châıne

Nous rappellons que dans une structure châıne les variables de configurations ainsi que les

contrôles sont en série et que chaque variable de configuration (c’est-à-dire degré de liberté)

appartient à un et un seul chemin de contrôle.

Nous considérons le cas où le CFD contient un seul chemin de contrôle. Dans le cas

contraire, chaque chemin de contrôle peut être traité indépendamment.

La représentation la plus générale de cette structure est donnée par la forme triangulaire

suivante :
..
xi = Ni(x1, ..., xi+1,

.
x1, ...,

.
xi+1), i = 1, ..., n− 1

..
xn = Nn(x,

.
x) +G(x,

.
x)u

(5.1)

où x = [x1, ..., xn]T ∈ Rn et Ni(.), G(.) sont des fonctions régulières.

L’idée principale est d’appliquer une méthode inspirée de la linéarisation par feedback

sans pour autant linéariser explicitement le système considéré (dans ce cas le changement de

coordonnées est évité et les variables gardent leurs sens physique).

Cette approche nécessite de satisfaire les hypothèses suivantes[151] :

H1) Ni(0) = 0, i = 1, ..., n l’origine est l’équilibre.
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H2) Pour chaque i = 1, ..., n− 1, Ni(.) sont des fonctions régulières avec des états

x1, ..., xi;
.
x1, ...,

.
xi bornés, Ni est bornée seulement si xi+1 et

.
xi+1 sont bornées.

Cette hypothèse est équivalente dans le cas d’une linéarisation par feedback à ce que le

sous système non linéaire de la forme normale possède la propriété BIBS nécessaire pour

éviter le phénomène du peaking dans la stabilisation globale.

H3) G(x,
.
x) 6= 0 et soit

 ∂Ni/∂
.
xi+1 6= 0

ou ∂Ni/∂
.
xi+1 = 0 mais ∂Ni/xi+1 6= 0

cette hypothèse assure que le système soit commandable, assure aussi la liaison entre les

différents degrés de liberté de la châıne.

H4) Pour tout ∂Ni/∂
.
xi+1 6= 0, i = 1, ..., n− 1, le système non linéaire

Ni(0, ..., xi+1, 0, ...,
.
xi+1) = 0 est GAS en x = 0 ou lorsque ∂Ni∂

.
xi+1 = 0 mais ∂Ni/xi+1 6=

0 alors le système non linéaire Ni(0, ..., xi+1, 0, ..., 0) = 0 est GAS en x = 0

cette hypothèse est équivalente à celle de la stabilité globale asymptotique des dynamiques

de zéro.

Remarque 5.1. 1. Les hypothèses sont physiquement raisonnables.

2. On suppose que y = x1. Le choix de cette sortie est justifié par le fait qu’on soit

intéressé par le contrôle du degré de liberté situé le plus loin de l’entrée sur une châıne

en cascade, en l’occurence x1.

Pour décrire les résultats de stabilisation, on définit d’abord les séquences suivantes :

soient x̄1 =

 x1

.
x1

, b =

 0

1

, e1 = x̄T
1 Pb (P est une matrice définie positive avec tous

ses éléments positifs), G1 = 1 et W1 = 0.

pour i = 1, ..., n− 1

ei+1 = GiNi +Wi + kiei,

Gi+1 = ∂Ni

∂ẋi+1
Gi,

Wi+1 =
∑i+1

j=1
∂ei+1

∂xj
ẋj +

∑i
j=1

∂ei+1

∂ẋj
Nj + ei,


si ∂Ni

∂ẋi+1
6= 0; (5.2)
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ei+1 = Gi+1ẋi+1 +W(i+1)1 + k(i+1)1e(i+1)1,

e(i+1)1 = GiNi +Wi + kiei,

Gi+1 = ∂Ni

∂xi+1
Gi,

Wi+1 =
∑i+1

j=1
∂ei+1

∂xj
ẋj +

∑i
j=1

∂ei+1

∂ẋj
Nj + e(i+1)1,

W(i+1)1 =
∑i

j=1(
∂e(i+1)1

∂xj
ẋj +

∂e(i+1)1

∂ẋj
Nj) + ei,



si ∂Ni

∂ẋi+1
= 0; (5.3)

où k(i+1)1, ki, i = 1, ..., n− 1 et kn sont des constantes positives.

Théorème 5.1. Sous les hypothèses H1−H4, le système (5.1) est globalement asymptoti-

quement stable à l’origine si la loi de contrôle est choisie comme suit :

u = −(GnNn +Wn + knen)(GnG)−1 (5.4)

Remarque 5.2.

1. Il existe une version adaptative de ce théorème en cas de présence d’incertitudes pa-

ramétriques [150].

2. Il existe aussi une version de ce théorème en cas de poursuite de trajectoire.

3. Les auteurs ont donné une démonstration du théorème 5.1 dans le cas adaptatif et pour

une commande issue de la première séquence (5.2). Dans ce qui suit, nous proposons

de donner la preuve du théorème 5.1 en absence d’incertitude et pour des commandes

issues des deux séquences (5.2) et (5.3), car ∂Ni

∂ẋi+1
= 0 pour les applications que nous

avons considérées.

preuve 3. Lorsque ∂Ni

∂ẋi+1
6= 0, la commande est calculée à partir de la séquence (5.2) :

Pour chaque degré de liberté, xi, xi+1 est ”la variable de contrôle”, qui commande le

comportement de xi. Aussi, nous déterminons la vitesse de référence ẋri+1
pour ẋi+1 telle

que lorsque ẋi+1 → ẋri+1
, xi se comporte comme désiré.

Étape 1 i = 1

ẍ1 = N1(x1, x2, ẋ1, ẋ2) (5.5)
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définissons une vitesse de référence ẋr2 telle que :

ẋr2 = ẋ2 −N1 − k1x1 − k2ẋ1

L’erreur entre la référence et la vitesse actuelle est donnée par :

e2 = ẋ2 − ẋr2 = N1 + k1x1 + k2ẋ1 ⇒ N1 = e2 − k1x1 − k2ẋ1

soient :

x̄1 =

 x1

ẋ1

 , A =

 0 1

−k1 −k2

 , b =

 0

1


de sorte que ˙̄x1 peut être exprimée par :

˙̄x1 =

 ẋ1

ẍ1

 =

 0 1

−k1 −k2

  x1

ẋ1

 +

 0

1

 e2

où k1 et k2 sont choisies telles que : ẍ1 + k2ẋ1 + k1x1 = 0 soit asymptotiquement stable

en (x1, ẋ1) = (0, 0), ce qui implique l’existence d’une matrice définie positive P telle que :

ATP + PA = −Q < 0.

En appliquant les définitions précédentes à (5.5), nous obtenons :

˙̄x1 = Ax̄1 + be2

Soit la fonction scalaire suivante :

V1 =
1

2
(x̄T

1 Px̄1 + e22) (5.6)

La dérivée par rapport au temps V̇1 est donnée par :

V̇1 =
1

2
( ˙̄x1Px̄1 + x̄T

1 P ˙̄x1) + e2ė2

=
1

2
(x̄T

1A
TPx̄1 + x̄T

1 PAx̄1 + (be2)
TPx̄1 + x̄T

1 P (be2)) + e2ė2

= −1

2
(x̄T

1Qx̄1) + x̄T
1 Pbe2 + e2ė2

si nous posons e1 = x̄T
1 Pb et ν1 = 1

2
x̄T

1Qx̄1 alors
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V̇1 = −ν1 + e2(ė2 + e1)

= −ν1 + e2(Ṅ1 + k1ẋ1 + k2ẍ1 + e1)

= −ν1 + e2(
∂N1

∂x1

ẋ1 +
∂N1

∂x2

ẋ2 +
∂N1

∂ẋ1

ẍ1 +
∂N1

∂ẋ2︸︷︷︸
def
= G2

ẍ2︸︷︷︸
=
N2

+k1ẋ1 + k2ẍ1 + e1)

= −ν1 + e2(G2N2 + (
∂e2
∂x1

− k1)ẋ1 +
∂e2
∂x2

ẋ2 + (
∂e2
∂ẋ1

− k2)ẍ1 + k1ẋ1 + k2ẍ1 + e1)

= −ν1 + e2(G2N2 +
∂e2
∂ẋ1

ẋ1 +
∂e2
∂x2

ẋ2 +
∂e2
∂ẋ1

N1 + e1︸ ︷︷ ︸
def
= W2

)

= −ν1 + e2(G2N2 +W2)

Le nouveau contrôle ẋ3 apparâıt à travers N2, par conséquent, nous pouvons choisir ẋr3 tel

que le terme e2(G2N2 +W2) soit non positif.

Étape 2 i = 2

ẋr3 = ẋ3 −G2N2 −W2 − c2e2

L’erreur entre la référence et la vitesse actuelle est donnée par :

e3 = ẋ3 − ẋr3 = G2N2 +W2 + c2e2 ⇒ G2N2 +W2 = e3 − c2e2

Dans ce cas :

V̇1 = −ν1 + e2(e3 − c2e2)

= −(ν1 − c2e
2
2) + e2e3

= −ν2 + e2e3

avec ν2 = ν1 + c2e
2
2

Pour compenser e3, nous modifions la fonction V1 en

V2 = V1 +
1

2
e23
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En différentiant V2, nous obtenons :

V̇2 = V̇1 + e3ė3

En reprenant le même calcul, nous aboutissons à l’expression de V2 :

V̇2 = −ν2 + e3(G3N3 +W3)

où e2 est dans l’expression de W3 et G3 = G2
∂N2

∂ẋ3

Le nouveau contrôle ẋ4 apparâıt à travers N3, par conséquent, nous pouvons choisir ẋr4 tel

que le terme e3(G3N3 +W3) soit non positif.
...
... Étape n après (n− 1) itérations, nous pouvons écrire :

V̇n−1 = −νn−1 + en(Gnẍn +Wn)

= −νn−1 + en(GnNn +GnGu+Wn)

avec

νn−1 =
1

2
x̄T

1Qx̄1 +
n−1∑
i=2

cie
2
i

ẍn = Nn +Gu

Gn =
n−1∏
j=1

∂Nj

∂ẋj+1

Par conséquent, pour rendre V̇n−1 < 0, il suffit de choisir une commande u telle que :

u = −(GnNn +Wn + knen)(GnG)−1

La fonction de Lyapunov V qui garantit la preuve de la stabilité globale asymptotique est telle

que :

Vn = Vn−1
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d’où :

V̇n = −νn−1 − cne
2
n

Notons que, GnG est inversible puisque Gn et G sont différents de 0 par hypothèses (G 6= 0

pour assurer la commandabilité et Gn 6= 0 par définition conséquence de l’hypothèse H3).

preuve 4. Lorsque ∂Ni

∂ẋi+1
= 0, la commande est calculée à partir de la séquence (5.3) :

Pour alléger la présente démonstration, et comme la majorité des exemples traités dans

ce travail sont à deux degrés de liberté, nous limiterons cette preuve au cas n = 2.

Étape 1 i = 1

Lorsque ∂N1

∂ẋ2
= 0 et ∂N1

∂x2
6= 0, l’équation differentielle est réduite à :

ẍ1 = N1(x1, x2, ẋ1) (5.7)

De façon similaire, nous allons reprendre la preuve précédente pour ∂Ni

∂ẋi+1
= 0. Dans ce

cas, au lieu de déterminer une vitesse de référence ẋr2 pour la variable ẋ2, nous commence-

rons par déterminer d’abord une position de référence xr2 :

xr2 = x2 −N1 − k1x1 − k2ẋ1

L’erreur entre la référence et la position actuelle est donnée par

e21 = x2 − xr2 = N1 + k1x1 + k2ẋ1 ⇒ N1 = e21 − k1x1 − k2ẋ1

Définissons x̄1, A et b de la même façon que précédemment,

En appliquant ces notations, nous obtenons :

˙̄x1 = Ax̄1 + be21

considérons maintenant la fonction de Lyapunov donnée cette fois par :

V11 =
1

2
(x̄T

1 Px̄1 + e221) (5.8)

La dérivée V̇11 est de la forme :
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châıne 96

V̇11 = −1
2
x̄T

1Qx̄1 + x̄T
1 Pbe21 + e21 ˙e21

Si e1 = x̄T
1 Pb et ν11 = 1

2
x̄T

1Qx̄1 alors :

V̇11 = −ν11 + e21( ˙e21 + e1)

= −ν11 + e21(Ṅ1 + k1ẋ1 + k2ẍ1 + e1)

= −ν11 + e21(
∂N1

∂x1

ẋ1 +
∂N1

∂x2

ẋ2 +
∂N1

∂ẋ1

ẍ1 +
∂N1

∂ẋ2

ẍ2

+k1ẋ1 + k2ẍ1 + e1)

= −ν11 + e21((
∂e21
∂x1

− k1)ẋ1 +
∂e21
∂x2

ẋ2 + (
∂e21
∂ẋ1

− k2)ẍ1

+k1ẋ1 + k2ẍ1 + e1)

= −ν11 + e21(
∂N1

∂x2︸︷︷︸
def
= G2

ẋ2 +
∂e21
∂x1

ẋ1 +
∂e21
∂ẋ1

N1 + e1︸ ︷︷ ︸
def
= W21

)

= −ν11 + e21(G2ẋ2 +W21)

Le problème ici, est que nous ne pouvons pas atteindre u à travers ẋ2 mais plutôt à travers

ẍ2 ; aussi, nous ajoutons une étape supplémentaire par rapport la la preuve précédente. Cette

étape consiste à déterminer une vitesse de référence ẋr2 pour ẋ2 telle que : e21(G2ẋ2 +W21)

soit non positif :

ẋr2 = ẋ2 −G2ẋ2 −W21 − k21e21

L’erreur entre la référence et la vitesse actuelle est :

e2 = ẋ2 − ẋr2 = G2ẋ2 +W21 + k21e21 ⇒ G2ẋ2 +W21 = e2 − k21e21

Dans ce cas :

V̇11 = −ν11 + e21(e2 − k21e21)

= −ν11 − k21e
2
21 + e21e2

= −ν1 + e21e2

avec ν1 = ν11 + k21e
2
21

Pour compenser e2, la fonction V11 est modifiée en :
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V1 = V11 + 1
2
e22

En dérivant V1, nous obtenons :

V̇1 = ˙V11 + e2ė2

= −ν1 + e21e2 + e2ė2

= −ν1 + e2(ė2 + e21)

= −ν1 + e2(
∂e2
∂x1

ẋ1 +
∂e2
∂x2

ẋ2 +
∂e2
∂ẋ1

ẍ1 + e21︸ ︷︷ ︸
def
= W2

+
∂e2
∂ẋ2︸︷︷︸
G2

ẍ2)

= −ν1 + e2(G2ẍ2 +W2)

= −ν1 + e2(G2(N2 +Gu) +W2)

Finalement, l’expression de la dérivée de Lyapunov est :

V̇1 = −ν1 + e2(G2N2 +G2Gu+W2) (5.9)

Pour rendre V̇1 non positive, u peut être choisie telle que :

e2(G2N2 +G2Gu+W2) = −k2e
2
2 (5.10)

Ainsi, l’expression de la commande qui stabilise globalement asymptotiquement le système

lorsque n = 2 est donnée par :

u = −(G2N2 + w2 + k2e2)(G2G)−1

Pour les mêmes raisons que précédemment, GnG est inversible, ce qui garantit l’existence

de ce contrôle.

Étape 2 i = 2

La fonction de Lyapunov finale est donnée par :

V2 = V1 telle que V̇2 = −ν2 − k2e
2
2
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Exemple 5.1.

Pour illustrer cette procédure, considérons un système mécanique sous actionné possédant

naturellement une structure châıne, en l’occurence : le sytsème masse glissant sur chariot

représenté par la figure 3.3. Le modèle de ce système est donné dans le chapitre 3 par les

équations :

m
..
x1 −B(

.
x1 −

.
x2) = 0

M
..
x2 +B(

.
x1 −

.
x2) = τ

où m, M sont respectivement les masses de la petite masse et du chariot, B est un frottement

(qui peut être non linéaire) entre les deux masses.

La représentation sous forme triangulaire de ce modèle est donnée par :

..
x1 =

B

m
(

.
x1 −

.
x2) = N1(

.
x1,

.
x2)

..
x2 =

1

M
[τ −B(

.
x1 −

.
x2)] = N2(

.
x1,

.
x2) +Gτ

Le CFD associé à ce système a été construit dans le chapitre 4, et est sous la forme d’une

structure châıne.

Par conséquent, la procédure systématique de synthèse de loi de commande globalement

asymptotiquement stabilisante peut être appliquée pour la masse glissante sur chariot . Tou-

tefois, pour pouvoir l’appliquer, il est nécessaire en premier lieu de vérifier si les hypothèses

H1−H4 sont satisfaites.

Remarque 5.3. 1. Même si le schéma de contrôle présenté ci-dessus est applicable pour

tout système pouvant se mettre sous la forme (5.1), les systèmes considérés dans le

cadre de cette thèse sont essentiellement mécaniques, dans ce cas, il est d’usage de

supposer sans perte de généralités que les états sont bornés, par conséquent la propriété

du BIBS est souvent satisfaite.

2. De plus, nous supposerons aussi que les mécaniques ne sont pas trop rapides et qu’il

n’y a pas de jeu dans les articulations.

Vérification des hypothèses

H1) Clairement, Ni(0, 0) = 0 pour i = 1, 2, ainsi, l’origine est l’équilibre.

H2) N1 est une fonction régulière,N1 est bornée pour x1 et x2 bornés.

H3) G(x, ẋ) = 1
M
⇒ G(x, ẋ) 6= 0 et ∂N1

∂ẋ2
= −B

m
⇒ ∂N1

∂ẋ2
6= 0 ∀(x, ẋ) ∈ R2n.

H4) N1(0, ẋ2) = 0 ⇒ −B
m
ẋ2 = 0 ⇒ ẋ2 = 0 ⇒le système non linéaire N1(0, ẋ2) = 0 est

GAS en (x1, x2) = 0.
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Les hypothèses H1 − H4 étant vérifiées, nous pouvons calculer la loi de commande τ qui

assure la GSA du système. Pour calculer cette loi de commande, nous utiliserons les séquences

(5.2) puisque ∂N1

∂ẋ2
6= 0. L’application de ces séquences permet d’aboutir à la loi de commande

suivante :

τ = c1(c2x1 + c3ẋ1 + c4ẋ2) (5.11)

où les ci sont des combinaisons des constantes définies dans la séquence (5.2).

Clairement, il n’est pas à discuter que la commande obtenue parait de point de vue

théorique et même pratique simple et facilement réalisable. Notons que pour B constante, le

système et le contrôle sont linéaires, ainsi, cette procédure est aussi valide pour le cas linéaire.

Ce contrôle ne donne aucune indication sur le choix des constantes des séquences sauf

le fait qu’elles doivent être positives pour assurer une dérivée négative de la fonction de

Lyapunov.

L’application en simulation de cette commande au système masse glissante sur chariot est

illustrée par la figure 5.1

Figure 5.1 Trajectoires des états et force appliquée au système masse glissante pour les
paramètres M = 1Kg, m = 0.2Kg, B = 0.02 et pour les conditions initiales (0.5, 0.5, 0, 0).

Les mouvements de la masse et du chariot se stabilisent rapidement à l’origine pour

un faible temps de réponse et surtout pour une faible commande. Évidement, nous pouvons

encore jouer sur le temps de réponse et sur l’effort de commande en ajustant le choix des

constantes.
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Malheureuseument, très peu de systèmes mécaniques sous actionnés sont naturellement

sous une structure châıne, les seules exemples que nous avons trouvé en littérature sont ceux

de la masse glissante sur un chariot et celui du robot à articulations élastiques présenté

dans [38]. Effectivement, la majorité des SMSA possèdent : soit une structure arbre tels que

l’Acrobot, le pendubot, les systèmes pendulaires, le pendule à roue inertielle (inertia wheel

pendulum) et le système Tora, soit en point isolé tel que la bille sur rail (pour ne citer que

les systèmes à deux degrés de liberté).

Comme il n’existe pas de méthodologie systématique pour le traitement de ces deux struc-

tures, la plupart du temps, ces systèmes ont été traité sur la base du cas par cas.

Dans la suite, nous proposons de répondre en partie au problème encore ouvert de la

synthèse systématique des systèmes ayant une structure arbre en transformant une sous

classe de systèmes en structure arbre vérifiant certaines conditions en structure châıne telle

que la procédure systématique de backstepping présentée plus haut puisse être appliquée.

5.2 Synthèse systématique de contrôle pour les systèmes possédant
une structure arbre

La construction du CFD pour un système donné dépend des coordonnées de ce système,

en particulier du choix des coordonnées généralisées et des forces extérieures, aussi, le CFD

n’est pas invariant sous transformation de coordonnées. Cette simple remarque nous a mo-

tivé à trouver un changement de coordonnées qui permet la transformation du CFD.

En fait, il apparâıt que si un système donné satisfait les conditions énumérées dans la para-

graphe suivant, alors son CFD qui à la base, est sous une structure arbre peut être transformé

en un CFD en structure châıne. Si cette opération est possible alors, il suffit d’utiliser la même

procédure systématique proposée par Seto et Baillieul pour la synthèse de lois de commande

globalement asymptotiquement stabilisantes. Évidemment, il faudrait par la suite revenir au

système initial pour garder la signification physique des variables et des entrées.

Reprenons de façon générale les équations d’Euler-Lagrange du mouvement des SMSA :

m11(q)q̈1 +m12(q)q̈2 + h1(q, q̇) = τ1

m21(q)q̈1 +m22(q)q̈2 + h2(q, q̇) = τ2
(5.12)
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où q ∈ Q une variété n-dimentionnelle, supposons que q peut s’écrire sous la forme :

q = col(q1, q2) ∈ Q1 ×Q2 où Qi est de dimension ni = dim(Qi) pour i = 1, 2 et n1 + n2 = n.

Les mij(q) sont les éléments de M(q) la matrice d’inertie du système. Les hi contiennent les

termes de Coriolis, centrifuges et de gravitation et les τi sont les contrôles satisfaisant une

des conditions du mode d’actionnement suivant :

A1) τ = τ2 ∈ Rn2 est le contrôle et τ1 ≡ 0.

A2) τ = τ1 ∈ Rn1 est le contrôle et τ2 ≡ 0.

Dans les deux cas, le système (5.12) est un système sous actionné. Le mode d’actionnement

A1 et A2 est important et est défini selon les applications. Par exemple l’Acrobot, le système

Tora et le pendule à roue inertielle sont actionnés selon le mode A1, alors que le Pendubot,

le système chariot pendule sont actionnés selon le mode A2.

5.2.1 Stabilisation des SMSA actionnés selon le mode A1

Supposons maintenant les hypothèses suivantes :

Hypothèses 5.1.

B1) Le système en considération possède une symétrie cinétique c’est à dire que M(q) =

M(q2).

B2) q2 est la variable actionnée c’est à dire que le système est actionné selon le mode A1.

B3) La quantité m−1
11 (q2)m12(q2) est intégrable.

Notons que ces hypothèses ne sont pas trop restrictives et sont satisfaites par une large

gamme de SMSA.

Un de nos résultats importants est présenté dans le théorème suivant :

Théorème 5.2. Supposons que les hypothèses B1-B3 sont satisfaites, alors un système sous

actionné possédant une structure arbre peut être transformé en un système ayant une struc-

ture châıne.
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preuve 5. Il a été montré (chapitre 3, section 3.7) que les systèmes sous actionnés selon

le mode A1 pouvaient être partiellement linéarisés en utilisant le changement de contrôle

suivant :

τ = α(q)u+ β(q, q̇) (5.13)

qui transforme les dynamiques de (5.12) en :

q̇1 = p1 (5.14)

ṗ1 = f(q, p) + g0(q)u

q̇2 = p2

ṗ2 = u

où α(q) est une matrice m×m symétrique, definie positive et g0(q) = −m−1
11 (q)m12(q)

Cependant, après ce changement de contrôle, le nouveau contrôle apparâıt en même temps

dans le sous système linéaire et le sous système non linéaire. Autrement dit, nous obtenons

un système dont le CFD est sous une structure arbre !

Par ailleurs, Olfati-Saber a montré dans [123] que si un système sous actionné satisfait les

hypothèses B1 − B3 alors ce système est transformable en une forme normale en stricte

feedback.

En effect, le changement de coordonnées suivant :

qr = q1 + γ(q2) (5.15)

pr = m11(q2)p1 +m12(q2)p2 :=
∂L
∂q̇1

transforme les dynamiques du système (5.14) en un système non linéaire en cascade en

une forme stricte feedback :

q̇r = m−1
11 (q2)pr (5.16)

ṗr = g(qr, q2)

q̇2 = p2

ṗ2 = u
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où

γ(q2) =

∫ q2

0

m−1
11 (θ)m12(θ) dθ

g(qr, q2) = −∂V (q)

∂q1

Il suffit maintenant de remarquer la forme (5.16) peut se mettre sous une forme triangulaire,

plus précisement, nous pouvons réecrire (5.16) sous la forme :

q̈r = m−1
11 (q2)g(qr, q2) (5.17)

q̈2 = u

qui est tout simplement une forme dont le CFD est sous une structure châıne. Ainsi, la

structure arbre est transformée en une structure châıne.

Remarque 5.4. Pour le cas A2 c’est à dire lorsque la variable q2 n’est pas actionnée, il

existe un autre changement de contrôle (non localisé) et un autre changement de coordonnées

pouvant transformer le système initial, mais la forme normale obtenue n’est pas en stricte

feedback. Cela signifie que quelques systèmes sous actionnés (particulièrement ceux qui sont

actionnés selon le mode A2) ne peuvent pas se transformer d’une structure arbre en une

structure châıne, c’est le cas du Pendubot, du système chariot pendule inversé et quelques

autres. Pour ceux là, nous proposerons par la suite une stratégie d’élaboration de lois de

commande stabilisantes.

Pour illustrer cette procédure considérons un système qui initialement possède une struc-

ture arbre par exemple le système Tora.

5.2.1.1 Application : le système Tora

Reprenons l’exemple du Tora représenté dans le chapitre 3, ce système est constitué (fi-

gure 5.2) d’une plate forme pouvant osciller sans frottement dans le plan horizontal. Sur

cette plate forme, une masse excentrique est actionnée par un moteur à courant continu,

son mouvement applique une force à la plate forme qui peut être utilisée pour amortir les

oscillations transversales.
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Figure 5.2 Le système Tora.

Le problème de stabilisation de ce système a été introduit par Wan, Brenstein et Coppola

à l’université de Michigan [185] et a attiré l’attention de plusieurs chercheurs récemment

du fait qu’il présente une interaction non linéaire entre les mouvements de translation et

de rotation. Aussi, il a été intensivement utilisé comme benchmark pour le contrôle non

linéaire pour les systèmes en cascade, spécialement pour des méthodes basées sur la passivité

[78, 80, 149], pour des procédure du backstepping [123, 185], contrôleurs robustes et modes

glissants [72, 118, 192], surfaces dynamiques [136], compensation du produit tensoriel et

contrôleurs LMI (linear matrix inequality) [7, 63], gradient de vitesse [52] et même par

logique floue avec [73, 186]. Cependant, à notre connaissance, ce travail est le premier à

utiliser une commande à commutation pour la stabilisation du Tora.

Supposons que le couple moteur soit la variable de contrôle, notre objectif est de déterminer

une loi de commande qui stabilise en même temps les mouvements de rotation et de trans-

lation à l’origine, ainsi, le système Tora est bien un SMSA.

Notons que ce système possède deux degrés de liberté (q1, q2), où q1 est la variable inac-

tionnée et q2 est la vaiable actionnée.

Nous rappellons les équations d’Euler-Lagrange décrivant le système Tora, données par :

(m1 +m2)q̈1 +m2r cos(q2)q̈2 −m2r sin(q2)q̇
2
2 + kq1 = 0 (5.18)

m2r cos(q2)q̈1 + (m2r
2 + I2)q̈2 +m2gr sin(q2) = τ

ou encore par :

q̈1 =
1

detM(q2)
(−m2r cos(q2)τ + gm2

2r
2
2 cos(q2) sin(q2) (5.19)

−(m2r
2 + I2)(kq1 −m2r sin(q2)q̇

2
2))

q̈2 =
1

detM(q2)
((m1 +m2)τ − (m1 +m2)m2gr sin(q2)

+m2r cos(q2)(kq1 −m2r sin(q2)q̇
2
2))
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où detM(q2) = (m1 +m2)(m2r
2 + I2)− (m2r cos(q2))

2

La construction du CFD associé à ce système est donnée par la figure 5.3 qui est clairement

sous une structure arbre.

Figure 5.3 CFD du système Tora .

Après une linéarisation partielle par le changement de contrôle :

τ = α(q)u+ β(q, q̇) (5.20)

avec

α(q2) = (m2r
2 + I2)−

(m2r cos(q2))
2

m1 +m2

∀q2 ∈ [−π, π]

β(q, q̇) = m2gr sin(q2)−
m2r cos(q2)

m1 +m2

(kq1 −m2r sin(q2)q̇
2
2)

Les dynamiques du Tora deviennent :

q̇1 = p1 (5.21)

ṗ1 = f0(q, p) + g0(q)u

q̇2 = p2

ṗ2 = u

avec

f0(q, p) =
(m2r sin(q2))p2 − kq1

m1 +m2

g0 =
m2r cos(q2)

m1 +m2

Notons que M(q) = M(q2), que le système Tora est actionné selon le mode A1 et que la

fonction γ(q2) peut être explicitement calculée :

γ(q2) =

∫ q2

0

m2r cos(θ)

m1 +m2

dθ =
m2r sin(q2)

m1 +m2
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Étant donné que toutes les hypothèses B1-B3 sont vérifiées, alors, le changement de

coordonnées global :

qr = q1 +
m2r sin(q2)

m1 +m2

(5.22)

pr = (m1 +m2)p1 +m2r cos(q2)p2

transforme les dynamiques du système Tora en un système non linéaire en cascade sous la

forme stricte feedback suivante :

q̇r =
1

(m1 +m2)
pr (5.23)

ṗr = −kqr + kγ(q2)

q̇2 = p2

ṗ2 = u

Ce système peut aussi être écrit sous la forme :

q̈r = − k

m1 +m2

qr +
km2r

(m1 +m2)2
sin(q2) (5.24)

q̈2 = u

qui correspond à un système de la forme (5.1).

Dans ce cas, le CFD associé à (5.24) est donné par :

Figure 5.4 CFD du système Tora transformé.

Ainsi, le changement de contrôle (5.20) et de coordonnées (5.22) transforment la structure

arbre du Tora en une structure châıne.

Maintenant que le système Tora est exprimé sous forme d’une structure châıne, nous

pouvons alors appliquer la procédure systématique due à Seto et Baillieul pour déterminer

la loi de commande qui peut globalement asymptotiquement stabiliser le système Tora trans-

formé. Évidement, la loi de commande réelle du système initial peut être déduite par une
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simple transformation inverse (ce qui ne pose aucun problème puisque le changement de

coordonnées est global).

Pour pouvoir appliquer cette procédure, vérifions d’abord que les hypothèses H1 − H4

pour le système ci dessous sont satisfaites.

q̈r = − k

m1 +m2

qr +
km2r

(m1 +m2)2
sin(q2) = N1(qr, q2) (5.25)

q̈2 = u = N2 +Gu avec N2 = 0 et G = 1

De même que pour l’exemple précédent, nous supposons qu’il n’y a pas de mécaniques

rapides ni de jeu dans les engrenages.

vérification des hypothèses

H1) Ni(0, 0) = 0 l’origine est l’équilibre.

H2) N1 est une fonction régulière, N1 est bornée pour qr et p2 bornés.

H3) G(qr, q2) = 1 ⇒ G(qr, q2) 6= 0.

∂N1

∂
.
q2

= 0 mais ∂N1

∂q2
= c cos(q2), (c constante) par conséquent ∂N1

∂q2
6= 0 ∀(qr, q2) ∈ D ⊂ R2n

avec D = {(qr, q2)/q2 6= (2k + 1)π/2}.

H4) N1(0, q2) = 0 ⇒ sin(q2) = 0 ⇒ q2 = 0 ⇒le système non linéaire N1(0, q2) = 0 est GAS

en (qr, q2) = 0.

L’application du schéma de contrôle (5.3) conduit à la loi de commande suivante :

unL = −(m1 +m2)2

k cos(q2)
(c1q̇r +

k

(m1 +m2)2
q̇2(c2 cos(q2)− q̇2) + c3qr + c4 sin(q2)) (5.26)

où c1, c2, c3, c4 sont des constantes positives.

Clairement, le contrôle obtenu est simple et facile à implémenter. De plus, le taux de

convergence peut être contrôlé en ajustant les gains ci.
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Néanmoins, ce contrôle est valide pour tout q2 6= (2k + 1)π/2. C’est la conséquence du

fait que l’hypothèse H3, n’est pas toujours vérifiée ∀(q, q̇) ∈ R2n, du moment que pour le

système Tora ∂Ni

∂qi+1
6= 0 que pour q2 6= (2k + 1)π/2.

Cela implique des singularités de contrôle qui font que le bassin d’attraction ne peut pas

être tout l’espace, par conséquent, la stabilité ne peut être globale.

Une solution pour éviter la divergence des états est d’ajuster les gains ci tels que les trajec-

toires soient gardées près de l’équilibre. Cependant, garder les trajectoires près de l’équilibre

impliquera certes, de faibles efforts mais des temps d’établissement très importants. De plus,

si les conditions initiales pour q2 sont choisies plus grandes ou égales à π/2, les états et le

contrôle vont diverger suite à la singularité, aussi cette solution est à éliminer.

Pour résoudre ce problème, nous proposons deux solutions, la première est basée sur un

contrôle à commutation [30], et la seconde sur la théorie de Lyapunov [33]. Les deux solutions

ont permis de déterminer malgré la singularité, des lois de commande valides pour n’importe

quelles conditions initiales rendant ainsi la stabilité asymptotique globale.

Passage de la singularité : 1ière solution L’idée est d’utiliser un contrôle hybride qui

switch entre la loi de contrôle déterminée (5.26) loin des singularités et une autre loi de

contrôle, déterminée par la suite, à proximité des singularités.

Cette technique de contrôle a été très utilisée récemment (chapitre 2, section 2.1.3). Son im-

portance provient du fait que certains systèmes ne peuvent pas atteindre certains objectifs

de commande à travers une seule loi de contrôle.

Il reste maintenant, à déterminer la deuxième loi de commande. En fait, l’idée est d’uti-

liser le linéarisé tangent du système Tora autour du point de singularité pour calculer une

commande linéaire qui sera appliquée au voisinage de ce point. Un fois que les trajectoires

sortent du domaine de la singularité, nous commutons vers le contrôle non linéaire pour

atteindre la stabilité globale asymptotique de tous les états.
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Expression de la loi de commande linéaire Le modèle du linéarisé du système

Tora autour de (qr, pr, q2, p2) = (0, 0, π/2, 0) est comme suit :

δ̇qr =
1

(m1 +m2)
δpr (5.27)

δ̇pr = −kδqr

δ̇q2 = δp2

δ̇p2 = δu

Le nouveau problème qui apparâıt maintenant, est que le sous système (δqr, δpr) n’est pas

commandable, heureusement, il est stable. D’après Brockett dans [22] (théorème 3.1), lorsque

les modes non commandables sont stables alors, le système peut encore être stabilisable.

Dans ce cas, l’expression de loi de commande linéaire est déterminée de façon classique et

est donnée par :

uL = −K ∗ x (5.28)

où x = [δq2, δp2]
T et K = [K1 K2] est la matrice gain fixée soit par l’approche LQR ou

celle de placement de pôles.

Remarque 5.5. Notons que, même si les modes non commandables du système linéarisé

autour du point de singularité sont stables, cela n’implique nullement que le système linéarisé

lui même est stable. Pour s’en convaincre, il suffit de regarder le modèle (5.27), et de re-

marquer qu’il est sous forme d’un double intégrateur. De plus, l’application d’un contrôle au

Tora conduit toutes les trajectoires à l’infini puisque 1
cosq2

devient très grand au voisinage de

q2 = π
2
.

L’application en simulation de ce contrôle hybride au système Tora pour les paramètres

m1 = 10kg,m2 = 1kg, k = 5N/m, r = 1m, I = 1kg/m, montre l’efficacité du schéma de

contrôle proposé figure 5.5.
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structure arbre 110

Figure 5.5 Trajectoires des états et entrée de commande du système Tora pour les
conditions initiales (q1, q2, p1, p2) = (1, 0, 0, 0).

En fait, notre contrôle a permis la stabilisation du Tora même pour des conditions ini-

tiales assez dures telles que le point de singularité q2 = π/2 (figure 5.6), ou encore un point

encore plus éloigné de cette singularité q2 = π (figure 5.7).

Figure 5.6 Trajectoires des états et entrée de commande du système Tora pour les
conditions initiales (q1, q2, p1, p2) = (1, π

2
, 0, 0).
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Figure 5.7 Trajectoires des états et entrée de commande du système Tora pour les
conditions initiales (q1, q2, p1, p2) = (1, π, 0, 0).

La commutation d’un contrôle à un autre est orchestrée par l’état q2, telle que, lorsque

|q2| est en dehors de l’intervalle π
2
± e, nous appliquons le contrôle non linéaire unL (5.26)

et lorsque |q2| entre dans cet intervalle, nous commutons vers le contrôle linéaire uL (5.28)

figure 5.8.

Figure 5.8 Régions de commutation pour le contrôle.

La dimension de l’intervalle est en relation directe avec l’effort de commande. Effecti-

vement, nous avons remarqué que des intervalles restreints correspondants à des de petites

valeurs de e (autour de 0.2 à 0.3) figure 5.9 conduisent à des efforts plus importants par

rapport à des intervalles plus large correspondants à des valeurs plus grandes de e (telles que

0.5 ou 0.6) figure 5.5. Ceci est dû essentiellement au fait, qu’avec des intervalles plus larges,
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nous n’autorisons pas cos(q2) à devenir très petit dans le but justement, d’éviter de grandes

valeurs pour unl.

Figure 5.9 Trajectories des états et entrée de commande du système Tora pour les
conditions initiales (q1, q2, p1, p2) = (1, 0, 0, 0) and e = 0.2.

Remarque 5.6. Du point de vue de l’implémentation de la commande commutante en simu-

lation, nous avons utilisé un bloc switch qui autorise la passage d’une entrée de commande

ou de l’autre en fonction de la valeur de seuil fixée par la variable |q2|.

Notons que cette procédure n’est pas unique, d’ailleurs nous avons aussi essayer d’appliquer

la commande

u = E ∗ unL + (1− E) ∗ uL

avec E étant le signal de sortie du bloc look up table et vaut

{
E = 0 si |q2| ∈ |π/2± e|

E = 1 sinon

et les résultats obtenus par les deux méthodes sont identiques.

Preuve de stabilité pour le contrôle hybride Au chapitre 2, section 2.1.3, nous

avons présenté les conditions que doivent satisfaires les systèmes à commutation pour bénéficier

d’une stabilité globale du système hybride. En fait, il faut soit trouver une fonction de Lya-

punov commune entre les sous systèmes de commutations ou alors à défaut d’une telle fonc-

tion, il faut d’une part démonter l’existence de fonctions de Lyapunov associées à chaque

sous système pouvant garantir la stabilité (éventuellement globale asymptotique) pour ces
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derniers, et d’autre part satisfaire certaines conditions sur les fonctions de Lyapunov indivi-

duelles aux moments des commutations.

N’ayant pas réussi à trouver une fonction de Lyapunov commune entre le sous système

non linéaire et le sous système linéaire, nous établirons la démonstration de la stabilité du

système à commutation à travers des fonctions de Lyapunov multiples.

Pour le système Tora ces fonctions sont données par :

VnL = 1
2
q̄T
1 P q̄1 + 1

2
e221 + 1

2
e22 pour le sous système non linéaire

VL = 1
2
x̃TRx̃ pour le sous système linéarisé

où q̄1, P , e21 et e2 sont les variables définies dans les séquences du schéma de contrôle (5.3)

pour q̄1 = x̄1, x̃ = (δqr, δpr, δq2, δp2) sont les coordonnées du système linéarisé et R est une

matrice symétrique, définie positive.

La preuve de stabilité de la première fonction de Lyapunov pour le sous système non

linéaire du Tora soumis à la loi de commande unL a été établie précédemment (section 5.1,

preuve 4). Quant à la deuxième, étant donné que le sous système (5.27) est linéaire, nous

pouvons choisir une fonction de Lyapunov de la forme :

VL =
1

2
x̃TRx̃.

Si la matrice R est choisie diagonale alors, VL peut être exprimée par :

VL =
1

2
(R1x̃

2
1 +R2x̃

2
2 +R3x̃

2
3 +R4x̃

2
4).

Différentiant VL, nous obtenons :

V̇L = R1x̃1
˙̃x1 +R2x̃2

˙̃x2 +R3x̃3
˙̃x3 +R4x̃4

˙̃x4

= (
R1

m1 +m2

−R2k)x̃1x̃2 + (R3 −K1R4)x̃3x̃4 −K2R4x̃
2
4

(5.29)

Si les éléments de la matrice R sont choisis tels que les conditions :

 R1

m1+m2
= R2k

R3 = K1

soient vérifiées, alors :

V̇L = −K2R4x̃
2
4
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Le sous système linéaire n’est que stable, mais l’utilisation du principe d’invariance de La-

salle, va nous assurer une stabilité asymptotique.

Ainsi, les fonctions de Lyapunov VnL et VL garantissent la stabilité globale asymptotique

des sous systèmes non linéaire et linéaire respectivement. Il reste néanmoins, à démonter

que ces fonctions sont décroissantes sur chaque intervalle similaire où un même sous système

est actif, autrement dit, il faut que la valeur des fonctions de Lyapunov à la fin d’intervalle

soient supérieures à la valeur des mêmes fonctions de Lyapunov à la fin de l’intervalle suivant.

Malheureuseument, l’analyse de la stabilité et la vérification d’une telle condition sont très

difficiles au moyens d’outils analytiques. Aussi, souvent, nous sommes contraints à recourir

à des résultats de simulation [50]. Dans ce cas, nous construisons par simulation le profil

d’énergie. Celui du système Tora soumis à une loi de commande à commutation est illustré

par la figure 5.10.

Figure 5.10 Profil d’énergie du système à commutation.

En se basant sur cette figure, les fonctions de Lyapunov VnL et VL, satisfont la condition

de décroissance sur les intervalles similaires. Par conséquent, nous concluons à la stabilité

globale asymptotique du système Tora soumis à une loi de commande hybride.
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Passage de la singularité : 2ième solution La deuxième solution que nous proposons a

l’avantage d’éviter une commande à commutaion, l’idée est de déterminer un contrôle qui

rend la dérivée de la fonction de Lyapunov (5.9) non positive. En effet, l’expression de la com-

mande (5.4) proposée par Seto et Baillieul est la façon la plus simple assurant la vérification

de cette condition mais nécessite d’avoir la dérivée des termes de connection différente de

zéro, condition qui n’est pas nécessairement satisfaite par plusieurs systèmes sous actionnés

entre autres le Tora. Nous pouvons alors choisir une autre expression de commande qui peut

rendre la dérivée de Lyapunov (5.9) non positive.

Reprenons donc, l’expression de la dérivée de Lyapunov pour N2 = 0 et G = 1

V̇1 = −ν1 + e2(G2N2 +G2Gu+W2)

= −ν1 + e2G2u+ e2W2

(5.30)

Pour rendre cette expression négative, considérons le contrôle suivant

u = −ck2G2e2 − cvarG2W2 (5.31)

où c est une constante positive utilisée pour ajuster le taux de convergence associé aux

différentes conditions initiales alors que cvar est variable et sera définie un peu loin.

Dans ce cas :

V̇1 = −ν1 − ck2G
2
2e

2
2 − cvarG

2
2e2W2 + e2W2

= −ν2 + e2W2(1− cvarG
2
2)

avec ν2 = ν1 + ck2G
2
2e

2
2

Ensuite, essayons de forcer le terme e2W2(1− cvarG
2
2) à 0 tel que V̇1 = −ν2

Pour cela, nous pouvons choisir cvar tel que cvar = 1
G2

2

Une fois encore, nous rencontrons une division par zéro, mais cette fois, ce problème peut

être résolu en modifiant cvar en cvar = 1
G2

2+E
au voisinage des points de singularités.

où

 E = 1 si G2 ≈ 0 ie |q2| = |π/2± 0.01|

E = 0 si G2 6= 0 ie |q2| 6= |π/2± 0.01|
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Considérons de nouveau la dérivée de Lyapunov

V̇1 = −ν2 + e2W2(1− cvarG
2
2)

Lorsque le terme e2W2(1 − cvarG
2
2) = 0 alors V̇1 = −ν2 et la stabilité globale asympto-

tique est assurée, mais lorsque G2 = 0 , ce terme est réduit à e2W2 tel que V̇1 = −ν2 + e2W2.

Pour forcer la non positivité de la dérivée de Lyapunov, et comme e2 et W2 d’après (5.3)

dépendent tous les deux des constantes k1, k2, k21, et Pi (éléments de P ), nous pouvons alors

choisir ces constanes telles que la condition :

|e2W2| < |ν2| (5.32)

soit satisfaite tout le temps.

Pour les résultats de simulation, et pour les mêmes paramètres du Tora. L’ensemble des

constantes est choisi en respectant la condition qui rend (5.32) vraie et sont données par :k1 =

4; k2 = 4; k21 = 0.08; p2 = 0.1; p4 = 0.1;

Pour le moment, ces constantes sont choisies de façon heuristique, mais la génération de

constantes optimales qui résolvent la condition (5.32) est en cours.

L’application de la loi de commande proposée (5.31) pour les conditions initiales (q1, q2, q̇1, q̇2) =

(1, 0, 0, 0) et pour c = 486 conduit aux résultats de simulation représentés par la figure 5.11.

Figure 5.11 Trajectoires et contrôle du Tora pour les conditions initiales
(q1, q2, q̇1, q̇2) = (1, 0, 0, 0).
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Il apparâıt de cette figure, que pour le système contrôlé, les deux mouvements trans-

lationnel et rotationnel se stabilisent à l’origine pour un effort de commande et un temps

d’établissement raisonnables.

La vérification numérique de la condition (5.32) montre que cette dernière est toujours vraie

figure 5.12

Figure 5.12 Evolution de |e2W2| − |ν2|

Il est important de noter que la loi de commande ainsi déterminée est aussi valable pour

n’importe quelle condition initiale, de plus le taux de convergence peut être ajusté à travers

un bon choix de la constante c. Pour confirmer ce résultat, choisissons une condition initiale

correspondant aux états (q1, q2, q̇1, q̇2) = (1, π, 0, 0). Pour stabiliser le système initié en ce

point, les trajectoires passeront nécessairement par les points de singularités, les résultats de

simulation associés figure 5.13 pour c = 500, sont très satisfaisants et montrent l’efficacité

de notre loi de commande tenant compte de ces singularités.



5.2 Synthèse systématique de contrôle pour les systèmes possédant une
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Figure 5.13 Trajectoires et contrôle du Tora pour les conditions initiales
(q1, q2, q̇1, q̇2) = (1, π, 0, 0).

Considérons maintenant le problème de la stabilisation de la sous classe de SMSA en

structure arbre non transformable en structure châıne, pour cette classe nous proposons le

schéma de commande suivant :

5.2.2 Stabilisation des SMSA actionnés selon le mode A2

Les SMSA ayant une structure arbre actionnés selon le mode A2, ne peuvent pas se trans-

former en des systèmes sous structure châıne. Dans ce cas une approche de backstepping n’est

pas envisageable. Comment alors procéder pour atteindre la stabilité de cette classe ?

Au départ n’ayant pas d’idée comment procéder à l’élaboration systématique pour la sta-

bilisation de ces systèmes et vu le manque d’une méthodologie générale pour l’étude des

systèmes non linéaires et l’abondance de celles dédiées aux systèmes linéaires, nous allons

nous laisser tenter de procéder à une linéarisation du modèle obtenu afin de retrouver les

propriétés des systèmes linéaires.

Comme application, nous avons choisi de travailler sur le système pendule inversé. L’élabo-

ration du contrôleur et même de l’observateur linéaires est présentée dans l’annexe D. De

plus, étant donné que nous avons considéré un fonctionnement pour ce système dans une

région linéaire, nous avons aussi abordé la commande numérique pour ce système.
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Ensuite, une fois le comportement local déterminé, et pour élargir le domaine de validité

du contrôleur, il devient indispensable de considérer le modèle non linéaire. Dans ce cas,

nous proposons de déterminer une loi de commande stabilisante toujours pour le système

pendule inversé, nous essayerons de généraliser par la suite, la procédure pour le reste de la

sous classe en structure arbre (évidement celle qui ne peut se transformer en une structure

châıne).

En examinant le CFD d’une telle structure, il apparâıt que la commande agit en même

temps sur deux degrés de liberté ; aussi il est nécessaire de commander les deux variables

simultanément. Par conséquent, nous incluerons dans l’expression de la commande quelques

termes destinés à la stabilisation d’une variable et d’autres termes dédiés à la stabilisation

de la deuxième variable. C’est l’idée que nous avons utilisée pour la stabilisation du pendule

inversé et qui peut être généralisée pour les autres systèmes de la même classe.

Le modèle du pendule inverse lorsque les frottements sont négligés est décrit par les équations :

mlcosθẍ+ (I +ml2)θ̈ −mglsinθ = 0 (5.33)

(M +m)ẍ+mlcosθθ̈ −mlsinθθ̇2 = F (5.34)

de (5.33), nous avons :

ẍ = gtgθ − (I +ml2)

mlcosθ
θ̈ (5.35)

Posons : θ̈ = Wθ = −k1θ̇−k2θ pour ki, i = 1, 2 étant des constantes positives. (5.35) devient :

ẍ = gtgθ − (I +ml2)

mlcosθ
Wθ (5.36)

Dans notre approche, nous proposons de commander le mouvement du pendule à tra-

vers l’accélération du chariot. Ainsi, l’expression de ẍ dans (5.36) sera considérée comme

l’accélération désirée nécessaire à la stabilisation du pendule, soit :

ẍd = gtgθ − (I +ml2)

mlcosθ
Wθ (5.37)

Ensuite de (5.34), nous avons :

(M +m)Wx +mlcosθWθ −mlsinθθ̇2 = F (5.38)

Wθ = −k1θ̇ − k2θ (5.39)

Wx = ẍd − kx1(ẋ− ẋd)− kx2(x− xd)
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et donc, lorsque θ se stabilise :θ → 0, nous aurons aussi θ̇ → 0 et θ̈ → 0, par conséquent :

Wθ → 0. Or, d’après (5.37), nous aurons aussi ẍd → 0, par suite et après intégrations, ẋ sera

une constante et x une droite, ce qui provoquera la divergence de x figure 5.14.

Figure 5.14 Représentation de l’accélération, vitesse et position du chariot

Pour remédier à ce problème, nous avons introduit des termes stabilisants x dans l’ex-

pression de Wθ. Dans ce cas, (5.39) devient :

Wθ = −k1θ̇ − k2θ − k3ẋ− k4x (5.40)

Wx = ẍd − kx1(ẋ− ẋd)− kx2(x− xd)

ainsi, lorsque, θ → 0, ẍd n’est plus nul et tend vers Wθ, ce dernier tend vers −k3ẋ− k4x ce

qui conduit x à 0.

En ce qui concerne le justificatif théorique, pour le moment, nous ne sommes arrivés à

vérifier que la stabilité locale du système commandé. Nous espérons établir la preuve du type

de stabilité de notre loi de commande dans un futur très proche.

Quant aux constantes ki, dans un premier temps, elles ont été choisies de manière heu-

ristique en respectant la seule condition de positivité. Cela a conduit à une stabilisation du

système mais les trajectoires oscillaient beaucoup, de plus, le temps d’établissement était

important. Par la suite, nous avons optimisé ce choix en identifiant les coefficients supposés

inconnus du polynôme caractéristique du linéarisé du système commandé avec un polynôme
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d’hurwitz dont nous fixons les racines. Ce calcul peut être réalisé grâce aux fonctions ”char-

poly” du logiciel Maple et ”fsolve” du logiciel Matlab.

Le jeu de paramètres de gains optimaux qui en résulte pour le spectre {−1,−2,−3,−4,

− 5,−6} est : k1 = 14.4085, k2 = 34.815, k3 = 4.64, k4 = 2.20, kx1 = 9.93, kx2 = 28.92.

L’application de ces gains donne des résultats satisfaisants : figure 5.15. Le temps d’établissement

est inférieur à 8 secondes pour un angle initial important, les trajectoires sont très lisses et

l’effort de commande est acceptable. Évidemment, il peut encore être amélioré mais au

détriment du temps d’établissement, et ce en jouant sur les valeurs du spectre désiré.

Figure 5.15 Trajectoires du pendule, du chariot et tension du moteur pour les conditions
initiales (0, 1, 0, 0)

Remarque 5.7. En attendant de déterminer la fonction de Lyapunov qui justifirait le type

de stabilité de la loi de commande ainsi élaborée et qui permettera de déterminer aussi le

domaine d’attraction, ce dernier a été déterminé par simulation et a été estimé autour de

1.18 radians soit 67.609 degrés.

Nous sommes sûr de pouvoir trouver une fonction de Lyapunov et d’améliorer ce domaine

d’attraction pour rendre la stabilité globale, ceci constitura sans aucun doute une perspective

immédiate du présent travail.

Pour rendre la généralisation de cette approche plus facile, nous avons pensé à une

procédure plus classique, toujours en se basant sur le fait que la commande doit conte-

nir des termes stablisants pour les deux variables en parallèle. En fait, il s’agit de passer par

une linéarisation partielle et de déterminer ensuite l’expression de la commande en incluant
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les fameux termes qui agissent en même temps sur la stabilisation des deux degrés de liberté

en parallèle. Nous avons appliqué cette technique au système pendule inversé et il s’est avéré

qu’elle donnait des résultats similaires que la première procédure basée sur l’accélération du

chariot.

Reprenons le modèle du pendule donné par :

mlcosθẍ+ (I +ml2)θ̈ −mglsinθ = 0 (5.41)

(M +m)ẍ+mlcosθθ̈ −mlsinθθ̇2 = F (5.42)

de (5.41), nous avons :

ẍ = gtgθ − (I +ml2)

mlcosθ
θ̈ (5.43)

que nous remplaçons dans (5.42) :

(M +m)(gtgθ − (I +ml2)

mlcosθ
θ̈) +mlcosθWθ −mlsinθθ̇2 = F (5.44)

posons :

θ̈ = Wθ = −k1θ̇ − k2θ − k3ẋ− k4x (5.45)

Les raisons de ce choix ont été expliquées précédemment.

Le système commandé est donné par :

θ̈ = −k1θ̇ − k2θ − k3ẋ− k4x (5.46)

ẍ = gtgθ − (I +ml2)

mlcosθ
(−k1θ̇ − k2θ − k3ẋ− k4x) (5.47)

Le choix des constantes ki, i = 1, . . . , 4 est fait aussi à travers une procédure d’optimisation

mais l’avantage cette fois est qu’il y a moins de paramètres à identifier. Le jeu de paramètres

qui résulte pour un spectre désiré {−1,−2,−3,−4} est : k1 = 15.3014, k2 = 37.5447, k3 =

5.0968, k4 = 2.4465.

Les résultats de simulation correspondant à ces gains sont donnés par la figure 5.16.
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Figure 5.16 Trajectoires du pendule, du chariot et tension du moteur pour les conditions
initiales (0, 1, 0, 0)

Les résultats sont pratiquement du même ordre de grandeur qu’avec une commande par

accélération du chariot.

Au final, nous pouvons dire que les systèmes sous actionnés actionnés selon le mode A2

peuvent être stabilisables à travers une linéarisation partielle suivi d’une synthèse de com-

mande incluant des termes pouvant agir en parallèle sur les différents degrés de liberté.

Il reste en dernier lieu à répondre au problème de stabilistaion de la classe des SMSA

ayant une structure en point isolé. Il a été montré (chapitre 4, section 4.1.1) que les systèmes

avec une telle structure sont les plus difficiles à commander du fait que certains degrés de

liberté ne sont pas influencés par la commande. Principalament, cela revient au fait, que le

degré relatif n’est pas bien défini.

5.3 Stabilisation des SMSA ayant une structure point isolé

L’idée que nous proposons pour le contrôle de ces systèmes est d’atteindre la stabilité à

travers des techniques de commande utilisant une approche de linéarisation approximative

(chapitre 2, section 2.2.2.4) de sorte que les termes qui posent obstruction à la définition du

degré relatif soient carrément éléminés.
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Il reste néanmoins, que lorsque la linéarisation est possible, ce n’est peut être pas la

meilleure solution, en particulier lorsque nous modifions le modèle afin de permettre cette

linéarisation ou lorsque le modèle subit lui même des variations paramétriques non prises en

compte, ce qui conduit à des systèmes peu robustes. D’un autre côté, si la synthèse d’une loi

de commande robuste par exemple par mode glissant est prévue, alors, nous espérons que ce

manque de robustesse sera compensé.

Pour améliorer encore plus les résultats obtenues par cette approche, nous avons considéré

en deuxième lieu, des approximations d’ordre supérieurs (chapitre 2, section 2.2.2.5) au lieu

d’une linéarisation approximative simple. Les deux procédures ont été appliquées sur un

système ayant une strucute en point isolé soit le système bille sur rail ou encore ball and

beam system.

5.3.1 Expression de la commande pour un système obtenue par
linéarisation approximative

Pour un système mono entrée affine en la commande :

ẋ = f(x) + g(x)u x ∈ Rn, (5.48)

y = h(x)

La linéarisation approximative de ce système est donnée par :

ż1 = z2 (5.49)

ż2 = z3

...
...

żn−1 = zn

żn = Ln
fh(φ

−1(z)) + LgL
n−1
f h(φ−1(z))u

où z = φ(x) est le difféomorphisme permettant cette transformation. Le lemme suivant décrit

un algorithme de contrôle qui force un système mono entrée à atteindre la surface de glisse-

ment en temps fini [163].
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Lemme 5.1. soit s(t) = s(x(t)) une sortie régulière du système mono entrée (5.48), avec

ṡ(t) = as(x(t)) + u(t)bs(x(t)). Supposons que l’ensemble S est défini par :

S = {x|s(x) = 0}

une sous variété de dimension 1 de Rn tel que 0 est une valeur régulière de s. Considérons

D un sous ensemble compact et convexe de Rn non vide, tel que D ∩ S 6= ∅. Posons :

u∗(x) = −Ksign(s(x))sign(bs(x)) (5.50)

où K > 0 et K|bs(x)| ≥ |as(x)| pour tout x ∈ D. Alors, il existe un ouvert D0 ⊂ D tel

que pour une trajectoire du système initiée en x0 ∈ D0, il existe un τ > 0 pour lequel

x(t) ∈ S,∀t ≥ τ .

Ce résultat conduit au théorème suivant :

Théorème 5.3. [183] Soit le système (5.49), avec une surface de glissement :

S = {z ∈ Rn| zn + an−1zn−1 + · · ·+ a2z2 + a1z1 = 0} (5.51)

telle que le polynôme :

P (s) = sn−1 + an−1s
n−2 + · · ·+ a1

soit d’Hurwitz. Soit, D un voisinage compact et convexe de z = 0

posons :

uapp
MG = −k.sign(LgL

n−1
f h(φ−1(z))).sign(s(z)) (5.52)

avec

k > 0 et tel que
∣∣LgL

n−1
f h(φ−1(z))

∣∣ ≥ ∣∣∑n−1
i=1 aizi+1 + Ln

fh(φ
−1(z))

∣∣ pour tout z ∈ D,

alors ∃ un voisinage ouvert D0 ⊂ D de z = 0 tel que le système (5.49) soumi à u = uapp
MG et

z0 = z(0) soit asymtotiquement stable.

La preuve de ce théorème est donnée dans [183].
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5.3.2 Expression de la commande pour un système obtenue par
approximation d’ordre supérieur

L’approximation d’ordre supérieur pour le même système (5.48) est donnée par l’une des

formes :

ż1 = z2 + Lgh(φ
−1(z))u ż1 = z2

ż2 = z3 + LgLfh(φ
−1(z))u ż2 = z3

...
... + Θ2

Eu

żn−1 = zn + LgL
n−2
f h(φ−1(z))u żn−1 = zn

żn = Ln
fh(φ

−1(z)) + LgL
n−1
f h(φ−1(z))u żn = α(z) + β(z)u

(5.53)

Dans ce cas le théorème 5.3 est aussi valable mais il faut remplacer uapp
MG par uMG donné

par :

uMG = −k.sign(LgL
n−1
f h(φ−1(z)) +

∑n−1
i=1 siLgL

i−1
f h(φ−1(z))).sign(s(z)) (5.54)

avec k > 0 et
∣∣LgL

n−1
f h(φ−1(z)) +

∑n−1
i=1 aiLgL

i−1
f h(φ−1(z))

∣∣ ≥ ∣∣∑n−1
i=1 sizi+1 + Ln

fh(φ
−1(z))

∣∣
pour tout z ∈ D.

5.3.3 Application : système ball and beam

Le ball and beam est un benchmarck du contrôle non linéaire, il est constitué d’une bille

qui roule sans frottement sur la tige supposée symétrique et pouvant pivoter dans le plan

vertical par l’application d’un couple au point de rotation figure 5.17.

Figure 5.17 Le système ball and beam.

L’objectif de commande est d’une part de stabiliser la tige à la position horizontale et

d’autre part de stabiliser la bille au centre de la tige par la seule application du couple au

centre de rotation.
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Rappellons le modèle issu du formalisme de Lagrange et donné par : mr̈ +mg sin(θ)−mrθ̇2 = 0

(m.r2 + I)θ̈ + 2mrṙθ +mg cos(θ) = Γ
(5.55)

Un retour d’état préliminaire

Γ = 2mrṙθ̇ +mgr cos(θ) + (mr2 + I)u

peut être appliqué pour avoir θ̈ = u. En posant : (x1, x2, x3, x4)
déf
= (r, ṙ, θ, θ̇) La dynamique

devient :



ẋ1 = x2

ẋ2 = B(x1x
2
4 − g sin(x3))

ẋ3 = x4

ẋ4 = u

(5.56)

où B =0.72 et g = 9.8.

En considérant la sortie y = h(x) = x1, il vient par calcul direct des dérivée de Lie :

Lgh(x) = 0

LgLfh(x) = 0

LgL
2
fh(x) = 2Bx1x4

LgL
3
fh(x) = 2Bx2x4 − Bg cos(x3)

que Lgh(x) = LgLfh(x) = 0 mais = LgL
2
fh(x) 6= 0 ainsi le degré relatif = 3,

alors que Lgh(0) = LgLfh(0) = LgL
2
fh(0) = 0 mais = LgL

3
fh(0) 6= 0 par conséquent le degré

relatif robuste = 4 Moyennant la transformation :

h(x) = x1 = z1

φ = Lfh(x) = x2 = z2

L2
fh(x) = Bx1x

2
4 − Bg sin(x3) = z3

L3
fh(x) = Bx2x

2
4 − Bgx4 cos(x3) = z4

et l’hypothèse 2Bx1x4 = 0 pour une linéarisation approximative

ż1 = z2

ż2 = z3

ż3 = z4

ż4 = L4
fh(φ

−1(z)) + LgL
3
fh(φ

−1(z))u

(5.57)
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Alors que dans une approximation d’ordre supérieur 2Bx1x4 6= 0

ż1 = z2

ż2 = z3

ż3 = z4 + LgL
2
fh(φ

−1(z)

ż4 = L4
fh(φ

−1(z)) + LgL
3
fh(φ

−1(z))u

(5.58)

Les expressions de commande pour les modèles (5.57) et (5.58) pour la même surface de

glissement : S = {z ∈ R4| z4 + a3z3 + a2z2 + a1z1 = 0}

S = {z ∈ R4| z4 + 6z3 + 12z2 + 8z1 = 0}

sont données respectivement par :

uapp
MG = −k × sign(LgL

3
fh(φ

−1(z)))× sign(s(z)) (5.59)

uMG = −k × sign(LgL
3
fh(φ

−1(z)) + LgL
2
fh(φ

−1(z)).sign(s(z)) (5.60)

L’application en simulation de ces deux lois de commande au ball and beam sont d’effica-

cité égale pour des conditions initiales assez faibles figure 5.18, où toutes les courbes sont

superposées et tendent vers 0.

Figure 5.18 Trajectoires, couple et surface de glissement relatifs au système ball and beam
pour des condition initiales : x01 = 1m,x03 = 0.2rad.

Dés que les condition initiales deviennent plus importantes pour élargir le domaine d’at-

traction figure 5.19, nous remarquons que la première commande uapp
MG en bleu, n’est plus
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suffisante pour stabiliser le système alors que la deuxième commande uMG en rouge est encore

valide.

Figure 5.19 Trajectoires, couple et surface de glissement relatifs au système ball and beam
pour des condition initiales : x01 = 1m,x03 = 0.7rad relatifs aux commandes uapp

MG (en bleu)
et uMG (en rouge).

En conséquent, Les approximations d’ordre supérieur permettent d’élargir le domaine de

stabilité. Ainsi, il ne s’agit plus de contrarier le système en négligeant certains termes mais

d’utiliser ses propriétés.

Il reste néanmoins, que pour les deux commandes, il y a présence de chattering dû à

la nature discontinue de la commande par mode glissant, et qui risque d’endommager le

moteur.

Pour y remédier, nous proposons deux solutions : la première consiste à utiliser une fonction

plus régulière que la fonction signe par exemple la fonction arctangente. Nous avons remarqué

qu’une telle démarche a non seulement réduit considérablement le chattering figure 5.20 (en

bleu la fonction signe et en rouge la fonction arctg), mais a permis aussi d’élargir le bassin

d’attraction par rapport à une fonction signe même sans l’utilisation des approximations

d’ordre supérieur figure 5.21 (en bleu la commande uapp
MG et en rouge la commande uapp

MG où

nous avons remplacé la fonction signe par la fonction arctg). Il s’en suit que pour la commande

uMG où la fonction signe est remplacée par la fonction arctg, le domaine d’attraction sera

encore plus grand [13].
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Figure 5.20 Trajectoires, couple et surface de glissement relatifs au système ball and beam
pour des condition initiales : x01 = 1m,x03 = 0.2rad lorsque la fonction signe (tracés en

bleu) est remplacée par une foncion arctangente (tracés en rouge).

Figure 5.21 Trajectoires, couple et surface de glissement relatifs au système ball and beam
pour des condition initiales : x01 = 1m,x03 = 0.7rad (en bleu : la commande uapp

MG, en
rouge : la commande uapp

MG dans laquelle nous avons remplacé la fonction signe par une
fonction arctg).

La deuxième solution est encore en cours et consiste à synthétiser des lois de commande

par mode glissant d’ordre deux, par exemple : l’algorithme twisting ou encore super twisting.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons résolu le problème de stabilisation systématique de prati-

quement tous les SMSA à deux degrés de liberté. L’analyse du CFD associé à un système

donné constitue le point de départ de notre procédure. En fonction du CFD obtenu, nous

avons proposé différentes approches très simples et conduisant à des contrôles pas trop com-

pliqués, ce qui favorise leur implémentation pratique.

En résumé, nous pouvons affirmer que les SMSA dont le CFD est sous forme de struc-

ture châıne peuvent être stabilisés par une procédure systématique de type backstepping.

Pour les SMSA dont le CFD est sous forme arbre, l’idée est de vérifier le mode d’action-

nement de la variable figurant dans la matrice d’inertie. Ainsi, lorsque cette variable dite

de forme est actionnée, le CFD sous forme arbre est transformable sous une forme châıne

permettant de cette façon l’application de la procédure systématique de type backstepping.

Cependant, due à cette transformation, souvent, une partie des hypothèses n’est plus vérifiée,

particulièrement celle qui assure la stabilité globale du fait que le contrôle possède des sin-

gularités en quelques points. Dans ce cas, nous avons proposé deux solutions permettant le

passage des singularités. La première de ces solutions est d’utiliser une commande à com-

mutation qui switch entre deux lois de commande en fonction du domaine de singularité ; la

deuxième solution est de carrément changer l’expression de la commande et de jouer sur les

gains de commande pour satisfaire une certaine condition. Ces deux solutions autorisent une

stabilité globale malgré les singularités de commande. Nous avons ainsi permis la relaxation

d’une des hypothèses du schéma de contrôle de Seto et Baillieul. Ensuite, lorsque la variable

de forme n’est pas actionnée, cela implique que les systèmes associés ne sont pas transfor-

mables en une structure châıne. Dans ce cas, nous avons élaboré une procédure de commande

basée sur une linéarisation partielle et incluant dans l’expression de commande des termes

pouvant stabiliser simultanément les deux degrés de liberté en parallèle. Quant aux SMSA

dont le CFD est sous forme de point isolé, nous avons proposé d’atteindre les objectifs de

commande à travers une linéarisation approximative ou éventuellement des approximations

d’ordre supérieur suivi d’une synthèse de commande robuste de type mode glissant.

Toutes ces procédures de commande ont été testées sur des exemples de SMSA, et les

résultats de simulation confirment leurs efficacités.
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Chapitre 6

Conclusion générale et perspectives

Nous nous sommes intéressés dans ce travail à la synthèse de lois de commande systémati-

ques pour la stabilisation des systèmes mécaniques sous actionnés. En raison de la difficulté à

mettre en evidence des propriétés structurelles générales pour tous les systèmes mécaniques

sous actionnés, la commande de ces systèmes est conçue en général à partir d’une étude

au cas par cas. Le fait de classer ces systèmes selon certaines propriétés structurelles de

façon définitive permettera forcément de dégager une théorie unifiée pour ce type de système

mécanique.

L’enjeu est donc de taille mais en même temps difficile à réaliser. Effectivement, la re-

stricion sur l’autorité de commande rend ces systèmes plus difficiles à commander. Nous

avons démontré que ces systèmes ne sont pas linéarisables complètement par feedback, par

conséquent ne sont pas découplables, la commandabilité de ces système est difficile à démon-

trer, et combien même ils sont commandables ceci n’implique pas qu’ils le sont avec des

commandes lisses et continues. D’un autre côté, mâıtriser la commande de ces systèmes per-

metterait de gagner en coût et en poids, de plus, éviterait l’ajout d’actionneurs redondants

pour les applications et missions délicates.

Notre première démarche a été de présenter d’une part, l’essentiel de la théorie de Lya-

punov. Cette théorie nous a permis de vérifier le type de stabilité de nos lois de commande

car, bien qu’actuellement les outils de simulations sont de plus en plus performants, ils ne

sont pas suffisants pour conclure quant à la stabilité des contrôles de peur que certains cas

ne soient oubliés. Néanmoins, cet outil reste très appréciable pour illustrer rapidement les

comportements des variables. D’autre part, nous avons présenté le principe de plusieurs tech-

niques de commande utilisées en contrôle non linéaire. Toutefois, en raison des nombreuses

contributions de ces dernières années, nous avons arrêté notre intérêt qu’à celles qui sont

liées à notre travail.
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Nous nous sommes intéressés par la suite, à l’étude des systèmes mécaniques sous ac-

tionnés. Nous avons passé en revue leurs définitions, leurs modélisations, leurs propriétés

et les problèmes engendrés par le sous actionnement. Nous avons aussi présenté plusieurs

d’entre eux, essentiellement ceux à deux degrés de liberté et qui représentent pour la plupart

des benchemarks du contrôle non linéaire.

Ensuite, nous avons étudié les deux classifications pour les systèmes mécaniques sous

actionnés établies d’une part par Seto et Baillieul et de l’autre par Olfati Saber. La première

est basée sur une représentation graphique des liaisons entre les contrôles et les degrés de

liberté et entre les degrés de liberté eux mêmes. Pour capturer ce caractère, il est nécessaire de

construire le CFD associé au système donné. En fonction du CFD obtenu, sept structures sont

identifiées, principalement la structure châıne, arbre et point isolé, plus la combinaison de ces

trois structures. La structure obtenue à partir de ce CFD donne une première appréciation du

degré de complexité du système considéré ce qui constitue un point de départ pour l’analyse

et la synthèse du système à commander. Le point faible de cette méthode est qu’elle ne donne

une solution de commande que dans le cas où le système possède une structure châıne. le

problème étant encore ouvert pour les autres structures. Par contre son point fort est que

pour une structure châıne, la commande de type backstepping est systématique, facile à

synthétiser, à démontrer et à réaliser. Malheureseument, seuls les systèmes masse glissante

sur chariot et le robot à articulations élastiques possèdent initialement cette structure, ce

qui réduit le domaine d’applicabilité de cette procédure.

Quant à la deuxième classification elle parait plus générale et plus poussée puisqu’elle

prend en considération le problème des propriétés structurelles du système considéré telles

que l’actionnement des variables de forme ou des variables externes, le couplage des entrées,

l’intégrabilité des moments généralisés et quelques conditions supplémentaires. Au total, cette

classification donne naissance à huit classes différentes. Le point fort de cette méthode est

l’existence pour chaque classe d’un changement de coordonnées explicite les transformants

sous des formes normales à partir desquelles, les méthodes classiques de contrôle peuvent être

appliquées. Par exemple les systèmes qui peuvent se mettre sous une forme normale feed-

back stricte, et après stabilisation du système réduit, sont globalement stabilisable par une

procédure du backstepping. Ceux qui peuvent se mettre sous la forme normale feedforward

sont stabilisables après stabilisation du système réduit, avec une procédure de forwarding.

Mais le problème est encore ouvert pour les systèmes qui peuvent se mettre sous une forme

normale non triangulaire. Par contre le point faible de cette méthode malgré l’élégance des
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démonstrations reste que les commandes obtenues sont pratiquement non réalisables.

En entreprenant ce travail nous voulions démontrer s’il existe des relations entre ces

deux classifications. En fait, nous nous sommes rendu compte qu’il n’en n’existait pas et

pour preuve certains systèmes mécaniques sous actionnés tels le pendule inversé, le Tora ou

l’Acrobot qui, appartiennent à la même classe dans la première classification avec une struc-

ture arbre, appartiennent à des classes différentes dans la deuxième classification : classe I

et II. De plus, la réciproque est aussi vraie.

En se basant sur la classification de Seto et Baillieul, nous avons essayé en dernier lieu

de résoudre les problèmes de stabilisation encore ouverts pour les structures arbre et point

isolé et qui sont, du point de vue complexité, plus difficiles à commander que la structure

châıne. Notre stratégie a consisté en premier lieu à étendre le schéma de contrôle élaboré

pour la structure châıne à une sous classe de la structure arbre pouvant se transformer sous

certaines conditions en une structure châıne. Cette sous classe inclue le système Tora, l’acro-

bot et le pendule à roue inertielle. Cependant, cette démarche a engendré des problèmes

de singularité qui ont pour conséquences de réduire le domaine de stabilité. Pour pallier ce

problème, d’une part, nous avons autorisé des commutations entre deux lois de commande

permettant ainsi le passage de singularité, et d’autre part, nous avons élaboré une autre loi

de commande à partir de la dérivée de la fonction de Lyapunov. Les deux approches ont été

appliquées au système Tora et les résultats de simulations obtenus montrent l’efficacité des

lois de commande ainsi élaborées.

Pour la deuxième sous classe en structure arbre et qui regroupe les systèmes chariot pendule

inversé et le Pendubot, l’idée a été de passer par une linéarisation partielle et de concevoir

ensuite une loi de commande incluant en même temps, des termes stabilisants pour les deux

variables en parallèle puisqu’il s’agit de commander ces variables simultanement. Malheureu-

sement, nous ne sommes arrivés à démonter que la stabilité locale de cette loi de commande

mais les résultats de simulation sont très prometteurs.

Finalement, nous avons proposé d’atteindre la stabilisation des systèmes ayant une struc-

ture en point isolé à travers une linéarisation approximative ou les approximations d’ordre

supérieur suivi d’une commande par mode glissant pour essayer de rattraper le manque de

robustesse dû aux méthodes approximatives.



135

À l’issue de ce travail de thèse, plusieurs investigations restent à développer. Nous présentons

de suite ce qui nous semble être le cadre de travaux futurs où des avancées importantes sont

tout à fait envisageables.

En premier lieu, il sera intéressant de déterminer une fonction de Lyapunov permettant

de justifier le type de stabilité des lois de commande élaborées pour la sous classe en struc-

ture arbre non transformable en structure châıne. Nous projetons aussi d’appliquer les modes

glissants d’ordre supérieur pour la classe ayant une structure en point isolé. Il faudra après,

améliorer les lois de commande de ces deux classes, pour rendre la stabilité globale.

Ensuite, il s’agira de considérer le problème de la discrétisation des lois de commande

synthétisées en vue de leur implémentation pratique via des cartes Dspace, surtout que ces

dernières sont déjà disponibles au niveau de notre laboratoire et que nous disposerons très

prochainement de plusieurs prototypes de systèmes sous actionnés, notamment : le chariot

pendule inversé, le système bille sur rail et le quadrirotor.

En second lieu, il est tout à fait possible, d’étendre les différents schémas de contrôles

synthétisés dans ce travail, aux systèmes mécaniques sous actionnées d’ordre supérieur à

deux tels le VTOL, les drônes, les véhicules marins, les engins spatiaux et les robots mobiles,

dans le but de générer des commandes pour des applications pratiques.

Pour compléter le présent travail, il faudra aussi porter un intérêt aux problèmes de pour-

suite et de plannification de trajectoires .

Enfin, les principaux exemples traités exigent une bonne connaissance du modèle. Des

extensions de ces résultats auront pour objet de ne plus imposer de telles hypothèses et

de généraliser la commande à des modèles incertains. De plus, les lois de commande sont

élaborées en admettant que toutes les variables sont disponibles, condition qui peut parfois

ne pas être vrai. Dans ce cas, il faudra procéder à la reconstruction des variables non dispo-

nibles ; en d’autres termes, il faudra s’intéresser à l’observation et à la synthèse d’observateurs.

”....La science a la chance et la modestie de savoir qu’elle est dans le provisoire, de

déplacer les frontières de l’inconnu et d’avancer.”

Marc Augé.
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ANNEXE

Limites de la linéarisation et dangers de la

déstabilisation

Une pratique commune aux automaticiens est de supposer qu’un système peut être décrit

par un ensemble d’équations différentielles autour d’un certain point de fonctionnement

comme suit :

ẋ = Ax+Bu (A.1)

y = Cx

Sous l’hypothèse que (A.1) décrit le comportement du système, on peut exploiter les pro-

priétés du contrôle linéaire, et disposer d’outils d’analyse et de méthodes de synthèse puis-

sants. Toutefois, les comportements d’un système non linéaire peuvent être plus complexes

que ce que peut représenter un modèle linéaire.

En négligeant de tels comportements, une instabilité imprédictible peut résulter pouvant

engendrer la dégradation des performances. De plus, le système linéaire obtenu n’est valide

qu’autour du point de fonctionnement considéré, et par conséquent, ne peut décrire le système

qu’au voisinage de ce point. D’autre part, certains phénomènes tels que : les frottements

secs, ”backlash” et l’ hystérisis dits nonlinéarités dures, ne peuvent pas être capturés par des

équations linéaires. Aussi, ces nonlinéarités sont carrément négligées.

Des phénomènes non linéaires additionnels incluent la divergence à l’infini en temps fini

(finite escape time), la multiplicité des points d’équilibre, les cycles limites et le chaos. Une

description plus complète de ces phénomènes et bien d’autres est donnée dans [37, 84].

Pour illustrer l’impact de la perte d’information à travers la linéarisation, considérons les

exemples suivants [41] :
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Exemple A.1. Plusieurs points d’équilibre

ẋ = −x+ x2 (A.2)

x(t = 0) = x0

aprés linéarisation de ce système autour de x(t) = 0, les dynamiques obtenues et les solutions

associées sont données par :

ẋ = −x(t) (A.3)

x(t) = x0exp(−t)

(A.3) indique que pour n’importe quelle condition initiale x0, la solution converge expo-

nentiellement vers le point d’équilibre.

Or, d’après (A.2), le système non linéaire possède un 2ieme point d’équilibre x(t) = 1.

L’impact de la négligeance de ce point d’équilibre peut être illustré en calculant la solution

du système non linéaire :

x(t) =
x0e

−t

1− x0 + e−t
(A.4)

d’après (A.4), on remarque que :

Pour x0 < 1, la solution tend vers 0 quand t→∞ comme pour le cas linéaire.

Pour x0 > 1, la solution explose à l’infini en temps fini figure A.1

Figure A.1 Réponses d’un système non linéaire pour plusieurs conditions initiales.

Exemple A.2. Le linéarisé n’est pas commandable

Soit le modèle décrivant un robot unicycle (voir [15] pour d’autres modèles)
ẋ1

ẋ2

ẋ3

 =


cox x3 0

sin x3 0

0 1


 u1

u2

 (A.5)
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Il est clair que (A.5) est commandable alors que son linéarisé autour du point x3(t) = 0

donné par 
ẋ1

ẋ2

ẋ3

 =


1 0

0 0

0 1


 u1

u2

 (A.6)

ne l’est pas pour x2(t) !

D’autres exemples de dégradation de performances sont donnés dans [41].

D’un autre côté, l’utilisation des contrôleurs linéaires peuvent conduire parfois contre

toute attente, à des effets déstabilisants ; par exemple, les conséquences du phénomène du

peaking sur un système linéaire peut conduire à l’instabilité du système [170, 171].

Pour illustrer ce concept soit le système couplé partiellement linéaire décrit par les dyna-

miques :

ẋ = f(x, y) (A.7)

ẏ = Ay +By

admettons les hyothèses suivantes :

Hypothèses A.1. La paire (A,B) est supposée commandable,

Hypothèses A.2. La fonction non linéaire f est différentiable au 1er ordre par rapport

au temps,

Hypothèses A.3. L’origine est un point d’équilibre GAS pour la dynamique de zéro

(ẋ = f(x, 0)).

En se basant sur (A.7), et (H A.3), il semble intuitif qu’un contrôleur linéaire puisse être

synthétisé pour conduire les dynamiques de y(t) vers 0 de façon exponentielle de sorte que

la dynamique de zéro du sous système non linéaire soit GAS. Cependant, cette stratégie

peut mener à l’instabilité et peut être même à une explosion vers l’infini en temps fini des

dynamiques non linéaires. Pour illustrer ce point, considérons l’exemple suivant :
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Exemple A.3.

ẋ =
−(1 + y2)

2
x3 (A.8)

ẏ1 = y2

ẏ2 = u

de (A.8), on peut vérifier que l’hypothèse (H A.3) est satisfaite.

En synthétisant un contrôleur linéaire comme suit

u = −a2y1 − 2ay2 (A.9)

des valeurs propres multiples pour le système linéaire bouclé résultent en −a.

Des méthodes d’analyse linéaires peuvent être utilisées pour déterminer la solution exacte

y2(t) donnée par

y2 = −a2te−at (A.10)

de cette solution, il apparait que la dynamique |y2(t)| monte vers un pic pour ensuite converger

exponentiellement vers 0. Par calcul, on peut démontrer que le temps de pic vaut t = 1
a
.

De (A.10), on pourrait conclure que, pour de grandes valeurs de a, y converge plus rapidement

vers 0. Par conséquent, à partir de (H A.3), il semble que, de grandes valeurs de a permettent

une stabilisation rapide du système non linéaire.

Or, il a été établie dans [85], que cela n’était qu’un mirage, et pour dissiper ce mirage, on

peut remplacer (A.10) dans (A.8) et intégerer par la suite. L’expression qui en résulte est

comme suit :

x2(t) =
x2

0

1 + x2
0(t+ (1 + at)exp(−at)− 1)

(A.11)

L’effet déstabilisant du phénomène du peaking est maintenant apparent lorsqu’on remplace

les valeurs de x0, a et t dans (A.11). Par exemple, pour a = 10 et x2
0 = 2.176, la réponse

x2(t ∼= 0.5) devient non bornée en s’échappant à l’infini en temps fini.

D’autres exemples et discussions concernant ce phénomène se trouvent dans [85, 170, 171].
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ANNEXE

Un peu de géométrie différentielle

Cette partie est consacrée à la définition de quelques concepts et outils de base de la

géométrie différentielle introduits en théorie de l’automatique non linéaire, depuis les années

70, par Eliott, Lobry, Hermann, Krener, Brockett et bien d’autres.

Difféomorphisme Un difféomorphisme est un changement de coordonnées non linéaire de

la forme z = Φ(x).

où Φ est une fonction vectorielle

Φ(x) =


Φ1(x1, . . . , xn)

Φ2(x1, . . . , xn)
...

Φn(x1, . . . , xn)


possédant les propriétés suivantes :

. Φ(x) est une application bijective

. Φ(x) et Φ−1 sont des applications différentiables.

Si ces propriétées sont vérifiées pour tout x ∈ Rn alors Φ est un difféomorphisme global

sinon Φ est un difféomorphisme local.

Proposition B.1. Si la matrice jacobienne de Φ, évaluée au point x = x0 est non singulière

alors Φ(x) est un difféomorphisme local.
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Dérivées et crochets de Lie Soient f et g deux champs de vecteurs sur un ouvert Ω de

Rn ayant des dérivées partielles continues à tous les ordres. On note ∂f
∂x

et ∂g
∂x

les matrices

jacobiennes.

La dérivée de Lie de g le long de f est le champ de vecteur

Lfg =
∂g

∂x
f.

Le crochet de Lie de f et g est le champ de vecteur

[f, g] = Lfg − Lgf.

On définit aussi les champs de vecteurs

adffg = [f, g]

adk
fg = [f, adk−1

f g], k = 2, 3, . . .

Distribution, involutivité et ensemble complètement intégrable

. Une distribution ∆ sur une variété M assigne à chaque point x ∈ M un sous espace

de l’espace tangent T .

. Un ensemble de vecteurs {g1, . . . , gm} dans Ω est dit involutif si pour tous les i et j

le crochet [gi, gj] est une combinaison linéaire des vecteurs g1, . . . , gm, c’est à dire qu’il

existe des fonctions αk
ij définies dans Ω telles que

[gi, gj] =
k=m∑
k=1

αk
ijgk.

Autrement dit, si pour tous les f et g dans ∆, alors [f, g] appartient à ∆ (∆ est fermée

pour le crochet de Lie).

. Un ensemble de vecteurs linéairement indépendants {g1, . . . , gm} est un ensemble complètement

intégrable, si le système de n−m équations aux dérivées partielles

∂h

∂x
g1 = 0, . . . ,

∂h

∂x
gn−m = 0

admet une solution h : Ω → Rn telle que ∂h
∂x
6= 0

Théorème B.1. (Frobenius) : Un ensemble de vecteurs linéairement indépendants {g1, . . . , gm}

est involutif si et seulement s’il est complètement intégrable.

Pour la démonstration et des exemples d’utilisation, regarder [84].
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Degré relatif Le degré relatif associé au système

ẋ = f(x) + g(x)u (B.1)

y = h(x)

dans une région Ω ⊂ Rn est donné par l’entier γ tel que

Lgh(x) = LgLfh(x) = . . . = LgL
γ−2
f h(x) = 0

LgL
γ−1
f h(x) 6= 0

pour tout x ∈ Ω
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ANNEXE

Commandabilité des systèmes continus

Un des principaux buts de l’automatique est d’établir des lois de commande pour qu’un

système évolue selon un objectif prédéterminé. Il faut pour cela que le système puisse être

commandable. Intuitivement, la propriété de commandabilité signifie qu’on peut amener le

système d’un état vers un autre au moyen d’une commande en boucle ouverte. À l’inverse,

la non commandabilité traduit que certains états sont inatteignables quelle que soit la com-

mande.

C.1 Commandabilité des systèmes linéaires

Dans le cas des systèmes linéaires commandé

ẋ = Ax+Bu (C.1)

y = Cx (C.2)

où An×n est la matrice d’état, x ∈ Rn est le vecteur d’état, Bn×m la matrice de commande,

u les contrôles appartennant à un ensemble de contrôles admissibles U, Cp×n la matrice de

sortie et y ∈ Rp les sorties du système.

Définition C.1. On dit que le système (C.1) est commandable si pour tout couple (x0, xd)

de Rn, il existe un temps fini T et une commande u définie sur [0, T ], qui amène le système

d’un état initil x(0) = x0 vers un état désiré x(T ) = xd.

C.1.1 critère de commandabilité de Kalman

Il existe une caractérisation algébrique de la commandabilité des systèmes linéaires dûe

à Kalman.

Théorème C.1. Le système linéaire (C.1) est commandable si et seulement si la matrice

de commandabilité

C = (B AB . . . An−1B) (C.3)
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est de rang n. On dit alors que la paire (A,B) est commandable.

On trouvera les détails et les preuves dans [36].

Dans le cas d’un système linéaire commandable, on cherche à synthétiser des régulateurs

qui rendent l’origine asymptotiquement stable. Une façon de procéder est de construire des

lois de contrôle par retour d’état.

C.1.2 Stabilisation par retour d’état

On appelle bouclage d’état linéaire ou régulateur linéaire du système (C.1) une loi de

commande du type

u(t) = −Kx(t) (C.4)

où Km×n est dite matrice des gains de contre-réaction.

Lorsque la valeur de u(t) à l’instant t ne dépend que de x(t) alors le bouclage est dit statique

figure C.1.

Figure C.1 Stabilistion par retour d’état statique.

La matrice des gains peut être déterminée de plusieurs manière : par exemple par place-

ment de pôles.

Synthèse par placement de pôles Lorsque le système est commandable, le principe de

placement de pôles consiste à déterminer une loi de commande u = −Kx telle que :

σ(A−BK) = σd, où σ est le spectre de (A−BK) et σd est le spectre désiré.

La difficulté de cette approche réside dans la détermination de ce spectre puisqu’il n’existe

pas de méthodologie générale et définitive. Toutefois, cette méthode offre la possibilité de

placer les pôles en boucle fermée n’importe où dans le demi plan négatif, sans se soucier de

l’emplacement des pôles en boucle ouverte, ce qui permet de contrôler le temps de réponse.
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Cependant, si les pôles sont placés trop loin dans le demi plan négatif, les valeurs de K se-

ront très grandes et peuvent causer des problèmes de saturation qui peuvent engendrer une

instabilité.

Remarque C.1. La loi de commande u est déterminée en supposant que le vecteur détat

x est disponible, en fait, cette hypothèse n’est pas toujours vérifiée, car parfois, certains

états ne sont pas accessibles, soit parce que c’est difficile, voire impossible de les mesurer

technologiquement ou que cela revient trop cher économiquement. Dans ce cas, on procède à

une reconstruction des états manquants.

Reconstruction d’état Le reconstructeur d’état figure C.2 ou l’observateur est un système

permettant de reconstruire les états à partir des grandeurs connues c’est à dire des entrées

et des sorties du processus tel que :

lim
t→∞

(x̂(t)− x(t)) → 0

Figure C.2 Reconstructeur d’état

De même cette opération n’est possible que si le système est observable [82] c’est à dire

la matrice d’observabilité de Kalman

O =


C

CA
...

CAn−1


est de rang n. On dit alors que la paire (A,C) est observable.

Pour les systèmes linéaire, Luenberger, propose la structure d’observateur suivante :

 ˙̂x = Ax̂+Bu+ L(y − ŷ)

ŷ = Cx̂
(C.5)
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qui correspond à une simulation de la copie du système constament corrigée par l’écart entre

la sortie observée et la sortie reconstruite.

Si on définit x̃ = x̂− x, il vient : ˙̃x = (A− LC)x̃

Le problème est de déterminer L de sorte que (x̂(t)− x(t)) → 0 pour des conditions initiales

différentes ˆx(0) 6= x(0).

L’analyse est immédiate, on aura x̃ → 0, si L est déterminée telle que (A-LC) soit stable.

On reconnait un problème dual à celui de la stabilisation. Ainsi, toutes les techniques utili-

sables pour la commandabilité peuvent être mise en oeuvre pour la reconstruction d’état en

remplaçant A par At, B par Bt et L par Lt, avec une différence lors du choix du spectre de

l’observateur qui doit être plusieurs fois plus rapide que celui de la commande pour assurer

la convergence de l’estimation avant l’application de la commande. Cependant, si ce spectre

est choisi trop loin dans le demi plan négatif, l’observateur sera très rapide avec une bande

passante plus large qui sera sensible aux bruits de mesures.

Stabilisation par retour d’état reconstruit : bouclage dynamique Le schéma de

stabilisation par retour d’état reconstruit est donné par la figure C.3 ci dessous :

Figure C.3 Stabilisation par retour d’état reconstruit

La stabilité de la loi de commande ainsi élaborée est assurée par le principe de séparation

[36] dans le sens que les gains de la commande et de l’observateur sont calculés séparément.

Malheureusement, le principe de séparation n’est plus valable en non linéaire. En effet,

on peut avoir le cas où un régulateur et un observateur sont asymptotiquement stables et

pourtant la commande par retour d’état reconstruit renvoie les trajectoires à l’infini [171].

Aussi, il est nécessaire de considérer le problème de la commande et de l’observation simul-

tanément.

De plus, ces deux problèmes sont de complexité égale et sont complètement duaux pour les
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systèmes linéaire, alors qu’en non linéaire, la commande est nettement plus complexe que

l’observation. Cela est dû aussi bien à des contraintes théoriques qu’à des problème tech-

niques tels que la saturation de la commande (notamment l’impossibilité d’utiliser des gains

trop grands qui ”écraseraient” les termes non linéaires de la dynamique dont on connaitrait

peu ou mal l’évolution ou qu’on ne saurait maitriser autrement) ; ce que nous ne rencontrons

pas en observant ces systèmes car le gain d’observabilité est quelque chose de fictif : une

équation différentielle, qui est résolue sur un processeur, souffre moins de la saturation [17].

Dans le cadre de cette thèse, nous nous sommes intéressés au problème de commande sous

l’hypothèse que les états sont mesurables, et nous ésperons nous investir sur des problèmes

d’observation très prochainement.

C.2 Concepts de commandabilité des systèmes non linéaires

Encore une fois, cette notion qui parait simple et intuitive pour les systèmes linéaires va

se compliquer pour les systèmes non linéaires : par exemple, il existe plusieurs définitions en

relation avec la commandabilité.

Les premiers résultats de commandabilité pour les systèmes non linéaires sont dûs aux tra-

vaux de Sussmann et Jurdjevic [172], à Lobry [99], Hermann et Krener [69], Sussmann

[168, 169] et pour une belle présentation, regarder aussi Nijmeijer et Van der Schaft [120].

dans le cas général, un système non linéaire commandé est représenté par

ẋ = f(x, u) (C.6)

y = h(x)

où x ∈M ⊂ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rp et f, h de classe C∞.

Définition C.2. Soit U un sous ensemble de M et soient (x0, xd) ∈ U . On dit que xd est

U-accessible depuis x0 ce qu’on note par xdAux0, s’il existe un contrôle u mesuré et borné

et un temps fini T , tels que la solution x(t) de (C.6) pour t ∈ [0, T ], satisfait :

x(0) = x0, x(T ) = xd et x ∈ U pour t ∈ [0, T ]
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On note A(x0) l’ensemble des points de M accessibles depuis x0

A(x0) = {x ∈M/ xAMx0} (C.7)

Définition C.3. Le système (C.6) est commandable en x0 si A(x0) = M et il est dit com-

mandable si A(x0) = M pour tout x ∈M .

Lorsqu’un système est commandable en x0, il peut être nécessaire de parcourir une dis-

tance considérable ou un temps important pour atteindre un point voision de x0. Ceci nous

amène à introduire une version locale du concept de commandabilité.

Définition C.4. Le système (C.6) est dit localement commandable en x0, si pour tout voi-

sinage U de x0, Au(x0) est aussi un voisinage de x0, où

Au(x0) = {x ∈ U/ xAux0} (C.8)

Il est dit localement commandable s’il est localement commandable en tout x ∈M .

On peut affaiblir la notion de commandabilité :

Définition C.5. Le système est dit faiblement commandable en x0, si W A(x0) = M , il est

dit faiblement commandable s’il est faiblement commandable en tout x ∈M .

Remarque C.2. W Au est le plus petit ensemble contenant les paires U-accessibles (c’est à

dire x
′
WAux

′′
si et seulment s’il existe x0, . . . , xk, telle que x0 = x

′
, xk = x

′′
et soit xiAux

i−1

ou xi−1Aux
i pour i = 1, . . . , k).

Le concept de faible commandabilité est un concept global qui ne reflète pas le comporte-

ment d’un système au voisinage d’un point x0, aussi, il est nécessaire d’introduire le concept

de commandabilité locale faible

Définition C.6. Le système (C.6) est dit localement faiblement commandable en x0 si pour

tout voisinage U de x0, W Au(x0) est un voisinage de x0 et il est dit localement faiblement

commandable s’il l’est en tout x ∈M .

Les différentes notions de commandabilité sont liées par le diagramme de la figure C.4.

Comme pour les systèmes linéaires, on peut se demander s’il existe un équivalent de la

condition de rang de commandabilité ?

En fait, pour les systèmes non linéaires affine en la commande

ẋ = f(x) + g(x)u (C.9)

y = h(x)
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Figure C.4 Relation entre les différents concepts de commandabilité en non linéaire.

la condition de rang est définie comme suit :

Définition C.7. On dit que le système (C.9) vérifie la condition du rang si la matrice de

commandabilité non linéaire

Cfg = [g(x) adfg(x) ad2
fg(x) . . . adn−1

f g(x)] (C.10)

est de rang n pour tout x.

Théorème C.2. Si le système (C.9) vérifie la condition du rang alors ce système est loca-

lement faiblement commandable.

Ce théorème met en évidence l’avantage de la faible locale commandabilité par rapport

aux précédentes formes de commandabilité puisque la vérification d’un tel concept se réduit

à un simple critère algébrique.
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ANNEXE

Commande numérique d’un système mécanique sous

actionné linéaire : Cas du pendule inversé

Nous proposons dans cette partie, de discrétiser un régulateur linéaire calculé par l’ap-

proche placement de pôles et dont le retour d’état est reconstruit dans le but de déterminer la

commande numérique directement implémentable pour la stabilisation d’un système mécanique

sous actionné. La dite procédure sera illustrée par l’exemple du pendule inversé [34].

D.1 Modèle du pendule inversé

L’une des applications classiques de la théorie de contrôle est celle du pendule inversé

représenté par la figure D.1. Ce système est constitué d’un chariot pouvant se déplacer en

avant et en arrière sur une surface plane, sur ce chariot, une tige est connectée à travers

une charnière formant ainsi le pendule, le tout est piloté par un moteur électrique à courant

continu à aiment permanent.

Figure D.1 Représentation du système pendule inversé.

L’objectif de contrôle de ce système est de stabiliser le mouvement du chariot et celui du

pendule par la seule action du moteur sur le chariot, ce qui place ce système dans la famille

des systèmes mécaniques sous actionnés.
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Le modèle mathématique du pendule inversé, lorsque les frottements sont négligés [28], est

donné par :

mlcosθẍ+ (I +ml2)θ̈ −mglsinθ = 0 (D.1)

(M +m)ẍ+mlcosθθ̈ −mlsinθθ̇2 = F

Clairement, le modèle obtenu est non linéaire, de plus, les équations sont fortement couplées.

D.2 Linéarisation du système pendule inversé

Dans la pratique, nous sommes souvent contraints à simplifier ou à idéaliser les pro-

priétés réelles d’un système, et à ne tenir compte que des élements de base nous permettant

d’analyser ce système d’une manière plus ou moins facile. Un système linéaire n’est donc

qu’un modèle simplifié d’un système non linéaire dont on néglige les effets non linéaire. Par

conséquent, pour obtenir un modèle linéaire du pendule, nous supposerons que ce dernier

n’oscille qu’autour de la position verticale, ainsi, nous pouvons considérer que θ et θ̇ restent

faibles tels que :

sinθ ≈ θ

cosθ ≈ 1

θθ̇ ≈ 0

Dans ce cas le système (D.1) peut être linéarisé en :

mlẍ+ (I +ml2)θ̈ −mgθ = 0 (D.2)

(M +m)ẍ+mlθ̈ = F

La force extérieure F peut être exprimée directement en fonction de la tension apliquée

au moteur par la relation :

F =
K1

Rar
e− K1K2

Rar2
ẋ

avec
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Figure D.2 Paramètres du système pendule inversé.

La représentation d’état X = (x, θ, ẋ, θ̇)t, y = (x, θ)t, u = e, associée à ce système compte

tenu des caractéristiques du moteur à courant continu est donnée par le système linéaire sui-

vant :


x1

x2

x3

x4

 =


0 0 1 0

0 0 0 1

0 −mg
M

− K1K2

MRar2 0

0 M+m
Ml

g K1K2

MlRar2 0




x1

x2

x3

x4

 +


0

0

K1

MRar

K1

MlRar

u (D.3)

L’étude de la stabilité du système linéarisé (D.3) à travers le calcul de l’ensemble de ses

valeurs propres va nous renseigner sur la stabilté locale du système non linéaire (D.1).

En fait, cet ensemble σ = {0; 3.3623; 63.6953; 61.5427} calculé pour le système linéarisé au-

tour de l’origine confirme l’intuition que ce système est instable en boucle ouverte à la position

verticale, par conséquent, la détermination d’une commande est nécessaire pour atteindre

les objectifs de commande.

D.3 Commande linéaire du pendule inversé

Il s’agit de synthétiser un régulatleur linéaire de façon à ce que si une impulsion est ap-

pliquée à l’entré du système, le pendule oscillera, mais doit retrouver sa position verticale en

un temps raisonnable.

Une manière de procéder est de déterminer une loi de commande du type u = −Kx où x est
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le vecteur d’état supposé connu et K est le gain du régulateur.

Une condition nécessaire pour trouver ce gain est que le système doit prèsenter la propriété

de commandabilité [82], une fois cette condition vérifiée, le gain K peut être déterminé de

plusieurs manières, par exemple par placement de pôles (voir annexe C).

Après vérification de la commandabilité et de l’observabilité du pendule inversé, l’application

d’une loi de commande calculée à partir de l’approche placement de pôles et dont les états

sont reconstruits conduit aux résultats de simulations suivants figure D.3 :

Figure D.3 Commande par placement de pôles

Le choix des spectres désirés est fait au début de manière heuristique ensuite ce choix est

raffiné par des essais erreurs dans le but d’améliorer les performances.

En vue d’une réalisation pratique, et pour pouvoir implémenter la commande élaborée,

il est nécessaire de procéder à sa discrétisation.
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D.4 Commande numérique

Les processus considérés dans le cadre de la commande sont, le plus souvent, des proces-

sus à temps continu. La commande numérique s’éffectue nécessairement en temps discret. Il

s’en suit que pour faire la synthèse des commandes numériques deux voies sont possibles [40] :

1. concevoir un régulateur idéal, à temps continu, puis trouver un ensemble {CAN,

régulateur discret, CNA} qui lui soit équivalent

2. déterminer le système discret équivalent à l’enssemble {CDA, processus, CAD} et

concevoir directement un régulateur discret.

La première approche aura la préférence des habitués des régulations analogiques, et qui

veulent convertir des solutions analogiques déjà éprouvées en technologie numérique, de plus,

la période d’échantillonnage n’est choisi qu’une fois le régulateur continu est calculé [96].

Malheureusement, les schémas de discrétisations des contrôleurs continus sont approximatifs

et ceci pour deux raisons :

1. le signal continu par morceaux issu du bloqueur ne peut reproduire exactement le si-

gnal idéal u(t),

2. le signal idéal dépend des valeurs prises à tout instant alors que le régulateur numérique

ne le connait qu’aux instants d’ échantillonnage qui rythme l’acquisition des mesures

et la génération des signaux de commande [42].

Néanmoins, si la fréquence d’échantillonnage est grande vis à vis du spectre des signaux

d’entrée-sortie, on obtiendra une bonne approximation du régulateur continu par un régulateur

discret.

Il s’en suit que la période d’échantillonnage Te est un paramètre de synthèse pour le problème

de discrétisation. Il est clair qu’un grand Te appauvrit les performances, on parle alors de

sous échantillonnage. Inversement, plus Te est petit, plus on donne de liberté au signal de

commande (en réduisant la période de blocage) et plus on augmente la quantité d’informa-

tions recueillie lors de l’échantillonnage, ainsi, on se rapproche d’une commande à temps
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continu à condition bien sûr que Te ne descend pas jusqu’aux valeurs infinitésimales où inter-

vient la précision de la machine, de plus, Te est limité par le temps de calcul de la commande.

D.4.1 Sélection de la période d’échantillonnage

Une première appréciation de ce temps Te est donnée par le théorème de Shannon [100]

par la relation fe > 2f0, [−f0, f0] étant l’intevalle de fréquence où est défini le signal.

Cette relation est valable sous l’hypothèse que le signal est nul en dehors de cet intervalle,

en fait, le signal devant être échantillonné, est souvent contaminé par des perturbations de

féquence élevée, il est alors conseillé de placer un filtre anti repliment avant de procéder à

l’échantillonnage.

Or, aucun signal physique n’est à bande limitée, de plus, un filtre anti repliment passe bas

parfait est irréalisable, par conséquent, l’hypothèse du théorème de Shannon ne peut pas

être remplie et une valeur de fe nettement plus élevée que 2f0 est nécessaire en régulation

numérique.

Dans la pratique, une fréquence valant 2 à 5 fois la limite fixée par le théorème de Shannon

est souvent sélectionnée, impliquant :fe = 5 à 10f0

Remarque D.1. Dans quelques domaines courants, il est possible de profiter d’une vaste

expérience pour choisir correctement la période d’échantillonnage par exemple pour un pro-

cessus mécanique rapide Te est choisie 1 à 5 ms, par contre pour un processus lent tel que la

régulation de température, Te est de l’ordre de 10 à 45 s.

Dans le domaine de l’automatique, il est conseillé de choisir une période d’échantillonnage

égale au un cinquième de la constante de temps la plus rapide de la boucle fermée [96].

D.4.2 Discrétisation du régulateur linéaire

Pour appliquer une commande digitale au pendule, nous avons adopté l’approche de

discrétisation du régulateur continu. Ce régulateur dont le retour d’état est reconstruit est

donné par :

 ˙̂x = Ax̂+Bu+ L(y − ŷ)

u = −Kx̂
(D.4)
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ou encore par :

 ˙̂x = (A−BK + LC)x̂+ Ly

u = −Kx̂
(D.5)

Le schéma de la régulation continu du pendule est donné par la figure D.4

Figure D.4 Schéma de la régulation continu

Après discrétisation ce schéma devient figure D.5

Figure D.5 Schéma de la régulation numérique

La fonction ”c2dm” de Matlab qui convertit un système continu en un système discret

nous a permis de discrétiser notre contrôleur continu, cette fonction utilise un ZOH (zero

order holder ) à l’entrée. Le système obtenu sera de la forme :

 ˙̂xk+1 = Adx̂k +Bdyk

uk = −Ckx̂k

(D.6)

D.4.3 Résultats de simulation

Pour la commande continu, nous avons choisi plusieurs spectres désirés permettant de

stabiliser les mouvements du chariot et du pendule, nous avons remarqué que lorsque ce
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spectre est placé loin de l’axe imaginaire, le temps de réponse diminue mais cela se paye

par un effort de commande plus important. Le spectre { -12, -13, -2, -3}, nous a permis de

trouver un compromis entre ces deux performances.

Quant à la commande numérique, et en gardant ce même spectre, la sélèction de la période

d’échantillonnage se fera en un premier temps par le théorème de Shannon soit par Te1 =

1
2∗13

= 0.0385 secondes, ensuite, nous pouvons améliorer ce choix soit par simulation ou en

se basant sur relation de Lewis dans [96], soit par Te2 = 1
5∗13 = 0.0154 secondes.

L’application de ces temps nous donne les résultats de simulation suivant figure D.6

Figure D.6 Commande numérique du pendule inversé

Les commandes correspondantes aux deux périodes d’échantillonnage permettent la sta-

bilisation des mouvements du chariot et du pendule. Toutefois, les courbes sont d’allures

différentes du fait que Te1 est trop grand par rapport à la dynamique du système et implique

des trajectoires plus oscillantes et un temps de réponse plus important pour un même effort

de commande comparé aux résultas obtenus avec Te2 . De plus, la différence entre Te1 et Te2
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fait que le système est commandé à des instants différents et donc réagit différement.

Nous remarquons aussi, que l’avantage de choisir une faible période d’échantillonnage en

l’occurence Te2 permet d’atténuer l’effet ”escalier” et de se rapprocher de l’aspect continu.

D.5 Conclusion

Nous avons mis au point un régulateur linéaire avec retour d’état estimé permettant de

stabiliser les trajectoires du chariot et du pendule du système sous actionné pendule inversé,

et ce en un temps raisonnable.

La détermination des gains de commande et d’observation est fait par l’approche placement

de pôles. Un premier choix des paramètres de synthèse est fait en tenant compte des perfor-

mances désirées, ensuite ce choix est raffiné en fonction des essais de simulations.

Dans le but de pouvoir implémenter numériquement cette commande au pendule, nous avons

procéder à une discrétisation de la loi de commande obtenue et les résultats de simulation

de l’application de la commande numérique sont satisfaisants.

Par ailleurs, il est clair que les régulateurs linéaires continu et discret ainsi élaborés ne

peuvent stabiliser le pendule que pour des angles de déviation assez petits (autour de 11o),

au delà de ces valeurs, les effets non linéaires commencent à se faire sentir, il s’en suit que

pour stabiliser le système pour de plus grands angles, il est nécessaire de considérer le modèle

non linéaire.
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Supérieure d’Electronique et de ses applications ENSEA France, 2009.

[9] N. Bedrossian. ”Approximate feedback linearisation : the cart pole example”. In IEEE
International Conference on robotics and automation, pages 1987–1992, 1992.
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[144] E. E. Sandoz, P. V. Kokotović et J. P. Hespanha. ”Trackability filtering for underac-
tuated systems”. In American Control Conference, pages 1758 – 1763, 2008.

[145] R. G. Sanfelice, A. R. Teel et R. Sepulchre. ”A hybrid systems approach to trajectory
tracking control for juggling systems”. In 46th IEEE Conference on Decision and
Control, pages 5282 – 5287, USA, 2007.

[146] T. Sari et claude Lobry. Contrôle non linéaire et applications. Hermann, 2005.
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mobiles à roues, 51

satellites, 3, 50, 60

singularité, 108
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des équilibres, 14, 16
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complètement actionnés, 49, 54

sous actionnés, 3, 7, 8, 47, 50, 52, 61,

67, 88

marins, 3, 50, 52

mobiles, 3

non autonome, 13
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