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Résumé

Résumé

L’¢étude présentée dans ce manuscrit a pour objectif d'expliquer et de montrer ’utilité
de la theorie des poutres en ce qui concerne la détermination des solutions analytiques de
modeles mécaniques simples. Le probléme du comportement dynamique des structures

soumises a des charges mobiles présente un défi majeur dans différents domaines.

L’analyse dynamique des poutres basée sur la théorie de Timoshenko qui prend en
compte I’effet de cisaillement, dans le but de calculer la fléche centrale, 1’étude de I’influence

des parametres physique et géométrique et condition aux limites.

La version-H de la méthode des éléments finis basée sur la théorie des poutres de
Timoshenko est utilisée pour 1I’obtention de la fléche. Les résultats obtenus sont comparés avec

une méthode analytique pour assurer la convergence de 1’élément quadratique utiliseé.

Deux programmes sont élaborés le premier pour calculer le déplacement de la poutre

par la méthode des éléments finis et le deuxieme par une méthode analytique.
Apreés la validation du programme, une étude paramétrique a été présentée.

Mots clés : Poutre de Timoshenko, réponse dynamique, méthode des éléments finis, éléments

quadratiques a trois nceuds.




Abstract

Abstract

The objective of the study presented in this manuscript is to explain and show the
usefulness of beam theory in determining analytical solutions of simple mechanical models.
The problem of dynamic behaviour of structures subjected to moving loads presents a major
challenge in different fields.

The dynamic analysis of beams based on Timoshenko's theory which takes into account
the shear effect, for the purpose of calculating the central deflection, the study of the influence

of physical and geometrical parameters and boundary conditions.

The H-version of the finite element method based on the Timoshenko beam theory is
used to obtain the deflection. The results obtained are compared with an analytical method to

ensure the convergence of the quadratique element used.

Two programs are developed, one to calculate the beam displacement by the finite

element method and the other by an analytical method.

After validation of the program, a parametric study was presented.

Keywords: Timoshenko beam, dynamic rethinking, finite element method, three-node
quadrilateral elements.
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Chapitre 1

Introduction

Problématique

Les poutres sont des ¢léments structurels tres utilisées dans le domaine de I’ingénierie
[1].

Les matériaux isotropes sont des matériaux dont ces propriétés mécanique et thermique
sont identiques dans toutes les directions [2].

La problématique du comportement dynamique des structures soumises a des charges
en mouvement a toujours fait I’objet d’une attention particuliére dans les domaines du génie
mécanique, du génie civil, de ’aéronautique, etc. [3] Pour assurer la sécurité, les performances
et la fiabilité d’une structure, une analyse est nécessaire pour déterminer sa réponse aux
dynamiques [4].

La théorie de Timoshenko est bien connue pour les vibrations de flexion des poutres.
Cette théorie prend en compte les effets de deux facteurs principaux, a savoir l'inertie rotative
et la déformation de cisaillement [5]. La théorie qui prend en compte I'effet de la seule inertie
rotative a été développée pour la premiére fois par Rayleigh. Timoshenko [6], [7] a étendu cette
théorie pour inclure la déformation de cisaillement. Des solutions exactes basées sur la théorie
de Timoshenko sont disponibles pour les poutres dont les extrémités sont simplement soutenues
[8] et avec d'autres conditions aux limites [9]. Des comparaisons de la théorie de Timoshenko
avec la théorie de I'élasticité, ainsi que des suggestions utiles de coefficients de cisaillement qui
donnent une bonne correspondance avec les solutions d'élasticité, sont disponibles pour les
poutres de section circulaire [10] et pour les poutres de section rectangulaire.

L’analyse des structures par la méthode des éléments finis est un sujet d’actualité qui
fait I’objet de nombreuses recherches dans différents secteurs. En utilisant la methode classique
des éléments finis, la vibration libre de la structure est représentée par un probleme linéaire aux
valeurs propres [11].

Nous utilisons une fonction de forme polynomiale, qui se traduit par une matrice de
masse et une matrice de rigidité, il est nécessaire d’utiliser beaucoup d’¢léments pour une
évaluation précise des fréguences élevées, pour chaque poutre. La précision dépend ainsi de la
finesse du maillage [12]-[14].

Etat de ’art
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Pour résoudre des problemes de poutre ayant des supports rigides et des masses
ponctuelles, une technique a été proposée par Amabili et al [15]. Cette technique consiste a
solutionner des problemes plus simples avec des supports élastiques a la phase des supports
rigides et sans masses ponctuelles. Le probleme est résolu grace a la méthode de Rayleigh-Ritz.

Pour les vibrations transverses Han, BENAROYA et al ont comparé les théories des
poutres d’Euler-Bernoulli, de Rayleigh-Ritz, de la poutre de cisaillement, et de Timoshenko
[16].

Ces théories ont été redéveloppées et formulées grace au principe d’HAMILTON pour
des vibration libres et forcées pour des conditions aux limites variées.

L’avantage de la théorie de Timoshenko par rapport a celle d’Euler-Bernoulli est qu’elle
prend en compte I’inertie de rotation, et le cisaillement transversal.

La théorie des poutres de Timoshenko est décrite par deux équations qui possedent deux
degrés de liberté, soit le déplacement transverse et 1’angle de rotation de la section [17]

Pour résoudre les équations de poutre de Timoshenko il existe plusieurs méthodes
numériques dans notre travail on a utilisé la Méthode des Eléments Finis.

La méthode des éléments finis reste évidemment la plus adoptée aujourd’hui.
L’utilisation de modele élément finis permet en effet de résoudre la grande majorité des

problémes mécaniques tels que la statique et la dynamique des structures [18].
Plan de travail

Le premier chapitre présente une introduction générale de notre travail. Le deuxieme
chapitre présente d’une maniére générale la théorie d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko (leurs
définitions, hypothéses champ de déplacement relation contrainte-déformation) les énergies
cinétiques et de déformation et I’équation du mouvement. Le troisiéme chapitre est consacré a
la modélisation d’une poutre de Timoshenko par la méthode des éléments finis. Nous avons
commencé avec une définition de la MEF. Nous avons ensuite présenté les avantages de cette
méthode. Aprés, nous avons formulé les matrices masses et le vecteur force. Nous terminons
ce chapitre par la formulation de réponse dynamique. Le quatrieme chapitre est consacré aux
différentes méthodes utilisées par le code de calcul élaboré. Le cinquieme chapitre présente les
difféerents résultats obtenus, une comparaison avec solution analytique, et une étude sur ’effet
du changement des parameétres physiques et géométriques sur la réponse dynamique sont

menés. Une conclusion générale est enfin présentée.
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Chapitre 2

Dynamique forcée d’une poutre de Timoshenko

2.1. Introduction

En général, les poutres sont des éléments structurels utilisés pour supporter des charges
verticales, des forces et des moments.
2.2. Définition d’une poutre

Les poutres sont des éléments dont la longueur est plus grande par rapport aux dimensions de
la section transversale. Les poutres peuvent supporter des charges, des forces et des moments
[15].

z
A y
| A
' h
/: /
/ /}— ————————————————————————————————————————————— A
/ /
T » X
// // = /’/ Surface
/] / Moyenne
i b

¥,

Figure 2.1.Poutre rectangulaire

2.3. Théorie de Bernoulli Euler

2.3.1. Historique

Leonhard Euler et Daniel Bernoulli ont proposé cette théorie pour la premiere fois en
1750. Les gens pensaient de la science et de l'ingénierie différemment de ce qu'ils le font
aujourd'hui. Les théories mathematiques telles que la théorie des faisceaux d'Euler-Bernoulli
ne sont pas fiables pour une application pratique en ingénierie. Les ponts et les batiments ont
continué a étre congus selon la méme méthode jusqu'a la fin du X1Xe siecle. C'est alors que la

tour Eiffel et la grande roue qui ont démontré la validité de la théorie a plus grande échelle [19].

3
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2.3.2. Définition
La théorie des poutres d’Euler Bernoulli (connue aussi sous le nom de théorie des

poutres d’ingénierie ou théorie classique des poutres) est une méthode simple pour calculer la

déflexion d’une poutre due a une charge appliquée. Cela fonctionne pour des petites déflexions

[20].

2.3.3. Hypotheses

La théorie d’Euler-Bernoulli est basée sur les hypotheses suivantes [16].

1- La poutre est isotrope et élastique.

2- La poutre est longue et mince avec une section transversale constante le long de 1’axe.

3- La déformation de la poutre est donnée par la flexion et les déplacements latéraux.

4- La déformation de cisaillement et 1’inertie de rotation sont négligeables.

5- La section perpendiculaire d’une poutre reste plane aprés déformation.

6- La section reste normale a I’axe déformé de la poutre.

2.3.4. Champ des déplacements
Ce champ de déplacements est donné par :

u(x,z,t) = —z0,(x,t)
{ 21
w(x,z,t) = w(x,t)
Ou
dw
0, = — 2.2
Y odx
u Déplacement longitudinal.
6 Angle de rotation.
2.3.5. Relation contrainte-déformation
A partir du champ de déformation d'un solide 3D on trouve :
du d*w
_ 2.3
T ix 2 dx?
&y =& = Yxy = Yxz = Yyz = 0 2.4

La poutre est dans un état de contrainte axiale pure &,.. La contrainte axiale o, est liée a &, par

la loi de Hooke [21] comme suit :
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d*w
O'X=E£x=—ZEW 25
E est le Module de Young.
2.3.6. Les efforts résultants
*Effort normal :
a6,
Nxzfaxdiz—E fydAzO 26
4 0x ]
*Moment fléchissant :
a0, 5 20, EL 4
My= L—yO'xdi= EW‘LZ dA=EIZ ax=EIZW 27

Ou
- A est ’aire de la section droite.

- I, = fA z? dA est le moment quadratique de la section par rapporta y .

2.4. Poutre de Timoshenko
2.4.1. Définition

La théorie de poutres de Timoshenko a été développée par Stephen Timoshenko au
début du 20éme siécle. Contrairement a la théorie d’Euler-Bernoulli, la théorie de Timoshenko
tient compte de 1’effet de cisaillement, ce qui la rend approprié pour décrire le comportement
d’une poutre épaisse. L hypothése de Timoshenko revient a supposer que la section déformée
reste plane. Mais pas nécessairement perpendiculaire a la surface moyenne.

La rotation de la section transversale est déduite de la Figure 2.2 comme suit [22], [23] :

dw

Hy = E + Yxz 2.8

Ou

d
%; est la pente de I’axe de la poutre.

- Y, Ladéformation de cisaillement transversal.
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Zi

Déformation réelle de la section
transversale

>
13 —
X e

Déformation plane de la section
transversale

Normale a la déformation de I'axe de la poutre

Figure 2.2. Rotation de la section transversale.

2.4.2. Champs de deformations et de contraintes
Le champ de déformation est obtenu par la combinaison des équations (2.1), (2.3) et (2.8)

pour donner les déformations non nulles suivantes :

du ae,
_du_ 2.9
& Ux dx
dw
Yoz = -~ 0y 2.10

Par conséquent, la théorie de Timoshenko introduit une déformation de cisaillement
transversale y,.,.
Les contraintes axiales et de cisaillement g, et 7,., en un point de la section transversale de la

poutre sont liées aux déformations correspondantes par la formule suivante :

do
0x=E£x=—zEa 2.11
dw
Tyz = G Yxz = G(E - gy) 2.12
Ou G est le module de cisaillement (G = Z(iV)) et v est le coefficient de Poisson [23].

2.5. Les énergies

2.5.1. Energie de deformation

L’énergie de déformation V;est donnée par 1’équation suivante [5] :
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1
Vr=35 f {oxx} {exx}dV 2.13
|4
1
Ve = E.f{o-xz} {exz}dV 2.14
%4
L L
1[ - do F o dw }
== —= - —)? 2.15
V4 2Elyfdxalx+kGA J(Q dx) dx
-L -L
2 2
2.5.2. Energie cinétique
1 . .
T=—pf{U}T.{U}dV 2.16
2 |4
. (U
v={} 217

En remplagant I’équation (2.152.17) dans (2.16), on obtient :

1
T = Epj(uz + Ww2)dV 2.18
14

En remplagant I’équation (2.1) dans 1’équation ci-dessus, on trouve :

T =%pJ(AW2+Iy 62) dA 219
A
1 T
r=> fA (dY" [1{d}) dA 220
o
W
(d} = {éy} 221
Avec
1] = [p OA p(,)y] 2.22

2.6. Equation du mouvement

L’équation du mouvement libre s’écrit en fonction des dérivées de 1’équation de

Lagrange.




Chapitre 2 Dynamique forcée d’une poutre de Timoshenko

Soit L la fonction de Lagrange définie a partir de 1’énergie de deformation (2.15) et 1’énergie
cinétique (2.16)
L=T-V 2.23

La dérivée de cette fonction par rapport aux vecteurs des coordonnees genéralisees g et
vitesse généralisés g donne les équations du mouvement vibratoire libre de la poutre :
d / oT oT ou
7 (5a7) ~3@ 7

=0 2.24

L’¢équation du mouvement vibratoire libre de la poutre posseéde la forme suivante :

[M]{G} + [kl{q} =0 2.25

Ou [M] est la matrice masse et [K] est la matrice de rigidité [23].
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Chapitre 3

Formulation par la méthode des élements finis

3.1. Introduction

La méthode des éléments finis est la méthode de simulation informatique la plus
couramment utilisée par les ingénieurs. Il s’agit essentiellement d’une technique numérique, les
équations gouvernantes (systéme d’équation différentielles) sont représentées sous forme

matricielle, ce qui convient trés bien a la résolution automatique par ordinateur.

3.2. Définition de la méthode des éléments finis
La méthode des éléments finis est utilisée en analyse numérique pour la solution des
équations aux dérivées partielles. Par exemple elles peuvent représenter analytiquement le
comportement dynamique de certains systemes physiques.
Briévement, la méthode des ¢léments finis est basée sur 1’idée de discrétiser un objet
compliqué en un petit nombre de pieces pour qu’elles soient manipulées facilement.
En génie mécanique la méthode des éléments finis s’utilise pour résoudre les :
- Problémes d’équilibre tel que : probléme de concentration de contrainte, analyse de
contrainte de pistons, de matériaux composites, etc.
- Problémes de valeurs propres: fréquences propres de vibrations et stabilité des
machines.
- Problémes de propagation : problemes de fissures et de fractures sous charges
dynamiques [18].

3.3. Avantages de la méthode des éléments finis
e La puissance de la méthode des éléments finis réside principalement dans sa flexibilité.
e Elle peut étre applicable a plusieurs probléemes mécaniques ou bien physiques.
e La méthode des eléments finis réside dans le fait que le modéle qu'elle utilise est tres
proche de la structure réelle.

e Elle est programmable.

3.4. Choix de I’élément

Le choix de I’¢élément fini est basé sur la précision requise, la nature du probléme et le

9
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temps disponible. Nous choisirons les éléments les plus appropriés parmi les séries disponibles.

Dans notre cas nous avons choisi 1’élément quadratique a trois nceuds.

Figure 3.1. Elément a trois nceuds

3.5. Fonction de forme

On consideére 1’¢élément de poutre de Timoshenko a trois noeuds :

W) =N () wy + Ny (E)w, + N3 ($ws 31

() =Ny (§)6, + N, ($)6, + N3y ($)05 3.2

as
I 0O N, 0 Ny 0
INI=1lo N, 0 N, o N3] 34
1
M=3EE-1) 35
N, = (1 — £2) 3.6
1
Ny =51+ §) 3.7

3.6. Transformation des coordonnées
Pour transformée les coordonnées physiques aux coordonnées locales on utilise le déterminent

du Jacobien.
Ona:

10
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3
Z 6N,
i=1

La transformation des coordonnées s’€écrit sous la forme suivante :

0 1 ON
ox ] 0¢
dV = dA.dx
Ou
= Jd¢

3.7. Matrice masse

On utilise I’équation (2.20) on obtient :

Mol = [SINTTNIax
2

On remplace 1’équation (3.11) dans (3.12) on trouve :
1

[M,] = j [NT] [1][N] J dg
-1

3.8. Matrice de rigidité
A partir de I’équation (2.15) on a :

L
2

J Y dx + kGA 9——

K \mm

2
[K.] = [Kf] + [K]
Ou

(K] = f lEly{B}fJ dé

K] = f KGA(Bo}Bo}tJ dé

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

11
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K] = f_llEIy{B,}{B,}ff de + f_llkGA{Bo}{Bo}t] d 3.8

Avec .
{BY ={0 —% 0 _% 0 _%} 3.19
{B}° = {% N, % N, % N3} 3.20

3.9. Réponse dynamique
Par le principe des déplacements virtuels les équations d’équilibre dynamique pour un

point dans un élément fini peuvent étre écrites sous la forme suivante [24]:

fésTdV = f&UTp—dV jSUTca—dV +6q" p 3.21
14
Ou (c) est le parametre de propriété d’amortissement. La seconde intégrale du c6té droit de
I’équation (3.20) représente les forces d’amortissement visqueux.
Supposons que :

ou dq

—= N — 3.22
Jat N dt
En substituant 1’équation (3.21) et d’autres relations précédentes dans 1’équation (3.20)
donne :
dq
Sq7I([ (YD) (8} av)q + (| eV NY av)
Y 3.23
¥ (f{N}T{N}dV)— ~pl=0
Puisque 8q7 est arbitraire alors
dq
(| B3 8) ava + (| vy av)
|4
3.24

s an St -p=o

On peut écrire 1’équation (3.24) sous la forme suivante :

12
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[K]q + [C]E +[M]=— =p 3.25

Ou la matrice d’amortissement pour 1’élément est :

] = f CNYTINY v 3.26

Les grandeurs des coefficients de la matrice d’amortissement sont difficiles a estimer.
Pour cela une méthode est disponible pour 1’évaluation d’une matrice d’amortissement associée
a un ensemble donné de taux d’amortissement modaux. La procédure peut étre expliquée en
considérant la propriété orthogonalit¢ des modes propres par rapport a la matrice

d’amortissement.

[@]° [C] [@] = diag(2&,wy, & Wy, .ty 28, Wy oo, 286, W) 3.27

L’équation (3.27) donne :
[C] = [®]7 T diag(2&; wy, & wy, ..., 286, Wy, ..., 28, W) [@] 2 3.28

L’inversion de la matrice modale [@] nécessite beaucoup de calcul. Au lieu de cela, il est utile

de tirer parti de la propriété d’orthogonalité des modes par rapport a la matrice masse.

[®]" [M][®] = [I] 3.29

En remplagant 1’équation (3.29) dans 1’équation (3.28) on trouve :
[C] = [M][@]dig((2§; w1, 82 o) ) 287 @y vy 28 i) [P]7F [M] 3.30

L’équation (3.30) devient :

[M] 3.31

[C] = [M] [z 28, wy (qubrt
r=1

Dans I’équation (2.34), la contribution de la matrice d’amortissement pour chaque mode est
proportionnelle au taux d’amortissement modal. Les valeurs des taux d’amortissement modal
dans les structures typiques varient entre 0,01 a 0,2.

3.9.1. Solution aux équations d’équilibre dynamique

L’équation (3.25) est un ensemble de n équations couplées. La réponse a 1’excitation p et les

conditions initiales est recherchée.
dq dq
_ -t - (1L 3.32
q(0) =qo , T (0) (dt)o

Dans cette section, nous décrivons la méthode de superposition des modes, par laquelle un tel

13
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ensemble d’équations couplées peut étre transformé en un ensemble d’équations découplées
grace a I'utilisation des modes. La premiére étape d’une solution de superposition des modes

consiste a obtenir les fréquences naturelles et les modes.

[[K]— w?[M]][®] =0 3.33

Donnant (w,%, ®,) avecr = 1,2,...,n.
Les modes sont supposés avoir été normalisés pour donner :
(@] M][®] =1, [&] [K][®] = w2 ,  [&][C][®] = 2§ wr 3.34

Les modes sont collectés pour former la matrice modale, c'est-a-dire :

=0, o & . & . D 3.35

L'étape clé de la procédure de superposition des modes consiste a introduire la transformation

des coordonnées :

n
q=¢n=z¢rnr 3.36
r=1

La substitution de I'équation (3.36) dans I'équation (3.27) et multiplication de I'équation

résultante nous donne les équations d'équilibre dynamique en coordonnées normales, a savoir :

d’n dn
dtzr + Zfr wrd_tr + wrznr =Yr 3.37
Ou:
Yr = [qbr]tp 3.38

La réponse totale peut étre obtenue comme une superposition de la réponse due aux conditions
initiales et de la réponse due a I'excitation.
A partir des équations (3.32) et (3.36) :

dq d

g =on(0) (E>o - cbd—'Z(O) 3.39

En multipliant les équations précédentes par, @,“M on trouve que :

an,
dt

Ur(O) = (prthO ’

t 2
(l) —_— _4

La réponse totale du mode r peut étre exprimée comme une superposition de la réponse due a
I’excitation modale et de la réponse due aux conditions initiales modales. La technique décrite

ici pour la solution numérique de I'équation (3.37) est simple et peut donner d'excellents

14
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résultats. La procedure implique une interpolation linéaire de la fonction d'excitation modale et

de la solution exacte. La Figure 3.2 montre I’interpolation linéaire de la fonction d'excitation

modale.

Vr

FP _—

tr trp
Figure 3.2. Interpolation linéaire de la fonction d’excitation modale.

La fonction d'excitation interpolée est exprimée par :
yr = A+ B(t —tp)

Ou les constantes A et B sont données par :
FP—F

A=F , B=———

tpp — UF

La réponse due a I'excitation modale peut étre exprimée comme :

Npr = C1r + Cor (t—tp)

OuU ¢y, et c,,- sont des constantes données par :
F —2& w, C,, FP—F

) Copr =7 <
2 " w2 (tpp — ty)

La réponse due aux conditions initiales peut étre exprimée sous la forme :

Ner = e—fr wr((E=tp) [Dlr cos Wdr(t - tF) + D2r sin Wgr (t - tF)]

Ou D, et D,,. sont des constantes exprimeées comme suit :

341

3.42

3.43

3.44

3.45
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d
drltr (tF) — Cor + S;r erlr

Dy = nr(tF) — Ciry Dop = wg
r

Avec
’ 2
War = wr |1 — S;r

d
T = Cyr + e_fr wr((t=tr) [(_Er (‘)rDlr + werZr) COS Wy (t - tF)

dt

(Er a)rDZr a)erlr) Sin Wy (t - tF)]

3.10. Charges impulsives

La charges considérées dans cette étude est:
v Chargement a étape. (Figure 3.3)

Figure 3.3. Chargement a étape

3.11. Intégration numérique

3.46

3.47

3.48

L’intégration des fonctions trés complexe nécessite 1’utilisation des méthodes

numérique, puisque la méthode analytique est tres difficile. La quadrature de Gauss-Legendre

permet d'intégrer la fonction f(x) Sur le domaine [—1, 1] en évaluant f en quelques points

seulement. Le principe est simple : Trouvons les points x; et les poids w; tels que :

16
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f_llf(xmx - iw @)

3.49

Soit exacte lorsque f est un polynome d’ordre le plus élevé possible. En théorie, on sait que

I’ordre le plus élevé possible est 2N — 1. Si on veut calculer exactement I’intégrale d’un

polynome d’ordre n, il faut alors prendre nTH points et poids de Gauss [20].

3.11.1. Point et poids d’intégration
Tableau 3.1. Point et poids d'intégration.

N Xi Wi

1 -0.774596669241483 0.555555555555553
2 0.000000000000000 0.888888888888889
3 .774596669241483 0.555555555555553
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Chapitre 4

Programmation

4.1. Introduction

Le code de calcul utilisé est fait pour déterminer la fleche centrale en utilisant la méthode
des ¢léments finis basée sur la théorie des poutres de Timoshenko sous I’effet des charges
impulsives, ce chapitre contient les logiciels utilisés, 1’organigramme du programme principal

et les sous-programmes.

4.2. Description du programme développé

Dans notre travail nous utilisons Fortran77 comme un langage de programmation, le
langage de programmation fortran a été créé en 1954 par JOHN BACKUS d’IBM FORTRAN
(Mathematical formula translation system). En 1977 fortran 77 a été développé.

L’exécution du programme a été réalisée a I’aide d’un PC de processeur Intel®, Core

™, {7 3610QM, CPU@ (2.3 GHz-2.3 GHz) et une RAM de 8 Go.
4.3. Mise en ceuvre du programme méthode des éléments finis

4.3.1. Organigramme du programme
Notre programme est réalis¢ pour 1’étude d’une analyse dynamique d’une poutre de
Timoshenko. Les étapes du programme principal sont illustrées dans 1’organigramme de la
Figure 4.1. Ce programme contient les sous-programmes suivants :
Sous-programme DONNEES
Sous-programme FONCTG
Sous-programme JAC
Sous-programme STIFFB
Sous-programme STIFFS
Sous-programme MASS
Sous-programme JACOBI
Sous-programme SORT
Sous-programme DRESP
Sous-programme FORCE
Sous-programme AFFICHE
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Lecture des données

v

Calcul du nombre d’equations

v

Calcul des points et poids de gauss

v

[Iuitial_isation des matrices globales masse et rigiditeé, et du vecteur force globalej

v

{ Pour N=1, NE }

v

{Localisation des degrés de liberté de I’élément N J

.

{ Assemblages des matrices elementaires dans les matrices globales }

vy

[

\ i

{Calcul et assemblage du vecteur force globale]

.

[Détermination des valeurs et vecteurs propres par le sous-programme Jacobi }

v

Classement en ordre croissant

v

Calcul de la réponse dynamique de la poutre

v

Affichage des résultats

Figure 4.1. Organigramme du programme principal.

-
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4.4. Description des sous-programmes

4.4.1. Sous-programme DONNEES
Le sous-programme DONNEES permet de lire les données d’entrée. Les données sont
importées dans le programme & partir d'un fichier d'entrée nommé PROG.DAT. Ces données
sont :
e NE : nombre d’éléments.
e NN : nombre de nceuds.
e NNR : nombre de nceuds restreints.
e NND : nombre de nceuds ou les déplacements sont calculés.
e NNC : nombre de nceuds chargés.
e |ILOAD : type de chargement.
e A :section transversale de la poutre.
e DIY : moment d’inertie.
e E :module de Young.
e PR : coefficient de Poisson.
e RO : Densité volumique.
e SC: Coefficient de cisaillement transversal.
e C_0: valeur de la charge appliquée.
e DR : taux d’amortissement.
e T 1:temps (cas de chargement a rampe)
e DT :incrément du temps.
4.4.2. Sous-programme FONCTG
Ce programme donne les fonctions de forme et leurs dérivées.
4.4.3. Sous-programme JAC
Ce programme permet de calculer le Jacobien utilisés pour le calcul des matrices masse et
rigidité élémentaires.
4.4.4. Sous-programme STIFFB
Ce programme permet de calculer la matrice de rigidité élémentaire due a la flexion.
4.45. Sous-programme STIFFS
Ce programme permet de calculer la matrice de rigidité élémentaire due au cisaillement.
4.4.6. Sous-programme MASS

Ce programme permet de calculer la matrice masse élémentaire.
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4.4.7. Sous-programme JACOBI

Il permet de calculer les valeurs et vecteurs propres.

4.4.8. Sous-programme SORT

Il permet de classer les valeurs et vecteurs propres associés par ordre croissant.

4.4.9. Sous-programme DRESP

Il permet de calculer la réponse dynamique totale qui due au chargement vari avec le temps
appliqué sur la structure.

4.4.10. Sous-programme FORCE

Il calcul la force en fonction du temps.

4.4.11. Sous-programme AFFICHE

Il affiche le déplacement transversal calculé aux nceuds considérés.
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Chapitre 5

Résultats et interprétations

5.1. Introduction

Pour valider notre travail il faut comparer notre résultat avec une méthode analytique.
5.2. Convergence et comparaison des résultats

Notre comparaison est faite pour une poutre simplement appuyée isotrope.

5.2.1. Méthode analytique (solution exacte)
La solution analytique de la fleche centrale donnée pour une poutre simplement appuyée
(Figure 5.1) est donnée par la formule suivante [4]:

16¢ya3 i 1 — cosw;t

,t) = . .
w(a,t) °Ely 7 5.1
i=1,3,5
n%i? [E1I
W= =2 5.2
4a? | pA
Le Tableau 5.1 montre les caractéristiques physiques et géométriques utilisées.
Tableau 5.1. Caractéristiques physiques et géométriques d’une poutre isotrope.
Caractéristiques géométriques Caractéristiques physiques Chargement
a S L, E P Co
N k
[om] [em?] [em*] Y emal | 199,00 [N]
25 0.36 423x 107* | 207x 107° 783x 107° 100

5.2.2. Solution par la méthode des éléments finis

Pour cette étude nous allons divisées la poutre en plusieurs éléments (6, 8,10 et 12).

Pour chaque instant du temps nous allons comparer les résultats obtenus par la MEF avec la

solution exacte en utilisant les mémes parameétres physiques et géometriques (Tableau 5.1).
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0.6 solution exacte
—=— MEF
——-—._________ - ~
0.5 -
0,4 -
g
= 0,3 -
0.2
0.1 -
0,0 T T T r 1
4 G 8 10 12
nombre d'eélements
(@ t =0.5s
0.25 solution exacte
] —=— MEF
0,20 -
L
— 0,15 -
=
o
=
0,10 -
0,05 -
0,00 4

nombre d'éléments

(b) t = 0.7s

12

Figure 5.1. Convergence et comparaison de la fléche maximale centrale w d’une poutre isotrope simplement

appuyeée.

Nous remarquons que la solution du MEF converge vers la solution exacte, en

augmentant le nombre d’éléments. Donc plus le maillage est nombreux, plus la différence entre

la solution exacte et la méthode des éléments finis diminue.

Les différences qui existent dans certains temps entre les valeurs de la MEF et la solution

exacte reviennent aux deux théories utilisées : 1’'une de Timoshenko concernant la MEF, et

I’autre d’Euler-Bernoulli concernant la solution exacte.
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5.3. Etude paramétriques
Les résultats obtenus par un maillage de 12 éléments de la poutre sont utilisés dans notre
travail, durant une période de 2s avec un pas de 0.1s.

5.3.1. Effet d’amortissement

La variation de la fleche centrale en fonction du temps est montrée sur la Figure 5.2

2,5 - £€=0,01
———£=0,05
—§&=0,1
2,0 1
— 1,54 ﬁ
&
=
=
1,0 5
0.5 U u
0,0 T T T T T T T T 1
0,0 0.5 1,0 1.5 2,0

t(s)

Figure 5.2. Effet d’amortissement sur la réponse dynamique d’une poutre isotrope.

Nous remarquons une relation inverse entre la fleche centrale et 1’amortissement, lorsqu’on
augmente le taux d’amortissement la fléche diminue.
5.3.2. Effet de la hauteur
La Figure 5.3 présente la variation de la fleche centrale en fonction du temps en changeant la
hauteur de la poutre.

Nous remarquons que le changement de la fleche centrale influencé par le changement
de la hauteur. La fleche diminue quand La profondeur augmente, cela revient a la rigidité de la
poutre, on sait trés bien que la poutre soit plus rigide quand elle est épaisse.
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h=0,7cm
1,6 — h=0,8cm
- h=0,9cm
E
2,
=
o:s - 1:0 . 1:5 . 2:0

t(s)

Figure 5.3. Effet de 1’épaisseur sur la réponse dynamique d’une poutre isotrope.

5.3.3. Effet des conditions aux limites
Nous ¢tudions dans cette partie 1’effet des conditions aux limites, nous prenons une poutre

simplement appuyée et une autre encastré.

poutre simplement appuyée
0,6 poutre encastrée

0.5 -

0.4 —

0,3 -

0,2 — ,

0.1 _ \/

0,0 — —e— N\
1,25 1,50 1,75 2,00

—
Figure 5.4. L’effet des conditions aux limites sur la réponse dynamique d’une poutre isotrope.

w(cm)

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00
t(s)

Nous remarquons que la variation de la fleche dans le cas d’une poutre simplement appuyée,
est plus importante que celle d’une poutre encastrée.

Une poutre appuyée a un nombre de degrés de liberté plus qu’une poutre encastrée, donc ¢’est
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le nombre de degrés de liberté qui influe sur la fléche. A cause de 1’élimination des degrés de
liberté (la poutre encastrée) la fleche devient plus faible.

5.3.4. Effet de la longueur

a=25cm
a=28cm
a=30cm

1,1

1,0 +

0,9

0,8

0.7

0,6

0,5

w(cm)

0,4

0,3 +

0,2

000 025 050 075 100 125 150 175 2,00
t(s)

Figure 5.5. L’effet de la longueur sur la réponse dynamique d’une poutre isotrope.

Nous remarquons une relation directe entre la longueur et la fleche : a chaque fois que
la longueur de la poutre augmente la fleche augmente aussi. Lorsque la longueur augmente la

poutre soit plus flexible donc la fleche augmente.

26



Chapitre 5 Résultats et interprétations

5.3.5. Effet de module de Young

E=200E5N/cm?
0.65 ——— E=220E5N/cm?
- E=240E5N/cm?

T T T T T T 1

- . r T r
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
t(s)

Figure 5.6. L’effet de module de Young sur la réponse dynamique d’une poutre isotrope.

La Figure 5.6 montre que la variation de la fleche avec le temps est inversement proportionnelle
avec le module de Young. En augmentant le module de Young, la poutre devient plus rigide et
donc la fleche devient plus petite.
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Chapitre 6

Conclusion

Beaucoup de structures dans plusieurs domaines sont soumises a des charges
dynamiques. Pour assurer la sécurité, la performance, et la fiabilité de ces structures, nous
devons étudier leur réponse au chargement dynamique.

Dans notre travail nous avons étudié¢ la dynamique d’une poutre de Timoshenko en utilisant la
méthode des éléments finis pour déterminer la fleche centrale maximale, Nous avons également
fait une étude sur I’influence des parametres physiques et géométriques et les conditions aux
limites sur le comportement dynamique de la poutre.
Cette étude nous a permis de faire les conclusions suivantes :

e La théorie de la poutre de Timoshenko est fiable pour la modélisation des poutres

isotropes.
e Laconvergence de la MEF est rapide vers la solution exacte.
e Les parameétres physiques et géométriques et les conditions aux limites, influent sur le

comportement dynamique de la poutre a cause du changement de la rigidité.
Perspectives

Des possibilités de poursuite de ce travail sont :
e Analyse dynamique non linéaire d’une poutre.

e Analyse dynamique d’une poutre composite et a gradient fonctionnel.
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Résumé

L’étude présentée dans ce manuscrit a pour objectif d'expliquer et de montrer 1’utilité de la théorie des
poutres en ce qui concerne la détermination des solutions analytiques de modéles mécaniques simples. Le
probléme du comportement dynamique des structures soumises a des charges mobiles présente un défi majeur
dans différents domaines.

L’analyse dynamique des poutres basée sur la théorie de Timoshenko qui prend en compte I’effet de
cisaillement, dans le but de calculer la fleche centrale, I’étude de I’influence des paramétres physique et
géomeétrique et condition aux limites.

La version-H de la méthode des éléments finis basée sur la théorie des poutres de Timoshenko est utilisée
pour 1’obtention de la fléche. Les résultats obtenus sont comparés avec une méthode analytique pour assurer la
convergence de 1’¢élément quadratique utilisé.

Deux programmes sont élaborés le premier pour calculer le déplacement de la poutre par la méthode des
éléments finis et le deuxieme par une méthode analytique.

Apreés la validation du programme, une étude paramétrique a été présentée.

Mots clés : Poutre de Timoshenko, réponse dynamique, méthode des éléments finis, éléments quadratiques a trois

neceuds.

Abstract

The objective of the study presented in this manuscript is to explain and show the usefulness of beam
theory in determining analytical solutions of simple mechanical models. The problem of dynamic behaviour of
structures subjected to moving loads presents a major challenge in different fields.

The dynamic analysis of beams based on Timoshenko's theory which takes into account the shear effect,
for the purpose of calculating the central deflection, the study of the influence of physical and geometrical
parameters and boundary conditions.

The H-version of the finite element method based on the Timoshenko beam theory is used to obtain the
deflection. The results obtained are compared with an analytical method to ensure the convergence of the
quadratique element used.

Two programs are developed, one to calculate the beam displacement by the finite element method and
the other by an analytical method.

After validation of the program, a parametric study was presented.

Keywords: Timoshenko beam, dynamic rethinking, finite element method, three-node quadrilateral elements.
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