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Résumé

Résumeé

L’objectif de ce travail est I’application de la version p de la meéthode

des ¢léments finis a 1’étude de vibration libre d’une plaque triangulaire.

La formulation du probleme est basée sur la theorie des plagues épaisse
(théorie de MINDLIN). Un programme en FORTRAN 77 est élabore,
les résultats obtenus sont validé avec la littérature. Une étude
paramétrique est établie.

Les résultats obtenus sont donneés sous formes de graphes et de tableaux.
Mots clés :

Vibration libre, version p, éléments finis, fréquences propres, modes

propres de la vibration, plaque triangulaire, plague de Mindlin



Abstract

ABSTRACT

The objective of this work is the application of the p version of the finite

element method to the study of free vibration of a triangular plate.

The formulation of the problem is based on the theory of thick plates
(MINDLIN theory). A program in FORTRAN 77 is elaborated, the
obtained results are validated with the literature. A parametric study is
established.

The obtained results are given in the form of graphs and tables.
Keywords:

Free vibration, p-version, finite elements, natural frequencies, natural

modes of vibration, triangular plate, Mindlin plate
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Notations
X, Y, Z Coordonnées cartésiennes
€1, 83 Coordonnées d’aire (Triangulaire)
a, b Dimensions de la plaque
e Epaisseur de la plaque
A Aire de I’¢élément finis
G Module de cisaillement
E Module de YOUNG
K Facteur de correction du cisaillement transversale
[Me€] Matrice masse élémentaire
[k€] Matrice rigidité élémentaire
v Coefficient de poisson

Masse volumique

T Energie cinétique
U Energie de déformation
Ur Energie de déformation due a la flexion
Uc Energie de déformation due u cisaillement transversale
[Dr] Matrice des constantes élastique de flexion
[Dc] Matrice des constantes élastique de cisaillement transversale
{q} Vecteur coordonnées généralisées
u Déplacement suivant x
Y Déplacement suivant y
w Déplacement suivant z
0, Rotation par rapport a I’axe x
0y Rotation par rapport a I’axe y

w Fréquence propre




Notations

Q Paramétre de fréquence (Q= w \/g)

{r} Vecteur de déformation

{x} Vecteur de courbure de flexion

[KF] Matrice de rigidité élémentaire due a la flexion
[Kc] Matrice de rigidité due au cisaillement transversale
[Br] Matrice de déformation de flexion

[Bc] Matrice de déformation de cisaillement
Ni(€1,€2,E3) Fonctions de formes

P Polyndme de Legendre

R Nombre totale degré de liberté

t Temps



Introduction

Introduction

Les plaques font partie des éléments structurels les plus couramment
utilisés, d’ou la nécessité de 1’étude de leur comportement vibratoire et d'une grande

importance pour les ingénieurs ce qui va permettre de concevoir de meilleures structures.

L’analyse vibratoire est une thématique actuelle importante, tant d’un point de vue
académique qu’industrielle. Cette derniére touche de nombreux domaines, comme 1’ingénierie
mécanique, 1’ingénierie navale et civile, génie nucléaire, aéronautique et la technologie
spatiale. Le contr6le des vibrations dans les éléments de structure comme les plaques est un

probléme épineux qui se pose fréquemment au chercheur.

Pour assurer ce contrdle, la détermination du comportement des plaques est indispensable.
Durant ces décennies, le domaine des vibrations connait un regain d’intérét du fait du
besoin d’optimiser, d’alléger les structures couramment utilisées et soumises a des niveaux
d’excitations importants. C'est pour cette raison que le comportement des plaques est depuis

plus de cent ans le sujet de recherches exhaustives.

Ce mémoire, « étude de la vibration d’une plaque triangulaire par la méthode des éléments

finis » s’inscrit dans cette thématique

L'objectif fondamental de ce travail est de résoudre le probleme en vibration des plaques
triangulaires isotropes afin d’obtenir les fréquences et les modes propres, en utilisant la

version p de la méthode des éléments finis soumis a différentes paramétres.
Le travail réalisé est organisé en quatre chapitres :

Dans un premier temps, le chapitre 1 présente une généralité sur plaques avec des rappels
théoriques sur les lois du comportement et les champs de deplacements des théories de
KIRCHHOFF et MINDLIN

Dans le 2°™ chapitre une formulation par la version-p des éléments finis, un élément
triangulaire est présenté, nous déterminons les fonctions de formes de cet élément ainsi que la

matrice masse [M] et la matrice rigidité [K].

Etude de la vibration libre d’une plaque triangulaire de MINDLIN par la version-p de la méthode des
éléments finis Page 1



Introduction

Dans le 3°™ chapitre nous décrivons les différentes étapes de programmation,

I’environnement et 1’algorithme de calcul.

Le 4°me chapitre est consacré a I’interprétation des résultats obtenus par le programme

élaboré pour différents parametres.

Etude de la vibration libre d’une plaque triangulaire de MINDLIN par la version-p de la méthode des
éléments finis Page 2



Chapitre 1 Généralités sur les plaques

Chapitre 1: Généralités sur les plagues

1.1.Introduction

Les plaques sont des structures tres utilisées dans la conception industrielle de la
mécanique (turbines, pieces de mécanique, carrosserie de voiture,...), dans
I'industrie  sous-marine, aérospatial, génie civil et dans des constructions
courantes (ponts, toits de batiments,..), dans le domaine de I'énergie, et méme
dans le monde du vivant (arteres, bronches,...), etc. Tous ces domaines sont
stratégiques et économiquement tres importants. C'est pour cette raison que les
plaques ont fait l'objet de trés grand nombre de travaux depuis plus d'un siécle.

Afin de résoudre les problemes des structures mécaniques ayant comme éléments
structuraux des plagues dans le domaine élastique, il est nécessaire de choisir la
bonne théorie décrivant correctement le comportement dynamique et statique de

la structure ainsi que la méthode de résolution a appliquer.

1.2. Définition d'une plaque
La plaque est un corps solide tridimensionnel limité par deux plans (les faces de la
plaque). Avec une épaisseur e. la surface moyenne située a mi-distance entre les deux

faces de la plaque (Figure (1.1)).

™

- EEEELEEEEEELEREY =

Surface moyenne

Figure 1.1: plaque de forme quelconque

Etude de la vibration libre d’une plaque triangulaire de MINDLIN par la version-p de la méthode des
éléments finis Page 3



Chapitre 1 Généralités sur les plaques

Les plaques peuvent étre classées en trois catégories :

1)

2)

3)

Les plaques isotropes: elles sont constituées d'un matériau isotrope et leur section
transversale est homogeéne. Elles sont définies par deux paramétres élastiques
(respectivement le module d'élasticité et le coefficient de Poisson). On les retrouve
dans les constructions civiles courantes.

Les plaques orthotropes: leurs propriétés élastiques sont différentes dans deux
directions perpendiculaires. L'orthotropie peut étre naturelle (bois) ou techniques
(dalles rédies). Le comportement de ces dalles est défini par quatre paramétres
élastiques et on les retrouve dans les constructions navales, aéronavales, de réservoirs
de l'industrie chimique, des batiments et d'ouvrages d‘art

Les plaques anisotropes: leurs propriétés élastiques sont différentes dans toutes les
directions. Neuf parametres élastiques sont suffisants pour les devenir. Elles sont
souvent constituées de matériaux composites et sont surtout utilisées dans l'industrie

aéronavale.

1.3.Domaines de validité

La vibration de la plaque est étudiée par deux théories de base approchées,

e La premiere est constituée de plaques minces (appelée théorie des plaques de
Kirchhoff),

e La seconde est La théorie des plaques épaisses (appelée théorie des plaques de
Mindlin).

Ainsi, la plague peut étre mince ou épaisse. La validité de chacun deux dépend de ses

caractéristiques géométriques

e Théorie de Kirchhoff (plaque mince) :% < 21—0
e Théorie de Mindlin (plaque épaisse) :% < % < %

Ou L est une dimension caracteristique de la plaque dans le plan (xy).

1.4.Théorie des plaques minces

Etude de la vibration libre d’une plaque triangulaire de MINDLIN par la version-p de la méthode des
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Chapitre 1 Généralités sur les plaques

Les modeles sont basés sur une distribution linéaire des déplacements dans I'épaisseur.
L'hypothése adoptée est celle de Love-Kirchhoff [1] de contraintes planes, les
déformations dues aux cisaillements transverses sont négligées. La normale reste droite et

est perpendiculaire a la surface moyenne aprées avoir déformeée (Figure. 1.6) [2]

Figure 1.2: Déformation d'une plaque mince

1.4.1. Hypothéses

Les hypotheses cinématiques adoptées pour les plaques minces par Kirchhoff [1] de
contrainte plane, généralisent a deux dimensions celles adoptées pour les poutres sans
déformation a I’effort tranchant.

1) La plaque est d’épaisseur petite devant les autres dimensions. Elle posséde un plan
moyen aussi appelé plan neutre.

2) Les sections droites initialement normales au plan neutre, restent planes et
normales a celui-ci. La déformation due au cisaillement transversal est donc
négligée.

3) Les termes non linéaires du déplacement sont négligés, en particulier, 1’inertie de

rotation est négligée. Seul le déplacement transversal w est considéré.

4) La contrainte o dans la direction transversale est nulle. Elle doit en effet s’annuler
sur les faces extérieures et, du fait que la plaque est mince, il est naturel d’admettre

qu’elle est nulle en tout z.

1.4.2.Champs de déplacement

Les composantes du champ de déplacements pour le cas de la théorie des plagues minces

s’expriment comme suit :

Etude de la vibration libre d’une plaque triangulaire de MINDLIN par la version-p de la méthode des
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u(x,y,z,t) = z6,,(x,y,t) (1.1)
V(X,y,z,t) = -z6,(x,y,1) (1.2)
w(X,Y,z,t) = w(x,y,t) (1.3

Ou
X, Y et z sont les coordonnées d’un point de la plaque dans un repére Cartésien.
0y, 8, sont les rotations par rapport aux axes x et y respectivement.
t est le temps.

Les déplacements u, v d’un point quelconque dans un élément infinitésimal est montré dans la

figure (1.3)

apres déformation

w

Hl b X

i I

¢ 4 t2 avant déformation

Figure 1.3: Déplacement u d'un point dans un élément infinitésimal [7]

1.4.3.Relation déformation-déplacement

Les relations déformations-déplacements sont données par :

ou agy

Exx = M = ZE (1.4)
ov 00y
Eyy = a = —ZE (15)
du , dv 00, 006
Yoy = 5, t 5, = 2Gr = 5)) (1.6)
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En remplacant, respectivement, les rotations 6, Qy dans les équations (1.4), (1.5), (1.6) nous

obtenons :
62
Exx = 72 axV: 1.7
aZ
Eyy = —Z ayf (1.8)
= 0V (1.9)
Vay = Zaxay '
1.4.4. Relation contraintes-déformation
Les relations contraintes-déformations pour un matériau isotrope sont données par :
E
Txx = 15 (exx + veyy) (1.10)
E
Oyy = Gom (syy + vsxx) (1.11)
E
Txy = Ja40) Vv (1.12)
En remplagante,,, €, €t y,, dans (1.10), (1.11) et (1.12) nous obtenons :
E Ez -0*w a*w
Txx = 5 (sxx + vsyy) =1 (_6x2 -V 6y2) (1.13)
E Ez -0*w o*w
Oyy = Gom (syy + Ve ) = —(1_v2)( a7 Y axz) (1.14)
E Ez ,0%w
Ty = 2w ' = @) (axay) (1.15)

1.5.Théorie des plaques épaisses

Lorsque 1’épaisseur sur la plaque ne permet plus de vérifie les hypothéses de Kirchhoff quant
a leur mouvement de flexion (ie elle n’est plus trés petite devant la dimension des ondes de

flexion), une théorie plus complete basée sur celle des poutres de Timoshenko est nécessaire.
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Rayleigh en 1877 puis Timoshenko en 1921 [3] montrent que la prise en compte des effets
d’inertie de rotation et de cisaillement transversal affecte les fréquences propres de flexion de
poutres. Ces deux effets tendent a diminuer les fréquences.

Une extension a la théorie des plaques quant au cisaillement transversal est proposee par
Reissner en 1945 [4] dans le cas statique. Une premiére théorie pour le cas dynamique,
incluant les effets du cisaillement transversal et de 1’inertie de rotation est proposée par
Uflyand en 1948 [5]. C’est cependant ’article de Mindlin [6], publi¢ 3 ans plus tard qui fera
date.

1.5.1.Hypotheses

Les hypotheses de Mindlin, reprennent le premier point et le quatrieme point de celle
de Kirchhoff. La deuxiéme et la troisieme de précédentes hypothéses ne sont plus
retenues afin de prendre en compte les deux nouveaux effets :

e L’effet du cisaillement transversal.

e |’inertie de rotation.

1.5.2.Champ de déplacement

Dans la théorie des plaques de Mindlin, les composantes du champ de déplacements

(figurel.4) sont données par :

ux,y,z,t) =z6,(x, y, t) (1.16)
V(X,Y,z,t) = -26,(x,y,t) (1.17)
w(X,y,z,t) = w(x,y,t) (1.18)

Ou
u, v : sont les déplacements membranaires dans les directions x et y respectivement

w : est le déplacement transversal ;

0y, 0y : sont les retations autoure des axes x ety respectivement .

Etude de la vibration libre d’une plaque triangulaire de MINDLIN par la version-p de la méthode des
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Configuration déformée
de la ligne supposée

Configuration déformée
de la ligne actuelle

w(x. )

¥

Figure 1.4: Définition de I'état supposé de la déformée dans la direction Y [7]

1.5.3.Relation déformation-déplacement

Les relations déformations-déplacements [9] s’écrivent :

ou aey
Exx =5 = Z-~
dx ax

_w_ 06

Eyy = E =0
— 90 | 99y
Yoy =2(=50+ 5

ow

Vxz = E‘l' gy
ow

Vyz = 50— O

Les équations (1.19) peuvent étre écrites sous forme matricielle comme suit :

(1.19a)

(1.19b)

(1.19¢)

(1.19d)

(1.19)

(1.19f)
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(&) = —2(0) (1.20)
Et
= () = {i} (121)
Ou
(—%
gxx Xx I 0x I
{e}={syy} et {x}={xy}={ 2 122
Yxy Xxy Laex 66y|
ax a_y)

1.5.4.Relations contraintes-déformation

Les relations contraintes —déformations pour un matériau isotrope sont donnée par :

Oxxy = ﬁ (sxx + vsyy) = % x +vxy) (1.23A)
Oyy = % (Eyy + VEy) = % Xty + vXx) (1.23B)
Oy =0 (1.23C)
Ty = G Vxy = GZ)Xxy (1.23D)
Tyz = G.Vxz (1.23E)
Tyz = G.Vyy (1.23F)

G est le module de cisaillement donnée par :

E

“=avv

Les contraintes, moments de flexion et de torsion et efforts de cisaillement sont

représentées dans les figures (1.5) (1.6)
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AZ
|
|
1
:
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L
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A / 0
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Figure 1.6: Moment de flexion et efforts de cisaillement dans une plaque [7]

Les relations entre les efforts et les courbures sont obtenues en intégrant les équations (1.23)
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(> )
[% 0y zdz
2

e

(M) | Laopats | [Plreten)
M, e D()(y +Vxx)
4Mxy 5 =3 [PeTyyzdz | =5 D@Xxy ; (1.24)
| T | 2 2
e kGHy
R A
2

e

2

T.,dz
\f—g yz=e )

Ou, Mx, Myet Mxy sont les moments de flexion par unité de longueur,
Txet Tysont les efforts dus au cisaillement transversal par unité de longueur,
k facteur de correction du cisaillement transversal,

e épaisseur de la plaque,
D rigidité de flexion de la plaque donnée par :

Ee3
12(1-v?2)

1.5.5.Facteur de correction du cisaillement transversal (k)
K est un facteur corrigeant I’hypothése de contrainte de cisaillement 7,, €t 7,, constantes sur
I’épaisseur de la plaque dans la théorie de Mindlin [6], en contradiction avec la condition de

contrainte de cisaillement nulle sur les surfaces libres.

Mindlin trouve ce facteur dépendant du au coefficient de Poisson v et variant de 0.86 pour

v=0.176 a 0.91 pour v=0.50 dans de cas de matériau isotrope [8].

En choisissant k de facon a égaler les fréquences du premier mode antisymétrique d’une
plaque isotrope, déterminées par la théorie exacte de 1’¢lasticité de la théorie de Mindlin.
Nous pouvons montrer que le facteur k est solution d’une équation polynomiale d’ordre 3 [9]

telle que :
K=0,86 si v=0,300 etk = ’f—: si v=0,176 (1.25)

Wittrick en 1987[10] propose une approximation de k dans le cas d’une plaque simplement

supportée
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5
- (6-v)

k
En comparant les résultats de Mindlin et de Reissner, qui une variation parabolique de la
distribution des contraintes de cisaillement, nous obtenons k=5/6.

A ce jour, la valeur de facteur k est toujours sujette a discussion et peu d’autres s’accordent

excepté pour juger de son influence sur les résultats

1.6. Energie de déformation et énergie cinétique de la plaque

1.6.1.Energie de deformation
L’¢énergie de déformation due au mouvement de flexion de la plaque de Mindlin donnée en

fonction des tenseurs de contraintes ¢ et de déformation & par :

1
U= Efv eTadV (1.26)
Ou bien

U=-:
2

J, €T BedV (1.27)

Et &' ={exe &y ¥ay Vxz ¥yz}: V et le volume de la plaque et la matrice B des
constantes élastique du matériau pour une plaque élastique isotrope donnée par

1-v2  1-v2 0 0 0
vE E
0 O 0
[B] = 1—0”2 1—0”2 c o o (1.28)
0 0 0 kG O
L0 0 0 0 kG

La substitution des équations (1.19) et (1.28) dans I’équation (1.27) et intégration par rapport

a I’épaisseur de la plaque donne :
1 1—
U =3 1{D [ + vi)xx + (ty + Xy + S5 Kayny| + KGe[Vaahaz + Vya¥ys]}dA  (1.29)

Ou dA = dxdy
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L’équation (1.27) peut étre écrire sous forme matricielle comme suit :

1 v 0 1/xx
1 07(Vxz
U=3f|Dlx Xy Xo}|v 1 O {xy } + kGe{Vxz Vyz) [0 1] {V;} dA (1.30)
0 0 - Xxy
Oubien U =2 [{x)"[Dpl{x}dA +5 [y} [Dc]{y}dA (131)
U= U+ U,
1 v O
[Del=pfv 10 (132)
0 0 —
2
Et
B 1 0
[D.] = kGe [0 ; (1.33)
Ou
Ur : est ’énergie de déformation due a la flexion
Uc : est I’énergie de déformation due au cisaillement transversal
[Dr] : est la matrice des constantes élastiques de flexion
[D.] : est la matrice des constantes élastique due au cisaillement transversal.
1.6.2. Energie cinétique
L’énergie cinétique pour une plaque de Mindlin donnée par :
T ==[p(i? + %+ Ww?dV (1.34)

Ouu = zéy et v = z@, et le point dénote la dérivée par rapport au temps.

L’équation (1.34) peut s’écrire comme suit :
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e/2
1 . .
T = Ef f p(W? +220,% + 2%6,%)dzdA

—e/2

1 . e3 ed .
T = Ef p (hw? + Eexz + Eeyz)dA (1.35)
Ou sous forme matricielle comme suit

[eO

C e
Tzéfp{v'v Oy Hy}|0 12
0 0

| (w W
J| OctdA==[p{w 6, 6,}[Dy]{0xidA (1.36)

Oy Oy

5% o o

Ou

e3

12

]
[Dy] = IO 2 0 I (1.37)
|

1.7.Equation de mouvement
L’équation de mouvement sera déduit a partir de I’équation de Lagrange [12]

d /oL oL
(o) 2 39
dl \o{q} aq

Ou g est une coordonnée généralisée ; L représenté le lagrangien du systéme

L=T-U (1.39)
T : Energie cinétique
U : Energie de déformation

En remplacent 1’équation (1.39) dans 1I’équation (1.38), nous obtenons

d (0T ou
T (a) + 99 0 (1.40)

L’¢équation de mouvement peut étre €crire sous la forme
[(K] — w?[M]]{q} = 0

Ou [K] : est la matrice de rigidité [M] : est la matrice de masse

{q} : est le vecteur propre w : est la fréquence propre
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Chapitre 2: Formulation par la version p de la méthode

des élements finis

2.1.Introduction
La modélisation physique des systemes mécaniques résulte généralement des équations

différentielles partielles qui ne peuvent pas étre résolues analytiquement ou qui n’ont pas

une solution exacte, pour raisons de complexité du domaine discrétisé du probléme ou des

conditions aux limites. Ainsi, une méthode numérique doit étre employée pour la solution

approchée du probléme physique. La Méthode des Eléments Finis (MEF) est souvent

considérée comme la méthode la plus appropriée pour des études de cette nature.

2.2.Domaines d’application

La méthode des éléments finis est appliquée dans la majorité des domaines de la

physique figure. Cela va de la mécanique a 1’¢électronique, en passant par la thermique et

la météorologie. Dans tous ces cas, la formulation reste quasiment identique, mais la nature

des champs et les lois de comportement sont adaptées au domaine d’application

Application des méthodes des éléments

7

A 4 \4 \ 4
Meécanique du Solide Réaction chimique Transfert de chaleur

4 A ( A J ) e /
Mécanique du Sol Piézo-electrique Electromagnétisme

4 \ 4 ) 4 \,

Electrostatique Meécanique des Biomécanique
\ 4
Acoustique
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2.3.Version-p de la MEF

L’objectif du calcul numérique est de combiner les techniques d’évaluation et
d’amélioration de la qualité de la solution. La méthode-p désigne une stratégie de contréle
de Perreur qui consiste a faire varier le degré d’interpolation des éléments tout en
conservant leur taille. Elle s’oppose a la méthode-h qui consiste a faire varier la taille des
¢léments tout en conservant leur degré d’interpolation. On parlera également de version-h

ou -p de la méthode des éléments finis.

2.4.Fondement de la version-p

Dés l'apparition de la méthode des éléments finis, beaucoup de chercheurs ont testé
des éléments finis de degré d'approximation élevé. Ces éléments sont de formulation totale,
c¢’est-a-dire que chaque fonction de forme est physiquement rattachée a un nceud, ce qui ne
permet pas den tirer un profit maximum [Beckers 1970] & [26]. |l
faut attendre l'introduction de la formulation hiérarchique [25] pour réellement

voir la naissance d’une méthode-p efficace. Une approximation par éléments finis

{u} = zn: N;a;
i=1

est dite hiérarchique si le passage de n a n+l n’altére pas les fonctions de forme

Ni (i = 1 an). Cette formulation présente certains avantages [Zienkiewicz & al. 1983].

e La génération d’une discrétisation initiale peut étre mise a profit pour le calcul des
solutions raffinées
e Le systeme d’équations est mieux conditionné

e Les solutions obtenues sont moins sensibles aux imprécisions numériques

2.5. Avantages de la méthode-p

Les avantages de la version-p de la MEF est :

e Elle est plus précise et sa convergence est plus rapide que celle de la méthode-h. En
effet, pour différentes catégories de problemes, on observe les caractéristiques
suivantes :

1- Catégorie A (la solution exacte est partout analytique) : le taux de convergence est

exponentiel, alors que celui de la méthode-h n'est qu'algébrique.
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2- Catégorie B (la solution exacte contient un nombre fini de points singuliers) :
le taux de convergence est algébrique, mais il est deux fois plus élevé que celui de
la methode-h lorsque ces points singuliers sont aussi des nceuds-sommets du

maillage.

Notons que la plupart des probléemes de statique linéaire rencontrés dans la pratique

appartiennent a cette catégorie.

e Comme une formulation hiérarchique est adoptée pour la représentation des
déplacements, la matrice de raideur relative a un degré donné imbrique celles de
degrés inférieurs. Ceci permet d'obtenir de maniére économique une séquence de
solutions au lieu d'une seule solution comme c'est le cas de la methode-h.

Il est donc possible d’utiliser des techniques d’extrapolation pour le contréle de la
qualité des analyses : les solutions convergent de maniere strictement monotone, ce
qui permet d'estimer I'énergie potentielle totale exacte du probléme a partir de trois
solutions consécutives en utilisant une procédure d’extrapolation de Richardson.
L'erreur globale peut ainsi étre estimée.

La géométrie peut étre représentée de maniére exacte, ce qui évite les erreurs liées a sa
modélisation.

e La tdche de modélisation est réduit car le maillage contient peu d'éléments et peut
étre directement obtenu par division des volumes, définis par les outils de la C.A.O.,

en macroéléments (maillages structurés)

2.6.Inconvenients de la méthode-p

Les inconvénients de la version-p est :

e Tout d'abord, la méthode-p convient bien pour une analyse détaillée des composantes
d'une structure complexe. En effet, dans ce cas le nombre de points singuliers est
souvent réduit et ’on bénéfice pleinement de la vitesse de convergence €levée de la
méthode. Un champ de contrainte de qualité supérieure est obtenu avec peu de degrés
de liberté, ce qui permet une analyse locale précise. Par contre, la méthode-h semble
plus adéquate pour obtenir une solution globale car le maillage structuré d’une piece
mécanique comportant plusieurs niveaux de détails est trés difficile a réaliser et

aboutit souvent a un grand nombre d’éléments.
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e Pour des problémes dont la solution contient un nombre infini de points singuliers
(problémes de Catégorie C), la méthode-p n'est pas meilleure que la méthode-h du
point de vue de la convergence. A noter que les structures composées de plusieurs
matériaux et les structures en régime élasto-plastique font partie des problemes de la
Catégorie C.

e Pour un méme nombre de degrés de liberté, la matrice de raideur relative a la
méthode-p est plus dense. Ceci signifie que, pour le méme nombre de degrés de
liberté, les demandes en mémoire centrale et en temps de calcul seront plus
importantes. Mais en choisissant des méthodes de résolution appropriées, le gain de

précision I'emporte sur l'augmentation du temps de calcul [Carnevali & al. 1993].

2.7.Modélisation de la plaque

Nous utilisons un systéme de coordonnées d’aire (ou coordonnées triangulaires)

2.7.1.Coordonnées d’aire
Les points d’un triangle peuvent €tre représentés a 1’aide d’un systéme de coordonnées d’aire

€1, 2, & 3 (coordonneées triangulaire) .

Jw
(%]

MNoeud 3 Noeud 1
¥ C 3:_} £1=1
: S 1=% 2=0 Ea=fz=0

Figure 2.1 : Coordonnées cartésiennes et Coordonnées d'aire pour élément triangulaire
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Si I’arréte i du triangle est celle opposée au neeud i, I’équation (& ;= Constante) représente une
ligne parallele a I’aréte i. I’aréte 1 est reliant les nceuds 2 et 3 est représenté par 1’équation

€ 1=0. Les coordonnées des nceuds sont

L N(Eud1§1=1, &220,§3=0
o N(Eud2<t31=0, ézzl,&3:0
o Nmud3&1:0, &2:0,&,3:1

Les coordonnées d’aire ne sont pas tout indépendant. La relation reliant les cordonnées d’aire

est :

1+ &2+ E3=1 (2.1)

2.7.1.1.Interpolation linéaire
On suppose que la fonction w(x,y) qui varie linéairement sur le triangle. En termes des

coordonnées cartésiennes, 1’interpolation s’écrit comme :
w(X\y)= a;+ax+azy (2.2)

Ou a4, a, et a5 sont des coefficients a déterminer a partir des valeurs nodales de la fonction

w . L’interpolation w n’est pas une interpolation nodale tandis qu’une interpolation telle que :
W(E1,62E63) =wi 1+ wo&, + Wil 3 (2.3)
Est une interpolation qui utilise les valeurs nodale comme inconnus.

2.7.1.2. Transformation des coordonnées

Les coordonnées cartésiennes et les coordonnées d’aire reliant par la relation suivante :

1 1 1 17/84
<x> = [x1 X2 X3 (é 2) (2 .4)
y Y1 Y2 Y3l \&3

La premiére équation de (2.4) exprime la somme des trois coordonnées triangulaires, la

deuxiéme et la troisieme montrent que les coordonnées cartésiennes du triangle sont
interpolées linéairement en utilisons les coordonnées nodales. Un point du triangle de

coordonnées d’aire a pour coordonnées cartésiennes :

X = xlél +x2§2 +x3§3 (2 5a)
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Yy=y161+ Y282+ ¥3&3

On inverse (2.4) et on obtient :

.
)2

Ou A est I’air du triangle donnée par :

X2Y3 —X3Y2 Y2 —Y3 X3~ X3
X3Y1 —X1Y3 Y3 — Y1 X1 — X3
X1Y2 = YViX2 Y1 — Y2 X2 — X

g

1 1 1
2A = det[xl Xy x3]
Yi Y2 V3
2.7.1.3.Dérivés partielles

A partir des équations (2.5) et (2.6), nous obtenons les relations suivantes :

x
o5,

oy

a&;l yl

aéi 1

e = 72 0= i)
98; _ 1 o
E_ZA(xk X])

Ou j et k dénotent une permutation cyclique de i (si i= 3, alors j=3 et k=1).

Les dérivées de w(§ 4, & 2, & 3) par rapport a X et y se déduisent comme sulit :

ow _ 0w 9&;
ax  0g; ox
ow _ 9w 35;
dy  9c; dy

Ooui=1,23
Donc

a_w_awagl ow 0¢, ow 0¢ 3
dx 0, dx = 9E, dx = Btz Ox

a_w_ ow 0¢ 4 ow 0¢ , ow 0¢ 3
dy 08, 0y 0%, 0y  0&3 Oy

(2.5.b)

(2.6)

(2.7)

(2.8a)

(2.8)

(2.8¢)

(2.8d)

(2.9)

(2 .10)

(2.11)
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ox 2A [ (yz y3) + (3’3 3’1) + (3’1 yz)] (2.12)
6W 1
ay = 2A a& (x3 xZ) + (x1 X3) + (x - xl)] (213)
On note que :
ow
oe N
b; = y; — Vi avec i,),k=1,2,3

aizxk—xj

Donc sous forme générale

2.14
ax 2A bi. 6&1 (214)

n
ow _ 1 z ow (2.15)

oy ~ 244" o, |
1=
Ou n=3

by =y, — y3,b, =y3 — yi,bs =y — ¥y, (2.16)

Ay = X3 — X3, = X1 — X3,d3 = X3 — Xq

2.7.2. Choix de I’élément fini
Pour assurer une bonne approximation, le domaine Q de la plaque est divis€ en sous-
domaines plus petit (élément finisQ®). Nous choisissons des geéométries élémentaires

triangulaires. Leur géométrie est décrite par la position des trois nceuds.
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Elément finis Q°

(@ Ad
-
Figure 2.2: élément finis triangulaire
¥ £,
Fs r'8
3(0.1)
é
2(1.0)
3 X 1{0.0) & > E,

Elément réel Elément référence

Figure 2.3: Elément réel et élément de référence

Ou 0<§ <1et0<E<1-¢

2.7.3. Espaces polynomiaux

Pour le domaine carré [| = {0 <En < 1}, il existe trois espaces polynomiaux.

2.7.3.1.Espace "'Serendipity'* SP

Il correspond & I’ensemble de tous les mondmes &n' avec i,j=0,1,2 ,....p
Eti+j=0,1,..., p. Avec en plus, si p=1 le monéme &n.sip>2 &Pn et &n?.

Ces mondmes supplémentaires n’augmentent pas le degré sur les cotés de I’élément de
référence. Cet espace est généralement utilisé dans la méthode des éléments finis

hiérarchique.
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Figure 2.4:Espace Serendipity

2.7.3.2.Espace ""Lagrange’ sP1

Il correspond a I’ensemble de tous les mondmes &’ aveci,j=0,1,....peti,j=0,1,... ,q

Figure 2.5:Espace Lagrange

2.7.3.3.Espace "mixte' SP4:
Il est correspond de I’ensemble des mondmes communs aux deux espace

polynomiaux précédents formellement SP4 = SP N S4

2.7.4. Fonctions de forme hiérarchiques
Généralement les fonctions de forme hiérarchiques sont utilisées dans 1’espace de Serendipity.

Elles sont définies a partir des polynémes de Legendre. Ces fonctions de forme peuvent étre

classées en trois catégories :

e Fonctions de forme nodales
e Fonctions de forme cotée

e Fonctions de forme internes

Pour obtenir les fonctions de forme hiérarchiques nous utilisons le polynéme de Legendre

déplacee introduit par Houmat [15]

La relation de récurrence du polynéme de Legendre déplacée est donnée par :
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Pia(®) = = (=20 + 1+ (4i + PP/ ®) — P, (®)]

Avec Pj(§) =0 et P(§) =28—1

2.7.4.1.Fonctions de forme nodales

Elles sont données par :

N1:§1
N, =&,
N3 =&

2.7.4.2 .Fonctions de forme de cotés

Elles sont données par :

e Coté1-2: N; =8P (§2)

e Coté2-3: N, = &8P (83)

e Coté1-3: N3 = §,5P;(&3)
Oui=0,1,...,p-2

2.7.4.3.Fonctions de forme internes

Elles sont données par :

Ny = 515253131*(52)1);(53)

Ouj=0,1,...,p-3etk=p-j-3
Donc nous aurons

» 3 Fonctions de forme nodales

» (p-1) fonction de forme pour chacun des trois cotés

> %(p — 1)(p — 2) fonctions de forme internes

Avec nombre degrés de liberté sera :

R_

=-(p+1D(p+2)

(2.17)

(2.18)

(2.19a)
(2.19b)
(2.19c¢)

(2.20)

(2.21)
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Dans le mouvement harmonique, les rotations suivent x et y avec le déplacement w sont
données par les relations suivantes :

w81, 82,83, 1) = W(Ey, &2, 83) sinwt (2.22a)
0, (€1, 82,83, 8) = 0,(81, 82, &3) sinwt (2.22b)
0y (81,82, 83, 1) = 0),(81, %2, &3) sinwt (2.22c)
Avec :
R
W58 = ) Wil (223a
=1
R
0, (81,82, 83) = z 6, N; (2.23b)
im1
R
0G5 ) = ) 0N, (2:23¢)
=1

Sous forme matricielle :

w
0.+ =[Nl{q} (2.24)
9}’
Ou
N, 0 O1[N, 0O O N, 0 0 N, 0 O
INN={lo N, of]l0o N, of .. [0 N 0], o Nz o (2.25)
o o NJlo o N, 0 0 N; 0 0 Ng

{a}" = {W1 , (0x)1, (6y)1, w2, (6x)2 (6y)z2, Wi, (0x)i (ey)l- yWr, (Ox)R (6y)r }T (2.26)
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2.7.5.Vecteurs de déformation {x} et {y}

2.7.5.1.Vecteur de courbure de flexion {x}

Le vecteur de courbure {x} est donné par :

(96 )
0x
06,
W¥=4 %
90, _ 96y
\ 9x oy /
Tel que
8 1[0
a—g[a(yz )+ 5 (y3
8 1[a
——g[a(xs *2) + 52 (x1

On pose que

n
1 d
{X}—ﬁ 0 Zai-a
d

=1 _
w
0o |}
937
n
Z d
STy

y) t 5

X3) +E(

=0, - 7))

X, = xl)]

(2.27)

(2.28a)

(2.28b)

(2.28c)

(2.28d)

(2.29)
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_ n _
0 0 Zbl 5

i=1

NU‘
(<Y}

J“rf
||'M:
Y

Q)I Q

Donc I’équation (2.29) est de la forme

03 = [4r]

‘<CD| ><Q>| =]

On remplagant 1’équation (2.24) dans 1’équation (2.31), nous obtenons
{x} = [Ar][N{q}
En posant

[Br] = [Ar]IN]

Alors I’équation (2.32) devient :

{3 = [Brl{q}
Ou [Br] dépend de [N] alors :

[BF] = [[(BF)l] ’ [(BF)Z] ) ey [(BF)l] ] [(BF)R]]

Tel que :

e VL
[(BF)]] == ﬂ 0 Zailaai 0

2.7.5.2.Vecteur de déformation {y}

Le vecteur de déformation {y} est donné par

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)
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o +6,
_(Vazy _ Jox Y }
W={)= ! ow (2.37)
ay *
Le vecteur {y} sous forme matricielle :
i 0 1] w
) = '[65‘ J' o (238)
— - 0
3y 1 0|6y
En remplagant les équations (2.28) dans 1’équation (2.38), nous aurons
1(0 ] ] v
Z(E(YZ — ¥3) +E()’3 - Y1) +E(Y1 - J’Z)) 0 1|(¥
m=7" ; : 0x (2.39)
Z(E(’% %)+ (n— X))+ 5 (- x1)) -1 0](8,
Ou bien
n
! Db 0 1
Y VARNTY w
= 5 Ox (2.40)
1 0 0.
il L y
2 z a;. 3z 1 0
i=1
En posant que
- n -
1
— b, — 0 1
2A L ;
[Acd=| = (2.41)
1 0
a a;. a— -1 0
- i=1 i L -
Donc I’équation (2.40) devient
w
v} =[Ac1{ %% (2.42)
6y
On remplagant 1’équation (2.24) dans I’équation (2.42), nous obtenons
o} = [AclINY (g} (2.43)

En posant que
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[Bc] = [AcIIN] (2.44)
L’équation (2.43) devient
o} = [Bcl{gq} (2.45)
Avec [B] dépend de [N] donc
[Bcl = [[(B1l, [(Be)al, oo, (Bl o, [(Be)r] (2.46)
Tel que
[ 1 oN;
2440,
[Bo)il=] % (2.47)
1 oN;
— ) a,— —N|;
24 9E . g
- =1 .
2.7.6. Matrices masse et de rigidité éelementaires
2.7.6.1. Matrice masse
D’apres ’expression de 1’énergie cinétique donnée par 1’équation (1.36) est
w
T= %f p{@ 0, 8,}[Dul % dA (2.48)
93/
En remplagant 1’équation (2.24) dans 1’équation (2.48) , nous obtenons
1
r =3 [ @ IO N ) (249)
A
L’expression T est de la forme
1 .. .
T = E{q} [M]{q} (2.50)
Ou
(M1 = [ pINITID, N4 (251)
A

Mais dA = dxdy = 2Adg, d&, donc I’équation (2.51) devient
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1 r1-%
1 =24p [ [N D IINIE (2.52)
0 J0
En posant que
11-§;
0 0

Tel que i,j=1,...,% (p + 1)(p + 2). Alors la matrice globale [M] sera composée de

G (p+ D+ 2)) X (% + D+ 2)) Sous matrices de type

[Mci, ] = 24pH; j[Dy] (2.54)
e 0 O
I[o e o]l
Avec [Dy] = 1
o o =l
12

2.7.6.2.Matrice de rigidité
L’expression de I’énergie de déformation donnée par I’équation (1.34) elle est composée
d’une énergie de déformation due a la flexion et une énergie de déformation due au

cisaillement transversal :
Alors la matrice de rigidité sera composée de deux matrices

[K] = [Kr] + [Kc] (2.56)

Ou
[Kr] : Matrice rigidité due a la flexion

[K] : Matrice de rigidité due au cisaillement transversal

2.7.6.2.1.Matrice de rigidité [K¢] :
Ona

Up = 5 [0 [De){x}dA (2.57)
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En introduisant 1’équation (2.34) dans 1’équation (2.57), nous aurons

1
=5 [ @B IDA BRI} (258)
L’expression Ug est de la forme

Up =5 (0" K:)(g) (259)

Avec
[Ke] = f (BT [Ds][Br]dA (2.60)

Mais dA = dxdy = 2Adg; d&, donc 1’équation (2.60) devient

11-§;
[K;] = 24 f f [Br1T[Dr[BrldE, ey 2.61)
0 0
En posant
11- ﬁ
st = [ 5 az 4, d, (2.62)
0 o0

Tel que i,j=1,..., %(p + 1)(p + 2) et a,p = 1,2,3 donc la matrice [Ky] sera composée de

(% p+Dp+ 2)) X G p+D+ 2)) Sous matrices de type :

,f0 o 0
[Krai ] = 1 0 Irmgp Ir2ap
Ipagjy  Iraq)

Tel que :
3 3 (1 )
-V
Ipl(i,j) = Z Z [(aaaﬁ + > babﬁ) ng) (2.63a)
a=1f£=1
3 3 (1 )
-V
aap = ). ) |(~vbaty - =5 aeby ) EC, (2.63b)
a=1B=1
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3 3
_ a-v)
Ipaqj) = —VUbap ————dabgp E(u)

a=1f=1

3 3

(1— v) :
Ipagijy) = Z [(b bﬁ L — a“aﬁ> E(C:f)
a

=1p=1
2.7.6.2.2.Matrice de rigidité [K ]

L’expression U, donne :

= [0l rIas

D’apres I’équation (2.45) on a

{r} =[Bcl{q}
Donc I’équation (2.64) devient :
_1 f TenT
=5 | [Bcl' g} [DclIBclig}dA

L’expression U, est de la forme

U = 5 (@) IKclg)

Avec

(K] = [ (Bl D) B )as
Mais dA = dxdy = 2Ad§; d&, donc 1’équation (2.67) devient

11-%

[&J=2AJJ.WdW&ﬂBd&ﬂ§

En posant

11-8;

X(U) j j laE]d‘szdﬁ

0

(2.63¢)

(2.63d)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

Etude de la vibration libre d’une plaque triangulaire de MINDLIN par la version-p de la méthode des

éléments finis

Page 33



Chapitre 2 Formulation par la version-p de la méthode des éléments finis

11-§
} N,
XX(i,j) = @Nj d&,d¢,; (2.70)
0 0

Tel que i,j=1,..., %(p + 1)(p + 2) et a,p =1,2,3 donc la matrice [K.] sera composée de
1 1 .
(5 p+Dp+ 2)) X (E P+Dp@+ 2)) Sous matrices de type :
Ieaayy leaiy lesap

[Kewp) = KGe [leayy lesapy O 2.71)
) 0 lerp

3 3
1
levip =57 Z Z(babﬁ + aaaﬁ)Eﬁf) (2.72a)
a=1 =1
3
leay = — Z aq XX{i j) (2.72b)
a=1
3
lesqpy = z bo XXG iy (2.72¢)
a=1
3
Ieagiy) = — Z aaX&j) (2.72d)
a=1
Iesii,jy = ez = 2AH j) (2.72€)
3
leotisy = z baXE 2.72f)
a=1

Donc la formule globale de sous matrice de rigidité [K] est :

D
[K] = 22 [Kraijp] + KGe[Keq ]

D 0 0 0 leigpy ez lesa
_Pl0 Lo Lo Lovei o Loepi s 0
[K] = o F1(i.j) F2@i) |+ KGe |lcai,jy lesGj
0 Tr3jy Iracij Ieeiy 0 7
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[KGe]C1(i,j) KGeICZ(i,j) KGeIC3(l-J-) '|
| D ’ |
(K] = |KGelecaiyy S7lrrap + KGelesq, og P20 |
D D
KGBIC6(LJ') ﬂlpg(i,j) ﬂIFA}(i,j) + KGeIC7(i,j)
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Chapitre 3: Programmation

3.1.Introduction

Dans ce chapitre nous avons élaboré un programme qui permet de résolue un probleme de la
vibration libre d’une plaque triangulaire en se basent sur la théorie des plaques de MINDLIN

et en utilisant la version p de la méthode des éléments finis.

L’objectif de ce programme est calculer les fréquences et les modes propres d’une plaque de

type MINDLIN par la version p de la méthode des éléments finis.

Les données exigées par ce programme est sont les caractéristiques géometriques et physiques

de la plague. Ainsi que les données relatives au maillage.

3
c2
. c3
y
‘ 5 X 1 C1 2

Figure 3.1 : EIément p triangulaire

3.2. Environnement de la programmation

Le matériel utilisé pour I’exécution de ce programme est :

= Un micro-ordinateur DELL 5470, contient un processeur i5 de 6eme génération avec
8G RAM.

= Le langage fortran 77 est un langage de calcul impératif a usage général, spécialement
optimisé pour les calculs numériques et les calculs scientifiques. Il a été développé par
IBM dans les années 1950 en Californie aux Etats-Unis. FORTRAN a de nombreuses
versions. Dans cette étude nous utilisons le FORTRAN77.C’est un langage scientifique

trés adapté a la méthode des éléments finis.

®  Logiciel commerciale MATLAB est un systeme interactif de programmation
scientifique, pour le calcul numérique et la visualisation graphique, basé sur la
représentation matricielle des données, dont le nom est dérivé de Matrix

Laboratory
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3.3.0rganigramme du programme

Le schéma de I’organigramme général du programme est montré dans la figure (3.2).il se

compose d’un programme principal qui fait appel & des sous-programmes.

Lecture données

Vv
Calcule les valeurs intégrales

\ 4
Lire les conditions aux limites

A4

Calcule le nombre d’équations

\ 4
Calcule matrice MASSE [M]

Vv
Calcule matrice RIGIDITE [K]

A\
N
Résolution des systéemes aux valeurs propre en
utilisant la méthode JACOBI
J
Vv N
Classement des valeurs et des vecteurs propres
selon I’ordre croissant
J
\ 4
[ Affichage des resultats ]

\ "4
Fin

Figure 3.2: Organigramme principal
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3.4.Description du programme

Le programme se compose d’un programme principal qui fait appel aux sous-programmes

suivants :

e Sous-programme INPUT

e Sous-programme INTEGRALE

e Sous-programme MATRICE MASSE [M]

e Sous-programme MATRICE RIGIDITE [K]

e Sous-programme CONDITION AUX LIMITES
e Sous-programme JACOBI

e Sous-programme SORT

e Sous-programme AFFICHAGE

3.4.1.Sous-programme INPUT
Le sous-programme INPUT permet de lire les données qui caractérisant la géométrie et les

propriétés physiques du matériau a partir d’un fichier appelé PROGSD.DAT selon 1’ordre
suivant :

e Titre du probléme.

e NTE: Nombre total d’éléments

e NTN: Nombre total des nceuds.

e NNR: Nombre total des nceuds restreints.

e NTC: Nombre total des cotés.

e NCR: Nombre total des cotés restreints.

o A: Aire du triangle

e HR: Epaisseur de la plaque (e).

e PR: Coefficient de Poisson (V).

o |P: Degré de polynome d’interpolation p
¢ NMODE: Nombre de modes propres.

e SC: Facteur de correction du cisaillement transversal (K).

e XN(I), YN(I) : Coordonnées des noeuds

e Condition aux limites des noeuds et des cotés restreint
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3.4.2.Sous-programme INTEGRALE
Les intégrales données dans les équations (2.53), (2.62), (2.69), (2.70) sont calculer
analytiquement en utilisant le calcule symbolique dans le logiciel MATLAB sous les

instructions suivantes :

Hgj = int(int(NG) * N(1),&€,,0,1 — £ 1),£4,0,1);

EC = int(int(diff(N(), & o) * diff (NG}, £ ), & 2,0,1 — £ 1), & 1,0,1);
?i,i) = int(int(N(i) * diff(N(j), & o), € 2,0,1 — & 1),£1,0,1);

XX?i,j) = int(int(N(j) = diff(N(i), € o), £ 2,0,1 — £ 4),& 1,0,1);

Les valeurs des intégrales sont stockées dans des fichiers suivants :

v Les valeurs de I’intégrale ng) sont stockées dans un fichier (E1.DAT)
v Les valeurs de I’intégrale H; ;, sont stockées dans un fichier (H1.DAT)
v' Les valeurs de I’intégrale X ;) sont stockées dans un fichier (X1.DAT)

v' Les valeurs de I’intégrale XX&]-) sont stockées dans un fichier (XXI1.DAT)

3.4.3.S0us-programme MATRICE MASSE [M]
Le Sous-programme MATRICE MASSE [M] permet de calculer la matrice masse [M]

globale a I’aide des intégrales. La matrice masse [M] globale sera composée de G (p+

D+ 2)) X G p+Dp+ 2)) sous matrice de type

(M 5] = 2ApH; j,[Dy]

3.4.4.Sous-programme MATRICE RIGIDITE [K]

Le Sous-programme MATRICE RIGIDITE [K] permet de calculer la matrice RIGIDITE [K]
globale a 1’aide des intégrales et les coordonnées des nceuds. La matrice RIGIDITE [K]
globale sera composée d’une matrice rigidité due a la flexion et une matrice rigidité due au

cisaillement transversal de type :

D
(KT =2 [Kri,p] + KGe[Ke )
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3.4.5.Sous-programme CONDITIONS AUX LIMITES

Pour chaque nceud restreint et coté restreint nous introduisons les conditions pour les trois

coordonnées geneéralisées (w, 0y, 8,), en note 1 si le déplacement w est restreint, et 0 s’il n’est
pas restreint. Ceci s’applique de la méme fagon pour les autres coordonnées

géneralisee (6, 6,).

3.4.6.Sous-programme JACOBI

Le sous-programme JACOBIE permet de calculer les fréquences, les modes propres et les

vecteurs propres.

3.4.7. Sous-programme SORT

Le sous-programme SORT permet de classer les valeurs propres et les vecteurs propres par

ordre croissant.

3.4.8.Sous-programme AFFICHAGE

Ce sous-programme permet d’afficher les paramétres de fréquences Q.
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Chapitre 4: Résultats et interprétations

4.1.Introduction

L’étude vibratoire des plaques peut étre influencées par plusieurs parametres, Nous
présenterons dans ce chapitre la variation du parametres de fréquences en fonctions des divers
parameétres (les paramétres géométriques a et b, 1I’épaisseur (e), facteur de corrections du

cisaillement transversale (k).

4.2 Validation du programme
Les résultats que nous avons obtenus par le programme élaboré sont validés avec les résultats

donnés en références [16], [17], [18], [19], [20], [21].

Nous considérons une plaque triangulaire (Figure 4.1), et nous calculons les parameétres de

fréquences des six premiers modes.

=

=
ANOONINNANNANNNNNNNN

Figure 4.1:Plaque triangulaire E-L-L

Les dimensions de la plaque sont a=10, e=0.063, a/e=158.73, pour la dimension b nous

considérons quatre cas b=5, b=10, b=15, b=20. Le paramétre de fréquence que nous avons

obtenu par notre programme est : Q = w %

4.3. Etude de convergence

Pour illustrer la convergence nous étudierons quatre exemples.
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e Exemple 1 : plaque triangulaire avec des extremités E-L-L, avec b/a=0 .5
e Exemple 2 : plaque triangulaire avec des extrémites E-L-L, avec b/a=1
e Exemple 3 : plaque triangulaire avec des extrémités E-L-L, avec b/a=1.5

e Exemple 4 : plaque triangulaire avec des extrémités E-L-L, avec b/a=2

Les tableaux 4.1, 4.2,4.3 et 4.4 donnent la convergence des paramétres de
fréquences pour les six premiers modes. Pour les quatre cas nous varions le degré de
polynome d’interpolation (P) jusqu’a la stabilité des résultats.

Nous observons que le nombre d’équation (NEQB) augmente au fur a mesure avec
le degré de polyndme d’interpolation (P), et la convergence est rapide (p=10), ainsi
que le temps d’exécution est plus €levé.

L’avantage de la version-p de la méthode des éléments finis, avec un seul élément
et en variant seulement le degré du polynéme, nous pouvons obtenir la convergence
vers la solution souhaitée.

Les graphes 1, 2, 3, et 4 montrent la convergence des six premiers modes

Tableau 4.1 : Paramétres de fréquence Q pour plaque triangulaire E-L-L (v=0.3, b/a=0.5, a=10, €=0.063)

PINEQB| 0, Q, I Q, Qs Q4

3| 18 |0.00717 | 0.02797 | 0.06262 | 0.6364 | 0.8800 | 0.9952
4| 30 |0.00685 | 0.02265 | 0.03741 | 0.06150 | 0.1233 | 0.2134
5 | 45 |0.00681 | 0.01915 | 0.03558 | 0.05581 | 0.0852 | 0.1052
6 | 63 |0.00678 | 0.01892 | 0.03517 | 0.03968 | 0.0775 | 0.09805
7 | 84 |0.00677 | 0.01853 | 0.03514 | 0.03892 | 0.0662 | 0.07650
8 | 108 |0.00676 | 0.01850 | 0.03592 | 0.03700 | 0.0650 | 0.07557
9 | 135 |0.00676 | 0.01849 | 0.03490 | 0.03689 | 0.0594 | 0.07401
10| 165 | 0.00676 | 0.01849 | 0.03490 | 0.03679 | 0.0591 | 0.07343

Tableau 4.2: Paramétres de fréquence  pour plaque triangulaire E-L-L (v=0.3, b/a=1 a=10, e=0.063)

PNEQB| q Q, Q, Q, Qs Q4

3| 18 [0.00203 | 0.00898 | 0.01805 | 0.3174 | 0.4387 | 0.4968
4| 30 ]0.00191 | 0.00813 | 0.01137 | 0.02391 | 0.04148 | 0.0839
5 | 45 |0.00190 | 0.00747 | 0.01025 | 0.02016 | 0.02775 | 0.04388
6 | 63 |0.00189 | 0.00722 | 0.01008 | 0.01835 | 0.02545 | 0.03554
7 | 84 |0.00189 | 0.00721 | 0.01005 | 0.01732 | 0.02401 | 0.03304
8 | 108 |0.00189 | 0.00720 | 0.01004 | 0.01727 | 0.02357 | 0.03076
9 | 135 |0.00189 | 0.00720 | 0.01003 | 0.01724 | 0.02349 | 0.03065
10| 165 |0.00189 | 0.00720 | 0.01003 | 0.01724 | 0.02347 | 0.03049
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Tableau 4.3:Paramétres de fréquence Q pour plaque triangulaire E-L-L (v=0.3, b/a=1.5, a=10, e=0.063)

P [NEQB| @, Q, Qs Q, Qs Qs

3 |18 0.00093 | 0.00450 | 0.00981 | 0.21266 | 0.29237 | 0.3311
4 |30 0.00090 | 0.00392 | 0.00631 | 0.01233 | 0.02561 | 0.0642
5 |45 0.00088 | 0.00381 | 0.00568 | 0.00981 | 0.01520 | 0.0248
6 |63 0.00088 | 0.00373 | 0.00553 | 0.00943 | 0.01412 | 0.0190
7 |84 0.00088 | 0.00372 | 0.00548 | 0.00914 | 0.01343 | 0.0181
8 | 108 | 0.00088 | 0.00372 | 0.00547 | 0.00911 | 0.01314 | 0.0172
9 [ 135 |0.00088 | 0.00371 | 0.00547 | 0.00911 | 0.01313 | 0.0172
10| 165 | 0/00088 | 0.00371 | 0.00547 | 0.00911 | 0.01313 | 0.0172

Tableau 4.4: Paramétres de fréquence Q pour plaque triangulaire E-L-L (v=0.3, b/a=2, a=10, e=0.063)

P [NEQB| Qq, Q, Qs 0, Qs Q6

3 |18 0.00053 | 0.00266 | 0.00677 | 0.16073 | 0.21923 | 0.24832
4 |30 0.00052 | 0.00227 | 0.00435 | 0.00726 | 0.01880 | 0.05830
5 |45 0.00051 | 0.00222 | 0.00393 | 0.00570 | 0.01053 | 0.01519
6 |63 0.00051 | 0.00219 | 0.00384 | 0.00549 | 0.00950 | 0.01118
7 |84 0.00050 | 0.00218 | 0.00380 | 0.00537 | 0.00926 | 0.01059
8 | 108 | 0.00050 | 0.00218 | 0.00379 | 0.00535 | 0.00900 | 0.01028
9 | 135 |0.00050 | 0.00218 | 0.00379 | 0.00535 | 0.00897 | 0.01023
10] 165 [ 0.00050 | 0.00218 | 0.00379 | 0.00535 | 0.00897 | 0.01021

4.3.1.Validation des resultats

Les résultats que nous avons obtenus seront justifiés par une comparaison avec les
résultats données en références [16], [17], [18], [19], [20], [21], pour b/a=1 et b/a=2
4.3.1.1.Cas d’un plaque triangulaire E-L-L avec b/a=1

Pour un plaque triangulaire (encastré-libre-libre) avec b=a, le tableau 4.5, donne la
comparaison des parameétres de fréguences obtenus avec ceux donne dans [16], [17],
[18], [19], [20], [21].

Tableau 4.5:Paramétres de fréquence Q pour plaque triangulaire E-L-L(v=0.3, b/a=1, a=10, e=0.063 )

Source des résultats Q4 Q, Qs 0,
FEM (25 éléments) [20] 0.00198 0.00705 0.00967 0.01693
FEM (100 éléments) [20] 0.00188 0.00708 0.00979 0.01687
Mirza and Alizadeh [16] 0.00189 0.00721 0.01003 0.01718

Mirza and Biljani [19] 0.00189 0.00709 0.01023 0.01719
Kim and Dickinson [20] 0.00189 0.00721 0.01004 0.01726
Bhat [21] 0.00190 0.00722 0.01006 0.01734
Christensen [18] 0.00189 0.00729 0.01000 0.01691
Expérimente [17] 0.00182 0.00719 0.01005 0.01718
Présent 0.00189 0.00720 0.01003 0.01724
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4.3.1.2.Cas d’un plaque triangulaire E-L-L avec b/a=2

Pour un plaque triangulaire (encastre-libre-libre) avec b/a=2, le tableau 4.6 donne la

comparaison des parameétres de fréquences obtenus avec ceux donne dans [16], [19],

[20].

Tableau 4.6:Paramétres de fréquence Q pour plaque triangulaire E-L-L (v=0.3, b/a=2, a=10, e=0.063 )

Source des résultats 0, Q, Q, Qy
FEM (25 éléments) [20] 0.00054 0.00223 0.00388 0.00541
FEM (100 éléments) [20] 0.00051 0.00217 0.00380 0.00531
Mirza and Alizadeh [16] 0.00051 0.00219 0.00382 0.00538

Mirza and Biljani [19] 0.00051 0.00227 0.00392 0.00598
Kim and Dickinson [20] 0.00051 0.00219 0.00380 0.00535
Présent 0.00050 0.00218 0.00379 0.00535
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Graphe 4.1 : Convergence des paramétres de fréquence en fonction de p pour les six premiers modes pour
une plaque triangulaire E-L-L b/a=0.5
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Graphe 4.2 : Convergence des paramétres de fréquence en fonction de p pour les six premiers modes pour
un plaque triangulaire E-L-L b/a=1
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Graphe 4.3 : Convergence des parameétres de fréquence en fonction de p pour les six premiers modes pour
un plaque triangulaire E-L-L b/a=1.5
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Graphe 4.4 : Convergence des parametres de fréquence en fonction de p pour les six premiers modes pour
une plaque triangulaire E-L-L b/a=2

4.4.Influence du rapport b/a
Nous considerons quatre cas (b/a=0.5, b/a=1, b/a=1.5 b/a=2) et nous calculons les paramétres

de fréquences Q pour les six premiers modes avec différentes rapport e/a.

Les tableaux 4.7, 4.8, 4.9 et 4.10 présentent les résultats en fonction de b/a et
différentes valeurs de e/a (e/a=0.05, e/a=0.1, e/a=0.15, e/a=0.2)

N AN

b/a=1 b/a=2
& b g\
b
b/a=0.5 bla=1.5

Figure 4.2 : plaque triangulaire avec différentes rapport b/a
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Les graphes 4.5, 4.6, 47 et 4.8 montrent: plus le facteur b/a augmente les
paramétres de fréquences diminues pour les différentes valeurs du rapport e/a. La

diminution  des parameétres de fréquences Q est plus rapide pour les valeurs du

rapport b/a comprises entre (0 .5 et 1).

Tableau 4.7 : paramétres de fréquance om en fonction de rapport b/a (v=0.3, e=0.5, a=10 , e/a=0.05)

bla Q, Q, 0, Q, Qs Q
0.5 0,05247 | 0,1390 0,2556 0,26872 | 0,42009 | 0,5079

1 001490 |0,05581 |0,07681 [0,13113 [0,17705 | 0,22574
15 0,00697 |0,02916 |0,04213 |0,07069 |0,10011 | 0,13108
2 0,00402 [0,01721 [ 0,02929 [0,04188 |0,06893 | 0,07887

Tableau 4.8 : parametres de fréquance om en fonction de rapport b/a (v=0.3, e=1, a=10, e/a=0.1)

b/a Q Q, Qs Q, Qs Q4
05 |0.1004 0.2492 0.4307 0.4597 0.6853 0.7951
1 0.02935 | 0.1060 0.1425 0.2396 0.3168 0.3915
15 001384 | 0.05685 | 0.07953 | 0.1343 0.1842 0.2404
2 0.00800 | 0.03390 | 0.05771 | 0.08119 | 0.1289 0.1488

Tableau 4.9 : paramétres de fréquance om en fonction de rapport b/a (v=0.3, e=1.5, a=10, e/a=0.15)

bla Q, Q, Qs Q, Qc Q4
05 |0.1420 0.3279 0.5304 0.5825 0.8350 0.9388
1 0.04312 | 0.1485 0.1937 0.3207 0.4144 0.4979
15 0.02053 | 0.08225 | 0.1104 0.1880 0.2478 0.3226
2 0.01193 |0.04974 |0.07816 |0.1164 0.1765 0.2068

Tableau 4.10: paramétres de fréquance om en fonction de rapport b/a (v=0.3, e=2, a=10, e/a=0.2)

bla Q, Q, Qs Q, Q Q4
05 |0.1769 0.3816 0.5828 0.6612 0.9176 1.0088
1 0.05606 | 0.1827 0.2314 0.3781 0.4782 0.5615
15 0.02702 | 0.1048 0.1346 0.2312 0.2918 0.3808
2 001577 | 0.06452 | 0.09621 | 0.1471 0.2109 0.2530

Etude de la vibration libre d’une plaque triangulaire de MINDLIN par la version-p de la méthode des
Page 47

éléments finis




Chapitre 4 Résultats et interprétations

0,6 -

0,5 -

04 - —O0M1
0,3 - e OM 3
0,2 - e OM 5
01 - \

O . . ! .
0.5 1 15 2

Graphe 4.5 : Variation des parameétres de fréquence en fonction du rapport b/a pour les six premiers
modes pour une plaque triangulaire E-L-L (e=0.5, e/a=0.05)
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Graphe 4.6 : Variation des paramétres de fréquence en fonction du rapport b/a pour les six premiers
modes pour une plaque triangulaire E-L-L (e=1, e/a=0.1)
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Graphe 4.7 : Variation des paramétres de fréquence en fonction du rapport b/a pour les six premiers
modes pour une plaque triangulaire E-L-L (e=1.5, e/a=0.15)
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Graphe 4.8 : Variation des parametres de fréquence en fonction du rapport b/a pour les six premiers
modes pour une plaque triangulaire E-L-L (e=2, e/a=0.2)
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4.5, Influence du I’épaisseur e

On considere une plaque triangulaire E-L-L, nous varions 1’épaisseur e pour les cas suivants

e=0.5, e=1, e=1.5, e=2, et nous calculons les parameétres de frequences Q pour les six
premiers modes pour un degré de polynéme p=9.

Les tableaux 4.11, 4.12, 4.13 et 4.14 montrent la variation des paramétres de fréquences Q

en fonction de 1’épaisseur e, pour b/a=0.5, 1, 1.5et 2.

D’aprés les graphes 4.9, 4.10, 4.11 et 4.12 nous remarquons la croissance de Q en fonction

de I’épaisseur, et ceci pour les quatre valeurs de b/a.

Tableau 4.11 : parameétres de fréquance om en fonction de rapport e (v=0.3, b/a=0.5, a=10)

e Q4 Q, Q3 Qy Qs Qg
0.5 0.005367 0.01468 0.02770 0.02923 0.04702 0.05835
1 0.010719 0.02929 0.05521 0.05822 0.09357 0.11596
15 0.016049 0.04377 0.08240 0.08681 0.13927 0.17230
2 0.02135 0.05808 0.10914 0.11488 0.18386 0.22697
Tableau 4.12: parametres de fréquance om en fonction de rapport e (v=0.3, b/a=1, a=10)
e Q, Q, (O Qy Qs Qe
0.5 0.001503 | 0.005720 | 0.007964 | 0.01368 0.01863 0.02421
1 0.003006 | 0.011428 | 0.015903 | 0.02732 0.03719 0.04828
1.5 0.004505 | 0.017112 | 0.023795 | 0.04087 0.05560 0.07210
2 0.006002 | 0.022765 | 0.031623 | 0.05429 0.07382 0.09557
Tableau 4.13: paramétres de frégquance om en fonction de rapport e (v=0.3, b/a=1.5, a=10)
e Q4 Q, (O Qy Qs Qg
0.5 0.000701 | 0.002952 | 0.004344 | 0.007233 | 0.01042 0.01366
1 0.001402 | 0.005902 | 0.008678 | 0.014454 | 0.02082 0.02728
1.5 0.002102 | 0.008845 | 0.012990 | 0.021650 | 0.03115 0.04083
2 0.002802 | 0.011782 | 0.017275 | 0.028813 | 0.04139 0.05426
Tableau 4.14: paramétres de fréquance om en fonction de rapport e (v=0.3, b/a=2, a=10)

e Q4 Q, Q3 Qy Qs Qg
0.5 0.000404 0.001734 0.003013 0.004248 0.007127 0.008122
1 0.000807 0.003468 0.006019 0.008492 0.001423 0.001622
15 0.001211 0.005199 0.009011 0.012726 0.021308 0.024294
2 0.001614 | 0.006927 | 0.011986 | 0.016948 | 0.028333 | 0.032317
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Graphe 4.9 : Variation des paramétres de fréquence en fonction de I’épaisseur e pour les six premiers
modes pour un plaque triangulaire E-L-L (b/a=0.5)
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Graphe 4.10: Variation des paramétres de fréquence en fonction de I’épaisseur e pour les six premiers
modes pour un plaque triangulaire E-L-L (b/a=1)
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Graphe 4.11 : Variation des parametres de fréquence en fonction de I’épaisseur e pour les six premiers
modes pour un plaque triangulaire E-L-L (b/a=1.5)
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Graphe 4.12: Variation des parameétres de fréquence en fonction de I’épaisseur e pour les six premiers
modes pour un plaque triangulaire E-L-L (b/a=2)
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4.6.Influence du facteur de correction du cisaillement transversal (k)
Nous considérons une plaque triangulaire E-L-L avec b=a et nous varions le facteur de

corrections de cisaillement transversal k.

Nous prenons les valeurs données par : MINDLIN (k = f—;), Reissner (5/6), Wittrick (ﬁ)

avec d’autres valeurs 0 .5, 0.6, 0.9, 1, et nous calculons les parametres de fréquences €

Dans les tableaux 4.15, 4.16, 4.17 et 4.18, nous calculons les paramétres de fréquences en
fonctions de facteur de correction du cisaillement transversale (k) avec différentes valeurs de

rapport e/a.

Les graphes 4.13, 4.14, 4.15¢et 4.16, représentent les variations des paramétres de fréquence en
fonction de facteur de correction transversal (k). Nous observons de que les courbes sont
croissent avec une pente treés faible. Donc on peut constater que I’influence de facteur (k)
devrait étre minime, car le facteur k est un facteur corrigeant I’hypothése des plaques minces
(KIRCHHOFF).

Le facteur k représente 1’une des propriétés du matériau du fait qu’il avait une relation avec le

coefficient de poisson.

Tableau 4.15 : parameétres de fréquence om en fonction de k (v=0.3, b/a=1, a=10, e=0.5, e/a=0.05)

K Q4 Q Q3 Q4 Qs Qe
0.5 0.01485 0.05529 0.07583 0.12904 0.17355 0.22062
0.6 0.01487 0.05551 0.07625 0.12993 0.17506 0.22301
0.822 0.01490 0.05582 0.07687 0.13121 0.17722 0.22650
0.833 0.01490 0.05584 0.07689 0.13125 0.17730 0.22663
0.877 0.01491 0.05588 0.07698 0.13143 0.17760 0.22712
0.9 0.01491 0.05590 0.07702 0.13152 0.17775 0.22737
1 0.01492 0.05599 0.07718 0.13186 0.17784 0.22831

Tableau 4.16: paramétres de fréquence om en fonction de k (v=0.3, b/a=1, a=10, e=1, e/a=0.1)

K O Q, Q3 Q4 Qs Qe

0.5 0.02908 0.10327 0.13728 0.22890 0.29932 0.36789
0.6 0.02919 0.10442 0.13941 0.23326 0.30643 0.37752
0.822 0.02935 0.10609 0.14253 0.23968 0.31704 0.39214
0.833 0.02936 0.10616 0.14265 0.23992 0.31744 0.39270
0.877 0.02938 0.10629 0.14309 0.24084 0.31897 0.39485
0.9 0.02994 0.10651 0.14331 0.24129 0.31972 0.39590
1 0/02943 0.10696 0.14416 0.24303 0.32264 0.40002
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Tableau 4.17 : parametres de fréquence om en fonction de k (v=0.3, b/a=1, a=10, e=1.5, e/a=0.15)

K Q Q, Q3 Q4 Qs Qe
0.5 0.04238 0.14169 0.18185 0.29742 0.37864 0.45320
0.6 0.04269 0.14446 0.18658 0.30664 0.39263 0.47072
0.822 0.04312 0.14857 0.19376 0.32075 0.41459 0.49836
0.833 0.43142 0.14873 0.19403 0.32130 0.41545 0.49945
0.877 0.43203 0.14932 0.19508 0.32337 0.41874 0.50361
0.9 0.43233 0.14961 0.19560 0.32439 0.42036 0.50567
1 0.43349 0.15074 0.19761 0.32837 0.42673 0.51378

Tableau 4.18 : parameétres de fréquence om en fonction de k (v=0.3, b/a=1, a=10, e=2, e/a=0.2)

K QO Q, Qs Q, Qs Q4
0.5 0.05459 0.17082 0.21233 0.34223 0.42610 0.49875
0.6 0.05519 0.17553 0.21978 0.35615 0.44592 0.52278
0.822 | 0.05606 0.18270 0.23149 0.37817 0.47834 0.56182
0.833_ | 0.05609 0.18298 0.23195 0.37904 0.47965 0.56339
0.877 | 0.05622 0.18403 0.23370 0.38236 0.48465 0.56939
0.9 0.05628 0.18455 0.23457 0.38400 0.48714 057237
1 0.05651 0.18658 0.23798 0.39046 0.49701 0.58420
0,25
0,2
e QM1
0,15 - e QM 2
e OM3
01 - e OM4
e QM5
OM6
0,05 -
0 T T T
0.5 0.6 0.822 0.833 0.877 0.9 1

Graphe 4.13 : Variation des parameétres de fréquence en fonction du rapport e/a pour les six premiers
modes pour une plaque triangulaire E-L-L (b/a=1, e=0.5, e/a=0.05)
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Graphe 4.14 : Variation des parameétres de fréquence en fonction du rapport e/a pour les six premiers
modes pour une plaque triangulaire E-L-L (b/a=1, e=1, e/a=0.1)
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0.5 0.6 0.822 0.833 0.877 0.9 1

Graphe 4.15: Variation des parameétres de fréquence en fonction du rapport e/a pour les six premiers
modes pour une plaque triangulaire E-L-L (b/a=1, e=1.5, e/a=0.15)
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Graphe 4.16 : Variation des parameétres de fréquence en fonction du rapport e/a pour les six premiers

modes pour une plaque triangulaire E-L-L (b/a=1, e=2, e/a=0.2)
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons fait 1’é¢tude paramétrique de la vibration libre d’une plaque
triangulaire basant sur la théorie de MINDLIN par la version-p de la méthode des éléments

finis.

Nous avons utilisé la théorie de MINDLIN (théorie des plagques épaisse) qui tiens en compte
les termes négligés par la théorie de KIRCHHOFF (théorie des plaques minces) telle que

P’inertie et le cisaillement transversal.

Pour la formulation du probléme, nous avons choisi la version-p de la méthode des éléments

finis avec un élément triangulaire iso-paramétrique.

Nous avons élaboré un programme en FORTRAN 77 qui permet de résoudre le probleme et
de calculer les fréquences et les modes propres. Pour le calcul des fonctions de formes et leurs

dérivées et les intégrales nous avons utilisé le logiciel MATLAB.

Une étude de convergence et de comparaison a €té établie par rapport aux d’autres travaux

similaires ainsi que d’autres méthodes comme la version h et des études expérimentales.

Nous avons effectué une analyse paramétrique géométrique ot nous avons vu I’influence des
rapports e/a et b/a sur les fréquences et les modes propres, ainsi que le coefficient de

correction du cisaillement transversal (k).

Nous recommandons de continuer cette étude en utilisant un élément triangulaire courbé pour

modéliser une plaque circulaire.
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%Programme MATLAB pour calculer les fonctions de formes et leurs dérivées avec les intégrales
Sysm XI1 XI2 XI3

X13=1-X11-XI2

F(1,1)=XI1;

F(1,2)=X12;

F(1,3)=XI13;

F(1,4)=XI1*X12;

F(1,5)=X12*X13;

F(1,6)=XI1*XI3;

F(L,7)=(2*XI1*(X1272))-X11*X12;

F(1,8)=(2*X12*(X13"2))-X12*XI3;

F(1,9)=(2*XI1*(X1372))-X11*XI3;

F(1,10)=X11*X12*X13;

F(1,11)=(6*X11*(X12/3))-(6*X11*(X12/2))+(X11*X12);

F(1,12)=(6*X12*(X13"3))-(6*X12*(X1372))+(X12*X13);

F(1,13)=(6*X11*(X13"3))-(6*X11*(X132))+(X11*X13);

F(1,15)=(2*X11*X12*(X13"2))-(XI1*X12*X13);

F(1,14)=(2*X11*X13*(X12/2))-(XI1*X12*X13);
F(1,16)=(20*X11*(X1274))-(30*X11*(X12/43))+(12* X1 1*(X12/2))-(X11*X12);
F(1,17)=(20*X12*(X1374))-(30*X12*(X13/3))+(12*X12*(X13/2))-(X12*X13);
F(1,18)=(20*X11*(X1374))-(30*X11*(X13/3))+(12*X11*(X13/2))-(X11*X13);
F(1,21)=(6*X11*X12*(X1373))-(6*X11*X12*(X13/2))+(XI1*X12*X13);
F(1,19)=(4*X11*(X12/2)*(X1372))-(2*X11*X13*(X12/2))-(2* X 1 1*X 12* (X13/2))+(XI1*X12*X13);
F(1,20)=(6*X11*X13*(X123))-(6*X11*X13*(X12/2))+(X11*X12*X13);
F(1,22)=(70*X11*(X12/5))-(140*X 1 1*(X12/44))+(90* X I1*(X12/3))-(20* X1 1*(X12/2))+(X11*X12);
F(1,23)=(70*X12*(X1375))-(140*X 12*(X1374))+(90*X12*(X133))-(20* X 12*(X13/2))+(X12*X13);
F(1,24)=(70*X11*(X1375))-(140*X11*(X1374))+(90*XI1*(X1373))-(20*X11*(X132))+(X11*X13);
F(1,26)=(20*X11*X12*(X13/4))-(30*XI1*X12*(X1373))+(12*X11*X12*(X13/2))-(XI1*X12*X13);
F(1,27)=(12*X11*(X122)*(X1373))-(12*XI1*(X122)*(X1372))-(6* X I1*X12* (X1373))+(6* X I1¥X12% (X 1372))+(2* X I1*(X1272)*X13) -(XI1*X12*X13);
F(1,28)=(-12*X11*(X12/2)*(X13/2))+(6*X11*(X12/2)*XI3)+(2* X 1 1*X12*(X13/2))- (X1 1*X12*X13)+(12* X I1*(X1273)*(X1372))-(6* X I1*XI3*(X12/3));
F(1,25)=(12*X11*(X122)*X13)-(X11*X12*X13)-(30*XI1*(X12/3)*X 13)+(20* X 11*(X12/°4)*X13);
F(1,29)=(30*X11*(X12/2))-(X11*X12)-(210*X 11*(X12/3))+(560* X 11*(X12/4))-(630* X I1*(X12/5))+(252* X 11*(X12/6));
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Annexe B

F(1,30)=(30%X12*(X1372))-(X12*X13)-(210*X12*(X1373))+(560*X 12*(X13/4))-(630*X 12*(X1375))+(252* X 12*(X1376));
F(1,31)=(30*X11*(X1372))-(X11*X13)-(210*X11*(X1373))+(560*X 1 1*(X13/4))-(630*X 1 1*(X1375))+(252* X 11*(X1376));
F(1,32)=-(20%X11*X12*(X1372))+(XI1*X12*X13)+(90*X I1*X12*(X13/3))-(L40* X I1*X12%(X1374)) +(70*X 1 1*X 1 2* (X135));
F(1,33)=(24*XI11*(X127°2)*(X1372))-(2*XI1*(X12°2)*X13)-(60*X 1 1* (X 12/°2)* (X 1373)) +(40* X 11*(X12/2) *(X1374))-

(125X 11X 12*(X1372))+ (X1 1*X12*X13)+(30*X 11X 12%(X1373))-(20*X I 1*X 12*(X1374));
F(1,34)=(36*XI1*(X1272)*(X1372))-(6* X I1*(X12°2)*X13)-(36*X 1 1*(X12/°2)* (X 1373))-(6*X 1 1*X 12* (X 1372)) + (X1 1*X 12* X 3) +(6* X 1 1*X 1 2% (X1373))-
(36*XI1*(X12/43)*(X1372))+(6*XI1*X13*(X12/43)) +(36*X 1 1* (X 12°3)*(X1373));
F(1,35)=(24*XI1*(X12°2)*(X1372))-(12*X 11*(X1272)*X13)-(2* X 11*X 12* (X 1372))+ (X1 1*X 12*X13)-
(B0*XI1*(X1273)*(X132))+(30*XI1*(XI1273)*X13)+(40*X 1 1*(XI1274)*(X1372))-(20* X I1* (X 12°4)* X 13)
F(1,36)=-(20%X11*(X12°2)*X13)+(XI11*X12*X13)+(90*X I1*(X1273)*X13)-(L40* X I1*(X1274)*X13)+(70*X 1 1*(X 12/5)*X13);
F(1,37)=-(42*X11*(X12°2))+(X11*X12)+(420*X 11*(X12/3))- (1680*X I 1*(X12°:4)) +(3150*X 1 1* (X 12/°5))-(2772* X 11*(X1276)) +(924*X 1 1* (X 12/°7));
F(1,38)=-(42*X12*(X1372))+(X12*X13)+(420*X 12*(X13/3))- (1680*X12*(X13/4)) +(3150*X 12* (X 13/5))-(2772*X12* (X1376))+(924*X 12* (X 13°7));
F(1,39)=-(42*X11*(X1372))+(X11*X13)+(420*X 11*(X1373))-(1680*X I 1*(X1374))+(3150*X 1 1* (X 135))-(2772* X 11*(X1376))+(924*X 1 1* (X 13°7));
F(1,40)=(30*XI1*X12%(X1372))-(XI1*X12*X13)-(210*X 1 1*X 12*(X1373))+(560*X I 1*X12*(X13/4))-(630*X 11X 12*(X13/5)) +(252* X 1 1*X 12*(X1376));
F(1,41)=-(40%X11*(X12°2)*(X13/2))+(2*X 11*(X122)*X13)+(180*X 11*(X127:2)*(X133))-

(280%X11*(X12/°2)*(X1374))+(140* X 11*(X12/2)*(X1375))+(20*X 11X 12%(X1372)) - (X1 1*X12*X13)-(90*X I1*X12%(X1373)) +(140* X 1 1*X 12* (X 1374))-
(70X 11X 12*(X13"5));
F(1,42)=-(72*X11*(X12°2)*(X1372))+(6*X 1 1*(X122)*X13)+(180* X I1*(X12°2)* (X 133))-(120* X I1*(X12/°2)*(X1374))+(L2*X I1*X12%(X 1372))- (X1 1*X12* X 13) -
(30%X11*X12*(X1373))+(20%X I 1*X 12%(XI1374)) +(72* X1 1*(X12/3)*(X1372))- (6* X 1 1*(X1243)*X13)- (180*X I 1*(X12/3)* (X1373))+(120*X I 1*(X1273)* (X 1374));
F(1,43)=-(72*XI1*(X12°2)*(X1372))+(12*X 1 1* (X 122)*X13)+(72* X I1*(X1272)* (X 1373)) +(6*X I 1*X12%(X1372))- (X I11*X 12*X 1 3) -
(6*X11%X12*(X1373))+(180*XI1*(X1273)*(X1372))-(30*XI1*(X12/3)*X 13)-(180* X I1*(X1273)*(X13/3)) -
(120%X11*(X1204)*(X1372))+(20* X 11*(X1284)* X 13)+(120*X 1 1* (X 1274)*(X1373));
F(1,44)=-(40%X11*(X12°2)*(X13/2))+(20*X 1 1*(X122)*X13)+(2*X I 1*X 12%(X1372))- (X 11*X12*X13)+(180*X 1 1* (X 123)* (X13/2))-(90* X 1 1*(X1273) *X 13)-
(280*XI1*(X1274)*(X1372))+(LA0*X I 1*(X1274) <X 13)+(140-X 1 1%(XI1275)*(X1372))-(T0* X I1*(X12/5)*X 1 3);
F(1,45)=(30*XI1*(X12°2)*X13)-(XI1*X12*X13)-(210*X 1 1* (X 123)*X 13)+(560*X I 1*(X127:4)*X 13)- (630*X I 1*(X1275)* X 3)+(252* X 1 1* (X 12/°6) *X13);
F(1,46)=(56*X11*(X12°2))-(X11*X12)-(756*X11*(X12°3))+(4200*X 1 1*(X 12/4))-(11550* X 1 1*(X12°5)) +(16632*X 1 1* (X 12/°6))-
(12012*XI11*(X12/°7))+(3432*X 11%(X12°8))
F(1,47)=(56*X12*(X1372))-(XI1*X12)-(756*X12*(X1373))+(4200*X 12*(X 1374))-(11550* X 12* (X1375)) +(16632*X 12* (X 13°6))-
(12012%X12*(X1377))+(3432*X12%(X1378))

F(1,48)=(56*X11*(X1372))-(X11*X12)-(756*X11*(X1373))+(4200*X 1 1*(X134))-(11550* X 11*(X1375)) +(16632*X 1 1* (X 13°6))-
(12012*XI11*(X1377))+(3432*X11%(X1378))
F(1,49)=-(42*X11*X12*(X1372))+(XI11*X12*X13)+(420*X 11X 12*(X13/3))-(1680*X I 1*X12* (X13/4)) +(3150*X 1 1*X 12*(X375))-
(2772*XI1*X12*(X1376))+(924* X I1*X 12%(X1377))
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Annexe B

F(1,50)=(60*XI1*(X12°2)*(X132))-(2*XI1*(X1272)*X13)-(420*X 1 1* (X 12°2)* (X13**3))+(1120*X I1*(X1272)* (X 13°4))-
(1260%X11*(X12°2)*(X1375))+(504*X 1 1* (X 12/42)* (X1376))-(30* X 1 1*X12*(X1372))+(XI1*X12%X13)+(210* X I1*X 12%(X1373)) -
(550%X11*X12*(X1374))+(630*X11*X 12*(X1375))-(252* X 11X 12*(X1376))

F(1,51)=(120*XI11*(X1272)*(X13/2))-(6* X 11*(X12/2)*X 13)-(540%X 1 1* (X 12/°2)* (X1373))+(840* X 1 1* (X 12/42)*(X1374))-(420* X 1 1* (X 12/°2) * (X 1315) ) -
(20X 11X 12*(X1372))+(X11*X12*X13)+(90*X I 1*X12%(X1373))-(140* X I 1*X 12%(X1374))+(70* X I1*X 12*(X13/5)) -
(120%X11%(X12/3)*(X13/72))+(6*XI1*X13*(X12/43))+(540% X 1 1* (X 12°3)* (X1373)) -(840% X 1 1* (X 12°3)* (X 1374) ) +(420* X 11%(X12/3)* (X 13/5))
F(1,52)=(144*X11%(X122)*(X13/2))-(12%X 1 1*(X12°2)*X13)-(360*X 1 1*(X1272)*(X1373)) +(240* X I 1*(X 12/°2)* (X 1374))-

(125X 11*X12%(X1372))+(X 11X 12*X13)+(30*X 1 1*X12*(X1373))-(20* X I1*X 12* (X 1374))-
(360%X11*(X12/43)*(X1372))+(30*X11*(X1243)*X13)+(900* X I1*(X12°3)* (X 1373))-(600*X I1*(X1273)* (X137 4))+(240* X I1*(X1274)* (X 13/2)) -
(20%X11*(X12/04)*X13)-(600*X 1 1*(X127°4)*(X1373))+(400* X I1%(X1274)* (X 1374))
F(1,53)=(120*X11*(X1272)*(X13/2))-(20*X 11*(X12°2)*X 13)-(120* X 1 1* (X 12°2)* (X1373))-(6* X 1 1*X 12 (X 1372))+ (X1 1*X 12*X13)+(6* X 11*X 12*(X13"3))-
(540%X11*(X123)*(X1372))+(90* X 11*(X12V3)*X13)+(540*X 11*(X1273)* (X 1373))+(840* X I1*(X1274)*(X1372))-(140*X 1 1* (X 12°4)*X13)-
(840%X11*(X12/04)*(X1373))-(420% X 1 1* (X 12°5)*(X1372))+(70* X1 1*(X12/5)* X 13)+(420* X 1 1*(X1275)* (X13°3))
F(1,54)=(60*X11*(X12/2)*(X13/2))-(30*X 1 1*(X12°2)*X13)-(2*X 11X 12*(X1372)) +(X11*X 12%X13) -

(420X 11*(X12743)*(X1372))+(210*X 11*(X 1243)*X13)+(1120* X I 1*(X1274)* (X1372))-(560* X 11*(X 12/°4)*X13)-
(1260%X11*(X12°5)*(X13/2))+(630*X 1 1* (X 12°5)*X 13)+(504* X I1*(X1276)*(X1372))-(252* X 1 1*(X 12/°6)*X13)
F(1,55)=-(42%X11*(X1272)*X13)+(XI11*X12*X 13)+(420*X 1 1*(X1273)*X13)-(1680* X 11*(X12/4)*X 13)+(3150* X I 1*(X 125)*X 1 3) -
(2772%X11*(X1276)*X13)+(924* X 11*(X12/7)*X 13)
F(1,56)=-(72*X11*(X12°2))+(X11*X12)+(1260*X 1 1*(X12/3))-(9240* X I1*(X12°°4)) +(34650* X 1 1* (X 12/°5))-(72072* X 1 1*(X12/6)) +(84084* X 1 1*(X12/\7))-
(51480*X11*(X12/°8))+(12870*X11*(X12/9))
F(1,57)=-(72*X12*(X1372))+(X12*X13)+(1260*X 12* (X 133))-(9240* X 12*(X13"4)) +(34650* X 1 2* (X 13/5))-(72072* X 12* (X 13/6)) +(84084* X 12*(X13°7))-
(51480%X12*(X13/8))+(12870*X12*(X1379))
F(1,58)=-(72%X11*(X1372))+(X11*X13)+(1260*X 1 1* (X 1373))-(9240*X 1 1* (X 1374))+(34650* X I 1* (X 13°5))-(72072* X 1 1* (X 13°6))+(84084* X 11*(X1317))-
(51480*X11*(X138))+(12870*X11*(X1379))
F(1,59)=(56*XI11*X12%(X1372))-(XI1*X12*X13)-(756* X 11*X12%(X1373))+(4200* X 1 1*X 12* (X 1374))-(11550%X 1 1*X 1 2% (X1375))+(16632* X 11X 12* (X 13°6))-
(12012*X11*X12*(X1377))+(3432* X 11*X 12*(X138))
F(1,60)=-(84*X11*(X12/°2)*(X13/2))+(2*X 11X 13* (X 12/°2))+(840* X 11*(X12°2)* (X 13/3))-(3360* X I 1*(X12/42)*(X1374))+(6300* X 1 1*(X12/2)*(X 1375))-
(5544%X11*(X12/°2)*(X1376))+(1848*X 1 1* (X 12°2)* (XI3A7))+(42* X 1 1*X 12*(X1372))- (X I1*X12%X 13)-(420*X 1 1*X 12* (X 13/3))+(1680*X 11*X12*(X13/4)) -
(3150%X11*X 12*(X1375))+(2772*X11*X12*(X13/6))-(924* X 11*X 12*(X13/7))
F(1,61)=-(180*X11*(X12/2)*(X13/2))+(6* X 11*(X12/2)*X 13)+(1260*X 1 1*(X 12°2)* (X 1373))-(3360* X I 1*(X 12/°2)* (X 1374))+(3780* X 11%(X12/2)* (X 135))-
(1512%X11*(X12°2)*(X1376))+(30*X 11X 12* (X 1372))- (X I1*X12%X13)-(210*X 11X 12* (X 13/3)) +(560* X | 1*X 12* (X 1374))-

(630%XI1*X12*(XI375))+(252* X 11*X 12* (X 1376))+(180*XI1*(X 12/3)* (X 1372))-(6* X 11*(X12/43)*X13)-(1260* X 11*(X12/3)* (X 13/3))+(3360* X | 1*(X 12/°3)*(X13/4)) -
(3780*X11*(X1243)*(X1375))+(1512%X 11*(X 12°3)*(X1376))
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Annexe B

F(1,62)=-(240*X11*(X12/2)*(X1372))+(12*X11*(X1272)*X13)+(1080* X 11*(X1272)*(X13/3))-
(1680*X11*(X1272)*(X1374))+(840* X 11* (X12/2)*(X1375))+(20* X 11*X12*(X1372)) - (X11*X12*X13)-(90* X 11*X12* (X 13/3)) +(140*X 1 1*X12* (X 1374))-
(70*X11*X12*(X1375))+(600*X11*(X1273)*(X1372))-(30* X 11*(X12/3)*X13)-(2700*X 1 1* (X 1273)* (X 1373) ) +(4200* X 1 1* (X 1273)* (X 1374)) -
(2100*X11*(X1273)*(X1375))-(400*X11*(X1274)*(X13/2))+(20*X11* (X1274)*X13) +(1800* X 11* (X 12/4)* (X 13/3))-
(2800* X11*(X1274)*(X1374))+(1400*X11*(X127°4)* (X 1375))
F(1,63)=-(240*X11*(X12/2)*(X13/2))+(20*X11*(X1272)*X13)+(600* X 11* (X 12/2)* (X13/3))-(400* X 11*(X127°2)* (X134))+(12*X11*X12* (X 1372))-(X11*X12*X13)-
(30*XI1*X12*(XI1373))+(20* X 11*X12*(X1374))+(1080* X 1 1*(X12/3)*(X13/2))-(90*XI1*(X1273)* X 13)-(2700* X 1 1*(X12/3) *(X13/3) ) +(1800* X1 1*(X12/3) *(X134))-
(1680*X11*(X127M4)*(X1372))+(140* X 11*(X1274)* X 13)+(4200* X 11*(X127°4)* (X13/3))-(2800* X11*(X 127 4)* (X 1374)) +(840* X 1 1* (X 1275)*(X1372))-
(70*XI11*(X127°5)*X13)-(2100* X 11*(X12/5)*(X13/3))+(1400* X1 1*(X12/5)*(X134))
F(1,64)=-(180*X11*(X12/2)*(X13/2))+(30*X11*(X1272)* X 13)+(180* X 11*(X12/2)* (X13/3))+(6*XI1*X12*(X13/72))-(X11*X12*X13)-
(6*X11*X12*(X1373))+(1260*X11*(X1273)*(X1372))-(210*X11*(X1273)*X13)- (1260*X 1 1*(X12"3)*(X1373))-
(3360*X11*(X1274)*(X1372))+(560* X 11*(X12°4)* X 13)+(3360* X 11*(X12°4)* (X13/3))-(3780* X11*(X1275)* (X 1372))-(630*X 1 1*(X1275)*X13)-
(3780*XI11*(XI1275)*(X13/3))-(1512* X 11*(X1276)*(X13/2))+(252* X 11*(X1276)* X 13))+(1512* X 11*(X1276)*(X13"3))
F(1,65)=-(84*X11*(X12/2)*(X13/2))+(42*X11*(X1272)*X13)+(2*X11*X 12*(X1372))-(X11*X12* X 13)+(840* X 11*(X1273)* (X 13"2))-(420*X 1 1*(X12"3)*X13)-
(3360* XI11*(X1274)*(X1372))+(1680*X11*(X12744)*X13)+(6300* X 1 1* (X 12°5)* (X 1372))-(3150*X 11* (X 1275)* X 13)-
(5544*X11*(X1276)*(X1372))+(2772* X11*(X1276)* X 13)+(1848*X11*(X1277)* (X1372))-(924*X11*(X1277)*X13)
F(1,66)=(56*X11*(X1272)*X13)-(X11*X12*X13)-(756* X 11*(X12/3)*X13)+(4200*X 11*(X1274)* X 13)-(11550* X 11*(X1275)*X 13)+(16632* X 11*(X1276)*X13)-
(12012*X11*(X12/\7)*X13)+(3432* X 11*(X12/8)* X 13)
for i=1:66

dx=diff(F(1,i),XI1)

dy=diff(F(1,i),X12)

dz=diff(F(1,i),XI13)
end
for k=2:4

for1=2:4
for i=1:45
for j=1:45
E(i,j)=int(int((F(k,i)*F(l,j)),X12,0,1-X11),X11,0,1);
E(i.))=vpa((E(i.))));
end
end
end
end
reshape(E,2025,1)

Etude de la vibration libre d’une plaque triangulaire de MINDLIN par la version-p de la méthode des éléments finis Page 71



Annexe C

Annexe —C-

Exemple d’un fichier d’entrée
PLAQUE TRIANGULAIRE

1 3 3 3 3 8 10 7.778 0.063 6800000 .8224 .3 50
1 0 0

2 10 0

3 0 10

1111

2000

3111

1000

2000

3111
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Annexe D

Exemple d’un fichier de sortie
PLAQUE TRIANGULAIRE
BASIC PARAMETERS ELEMENTS

NTE NTN NTC NNR NCR NMODE IP
1 3 3 3 3 8 10
COORDONNEES DES NOEUDS
NOEUDS XN YN
1 .0000 .0000
2 10.0000 .0000
3 .0000 10.0000
NOEUDS RESTRIENTS
NOEUDS R1 R2 R3
1 1 1 1
2 0 0 0
3 1 1 1
COTES RESTREINTS
COTE Cl C2 C3
1 0 0 0
2 0 0 0
3 1 1 1
NUMBER OF EQUATIONS= 165
PARAMETRES DE FREQUANCES
NMODE OMEGA
1 1.894714743681059E-003
2 7.206366220393588E-003
3 1.003408560165088E-002
4 1.724321301240095E-002
5 2.347089827479095E-002
6 3.049051680085370E-002
7 3.435583257052777E-002
8 4.143966392156155E-002

RO
.778E+01

Annexe-D-
HR E
.630E-01 .680E+07

sC
.822E+00

PR
.300E+00

T
.500E+02
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Annexe F

Annexe-F
Polynéme de légender déplacée :
P(§) =1
Pi(§) =28 -1
P, (&) = 682 —6& +1
P;(§) = 2083 — 3082 + 128 — 1
P,(§) = 70&* — 14083 + 9082 — 208 + 1
Ps(&) = 2528°% — 630&* + 56083 — 21082 + 308 — 1
Pg(&) = 92486 — 277285 + 3150&* — 168083 + 42082 — 42¢ + 1
P,(&§) = 343287 — 12012&° + 1663285 — 11550&* + 420083 — 75082 4+ 56& — 1
Pg(&) = 1287088 — 5148087 + 84084&° — 7207285 + 34650&* — 924083 + 126082 — 72¢ + 1

Py(&) = 486208° — 2187908 + 411840¢7 — 420420&° + 2522528 — 90090¢* + 18480¢3
— 198082 +90¢ — 1

Po(&) = 1847560 — 92378087 + 196911088 — 2333760¢7 + 16816808° — 756756¢°
+210210&* — 34320&° 4 2970&% — 110¢ + 1
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