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Résumé

Cette thèse porte sur l�étude de la distribution spectrale limite d�une classe de

grandes matrices aléatoires dont les entrées sont corrélées. On s�intéresse au comportement

asymptotique de grandes matrices de covariances dont les entrées sont liées par la relation

d�un autorégressif d�ordre un. On montre dans ce contexte que la fonction de répartition

empirique des valeurs propres de la matrice de covariance converge presque sûrement vers

une fonction non aléatoire donnée par Marcenko et Pastur. Notre approche consiste à

une centralisation et une troncature des variables aléatoires fortement géométriquement

mélangeant et une application de la méthode de la transformée de Stieltjes qui permet

d�obtenir, sous certaines conditions, l�équation intégrale de la distribution spectrale limite,

et on montre ainsi un résultat d�universalité concernant le comportement asymptotique du

spectre de ces matrices de covariance.

On traite également le cas des matrices dont les colonnes sont des processus au-

torégressifs d�ordre un. Ceci étend d�une part le premier résultat à un cadre vectoriel et

généralise d�autre part, les résultats sur les matrices à entrées indépendantes identiquement

distribuées.

En�n, on présente des simulations numériques illustrant le comportement de l�estimateur

de la densité des valeurs propres des matrices en question au tour de la vraie densité en

variant les di¤érents paramètres.
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Abstract

This thesis deals with the study of the limit spectral distribution of a class of large

random matrices having correlated entries. We are interested in the asymptotic behavior of

large covariance matrices whose entries are correlated by the relation of an autoregressive of

order one. In this context, we show that the empirical eigenvalue distribution function of the

covariance matrix converges almost surely to a non-random function given by Marcenko and

Pastur. Our approach consists of a centralization and a truncation of strongly geometrically

mixing random variables and an application of the Stieltjes transform method which makes

it possible to obtain, under certain conditions, the integral equation of the limit spectral

distribution, and we thus show a universality result concerning the asymptotic behavior of

the spectrum of these covariance matrices.

We also investigate the case of matrices whose columns are autoregressive processes

of order one. This extends on the one hand the �rst result to a vector framework and on

the other hand generalizes the results on matrices with independent identically distributed

entries.

Finally, we present numerical simulations illustrating the behavior of the estimator

of the spectral density of the matrices in question around the true density by varying the

various parameters.
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Notations

p:s: presque sûrement

i:i:d: indépendantes identiquement distribuées

f:d:r:e: fonction de répartition empirique

AR(1) autorégressif d�ordre 1

MA(q) processus moyenne mobile d�ordre q

MA(1) processus moyenne mobile d�ordre in�ni

v:p: valeur propre

GSM mélange géometriquement fort

LSD distribution spectrale limite

STE estimateur par la transformée de Stieltjes

I matrice identité

At transposée de la matrice A

A� matrice adjointe de A

tr(A); rg(A) trace et rang de la matrice A

kAk norme spectrale de la matrice A

kXkp norme Lp du vecteur X

(
;F ;P)
(
; A; P )

espace probabilisé avec F une �-algèbre et P une mesure

P probabilité

E(X); V ar(X) espérance de X, variance de X

Cov(X;Y ) covariance de X et Y

v�! convergence vague

D�! convergence en distribution

�x mesure de Dirac au point x

M (R) ensemble de distributions sur l�ensemble des réels
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N;Z;R;C ensemble des entiers naturels, nombres entiers, réels et complexes

Im z partie imaginaire de z

C+ fz 2 C : Im z > 0g
I(A) fonction indicatrice de A



5

Table des Matières

Introduction 7

1 Spectre de matrices de covariance 12
1.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1.1 Transformée de Stieltjes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.1.2 Processus Linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.1.3 Mélange fort de Processus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Etude globale du spectre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2.1 Loi du demi-cercle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.2.2 Loi de Marcenko-Pastur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.2.3 Limite de la distribution spectrale de matrices aléatoires à entrées

corrélées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.3 Etude locale du spectre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3.1 Séparation des valeurs propres de matrices de covariances dans le cas
i.i.d. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3.2 Localisation des valeurs propres des matrices gaussiennes générale-
ment corrélées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2 Loi asymptotique de la distribution empirique des valeurs propres 25
2.1 Représentation scalaire du processus AR(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.1.2 Résultat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.2 Preuve du Théorème 2.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.2.1 Variables tronquées centrées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.2.2 Lemmes auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.2.3 Esperance et variance de trace de matrices d�entrées tronquées centrées 35

2.2.4 Convergence de la transformée de Stieltjes . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.2.5 Expression de la loi limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.2.6 Unicité de la limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48



6

3 Distribution spectrale limite des matrices de processus linéaires 50
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.2 Représentation vectorielle du processus AR(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4 Simulations Numériques 55
4.1 Estimation de la densité par la transformée de Stieltjes . . . . . . . . . . . . 56

4.1.1 1ier cas: TN matrice identité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.1.2 2�eme cas: TN matrice diagonale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.2 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Appendice 65
A.1 Preuves des lemmes auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
A.2 Lemmes utiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Conclusion générale 79

Bibliographie 80



7

Introduction

La théorie des matrices aléatoires est un outil prometteur pour la résolution des

problèmes théoriques et pratiques mathématiques et physiques, elle s�intéresse, entre autres,

aux propriétés du spectre des matrices aléatoires, telles que le comportement asymptotique

global du spectre, le comportement asymptotique des valeurs propres extrêmes, la loi jointe

des valeurs propres, etc.

La théorie des matrices aléatoires consiste initialement en une étude spéci�que de

la théorie des probabilités au cas de variables aléatoires a valeur matricielle. Une matrice

X est dite aléatoire si ses entrées suivent une loi de probabilité conjointe. Dans ce qui

suit, il apparaîtra en particulier très naturellement que l�étude des propriétés statistiques de

matrices de typeXXt (XX�),X étant composée de colonnes identiquement distribuées, sera

d�une grande importance. Ces matrices sont généralement appelées matrices de covariance

empiriques. Lorsque la matrice X est composée d�entrées gaussiennes indépendantes de

moyenne nulle et de covariance R, XXt (XX�) est une matrice dite matrice de Wishart de

covariance R.

Les matrices aléatoires ont été introduites par Wishart dans les années 20, dans le

cadre des statistiques multivariées. Dans les années 50, Wigner a utilisé un autre type de

matrices aléatoires, appelées matrices de Wigner, dans le but de modéliser les Hamiltoniens

qui régissent les évolutions des systèmes en physique statistique. Devenues populaires grâce

au phénomène d�universalité, i.e. le fait que ces propriétés asymptotiques ne dépendent pas

de la loi des coe¢ cients de la matrice, leur étude a intéressé de nombreux domaines comme

la combinatoire, les systèmes intégrables, les probabilités libres, les télécommunications, le

traitement du signal, l�analyse fonctionnelle géométrique et, plus tard, la �nance.

Dans ce travail nous développons des résultats basés sur la théorie des matrices

aléatoires pour étudier un modèle de matrices dont les entrées sont liées, identiquement dis-
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tribuées, nous nous intéressons particulièrement pour la dépendance des entrées au proces-

sus linéaire. Plus précisément, les processus autorégressifs réels d�ordre un (AR(1)), nous

regardons l�intérêt de la notion du mélange pour ce type de processus.

Notre objet dans le premier cas où on considère la dépendance entre les com-

posantes de la même ligne de la matrice de l�étude, consiste à établir l�existence d�une loi

limite (déterministe) approximante la loi spectrale des matrices aléatoires en question par

la méthode de la résolvante, liée à la transformée de Stieltjes. En suite, on passe au cas de

la dépendance par lignes et colonnes de la matrice de l�étude, pour montrer l�existence de

la loi limite de la distribution spectrale de la matrice de covariance, en se reposant sur des

résultats qui introduisent la notion de la probabilité libre et la méthode des moments.

La probabilité libre est une théorie des probabilités traitant des variables ayant le

plus haut degré de non-commutativité, un aspect que l�on retrouve dans de nombreux do-

maines (mécanique quantique, algèbres de groupes libres, matrices aléatoires, etc.). Trente

ans après sa fondation, il s�agit d�un domaine des mathématiques bien établi et très actif.

Issue de la tentative de Voiculescu de résoudre le problème du facteur de groupe libre dans

les algèbres des opérateurs, la probabilité libre a des liens importants avec la théorie des

matrices aléatoires, la combinatoire, l�analyse harmonique, la théorie de la représentation

des grands groupes et la communication sans �l.

Parmi les di¤érents résultats et contributions développés dans le sens de l�étude du

spectre des matrices aléatoires de grandes dimension, nous citons l�étude qui a été abordé

par Wigner en 1958 pour résoudre des problèmes de mécanique quantique. Il a étudié le

modèle dit GUE (Gaussian Unitary Ensemble), dé�ni par

Dé�nition 0.1 une matrice aléatoire auto-adjointe X appartient à l�ensemble GUE, si

ses co¢ cients fXijg sont des variables gaussiennes complexes, centrées, et de variances
V ar(ReXij) = V ar(ImXij) = 1=2 pour i < j et V ar(Xii) = 1, (et à l�ensemble gaussien

orthogonal (GOE) lorsqu�elle est symétrique réelle).

Citons aussi les matrices de Wigner à entrées indépendantes non identiquement

distribuées, les matrices de Wishart, les matrices de l�ensemble LUE (Laguerre Unitary

Ensemble), dé�ni par

Dé�nition 0.2 Une matrice aléatoire W appartient à l�ensemble LUE si sa loi est celle

d�un produit XX� , où X est une matrice aléatoire dont les entrées fXijg sont des variables
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gaussiennes complexes, centrées et réduites, (ou à l�ensemble orthogonal de Laguerre (LOE)

selon si elle est complexe ou réelle).

Après les travaux de Wigner et Dyson sur les matrices de Wigner et les travaux

de Marcenko et Pastur sur les matrices de covariances, le comportement asymptotique de

la mesure spectrale a été largement étudié pour une grande classe de modèles de grandes

matrices aléatoires, par exemple [19], [20], [21], [26], [44], [49], [50], et [38]. Dans [38], Bai

et Silverstein ont étudié un modèle de matrices, donné par:

BN = XNTNX
�
N +AN ;

où TN est une matrice (n; n) diagonale, avec n = n (N), XN est une matrice aléatoire

(N;n) à entrées indépendantes et identiquement distribuées, et AN est une matrice (N;N)

hermitienne, les trois matrices sont indépendantes.

On dé�nit la proportion des valeurs propres d�une matrice donnée, par

Dé�nition 0.3 Soit XN un matrice (N;N) Hermitienne. On dé�nit sa fonction de réparti-

tion empirique ou sa distribution spectrale empirique FXN comme la fonction de distribution

des valeurs propres de XN , i.e, pour x 2 R,

FXN (x) =
1

N

NP
i=1
I(�i�x);

où �1; �2; :::; �N sont les valeurs propres de XN .

Bai et Silverstein [38] ont montré que si F TN , la mesure spectrale de TN , converge

vers une loi déterministe H presque sûrement, et FAN converge vaguement vers une loi L.

Alors, la loi spectrale FBN converge presque sûrement vers une loi déterministe qui dépend

des lois H et L.

Un autre modèle de matrices a été étudié dans cette thèse qui comprend quatre

chapitres.

Le premier chapitre constitue une introduction aux chapitres suivants. Dans le

quel, nous rappelons quelques dé�nitions, ainsi que les principales notions introduites:

Transformée de Stieltjes, processus autorégressif réel d�ordre un (AR(1)), et le mélange

géométrique fort pour ce dernier.
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Dans le deuxième chapitre, nous énonçons le premier résultat et nous présentons

le modèle de matrice aléatoire à étudier,

BN = XNTNX
t
N :

PourN = 1; 2; 3; :::; XN est une matrice de dimension (N;n) avec n = n (N) et
n
N
N�!1�����!c > 0; ses composantes Xij (i = 1; :::; N ; j = 1; :::; n) sont liées par la

relation d�autorégressive réel d�ordre un (AR(1)) suivant chaque ligne i;

Xij+1 = �Xij + "ij+1 j � 1

où � est un réel tel que j�j < 1 et "in est un bruit blanc fort.
La matrice diagonale TN de dimension (n; n) possède une fonction de répartition

empirique F TN convergente presque sûrement vers une fonction de répartition non aléatoire

H.

Une partie du chapitre est consacré à la preuve du théorème principal dans ce cas,

qui se répartie en plusieurs sections. On commence par l�écriture de la trace du carré de

la matrice en question, puis on calcule son espérance et sa variance, en suite on tronque et

on centralise les variables de la matrice XN dé�nies précédemment. Une application des

résultats du calcul développé dans la première sections nous permet d�exprimer la limite,

quand N ! 1 de la transformée de Stieltjes de la fonction de répartition empirique de la

matrice BN par

m (z) = �
�
z � c

Z
�

1 + �m (z)
dH (�)

��1
z 2 C+ � fz 2 C : Im z > 0g :

À l�aide de la formule inverse, on aboutit au résultat cherché: la convergence presque sûre

de FBN vers une loi déterministe.

Une autre manière de généraliser le modèle de la matrice BN = XNTNX
t
N est de

considérer dans le troisième chapitre des processus linéaires vectoriels de la forme

X(t) = ANX(t�1) + "(t); 8t > 1

où X(t); X(t�1) sont des vecteurs colonne de la matrice XN , "(t) est un vecteur colonne de

composantes indépendantes centrées de variance �2 > 0; et AN matrice carrée d�ordre N;

tel que supN �max
�
AtNAN

�
< 1.
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Le dernier chapitre est réservé aux simulations numériques en utilisant le logiciel

R version 2.12.1. Nous donnons des graphiques illustrant l�e¤et de la dimension N , le

coe¢ cient de corrélation � et la limite c du rapport n
N quand N ! 1; sur la densité des

valeurs propres de matrices de covariance par la transformée de Stieltjes, pour des di¤érents

choix des valeurs propres de la matrice TN . Si on répète l�expérience, le graphique en

petite dimension (N = 100) va beaucoup �uctuer, tandis que celui en grande dimension

(N = 1000) va très peu �uctuer. Même chose pour les valeurs de � proche de 1 (forte

dépendance) et les valeurs de � proche de 0 (indépendance). Ainsi qu�on donne à c des

valeurs petite et grande par rapport à la valeur critique 1. Un caractère aléatoire s�e¤ace

en grande dimension et laisse place à un déterminisme. À la base des erreurs L1 et L2 on

aboutit à des conclusions intéressantes.

En�n, nous rassemblons, en appendice, les preuves des lemmes auxiliaires et

quelques lemmes techniques et préliminaires utilisés tout au long de la thèse.
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Chapitre 1

Spectre de matrices de covariance

1.1 Préliminaires

SoitM (R) l�ensemble des fonctions de répartition dans R:

Dé�nition 1.1 [38] Soient F et G deux fonctions deM (R) : On dé�nit la métrique de F

et G par

D (F;G) =
1P
i=1

����Z fidF �
Z
fidG

���� 2�i;
où ffig est une suite de fonctions de R dans [0; 1] qui satisfait

jf (x)� f (y)j � jx� yj pour tout x; y dans R;

telle que la convergence de la métrique dansM (R) implique la convergence faible.

Par le théorème de sélection de Helley, on a pour FN , GN 2M (R)

lim
N!1

kFN �GNk =) lim
N!1

D (FN ; GN ) = 0: (1.1)

Comme, pour tout i et x; y 2 R; jfi (x)� fi (y)j � jx� yj : Il s�ensuit que pour les
fonctions de répartition empirique F; G des ensembles fx1; x2; :::; xNg et fy1; y2; :::; yNg, on
a

D2 (F;G) �
 
1

N

NP
j=1

jxj � yj j
!2

� 1

N

NP
j=1

jxj � yj j2 : (1.2)
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1.1.1 Transformée de Stieltjes

La transformée de Stieltjes constitue un des outils de base dans l�étude des valeurs

propres de matrices aléatoires. Comme la fonction caractéristiques ou la fonction de répar-

tition, la transformée de Stieltjes est une fonction qui permet de manipuler les mesures de

probabilités ou plus généralement les mesures positives sans perte d�information.

Dé�nition 1.2 La transformée de Stieltjes de G 2M (R), est dé�nie par

mG (z) =

Z
1

�� z dG (�) ; z 2 C+.

Formule inverse

La formule inverse de la transformée de Stieltjes est donnée par le théorème suivant

Théorème 1.1 [2] Pour tout a < b points de continuités de G; on a

G f[a; b]g = 1

�
lim
�!0

Z b

a
ImmG (� + i�) d�:

Convergence

L�importance de la transformée de Stieltjes est liée aussi au théorème suivant,

qui montre que la convergence de la f.d.r.e. d�une suite de matrices, revient à montrer la

convergence de sa transformée de Stieltjes et la fonction de distribution limite peut être

déterminé par la limite de la transformée.

Théorème 1.2 [2] Supposons que la suite fGNg 2 M (R) ; alors

lim
N!1

mGN (z) = mG (z) ;8z 2 C+ , GN v�!G: (1.3)

Autrement dit, mG permet de caractériser complètement G.

Fonction de densité

Un autre avantage de la transformée de Stieltjes est qu�on peut facilement trouver

la fonction de densité d�une distribution à l�aide de sa transformée de Stieltjes.

Théorème 1.3 [42] Soient G 2M (R) et x0 2 R: Supposons que, lim
z2C+!x0

ImmG (z) existe

et elle sera notée ImmG (x0) : Alors G est di¤érentiable en x0 et sa dérivée est 1� ImmG (x0) :
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Propriété

Il est bien connu en analyse matricielle que la résolvante est un puissant outil pour

obtenir des informations sur le spectre d�une matrice donnée.

Dé�nition 1.3 On appelle résolvante de la matrice XXt, la matrice suivante,

R(z) =
�
XXt � zI

��1
; z 2 C+:

La trace normalisée de la résolvante R(z) de la matrice XXt est égale à la trans-

formée de Stieltjes de la mesure spectrale de XXt. En e¤et, si �i; i = 1; 2; :::; N sont les

valeurs propres de la matrice XXt; on a

mN (z) =
1

N
tr
�
XXt � zI

��1
=

1

N

NX
i=1

1

�i � z
:

1.1.2 Processus Linéaires

Les processus aléatoires indicés par le temps sont appelés séries chronologiques.

Il est évident que la modélisation à l�aide des séries chronologiques peut s�appliquer à une

multitude de plusieurs domaines :

- en économie : pour l�étude de l�indice des prix, du PNB (produit national brut)....

- en météorologie : pour la mesure de la température, de l�indice de pollution...

- en biologie : pour suivre l�évolution du taux d�hormones ou la progression du

nombre de bactéries dans un milieu...

L�étude de ces processus a notamment les objectifs suivants :

- comprendre le passé,

- étudier le lien avec d�autres processus,

- prédire les valeurs futures.

Le processus AR(1) est un cas très particulier. Il existe de nombreux autres proces-

sus aléatoires pouvant générer des aléas. Cependant, parce que la plupart des problèmes

soulevés par l�estimation et l�inférence dans les modèles d�autocorrélation sont déjà présents

dans le cas AR(1), mais aussi parce que c�est le processus le plus fréquent en pratique.
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Dé�nition 1.4 Le processus aléatoire (Xt)t2Z est dit processus linéaire s�il est dé�ni par

Xt =
1P
j=1

aj"t�j t 2 Z

où (" = "t; t 2 Z) est un bruit blanc, c�est à dire une suite de variables aléatoires réelles
telle que

E ("t) = 0; et pour s; t 2 Z

E ("s"t) =

�
�2 <1 si s = t

0 si s 6= t;

et (aj) une suite de nombres réels.

Processus autorégressifs réels d�ordre un

Dans la dé�nition précédente si, on a

aj = �j , j � 0 et, � 1 < � < 1 .

Alors, (Xt) satisfait la relation

Xt = �Xt�1 + "t , t 2 Z (1.4)

du processus autorégressif réel d�ordre un AR(1).

Pour un processus autorégressif, chaque valeur de la série est une combinaison

linéaire des valeurs précédentes. Si la valeur de la série à l�instant t, Xt, ne dépend que de la

valeur précédenteXt�1 à une perturbation aléatoire près "t, le processus est dit autorégressif

du premier ordre AR(1). Le coe¢ cient � exprime la force de la liaison linéaire entre deux

valeurs successives et le fait qu�il est dans l�intervalle ]�1; 1[ assure la stationnarité du
processus.

Processus stationnaires

Dé�nition 1.5 Un processus réel sera une suite X = (Xt)t2Z de variables aléatoires réelles

indéxées par Z sur un espace probabilisé (
; A; P ).
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Dé�nition 1.6 Le processus réel X = (Xt)t2Z est dit stationnaire, si 8(s; t) 2 Z2,
- Xt 2 L2(
; A; P ):
- E(Xt) ne dépend pas de t.

- cov(Xs; Xt) ne dépend que de la di¤érence (t� s).
Si ces conditions sont véri�ées, on note � = E(X0) la moyenne du processus. Si

� = 0, on dit que X est centré.

1.1.3 Mélange fort de Processus

Soit (Xt)t2Z un processus stationnaire en loi, à valeurs dans R. Notons Fm0 la tribu

engendrée par fX0; X1; X2; :::Xmg et F1m+k celle engendrée par fXm+k; Xm+k+1; Xm+k+2; :::g :
Pour obtenir des résultats asymptotiques sur le processus (Xt)t2Z on est souvent

amenés à supposer que les tribus Fm0 et F1m+k sont asymptotiquement indépendantes quand
k devient grand.

Les hypothèses de mélange sont un des moyens de modéliser cette indépendance

asymptotique. De nombreuses notions de mélange ont été introduites. Citons sans être

exhaustif, le mélange dé�ni à partir du coe¢ cient suivant:

Dé�nition 1.7 On appelle coe¢ cient de mélange fort (�-mélange) entre deux tribus Fm0
et F1m+k le nombre

�k = sup
�
jP (A \B)� P (A)P (B)j ;A 2 Fm0 ; B 2 F1m+k

	
:

Nous donnons en suite une dé�nition de la notion de la forte mélangeance pour un

processus.

Dé�nition 1.8 -Le processus (Xt)t2Z sera dit fortement mélangeant si la suite �k converge

vers zéro lorsque k tend vers 1.

Mélange géométrique fort

Dans ce qui suit, nous rappelons la notion du mélange géométrique fort.

Dé�nition 1.9 -Le processus (Xt)t2Z sera dit fortement géométriquement mélangeant (G.S.M),

si

�k = O
�
uk
�
avec 0 < u < 1:
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Par conséquent, si (Xt)t2Z est un processus autorégressif réel dé�ni par (1.4) avec

les ("t) indépendantes identiquement distribuées (i:i:d:) le bruit blanc (" = "t; t 2 Z) sera
dit fort, et les ("t) ont une densité continue. Alors (Xt) est fortement géométriquement

mélangeant (G.S.M).

Pour établir la convergence presque sûre du processus sous dépendance, nous au-

rons besoin de l�inégalité classique suivante.

Proposition 1.1 [17] (Inégalité de Davydov) Si Y 2 Lp et Z 2 Lq sont des variables

respectivement Fm0 et F1m+k mesurables alors, lorsque 1 � p; q; r � 1, et 1p +
1
q +

1
r = 1

jE (Y Z)� E (Y )E (Z)j � 12 kY kp kZkq �
1
r
k : (1.5)

1.2 Etude globale du spectre

Nous commençons par décrire les modèles de matrices aléatoires aux quels nous

nous intéressons dans cette thèse, avant de présenter certains résultats asymptotiques con-

cernant les propriétés spectrales de ces matrices. Les matrices de Wigner considérées ici

seront dé�nies de la manière suivante.

1.2.1 Loi du demi-cercle

Dé�nition 1.10 Soit N 2 N. MN est une matrice (N;N) hermitienne de Wigner si :

�ses coe¢ cients sont indépendants,

�les parties réelles et imaginaires des coe¢ cients sont indépendantes,

�ses coe¢ cients ont une moyenne nulle et une variance égale à 1.

Dans le cas des matrices de Wigner symétriques réelles, les coe¢ cients diagonaux

ont une variance égale à 2 tandis que les coe¢ cients non diagonaux ont une variance égale

à 1.

Le théorème de Wigner dont nous parlerons plus loin fournit une loi limite pour

le spectre de telles matrices. Le support de cette loi limite dépendant uniquement de la

variance des coe¢ cients non diagonaux, nous avons choisi de normaliser les matrices de telle

sorte que cette variance soit égale à 1, tant pour des matrices symétriques réelles que pour

des matrices hermitiennes complexes.
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Plutôt que MN , nous utiliserons fréquemment la matrice renormalisée WN dé�nie

par WN = 1p
N
MN . MN et WN étant des matrices hermitiennes (ou symétriques réelles),

elles ont N valeurs propres réelles.

Théorème 1.4 [47] Soit (MN )N�1 une suite de matrices de GUE. Alors la suite des

mesures spectrales empiriques de matrices renormalisées WN =
1p
N
MN

�N =
1

N

NP
i=1

��i(WN );

converge presque sûrement vers la loi du demi-cercle �:

d� =
1

2�

p
4� x2I[�2;2]dx:

1.2.2 Loi de Marcenko-Pastur

De même que pour les matrices de Wigner, Marchenko et Pastur ont montré le

théorème si dessus, concernant le comportement global du spectre de matrices de covariance.

La démonstration peut se faire de manière combinatoire ou par la transformée de Stieltjes,

comme pour le théorème de Wigner.
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Dé�nition 1.11 Soit X une matrice aléatoire de taille (N;n) dont les coe¢ cients sont

indépendants, de moyenne nulle et de variance 1. On suppose également, dans le cas où les

coe¢ cients sont complexes, que leurs parties réelles et imaginaires sont indépendantes. La

matrice SN = XX�, de taille (N;N) est une matrice de covariance empirique.

La matrice SN étant semi-dé�nie positive, ses N valeurs propres sont réelles et

positives ou nulles.

Théorème 1.5 [26] Soit (SN )N>0 une suite de matrices de LUE, avec SN = XX� , X

matrice de dimension (N;n), telle que n=N ! c > 0. Alors la suite des mesures spectrales

empiriques de matrices renormalisées ~SN = 1p
N
SN

�N =
1

N

NP
i=1

��i(
~SN );

converge presque sûrement vers la loi de Marchenko-Pastur de paramètre c :

�c = max f1� c; 0g �0 +
1

2�x

p
(x+ � x) (x� x�)I[x�;x+] (x) dx; avec x� =

�
1�

p
c
�2
:
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1.2.3 Limite de la distribution spectrale de matrices aléatoires à entrées

corrélées

La convergence de la fonction de répartition empirique de matrices de covariance

a était traiter dans le cas de matrices aléatoires à entrées gaussiennes corrélées avec une

condition de sommabilité de la matrice de covariance des entrées. La limite est dé�nie par

la transformée de Stieltjes et sa dérivée est la densité des valeurs propres de la matrice de

covariance.

Les composantes de matrices aléatoires symétriques (N;N) considérées ont la

forme suivante

HN (i; k) = H0 (i� k) +
1

N

nP
j=1

XijXkj i; k = 1; 2; :::; N:

La suite non aléatoire H0 (i) ; i 2 Z; satisfait la condition

H0 (�i) = H0 (i) ;
P
i2Z

H0 (i) = h0 <1:

Soient les variables aléatoires Xij ; i; j 2 N de distribution gaussienne avec

EXij = 0; EXijXkl = Vi�k (j � l) ; où Vi (j) est tel queV�i (�j) = Vi (j) :
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Théorème 1.6 [14] Soit V la matrice de covariance de Xij ; qui satisfait la condition de

sommabilité suivante P
i;j2Z

jVi (j)j = Vmax <1:

Alors,

a) La fonction de répartition empirique FN (�) converge en probabilité vers la

fonction non aléatoire F (�) ; quand N !1 et n
N ! c > 0:

b) La transformée de Stieltjes m (z) =
R
(�� z)�1 dF (�) ; z 2 C+; se donne par

m (z) =

Z 1

0
~g (q; z) dz; (1.6)

où ~g (q; z) est une solution de l�équation

~g (q; z) =

 
~H0 (q)� z +

Z 1

0

~Vr (q)

1 +
R 1
0
~Vr (s) ~g (s; z) ds

dr

!�1
;

avec

~H0 (q) =
P
m2Z

H0 (m) exp f�2�imqg ;

~Vr (q) =
P

m;j2Z
Vj (m) exp f�2�i (mq) + jrg :

Remarque 1.1 La relation (1.6) est une généralisation de l�équation

m (z) =

Z +1

�1

�
~H0 (q)� z +

cv2

1 + v2f (z)

��1
dq;

donnée par [26] dans le cas où les variables Xij sont i:i:d: de moyenne nulle est de

variance v2:

1.3 Etude locale du spectre

1.3.1 Séparation des valeurs propres de matrices de covariances dans le

cas i.i.d.

Considérons la matrice de covariance aléatoire BN = T
1=2
N XNX

�
NT

1=2
N , où XN est

une matrice (N;n) de composantes i:i:d: complexes, standards. TN est une matrice (N;N)

dé�nie non négative, hermitienne et T 1=2N sa racine carrée.
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Dans [38], Silverstein et Bai ont montré que si la fonction de répartition de la

matrice TN converge en loi vers H une fonction de répartition non aléatoire et quand

N !1; n
N ! c > 0; alors la fonction de répartition empirique de la matrice BN converge

presque sûrement vers une limite non aléatoire FH;c.

Le résultat suivant établit que sous certaines conditions, aucune valeur propre de la

matrice BN n�appartient à un intervalle fermé contenu dans le complémentaire du support

de la fonction de répartition limite FH;c:

Théorème 1.7 ([39]) On suppose que

a) XN =
�

1p
N
Xij

�
est une matrice (N;n) ; ses composantes complexes Xij sont

des variables aléatoire i:i:d: avec EX11 = 0; E jX11j2 = 1 et E jX11j4 <1:
b) n = n (N) et n

N ! c > 0 quand N !1:
c) TN est une matrice (N;N) hermitienne dé�nie non négative et T 1=2N est sa

racine carrée; la fonction de répartition empirique de TN converge presque sûrement vers la

fonction H quand N !1:
d) kTNk la norme spectrale de TN est bornée par rapport à N .

e) L�intervalle [a; b] avec a > 0 est à l�extérieur du support de FH;c la limite de la

fonction de répartition empirique de BN = T
1=2
N XNX

�
NT

1=2
N .

Alors, P(aucune valeur propre de BN n�appartient à l�intervalle [a; b] pour tout N

assez grand)=1.

Corollaire 1.1 ([39]) Si kTNk converge vers le plus grand nombre du support de H; alors
kBNk converge p:s: vers le plus grand nombre du support de FH;c: Si la plus petite valeur
propre de TN converge vers le plus petit nombre du support de H; alors c < 1 implique que

la plus petite valeur propre de BN converge vers le plus petit nombre du support de FH;c:

La preuve du Théorème 1.7 se fait à l�aide des convergences des transformées de

Stieltjes ainsi que des inégalités des moments des suites de di¤érence martingales et une

extension de l�inégalité de Rosenthal pour les formes quadratiques aléatoires.

Sous les mêmes hypothèses, le théorème suivant établit la séparation exact des

valeurs propres, avec une probabilité égale à 1, le nombre de valeurs propres des matrices

BN et TN se trouvant à l�extérieur de leurs intervalles respectifs sont identique.
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Théorème 1.8 ([3]) On suppose que les hypothèses a)-e) du Théorème 1.7 sont véri�ées.

1) Si c [1� cH (0)] > 1; alors x0; la plus petite valeur propre dans le support de

FH;c; est positive, et presque surement, �
BN
N ! x0 quand N !1.

2) Si c [1� cH (0)] � 1 ou bien c [1� cH (0)] > 1 et mais [a; b] n�est pas inclus

dans [0; x0] alors mFH;c (b) < 0 et avec l�entier iN tels que �TNiN > �1=mFH;c (b) et �
TN
iN+1

<

�1=mFH;c (a) ; on a

P
�
�BNiN > (b) et �BNiN+1 < (a) pour N assez grand

�
= 1:

1.3.2 Localisation des valeurs propres des matrices gaussiennes générale-

ment corrélées

L�étude du comportement du spectre de matrices aléatoires gaussiennes générale-

ment corrélées, établit qu�il n�y a pas de valeur propre en dehors du support de la distribution

spectrale limite de ce type de matrices qui apparaît naturellement dans les applications de

traitement statistique du signal et de communication sans �l.

Pour fournir des propriétés du spectre de matrices gaussiennes généralement cor-

rélées, c�est-à-dire des matrices dont les colonnes sont des vecteurs aléatoires indépendants

de moyenne nulle mais ont des covariances di¤érentes, on considère la matrice de dimension

(N � n) ; XN = (X1; X2; :::; Xn) ; où les vecteurs colonnes Xi véri�ent l�hypothèse suivante
H1 : (Xi)

n
i=1 sont des vecteurs complexes gaussiens de moyenne nulle et de covari-

ance �i avec,

inf
N
min
1�i�n

�1 (�i) > 0; sup
N

max
1�i�n

�N (�i) <1;

où �1 (�i) ; �N (�i) sont la plus petite et la plus grande valeur propre de �i:

H2 : cN =
n
N véri�t 0 < lim inf cN � lim sup cN < 1:

Le résultat suivant établit que zéro n�appartient pas à SN le support de la distri-

bution spectrale limite de la matrice 1
NXNX

�
N :

Théorème 1.9 ([22]) Sous les hypothèses H1 et H2, 0 =2 SN : Plus précisement, il existe

� > 0 tel que:

[0; �] \ SN = ;:
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Pour conclure on ajoute le deuxième résultat qui établit que presque sûrement

aucune valeur propre de la matrice 1
NXNX

�
N n�existe dans S

c
N :

Théorème 1.10 ([22]) Supposons qu�ils existent � > 0 et deux réels a; b tel que:

]a� �; b+ �[ \ SN = ;:

Alors, avec une probabilité égale à 1, aucune valeur propre de 1
NXNX

�
N n�appartient à

l�intervalle [a; b] pour tout N assez grand.
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Chapitre 2

Loi asymptotique de la distribution

empirique des valeurs propres

2.1 Représentation scalaire du processus AR(1)

2.1.1 Introduction

On considère la matrice aléatoire

BN = XNTNX
t
N ; (2.1)

où XN = ( 1p
N
Xij) est une matrice de dimension (N;n); i = 1; ::; N ; j = 1; ::; n(N) et TN est

une matrice diagonale de dimension (n; n) indépendante de XN : La fonction de répartition

empirique des valeurs propres �i de la matrice BN est dé�nie par

FBN (x) =
1

N

NP
i=1
I�i�x(x):

Notre but est d�établir la convergence presque sûre de la fonction de répartition

empirique des valeurs propres de la matrice BN = XNTNX
t
N , où les composantes Xij de la

matrice XN satisfont pour chaque i la relation d�autorégressive AR(1):

Xij+1 = �Xij + "ij+1; j � 1 (2.2)

où ("in; n 2 Z) sont des v.a. de moyenne 0 et de variance �2 < +1; le paramètre � est tel
que j�j < 1:
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On commence par une troncation et une centralisation des v.a. Xij ; soient

X̂ij = Xij I(jXij j<
p
N), B̂N = X̂NTNX̂

t
N où X̂N =

�
1p
N
X̂ij

�
; (2.3)

~Xij = X̂ij � E
�
X̂ij

�
, ~BN = ~XNTN ~X

t
N où ~XN =

�
1p
N
~Xij

�
; (2.4)

et

�Xij = ~Xij I(jXij j�lnN) � E ~Xij I(jXij j�lnN) ; (2.5)

�BN = �XNTN �X
t
N où �XN =

�
1p
N
�Xij

�
:

Pour j; l = 1; 2; :::; n, soit �qj la ji�eme colonne de �XN :

�qj =
1p
N

�
�X1j ; :::; �XNj

�t
:=

1p
N
Vj ; (2.6)

et

�B(j) = �BN(j) :=
�BN � � j �qj �qtj ; (2.7)

où � j est le ji�eme élément diagonal de la matrice TN : On dé�nit

x = xN =
1

N

nP
j=1

� j
1 + � jmF

�BN
(z)

; x(j) = xN(j) =
1

N

nP
l=1

� l
1 + � lm

F
�B(j)
(z)

; (2.8)

où m
F
�BN
et m

F
�B(j)

sont les transformées de Stieltjes des f.d.r.e des matrices �BN et �B(j)

respectivement.

On pose

C1(j) =
�
�B(j) � zI

��1 et C2(j) = � �B(j) � zI��1 �x(j) � z��1 : (2.9)
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2.1.2 Résultat

Théorème 2.1 On suppose que

a) Pour N = 1; 2; :::; XN =
�

1p
N
Xij

�
est une matrice (N;n (N)) ; avec des lignes

indépendantes et une relation d�autorégressive (2.2) dans chaque ligne, les composantes Xij

ont des moments �nis et n(N)N ! c > 0 quand N !1:
b) TN = diag (�1; ::::; �n) ; � i 2 R; et la f.d.r.e. de TN converge presque sûrement

vers la fonction de répartition H quand N !1:
c) Les matrices XN et TN sont indépendantes.

d) Pour k = 1; 2 et j = 1; 2; :::; n; les matrices Ck(j) dé�nies par (2.9) satisfont

E
���V tj Ck(j)Vj � trCk(j)���6 � KN3; où K est une constante positive.

Alors, la f.d.r.e FBN de la matrice aléatoire BN = XNTNX
t
N converge presque

sûrement vers la fonction de répartition F; dont la transformée de Stieltjes est donnée par

mF (z) = �
�
z � c

Z
�dH (�)

1 + �mF (z)

��1
; z 2 C+: (2.10)

La preuve de ce théorème se fait en plusieurs étapes rédigée dans la section suiv-

ante.

2.2 Preuve du Théorème 2.1.

Le paragraphe suivant introduit la première étape de la démonstration du Théorème

2.1.

2.2.1 Variables tronquées centrées

On note les matrices XN et TN par X et T pour alléger les écritures et on procède

pour les remplacer par des matrices convenables à notre étude. Toutes les convergences sont

faite lorsque N !1:
Pour � � 0 , on dé�nit

T� = diag
�
�1I(j�1j��); ::::; �nI(j�nj��)

�
et soit Q une matrice (N;n) : Si � et �� sont des points de continuités de H, et sous les
hypothèses a); b) du Théorème 2.1, et le lemme 4.4, on a
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FQTQt � FQT�Qt


 � 1

N
rg (T � T�) =

1

N

nP
j=1

I(j� ij>�)

� n

N

1

n

nP
j=1

I(j� ij>�) ! cH f[��; �]cg p.s.

donc si, � = �N !1 alors




FQTQt � FQT�Qt


! 0 p.s. (2.11)

Choisissons � = �N telle que

�4
�
E

2
3 jX11j2 I(jX11j�lnN) +

1

N

�
! 0; (2.12)

et

1P
N=1

�8
�

1

N7=6
E1=6 jX11j4 I(lnN�jX11j<

p
N) +

1

N2

�
<1: (2.13)

� Pour monter que D
�
FBN ; F B̂N

�
! 0 p.s, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1 Soient X =
�

1p
N
Xij

�
une matrice (N;n) véri�ant l�hypothèse a) du Théorème

2.1, X̂ =
�

1p
N
X̂ij

�
une matrice (N;n) avec X̂ij = Xij I(jXij j<

p
N), et T� = diag

�
�1I(j�1j��); ::::; �nI(j�nj��)

�
;

pour � � 0: Alors, on a
D
�
FXT�X

t
; F X̂T�X̂

t
�
! 0 p.s.

Preuve En utilisant le corollaire A.42 de [2], on trouve

D
�
FXT�X

t
; F X̂T�X̂

t
�
�
�
2

N
tr
�
XT�X

t + X̂T�X̂
t
��1=2� 1

N
tr
�
X � X̂

�
T�

�
X � X̂

�t�1=2
:

Donc,

D2
�
FXT�X

t
; F X̂T�X̂

t
�

�
�
2�

N
tr
�
XXt + X̂X̂t

�� � �
N
tr
�
XXt � X̂X̂t

��
�

�
2

N
tr
�
XXt � X̂X̂t

�
+
4

N
trX̂X̂t

� �
�2

N
tr
�
XXt � X̂X̂t

��
:
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Pour montrer que cette distance tend presque sûrement vers 0, on montre que
h
�2

N tr
�
XXt � X̂X̂t

�i
tend vers 0 et

h
4
N trX̂X̂

t
i
est bornée presque sûrement . On a

E

�
�2

N
tr
�
XXt � X̂X̂t

��
=

�2

N2
E

0@X
ij

X2
ij I(jXij j�

p
N)

1A
=

�2

N2
nN

�
EX2

11 I(jX11j�
p
N)

�
! 0;

puisque (2.12) donne

0 � �2E jX11j2 I(jX11j�
p
N) � �4E

2
3 jX11j2 I(jX11j�lnN) ! 0:

Pour la variance, on a

V ar

�
�2

N
tr
�
XXt � X̂X̂t

��

=
�4

N4

24E
0@X

ij

jXij j2 I(jXij j�
p
N)

1A2 � E2
0@X

ij

jXij j2 I(jXij j�
p
N)

1A35 ;
et

E

0@X
ij

jXij j2 I(jXij j�
p
N)

1A2 = E

0@X
ij

jXij j4 I(jXij j�
p
N)

1A
+E

0@X
i

X
j 6=l

�
jXij j2 I(jXij j�

p
N)

��
jXilj2 I(jXilj�

p
N)

�1A
+E

0@X
i6=k

0@X
j

jXij j2 I(jXij j�
p
N)

1A0@X
j

jXkj j2 I(jXkjj�
p
N)

1A1A
� nNE

�
jX11j4 I(jX11j�

p
N)

�
+N

X
j 6=l

E
�
jX1j j2 I(jX1j j�

p
N)

��
jX1lj2 I(jX1lj�

p
N)

�
+N2n2E2

�
jX11j2 I(jX11j�

p
N)

�
:

Par l�inégalité de Davydov (1.5) avec r = l � j, on obtientX
j 6=l

E
�
jX1j j2 I(jX1j j�

p
N)

��
jX1lj2 I(jX1lj�

p
N)

�

� 2nE2
�
jX11j2 I(jX11j�

p
N)

�
+ 24E

2
3

�
jX11j6 I(jX11j�

p
N)

�X
r>0

�
1
3
r :
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Comme les (Xij) pour tout i = 1; 2; :::; N et j = 1; 2; :::; n, véri�ent la relation (2.2)

d�autorégressive réel d�ordre un, alors elles sont fortement géométriquement mélangeantes

(G.S.M); par suite �r = O (�r) où 0 < � < 1; et la somme
P
r>0

�
1
3
r est �nie. Donc, on a la

borne

V ar

�
�2

N
tr
�
XXt � X̂X̂t

��
� K

�4

N2
E

2
3

�
jX11j6 I(jX11j�

p
N)

�
;

qui est sommable par (2.13). On a aussi

E

�
4

N
trX̂X̂t

�
=

4

N2
E

0@X
ij

jXij j2 I(jXij j<
p
N)

1A
=

4

N2
nNE

�
jX11j2 I(jX11j<

p
N)

�
! 4cE jX11j2 := 4c
:

Un calcul similaire de la variance précédente, permet d�écrire

V ar

�
4

N
trX̂X̂t

�
� K

1

N2
E

2
3

�
jX11j6 I(jX11j<

p
N)

�
;

qui est sommable. Par le lemme de Borel-Cantelli, on trouve �2

N tr
�
XXt � X̂X̂t

�
! 0 et

4
N trX̂X̂

t ! 4c
 p.s. Donc D
�
FXT�X

t
; F X̂T�X̂

t
�
! 0 p.s

En utilisant les relations (2.11), (1.1) et le Lemme 2.1, on aboutit a

D
�
FBN ; F B̂N

�
! 0 p.s. (2.14)

� Comme le rgE
�
X̂
�
� 1; par le lemme 4.4, on a




F B̂N � F ~BN



! 0 (2.15)

puisque




F B̂N � F ~BN



 =




F X̂T X̂t � F ~XT ~Xt



 � 2

N
rg
�
X̂ � ~X

�
� 2

N
rg
�
X̂ � X̂ + E

�
X̂
��
� 2

N
.

� Soient

�
�Xij = ~Xij � �Xij :



31

Donc,

�
�Xij = ~Xij I(jXij j>lnN) + E ~Xij I(jXij j�lnN);

et

�
�X =

�
1p
N

�
�Xij

�
:

Alors, par la relation (1.2), et l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

D2
�
F
~XT� ~X

t � F �XT� �X
t
�

� 1

N
tr
�
~XT� ~X

t � �XT� �X
t
�2

=
1

N
ftr
 
�
�XT�

�
�X

t
!2
+ tr

 
�
�XT� �X

t + �XT�
�
�X

t
!2

+2tr

 
�
�XT� �X

t + �XT�
�
�X

t
! 

�
�XT�

�
�X

t
!
g

� 1

N
ftr
 
�
�XT�

�
�X

t
!2
+ 4tr

��
�XT� �X

t

� 
�XT�

�
�X

t
!

+4

24tr��
�XT� �X

t

� 
�XT�

�
�X

t
!
tr

 
�
�XT�

�
�X

t
!235 1

2

g:

Comme on a

tr

 
�
�XT�

�
�X

t
!2

� �2tr

 
�
�X
�
�X

t
!2

;

et

tr

 
�
�XT� �X

t � �XT�
�
�X

t
!
�

24�4tr �
�X
�
�X

t
!2

tr
�
�X �Xt

�235 1
2

:

Pour montrer que

D
�
F
~XT� ~X

t
; F

�XT� �X
t
�
! 0 p.s. (2.16)
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Il su¢ t de véri�er que

�4
1

N
tr

 
�
�X
�
�X

t
!2

! 0 p.s et
1

N
tr
�
�X �Xt

�2
= O (1) p.s. (2.17)

2.2.2 Lemmes auxiliaires

Les lemmes suivants dont les preuves se trouvent en appendice, donnent des bornes

de l�espérance et de la variance de la trace de la matrice
�
XXt

�2 où X =
�

1p
N
Xij

�
(i = 1; 2; :::; N ; j = 1; 2; :::; n). Soit

tr
�
XXt

�2
=

1

N2

 
NP
i=1
A2ii +

P
i6=k
A2ik

!
; (2.18)

où

Aii =
nP
j=1

X2
ij ; Aik =

nP
j=1

XijXkj : (2.19)

On note par K la constante positive qui peut prendre des valeurs di¤érentes d�une ligne à

l�autre.

Lemme 2.2 soit X =
�

1p
N
Xij

�
une matrice (N;n) qui satisfait l�hypothèse a) du Théorème

2.1. Alors on a

M1 � E
�
tr
�
XXt

�2� �M2; (2.20)

où

M1 =
K

N
fnE jX11j4 + n (N + n� 2)E2 jX11j2 � E

2
3 jX11j6g;

et

M2 =
K

N
fnE jX11j4 + n (N + n� 2)E2 jX11j2 + E

2
3 jX11j6 + (N � 1)E

4
3 jX11j3g:

Pour la variance, on a

E2
�
tr
�
XXt

�2�
=

1

N4
E2(

NP
i=1
A2ii +

P
i6=k
A2ik)

=
1

N4

"
E

�
NP
i=1
A2ii
�
+ E

 P
i6=k
A2ik

!#2

=
1

N4

"
E2
�
NP
i=1
A2ii
�
+ E2

 P
i6=k
A2ik

!
+ 2E

�
NP
i=1
A2ii
�
E

 P
i6=k
A2ik

!#
:
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Avec �
NP
i=1

EA2ii
�2

=
NP
i=1

E2
�
A2ii
�
+

NP
i6=k

E
�
A2ii
�
E
�
A2kk

�
=

NP
i=1

E2
�
A2ii
�
+N

N�1P
i=1

E2
�
A2ii
�
;

et  P
i6=k

EA2ik

!2
=

P
i6=k

E2
�
A2ik
�
+
P
i6=k
6=

I 6=K

E
�
A2ik
�
E
�
A2IK

�

=
P
i6=k

E2
�
A2ik
�
+N (N � 1)

P
i6=k

E2
�
A2ik
�
:

D�autre part,

E
�
tr
�
XXt

�2�2
=

1

N4
E(

NP
i=1
A2ii +

P
i6=k
A2ik)2

=
1

N4

24E � NP
i=1
A2ii
�2
+ E

 P
i6=k
A2ik

!2
+ 2E

�
NP
i=1
A2ii
� P

i6=k
A2ik

!35 ;
on a

E

�
NP
i=1
A2ii
�2

= E

"
NP
i=1
A4ii +

P
i6=k
A2iiA2kk

#

=
NP
i=1

E
�
A4ii
�
+
P
i6=k

E
�
A2iiA2kk

�
=

NP
i=1

E
�
A4ii
�
+
P
i6=k

E
�
A2ii
�
E
�
A2kk

�
=

NP
i=1

E
�
A4ii
�
+N

N�1P
i=1

E2
�
A2ii
�
;

et

E

 P
i6=k
A2ik

!2
=

P
i6=k

E
�
A4ik
�
+
P
i6=k
6=

I 6=K

E
�
A2ikA2IK

�

=
P
i6=k

E
�
A4ik
�
+
P
i6=k
6=

I 6=K

E
�
A2ik
�
E
�
A2IK

�

=
P
i6=k

E
�
A4ik
�
+N (N � 1)

P
i6=k

E2
�
A2ik
�
:
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Alors

var
�
tr
�
XXt

�2�
(2.21)

� 1

N4
f
NP
i=1

E
�
A4ii
�
+
P
i6=k

E
�
A4ik
�
+ 2[E

�
NP
i=1
A2ii
� P

i6=k
A2ik

!
� E

�
NP
i=1
A2ii
�
E

 P
i6=k
A2ik

!
]g:

Les résultats suivants aident à majorer chacun des termes de (2.21).

Lemme 2.3 Sous les hypothèses du Lemme 2.2, on a

NP
i=1

E
�
A4ii
�
= E

0@ NP
i=1

 
nP
j=1

X2
ij

!41A � KfN4E4 jX11j2 +N3[E
4
3 jX11j6

+E jX11j2E
1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12] +N2[E

1
3 jX11j6E

1
6 jX11j12E

1
6 jX11j24 + E

2
3 jX11j12]g:

Lemme 2.4 Sous les hypothèses du Lemme 2.2, on a

P
i6=k

E
�
A4ik
�
= E

0@P
i6=k

 
nP
j=1

XijXkj

!41A � KfN4E4 jX11j2 +

N3[E
1
2 jX11j4E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12 + E

4
3 jX11j6]g:

Lemme 2.5 Sous les hypothèses du Lemme 2.2, et pour Aii, Aik dé�nies par la relation
(2.19), on a

E

 P
i
A2ii

P
i6=k
A2ik

!
� E

�P
i
A2ii
� P

i6=k
A2ik

!
� KfN4E jX11j4E2 jX11j2

+N3[E
4
3 jX11j6 + E jX11j2E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12 + E jX11j2E

2
3 jX11j9] +

N2[E
1
3 jX11j15E jX11j3 + E

2
3 jX11j12 + E

5
12 jX11j12E

1
6 jX11j18 + E

1
6 jX11j24E

2
3 jX11j6]g:

Par les Lemmes 2.3, 2.4 et 2.5 on en déduit une majoration de la variance

var
�
tr
�
XXt

�2� � K

N4
fN4E jX11j4E2 jX11j2 (2.22)

+N3[E
4
3 jX11j6 + E

1
2 jX11j4E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12 + E jX11j2E

2
3 jX11j9]

+N2[E
2
3 jX11j6E

1
6 jX11j24 + E

1
3 jX11j15E jX11j3 + E

2
3 jX11j12 + E

5
12 jX11j12E

1
6 jX11j18]g:
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2.2.3 Esperance et variance de trace de matrices d�entrées tronquées cen-

trées

Comme E
��
�X11

�
= 0 et

�
�Xij = ~Xij I(jXij j>lnN) + E ~Xij I(jXij j�lnN), alors

E

������X11

����2 = var

�
Re

�
�X11

�
+ var

�
Im

�
�X11

�
(2.23)

= var
�
Re ~X11I(jX11j�lnN)

�
+ var

�
Im ~X11I(jX11j�lnN)

�
� E

���� ~X11���2 I(jX11j�lnN)�
� 2

�
E jX11j2 I(lnN�jX11j<

p
N) +

���EX11I(jX11j<pN)���2 P (jX11j � lnN)�
� kE jX11j2 I(jX11j�lnN) ! 0:

Pour p � 4; on a

E

������X11

����p � 2p�1
�
E
��� ~X11���p I(jX11j�lnN) + ���E ~X11I(jX11j<lnN)���p� (2.24)

� 22(p�1)E jX11jp I(lnN�jX11j<
p
N) +

�
22(p�1) + 22p�1

�
(E jX11j)p

� kp

�
N

p�4
2 E jX11j4 I(lnN�jX11j<

p
N) + 1

�
:

On a aussi,

E
�� �X11��2 = E

��� ~X11 I(jX11j�lnN) � E ~X11 I(jX11j�lnN)���2
= E

���(X̂11 � EX̂11 )I(jX11j�lnN) � E
�
X̂11 � EX̂11

�
I(jX11j�lnN)

���2
= E

���(X11 I(jX11j<pN) � EX11 I(jX11j<pN))I(jX11j�lnN)���2
= E

��(X11 I(jX11j�lnN) � EX11 I(jX11j�lnN))��2
= E

��(X11 I(jX11j�lnN))2 + (EX11 I(jX11j�lnN))2 � 2(X11 I(jX11j�lnN))(EX11 I(jX11j�lnN))��
� E jX11 j2 ;

par conséquent,

E
�� �X11��2 � E jX11 j2 : (2.25)
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Une application du théorème de la convergence dominée, donne

E
�� �X11��2 ! E jX11j2 = 
 =

�2"
1� �2 : (2.26)

Pour p � 4; on a

E
�� �X11��p � 2p�1

�
E
��� ~X11���p I(jX11j�lnN) + ���E ~X11I(jX11j�lnN)���p� (2.27)

� 22(p�1)
�
E jX11jp I(jX11j�lnN) +

�
22(p�1) + 22p�1)

� �
E
��X11I(jX11j�lnN)���p�

� KE jX11jp I(jX11j�lnN)

� K (lnN)p�2E jX11j2

= K
 (lnN)p�2 :

Comme les (Xij) pour tout i = 1; :::; N et j = 1; :::; n sont fortement géométrique-

ment mélangeantes (G.S.M), de même les
�
�Xij
�
et les

��
�Xij

�
le sont aussi, puisque

�Xij = g (Xij) et
�
�Xij = h (Xij) ;

avec g; h fonctions mesurables.

Espérance de trace de matrices d�entrées
�
�Xij

En utilisant (2.20), (2.12), (2.23) et (2.24), on peut véri�er que
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E

24 1
N
�4tr

 
�
�X
�
�X

t
!235 � K

N2
�4

26664
nE

������X11

����4 + n (N + n� 2)E2
������X11

����2 + E 2
3

������X11

����6
+(N � 1)E 4

3

������X11

����3
37775

� K�4

"
1

N
E

������X11

����4 + E2 ������X11

����2 + 1

N2
E

2
3

������X11

����6 + 1

N
E

������X11

����4
#

� K�4

264 1
N

h
E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

i
+ E2 jX11j2 I(jX11j>lnN)+

1
N2

h
NE jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

i 2
3

375
� K�4

24 1
N

h
E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

i
+ E2 jX11j2 I(jX11j>lnN)+

1
N2

h
N

2
3E

2
3 jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

i 35
� K�4

24 E jX11j2 I(jX11j>lnN) + 1
N + E

2 jX11j2 I(jX11j>lnN)+
1
N2N

4
3E

2
3 jX11j2 I(jX11j>lnN) + 1

N2

35
� K�4

24 E jX11j2 I(jX11j>lnN) + 1
N + E

2 jX11j2 I(jX11j>lnN)+
1

N
2
3
E

2
3 jX11j2 I(jX11j>lnN)

35 ;
E

24 1
N
�4tr

 
�
�X
�
�Xt

!235 � K�4
�
E

2
3 jX11j2 I(jX11j>lnN) +

1

N

�
! 0:

Variance de trace de matrices d�entrées
�
�Xij

Pour la variance en utilisant (2.22) et (2.13), (2.23) et (2.24), on a

var

0@ 1

N
�4tr

 
�
�X
�
�Xt

!21A � K
�8

N6
fN4E

������X11

����4E2 ������X11

����2 +N3[E
4
3

������X11

����6

+E
1
2

������X11

����4E 1
3

������X11

����6E 1
3

������X11

����12 + E ������X11

����2E 2
3

������X11

����9] +N2[E
1
3

������X11

����6E 1
6

������X11

����12E 1
6

������X11

����24
+E

1
3

������X11

����15E 3
4

������X11

����4 + E 2
3

������X11

����12 + E 5
12

������X11

����12E 1
6

������X11

����18]g:
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var

0@ 1

N
�4tr

 
�
�X
�
�Xt

!21A � K
�8

N6
fN4

�
E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

��
E jX11j2 I(jX11j>lnN)

�2

+N3[
�
NE jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

��
N2E jX11j2 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 1
3

+
�
E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 1
2
�
NE jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 1
3

�
N4E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 1
3
+
�
E jX11j2 I(jX11j>lnN)

��
N

5
2E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 2
3
]

+N2[
�
NE jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 1
3
�
N4E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 1
6

�
N10E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 1
6
+
�
N

11
2 E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 1
3

�
E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 3
4
+
�
N4E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 2
3

+
�
N4E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 5
12
�
N7E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

� 1
6
]g;

var

0@ 1

N
�4tr

 
�
�X
�
�Xt

!21A � K�8f 1
N2

�
E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) + 1

�
+

1

N4=3
E jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N)

+
1

N4=3
E

2
3 jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) +

1

N4=3
E

1
3 jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) +

1

N3

+
1

N4=3
E

1
6 jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) +

1

N13=6
E

1
3 jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N)

1

N4=3
E

2
3 jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) +

1

N7=6
E

1
6 jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) +

1

N4
;

var

24 1
N
�4tr

 
�
�X
�
�Xt

!235 � K�8
�
1

N7=6
E1=6 jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) +

1

N2

�
:

Donc

1P
N=1

var

24 1
N
�4tr

 
�
�X
�
�Xt

!235 � K
1P
N=1

�8
�
1

N7=6
E1=6 jX11j4 I(lnN<jX11j<

p
N) +

1

N2

�
<1:



39

D�où le résultat

1

N
�4tr

 
�
�X
�
�X

t
!2

! 0 p.s.

Reste à montrer que

1

N
tr
�
�X �Xt

�2
= O (1) p.s.

Espérance de trace de matrices d�entrées �Xij

On étudie la convergence de

E

�
1

N
tr
�
�X �Xt

�2 �
:

En utilisant (2.20) et (2.25)-(2.27), on trouve

K

N2
fnE

�� �X11��4 + n (N + n� 2)E2
�� �X11��2 � E 2

3

�� �X11��6g � E

�
1

N
tr
�
�X �Xt

�2�

� K

N2
fnE

�� �X11��4 + n (N + n� 2)E2
�� �X11��2 + E 2

3

�� �X11��6 + (N � 1)E
4
3

�� �X11��3g;
Kf n

N

�
n

N
+ 1� 2

N

�
E2
�� �X11 ��2 � (lnN) 83

N2
g � E

�
1

N
tr
�
�X �Xt

�2�

� Kf n
N

(lnN)2

N
+
n

N

�
n

N
+ 1� 2

N

�
E2
�� �X11 ��2 + (lnN) 83

N2
+
(lnN)

4
3

N
g;

Kf�(lnN)
8
3

N2
g � E

�
1

N
tr
�
�X �Xt

�2 �� n

N

�
n

N
+ 1� 2

N

�
E2
�� �X11 ��2

� Kf n
N

(lnN)2

N
+
(lnN)

8
3

N2
+
(lnN)

4
3

N
g;

E

�
1

N
tr
�
�X �Xt

�2 �� n

N

�
n

N
+ 1� 2

N

�
E2
�� �X11 ��2 ! 0:

Donc

E

�
1

N
tr
�
�X �Xt

�2 �! 
2 [c (c+ 1)] :
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Variance de trace de matrices d�entrées �Xij

Pour la variance, par (2.22), (2.26) et (2.27), on obtient

var

�
1

N
tr
�
�X �Xt

�2� � K

N6
fN4E

�� �X11��4E2 �� �X11��2 +N3[E
4
3

�� �X11��6
+E

1
2

�� �X11��4E 1
3

�� �X11��6E 1
3

�� �X11��12 + E �� �X11��2E 2
3

�� �X11��9] +N2[E
1
3

�� �X11��6E 1
6

�� �X11��12E 1
6

�� �X11��24
+E

1
3

�� �X11��15E 3
4

�� �X11��4 + E 2
3

�� �X11��12 + E 5
12

�� �X11��12E 1
6

�� �X11��18]g;
var

�
1

N
tr
�
�X �Xt

�2� � Kf(lnN)
2

N2
+
(lnN)

16=3

N3
+
(lnN)

17=3

N3
+
(lnN)

14=3

N3

+
(lnN)

20=3

N4
+
(lnN)

35=6

N4
+
(lnN)

41=6

N4
;

var

�
1

N
tr
�
�X �Xt

�2� � K
(lnN)

17=3

N3
;

qui est sommable. Donc,

1

N
tr
�
�X �Xt

�2
= O (1) p.s.

D�où (2.17) s�obtient et par suite (2.16).

Ce résultat avec (1.1), et (2.11) nous permet d�écrire

D
�
F
~XT ~Xt

; F
�XT �Xt

�
� D

�
F
~XT ~Xt

; F
~XT� ~X

t
�
+D

�
F
~XT� ~X

t
; F

�XT� �X
t
�

+D
�
F
�XT� �X

t
; F

�XT �Xt
�
;

Par suite,

D
�
F
~XT ~Xt

; F
�XT �Xt

�
! 0 p.s.

Avec (2.14) et (2.15) montrer que

D
�
FXTX

t
; FH;c

�
! 0; revient à établir que
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D
�
F
�XT �Xt

; FH;c

�
! 0;

ou encore par (1.3), pour z 2 C+

mF �XT �Xt (z) p:s�!:mFH;c (z) :

Soit diag
�
E
�� �X11��2 �N1 ; :::; E �� �X11��2 �Nn � une matrice diagonale qui satisfait l�hypothèse

b) du Théorème 2.1, avec laquelle on va remplacer la matrice T . On remplace aussi la ma-

trice �X par
�
1=
q
E
�� �X11��2� �X:(E

�� �X11��2 > 0 pourN assez grand). Comme��� ~Xij��� � lnN + E jX11j, on a pour N assez grand
�
1=
q
E
�� �X11��2� �� �Xij�� � a lnN;

avec a > 2: Soit logN le logarithme de N avec la base e
1
a (i.e a lnN = logN).

Dans la suite pour simpli�er les notations, au lieu de �BN = �XT �Xt on écrit tout

simplement BN = XTXt; avec X =
�

1p
N
Xij

�
; où

(1) Xij sont (G.S.M) pour tout j et i �xé.

(2) jXij j � logN:
(3) E (Xij) = 0; E jX11j2 = 1:

2.2.4 Convergence de la transformée de Stieltjes

Sous les hypothèses a), b), c) du Théorème 2.1, on procède pour montrer que pour

tout z 2 C+

mFXTX
t (z) p.s�! mFH;c (z) :

On peut utiliser la relation

q� (B + �qq�)�1 =
1

1 + (�q�B�1q)
q�B�1; (2.28)

et le lemme suivant.

Lemme 2.6 [38] Soit C = (Cij) ; Cij 2 C; une matrice de dimension (N;N) avec kCk � 1
et X = (X1; :::; XN )

t ; Xi 2 C; où Xi sont i.i.d. et satisfont les conditions (2) et (3). Alors

E jX�CX � trCj6 � KN3 log12N;

où K ne dépend ni de N;C, ni de la distribution de X1:
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Considérons maintenant le comportement de FXTX
t
: On a

trXtX =
1

N

�
NP
i=1
jXi1j2 +

NP
i=1
jXi2j2 + :::+

NP
i=1
jXinj2

�
� n

N
max

�
NP
i=1
jXi1j2 ;

NP
i=1
jXi2j2 ; :::;

NP
i=1
jXinj2

�
� n

N

NP
i=1
jXi1j2 ;

d�où
1

n
trXtX � 1

N

NP
i=1
jXi1j2 :

D�après le lemme précédent, avec C = I; et X = (X11; X21; :::; XN1)
t , on a

E

���� NP
i=1
jXi1j2 �N

����6 � KN3 log12N;

par conséquent

E

���� 1ntrXtX � 1
����6 � E

���� 1N NP
i=1
jXi1j2 � 1

����6 � K log12N

N3
;

8" > 0;

P
N

P (

���� 1ntrXtX � 1
���� > ") � 1

"6
P
N

E

���� 1ntrXtX � 1
����6

� 1

"6
P
N

K log12N

N3
<1:

Donc

1

n
trXtX ! 1 p.s.

Ce qui implique que la suite fFXtXg est tendue presque sûrement. Comme, F T ! H p.s.

il s�ensuit de la deuxième inégalité du Lemme 4.2 que fFXTXtg est aussi tendue presque
sûrement,

FXTX
t
tendue: 8" > 0; F jXTXtjf(y;1)g � ":

Soit
�
FBNi

	
une sous-suite de fFBN g; on a

8" > 0;8x � 0; 0 � FBNif(x;1)g = F
XNiTNiX

t
Nif(x;1)g � ":
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Donc

FBNif(x;1)g ! 0 p.s. et FBNif(0; x)g v! 1 p.s:

Ce qui prouve qu�il n�existe aucune sous-suite de fFBN g convergente vaguement vers 0:
Ainsi, pour z = u+ iv 2 C+ �xé, la suite fFBN g satisfait les conditions du Lemme

4.7, et 9m > 0 tel que,

� = inf
N
Im (mFBN (z)) = inf

N
Im

�Z
1

x� z dF
BN (x)

�
= inf

N
Im

�Z
x� u+ iv
(x� u)2 + v2

dFBN (x)

�
= inf

N

�Z
v

(x� u)2 + v2
dFBN (x)

�
� inf

N

�Z
v

2 (x2 + u2) + v2
dFBN (x)

�
� inf

N

�Z m

�m

v

2 (x2 + u2) + v2
dFBN (x)

�
� v

2 (m2 + u2) + v2
inf
N
FBN [�m;m] ;

donc

� > 0 p.s.

Dans ce qui suit, on procède à montrer que pour z 2 C+;

� (z � x)�1 �mFBN (z)! 0 quand N !1 .

Pour j; l = 1; 2; :::; n , soient

qj(= qNj ) la ji�eme colonne de X;

B(j) = BN(j) = BN � � jqjqtj ;

x = xN =
1

N

nP
j=1

� j
1 + � jmFBN (z)

; x(j) = xN(j) =
1

N

nP
l=1

� l
1 + � lmF

B(j) (z)
:
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Ecrivons

BN = XTXt

BN � zI = � (z � x) I +XTXt � xI

� (z � x)�1 (BN � zI) = I � (z � x)�1
�
XTXt � xI

�
� (z � x)�1 I = (BN � zI)�1 � (z � x)�1

�
XTXt � xI

�
(BN � zI)�1

� (z � x)�1 I � (BN � zI)�1 = � (z � x)�1
�
XTXt � xI

�
(BN � zI)�1 :

On calcule la trace des deux membres

(x� z)�1 �mBN (z) = (x� z)�1 � 1

N
tr (BN � zI)�1

=
1

N
(x� z)�1 tr

h�
XTXt � xI

�
(BN � zI)�1

i
=

1

N
(x� z)�1 tr

" 
nP
j=1

� jqjq
t
j � xI

!
(BN � zI)�1

#
:

Par la relation (2.28), on a

(BN � zI)�1 =
�
B(j) � zI + � jqjqtj

��1
=

1

1 + � jqtj
�
B(j) � zI

��1
qj

�
B(j) � zI

��1
:

D�où

(x� z)�1 �mBN (z)

=
1

N
(x� z)�1 tr

"
nP
j=1

� jqjq
t
j

1 + � jqtj
�
B(j) � zI

��1
qj

�
B(j) � zI

��1 � x (BN � zI)�1# :
Alors

(x� z)�1 �mBN (z) =
1

N

nP
j=1

� j
1 + � jmFBN (z)

dj ; (2.29)

avec

dj = dNj

= (x� z)�1 1 + � jmFBN (z)

1 + � jqtj
�
B(j) � zI

��1
qj
qtj
�
B(j) � zI

��1
qj

� 1
N
(x� z)�1 tr (BN � zI)�1 :
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Par le Lemme 2.6, on a

E
���kqjk2 � 1���6 � K log12N

N3
;

et par l�hypothèse d) du Théorème 2.1, on a

E

����qtj �B(j) � zI��1 qj � 1

N
tr
�
B(j) � zI

��1����6 � K

N3
;

et

E

����qtj �B(j) � zI��1 ��x(j) � z��1 I� qj � 1

N
tr
�
B(j) � zI

��1 ��
x(j) � z

��1
I
�����6 � K

N3
:

Ce qui est su¢ sant pour assurer que

max
j�n

max

24 ���kqjk2 � 1��� ; ���qtj �B(j) � zI��1 qj � 1
N tr

�
B(j) � zI

��1��� ;���qtj �B(j) � zI��1 ��x(j) � z��1 I� qj � 1
N tr

�
B(j) � zI

��1 ��
x(j) � z

��1
I
����
35! 0 p.s.

(2.30)

Par le Lemme 4.5, on a

���� 1N tr
�
B(j) � zI

��1 � 1

N
tr (BN � zI)�1

���� � 1

Nv
! 0 quand N !1;

donc ���m
F
B(j) (z)�mFBN (z)

��� � 1

Nv
! 0 .

On a aussi���mFBN (z)� q
t
j

�
B(j) � zI

��1
qj

��� �
���mFBN (z)�mF

B(j) (z)
���+ ���m

F
B(j) (z)� qtj

�
B(j) � zI

��1
qj

���
! 0;

donc

max
j�n

max[
���m

F
B(j) (z)�mFBN (z)

��� ; ���mFBN (z)� q
t
j

�
B(j) � zI

��1
qj

���]! 0. (2.31)

Pour N assez grand tel que

max
j�n

max[
���Imm

F
B(j) (z)� ImmFBN (z)

��� ; ���ImmFBN (z)� Im q
t
j

�
B(j) � zI

��1
qj

���] < �

2
.
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On a pour j; l � n;����� 1 + � jmFBN (z)

1 + � jqtj
�
B(j) � zI

��1
qj
� 1
����� < 2

�

���mFBN (z)� q
t
j

�
B(j) � zI

��1
qj

��� ;
et ����� � l

1 + � lmFBN (z)
� � l
1 + � lmF

B(j) (z)

����� � 2

�2

���mFBN (z)�mF
B(j) (z)

��� :
Donc

��x� x(j)�� =

����� 1N nP
l=1

� l
1 + � lmFBN (z)

� 1

N

nP
l=1

� l
1 + � lmF

B(j) (z)

�����
� 1

N

nP
l=1

����� � l
1 + � lmFBN (z)

� � l
1 + � lmF

B(j) (z)

�����
� n

N

2

�2

���mFBN (z)�mF
B(j) (z)

���! 0 quand N !1:

Par suite

max
j�n

max[

����� 1 + � jmFBN (z)

1 + � jqtj
�
B(j) � zI

��1
qj
� 1
����� ; ��x� x(j)��]! 0 quand N !1: (2.32)

En utilisant les Lemmes 4.5, 4.6 et les relations (2.30)�(2.32), on trouve que

max
j�n

dj ! 0;

en e¤et,

jdj j =

����������������������

1+�jmFBN
(z)

1+�jqtj(B(j)�zI)
�1
qj

2664
(x� z)�1 qtj

�
B(j) � zI

��1
qj

�
�
x(j) � z

��1
qtj
�
B(j) � zI

��1
qj

+
�
x(j) � z

��1
qtj
�
B(j) � zI

��1
qj

3775
� 1
N (x� z)

�1
h
tr (BN � zI)�1 � tr

�
B(j) � zI

��1i
� 1
N

h
(x� z)�1 tr

�
B(j) � zI

��1 � �x(j) � z��1 tr �B(j) � zI��1i
� 1
N

�
x(j) � z

��1 �
tr
�
B(j) � zI

��1�
1� 1+�jmFBN

(z)

1+�jqtj(B(j)�zI)
�1
qj

��
� 1+�jmFBN

(z)

1+�jqtj(B(j)�zI)
�1
qj

1
N

�
x(j) � z

��1
tr
�
B(j) � zI

��1

����������������������

:
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Ou encore

jdj j � 1

v3

����� 1 + � jmFBN (z)

1 + � jqtj
�
B(j) � zI

��1
qj

����� ��x� x(j)�� kqjk2 +����� 1 + � jmFBN (z)

1 + � jqtj
�
B(j) � zI

��1
qj

�����
������
�
x(j) � z

��1
qtj
�
B(j) � zI

��1
qj

� 1
N

�
x(j) � z

��1
tr
�
B(j) � zI

��1
������+

1

Nv2
+
1

N

�
N
��x� x(j)�� 1v3

�
+

1

Nv2

�����1� 1 + � jmFBN (z)

1 + � jqtj
�
B(j) � zI

��1
qj

�����
! 0 quand N !1:

Comme ���� � j
1 + � jmFBN (z)

���� � 1

�
;

on conclut par (2.29) que

(x� z)�1 �mBN (z)! 0 quand N !1: (2.33)

2.2.5 Expression de la loi limite

On considère une sous-suite fNig telle que m
F
BNi

converge vers le nombre m:

Comme

f (�) =
�

1 + �m

est bornée, et ����� �

1 + �m
F
BNi

(z)
� f (�)

����� � 1

�2

���m
F
BNi

(z)�m
��� ;

implique que����� 1Ni nP
j=1

� j
1 + � jmF

BNi
(z)

� 1

Ni

nP
j=1

� j
1 + � jm

����� � n

Ni

1

�2

���m
F
BNi

(z)�m
���! 0;

alors �����xNi � n

Ni

1

n

nP
j=1

� j
1 + � jm

�����! 0;

où

x(= xNi)! c

Z
�dH (�)

1 + �m
;

avec (2.33) on conclut que

m = � (z � x)�1 = �
�
z � c

Z
�

1 + �m
dH (�)

��1
:
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Par conséquent, m est unique (section suivante), et on doit avoir mFBN ! m p.s;

et en utilisant (1.3) la preuve du Théorème 2.1 sera complète.

2.2.6 Unicité de la limite

Le lemme suivant permet de montrer l�unicité de la limite établit dans le Théorème

2.1.

Lemme 2.7 Pour z = u+ iv 2 C+, il existe au plus un m 2 C+tel que

m (z) = �
�
z � c

Z
�dH (�)

1 + �m (z)

��1
: (2.34)

Preuve Supposons qu�il existe deux solutions M1 et M2 2 C+ de l�équation (2.34), on a

M1 =

�
c

Z
�dH (�)

1 + �M1
� z
��1

; (2.35)

M2 =

�
c

Z
�dH (�)

1 + �M2
� z
��1

:

Donc

M1 �M2 =
1�

c
R �dH(�)
1+�M1

� z
� � 1�

c
R �dH(�)
1+�M2

� z
� ;

et

M1 �M2 =

�
c

Z
�

1 + �M2
� �

1 + �M1
dH (�)

�
�
c

Z
�dH (�)

1 + �M1
� z
��1�

c

Z
�dH (�)

1 + �M2
� z
��1

:

Par suite

M1 �M2 = c (M1 �M2)

Z
�2

(1 + �M1) (1 + �M2)
dH (�)�

c

Z
�dH (�)

1 + �M1
� z
��1�

c

Z
�dH (�)

1 + �M2
� z
��1

:

Comme M1 6=M2 on a

1 = c

Z
�2

(1 + �M1) (1 + �M2)
dH (�)�

c

Z
�dH (�)

1 + �M1
� z
��1�

c

Z
�dH (�)

1 + �M2
� z
��1

:
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Par l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

1 � c

�Z
�2

j1 + �M1j2
dH (�)

� 1
2
�Z

�2

j1 + �M2j2
dH (�)

� 1
2

(2.36)�����
�
c

Z
�dH (�)

1 + �M1
� z
��1�

c

Z
�dH (�)

1 + �M2
� z
��1����� :

D�autre part, par (2.35), on a

M1 =
1�

c
R �dH(�)
1+�(Re(M1)+i Im(M1))

� (u+ iv)
�

=
1�

c
R �(1+� Re(M1))�i�2 Im(M1)

j1+�M1j2
dH (�)� (u+ iv)

�
=

1�
�u+ c

R �(1+� Re(M1))

j1+�M1j2
dH (�)� i

�
v + c

R �2 Im(M1)

j1+�M1j2
dH (�)

�� ;
et

M1 =

�
�u+ c

Z
� (1 + � Re (M1))

j1 + �M1j2
dH (�) + i

�
v + c

Z
�2 Im (M1)

j1 + �M1j2
dH (�)

��
����cZ �dH (�)

1 + �M1
� z
�����2 :

Donc

ImM1 =

�
v + c Im (M1)

Z
�2

j1 + �M1j2
dH (�)

� ����cZ �dH (�)

1 + �M1
� z
�����2 :

Comme v > 0

ImM1 > c Im (M1)

Z
�2

j1 + �M1j2
dH (�)

����cZ �dH (�)

1 + �M1
� z
�����2 :

Par suite

1 > c

Z
�2

j1 + �M1j2
dH (�)

����cZ �dH (�)

1 + �M1
� z
�����2 : (2.37)

De même

1 > c

Z
�2

j1 + �M2j2
dH (�)

����cZ �dH (�)

1 + �M2
� z
�����2 : (2.38)

La contradiction de (2.36) avec (2.37) et (2.38) implique que M1 = M2: Ce qui

prouve que la solution de (2.34) est unique.
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Chapitre 3

Distribution spectrale limite des

matrices de processus linéaires

3.1 Introduction

Les modèles de séries temporelles connus sous le nom de modèles ARMA peuvent

inclure des termes autorégressifs et, ou des termes de moyenne mobile, nous exprimons Xt

en fonction des valeurs passées de Xt et, ou des erreurs passées ainsi qu�une erreur de temps

présent. Le modèle de moyenne mobile d�ordre q , noté MA(q) est:

Xt =

qX
j=0

�j"t�j ; t 2 Z

où les �1; :::; �q sont les paramètres du modèle et les "t; "t�1; :::; "t�q sont les termes d�erreur

du bruit blanc.

Un modèle AR(1) est un modèle linéaire qui prédit la valeur actuelle d�une série

chronologique en utilisant la valeur temporelle immédiatement antérieure. Un terme au-

torégressif dans un modèle de série chronologique pour la variable Xt est une valeur décalée

de Xt.
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Nous verrons qu�un modèle AR(1)

Xt = �Xt�1 + "t , t 2 Z

peut être converti en un modèle MA d�ordre in�ni:

Xt =

1X
j=0

�j"t�j :

Cette sommation des termes de bruit blanc passés est connue sous le nom de représentation

causale d�un AR(1). En d�autres termes, Xt est un type spécial de MA avec un nombre

in�ni de termes remontant dans le temps. C�est ce qu�on appelle un MA d�ordre in�ni ou

MA(1).
Considérons le modèle

X(t) =
1X
j=0

 j"t�j ; 8t � 1 (3.1)

où X(t) et "(t) sont des vecteurs de dimension (N � 1) et  j matrice carrée d�ordre N avec

 0 = IN .

Dé�nissons la matrice d�autocovariance par

�u = E
�
X(t)X

�
(t+u)

�
=

1X
j=1

 j 
�
j+u; u = 0; 1; :::

L�estimateur de �u est la matrice d�autocovariance empirique

�̂u =
1

N

N�uX
t=1

X(t)X
�
(t+u); 0 � u � N � 1:

Un cas simple de (3.1) est de X(t) = "(t) = ("1;t; "2;t; :::; "N;t)
t avec f"i;tg des

variables aléatoire i:i:d: de moyenne nulle et de variance 1; alors �̂0 est la matrice de covari-

ance empirique, et on retrouve dans ce cas la loi de Marcenko-Pastur comme distribution

spectrale limite.

Considérons les hypothèses suivantes sur le processus
�
"(t)
	
et les coe¢ cients des

matrices
�
 j
	
:

(A1) f"i;jg sont indépendants avec E ("i;j) = 0 et E j"i;j j2 = 1;8i; j:
(A2) supi;j E

�
j"i;j jk

�
< Ck <1;8k � 1:

(A3)
�
 j
	
sont à support compacte et pour tout polynôme � de

�
 j ;  

�
j

	
la

limite limn�1tr (�) existe et elle est �nie:
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Le théorème suivant établit l�existence de la limite de la distribution spectrale des

polynômes symétriques de l�estimateur de la matrice d�autocovariance empirique:

Théorème 3.1 [7] On suppose que X(t) �MA(q), q <1, si les hypothèses (A1); (A2); (A3)
sont véri�ées et n(N)N ! c > 0 quand N !1: Alors, la distribution spectrale limite (LSD)
de tout polynôme symétrique �

�
�̂u; �̂

�
u : u � 0

�
existe.

Pour des polynômes symétriques particuliers, la distribution spectrale limite (LSD)

existe sans l�hypothèse sur les moments. Dans la remarque suivante on considère la distri-

bution spectrale limite (LSD) de
n
�̂u + �̂

�
u

o
et
n
�̂u�̂

�
u

o
.

Remarque 3.1 [7] On suppose que X(t) � MA(q), q < 1, si les hypothèses (A1); (A3)
sont véri�ées et n(N)N ! c > 0 quand N !1: Alors, on a
(a) Pour tout 0 � u <1, la distribution spectrale limite (LSD) de �̂u + �̂�u existe, si pour
� 2 (0; 2] ;

(A4) supi;j E
�
j"i;j j2+�

�
< M <1; et

(A5) Pour tout � > 0; 1
�2+�Nn

nP
j=1

NP
i=1

E
�
j"i;j j2+� I(j"i;j j>�N1=(2+�))

�
! 0:

(b) Pour tout 0 � u < 1, la distribution spectrale limite (LSD) de �̂u�̂�u existe, si on a
(A5) et

(A6) supi;j E
�
j"i;j j4

�
< M <1:

Avec une hypothèse supplémentaire les deux résultats précédents reste valable

pour q =1:

Corollaire 3.1 [7] Le théorème et la remarque (a); (b) précédents s�obtiennent pour le

processusMA(1) aussi, en remplaçant q par1 sous l�hypothèse

(A7)
1P
j=0

supn


 j

 <1; où 

 j

 est la norme spectrale de  j ; pour tout j � 0:

3.2 Représentation vectorielle du processus AR(1)

Pour obtenir le résultat de la convergence presque sûre de la fonction de répartition

empirique des valeurs propres de la matrice BN = XNTNX
t
N , dans le cadre d�un processus

linéaire vectoriel, on considère les hypothèses suivantes:
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(H1) : X(t); le t�vecteur colonne (N � 1) de la matrice aléatoire XN , satisfaisant

X(t) = ANX(t�1) + "(t); 8t > 1 (3.2)

où AN est une matrice réelle (N �N) avec supN �max
�
AtNAN

�
< 1 et dont la distribution

spectrale limite (LSD) existe, et "(t) est donné par l�hypothèse (H2).

(H2) :
�
"(t) = ("1;t; "2;t; :::; "N;t)

t	 sont des vecteurs aléatoires (N � 1) identique-
ment distribués dont les entrées sont indépendantes de moyenne 0, variance �2 > 0;

supi;j E
�
j"i;j j4

�
<1 et pour � 2 (0; 2] ;

lim
N!1

1

Nn (N)

n(N)X
t=1

NX
i=1

E
�
j"i;tj2+� I(j"i;tj>pn)

�
! 0:

(H3) : TN est une suite de matrices réelles symétriques (n (N)� n (N)) de normes
bornées dont la distribution spectrale limite (LSD) existe. Pour tout k � 0; soit la suite

des matrices (n (N)� n (N)) ; Pk;N où la k�ième sur-diagonale est égale à 1 et 0 ailleurs.
On note que P0;N = IN est la matrice identité d�ordre N: On suppose que la trace moyenne

de tout polynôme d�ordre �ni dans
n
TN ; Pk;N ; P

t
k;N : k � 0

o
converge quand N !1:

Théorème 3.2 Sous les hypothèses (H1) ; (H2), (H3) et
n(N)
N ! c > 0 quand N ! 1, la

distribution spectrale limite (LSD) de la matrice aléatoire XNTNXt
N existe presque sure-

ment et elle peut être exprimer en termes de polynômes de variables librement indépendantes:

Preuve On a

X(t) =

t�1X
k=0

(AN )
k "t�k; 8t � 1:

On dé�nit les deux processus suivants, pour q � 0

~X(t) =

qX
k=0

(AN )
k "t�k; 8t � 1;

et

X̂(t) =

qX
k=0

(AN )
k "̂t�k; 8t � 1;

où

"̂i;t = "i;tI(j"i;tj<pn) � E
�
"i;tI(j"i;tj<pn)

�
:
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Par le Théorème 3.1, presque sûrement la distribution spectrale limite (LSD) de X̂NTNX̂t
N

existe pour tout 0 � q <1: Pour q �xé on note cette limite par Fq: Soit L (:; :) la métrique
de Lévy entre de fonctions de distribution: Alors,

lim
N!1

L
�
F X̂NTN X̂

t
N ; Fq

�
= 0; 8q � 0: (3.3)

D�après le Corollaire 3.1, il existe une fonction de distribution F telle que,

lim
q!1

L (Fq; F ) = 0: (3.4)

En remplaçant  j = (AN )
j et Pj�j0+k;N = Pj;NTN Pj0+k;N pout tout j; j0; k et N dans la

preuve de la Remarque 3.1, il est immédiat que

lim
N!1

L
�
F
~XNTN ~Xt

N ; F X̂NTN X̂
t
N

�
= 0; 8q � 1: (3.5)

Aussi par le Corollaire 3.1, il s�ensuit que

lim
q!1

lim
N!1

L
�
FXNTNX

t
N ; F

~XNTN ~Xt
N

�
= 0: (3.6)

En combinant les équations (3.3)-(3.6) la preuve du théorème sera complète
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Chapitre 4

Simulations Numériques

Dans ce chapitre, nous illustrons le comportement des estimateurs de la densité

de la fonction de répartition empirique des valeurs propres de grandes matrices aléatoires

BN = XNTNX
t
N , et nous identi�ons la fonction de densité de la loi limite par des simulations

numériques. Nous rappelons (voir [42]) que pour tout x 2 R�; la fonction de répartition F
(la limite de la f.d.r.e. FBN ) admet une dérivée continue f sur R� donnée par

f (x) =
1

�
Imm0 (x) ;

où m0 (x) est donnée par la transformée de Stieltjes mF (z) de la façon suivante,

lim
z!x

mF (z) = m0 (x) ;

avec z = x+ iy:

Dans cette étude, nous distinguons deux cas,

� 1ier cas: TN matrice identité d�ordre n avec n = n (N) :

� 2i�eme cas: TN matrice diagonale, TN = diag(�1; �2; :::; �n) avec � i variable aléatoire

réelle.

Les éléments de la matrice XN véri�ent la relation (2.2) d�un processus autoré-

gressif réel d�ordre 1, où � est un réel tel que j�j < 1 et "ij ; (i = 1; ::; N et j = 1; ::; n) est

un bruit blanc gaussien, avec la condition initiale

Xi1 = "i1:
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Pour le cas du processus autorégressif vectoriel donné par la relation (3.2), il

su¢ t de se mettre dans le cas particulier de l�hypothèse sur la matrice AN et de prendre

AN = �IN , pour obtenir les même simulations numériques .

4.1 Estimation de la densité par la transformée de Stieltjes

En calculant les valeurs propres �i de BN , on peut avoir la transformée de Stieltjes

de sa fonction de répartition empirique, pour z 2 C+

mFBN (z) =
1

N
tr (BN � zI)�1 =

1

N

P
i
(�i � z)�1 ;

et la densité empirique,

fN (x) =
1

�
ImmFBN (z) ;

qu�on va notée (STE) "Stieltjes Transform Estimator".

Le premier résultat établit, lorsque n
N ! c et F TN ! H p.s. quand N est assez

grand, que la transformée de Stieltjes de la loi limite a l�expression suivante

mF (z) = �
�
z � c

Z
�dH (�)

1 + �mF (z)

��1
: (4.1)

4.1.1 1ier cas: TN matrice identité

Dans ce cas la relation (4.1) est la transformée de Stieltjes de loi de Marcenko-

Pastur (MP)

mF =
(c� z � 1) +

q
(1 + c� z)2 � 4c
2z

:
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Exemple 1

On donne une représentation de la densité de la loi limite et la densité estimé par

la transformée de Stieltjes lorsque le paramètre d�autorégressif � = 0:2 en suite � = 0:7 ainsi

qu�on augmente la dimension N de 100 à 1000 avec c = 1:

Figure 1: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec c = 1
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Exemple 2

On refait les représentations de l�exemple 1, avec c = 2:

Figure 2: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec c = 2



59

Exemple 3

Un autre changement c = 4; pour les mêmes valeurs de � et N , nous permet de

représenter les densités comme suite.

Figure 3: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec c = 4

Pour mesurer l�e¤et du choix des paramètres �; N et c; sur l�estimation de la densité

des valeurs propres de matrices de covariance, on calcule les erreurs L1 =
R1
0 jfN (x)� f (x)j dx

et L2 =
�R1
0 (fN (x)� f (x))2 dx

� 1
2
:
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Table 1: Erreurs L1 et L2 de l�estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec

TN matrice identité.

� = 0:2 � = 0:7
N = 100 N = 1000 N = 100 N = 1000

L1 L2 L1 L2 L1 L2 L1 L2
c = 1 0:0831 0:1041 0:0212 0:0302 0:0558 0:0762 0:0295 0:0362

c = 2 0:0537 0:0748 0:0470 0:0623 0:0430 0:0512 0:0400 0:0435

c = 4 0:0559 0:0814 0:0542 0:0787 0:0550 0:0732 0:0485 0:0611

D�après les valeurs d�erreurs, on remarque que pour une matrice de dimension

N = 100 et dans les deux cas: � = 0:2 (faible dépendance) et � = 0:7 (forte dépendance)

les plus faibles erreurs sont atteinte avec c = 2; tandis que pour la dimension N = 1000,

elles sont atteinte avec c = 1:

4.1.2 2�eme cas: TN matrice diagonale

Dans ce cas, on varie le nombre de valeurs propres de la matrice TN de deux

à quatre valeurs, ainsi qu�on augmente la dimension de la matrice BN à N = 500 au

lieu de N = 100 où la représentation graphique est mauvaise. On donne au paramètre

d�autorégressif � les valeurs 0:2 et 0:7:
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Exemple 1

La �gure suivante représente la densité de la loi limite et son estimateur par la

transformée de Stieltjes, avec TN matrice de deux valeurs propres: 1:5 et 4; où H la limite

de la fonction de répartition empirique F TN , prend les valeurs 0:3 et 0:7 respectivement

avec c = 0:1:

Figure 4: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec TN matrice

diagonale de deux valeurs propres 1:5 et 4
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Exemple 2

Dans la présentation suivante la matrice TN a trois valeurs propres:1; 3 et 10 où

H prend les valeurs: 0:2; 0:4 et 0:4 respectivement avec c = 0:2:

Figure 5: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec TN matrice

diagonale de trois valeurs propres 1; 3 et 10:
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Exemple 3

On représente l�estimateur par la transformée de Stieltjes de la densité de la loi

limite des valeurs propres d�une matrice de covariance avec TN matrice diagonale de quatre

valeurs propres 0:5; 2; 5 et 13 où H prend les valeurs: 0:3; 0:1; 0:2 et 0:4 respectivement avec

c = 0:2:

Figure 6: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec TN matrice

diagonale de quatre valeurs propres 0:5; 2; 5 et 13:
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Les valeurs des erreurs L1 et L2 de l�estimateur de la densité résumées dans la

Table 2 permettent de mesurer l�e¤et du changement de nombre de valeurs propres de la

matrice TN avec les di¤érents choix du paramètre d�autorégressif �; la dimension N et la

constante c:

Table 2: Erreurs L1 et L2 de l�estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec

TN matrice diagonale.

� = 0:2 � = 0:7
N = 500 N = 1000 N = 500 N = 1000
L1 L2 L1 L2 L1 L2 L1 L2

2 v.p. c = 0:1 0:0105 0:0134 0:0094 0:0113 0:0141 0:0170 0:0131 0:0157

3 v.p. c = 0:2 0:0020 0:0161 0:0009 0:0148 0:0018 0:0151 0:0009 0:0145

4 v.p. c = 0:2 0:0135 0:0391 0:0128 0:0387 0:0149 0:0400 0:0144 0:0411

On remarque essentiellement que les valeurs les plus faible des erreurs L1 et L2
sont atteintes dans le cas où la matrice TN a trois valeurs propres, ainsi que dans ce cas,
pour N = 1000, on a presque les mêmes valeurs d�erreurs pour � = 0:2 et � = 0:7:

4.2 Conclusion

Les simulations numériques ont montré qu�en général la performance des estima-
teurs qui est évaluée sur la base des erreurs L1 et L2, dépend fortement du choix de la
dimension c, paramètre AR �, de la taille de l�échantillon N et des valeurs propres de la
matrice TN . Nous pouvons observer que la variabilité des paramètres a un impact direct
sur la stabilisation et la convergence des estimateurs. Le choix particulier des paramètres
con�rme une bonne performance des estimateurs et indique les valeurs optimales pour ces
paramètres. Nous observons également l�in�uence marginal de la dimension c sur la conver-
gence des estimateurs de la densité. Pour les valeurs de c > 1, pour les dépendances faibles
et fortes (� = 0:2 et � = 0:7), les estimateurs se comportent bien à partir de N = 100.
Cependant pour les petites valeurs (c � 0:2) nous obtenons une mauvaise représentation de
la vraie densité pour N = 100; mais ça commence à se stabiliser à partir de N = 500: Le
nombre et le choix des valeurs propres de TN a un e¤et sur la forme des estimateurs ainsi
que sur leurs performance.
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Appendice

A.1 Preuves des lemmes auxiliaires

A.1.1 Borne de l�espérance

Preuve du lemme 2.2:
Calculons l�espérance de tr

�
XXt

�2 en utilisant la relation (2.18)
E
�
tr
�
XXt

�2�
=

1

N2

 
NP
i=1

E
�
A2ii
�
+
P
i6=k

E
�
A2ik
�!

:

Commençons par

E
�
A2ii
�
= E

 
nP
j=1

X2
ij

!2
=

nP
j=1

E (Xij)
4 +

nP
j 6=l

E (XijXil)
2 :

Par l�inégalité de Davydov (1.5), on obtient

nP
j 6=l
(E (Xij)

2E (Xil)
2 � 12



X2
ij




3



X2
il




3
�
1
3
l�j) �

nP
j 6=l

E (XijXil)
2

�
nP
j 6=l
(E (Xij)

2E (Xil)
2 + 12



X2
ij




3



X2
il




3
�
1
3
l�j):

Ou encore

nP
j=1

E (Xij)
4 + 2

nP
l>j

(E (Xij)
2E (Xil)

2 � 12


X2

ij




3



X2
il




3
�
1
3
l�j) � E

�
A2ii
�

�
nP
j=1

E (Xij)
4 + 2

nP
l>j

(E (Xij)
2E (Xil)

2 + 12


X2

ij




3



X2
il




3
�
1
3
l�j):
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Si on prend r = l � j

NnE (X11)
4 +Nn (n� 1)E2 (X11)2 � 24NE

2
3 jX11j6

P
r>0

�
1
3
r �

NP
i=1

E
�
A2ii
�

(4.2)

� NnE (X11)
4 +Nn (n� 1)E2 (X11)2 + 24NE

2
3 jX11j6

P
r>0

�
1
3
r :

On a aussi

E
�
A2ik
�
=

nP
j=1

E (XijXkj)
2 +

nP
j 6=l

E (XijXkj) (XilXkl)

=
nP
j=1

E (Xij)
2E (Xkj)

2 +
nP
j 6=l

E (XijXil)E (XkjXkl)

=
nP
j=1

E2 (Xij)
2 +

nP
j 6=l

E2 (XijXil) :

Par l�inégalité de Davydov (1.5), on a

0 �
nP
j 6=l

E2 (XijXil) � 2
P
l>j

�
E (Xij)E (Xil) + 12 kXijk3 kXilk3 �

1
3
l�j

�2
� 288E

4
3 jX11j3

P
r>0

�
2
3
r :

Donc

N (N � 1)nE2 (X11)2 �
P
i6=k

E
�
A2ik
�

(4.3)

� N (N � 1)nE2 (X11)2 + 288N (N � 1)E
4
3 jX11j3

P
r>0

�
2
3
r :

Par (4.2) et (4.3), on obtient

1

N2
[NnE (X11)

4 +Nn (N + n� 2)E2 (X11)2 � 24NE
2
3 jX11j6

P
r>0

�
1
3
r ] � E

�
tr
�
XXt

�2�
� 1

N2
[NnE (X11)

4+Nn (N + n� 2)E2 (X11)2+24NE
2
3 jX11j6

P
r>0

�
1
3
r +288N (N � 1)E

4
3 jX11j3

P
r>0

�
2
3
r ]:

Comme les (Xij) pour tout i = 1; 2; :::; N et j = 1; 2; :::; n; véri�ent la relation (2.2)
d�autorégressif réel d�ordre un, alors elles sont fortement géométriquement mélangeantes

(G.S.M); par suite �r = O (�r) où 0 < � < 1; et la somme
P
r>0

�
1
3
r est �nie. Alors

K

N
fnE (X11)4 + n (N + n� 2)E2 (X11)2 � E

2
3 jX11j6g � E

�
tr
�
XXt

�2�
� K

N
fnE (X11)4 + n (N + n� 2)E2 (X11)2 + E

2
3 jX11j6 + (N � 1)E

4
3 jX11j3g

où K est une constante positive �
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A.1.2 Borne de la variance

Preuve du lemme 2.3:
On veut montrer,

NP
i=1

E
�
A4ii
�
= E

0@ NP
i=1

 
nP
j=1

X2
ij

!41A � KfN4E4 jX11j2 +N3[E
4
3 jX11j6

+E jX11j2E
1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12] +N2[E

1
3 jX11j6E

1
6 jX11j12E

1
6 jX11j24 + E

2
3 jX11j12]g:

On a,

E
�
A4ii
�
� 2

nP
j=1

E (Xij)
8 + 4

nP
j 6=l

E (XijXil)
4 + 2

nP
j 6=l
J 6=L

E (XijXilXiJXiL)
2 : (4.4)

Puisque,

E
�
A4ii
�
= E

 
nP
j=1

X2
ij

!4
= E

 
nP
j=1

X4
ij +

nP
j 6=l

X2
ijX

2
il

!2

� 2

24E nP
j=1

X4
ij

!2
+ E

 
nP
j 6=l

X2
ijX

2
il

!235

� 2

26664E
 

nP
j=1

X8
ij +

nP
j 6=l

X4
ijX

4
il

!
+ E

0BBB@ nP
j 6=l

X4
ijX

4
il +

nP
j 6=l
6=
J 6=L

X2
ijX

2
ilX

2
iJX

2
iL

1CCCA
37775

� 2
nP
j=1

E (Xij)
8 + 4

nP
j 6=l

E (XijXil)
4 + 2

nP
j 6=l
J 6=L

E (XijXilXiJXiL)
2 :

Avec,

nP
j=1

E (Xij)
8 = nE jX11j8 : (4.5)

Par l�inégalité (1.5) et avec les notations précédentes, on obtient

nP
j 6=l

E (XijXil)
4 � n (n� 1)E2 jX11j4 + 24E

2
3 jX11j12

P
r>0

�
1
3
r : (4.6)
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Pour le troisième terme de (4.4), pour une ligne (i) �xée, on peut écrire,

nP
j 6=l
J 6=L

E (XijXilXiJXiL)
2 =

nP
j 6=l
J 6=L

E (X1jX1lX1JX1L)
2 :

Comme les variables sont identiquement distribuées, on peut avoir

E (X1jX1lX1JX1L)
2 = E

�
X1j�(j�1)X1l�(j�1)X1J�(j�1)X1L�(j�1)

�2
= E (X11X1l�j+1X1J�l+l�j+1X1L�J+J�l+l�j+1)

2

= E (X11X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)
2 ;

où
r = l � j , s = J � l , t = L� J;

avec

r; s; t > 0 et r + s+ t � n� 1:

Donc

nP
j 6=l
6=
J 6=L

E (X1jX1lX1JX1L)
2 = 23

nP
l>j
J>l
L>J

E (X1jX1lX1JX1L)
2 (4.7)

= 23
P

r;s;t>0
E (X11X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)

2 :

En utilisant l�inégalité (1.5) et l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

E
�
X11)

2(X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1
�2 � E (X11)

2E (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)
2

+12


X2

11




3



X2
1r+1X

2
1s+r+1X

2
1t+s+r+1




3
�
1
3
r

� E (X11)
2E (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)

2

+12E
1
3 jX11j6E

1
6 jX1r+1X1r+s+1j12E

1
6

��X1t+s+r+1

��12 � 1
3
r :

E (X11)
2 (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)

2 �

E (X11)
2E (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)

2 + 12E
1
3 jX11j6E

1
6 jX11j12E

1
6 jX11j24 �

1
3
r :

Ou encore, en utilisant la majoration E jX11ja � E
1
b jX11ja:b ; avec a; b > 1;

E (X11)
2 (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)

2 � (4.8)

E (X11)
2E (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)

2 + 12E
1
3 jX11j24 �

1
3
r :
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Puisque,

E (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)
2 = E (X11X1s+1X1t+s+1)

2 : (4.9)

On a, ou bien

E(X11)
2(X1s+1X1t+s+1)

2 � E(X11)
2E(X1s+1X1t+s+1)

2 + 12


X2

11




3



X2
1s+1X

2
1s+t+1




3
�
1
3
s ;

avec

E(X1s+1X1t+s+1)
2 = E(X11X1t+1)

2 (4.10)

� E (X11)
2E (X1t+1)

2 + 12


X2

11



2
3
�
1
3
t

� E2 (X11)
2 + 12E

2
3 jX11j6 �

1
3
t :

Par conséquent,

E(X11)
2(X1s+1X1t+s+1)

2 � E(X11)
2

�
E2 (X11)

2 + 12E
2
3 jX11j6 �

1
3
t

�
+12E

1
3 jX11j6E

1
3 jX1s+1X1t+s+1j6 �

1
3
s :

E (X11)
2 (X1s+1X1t+s+1)

2 � E3 (X11)
2+12E (X11)

2E
2
3 jX11j6 �

1
3
t +12E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12 �

1
3
s :

Ou bien, de la même façon

E(X11X1s+1)
2(X1t+s+1)

2 � E3 (X11)
2+12E (X11)

2E
2
3 jX11j6 �

1
3
s +12E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12 �

1
3
t :

Donc (4.9) se majore ainsi

E (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)
2 � 2E3 (X11)

2 + 12E (X11)
2E

2
3 jX11j6

�
�
1
3
t + �

1
3
s

�
+12E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12

�
�
1
3
s + �

1
3
t

�
:

E (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)
2 � 2E3 (X11)2+12

h
E (X11)

2E
2
3 jX11j6 + E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12

i�
�
1
3
t + �

1
3
s

�
:
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E (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)
2 � 2E3 (X11)2 + 24E

1
2 jX11j12

�
�
1
3
t + �

1
3
s

�
; (4.11)

et (4.8) devient
E (X11)

2 (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)
2 � 2E4 jX11j2 (4.12)

+24E
2
3 jX11j12

�
�
1
3
t + �

1
3
s

�
+ 12E

1
3 jX11j24 �

1
3
r :

De même
E
�
X11X1r+1X1s+r+1)

2(X1t+s+r+1
�2 � 2E4 jX11j2 (4.13)

+24E
2
3 jX11j12

�
�
1
3
r + �

1
3
s

�
+ 12E

1
3 jX11j24 �

1
3
t :

On a aussi, par l�inégalité (1.5), l�inégalité de Cauchy-Schwartz, et la relation (4.10),

E
�
X11X1r+1)

2(X1s+r+1X1t+s+r+1
�2 � E

�
X11X1r+1)

2E(X1s+r+1X1t+s+r+1
�2
+ 12



X2
11X

2
1r+1



2
3
�
1
3
s

� E (X11X1r+1)
2E (X11X1t+1)

2 + 12E
2
3 jX11X1r+1j6 �

1
3
s

�
�
E2 (X11)

2 + 12E
2
3 jX11j6 �

1
3
r

� �
E2 (X11)

2 + 12E
2
3 jX11j6 �

1
3
t

�
+12E

2
3 jX11j12 �

1
3
s ;

d�où

E
�
X11X1r+1)

2(X1s+r+1X1t+s+r+1
�2 � E4 (X11)

2

+12E2 (X11)
2E

2
3 jX11j6

�
�
1
3
r + �

1
3
t

�
+144E

4
3 jX11j6 �

1
3
r �

1
3
t + 12E

2
3 jX11j12 �

1
3
s ;

E
�
X11X1r+1)

2(X1s+r+1X1t+s+r+1
�2 � E4 (X11)

2 + 12E
4
3 jX11j6

�
�
1
3
r + �

1
3
t

�
(4.14)

+144E
4
3 jX11j6 �

1
3
r �

1
3
t + 12E

2
3 jX11j12 �

1
3
s :
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Majorons, maintenant les trois sommes

P
s;t�r

�
1
3
s ,

P
s;t�r

�
1
3
r , et

P
r;t�s

�
1
3
r �

1
3
t :

On a,

P
s;t�r

�
1
3
s =

n�1P
r=1

rP
t;s=1

�
1
3
s � 2 (n� 1)

n�1P
t=1

n�1P
s=1

�
1
3
s � 2n

1P
t=1

�
1
6
t

1P
s=1

�
1
6
s ;

donc P
s;t�r

�
1
3
s � 2n

� 1P
s=1

�
1
6
s

�2
: (4.15)

Ainsi que

P
s;t�r

�
1
3
r =

n�1P
r=1

rP
t;s=1

�
1
3
r � 2 (n� 1)

n�1P
r=1

r�
1
3
r

� 2 (n� 1)
n�1P
u=1

n�1P
v=u

�
1
3
v � 2n

1P
u=1

�
1
6
u

1P
v=u

�
1
6
v ;

ce qui donne

P
s;t�r

�
1
3
r � 2n

� 1P
r=1

�
1
6
r

�2
: (4.16)

Puisque �r < 1; on obtient

P
r;t�s

�
1
3
r �

1
3
t �

n�1P
s=1

1P
r;t=1

�
1
3
r �

1
3
t ;

d�où

P
r;t�s

�
1
3
r �

1
3
t � 2n

� 1P
r=1

�
1
6
r

�2
: (4.17)

A l�aide des inégalités (4.12)-(4.14) et les majorations des sommes (4.15)-(4.17), on obtientP
r;s;t>0

E (X11X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)
2 �

P
s;t�r

E
�
X11)

2(X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1
�2

+
P
r;s�t

E
�
X11X1r+1X1s+r+1)

2(X1t+s+r+1
�2

+
P
r;t�s

E
�
X11X1r+1)

2(X1s+r+1X1t+s+r+1
�2
:
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P
r;s;t>0

E (X11X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)
2 � 5

P
r;s;t>0

E4 (X11)
2

+24E
2
3 jX11j12 f

P
s;t�r

�
�
1
3
s + �

1
3
t

�
+
P
r;s�t

�
�
1
3
r + �

1
3
s

�
g+ 12E

1
3 jX11j24 f

P
s;t�r

�
1
3
r +

P
r;s�t

�
1
3
t g

+12E
4
3 jX11j6

P
r;t�s

�
�
1
3
r + �

1
3
t

�
+ 144E

4
3 jX11j6

P
r;t�s

�
1
3
r �

1
3
t + 12E

2
3 jX11j12

P
r;t�s

�
1
3
s ;

P
r;s;t>0

E (X11X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)
2 � 5

P
r;s;t>0

E4 (X11)
2

+48E
2
3 jX11j12

P
s;t�r

�
1
3
s + 24E

1
3 jX11j24

P
s;t�r

�
1
3
r

+24E
4
3 jX11j6

P
r;t�s

�
1
3
r + 144E

4
3 jX11j6

P
r;t�s

�
1
3
r �

1
3
t + 12E

2
3 jX11j12

P
r;t�s

�
1
3
s :

Par conséquent, P
r;s;t>0

E (X11X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)
2 � 5n3E4 (X11)2

+[72E2 jX11j2E
2
3 jX11j6 + 48E jX11j2E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12]2n2

� 1P
s=1

�
1
3
s

�
(4.18)

+[24E
1
3 jX11j6E

1
6 jX11j12E

1
6 jX11j24 + 12E

2
3 jX11j12

+144E
4
3 jX11j6]2n

� 1P
r=1

�
1
6
r

�2
;

avec (4.5), (4.6) et (4.7), la relation (4.4) devient

E

�
NP
i=1
A4ii
�

� KfN4E4 (X11)
2 +N3[E

4
3 jX11j6 + E jX11j2E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12]

+N2[E
1
3 jX11j6E

1
6 jX11j12E

1
6 jX11j24 + E

2
3 jX11j12]g;

où K est une constante positive�
Preuve du lemme 2.4:

On veut montrer,

P
i6=k

E
�
A4ik
�
= E

0@P
i6=k

 
nP
j=1

XijXkj

!41A � KfN4E4 jX11j2 +

N3[E
1
2 jX11j4E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12 + E

4
3 jX11j6]g:
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On majore d�abord

E
�
A4ik
�
= E

 
nP
j=1

XijXkj

!4
= E

 
nP
j=1

X2
ijX

2
kj +

nP
j 6=l
(XijXkj) (XilXkl)

!2

� 2E

 
nP
j=1

X2
ijX

2
kj

!2
+ 2E

 
nP
j 6=l
(XijXkjXilXkl)

!2

� 2E

 
nP
j=1

X4
ijX

4
kj +

nP
j 6=l

X2
ijX

2
kjX

2
ilX

2
kl

!

+2E

0BBB@ nP
j 6=l

X2
ijX

2
kjX

2
ilX

2
kl +

nP
j 6=l
6=
J 6=L

(XijXkjXilXkl) (XiJXkJXiLXkL)

1CCCA
� 2f

nP
j=1

E
�
X4
ijX

4
kj

�
+ 2

nP
j 6=l

E
�
X2
ijX

2
il

� �
X2
kjX

2
kl

�
+

nP
j 6=l
6=
J 6=L

E (XijXilXiJXiL) (XkjXklXkJXkL)g

� 2
nP
j=1

E
�
X4
ij

�
E
�
X4
kj

�
+ 4

nP
j 6=l

E
�
X2
ijX

2
il

�
E
�
X2
kjX

2
kl

�
+2

nP
j 6=l
6=
J 6=L

E (XijXilXiJXiL)E (XkjXklXkJXXkL) ;

donc

E

 
nP
j=1

XijXkj

!4
� 2

nP
j=1

E2 (Xij)
4+4

nP
j 6=l

E2 (XijXil)
2+2

nP
j 6=l
6=
J 6=L

E2 (XijXilXiJXiL) : (4.19)

Avec

nP
j=1

E2 (Xij)
4 = nE2 (X11)

4 : (4.20)

Par l�inégalité (1.5), on a

E (XijXil)
2 � E (Xij)

2E (Xil)
2 + 12



X2
ij




3



X2
il




3
�
1
3
l�j

� E2 (Xij)
2 + 12E

2
3 jXij j6 �

1
3
l�j :
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Et

E2 (XijXil)
2 � 2E4 (Xij)2 + 288E

4
3 jXij j6 �

2
3
l�j ;

donc

nP
j 6=l

E2 (XijXil)
2 � 2n (n� 1)E4 (X11)2 + 576E

4
3 jX11j6

P
l>j

�
2
3
l�j ;

avec r = l � j, on a
nP
j 6=l

E2 (XijXil)
2 � 2n (n� 1)E4 (X11)2 + 576E

4
3 jX11j6

P
r>0

�
2
3
r : (4.21)

Pour le dernier terme de (4.19)

nP
j 6=l
6=
J 6=L

E2 (XijXilXiJXiL)

on a, avec les notations précédentes

E (XijXilXiJXiL) = E (X11X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1) ;

par l�inégalité (1.5) et l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve

jE (X11) (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)� E (X11)E (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)j �

+12 kX11k3 kX1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1k3 �
1
3
r ;

jE (X11) (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)j � 12E
1
3 jX11j3E

1
3 jX1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1j3 �

1
3
r

� 12E
1
3 jX11j3E

1
6 jX1r+1j6E

1
6 jX1s+r+1X1t+s+r+1j6 �

1
3
r

� 12E
1
3 jX11j3E

1
6 jX11j6E

1
6 jX11j12 �

1
3
r ;

donc

E2 (X11) (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1) � 144E
2
3 jX11j3E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12 �

2
3
r : (4.22)

De même

E2 (X11X1r+1X1s+r+1) (X1t+s+r+1) � 144E
2
3 jX11j3E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12 �

2
3
t : (4.23)
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On a aussi,

jE (X11X1r+1)� E (X11)E (X1r+1)j � 12 kX11k3 kX1r+1k3 �
1
3
r ;

jE (X11X1r+1)j � 12E
2
3 jX11j3 �

1
3
r ;

E2 (X11X1r+1) � 144E
4
3 jX11j3 �

2
3
r : (4.24)

De même

E2 (X1s+r+1X1t+s+r+1) � 144E
4
3 jX11j3 �

2
3
t : (4.25a)

Si
E (X1Xr+1) (Xs+r+1Xt+s+r+1) � 0:

On utilise l�inégalité (1.5) et l�inégalité de Cauchy-Schwartz, pour montrer

E (X1Xr+1) (Xs+r+1Xt+s+r+1) � E (X11X1r+1)E (X1s+r+1X1t+s+r+1)

+12 kX11X1r+1k3 kX1s+r+1X1t+s+r+1k3 �
1
3
s

� E (X11X1r+1)E (X11X1t+1) + 12 kX11X1r+1k23 �
1
3
s ;

E2 (X1Xr+1) (Xs+r+1Xt+s+r+1) � 2[E2 (X11X1r+1)E2 (X11X1t+1) + 144E
4
3 jX11j6 �

2
3
s ];

par (4.24) et (4.25a), on obtient

E2 (X11X1r+1) (X1s+r+1X1t+s+r+1) � 41472E
8
3 jX11j3 �

2
3
r �

2
3
t + 288E

4
3 jX11j6 �

2
3
s : (4.26)

Si
E (X1Xr+1) (Xs+r+1Xt+s+r+1) � 0:

Par l�inégalité (1.5) et l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

E (X1Xr+1) (Xs+r+1Xt+s+r+1) � E (X11X1r+1)E (X1s+r+1X1t+s+r+1)

�12 kX11X1r+1k3 kX1s+r+1X1t+s+r+1k3 �
1
3
s

� E (X11X1r+1)E (X11X1t+1)� 12 kX11X1r+1k23 �
1
3
s ;

E2 (X1Xr+1) (Xs+r+1Xt+s+r+1) � 2[E2 (X11X1r+1)E
2 (X11X1t+1) + 144 kX11X1r+1k43 �

2
3
s ]

� 2[E2 (X11X1r+1)E
2 (X11X1t+1) + 144E

4
3 jX11j6 �

2
3
s ];

par (4.24) et (4.25a) on retrouve (4.26).



76

Comme on a

nP
j 6=l
6=
J 6=L

E2 (XijXilXiJXiL) = 2
3

nP
r;s;t>0

E2 (X11X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1) ; (4.27)

et

nP
r;s;t>0

E2 (X11X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1) �
P
s;t�r

E2 (X11) (X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1)

+
P
r;s�t

E2 (X11X1r+1X1s+r+1) (X1t+s+r+1)

+
P
r;t�s

E2 (X11X1r+1) (X1s+r+1X1t+s+r+1) ;

avec les inégalités (4.22), (4.23) et (4.26), on obtient

nP
r;s;t>0

E2 (X11X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1) � 144E
2
3 jX11j3E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12

 P
s;t�r

�
2
3
r +

P
s;r�t

�
2
3
t

!
+41472E

8
3 jX11j3

P
r;t�s

�
2
3
r �

2
3
t + 288E

4
3 jX11j6

P
r;t�s

�
2
3
s ;

et par (4.16) et (4.17), avec K une constante positive, on a

nP
r;s;t>0

E2 (X11X1r+1X1s+r+1X1t+s+r+1) � K[E
2
3 jX11j3E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12+E

4
3 jX11j6]n

� 1P
r=1

�
1
3
r

�2
:

(4.28)
Par conséquent, la somme de (4.19) se donne a l�aide de (4.20), (4.21), (4.27) et

(4.28)

P
i6=k

E

 
nP
j=1

XijXkj

!4
� KfnN (N � 1)E2 (X11)4 + n (n� 1)N (N � 1)E4 (X11)2

+nN (N � 1) (E
2
3 jX11j3E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12 + E

4
3 jX11j6)g:

Donc,

P
i6=k

E
�
A4ik
�
= E

0@P
i6=k

 
nP
j=1

XijXkj

!41A � KfN4E4 jX11j2 + (4.29)

N3[E
1
2 jX11j4E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12 + E

4
3 jX11j6]g�
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Preuve du lemme 2.5:
En utilisant les mêmes techniques de démonstration des Lemmes 2.3, 2.4, on arrive

à montrer que

E

 P
i
A2ii

P
i6=k
A2ik

!
� E

�P
i
A2ii
� P

i6=k
A2ik

!
� KfN4E jX11j4E2 jX11j2

+N3[E
4
3 jX11j6 + E jX11j2E

1
3 jX11j6E

1
3 jX11j12 + E jX11j2E

2
3 jX11j9] +

N2[E
1
3 jX11j15E jX11j3 + E

2
3 jX11j12 + E

5
12 jX11j12E

1
6 jX11j18 + E

1
6 jX11j24E

2
3 jX11j6]g:

A.2 Lemmes utiles

Soit A une matrice rectangulaire, on note le rang de A par rg (A) ; pour l�entier
positif i � rg (A) ; SAi est la plus grande valeur singulière de A; et pour i > rg (A) ; SAi est
nulle.

On note
p
AA� la matrice obtenue en remplaçant les valeurs propres de la décom-

position spectrale AA� par leurs racines carrées.
Si A est une matrice carrée avec des valeurs propres réelles, on note �Ai la i

i�eme

valeur propre de A; et tr (A) la trace de A:
Si q 2 CN ; sa norme euclidienne sera notée kqk ; et la norme spectrale de la matrice

A sera notée kAk ; (kAk = SA1 =
q
�AA

�
1 = �

p
AA�

1 ):
La mesure de l�intervalle J introduite par la fonction de répartition empirique G

sera notée G fJg :

Lemme 4.1 [19]
Soient m;n deux entiers arbitraires non négatifs, et A;B deux matrices rectangu-

laires de même dimension, on a la relation des valeurs singulières

SA+Bm+n+1 � SAm+1 + S
B
n+1:

Pour A;B deux matrices rectangulaires telles que AB soit dé�ni, on a

SABm+n+1 � SAm+1S
B
n+1:

A l�aide du lemme suivant, ces inégalités peuvent être exprimées en termes de
fonctions de répartitions empiriques.

Lemme 4.2 [38] Soient x; y deux nombres arbitraires non négatifs et A, B deux matrices
rectangulaires de même dimension, alors on a

F
p
(A+B)(A+B)� fx+ y;1g � F

p
AA� fx;1g+ F

p
BB� fy;1g :

Si en plus, A et B sont deux matrices carrées, alors

F
p
(AB)(AB)� fxy;1g � F

p
AA� fx;1g+ F

p
BB� fy;1g :
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Soit f : R! R une fonction bornée; sa norme est kfk = sup jf (x)j :

Lemme 4.3 [49] Soient A;B deux matrices de dimension (N;n) ; alors


FAA� � FBB�


 � 1

N
rg (A�B) :

Ce résultat a comme extension le lemme suivant

Lemme 4.4 [38] Soient A;B deux matrices hermitiennes de dimension (N;N) ; alors

FA � FB

 � 1

N
rg (A�B) :

Soient A une matrice hermitienne de dimension (N;N), Q et �Q des matrices de
dimension (N;n) et T , �T des matrices hermitiennes de dimension (n; n). Alors

a)



FA+QTQ� � FA+ �QT �Q�


 � 2

N
rg
�
Q� �Q

�
:

b)



FA+QTQ� � FA+Q �TQ�


 � 1

N
rg
�
T � �T

�
:

Le lemme suivant utilise le fait que pour une matrice B de dimension (N;N) ;
� 2 C et q 2 CN pour lesquels B et (B + �qq�) sont inversibles,

q� (B + �qq�)�1 =
1

1 + (�q�B�1q)
q�B�1:

Lemme 4.5 [38] Soient z 2 C+ avec v = Im z; A; B deux matrices de dimension (N;N)
avec B hermitienne, � 2 R et q 2 CN : Alors���tr h(B � zI)�1 � (B + �qq� � zI)�1iA��� � kAk

v
:

Lemme 4.6 [38] Soient z1; z2 2 C+ tels que max (Im z1, Im z2) � v > 0; A;B deux
matrices de dimension (N;N) avec A hermitienne, q 2 CN : Alors���trB h(A� z1I)�1 � (A� z2I)�1i��� � jz1 � z2jN kBk 1

v2
:

���q�B (A� z1I)�1 q � q�B (A� z1I)�1 q��� � jz1 � z2j kqk2 kBk 1
v2
:

Lemme 4.7 [38] Soit fFNg1N=1 � M (R) ; FN 6= 0 et n�admettant aucune sous suite con-
vergente vaguement vers 0. Alors

9m > 0 tel que inf
N
FN f[�m;m]g > 0:
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Conclusion générale

Les propriétés locales et globales du spectre de matrices de covariance ont été
conjecturées comme étant universelles mais cette universalité pour des classes de matrices
assez générales n�a été atteinte que récemment. Les premiers théorèmes d�universalité sont
ceux de Wigner et de Marchenko-Pastur concernant la convergence de la mesure spectrale
empirique. Ils ont été obtenus directement ou améliorés rapidement pour des matrices très
générales et sont basés sur la méthode des moments ou la transformée de Stieltjes.

Notre premier résultat sur le modèle des matrices de covariance du processus
AR(1) montre la di¢ culté d�établir des résultats similaires pour un ordre plus élevé de
l�autorégressif ainsi que pour les processus autorégressifs fonctionnels et les processus non
linéaires, ce qui mène à dire qu�il faut procéder autrement pour établir la convergence de
la fonction de répartition empiriques des valeurs propres de ce type de matrice aléatoire.

Les travaux récents sur la distribution spectrale limite apportent une avance énorme
à la recherche dans le domaine de la théorie de grandes matrices aléatoires comme le montre
le deuxième résultat, d�où provient l�idée d�utiliser ces résultats dans d�autres pistes, bien
qu�on s�intéresse beaucoup plus dans les futures travaux à la localisation et la séparation
des valeurs propres des matrices des modèles étudiées ainsi qu�à l�estimation de la densité
spectrale de ces matrices par des méthodes autre que celle de la transformée de Stieltjes.
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Titre: Etude Spectrale de Matrices de Covariance d′un Processus 
Autorégressif AR(1) 
Résumé: 
Nous considérons une classe de grandes matrices de covariance aléatoire où les 
composantes  suivent un  processus autorégressif réel faiblement stationnaire d'ordre un 
AR(1). 
Sous certaines conditions, nous montrons dans un premier temps,  que la fonction de 
répartition empirique des valeurs propres de la matrice de covariance converge 
presque sûrement vers une fonction non aléatoire donnée par Marcenko et Pastur. 
Ensuite, nous traitons le cas des entrées   dépendantes par colonnes à travers une 
représentation autorégressive  vectorielle. Enfin, nous présentons des simulations 
numériques illustrant le comportement de l’estimateur de la densité par la 
transformée de Stieltjes au tour de la vrais densité en variant les différents 
paramètres. 

Title: Spectral Study of Covariance Matrices of an Autoregressive 
Process AR(1) 
Abstract: 
We consider a class of large random covariance matrices where the components 
follow a real, weakly stationary autoregressive process of order one AR (1). 

 Under certain conditions, we first show that the empirical distribution function of the 
eigenvalues of the covariance matrix converges almost surely to a non-random 
function given by Marcenko and Pastur. Then, we treat the case of dependent inputs 
by columns through a vector autoregressive representation. Finally, we present 
numerical simulations illustrating the behavior of the Stieltjes transform density 
estimator around the true density by varying the different parameters. 

                                                                                                                                      

  دراسة طیفیة لمصفوفات التباین لنماذج الانحدار الذاتي من الدرجة  الأولى العنوان:

 ملخص: 
نعتبر فئة من مصفوفات التباین العشوائي الكبیرة ذات عناصر تلبي علاقة الانحدار الذاتي 

في ظل فرضیات  معینة, نبین ان دالة التوزیع التجریبیة للقیم الذاتیة  .من الدرجة الأولى
 لمصفوفات التباین تتقارب بثبات نحو دالة غیر عشوائیة عرفھا مارسینكو و باستور.

الكثافة بواسطة تحویل  نقدم بعدھا بعض المحاكاة العددیة التي توضح سلوك مقدر  
یقیة بتغییر معلمات مختلفة.للكثافة الحقستیلتجیس   
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