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Résumé

Cette theése porte sur I'étude de la distribution spectrale limite d’une classe de
grandes matrices aléatoires dont les entrées sont corrélées. On s’intéresse au comportement
asymptotique de grandes matrices de covariances dont les entrées sont liées par la relation
d’un autorégressif d’ordre un. On montre dans ce contexte que la fonction de répartition
empirique des valeurs propres de la matrice de covariance converge presque stirement vers
une fonction non aléatoire donnée par Marcenko et Pastur. Notre approche consiste a
une centralisation et une troncature des variables aléatoires fortement géométriquement
mélangeant et une application de la méthode de la transformée de Stieltjes qui permet
d’obtenir, sous certaines conditions, I’équation intégrale de la distribution spectrale limite,
et on montre ainsi un résultat d’universalité concernant le comportement asymptotique du

spectre de ces matrices de covariance.

On traite également le cas des matrices dont les colonnes sont des processus au-
torégressifs d’ordre un. Ceci étend d’une part le premier résultat a un cadre vectoriel et
généralise d’autre part, les résultats sur les matrices a entrées indépendantes identiquement
distribuées.

Enfin, on présente des simulations numériques illustrant le comportement de I’estimateur
de la densité des valeurs propres des matrices en question au tour de la vraie densité en

variant les différents paramétres.



Abstract

This thesis deals with the study of the limit spectral distribution of a class of large
random matrices having correlated entries. We are interested in the asymptotic behavior of
large covariance matrices whose entries are correlated by the relation of an autoregressive of
order one. In this context, we show that the empirical eigenvalue distribution function of the
covariance matrix converges almost surely to a non-random function given by Marcenko and
Pastur. Our approach consists of a centralization and a truncation of strongly geometrically
mixing random variables and an application of the Stieltjes transform method which makes
it possible to obtain, under certain conditions, the integral equation of the limit spectral
distribution, and we thus show a universality result concerning the asymptotic behavior of
the spectrum of these covariance matrices.

We also investigate the case of matrices whose columns are autoregressive processes
of order one. This extends on the one hand the first result to a vector framework and on
the other hand generalizes the results on matrices with independent identically distributed
entries.

Finally, we present numerical simulations illustrating the behavior of the estimator
of the spectral density of the matrices in question around the true density by varying the

various parameters.



Notations

i.q.d.
fd.re.
AR(1)
MA(q)
MA(o0)
v.p.
GSM
LSD
STE
I
At
A

presque sfirement
indépendantes identiquement distribuées
fonction de répartition empirique
autorégressif d’ordre 1
processus moyenne mobile d’ordre ¢
processus moyenne mobile d’ordre infini
valeur propre
mélange géometriquement fort
distribution spectrale limite
estimateur par la transformée de Stieltjes
matrice identité
transposée de la matrice A

matrice adjointe de A

tr(A), rg(A)  trace et rang de la matrice A

I Al norme spectrale de la matrice A
X1, norme LP du vecteur X
(@, 7.P) espace probabilisé avec F une o-algébre et P une mesure
(Q,A,P)
P probabilité
E(X),Var(X) espérance de X, variance de X
Cov(X,Y) covariance de X et YV
v, convergence vague
D convergence en distribution
Oz mesure de Dirac au point x

M (R) ensemble de distributions sur I’ensemble des réels



N,Z,R,C ensemble des entiers naturels, nombres entiers, réels et complexes
Im z partie imaginaire de z
C*t {z€eC:Imz >0}

I a) fonction indicatrice de A
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Introduction

La théorie des matrices aléatoires est un outil prometteur pour la résolution des
problémes théoriques et pratiques mathématiques et physiques, elle s’intéresse, entre autres,
aux propriétés du spectre des matrices aléatoires, telles que le comportement asymptotique
global du spectre, le comportement asymptotique des valeurs propres extrémes, la loi jointe
des valeurs propres, etc.

La théorie des matrices aléatoires consiste initialement en une étude spécifique de
la théorie des probabilités au cas de variables aléatoires a valeur matricielle. Une matrice
X est dite aléatoire si ses entrées suivent une loi de probabilité conjointe. Dans ce qui
suit, il apparaitra en particulier trés naturellement que 1’étude des propriétés statistiques de
matrices de type X X! (X X*), X étant composée de colonnes identiquement distribuées, sera
d’une grande importance. Ces matrices sont généralement appelées matrices de covariance
empiriques. Lorsque la matrice X est composée d’entrées gaussiennes indépendantes de
moyenne nulle et de covariance R, X X! (X X*) est une matrice dite matrice de Wishart de
covariance R.

Les matrices aléatoires ont été introduites par Wishart dans les années 20, dans le
cadre des statistiques multivariées. Dans les années 50, Wigner a utilisé un autre type de
matrices aléatoires, appelées matrices de Wigner, dans le but de modéliser les Hamiltoniens
qui régissent les évolutions des systémes en physique statistique. Devenues populaires grace
au phénomeéne d’universalité, i.e. le fait que ces propriétés asymptotiques ne dépendent pas
de la loi des coefficients de la matrice, leur étude a intéressé de nombreux domaines comme
la combinatoire, les systémes intégrables, les probabilités libres, les télécommunications, le
traitement du signal, ’analyse fonctionnelle géométrique et, plus tard, la finance.

Dans ce travail nous développons des résultats basés sur la théorie des matrices

aléatoires pour étudier un modeéle de matrices dont les entrées sont liées, identiquement dis-



tribuées, nous nous intéressons particuliérement pour la dépendance des entrées au proces-
sus linéaire. Plus précisément, les processus autorégressifs réels d’ordre un (AR(1)), nous
regardons l'intérét de la notion du mélange pour ce type de processus.

Notre objet dans le premier cas oul on considére la dépendance entre les com-
posantes de la méme ligne de la matrice de I’étude, consiste a établir ’existence d’une loi
limite (déterministe) approximante la loi spectrale des matrices aléatoires en question par

la méthode de la résolvante, liée a la transformée de Stieltjes. En suite, on passe au cas de

la dépendance par lignes et colonnes de la matrice de ’étude, pour montrer ’existence de
la loi limite de la distribution spectrale de la matrice de covariance, en se reposant sur des
résultats qui introduisent la notion de la probabilité libre et la méthode des moments.

La probabilité libre est une théorie des probabilités traitant des variables ayant le
plus haut degré de non-commutativité, un aspect que ’on retrouve dans de nombreux do-
maines (mécanique quantique, algébres de groupes libres, matrices aléatoires, etc.). Trente
ans apres sa fondation, il s’agit d’un domaine des mathématiques bien établi et trés actif.
Issue de la tentative de Voiculescu de résoudre le probléme du facteur de groupe libre dans
les algébres des opérateurs, la probabilité libre a des liens importants avec la théorie des
matrices aléatoires, la combinatoire, I’analyse harmonique, la théorie de la représentation
des grands groupes et la communication sans fil.

Parmi les différents résultats et contributions développés dans le sens de I’étude du
spectre des matrices aléatoires de grandes dimension, nous citons I’étude qui a été abordé
par Wigner en 1958 pour résoudre des problémes de mécanique quantique. Il a étudié le

modele dit GUE (Gaussian Unitary Ensemble), défini par

Définition 0.1 une matrice aléatoire auto-adjointe X appartient o l’ensemble GUE, si
ses cofficients {X;;} sont des variables gaussiennes complexes, centrées, et de variances
Var(ReX;;) = Var(ImX;j) = 1/2 pour i < j et Var(Xy) =1, (et a Uensemble gaussien
orthogonal (GOE) lorsqu’elle est symétrique réelle).

Citons aussi les matrices de Wigner a entrées indépendantes non identiquement
distribuées, les matrices de Wishart, les matrices de ’ensemble LUE (Laguerre Unitary

Ensemble), défini par

Définition 0.2 Une matrice aléatoire W appartient ¢ l’ensemble LUE si sa loi est celle

d’un produit X X* , ot X est une matrice aléatoire dont les entrées {X;;} sont des variables



gaussiennes complexes, centrées et réduites, (ou a l’ensemble orthogonal de Laguerre (LOE)

selon si elle est compleze ou réelle).

Apres les travaux de Wigner et Dyson sur les matrices de Wigner et les travaux
de Marcenko et Pastur sur les matrices de covariances, le comportement asymptotique de
la mesure spectrale a été largement étudié pour une grande classe de modéles de grandes
matrices aléatoires, par exemple [19], [20], [21], [26], [44], [49], [50], et [38]. Dans [38], Bai

et Silverstein ont étudié un modéle de matrices, donné par:

By = XNTNX§ + AN,

ou Ty est une matrice (n,n) diagonale, avec n = n (IN), Xy est une matrice aléatoire
(N, n) a entrées indépendantes et identiquement distribuées, et Ay est une matrice (N, N)
hermitienne, les trois matrices sont indépendantes.

On définit la proportion des valeurs propres d’une matrice donnée, par

Définition 0.3 Soit X un matrice (N, N) Hermitienne. On définit sa fonction de réparti-
tion empirique ou sa distribution spectrale empirique FXN comme la fonction de distribution

des valeurs propres de Xy, i.e, pour z € R,

X 1 N
PN (z) = N EH(Aigw)7

ol A1, Ag, ..., AN sont les valeurs propres de Xy .

Bai et Silverstein [38] ont montré que si F' TN la mesure spectrale de Ty, converge
vers une loi déterministe H presque slrement, et FNconverge vaguement vers une loi L.
Alors, la loi spectrale FBNconverge presque srement vers une loi déterministe qui dépend

des lois H et L.

Un autre modeéle de matrices a été étudié dans cette thése qui comprend quatre
chapitres.

Le premier chapitre constitue une introduction aux chapitres suivants. Dans le
quel, nous rappelons quelques définitions, ainsi que les principales notions introduites:
Transformée de Stieltjes, processus autorégressif réel d’ordre un (AR(1)), et le mélange

géométrique fort pour ce dernier.
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Dans le deuxiéme chapitre, nous énongons le premier résultat et nous présentons
le modeéle de matrice aléatoire a étudier,
¢
By = XNTN Xy

Pour N =1,2,3,..., X est une matrice de dimension (N, n) avecn = n (N) et

%N_’OOC > 0, ses composantes X;; (1 = 1,...,N; j = 1,...,n) sont liées par la

relation d’autorégressive réel d’ordre un (AR(1)) suivant chaque ligne i,

Xij+1 = pXij + €ij41 j>1
ol p est un réel tel que |p| < 1 et g;, est un bruit blanc fort.

La matrice diagonale Ty de dimension (n,n) posséde une fonction de répartition
empirique FTN convergente presque srement vers une fonction de répartition non aléatoire
H.

Une partie du chapitre est consacré a la preuve du théoréme principal dans ce cas,
qui se répartie en plusieurs sections. On commence par I'écriture de la trace du carré de
la matrice en question, puis on calcule son espérance et sa variance, en suite on tronque et
on centralise les variables de la matrice X définies précédemment. Une application des
résultats du calcul développé dans la premiére sections nous permet d’exprimer la limite,
quand N — oo de la transformée de Stieltjes de la fonction de répartition empirique de la

matrice By par

m(z)z—(z—c/wdﬂ(ﬂ)l 2eCt={zeC:Imz > 0}.

A TP’aide de la formule inverse, on aboutit au résultat cherché: la convergence presque stire

de FBEN vers une loi déterministe.

Une autre maniére de généraliser le modeéle de la matrice By = X NTNX]tV est de

considérer dans le troisiéme chapitre des processus linéaires vectoriels de la forme
X = ANX(t—l) + E@t)s vt >1

ou X, X(;—1) sont des vecteurs colonne de la matrice Xy, £(;) est un vecteur colonne de
composantes indépendantes centrées de variance o > 0, et Ay matrice carrée d’ordre N,

tel que supy Amax (AﬁVAN) < 1.
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Le dernier chapitre est réservé aux simulations numériques en utilisant le logiciel
R version 2.12.1. Nous donnons des graphiques illustrant I'effet de la dimension N, le
coefficient de corrélation p et la limite ¢ du rapport § quand N — oo, sur la densité des
valeurs propres de matrices de covariance par la transformée de Stieltjes, pour des différents
choix des valeurs propres de la matrice Tx. Si on répéte expérience, le graphique en
petite dimension (N = 100) va beaucoup fluctuer, tandis que celui en grande dimension
(N = 1000) va tres peu fluctuer. Méme chose pour les valeurs de p proche de 1 (forte
dépendance) et les valeurs de p proche de 0 (indépendance). Ainsi qu’on donne a c¢ des
valeurs petite et grande par rapport a la valeur critique 1. Un caractére aléatoire s’efface
en grande dimension et laisse place & un déterminisme. A la base des erreurs Ly et Ly on
aboutit & des conclusions intéressantes.

Enfin, nous rassemblons, en appendice, les preuves des lemmes auxiliaires et

quelques lemmes techniques et préliminaires utilisés tout au long de la these.
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Chapitre 1

Spectre de matrices de covariance

1.1 Préliminaires
Soit M (R) ’ensemble des fonctions de répartition dans R.
Définition 1.1 [38] Soient F et G deux fonctions de M (R). On définit la métrique de F

/ fidF — / fid(;‘w,

ot {fi} est une suite de fonctions de R dans [0,1] qui satisfait

et G par
D(F,G) =}
i=1

1 (2) = £ ()| <o —y| pour tout 7,y dans R,
telle que la convergence de la métrique dans M (R) implique la convergence faible.

Par le théoréme de sélection de Helley, on a pour Fy, Gy € M (R)

lim ”FN_GNH — lim D(FN,GN):O. (1.1)
N—oo N—oo

Comme, pour tout i et z,y € R, |f; (x) — fi (y)| < |x — y|. Il S’ensuit que pour les

fonctions de répartition empirique F, G des ensembles {x1, xo,...,zn} et {y1,y2,...,yn}, on

a

) 1N ‘N )
D*(FG) <~ X los—ul | <5 2 lw—uil. (1.2
7j=1 7j=1
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1.1.1 Transformée de Stieltjes

La transformée de Stieltjes constitue un des outils de base dans ’étude des valeurs
propres de matrices aléatoires. Comme la fonction caractéristiques ou la fonction de répar-
tition, la transformée de Stieltjes est une fonction qui permet de manipuler les mesures de

probabilités ou plus généralement les mesures positives sans perte d’information.

Définition 1.2 La transformée de Stieltjes de G € M (R), est définie par

mg(z):/)\isz(A), zect,

Formule inverse

La formule inverse de la transformée de Stieltjes est donnée par le théoréme suivant

Théoréme 1.1 [2] Pour tout a < b points de continuités de G, on a
1 b
G{la,b]} = —=lim [ Immg (§+in)dE.

wn—0 J,
Convergence

L’importance de la transformée de Stieltjes est liée aussi au théoréme suivant,
qui montre que la convergence de la f.d.r.e. d’une suite de matrices, revient & montrer la
convergence de sa transformée de Stieltjes et la fonction de distribution limite peut étre

déterminé par la limite de la transformée.
Théoréme 1.2 [2] Supposons que la suite {Gn} € M (R), alors

lim mg, (2) = mg (2),V2 € CT & Gn oG (1.3)

N—o0

Autrement dit, mg permet de caractériser complétement G.

Fonction de densité

Un autre avantage de la transformée de Stieltjes est qu’on peut facilement trouver
la fonction de densité d’une distribution & I’aide de sa transformée de Stieltjes.

Théoréme 1.3 [/2] Soient G € M (R) et g € R. Supposons que, lim Immg (z) existe

2z€Ct—axg
et elle sera notée Immg (o) . Alors G est différentiable en xg et sa dérivée est % Immg (z0) .
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Propriété

Il est bien connu en analyse matricielle que la résolvante est un puissant outil pour

obtenir des informations sur le spectre d’une matrice donnée.
Définition 1.3 On appelle résolvante de la matrice X X, la matrice suivante,
R(z) = (XX' - 21) ",z e C*,

La trace normalisée de la résolvante R(z) de la matrice X Xt est égale a la trans-
formée de Stieltjes de la mesure spectrale de X X!. En effet, si \;, i = 1,2, ..., N sont les

valeurs propres de la matrice X X?, on a

tr (XX'—21)""

Moo
;)\i—z'

my (z) =

2= ==

1.1.2 Processus Linéaires

Les processus aléatoires indicés par le temps sont appelés séries chronologiques.
Il est évident que la modélisation & ’aide des séries chronologiques peut s’appliquer & une
multitude de plusieurs domaines :

- en économie : pour 'étude de l'indice des prix, du PNB (produit national brut)....

- en météorologie : pour la mesure de la température, de 'indice de pollution...

- en biologie : pour suivre I’évolution du taux d’hormones ou la progression du
nombre de bactéries dans un milieu...

L’étude de ces processus a notamment les objectifs suivants :

- comprendre le passé,

- étudier le lien avec d’autres processus,

- prédire les valeurs futures.

Le processus AR(1) est un cas trés particulier. Il existe de nombreux autres proces-
sus aléatoires pouvant générer des aléas. Cependant, parce que la plupart des problémes
soulevés par 'estimation et 'inférence dans les modéles d’autocorrélation sont déja présents

dans le cas AR(1), mais aussi parce que c’est le processus le plus fréquent en pratique.
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Définition 1.4 Le processus aléatoire (Xt),c, est dit processus linéaire s’il est défini par
o0
X = Z Aj€¢—j teZ
j=1

ot (e =¢¢, t € Z) est un bruit blanc, c’est a dire une suite de variables aléatoires réelles

telle que
E(et) = 0, et pour s,t€Z
2 .
o° < 0 st s=t
E -
(s2t) { 0 st s #t,

et (a;) une suite de nombres réels.

Processus autorégressifs réels d’ordre un
Dans la définition précédente si, on a

aj=p, j>0 e, —1<p<l.

Alors, (X¢) satisfait la relation
X =pXe1+e ,te”2 (14)

du processus autorégressif réel d’ordre un AR(1).

Pour un processus autorégressif, chaque valeur de la série est une combinaison
linéaire des valeurs précédentes. Si la valeur de la série & 'instant ¢, X;, ne dépend que de la
valeur précédente X; 1 & une perturbation aléatoire pres ;, le processus est dit autorégressif
du premier ordre AR(1). Le coefficient p exprime la force de la liaison linéaire entre deux
valeurs successives et le fait qu'’il est dans lintervalle |—1, 1] assure la stationnarité du

processus.

Processus stationnaires

Définition 1.5 Un processus réel sera une suite X = (X¢)iez de variables aléatoires réelles

indéxées par Z sur un espace probabilisé (2, A, P).
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Définition 1.6 Le processus réel X = (Xy)iez est dit stationnaire, si¥(s,t) € Z2,
- X, € L2(Q, A, P).
- E(X}) ne dépend pas de t.
- cov(Xs, X¢) ne dépend que de la différence (t — s).
Si ces conditions sont vérifiées, on note p = E(Xy) la moyenne du processus. Si

=0, on dit que X est centré.

1.1.3 Meélange fort de Processus

Soit (X¢),c, un processus stationnaire en loi, a valeurs dans R. Notons Fg" la tribu
engendrée par { Xo, X1, X, ... X;n } et F2° ; celle engendrée par { X i, Xt 1, Xontht2, o) -

Pour obtenir des résultats asymptotiques sur le processus (X¢),., on est souvent
amenés a supposer que les tribus Fg" et F” ;. sont asymptotiquement indépendantes quand
k devient grand.

Les hypothéses de mélange sont un des moyens de modéliser cette indépendance
asymptotique. De nombreuses notions de mélange ont été introduites. Citons sans étre

exhaustif, le mélange défini a partir du coefficient suivant:

Définition 1.7 On appelle coefficient de mélange fort (a-mélange) entre deux tribus Fg*

et fﬁﬁrk le nombre
ar =sup{|P(ANB)—P(A)P(B)|;Ac F",B € F\i}.

Nous donnons en suite une définition de la notion de la forte mélangeance pour un

processus.
Définition 1.8 -Le processus (Xy),c, sera dit fortement mélangeant si la suite oy, converge
vers zéro lorsque k tend vers oco.
Mélange géométrique fort
Dans ce qui suit, nous rappelons la notion du mélange géométrique fort.

Définition 1.9 -Le processus (Xi),c,, sera dit fortement géométriquement mélangeant (G.S.M),
81

ak:O(uk) avec 0 <u <1.
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Par conséquent, si (X¢),., est un processus autorégressif réel défini par (1.4) avec
les (e¢) indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) le bruit blanc (e =&, t € Z) sera
dit fort, et les (¢¢) ont une densité continue. Alors (X;) est fortement géométriquement
mélangeant (G.S.M).

Pour établir la convergence presque siire du processus sous dépendance, nous au-

rons besoin de I'inégalité classique suivante.

Proposition 1.1 [17] (Inégalité de Davydov) Si Y € LP et Z € LY sont des variables

respectivement Fi" et F 2., mesurables alors, lorsque 1 < p,q,r < oo, et 1% =+ % + % =1

[E(YZ)-EXY)E(Z)] <12(Y], IIleqa;j (1.5)

1.2 Etude globale du spectre

Nous commengons par décrire les modéles de matrices aléatoires aux quels nous
nous intéressons dans cette thése, avant de présenter certains résultats asymptotiques con-
cernant les propriétés spectrales de ces matrices. Les matrices de Wigner considérées ici

seront définies de la maniére suivante.

1.2.1 Loi du demi-cercle

Définition 1.10 Soit N € N. My est une matrice (N, N) hermitienne de Wigner si :
—ses coefficients sont indépendants,
—les parties réelles et imaginaires des coefficients sont indépendantes,
—ses coefficients ont une moyenne nulle et une variance égale o 1.
Dans le cas des matrices de Wigner symétriques réelles, les coefficients diagonauz
ont une varitance égale & 2 tandis que les coefficients non diagonauxr ont une variance égale

a 1.

Le théoréme de Wigner dont nous parlerons plus loin fournit une loi limite pour
le spectre de telles matrices. Le support de cette loi limite dépendant uniquement de la
variance des coefficients non diagonaux, nous avons choisi de normaliser les matrices de telle
sorte que cette variance soit égale a 1, tant pour des matrices symétriques réelles que pour

des matrices hermitiennes complexes.
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Plutot que My, nous utiliserons fréquemment la matrice renormalisée Wy définie
par Wy = ﬁM N. My et Wy étant des matrices hermitiennes (ou symétriques réelles),

elles ont NV valeurs propres réelles.

Théoréme 1.4 [}7] Soit (My)n>1 une suite de matrices de GUE. Alors la suite des

mesures spectrales empiriques de matrices renormalisées Wy = \/LNM N

1 N
wy = Nﬁ;éki(WN)a

converge presque sirement vers la loi du demi-cercle o:

1
do = 27 V 4 — $2H[_272]d.%'.
™

030
|

025
|

010 015
| |

0.05
|

0.00

Figure 1 -Densité de la loi du demi cercle

1.2.2 Loi de Marcenko-Pastur

De méme que pour les matrices de Wigner, Marchenko et Pastur ont montré le
théoréme si dessus, concernant le comportement global du spectre de matrices de covariance.
La démonstration peut se faire de maniére combinatoire ou par la transformée de Stieltjes,

comme pour le théoréeme de Wigner.
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Définition 1.11 Soit X une matrice aléatoire de taille (N,n) dont les coefficients sont
indépendants, de moyenne nulle et de variance 1. On suppose également, dans le cas ot les
coefficients sont complexes, que leurs parties réelles et imaginaires sont indépendantes. La

matrice Sy = X X*, de taille (N, N) est une matrice de covariance empirique.

La matrice Sy étant semi-définie positive, ses N valeurs propres sont réelles et

positives ou nulles.

Théoréme 1.5 [26] Soit (Sy)n>o une suite de matrices de LUE, avec Sy = XX* , X
matrice de dimension (N,n), telle que n/N — ¢ > 0. Alors la suite des mesures spectrales

empiriques de matrices renormalisées Sy = ﬁSN

1N

converge presque sirement vers la loi de Marchenko-Pastur de paramétre c :

p. = max {1 —¢,0} dp + %\/(m —z)(xr — 2 )l;_ 4, () dr, avec x4 = (1+ ﬁ)Q .

04

03

0.1

0.0

Figure 2 -Densité de la loi de Marcenko-Pastur avec c=2
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020
|

0.05
|

0.00

Figure 3 -Densité de la loi de Marcenko-Pastur avec c=4

1.2.3 Limite de la distribution spectrale de matrices aléatoires a entrées

corrélées

La convergence de la fonction de répartition empirique de matrices de covariance
a était traiter dans le cas de matrices aléatoires & entrées gaussiennes corrélées avec une
condition de sommabilité de la matrice de covariance des entrées. La limite est définie par
la transformée de Stieltjes et sa dérivée est la densité des valeurs propres de la matrice de
covariance.

Les composantes de matrices aléatoires symétriques (NN, N) considérées ont la

forme suivante
1 n
HN<’L,]$‘):H0<’L—]€)—|—NZX”X]€] i, k=1,2,...,N.
j=1
La suite non aléatoire Hy (i), ¢ € Z, satisfait la condition
Hy (—Z) = Hy (’L) s Z Hy (’l) = hy < oo.
€7
Soient les variables aléatoires X;;, ¢,7 € N de distribution gaussienne avec

EX;; =0, EXijXu=Vik(j—1), ouV;(j) est tel queV_;(—j) =V;(j).



21

Théoréme 1.6 [14] Soit V' la matrice de covariance de X;j;, qui satisfait la condition de

sommabilité suivante

> Vi(4)] = Vinax < oc.
1,JEZL

Alors,

a) La fonction de répartition empirique FN (A) converge en probabilité vers la
onction non aléatoire F () uand N — oo et &= — ¢ > 0.
J » q N

b) La transformée de Stieltjes m (z) = [ (A — 2)"YdF ()\), z € Ct, se donme par

1
m(z):/o g(q,2)dz, (1.6)

ot g (q,z) est une solution de l’équation
- -1
309 = (M@=t [ PO
’ 0 1+f01‘~/r(8)§(8,2)d5 ’

Hy(q) = ZEIZ Ho (m) exp {—2mimq},

v, (q) = Z’eZVj (m) exp {—2mi (mq) + jr}.

avec

Remarque 1.1 La relation (1.6) est une généralisation de l’équation

m<z>=/+°° <ﬁ0<q>—z+“’2(z))_ldq,

oo 14 v2f

donnée par [26] dans le cas ou les variables X;; sont 4.i.d. de moyenne nulle est de

variance v2.

1.3 Etude locale du spectre

1.3.1 Séparation des valeurs propres de matrices de covariances dans le

cas i.i.d.

o . . s 1/2 1/2
Considérons la matrice de covariance aléatoire By = Ty "Xy X Ty ~, ou Xy est

une matrice (IV,n) de composantes i.i.d. complexes, standards. T est une matrice (N, N)

o s e 1/2 . .
définie non négative, hermitienne et TN/ sa racine carrée.
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Dans [38], Silverstein et Bai ont montré que si la fonction de répartition de la

matrice T converge en loi vers H une fonction de répartition non aléatoire et quand

N — o0, 5 — ¢ >0, alors la fonction de répartition empirique de la matrice By converge
presque stirement vers une limite non aléatoire Fp .

Le résultat suivant établit que sous certaines conditions, aucune valeur propre de la
matrice By n’appartient & un intervalle fermé contenu dans le complémentaire du support

de la fonction de répartition limite Fi ..

Théoréme 1.7 ([39]) On suppose que

a) Xy = (ﬁXz> est une matrice (N,n), ses composantes complexes X;j sont
des variables aléatoire i.i.d. avec EX11 =0, E |X11]2 =letFE ]X11|4 < 0.

b)n=n(N) et —c>0 quand N — oo.

¢) Ty est une matrice (N, N) hermitienne définie non négative et Ti/2 est sa
racine carrée, la fonction de répartition empirique de T converge presque sirement vers la
fonction H quand N — oo.

d) | TN la norme spectrale de Ty est bornée par rapport a N .

e) L’intervalle [a,b] avec a > 0 est a Uextérieur du support de Fp . la limite de la
fonction de répartition empirique de By = Tji,ﬂXNX]*VT]{,ﬂ.

Alors, P(aucune valeur propre de By n’appartient & lintervalle [a,b] pour tout N

assez grand)=1.

Corollaire 1.1 (/39]) Si || Tn|| converge vers le plus grand nombre du support de H, alors
|Bn|| converge p.s. vers le plus grand nombre du support de Fp .. Si la plus petite valeur
propre de T converge vers le plus petit nombre du support de H, alors ¢ < 1 implique que

la plus petite valeur propre de By converge vers le plus petit nombre du support de Fp .

La preuve du Théoréme 1.7 se fait a I’aide des convergences des transformées de
Stieltjes ainsi que des inégalités des moments des suites de différence martingales et une
extension de 'inégalité de Rosenthal pour les formes quadratiques aléatoires.

Sous les mémes hypothéses, le théoréme suivant établit la séparation exact des
valeurs propres, avec une probabilité égale a 1, le nombre de valeurs propres des matrices

By et Ty se trouvant a I'extérieur de leurs intervalles respectifs sont identique.
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Théoréme 1.8 (/3]) On suppose que les hypothéses a)-e) du Théoréme 1.7 sont vérifiées.
1) Sic[l —cH (0)] > 1, alors xg, la plus petite valeur propre dans le support de
Fy ., est positive, et presque surement, )\ﬁN — x9 quand N — oo.
2) St c[l —cH(0)] <1 ou bien c[1 —cH (0)] > 1 et mais [a,b] n’est pas inclus
dans [0, zo] alors mpy, , (b) <0 et avec l'entier iy tels que )\ZIVV > —1/mpy, , (b) et )\;-FJIV\’H <

—1/mpy,  (a), on a

N

P ()\fVN > (b) et )\fNH < (a) pour N assez gmnd) =1.

1.3.2 Localisation des valeurs propres des matrices gaussiennes générale-

ment corrélées

L’étude du comportement du spectre de matrices aléatoires gaussiennes générale-
ment corrélées, établit qu’il n’y a pas de valeur propre en dehors du support de la distribution
spectrale limite de ce type de matrices qui apparait naturellement dans les applications de
traitement statistique du signal et de communication sans fil.

Pour fournir des propriétés du spectre de matrices gaussiennes généralement cor-
rélées, c’est-a-dire des matrices dont les colonnes sont des vecteurs aléatoires indépendants
de moyenne nulle mais ont des covariances différentes, on considére la matrice de dimension
(N xn), Xy =(X1,Xo,...,X,,), ou les vecteurs colonnes X; vérifient ’hypothése suivante

H; : (X;);_, sont des vecteurs complexes gaussiens de moyenne nulle et de covari-

ance I'; avec,

inf min Ay () > 0, sup max Ay (I';) < oo,
N 1<i<n N 1<i<n

ou A\ (I';), An (I';) sont la plus petite et la plus grande valeur propre de T';.
Hs : ey =  vérifit 0 < liminfey < limsupey < 1.
Le résultat suivant établit que zéro n’appartient pas a Sy le support de la distri-

bution spectrale limite de la matrice %X NXy-

Théoréme 1.9 (/22]) Sous les hypothéses Hy et Ha, 0 ¢ Sn. Plus précisement, il existe
€ > 0 tel que:
[0, 6] NSy =0.
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Pour conclure on ajoute le deuxiéme résultat qui établit que presque stirement

aucune valeur propre de la matrice %X N X} n’existe dans S§;.
Théoréme 1.10 (/22]) Supposons qu’ils existent € > 0 et deux réels a,b tel que:

la—e,b+e[NSy =0.

Alors, avec une probabilité égale & 1, aucune valeur propre de %XNX}‘{, n’appartient a

Uintervalle [a,b] pour tout N assez grand.
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Chapitre 2

Loi asymptotique de la distribution

empirique des valeurs propres

2.1 Représentation scalaire du processus AR(1)

2.1.1 Introduction

On considére la matrice aléatoire
By = XNTy XY, (2.1)

ou Xy = (\/iﬁXij) est une matrice de dimension (N,n),i=1,..,N;j=1,..,n(N) et T est
une matrice diagonale de dimension (n,n) indépendante de X . La fonction de répartition

empirique des valeurs propres A; de la matrice By est définie par

B 1 N
FBY (2) = £ 3. Ty sa(0).
=1

Notre but est d’établir la convergence presque sire de la fonction de répartition

empirique des valeurs propres de la matrice By = X NTNXfV, ol les composantes X;; de la

matrice Xy satisfont pour chaque i la relation d’autorégressive AR(1):
Xijr1 = pXij + €ijra, jz1 (2.2)

ol (gin,n € Z) sont des v.a. de moyenne 0 et de variance 0 < +o00, le paramétre p est tel

que |p| < 1.



26

On commence par une troncation et une centralisation des v.a. Xj;, soient

. . . . . 1 .
Xij = Xij ]I(‘Xin\/N), By = XNTnXy on Xy = <\/NXij> g (2.3)
N X . - . . S L
Xy =Xy — B (Xy ), By = XyTy X on Xy = <\/NXij> : (24)
et
Xij = Xij Ijxyicmn — BXi Lixg i<y (2.5)
_ _ _ _ 1 _
By = XnyTwX4y on Xy=(—2=X, ).
N NLINAN N <\/N J>
Pour j,l =1,2,...,n, soit g; la jme colonne de Xy :
_ 1 - = t 1
q; = ﬁ (le, ...,XNj) = ﬁvjy (2'6)
et
B(]) = B(]j) = BN — Tj(jj(jj-, (2'7)

ou 7; est le ji®me glement diagonal de la matrice Tyy. On définit

N ZU( ) = Q'JN = i 3 i s (28)
J W7 N&Z1+ TIM B, (2)

ol myp, et moBg sont les transformées de Stieltjes des f.d.r.e des matrices By et B(j)

respectivement.
On pose

5 ~1 = ~1 —1
Cly = (B —=1)" ot Cy = (Byy — 2I)~ (25— 2) - (2.9)
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2.1.2 Reésultat

Théoréme 2.1 On suppose que

a) Pour N =1,2,..., Xy = (=X, ) est une matrice (N,n (N)), avec des lignes
) ) ) ) \/N 9 9 g

indépendantes et une relation d’autorégressive (2.2) dans chaque ligne, les composantes X;

ont des moments finis et w — ¢ >0 quand N — oc.

b) Ty = diag (T1,....,Tn), Ti € R, et la f.d.r.e. de T converge presque sirement
vers la fonction de répartition H quand N — oo.

¢) Les matrices X et Ty sont indépendantes.

d) Pour k = 1,2 et j = 1,2,...,n, les matrices Cé“j) définies par (2.9) satisfont
Blvict,v; - wcly|
Alors, la f.d.r.e FBN de la matrice aléatoire By = XNTNva converge presque

< KN3, ou K est une constante positive.

strement vers la fonction de répartition F, dont la transformée de Stieltjes est donnée par

mr (z) = — <z—c/m>l; z€CT. (2.10)

La preuve de ce théoréme se fait en plusieurs étapes rédigée dans la section suiv-

ante.

2.2 Preuve du Théoréme 2.1.

Le paragraphe suivant introduit la premiére étape de la démonstration du Théoréme

2.1.

2.2.1 Variables tronquées centrées

On note les matrices Xy et Ty par X et T pour alléger les écritures et on procéde
pour les remplacer par des matrices convenables a notre étude. Toutes les convergences sont
faite lorsque N — oo.

Pour 6 > 0, on définit

Ty = diag (T1L(jr,|<p)s > Tal(jr,|<0))

et soit () une matrice (N,n). Si 6 et —0 sont des points de continuités de H, et sous les

hypotheses a), b) du Théoréme 2.1, et le lemme 4.4, on a
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t ¢ 1 n
HFQTQ - PR < g (T—Ty) = Z (Ir:1>0)
nl®m
< Nﬁ; (jri|>0) = cH{[=0,0]"} ps
donc si, # = 0 — oo alors
HFQTQt _ pOnQ’ H 0 ps. (2.11)
Choisissons 0 = 0 telle que
4 2 2 1
07 B3 1Xul Lixyzmny + 57 | =0, (2.12)
et
o /8 1/6 1

e Pour monter que D (FBN, FBN) — 0 p.s, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.1 Soient X = (\/%Xij) une matrice (N, n) vérifiant ’hypothése a) du Théoréme

2.1, X = (\/NX”> une matrice (N, n) avec Xij = Xij H(\Xij\<\/ﬁ)’ et Ty = diag (7’1]1(‘7159), ooy Tl

pour 8 > 0. Alors, on a
D (FXTQXt’ FXTeXt) =0 p.s.

Preuve En utilisant le corollaire A.42 de [2], on trouve

t %% ot 2 N ~ 1/2 1 . N\t 1/2
D (FXTX, pXTXY) < <Nt7“ (xTpx" + XTgXt)> <Ntr (x-X)m (x - X) ) .

Donc,
2 (P XTyXt XTpX? 20 t > ot 0 t > 1t
D (F o X' pXTy ) < Ntr(XX +XX) Ntr(XX —XX)

< [;tr (XXt — X’Xt) + ;trXXt] [?jtr (XXt XXt>] .

(Irnl<0))
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Pour montrer que cette distance tend presque stirement vers 0, on montre que [%tr (X Xt— XX t)}

tend vers 0 et [%trf( X t] est bornée presque stirement . On a

E 9215 XX - XX')| = —QQE X2 1
NT< - ) - N2 Z i (1X2VN)
ij
0? )
= N (EX11 L xaiz ﬁN)) —0,

puisque (2.12) donne

2
0<6°F |X11‘2H(\Xu\z\/ﬁ) < O0*E5 | Xu1|* L(jx,y 2 ) — O

Pour la variance, on a

Var [i)\jtr (XXt — )A(Xtﬂ

0! 2 2 2
= i |F Z\Xiﬂ Lixyevmy | —E Z'Xij’ Hixsi=vay | |
1) )

et
2

2 _ |4
E Z 1] H(\Xw'lE\/N) =B Z X H(‘Xii‘z‘/ﬁ)
ij )

+E Z; (!Xij\zﬂ(mj\zﬁ)) (’Xi”zﬂ(lxmzﬁ))
i

2 2
FE D 2 Xl L izvm | 22 Kl L, v
itk \ j j

J
4 2 2
< nNE (|X11| H(\XHIZ\/N)) +N)>» E <|X1j| ]I(|X1j\2\/ﬁ)) <|X1l| H(‘XU‘Z\/N))
l

J#
N2 E? (X0 I, s vw))
Par l'inégalité de Davydov (1.5) avec 7 = [ — j, on obtient
2 2
i

2 2 2 6 3
<2 (IXul* Ly oy ) + 2485 (X0 L, nvm)) Do

r>0
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Comme les (X;;) pour tout ¢« = 1,2,...,N et j = 1,2,...,n, vérifient la relation (2.2)
d’autorégressive réel d’ordre un, alors elles sont fortement géométriquement mélangeantes

1
(G.S.M); par suite a, = O (p") o1 0 < p < 1, et la somme > a7 est finie. Donc, on a la

>0
borne
0? t_ Yyt 6t 6
Var | tr (XX —XX) < KB (|X11| ]1(|X11‘2ﬁ)),
qui est sommable par (2.13). On a aussi
4o 4 )
B gtrXX') = FE | 21Xl I, icvm)

ij

4

~ )) — 4eE | X11)? = dey.

| X11]<vVN

Un calcul similaire de la variance précédente, permet d’écrire
4 oy 1 2 6
Var [NtrXX} <K B (|X11\ ]I(‘XHK\/N)),

qui est sommable. Par le lemme de Borel-Cantelli, on trouve %tr (X Xt— XX t) — 0 et
%trXXt — 4c¢y p.s. Donc D (FXT"Xt,FXT"Xt) —0 ps m

En utilisant les relations (2.11), (1.1) et le Lemme 2.1, on aboutit a

D <FBN,FBN> 0 pes. (2.14)

e Comme le rgF (X') <1, par le lemme 4.4, on a

HFBN —FBNH 0 (2.15)
puisque
HFBN _ FBNH — HFXTXt _ FXTXt < %,’,g <X _X)
92 N . N 2
< Zpg(X-% E(X)) <=
= NTg( * =N
e Soient
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Donc,

X = Xij Ix;j1>m Ny + EXij I(x;;1<m N>

et

Alors, par la relation (1.2), et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

5 _ _ _ ~ - _ _ 2
D2 <FXT0Xt — FXTeXt) < %tr (XTgXt _ XTgXt)
1 _ _t\ 2 _ _t\ 2
= N{t?“ (XT@X ) +tr (XTgXt —|—XT9X >

+2tr (XTgXt + XTpX ) (X >
1 _ t
N{tr (XTQX ) + 4tr < 9Xt> (XTQX )

1
_ _ N\ 2] 2
+4 |tr <XT9X> (XTQX) (XT@X) }
_ o _t\ 2 o\ 2
T (XTgX) < 0%tr (XX) ,

_ _t O\ 2
tr (XTgXt ~ XTpX ) < | 6%r (xx ) tr (X X1)?

I><u

IN

Comme on a

et

Pour montrer que

D (FXTGXt,FXT9Xt> 0 ps. (2.16)
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Il suffit de vérifier que
(== 1
94Nt7' (XX ) — 0 ps et Ntr (XXt)2 =0(1) ps. (2.17)

2.2.2 Lemmes auxiliaires

Les lemmes suivants dont les preuves se trouvent en appendice, donnent des bornes
de l'espérance et de la variance de la trace de la matrice (XXt)2 oun X = <LXZ-]->

vN
(i=1,2,..,N; j=1,2,....,n). Soit

1 [N
tr(Xx)?= S (AL + 2 A%, (2.18)
N2 \i=1 iZk
ou
Aii = 3 X5, A =Y. XijXij. (2.19)
i=1 j=1

On note par K la constante positive qui peut prendre des valeurs différentes d’une ligne a

Pautre.

Lemme 2.2 soit X = (- X;;) une matrice (N, n) qui satisfait Uhypothese a) du Théoréme
VN

2.1. Alors on a

My < B (tr (XX)*) < 0, (2.20)
ol
K 2
M = N{nE IX1u*+n (N +n—2)E*| X1 ]* — E5 | X11[%Y,
et
K
My = —-{nE X'+ n(N+n—2)E* [ Xp|? + B3 | X0 |° + (N — 1) B3 | Xq1 ).
Pour la variance, on a
B (i (XX)?) = SE(L A Y AY)
NS
2
- E<§:A2> vE(T 2
N4 = i1 Z ik
1 2 N 2 2 2 N 2 2
=1 i#k 1=1 i#k
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Avec
N 2
(Sr) = S8 )+ 3 B4 B (4
i=1 i=1 i#k
N N-1
= Y E?(A)+N Y E*(47),
i=1 =1
et

2
(szk) SR+ Y E () E (L)
ik

i7#k i#k
+
I#K
= Y B (AR) + N(N 1) X E* (A7)
ik itk

D’autre part,

E(tr (XXt)Q)Q _ Ll iy Ay
N4 ] (] Z ik
1 N 9 2 5 2 N ) )
i=1 i#k =1 i#k
on a
N 2 N
B(S4) - B|sAbe T £
=1 i=1 ik
N
= Y E(A;) + X E(ALAR)
i=1 ik
N
= ; (A%) + ;:E (AZ) E (A7)
N N1
= (AL +N 3 E* (A7),
i=1 i=1
et

B (z A%k) L Y BY)+ Y B ()

ik i#k ik
”
14K
= Y E (Aélk:) + > F (Asz) E (A%K)
i#k i#k
I;:K

= S E(AL)+N(N-1)Y E*(A42).
ik i#k
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ik

Alors

var (tr (XXt)Q) (2.21)
<1{%E(A4-)+ZE(A4)+2[E<§A2.) S A —E<%A2->E S A2y
= N4 = i ik = % i ik & i ik .

ik

Les résultats suivants aident & majorer chacun des termes de (2.21).

Lemme 2.3 Sous les hypothéses du Lemme 2.2, on a

4
N N n
YN EU)=E(Y ( X) < K{N'E'| X0 > + N*[B3 [ X |°
i=1 i=1 \j=1

+E X1 P B3 [ Xn|® B3 | X0 + N2Es | X0 |0 Bs [ Xu |2 Es | X + B3 | X2}

Lemme 2.4 Sous les hypothéses du Lemme 2.2, on a

4
> E (-A?k) = E X | X XXy < K{N4E4 |X11!2 +
i#k i#k \j=1

N3[E? | Xn|* B3 | X11|® B3 | X11|"2 + E3 | X1|%]).

Lemme 2.5 Sous les hypothéses du Lemme 2.2, et pour Ay, A définies par la relation
(2.19), on a

(S48 T A ) - (S4) (S48 ) < KvE Xl £
i i£k i i£k
+NES | X0 |° + B | X0 P B3 | X0 E5 (X0 + B | X0 B3 | Xu ) +
N2[E3 | X0 | E|Xul? + E3 | X1 |2 + B2 | X1 |2 Es | X0 |'® + Fs | X0 B3 | X11]%)}.
Par les Lemmes 2.3, 2.4 et 2.5 on en déduit une majoration de la variance

K
var (tr (XXt)Q) < W{N‘lE | X11)* B2 X1 2 (2.22)

+N3[E% \Xll|6 + Jop |X11|4 B3 |X11|6E% |X11|12 + E |X11|2E% |X11|9]
FN2[ES | X110 B | X112 + B3 | X P B X0 P + E3 [ X0 |2 + B2 | X1 |2 Bs | X1}
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2.2.3 Esperance et variance de trace de matrices d’entrées tronquées cen-

trées

Comme F <X11> =0 et Xz‘j = Xij H(\X¢j|>lnN) + EXZ‘]‘ ]I(|Xij\§lnN)7 alors

_ 2
E ‘Xll

= war <Re)_(11> + var <Im)_(11) (2.23)
= var (Re X11H(|X11\ZlnN)> + var (Im Xll]l(\XlﬂzlnN))

E (‘XH

IN

2
‘ H(X11|21nN)>

IN

2
2
2<E|X11’ Lo vepxae) + [EX0I(x,1cvm)| P (X0l ZlnN))

< kE \X11|2H(|X11|21nN) — 0.

Pour p > 4, on a

E ')__(11 ’ < oot (E ‘Xn‘pﬂqxn\zmz\/) + ‘EXll]I(\X11|<1nN)‘p> (2.24)
< PODE X0 L, ng iy oym) + (22070 +227) (B 1Xu )
< hy (N BIX0 T vy vmy +1) -
On a aussi,

_ s B 2
ElXu|” = E)Xu I(x1) <Ny — EX11 H(|X11|§1HN)‘
. X X X 2
= E)(Xll — EX11 )x,, )< ) _E(Xll - EXny >]I(|X11\§1nN)‘
2
B Ty~ B0 o]
2
= E|(X1u Ijx,<mn) — BEX1 Igxy, <mn)]
= E|(X11 Ijxy,<nm)” + (EX1 Iixg<n )’ = 2(X11 Iixy<mv) (BX11 Lixg <))
< E|Xy|?,

par conséquent,

o2
E ’Xn’ <E|Xu | (2.25)
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Une application du théoréme de la convergence dominée, donne

S 12 2 Ug
E|Xul" = E|Xul"=y= et (2.26)
Pour p > 4, 0n a
< b1 S|P o P

E|Xu|" < 2 <E‘X11) I x1i <Ny + ‘EX11H(|X11\§1nN)‘ ) (2.27)
< 2207y (Eanl”HuxmsmN) T (22(p_1) +22p_1)> (E‘X“HUXH'SIHN)DP)
< KE|X1ulPTjx, <N
< K(nNY2E|Xy)?

K~ (InN)P~ 2.

Comme les (X;;) pour tout i = 1,..., N et j =1,...,n sont fortement géométrique-

ment mélangeantes (G.S.M), de méme les (Xij) et les <)_(ij> le sont aussi, puisque

Xij = 9(Xij) et Xy = h(Xyy),

avec ¢, h fonctions mesurables.

Espérance de trace de matrices d’entrées X;;

En utilisant (2.20), (2.12), (2.23) et (2.24), on peut vérifier que
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_ 4 _ 2 _ 6
1 _ o\ 2 K nE‘Xll +n(N+n—2)E2 X1 +E% X1
E|=0%r| XX < —
—|—(N— 1) Es3 | X131
1= ! =R L TP E= S T F=
< K¢! NE‘XH +E2‘X11 +mE5 X1 JrNE‘Xll ]
[ 1 4 | 2 i
- 2
< ) 4 3
L N2 |:NE ’X11| H(lnN<\X11|<\/N) + 1:| ]
[ 1 4 | 2 1
< ket N [E X0 T v x0j<vmr) T 1]+ B2 X0 P L, o vy +
< 2 2
i ﬁ [N3E3 | Xu|* H(lnN<\Xu\<x/N) + 1} ]
< Kot E X1l Ixysmn + 5 + B2 X1 I x50 8+
= 42
I ﬁN?)Es |)(11’2 ]I(\X11|>lnN) + % |
< Ko E |X11|2H(\X11|>1nN) + % + E? |X11|2H(|X11|>lnN)+
= 2 2 9
I %E3 | X117 I x1, > ) |
2
L 4 - 4| -2 2 1
E N@ tr | XX < K6* |E3 |X11‘ H(\X11\>1HN) + N — 0.

Variance de trace de matrices d’entrées X ;

Pour la variance en utilisant (2.22) et (2.13), (2.23) et (2.24), on a

2
+ N3[E3

6

2 4
1 — - 98 - - -
var N04tr (XXt> < 17(]\76{1\74]3‘)(11 E? (X1, X1

4
1
E3

6
1
E3

9
|+ N2[E3

6
1
FEs

12
1
Es

24

_ _ _ 12 _ 2 _ _ _ _
-|—E% Xll Xll Xll —I—E‘Xll E% Xu Xll Xll Xll

4
2
+E3

12
LB

12
1
Es

18

I}

15

—|—E% XH E% Xll Xll Xll Xll
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2
1 i 63 4 9 2
var Nﬁ“tr (XXt> < KW{N“ (E\Xul Lon nepxin<vm) 1) (E [ X1l H<|Xu\>1nN>)

W=

+N3[(NE X0l Ly <y <v) + 1) <N2E X111 T v <vm) + 1>
1

+ (E |X11|4]1(1nN<|X11|<x/N) + 1) : <NE |X11|4H(1nN<|X11\<\/N) + 1)

(N4E X0 L v <) + 1) + (E |X11|2]1(\X11|>1n1v)> (NgE Xl Ly vy xnevm) + 1>§]

+N2[(NE X0 g <0 <vi) + 1)"1” (N 1X 0 g <1y <y +1)

<N10E X1 T < <vm) + 1)é + (N%E X1 T < x00 <) + 1)

<E|X11| L v<xnj<v) + 1) ( ‘BIXu! L vexanj<v) + 1)

4 4 7 4
+ (N 1X0 Ty <xangevm) + 1) (N E1X0 1 Ty < evm) +1) T

W=

Wl
Wi
ol o=

Bler
[N

2
1 4 > ot 3 1 4
var N@ tr (XX) < K6 {N (E\X11| H(lnN<|X11\<f) + 1) N4/3E|X11] H(1HN<|X11|<\/N)

1 2 4 1 1 4 1
N4/3E3 [ X1 H(lnN<\X11|<\/N) + N4/3E3 [ X11] H(lnN<|X11\<\/N) + N3
1 1 4 ]. 1 4
+N4/3E6 | X11] ]I(lnN<\Xn|<\/N) + WE3 | X1 ]I(lnN<|X11|<\/N)
]. 2 4 ]. 1 4 1

+

2
L 4 - 8 1/6 1
var Ne br (XX> < Kv |:N7/6E/ ‘X11| H(lnN<|X11\<x/N) + N2 |-
Donc

1
N2

2
o0 - - o0 1 4
2 v aG (XXt> <K Y 98[ EYO 1 X101 Ty ey <v) + ] < oo



D’ou le résultat

Reste & montrer que

1 L
Ntr (XXt)2 =0(1) ps.

Espérance de trace de matrices d’entrées X'ij
On étudie la convergence de
1 _
E [Ntr (XxH)* ] .
En utilisant (2.20) et (2.25)-(2.27), on trouve

K _ _ i 1
B Xl (V40— 2) B X - B5 X'} < B [Ntr (XXt)Q]

< %{nE (X" +n (N +n—-2)B?|Xu> + E5 | Xu|+ (V- 1) B5 | X0 *},

8
n (n 2 91 12 (InN)3 1 < o2
K{N<N+1—N>E [Xu [ =z < B |t (XX)

ol

In N)? 9 ] InN)5  (InN
< gy )+”(”+1—>E2\Xn\2+(n )¢ ()

N N N \N N N2 N b
8
(InN)3 1 o ot 2 n(n 2 205 (2
K{——m—} < B|3tr(XX)" |- S (5 +1-% ) F[Xu|
8 4
n (InN)®> (InN)s (InN)s
K{—
s My~ T TN b
1 S S 2 n(n 2 215 |2
E[Ntr(XX) ]—N<N+1—N>E | X1 |” —o0.

Donc

E Htr (XX")? ] 2 [e(c41).

39
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Variance de trace de matrices d’entrées Xij
Pour la variance, par (2.22), (2.26) et (2.27), on obtient

1 - - K S o v
var (Ntr (XXt)2> < ﬁ{N‘lE X | B2 | X |* + N3[ES Pt

+E: ‘X11‘4E% |X11‘6E% ‘Xn}u +F ‘Xu‘zE% ‘Xn‘g] +N2[E% ‘X11‘6E% }X11|12 Es ‘X11‘24
+E3 ‘Xn‘w Ei ‘X11‘4 + E3 ‘Xn‘m + BT ‘Xn}u Es |X11‘18]}7

2 16/3 17/3 14/3
1 N (InNV) (InN) (InN) (InN)
var <Nt7" (XX ) < K{ e + 3 + N3 + N3
(lnN)20/3 (]_n N)35/6 (lnN)4l/6
+ N + N + Ni
17/3
= - In N
var <tr (XXt)2> §K(DN?,) ,

qui est sommable. Donc,

1 o
Ntr (XXt)2 =0(1) ps.

D’ou (2.17) s’obtient et par suite (2.16).

Ce résultat avec (1.1), et (2.11) nous permet d’écrire

D (F)ZTXf F)‘(T)‘ﬁ) < D (FXTXt FXTng) D (FXTgXt F}?Tg)‘(t)
+D (FXTQ)_(t7FXTXt>

)

Par suite,

D (FXTXt,FXTXt> — 0 p.s.

Avec (2.14) et (2.15) montrer que

D ( FXT Xt, FH,c) — 0, revient a établir que
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D (FXTXt, FH) 0,

ou encore par (1.3), pour z € C*

Mpxrxt (Z)?lf-mFH,c (2).

Soit diag (E ’Xu ‘2 ™, .., E ‘XH ‘2 Tﬁf) une matrice diagonale qui satisfait I’hypothese
b) du Théoréme 2.1, avec laquelle on va remplacer la matrice 7. On remplace aussi la ma-

trice X par (1/ E }X11|2> X.(E ’)_{11‘2 > 0 pour N assez grand). Comme

2

< InN + E|Xj1], on a pour N assez grand(l/ E ’X11‘2> ’Xij‘ <alnN,

avec a > 2. Soit log N le logarithme de N avec la base ea (i.,e aln N =log N).
Dans la suite pour simplifier les notations, au lieu de By = XTX? on écrit tout

simplement By = XT X!, avec X = (ﬁXij) , ol

(1) X;j sont (G.S.M) pour tout j et i fixé.
(2) |Xy| < log N
(3) E(Xy) =0, E|X1 > =1.

2.2.4 Convergence de la transformée de Stieltjes

Sous les hypotheses a), b), ¢) du Théoréme 2.1, on procéde pour montrer que pour

tout z € CT

On peut utiliser la relation
¢ (BH7) " = Ty B (2.28)
et le lemme suivant.
Lemme 2.6 [38] Soit C' = (Cj;), Ci; € C, une matrice de dimension (N, N) avec ||C]| < 1
et X = (X1,..,Xn)", X; € C, ou X; sont i.i.d. et satisfont les conditions (2) et (3). Alors
E|X*CX —trC|® < KN3log'? N,

ot K ne dépend ni de N,C, ni de la distribution de X;.
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c 12 . t
Considérons maintenant le comportement de FX7X". On a

t 1 N 2 N 2 N 2
=1 =1 =1
n N N N
< g (X P X Kol o X X0
=1 =1 =1
N
n
< N Z ’Xi1’27

N
I
—

d’ou
Loxtx < 2 %\X E
S = 12
n _Nizl il

D’apreés le lemme précédent, avec C = I, et X = (X711, Xo1, ...,XNl)t ,on a

N 6
E|Y |Xa|*— N| <KN3log"? N,
=1
par conséquent
1 6 1 o Klog?N
El-trX'X -1 <E|=Y |Xa*-1] < —*—
n B ‘Ni;’ al ‘_ NE
Ve > 0,
1 1 1 6
WP(|-tr XX —1] > )< 5 Y El-trX'X -1
N n E°'N n
1  Klog'?N
S G2 TNs >
Donc

1
“trX'X -1 ps.
n

Ce qui implique que la suite {FXtX} est tendue presque stirement. Comme, F7 — H p.s.
il s’ensuit de la deuxiéme inégalité du Lemme 4.2 que {F XTXt} est aussi tendue presque

stirement,
FXTX" tondue: Ve > 0,F|XTXt|{(y,oo)} <e.
Soit{FBNz‘} une sous-suite de {FP®¥}, on a

Ve > 0,Vz > 0,0 < FBVi{(z,00)} = FXNiTNintVi{(m,oo)} <e.
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Donc

FBNi{(z,00)} = 0 p.s. et FPN:{(0,2)} 2 1 p.s.

Ce qui prouve qu’il n’existe aucune sous-suite de { FB~} convergente vaguement vers 0.
Ainsi, pour z = u+iv € C* fixé, la suite { PN} satisfait les conditions du Lemme

4.7, et dm > 0 tel que,

r—z

- ([ e )
- ([ e ©)

inf < / s e (”3)>
it </_Zz vt @))

v . B
2 (m? + u?) 4+ 2 1]1%7fF Y l=m,ml,

5 = infIm(mpay (2) = inf Im < / L appy @;))

v

Y

donc

0 >0 p.s.

Dans ce qui suit, on procéde a montrer que pour z € CT,
—(z—az)" —mpey (2) =0 quand N — oo .
Pour 5,1 =1,2,...,n , soient

-ieme

gi(=q)) la j colonne de X,
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Ecrivons

By = XTX!
By—z2I = —(z—2)[+XTX"— 2l
—(z—2) " (By—2I) = I—(z—2) " (XTX"' - al)
~(z—a)'T = By—2)"'—(z—2) N (XTX"—2I) (By — 2I) "
~(z—a2) "I =By —2I)"" = —(z—a) " (XTX'—al)(By —2I)"".

On calcule la trace des deux membres

(x—2)"t—mpy(2) = (x—2)""— %tr (By — zI)*

= % (z—2z)""tr [(XTXt —aI) (By — zI)—l}

= % (x — z)fl tr [(]il qujq;f — x]) (Bn — 21)1] .

Par la relation (2.28), on a

_ -1
(BN — ZI) 1 = (B(]) — Z[ + qujq§)
1 1
= —— (B — #I)
1+qu§- (B(j)—ZI) lqj /
D’ou
(x—2)"" —mpy ()
1 e 74545 - 1
= —(z—2) tr|> —— (Byjy—=2I)  —xz(By—2I)"|.
N =11+ 70t (Byy — 1) g 9
Alors
1 n .
(z—2) " —mpy (2) =+ > N d;, (2.29)
N 3 1+ T1impsy (2)
avec
dj = dY
_ 1+7m z _
= (@-2" " FBN()I ¢ (B —=1) " q;
1+ 7545 (Byy —2I) g5
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Par le Lemme 2.6, on a

Klog? N

9 6
Ellgl2 -1 < 225,

et par ’hypotheése d) du Théoreéme 2.1, on a

1 1 1 6 K

E|q (Byy— =) ¢ — Ntr (B(j) — #I) < L
et

—1 1 1 1 TN L ¢

Bla; (B —=1) " ()= 2) ' 1) 4 = 5tr By = =1) " ((wy =) 1)| < 15
Ce qui est suffisant pour assurer que
i 1* = 1], at (B = 21) "y = Ftr (B —21) 7'
maxmax ¢ -1 -1 1 -1 -1 — 0 ps.
7= ¢ (B —=1) " ((2g) =) 1) 4y = %t (B = 21) " ({2~ 2) 7' 1))|
(2:30)

Par le Lemme 4.5, on a

1 _ 1
‘Ntr (B(j) — =1) R (By —2I)7Y < No 0 quand N — oo,
donc
1
‘mFB(]) (2) —mpny (z)’ < No 0
On a aussi

mpsy (2) = d; (B = 21)

.
— 0,
donc
—1
Iyggmax[‘mFB(j) (2) —mpsy (2)|, |mpsy (2) — q} (B(j) —=1) qj‘] — 0. (2.31)

Pour N assez grand tel que

N

-1
Ijnga;(max[‘lmmFB(j) (2) —Immpgsy (z)) , }ImmFBN (z) — Imq§~ (Bg) — 2I) qj‘} <
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On a pour 7,1 < n,

14+ 7jmpsy (2)

2 -1
-1 <f’m sy (2) — a5 (Byy —21) " g
-1 FBN 7 \20) gl
L4745 (By) —21) g5 g
et
Ti Ti
_ < = — : .
l+1mmpey (2) 1+ TIM LB (2)] ~ &2 ‘mFBN (2) PG (z)‘
Donc
1 2 Ty 12 T
r—xn| = |= -
‘ (j)‘ NS 1+ 1mmpsy (Z) N l; L+ 7mm B (2)
1 2 T Tl
< — _
= N ; L+7mmpsy (2)  1+7im s (2)
n 2
< N2 ’mFBN (2) = m 5 (z)‘ — 0 quand N — oo.
Par suite
1 .
max max J;ijFBN (Z)_l -1, ‘l’ - x(j)H — 0 quand N — oo. (2.32)
Jj<n 1+ T]qj (B(]) ZI) q;
En utilisant les Lemmes 4.5, 4.6 et les relations (2.30)- (2.32), on trouve que
maxd; — 0,
i<n
en effet,

R RN
T (o) Ty |~ @0 =2 6 (B —2D) g
+ () —2) 1
d;] = —% (:L‘—z)fl [t'r’(BN— zI)fl—tr (B(j) —z]) }
—% @ =27 (B —20) T = (3 - 2)
~% (e %) [““ (B —=1)" <1 - HT(jmf”iN ()Z)—lq)]

1+T]~mFBN(z) 1 1
- L Lz —2) " (B — 21
1+qu§ (B(])le) 1qj N (x(J) Z) r ( ( ) z )
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Ou encore

L
03

14+ 7jmpsy (2)
1
L+ 7548 (Byy — 2I) g

2
dj] < |z — x| lg;]I° +

1
(zgy —2) & (By) —=I) g
— % (wgy —2) " tr (Byy —21) 7

11 1 1
N2 T W <N @ = ()| 113) 52 |

— 0 quand N — oo.

14+ 7jmpey (2)
=)
L+ 745 (Byy — 2I) 4

_l’_

14+ 7jmpey (2)

1+ qu§- (B(j) — ZI)_I q;

Comme
T;j 1
< N
L4+71impey (2)| ~ 6
on conclut par (2.29) que
(x—2)"'—mpy (2) =0 quand N — cc. (2.33)

2.2.5 Expression de la loi limite

On considére une sous-suite {N;} telle que m . ~ converge vers le nombre m.
F @

Comme
-
fr) = 1+7mm
est bornée, et
T 1
_ < _
L e

implique que

n . n .
iz Tj _izTiﬂ SE%
N; j=1 1+ijFBNi (Z) N; =1 1—|—ij N; §

‘mFBNi () — m‘ — 0,

alors

ol

avec (2.33) on conclut que
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Par conséquent, m est unique (section suivante), et on doit avoir mpsy — m p.s;

et en utilisant (1.3) la preuve du Théoréme 2.1 sera compléte.

2.2.6 Unicité de la limite

Le lemme suivant permet de montrer 'unicité de la limite établit dans le Théoréme

2.1.

Lemme 2.7 Pour z = u+iv € CT, il existe au plus un m € CTtel que

TdH (1) -t
=—|z- —_ . 2.34
m (2) <Z C/1+Tm(z)> (2:34)
Preuve Supposons qu’il existe deux solutions Mj et My € CT de I’équation (2.34), on a
TdH (1) -1
My = _ 2.35
! <C/ 14+ 7M; Z) ’ ( )
TdH (1) -1
My = —_— — .
2 <C/ 1+ TMQ Z>
Donc
1 1
My — My = - ;
TdH (T TdH(T
(T ) ()
et
T T
My — My, = — H
! 2 <c/1+TM2 1—|—TM1d (T)>
/ rdH (7) ! / rdH (7) !
c| —+=—=z c| ——%-—=z .
1+ 7M; 1+ 7Ms
Par suite

7_2

(L+7My) (14 7M3)

) )

Comme My # M on a

Ml—MQ = C(Ml—MQ)/ dH<T)

7_2

L= c/(1+TM1)(1+TM2)

L) )

dH (T)
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Par linégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

C</|1 +T:M1 ) </|1+TM2 (T))é (2.36)
- -1
(f53-)" (f-))

D’autre part, par (2.35), on a

1
M, =
TdH(T) .
(Cf 1+7(Re(M1)+iIm(M7)) (’LL * ZU))
B 1
B (147 Re(M;))— T21m(M1) .
(cf L dH () = (u+iv) )
_ 1
o ( r(1t7 Re(My)) _ 2 Im(My) ’
( u+tcf TESSyaL dH (1) z<v+cf [ESSyaL ydH (T )))
et
1 Re (M 2 Tm (M-
My = (—u—i—c/T( T e(Zl))dH(T)—i—i(v—i—c 7" Im (M) 1gdH(r)>>
|1+ 7 M| |1+ 7 M|
/TdH -2
1+’7’M1
Donc )
TdH (T B
Im M v+ clIm (M) / >‘ /
b < ' \1+TM1 1+7'M1
Comme v > 0
72 TdH (1) -2
Im M; > c¢Im (M /dHT c/—
! (M) ]1+TM1\2 (7) 1+ 7M;
Par suite
2 dH (1 -2
c/ T ’ /T (2.37)
|1+7’M1’ 1+TM1
De méme
dH (r —2
/ ‘ /T (2.38)
|1—|—7'M2 1—|—7'M2

La contradiction de (2.36) avec (2.37) et (2.38) implique que M; = Mas. Ce qui

prouve que la solution de (2.34) est unique. m
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Chapitre 3

Distribution spectrale limite des

matrices de processus linéaires

3.1 Introduction

Les modéles de séries temporelles connus sous le nom de modeles ARM A peuvent
inclure des termes autorégressifs et, ou des termes de moyenne mobile, nous exprimons X;
en fonction des valeurs passées de X; et, ou des erreurs passées ainsi qu’une erreur de temps

présent. Le modéle de moyenne mobile d’ordre ¢ , noté M A(q) est:
q
X = Zejé't_j, te Z
j=0

ot les 01, ..., 0, sont les parametres du modele et les €4,6¢—1, ...,€4—4 sont les termes d’erreur
du bruit blanc.

Un modele AR(1) est un modeéle linéaire qui prédit la valeur actuelle d’une série
chronologique en utilisant la valeur temporelle immédiatement antérieure. Un terme au-
torégressif dans un modeéle de série chronologique pour la variable X; est une valeur décalée

de Xt.
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Nous verrons qu'un modele AR(1)
Xie=pXi1+¢e ,t€e”Z

peut étre converti en un modéle M A d’ordre infini:

o)
Xt = ijetfj-
7=0

Cette sommation des termes de bruit blanc passés est connue sous le nom de représentation
causale d'un AR(1). En d’autres termes, X; est un type spécial de M A avec un nombre
infini de termes remontant dans le temps. C’est ce qu’on appelle un M A d’ordre infini ou
M A(oc0).
Considérons le modéle
)
Xy = ey, vt >1 (3.1)
j=0
ot X(4) et g() sont des vecteurs de dimension (N x 1) et ¢b; matrice carrée d’ordre N avec
Yo = IN.

Définissons la matrice d’autocovariance par

r,=E (X(t)X(*M)) =3 s u=0,1,..
j=1

L’estimateur de I',, est la matrice d’autocovariance empirique

1 N—u
N X(t)XEkt-i-u)’ OSUSN—]_
t=1

Py —

Un cas simple de (3.1) est de Xy = e = (sl,t,sg,t,...,aMt)t avec {e;;} des
variables aléatoire i.i.d. de moyenne nulle et de variance 1, alors I est la matrice de covari-
ance empirique, et on retrouve dans ce cas la loi de Marcenko-Pastur comme distribution
spectrale limite.

Considérons les hypothéses suivantes sur le processus {E(t)} et les coefficients des
matrices {1/1]} :

(A1) {e;;} sont indépendants avec E (g;;) = 0 et E |g; ;|* = 1,Vi, 7.

(A2) sup,;; F (]5,”“) < Ck < 00,Vk > 1.

(A3) {¢J} sont & support compacte et pour tout polynéme II de {@Dj,w;} la

limite lim n~'tr (II) existe et elle est finie.
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Le théoréme suivant établit I'existence de la limite de la distribution spectrale des

polynémes symétriques de I'estimateur de la matrice d’autocovariance empirique.

Théoréme 3.1 [7] On suppose que Xy ~ M A(q), ¢ < o0, si les hypotheéses (Al), (A2), (A3)
n(N)

sont vérifiées et == — ¢ >0 quand N — oo. Alors, la distribution spectrale limite (LSD)

de tout polynome symétrique 11 (f‘u, f‘z Tu > 0) existe.

Pour des polynomes symétriques particuliers, la distribution spectrale limite (LS D)
existe sans I’hypothése sur les moments. Dans la remarque suivante on considére la distri-

bution spectrale limite (LSD) de {f‘u -+ f;';} et {f‘uf‘Z}

Remarque 3.1 [7] On suppose que Xy ~ MA(q), ¢ < oo, si les hypothéses (A1), (A3)
sont vérifiées et HTN) — ¢ > 0 quand N — oo. Alors, on a
(a) Pour tout 0 < u < oo, la distribution spectrale limite (LSD) de T, + T* eiste, si pour

d € (0,2],

(A4) sup; ; B (\5i7j|2+5> <M < o0, et

n N

0

(45) Pour toutn > 0, b 32 52 B (Ieis** T, isgrirsn) ) = O-
J=11=

(b) Pour tout 0 < u < oo, la distribution spectrale limite (LSD) de T',I'* existe, si on a
(A5) et
(A6) sup, ; ¥ <‘6Z’7j‘4> <M < 0.

Avec une hypothése supplémentaire les deux résultats précédents reste valable

pour q = 0.

Corollaire 3.1 [7] Le théoréme et la remarque (a),(b) précédents s’obtiennent pour le
processus M A(co) aussi, en remplagant q par oo sous l’hypothése

(A7) § sup,, H¢]H < 00, 0U H%H est la norme spectrale de v;, pour tout j > 0.
j=0

3.2 Représentation vectorielle du processus AR(1)

Pour obtenir le résultat de la convergence presque stire de la fonction de répartition
empirique des valeurs propres de la matrice By = XyTn X}, dans le cadre d’un processus

linéaire vectoriel, on considére les hypothéses suivantes:
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(H1) : X(), le t—vecteur colonne (N x 1) de la matrice aléatoire Xy, satisfaisant
X(t) = ANX(t—l) + e Vi > 1 (3.2)

ol Ay est une matrice réelle (N x N) avec supy Amax (AﬁVAN) < 1 et dont la distribution
spectrale limite (LSD) existe, et £(;) est donné par I'hypothese (Hz).

(Hs) : {qt) = (e14,€24, ...,5N,t)t} sont des vecteurs aléatoires (N x 1) identique-
ment distribués dont les entrées sont indépendantes de moyenne 0, variance o2 > 0,

sup; ; (|€i,j|4> < oo et pour ¢ € (0,2],

n(N) N
, 1
N N (V) ; ;E (|5ivt|2+5ﬂ(\6i,tl>x/ﬁ)> -0

(H3) : T est une suite de matrices réelles symétriques (n (N) x n (N)) de normes
bornées dont la distribution spectrale limite (LSD) existe. Pour tout & > 0, soit la suite
des matrices (n (N) x n(N)), P,y ou la k—iéme sur-diagonale est égale & 1 et 0 ailleurs.
On note que Py y = Iy est la matrice identité d’ordre N. On suppose que la trace moyenne

de tout polynome d’ordre fini dans {TN, Py n, P,i Nik> 0} converge quand N — oo.

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses (Hy), (Hz), (Hs) et # — ¢ >0 quand N — oo, la
distribution spectrale limite (LSD) de la matrice aléatoire XNTn XY, existe presque sure-

ment et elle peut étre exprimer en termes de polyndmes de variables librement indépendantes.

Preuve On a
t—1

Xiy=> (Ax)erp, vt > 1.
k=0

On définit les deux processus suivants, pour ¢ > 0

M=

X(t) = (AN)k Et—k, Vi > 1,
k=0
et
R q
X = Z (An)"erp, Wt > 1,
k=0
ou

éi,t = €Z’tl<|€2t‘<\/ﬁ) - E <€Z’tl<laz,t‘<\/ﬁ)) .
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Par le Théoréme 3.1, presque siirement la distribution spectrale limite (LSD) de X NTNXfV
existe pour tout 0 < ¢ < co. Pour ¢ fixé on note cette limite par F,. Soit L (.,.) la métrique

de Lévy entre de fonctions de distribution. Alors,

lim I (FXNTNX%, Fq> —0, Vg>0. (3.3)

N—o0

D’apres le Corollaire 3.1, il existe une fonction de distribution F' telle que,

lim L (F,,F) =0. (3.4)

q—00

En remplacant ¢; = (AN)j et Pj_jiyinv = PjNTN Pjipn pout tout j,j',k et N dans la

preuve de la Remarque 3.1, il est immédiat que

lim L (FXNTNX%,FXNTNX%) —0, Vg>1. (3.5)

N—oo

Aussi par le Corollaire 3.1, il s’ensuit que

lim lim (FXNTNX%,FXNTNX%) ~0. (3.6)

q—00 N—oo

En combinant les équations (3.3)-(3.6) la preuve du théoréme sera compléte m
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Chapitre 4

Simulations Numériques

Dans ce chapitre, nous illustrons le comportement des estimateurs de la densité
de la fonction de répartition empirique des valeurs propres de grandes matrices aléatoires
By = XNTNX }V, et nous identifions la fonction de densité de la loi limite par des simulations
numériques. Nous rappelons (voir [42]) que pour tout = € R*, la fonction de répartition F

(la limite de la f.d.r.e. F'B¥) admet une dérivée continue f sur R* donnée par
1
f (.’If) = 7Imm0 (x) )
T
ou myg (x) est donnée par la transformée de Stieltjes mp (z) de la fagon suivante,

lim mp (2) = mg (x),
zZ—T

avec z = & +1y.

Dans cette étude, nous distinguons deux cas,

e 1" cas: Ty matrice identité d’ordre n avec n = n (N).

e 2ime cas: Ty matrice diagonale, Ty = diag(T1, T2, ..., Tn) avec 7; variable aléatoire

réelle.

Les éléments de la matrice X vérifient la relation (2.2) d’un processus autoré-
gressif réel d’ordre 1, ot p est un réel tel que |p| < let g, (i=1,..,N et j=1,..,n) est

un bruit blanc gaussien, avec la condition initiale

Xi1 = €i1.
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Pour le cas du processus autorégressif vectoriel donné par la relation (3.2), il
suffit de se mettre dans le cas particulier de ’hypothése sur la matrice Ay et de prendre

Apn = ply, pour obtenir les méme simulations numériques .

4.1 Estimation de la densité par la transformée de Stieltjes

En calculant les valeurs propres A; de By, on peut avoir la transformée de Stieltjes

de sa fonction de répartition empirique, pour z € C*

1 1
mpsy () = ~tr (By - 27 = ~ z (A\i—2)"h,
et la densité empirique,

() = %Im mpsy (2),

qu’on va notée (STE) "Stieltjes Transform Estimator".
Le premier résultat établit, lorsque & — c et F TN — H ps. quand N est assez
grand, que la transformée de Stieltjes de la loi limite a I’expression suivante

mF(z):—<z—c/TdH(T)>1. (4.1)

1+7mp(z)
4.1.1 1% cas: Ty matrice identité

Dans ce cas la relation (4.1) est la transformée de Stieltjes de loi de Marcenko-

Pastur (MP)

(c—z—1)+\/(1+c—z)2—4c
2z '

mgp =



Exemple 1

o7

On donne une représentation de la densité de la loi limite et la densité estimé par

la transformée de Stieltjes lorsque le parameétre d’autorégressif p = 0.2 en suite p = 0.7 ainsi

qu’on augmente la dimension N de 100 a 1000 avec ¢ = 1.

o — True density

= — 5TE
o=

]

[}

o

0 1 2 3 4 g
MN=100 c=1 p=02

™

- n — True density

- — 5TE

&2 -

=

=

= _]

]

N=100 c=1 p=0.7

0.8

08

— True density
— 5SIE

MN=1000 c=1 p=0.2

— True density
— &It

N=1000 c=1 p=0.7

Figure 1: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec ¢ = 1
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Exemple 2

On refait les représentations de 'exemple 1, avec ¢ = 2.

g — — True density ; - — True density

- — STE — SIE
e -

o " i

- o
b .
= —

o : 2 _|
= = T
0 2 4 B B 0 2 4 B g
M=100 c=2 p=0.2 N=1000 c=2 p=02
(T]

7 . = .
o — True density i — True density
=T — &IE — &IE
o
=
o
-]

0 2 4 B B 0 2 4 B o
M=100 c=2 p=07 M=1000 c=2 p=07

Figure 2: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec ¢ = 2
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Un autre changement ¢ = 4, pour les mémes valeurs de p et N, nous permet de

représenter les densités comme suite.

0.20

-
=
=
o
=
o
™
=

“—

0.10

0.00

—— True density
STE

| | |
5 10 15

MN=100 c=4 p=0.2

— True density
— ESIE

M=100 c=4 p=07

0.10 0.20

0.00

0.10 0.20

0.00

—— True density
— SIE

N=1000 c=4 p=02

— True density
— E&IE

MN=1000 c=4 p=0.7

Figure 3: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec ¢ = 4

Pour mesurer 'effet du choix des parameétres p, N et ¢, sur 'estimation de la densité

des valeurs propres de matrices de covariance, on calcule les erreurs Ly = [° | fn (z) — f ()| d

et Ly = (f0°° (fy (@) —f(x))%lx)é.
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Table 1: Erreurs L; et Lo de I'estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec

TN matrice identité.

|

o
o
[9)1
w
\]
o
o
\]
1N
oo
[a)
o
=
-3
(an}
[a)
(e}
(@)
[\
w
o
o
I
w
o
o
o
[(9)1
p—
[V
(e}
o
=
S
[a)
(an}
o
=
w
at

D’apres les valeurs d’erreurs, on remarque que pour une matrice de dimension
N =100 et dans les deux cas: p = 0.2 (faible dépendance) et p = 0.7 (forte dépendance)
les plus faibles erreurs sont atteinte avec ¢ = 2, tandis que pour la dimension N = 1000,

elles sont atteinte avec ¢ = 1.

4.1.2 2°7¢ cas: Ty matrice diagonale

Dans ce cas, on varie le nombre de valeurs propres de la matrice Ty de deux
a quatre valeurs, ainsi qu'on augmente la dimension de la matrice By & N = 500 au
lieu de N = 100 ou la représentation graphique est mauvaise. On donne au paramétre

d’autorégressif p les valeurs 0.2 et 0.7.
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Exemple 1

La figure suivante représente la densité de la loi limite et son estimateur par la
transformée de Stieltjes, avec Ty matrice de deux valeurs propres: 1.5 et 4, ou H la limite

de la fonction de répartition empirique F7~, prend les valeurs 0.3 et 0.7 respectivement

avec ¢ = 0.1.

-
g T — True density — True density
T — S5IE ) — 5SIE
(]
= [
Lo
5 5
] ]
I I I I I I
1 2 3 4 5 & 1 2 3 4 & &
M=500 c=01 p=02 M=1000 c=01 p=02
oo o
= =
= —— True density = — True density
- — 5IE - | — 5IE
L]
=t o
b -]
= e
(=]
=]
= e
o =

N=500 c=0.1 p=0.7

Figure 4: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec Ty matrice

M=1000 c=0.1 p=07

diagonale de deux valeurs propres 1.5 et 4
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Dans la présentation suivante la matrice Ty a trois valeurs propres:1,3 et 10 ou

H prend les valeurs: 0.2,0.4 et 0.4 respectivement avec ¢ = 0.2.

0.03 0.06

0.00

0.03 0.06

0.00

Figure 5: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec T matrice

— — True density
- — SIE

M=500 c=0.2 p=0.2

— — True density
_ — S5SIE

N=800 c=0.2 p=07

0.03 0.06

0.00

0.03 0.06

0.00

— True density
— 5SIE

M=1000 c=0.2 p=02

— True density
— &It

r | | |

0 A 10 15

N=1000 c=0.2 p=07

diagonale de trois valeurs propres 1,3 et 10.
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On représente l'estimateur par la transformée de Stieltjes de la densité de la loi

limite des valeurs propres d’une matrice de covariance avec T matrice diagonale de quatre

valeurs propres 0.5,2,5 et 13 ott H prend les valeurs: 0.3,0.1,0.2 et 0.4 respectivement avec

c=0.2.

Figure 6: Estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec T matrice

0.00 0.05 010 0.15

000 0.05 010 015

= — True density
— STE

WN=500 c=0.2 p=0.2

= —— True density
— SIE

N=800 c=0.2 p=0.7

0.00 0.05 010 0.15

000 0.05 010 0.15

— True density
— SIE

MN=1000 c=0.2 p=02

— True density
— STE

MN=1000 c=0.2 p=0.7

diagonale de quatre valeurs propres 0.5,2,5 et 13.
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Les valeurs des erreurs L et Lo de lestimateur de la densité résumées dans la
Table 2 permettent de mesurer 'effet du changement de nombre de valeurs propres de la
matrice Ty avec les différents choix du paramétre d’autorégressif p, la dimension N et la

constante c.

Table 2: Erreurs L; et Lo de 'estimateur de la densité par la transformée de Stieltjes avec

Tn matrice diagonale.

0 =02 p=0.7
N =500 N = 1000 N =500 N = 1000
I Lo I Lo I Lo I Lo
2v.p. ¢=0.1]0.0105 | 0.0134 | 0.0094 | 0.0113 | 0.0141 | 0.0170 | 0.0131 | 0.0157
3v.p. ¢=0.2]0.0020 | 0.0161 | 0.0009 | 0.0148 | 0.0018 | 0.0151 | 0.0009 | 0.0145
4Av.p. c=02]0.0135 | 0.0391 | 0.0128 | 0.0387 | 0.0149 | 0.0400 | 0.0144 | 0.0411

On remarque essentiellement que les valeurs les plus faible des erreurs Ly et Lo
sont atteintes dans le cas ou la matrice T a trois valeurs propres, ainsi que dans ce cas,
pour N = 1000, on a presque les mémes valeurs d’erreurs pour p = 0.2 et p = 0.7.

4.2 Conclusion

Les simulations numériques ont montré qu’en général la performance des estima-
teurs qui est évaluée sur la base des erreurs Ly et Lo, dépend fortement du choix de la
dimension ¢, paramétre AR p, de la taille de I’échantillon N et des valeurs propres de la
matrice Ty . Nous pouvons observer que la variabilité des parameétres a un impact direct
sur la stabilisation et la convergence des estimateurs. Le choix particulier des parameétres
confirme une bonne performance des estimateurs et indique les valeurs optimales pour ces
parameétres. Nous observons également 'influence marginal de la dimension ¢ sur la conver-
gence des estimateurs de la densité. Pour les valeurs de ¢ > 1, pour les dépendances faibles
et fortes (p = 0.2 et p = 0.7), les estimateurs se comportent bien & partir de N = 100.
Cependant pour les petites valeurs (¢ < 0.2) nous obtenons une mauvaise représentation de
la vraie densité pour N = 100, mais ¢a commence a se stabiliser & partir de N = 500. Le
nombre et le choix des valeurs propres de Ty a un effet sur la forme des estimateurs ainsi
que sur leurs performance.




Appendice

A.1 Preuves des lemmes auxiliaires

A.1.1 Borne de ’espérance
Preuve du lemme 2.2:

Calculons D'espérance de tr (XX t)2 en utilisant la relation (2.18)

B (cx) = s (S () + 55048

i=1 i£k

Commengons par

<
Il
-
<.
LS
&

2
n
E(A}) =E <E ng) =Y BE(Xy)' + 3 B (X Xa)®.
j=1 '
Par l'inégalité de Davydov (1.5), on obtient

n
J#l
3 1
< %(E (X1)2 E (Xil)2 + 12 HX?JH:‘; HXEng alg—j)'
J

Ou encore

J >3

n

< 3 B(X)* 42 3 (B (Xiy)? B (Xa) + 12| X3, [|X2]], 0 ).

j=1 I>j

1 n
S (B (Xi)* B (Xa)® = 12| X2, [ X3]l, 0 ;) < %E(Xz’inlV
J

n n 1
. E (Xi)* + 23 (B (X35)* E(Xa)® = 12]| X3, | X7 ]|, ;) < E (A7)

65
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Sionprend r=1—j

=z

1
NnE (X11)' + Nn(n— 1) B2 (X11)? — 24NE3 [X11° Y af < 3 E (A2) (4.2)
r>0 =1

1
< NnE (X11)* + Nn(n— 1) E2 (X11)? + 24NE3 | X1 ° 3 a?.

>0
On a aussi
n n
E(A%) = Y EXyXk)’+ Y E (X Xe)) (XaXn)
i=1 iA
n n
= Y E(Xy)?E(Xg)* + 3 E (X Xa) E (Xej Xp)
i=1 i
LA 2, . 2
= > BT (Xy)" + 20 BT (X Xa)-
i=1 i
Par l'inégalité de Davydov (1.5), on a
no, 172
0 < X E"(XyXu) <23 | E(Xij) B (Xq) + 12 (| Xa|5 [| Xall 5 o
i i>j
4 3 2
< 288E'3 ’Xll‘ Z Oz?.
r>0
Donc
NN = 1)nB? (Xpy)? < 5 B (43) (13)
iZk
2
< N (N —1)nE?(X11)? + 288N (N — 1) E5 |X11* 3 o

r>0
Par (4.2) et (4.3), on obtient

1 1
5 [NnB (X11)* + Nn (N +n - 2) B (X0)* - UNES X1 S of] < E (tr (XXt)2>
>0

1 1 2
< 3 NnE (X1)'+Nn (N +n —2) E? (X11)?4+24NE3 | X11® 3 a2 4+288N (N — 1) B3 [ X1 )* 3 o],
r>0 r>0

Comme les (Xj;) pour tout ¢ = 1,2,...,N et j = 1,2,...,n, vérifient la relation (2.2)
d’autorégressif réel d’ordre un, alors elles sont fortement géométriquement mélangeantes
1

(G.S.M); par suite a,, = O (p") o1 0 < p < 1, et la somme Y a; est finie. Alors
r>0
K
B (X)) + (N +n—2) B (Xn) - BF |Xu[*} < B (ir (XX1)?)
K
< G B X)) Hn (N +n—2) B (Xu)® + B3| X11[° + (N — 1) E5 | X1}

ol K est une constante positive ll
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A.1.2 Borne de la variance

Preuve du lemme 2.3:
On veut montrer,

4
N N n
EAY)=E|X (Z X%) < K{N*E*|X11 > + N3[E3 | X1, |°
i=1 i=1 \j=1

1 1 1 1 1 2
+F ’X11‘2E§ |_X711|6E§ |X11‘12] + ]\72[E1§ ‘)(11|6E6 |X11’12E6 |‘X'11|24 + Es ‘X11|12]}.
On a,
4 W 8 & 4 L 2
E(A) <23 E(Xy)  +4Y B (XyXa) " +2 Y E(XijXaXisXin)” . (4.4)
J=1 J# j;élL

Puisque,

4 2
B(A) = E zx) (z +2X3jXﬁ)

2
n
+E (Z X%Xf,)
J#

IA
[\
A (P—q\
I 3
—
g;
\/

n
< 2|E ngJer >+E ZX4XZ+ Z X5X5X5 X7
Jj=1 J#l
J#L
- 8 = 4 = 2
< 23 E(Xy)" +4) BE(XiXa) +2 ) B(XiXaXiyXip)”.
=1 G J#
J#L
Avec,
- 8 8
j=1

Par I'inégalité (1.5) et avec les notations précédentes, on obtient

n 1
S E (X Xa)  <n(n—1)E? | X1 [* + 24E3 | X112 3 o (4.6)
j#l r>0
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Pour le troisiéme terme de (4.4), pour une ligne (i) fixée, on peut écrire,

n n

Y E(XiXaXisXip)® = Y E (X1 XuX1sXa)?.
=2 i

JAL JAL

Comme les variables sont identiquement distribuées, on peut avoir

2
E(XyXuXiXi)® = E(Xy gnXu-g-yXu—g-nXie—g-)

2

= EXuXu—jrnXi—iri—j+1Xin—g+i-i+i—j+1)
2
= E(XllX1r+1Xls+r+1Xlt+s+r+l) )

ou
r=l—3, s=J-1, t=L—-1J,
avec
rs,t>0 et r+s+t<n-—1.
Donc
Y E(Xy XuXi X)) = 20 ) E(XyXuXisXa) (4.7)
i >
#* J>1
JAL LSJ
= 282 Y E(XuXut1Xistri1 Xitrsiri1)”
r,s,t>0

En utilisant I'inégalité (1.5) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

2
E(X11)2(Xtrt1 X tstr+1 X 10s0r+1) . < B (X11)? B (Xtrp1 Xistrt1 X 10s40r41)°
1
+12 HX121H3 HX127“+1X125+7"+1X12t+5+r+1H3 ar
E(X11)? B (Xtr1 X 1s0r11 X 145 4r41)
1 1 1
+12E3 [X11|° B | X141 X1rpsia | B5 | X

IN

1t+s+r+1

E (X11)2 (X17"+1X15+7‘+1X1t+5+7’+1)2 <

1 1 1
E(X11)?E (X1p01 X 1smrs1 X 14 s4041) > + 1263 | X1 | B5 | X 11| E5 | X1 |* o .

W=

. . . 1
Ou encore, en utilisant la majoration E | X11|* < E'b ]X11|a'b, avec a, b > 1,

E (X11)* (Xtr 11 X1s4r1 X1gstr41)” < (4.8)

L 1
E(X11)*E (X1r1 X1seri1 X1trstre1)? + 1265 [ X1 0.
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Puisque,

E (X1 Xisr1 Xirsiri1)? = E (X1 X1s1 X1e0601)° - (4.9)

On a, ou bien

1
E(X11)*(X1s41X114541)* < E(X11)?E(X1s41 X1p4s41) + 12 || X715 | XFor 1 XToppa |5 @2,

avec

E(Xi541X1t4s41)° = BE(X11X141)? (4.10)
9 1
< E(X1)’E(Xup)® + 12| X705 0f
1
< E? (X11)2 + 12E§ |X11‘6Oéf.

Par conséquent,

2 1
E(X11)% (X111 X104501)° < E(X11)? |E? (X11)? 4+ 12E5 | X1, o}

1 6 1 6 %
+12E3 | X11|” B3 | Xiep1 Xiist1] @

2 1 1 1 1
E(X11)* (X151 X101511)% < B3 (X11)2+12E (X11)* E3 | X11|° o +12E5 | X1 |° E5 | X112 0.

Ou bien, de la méme fagon

2 1 1 1 1
B(X11X15+1) (X1t4s41)? < B3 (X11)*+12E (X11)° B3 | X11|® @2 +12F5 [X11|° B3 | X112 o) .
Donc (4.9) se majore ainsi
2 1 1
E(X1ri1 X1str1 Xitrsrrp1)? < 2E% (X11)? +12E (X11)2 E5 | X1 (Otf’ + Ozé”)

1 1
+12E% ‘X11|6E% |X11’12 (ag’ —I—Oét3) .

2 1 1 1 1
B (Xtr41 X1s4r+1 X1t s4r41)° < 2B (X11)2 412 [E (X11)? E3 | X11° + E5 | X1, |° B3 |X11|12] <af’ + ag"’) .
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1 1
E (X1T+1X15+7‘+1X1t+s+r+1)2 <2F3 (X11)2 + 94F3> ]X11|12 <atg + as?’> ) (4.11)

et (4.8) devient

E(X11)? (X1r11 X 15441 X1ps4r41)° < 2B [ X1q)? (4.12)

1 1 1
F24E5 | X1 | <a§ + ag) +12E3 | X1 [P ad.

De méme

2
E (X1 Xir+1X1str41)>(Xttgstrr) < 2B | X11|? (4.13)

1 1 1
+24E5 | X11 |2 (aﬁ' + a§‘> +12E5 | X1 0.

On a aussi, par I'inégalité (1.5), I'inégalité de Cauchy-Schwartz, et la relation (4.10),

2

IN

E (X1 X1r41)* (X1s4r11 X 1t4s4r+1)

IN

IN

d’ou

2
E (X1 X141)2(X1str41 X104 54r4+1)

2
E (X1 X141)2(Xstr41 X104 54r4+1)

2 2 1

E (X1 X1041)*E(X 11 X1pstrt1) + 12[| X7 X500 |5 2
1
E (X11X17’+1)2 E (X11X1t+1)2 +12E3 ]X11X1r+1!6 ad

2 2 2 6 3 2 2 2 6 3
FE (XH) + 12FEs ‘XH’ (67 E (XH) + 12FEs ‘XH‘ Qi

1
+12E% ‘X11|12 a§’,

< E*(Xn)’
2 2 2 6( 5, 3
+12F (Xll) Es |X11| o —|—Oét3
4 6 5 3 2 12 3
+144F'3 ’XII‘ aﬁ'af + 12FEs ‘X11| al,
4 2 4 6( 5, 3
< F (XH) + 12E3 |X11‘ <047§ —|—Otts> (414)

11 1
F144E5 | X1 [S 0f af + 125 | X2 ad.
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Majorons, maintenant les trois sommes

1 1 1 1
oad o, D e et > atad.
s, t<r s,t<r rit<s
On a,
1 n—1 r 1 n—1ln—1 1 co 1 oo 1
Yood=3 Y ai<2(n—1)) Y al<2n) af ) of,
s,t<r r=1t,s=1 t=1 s=1 t=1 s=1
donc )
1 oo 1
> ad <2n <Z ozsﬁ) . (4.15)
s, t<r s=1
Ainsi que

1 n—1 r 1 n—1 1
Yoo = Yo oaf <2(n—1) > rai
s, t<r r=1t,s=1 r=1
n—1ln—-1 1 co 1 oo 1
< 2(n—-1) ag <2n > ad > ad,
u=1v=u u=1 v=u
ce qui donne
1 o 1)\2
> ai <2n (E aﬁ) . (4.16)
s,t<r r=1

Puisque «, < 1, on obtient

d’ou

11 oo 1)\2
> oata) §2n<z aﬁ) . (4.17)
A T’aide des inégalités (4.12)-(4.14) et les majorations des sommes (4.15)-(4.17), on obtient
2
Y E(XuXiu1 Xt Xipsrr1). < 3 E (X11)* (X141 X 15441 X 14 s4r41)

r,8,t>0 s,t<r

+ 3 E(XuXirs1Xts4r41) (Xitgsiri1)
r,s<t

+ 3 E (X1 Xtr1) 2 (Xistr1 X1t sir41)

rit<s

2

2
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> E (X1 X111 X151 Xitrsiri1)> <5 > E* (X1)?
r,s,t>0 r,8,t>0

2 19 1 1 1 1 1 24 1 1
+24E3 | X1 “{ > <a§’ +oz,§‘> + > <a7§ +a§’>}+12E3 X1 { >, o + > o}

s, t<r r,s<t s,t<r r,s<t

1 1 1 1 1
F12E3 [ X0 3 (as +a;) FU4ES | X5 S ofad + 1285 X2 S o,
rit<s rt<s rt<s

Y E(XuXir1 Xissri1 Xursirr1)? <502 EY(X11)?
r,5,t>0 r,8,t>0

1 1
FASES | X1 | S af 4+ 24E3 [Xn|? Y ol

s,t<r s,t<r
4 6 3 4 6 3 5 2 12 3
+24F3 |X11| Z ap + 144FE'3 |X11| Z a,‘f’at?’ + 12E3 |X11| Z al.
rit<s rt<s rt<s

Par conséquent,

S E (X1 X1rs1 X1stri1 Xirsirr1)” < 5nPEY (X11)?
r,8,t>0

o 1
F[72E2 | X112 B3 | X11[® + 48E | X11 | B3 | X11|® B3 | X1 ['%)2n2 (Z ag> (4.18)
s=1

F[24E5 | X1 [P E6 | X1 |2 E6 [ X1 |*t + 1265 | X4 |

4 6 ) 1 2
+144FE'3 |X11’ ]271 (Z a?) ,

r=1

avec (4.5), (4.6) et (4.7), la relation (4.4) devient
N
§ <E Aé%) < K{N'E' (X0)” + NS (X[ + B |Xul* B3 |Xu[° B3 X[
i=1

1 1 1 2
+N2[E3 | X11|° B [ X11|" Bs | X0 ™ + B3 [ X1},

ou K est une constante positivell
Preuve du lemme 2.4:

On veut montrer,

4
> E (Aj) B> (Z Xinkj> < K{N*E*| X1 +

ik i#k \j=1

1 1 1 4
N3[Ez [Xu|* E5 [Xu|® B3 | Xu|™ + B3 [ X1 %)}
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On majore d’abord

4 2
n n n
E(AY) = E <Zl Xijxkj) =E <Zl X5X7+ ; (X5 Xr5) (XuXk:l))
J= J= 7

n

2 2
n
2F (Z X%X%) +2F (Z (Xinijusz)>
j=1

IN

J#l

IN

n n
o (Zl it ¢ 5 xzszszlle)
J= J

n n
2B | S XZXP XX+ > (X X XaXp) (Xis Xes Xin Xer)
J# i7l
7
JEL

AL B (XEXL) +2 % E(XZX3) (X2 X0)
J= J

IN

n
+ > B (X XuXigXir) (Xii X XesXern)}
J#l
2
JAL

IN

25 B (X)) B (X)) +4 > E (X7X3) B (X7 X7)
j= J
+2 > E(XiXuXigXin) B (Xij X Xes X XkL)
,#
%
JAL

donc

4
n n n n
E XijXp | <23 E2(Xip) 44> B2 (X X)) +2 Y E? (X XXy Xip) . (4.19)
=1 j=1 J#l J#l
£
J#L

Avec

S B (Xiy)t = nE? (X)) (4.20)
j=1

Par l'inégalité (1.5), on a

ol

E (Xinil)2 < E(Xy)?E(Xg) +12 HX%H;», HXzle3 g

1
< B(Xy)*+12B5 X0 .
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Et
2 2 4 2 4 6 3
FE (Xinil) < 2F (XZJ) + 288E'3 ’XU| Oélsij,
donc

n 2
> B (XyXa)® < 2n(n— 1) B* (X11)® + 576E5 [X11[° Y of,
i I>j

avecr =1[1—7j,ona
n 2
S E2 (X Xa)? < 2n(n— 1) B*(X11)? + 576E5 | X1|® 3 af . (4.21)
J#l r>0
Pour le dernier terme de (4.19)
N2
> BP (X XaXigXir)
iZl
%
JAL

on a, avec les notations précédentes

E(XijXuXiyXir) = E (X1 X111 X1s1r01 X1t s4r41) 5

par l'inégalité (1.5) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve

|E (X11) (Xtr41 X 1spr+1 X1t4s4r41) — E(X11) E (Xir1 Xastr+1 X 14 s4r+1) | <

1
+12 || X115 | X141 X141 X1t str+1 |5 7

1 1 1
|E (X11) (X141 X1s4r+1 X114 s4r+1)] 12E5 | X11> B3 | X101 X1srrs1 Xitrsrri]” @

IN

1 1 1 1
12E3 | X11* B0 [ X141 [° B8 | X1eprp1 Xapapria[® 0

IN

1
< 12E3 \X11!3E% !X11\6E% | X112 o,

donc

2 1 1 2
E? (X11) (X1r41 X1str 41 X1tpstr1) < 144E5 | X112 B3 | X11(° B3 | X11] " o (4.22)
De méme

2 1 1 2
E? (X11 X141 X160r11) (Xirsiri1) < 144E3 !Xu\g E3 \Xn!ﬁ B3 !Xn\u ap. (4.23)
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On a aussi,

1
B (X1 X1r11) — E(X11) B (X1041)| < 12| X 11|53 | X1p 41|53 o,

) 1
|E (X1 X111)] < 12E5 [ X112 o,

2
E%(X11X1,41) < 144E3 | X112 o (4.24)

De méme

4 2
E? (Xigpri1 X1trsiri1) < 144E3 | X112 o (4.25a)

Si
E(X1Xr41) (Xsprs1 X4 s4r41) > 0.

On utilise I'inégalité (1.5) et 'inégalité de Cauchy-Schwartz, pour montrer

E(X1Xr11) (Xopr1 Xigs4r+1) < E(X1Xir41) B (Xispr41 X1t 4-54741)

1
12| X101 X vt 1ll3 [ Xistr+1 Xt srt1ll3 o

1

< E(XuXirs) E (X1 Xie4) +12 HX11X17~+1H:23 ag,
2
3

E? (X1X11) (Xstrt1 Xerstrs1) < 2B (X1 X1r11) B2 (X11X101) + 144E5 | X11[% ],

par (4.24) et (4.25a), on obtient

8 2 2 4 2
E? (X11X1T+1) (X18+T+1X1t+s+’l"+1) < 41472FE3 |X11|3 o Oét3 + 288E'3 ‘X11|6 al. (426)

Si
E(X1Xrp1) (Xspr41 Xt s4r41) < 0.
Par l'inégalité (1.5) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

E (X1 Xr11) (Xopr+1 Xigs4r+1) > E(XuuXir41) E (Xistr1 X 1t4-54r41)

1

—12[| X101 X115 [ X tstr 1 X1eqsrpalls @

1
E(X11X141) B (X11 X111) — 12| X011 X111 ]l5 02,

Y

IN

2
20E% (X11 X1, 11) B2 (X1 X11) 4 144 | X110 X1y |3 2]

E2 (XlXT+1) (Xs+r+1Xt+s+r+1)
4 2
< 2[E% (X1 Xip11) B2 (X1 X1p41) + 144E5 | X11[% 2],

par (4.24) et (4.25a) on retrouve (4.26).
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Comme on a

n n
Z E2 (—XZ]—leX’LJ—X’LL> = 23 Z E2 (Xl1X17"+1X15+7‘+1X1t+8+7‘+1) s (427)
J#l 7,5,t>0
#
J4L
et
n
> B (XuXiriXisr i1 Xisrr) <002 B2 (X1) (Xirpa Xaspr 1 Xaersirt1)
r,8,t>0 s, t<r
+ Y B (XuXir1 Xisrrs1) (Xiegsirs1)
r,s<t
+ Y E* (X1 Xi1) (Xisprp1 Xiedstrr1) 5
rit<s

avec les inégalités (4.22), (4.23) et (4.26), on obtient

L 2 1 1 2 2
Y B (X1 X1 Xiser1 Xipsirt1) < 144E3 [XP B3 | X14|° B3 | Xqq| " ( dooai+ > af’)
r,8,t>0 s,t<r s,r<t

2

2 2 2
HA14T2E [ X1 P S afaf +288E3 [Xn|® T of,

rit<s rit<s

et par (4.16) et (4.17), avec K une constante positive, on a

2
n 2 1 1 4 S
Y B (X1 X1 Xiser1 Xiersiri1) < K[E5 [ X1 P B3 | X1 |° E5 [ X |+ E5 [ X110 <Z Otf) .
r,8,t>0 r=1
(4.28)
Par conséquent, la somme de (4.19) se donne a l'aide de (4.20), (4.21), (4.27) et

(4.28)

4
S E (i Xinkj> < K{nN(N-1)E*(X11)* +n(n—1)N (N - 1) E*(X1;)?
i#k j=1

2 1 1 4
+nN (N —1) (E3 | X1 E5 | X011 |° E5 | X0 + E5 | X1 |%))

Donc,

4
n
SE(AL) = B X (Z Xinkj> < K{N'E*|Xu[* + (4.29)
ik ik \j=1

1 1 1 4
N3[E? [ Xu[* B3 [Xul° B3 | Xu|? + E5 [Xu[°)}.
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Preuve du lemme 2.5:
En utilisant les mémes techniques de démonstration des Lemmes 2.3, 2.4, on arrive
a montrer que

E (2 A5 Aﬁ) B (z A?i) (z Aﬁ) < K{N"E X0 |' B[ X0
i ik

i ik

+N3ES (X0 lS + E|Xu P E5 | Xu |0 B3 | X0 |2 + E[Xu P ES [Xu '] +
N[E3 | Xu|® E | X0 + B3 | X0 |2 + E% | X012 Es (X0 " + Es | X0 E3 [ X1)%)}.

A.2 Lemmes utiles

Soit A une matrice rectangulaire, on note le rang de A par rg (A), pour 'entier
positif i < rg(A), SZ-A est la plus grande valeur singuliére de A, et pour ¢ > rg (A), SZA est
nulle.

On note v AA* la matrice obtenue en remplagant les valeurs propres de la décom-
position spectrale AA* par leurs racines carrées.

Si A est une matrice carrée avec des valeurs propres réelles, on note )\;4 la jieme
valeur propre de A, et tr (A) la trace de A.

Si ¢ € CV, sa norme euclidienne sera notée ||q|| , et la norme spectrale de la matrice
A sera notée ||A]|, (JJA| = SA = /A7 = AYAL,

La mesure de l'intervalle J introduite par la fonction de répartition empirique G
sera notée G {J}.

Lemme 4.1 [19]
Soient m,n deux entiers arbitraires non négatifs, et A, B deux matrices rectangu-
laires de méme dimension, on a la relation des valeurs singuliéres

A+B A B
Sm+n+1 < Sm—l—l + Sn—l—l'

Pour A, B deux matrices rectangulaires telles que AB soit défini, on a

AB A B
Sm+n+1 S Sm+15n+1 .

A Taide du lemme suivant, ces inégalités peuvent étre exprimées en termes de
fonctions de répartitions empiriques.

Lemme 4.2 [38] Soient x, y deux nombres arbitraires non négatifs et A, B deuzx matrices
rectangulaires de méme dimension, alors on a

FVABATE 7 4y, 00} < FYAY (g 00} + FYPE {y, 00} .
Si en plus, A et B sont deux matrices carrées, alors

FVEBIABYT (4 o0} < FYAT (4 00} + FYBB" {4, o0}
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Soit f : R — R une fonction bornée, sa norme est || f|| = sup|f (z)]|.
Lemme 4.3 [49] Soient A, B deux matrices de dimension (N,n), alors
* * 1
|pAx = PP < —rg (4 - B).
N
Ce résultat a comme extension le lemme suivant
Lemme 4.4 [38] Soient A, B deux matrices hermitiennes de dimension (N, N), alors
HFA —FBH < i7’g(A—B).
- N
Soient A une matrice hermitienne de dimension (N,N), Q et Q des matrices de

dimension (N,n) et T, T des matrices hermitiennes de dimension (n,n). Alors

2 _

a) HFAJrQTQ* _ pAQTOT|| < N7 (Q-Q).
b) H FAQTQ" _ pA+QTQ" || < %rg (T-T).

Le lemme suivant utilise le fait que pour une matrice B de dimension (N, N),
7€ C et g € CVN pour lesquels B et (B + 7qq*) sont inversibles,

1

*Bfl'
I+ (r¢'B1g)"

¢ (B+7qq") " =

Lemme 4.5 [38] Soient z € CT avec v = Im 2, A, B deuz matrices de dimension (N, N)
avec B hermitienne, T € R et ¢ € CN. Alors

Al

’tr {(B — 2t = (B+7qq¢* — 21)71} A‘ < ”

Lemme 4.6 [38] Soient z1, 20 € Ct tels que max (Imz1, Imz23) > v > 0, A, B deux
matrices de dimension (N, N) avec A hermitienne, ¢ € CN. Alors

_ _ 1
trB [(A—zll) t_ (A — 2o1) 1” < |z1 — 2| N || B 2

* - * - 1
¢BA-al)q-q'B(A-al) | |z - 2l al? 1Bl .

Lemme 4.7 [38] Soit {Fy}x_1 C M (R),Fn # 0 et n’admettant aucune sous suite con-
vergente vaguement vers 0. Alors

dm >0 tel que iI]\l[fFN {[-m,m]} > 0.
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Conclusion générale

Les propriétés locales et globales du spectre de matrices de covariance ont été
conjecturées comme étant universelles mais cette universalité pour des classes de matrices
assez générales n’a été atteinte que récemment. Les premiers théorémes d’universalité sont
ceux de Wigner et de Marchenko-Pastur concernant la convergence de la mesure spectrale
empirique. Ils ont été obtenus directement ou améliorés rapidement pour des matrices trés
générales et sont basés sur la méthode des moments ou la transformée de Stieltjes.

Notre premier résultat sur le modéle des matrices de covariance du processus
AR(1) montre la difficulté d’établir des résultats similaires pour un ordre plus élevé de
Iautorégressif ainsi que pour les processus autorégressifs fonctionnels et les processus non
linéaires, ce qui meéne a dire qu’il faut procéder autrement pour établir la convergence de
la fonction de répartition empiriques des valeurs propres de ce type de matrice aléatoire.

Les travaux récents sur la distribution spectrale limite apportent une avance énorme
a la recherche dans le domaine de la théorie de grandes matrices aléatoires comme le montre
le deuxiéme résultat, d’ou provient 1’'idée d’utiliser ces résultats dans d’autres pistes, bien
qu’on s’intéresse beaucoup plus dans les futures travaux a la localisation et la séparation
des valeurs propres des matrices des modeéles étudiées ainsi qu’a ’estimation de la densité
spectrale de ces matrices par des méthodes autre que celle de la transformée de Stieltjes.
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Titre: Etude Spectrale de Matrices de Covariance d'un Processus
Autorégressif AR(1)

Résumé:

Nous considérons une classe de grandes matrices de covariance aléatoire ou les
composantes suivent un processus autorégressif réel faiblement stationnaire d'ordre un
AR(1).

Sous certaines conditions, nous montrons dans un premier temps, que la fonction de
répartition empirique des valeurs propres de la matrice de covariance converge
presque strement vers une fonction non aléatoire donnée par Marcenko et Pastur.
Ensuite, nous traitons le cas des entrées dépendantes par colonnes a travers une
représentation autorégressive vectorielle. Enfin, nous présentons des simulations
numeériques illustrant le comportement de I'estimateur de la densité par la
transformée de Stieltjes au tour de la vrais densité en variant les différents
parametres.

Title: Spectral Study of Covariance Matrices of an Autoregressive
Process AR(1)

Abstract:

We consider a class of large random covariance matrices where the components
follow a real, weakly stationary autoregressive process of order one AR (1).

Under certain conditions, we first show that the empirical distribution function of the
eigenvalues of the covariance matrix converges almost surely to a non-random
function given by Marcenko and Pastur. Then, we treat the case of dependent inputs
by columns through a vector autoregressive representation. Finally, we present
numerical simulations illustrating the behavior of the Stieltjes transform density
estimator around the true density by varying the different parameters.
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