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Propriétés spectrales de certains générateurs
infinitésimaux dans un espace de Fréchet de type

hyperbolique.

Résumé : L’objectif principal de cette thèse est d’apporter quelques nouveaux
résultats concernant :
- Dune part, les propriétés spectrales des générateurs infinitésimaux dans un espace de
Fréchet, qui nous ont conduits à l’existence des séries de Fourier et à la résolution des
problèmes aux limites de Sturm-Liouville engendrés par des champs de vecteurs dans
une algèbre de Lie de Fréchet. C’est une généralisation des travaux de A. Zajtz. Ces
résultats sont très importants en géométrie différentielle et en théorie des équations
différentielles. Nous estimons que ces résultats peuvent faire l’objet à l’avenir d’une
généralisation de la théorie des fonctions spéciales et des polynômes orthogonaux de
champs de vecteurs dans un espace de Fréchet.
- D’autre part, nous nous sommes intéressé aux propriétés spectrales des semi-groupes
de translation et de dilatation perturbés dans un espace de Fréchet de type hyper-
bolique, qui nous conduits à l’existence des idéaux de co-dimension finie. C’est une
généralisation des travaux de M. Benalili et de A. Lansari. Ces résultats sont très
importants dans l’analyse fonctionnelle, dans la théorie des champs en physique, dans
les systèmes dynamiques, et trouvent même des applications en finances, ce qui nous
a permis de publier un article intitulé Surjectivity of certain adjoint operators and
applications dans le journal Arab. J. Math. édité par Springer Nature en septembre 2020.

Mots-clés : Spectres, surjectivité, injectivité, Idéaux de codimension finie, opérateur
adjoint, structure hyperbolique, espace de Fréchet, algèbre admissible, difféomorphisme,
problème de Sturm-Liouville.
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Spectral properties of certain infinitesimal generators in
a hyperbolic Fréchet space.

Abstract : The main objective of this thesis is to report some new results concer-
ning :
- On the one hand, the spectral properties of infinitesimal generators in a Fréchet space,
which led us to the existence of Fourier series and to the resolution of the boundary
problems of Sturm-Liouville generated by vector fields in a Lie-Fréchet algebra. It is a
generalization of the work of A. Zajtz. These results are very important in differential
geometry and in differential equation theory. We believe that these results may be the
subject of a future generalization of the theory of special functions and orthogonal
polynomials of vector fields in a Fréchet space.
- On the other hand, we are interested in the spectral properties of the translational
and dilatational semigroups disturbed in a Fréchet space of hyperbolic type, which
leads us to the existence of finite codimensional ideals. It is a generalization of the work
of M. Benalili and A. Lansari. These results are very important in functional analysis,
in field theory in physics, in dynamical systems, and even find applications in finance,
which has enabled us to publish an article entitled : "Surjectivity of certain adjoint
operators and applications" in the journal : Arab. J. Math. Edited by Springer Nature
in September 2020.

Keywords : Spectra, surjectivity, Injectivity, Ideals of finite codimension, ad-
joint operator, hyperbolic structure, Fréchet space, admissible algebra, diffeomorphism,
Sturm-Liouville problem.
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الصغر المتناهية المولدّات لبعض الطيفية الخصائص
الزائدية البنية ذي فريشيه فضاء في

بالخصائص المتعلقّة الجديدة النتائج بعض إلى التوصّل هو الأطروحة هذه في الرئيسي الهدف الـملخّص:
القطع النوّع من فريشيه فضاء في المضطربة والتمدّدات بالانسحابات الخاصة الزمر لأشباه ً أولا الطّيفية
بن محمد الدكتورين لأبحاث تعميما النتائج هذه تمثلّ الصغر. المتناهية لمولّداتها الطيفية الخصائص ثم زائدي،
التحّليل منها كثيرة وتطبيقية ياضياتية ر ميادين في جداً مهمةّ النتائج هذه تعدّ الأنصاري. الديّن وعزّ عليلي
والمالية. الاقتصاد ميدان في تطبيقات لها نجد كما الديناميكية، والأنظمة ياء، الفيز في المجال ية ونظر الوظيفي،
في Springer Nature الناشر برعاية Arab. J. Math. المحكمّة المجلةّ في كمقال النتائج هذه من جزء نشر ّ تم

وتطبيقاتها. المرافقة المؤثرات بعض غامرية بعنوان: 2020 (سبتمبر) أيلول
الحقول عن الناتجة لستورم-ليوفيل الحدّية والمسائل فورييه سلسلة حول ذلك بعد اهتمامنا انصبّ
في للغاية مهمةّ النتائج هذه تعتبر .Zajtz زايس البروفيسور لأبحاث تعميم إنهّ لاي-فريشيه، جبر في المتجّهة

التفّاضلية. المعادلات ية نظر وفي التفّاضلية الهندسة ميدان
البنية مرافق، مؤثرّ منُتهٍَ، مصُاحبٍ بعدٍ ذو مثِالي الغامرية، التباين، الأطياف، المفتاحية: الكلمات

ستورم-ليوفيل. مسألة تفاضلية، زمرة مقبول، جبر فريشيه، فضاء الزائدية،
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Notations

Pour mener à bien la compréhension de ce qui va suivre, nous donnons une interpré-
tation des notations et abréviations utilisées dans cette thèse.

• Rn : Un espace Euclidien de dimension n ;
• ∥ . ∥ La norme euclidienne sur Rn ;
• α = (α1, ..., αn) ∈ Nn est un multi-indice et |α| = α1 + ...+ αn ;

• Dα = ∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ....∂x

αn
n

La dérivée partielle d’ordre α ;

• ad−X Générateur infinitésimal du semi-groupe (ϕt)∗ ;
• adX Générateur infinitésimal du semi-groupe (ϕ−t)∗ ;
• adX(Y ) = [X,Y ] Crochet de Lie ;
• (χ, [., .]) Est une algèbre de Lie des champs de vecteurs sur Rn, telle que :
χ =

{
X = ∑n

i=1 ai(x) ∂

∂xi
tel que les ai sont de classe C∞ sur Rn

}
• χ∞

0 Une sous-algèbre de Lie de χ, des germes infiniment plats à l’origine telle que :

χ∞
0 =

{
X ∈ χ vérifiant ∀m = (m1, ...,mn) ∈ Nn,∃δm > 0,∃Mm > 0

tel que ∀ ∥ x ∥≤ δm on ait ∥ DmX(x) ∥≤ Mm ∥ x ∥k,∀k > 0
}

• σ(L) Le spectre de l’opérateur L ;
• ρ(L) l’ensemble résolvant de L ;
• Γ(TM) = χ(M) L’espace des champs de vecteurs de classe C∞ sur M une variété

compacte Riemannienne.



Introduction

Les générateurs infinitésimaux (adX) du groupe à un paramètre t, γt = ϕt∗ =
((exptX)∗)t d’un champ de vecteurs X sur une variété compacte Riemannienne

M dans un espace de Fréchet de type hyperbolique χ(M) = E = Γ(TM), présentent
des propriétés algébriques fondamentales dans les algèbres de Lie (cf [6]), et présentent
également des propriétés dynamiques intéressantes dans l’analyse fonctionnelle [13, 17],
dans la théorie des champs en physique [21], dans les systèmes dynamiques [1, 20, 12],
et même des applications en finances [11].
Les opérateurs adjoints et la dérivée de Lie, sont des lois fondamentales dans la
géométrie moderne, ont été largement étudiés sur l’espace de Banach des fonctions
continues munies de la norme de la convergence uniforme, mais ils ont donné des
résultats négatifs, car ils ne sont pas continus, ni bornés, par contre ses propriétés sont
vraies dans les espaces de Fréchet E des champs de vecteurs de classe C∞ sur M .
L’objectif principal de cette thèse est de rapporter quelques nouveaux résultats
concernant l’étude des propriétés spectrales de ces générateurs (les opérateurs adX et
I − ϕ∗, où ϕ∗ est un difféomorphisme sur une variété Riemannienne compacte) dans
l’espace de Fréchet de type hyperbolique. Nous nous sommes inspirés de nombreux
et importants travaux consacrés aux propriétés spectrales de ce genre d’opérateurs et
difféomorphismes, tels que les travaux de Zajtz [24], de Benalili [2] et de Lansari [15].
En effet, Zajtz a étudié les propriétés de la surjectivité de la dérivée directionnelle
de la fonction exponentielle qui ont donné lieu à l’existence de l’inversibilité de la
fonction exponentielle par l’intermédiaire du théorème de Nash-Moser où des résultats
positifs ont été obtenu d’abord dans un espace de Fréchet et ensuite dans un espace de
Fréchet de type hyperbolique en intégrant les difféomorphismes dans les flots opérant
doucement. Benalili a étudié les propriétés spectrales des opérateurs adjoints induits par
des perturbations appropriées de certains champs de vecteurs linéaires hyperboliques
de la forme Y0 = X+

0 + X−
0 + Z0 avec Z0 k-plat dans la boule unité. Lansari a étudié

les algèbres de Lie des germes de champs de vecteurs à l’origine 0 de Rn.
Nos efforts dans cette thèse présente, entre autres, une extension sur la base de
ces travaux où nous étudierons les idéaux de codimension finie dans les algèbres
de Lie-Fréchet à structure hyperbolique contenant des champs de vecteurs de la
forme Y0 = X+

0 + X−
0 + Z0, tel que X0 (x, y) = A (x, y) = (A− (x) , A+ (y)), avec

A−(respectivement A+) une matrice symétrique ayant des valeurs propres λ < 0
(respectivement λ > 0) et Z0 des germes infiniment plats à l’origine. Notre manuscrit
est structuré comme suit :
- Nous exposerons, en premier chapitre, intitulé "Préliminaires", quelques concepts
fondamentaux, notations, définitions, propositions et propriétés nécessaires pour la
suite de la thèse tels que l’espace de Fréchet, les propriétés des groupes à un paramètre
γt = ϕt∗ = ((exptX)∗)t, les propriétés des générateurs infinitésimaux adX , les opérateurs
d’onde, les difféomorphismes d’Anosov, l’espace de Fréchet de type hyperbolique.
- Nous déterminons, dans le deuxième chapitre, le spectre et la résolvante des semi-
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groupes de translation et de dilatation perturbé dans un espace de Fréchet hyperbolique.
Ces résultats trouvent leurs applications directes dans les problèmes d’équivalences des
systèmes dynamiques.
- Dans le troisième chapitre, nous étudierons les propriétés spectrales des générateurs
infinitésimaux dans un espace de Fréchet, qui nous ont conduits à l’existence des séries
de Fourier et à la résolution des problèmes aux limites de Sturm-Liouville engendrés
par des champs de vecteurs dans une algèbre de Lie de Fréchet. C’est une généralisation
des travaux de A. Zajtz (cf [23]). Ces résultats sont très importants en géométrie
différentielle et en théorie des équations différentielles. Nous estimons que ces résultats
peuvent faire l’objet à l’avenir d’une généralisation de la théorie des fonctions spéciales
et des polynômes orthogonaux de champs de vecteurs dans un espace de Fréchet.
- En fin, dans le dernier chapitre, on va expliciter le spectre et la résolvante des
opérateurs adjoints (de translation et de dilatation perturbés ) dans une certaine
algèbre de Lie-Fréchet admissible U de type hyperbolique. Nous procéderons ensuite
d’abord à la preuve de la propriété de surjectivité de l’opérateur λI − adX0; ∀λ ∈ C,
sur une certaine algèbre de Lie de Fréchet admissible U de type hyperbolique. Nous
déduisons ensuite l’existence des idéaux de codimensions finies dans cette algèbre
admissible U . Ces résultats ont fait l’objet d’une publication récente (voir [8]). C’est
une généralisation des travaux de Benalili ( cf [3], [4]) et de Lansari (cf [15]).



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous passons en revue quelques concepts fondamentaux, notations,
définitions, propositions et propriétés nécessaires pour la suite de la thèse.

1.1 Espaces de Fréchet

1.1.1 Définition

Définition 1. [13] un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique, localement
convexe, séparé, métrisable et complet.

Propriété 1. Les espaces de Fréchet vérifient les propriétés suivantes :
1/ Un sous-espace fermé d’un espace de Fréchet est aussi un espace de Fréchet.
2/ La somme directe de deux espaces de Fréchet est un espace de Fréchet.
3/ Si un espace de Fréchet admet une seule norme, alors tout sous-espace fermé admet
cette norme aussi.

Démonstration. cf [13]

1.1.2 Espace de Fréchet E des champs de vecteurs

Notons par Rn l’espace euclidien muni du produit scalaire ⟨., .⟩ et par ∥.∥ la norme
induite par ce produit scalaire.

Soit E = χ l’espace des champs de vecteurs X de classe C∞ sur Rn, vérifiant :

∀r ∈ N,∃Mr > 0 tel que


∀x ∈ Rn

∀α = (α1, ..., αn) ∈ Nn

∀k ∈ N
et

{
|α| = α1 + ...+ αn

|α| + k ≤ r

Nous avons ∥DαX(x)∥
(
1 + ∥x∥2)k/2 6Mr.

On définit sur E une graduation de semi-normes :

∥X∥r = sup
x∈Rn

max
k+|α|≤r

∥DαX(x)∥
(
1 + ∥x∥2)k/2

alors (E, ∥...∥r) est dit un espace de Fréchet (cf [13]).

11
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1.1.3 Espace de Fréchet G des fonctions

Soit G l’espace de Schwartz, c’est l’espace vectoriel des fonctions de classe C∞ sur
Rn satisfaisants :
G = {f ∈ C∞(R)n/∀p ≥ 0,∀x ∈ Rn,∀α ∈ Nn ∃Cp > 0/∥Dαf(x)∥(1 + ∥x∥2)p ≤ Cp}

G est l’espace des fonctions où la transformée de Fourier existe avec son inverse.
On définit sur G une graduation de semi-normes :

∥f∥r = sup
x∈Rn

max
k+|α|≤r

∥Dαf(x)∥
(
1 + ∥x∥2)k/2

alors (G, ∥...∥r) est dit un espace de Fréchet (cf [13]).

1.2 Générateurs infinitésimaux et résolvante

1.2.1 Définition et propriétés du générateur infinitésimal

Définition 2. Soit E un espace de Frêchet, on définit une famille d’opérateurs (γt)t
linéaires continus sur E. Cette famille (γt)t est un semi-groupe si elle vérifie les
conditions suivantes :

i) γ0 = I (I c′est l′opérateur identité sur E)
ii) γs+t = γtγs pour tout t, s ≥ 0 (resp t, s ∈ R)

iii) LX = limt→0+
γt(X)−X

t = d+γt(X)
dt

∣∣∣∣∣
t=0+

existe et est finie pour tout X∈ E

L’opérateur linéaire L : E → E ainsi défini est le générateur infinitésimal associé à
ce semi-groupe (γt)t sur l’espace de Frêchet E.

Propriété 2. Soit L un générateur infinitésimal du semi-groupe (γt)t sur E alors :

1) Lγt = γtL 2) d

dt
γt = Lγt; ∀t ∈ R

Démonstration. : Pour tout x ∈ Rn, et pour tout t ∈ R nous allons montrer :

1) Lγt(x) = γtL(x), en effet

Lγt(x) = dγs
ds

∣∣∣∣∣
s=0

γt(x)

= dγs+t
ds

(x)
∣∣∣∣∣
s=0

= γt
dγs
ds

(x)
∣∣∣∣∣
s=0

= γt · L(x)

2) d

dt
γt(x) = Lγt(x), en effet
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Lγt(x) = dγs+t
ds

(x)
∣∣∣∣∣
s=0

= dγτ
dτ

(x) · dτ
ds

∣∣∣∣∣
s=0,τ=t

où τ = s+ t

= dγt
dt

(x)

donc
dγt
dt

(x) = Lγt(x)

1.2.2 Générateurs infinitésimaux adX et adϕ

Générateur infinitésimal adX

Soit X ∈ E engendrant un groupe à un paramètre t, (ϕt)t solution du système dyna-
mique suivant : 

d

dt
ϕt(x) = X ◦ ϕt(x)

ϕ0(x) = x

Définition 3. [Difféomorphisme adjoint]
Pour tout X,Y ∈ E telle que Y = ∑n

i=1 ui(x) ∂
∂xi

où ui ∈ C∞(Rn), nous définissons les
difféomorphismes adjoints ϕ∗

t et (ϕt)∗ par :
(ϕt)∗Y = (exptX)∗.Y = ((Dϕt)−1.Y ) ◦ ϕt =

n∑
j=1
e−tX .uj

(
etX .x

)
∂
∂xj

(ϕt)∗Y = (exptX)∗.Y = (Dϕt.Y ) ◦ (ϕt)−1 =
n∑
j=1
etX .uj

(
e−tX .x

)
∂
∂xj

Propriété 3. Pour tout X ∈ E, on associe le X−flot ϕt = exptX alors :
i) adX (respectivement ad−X) est un générateur infinitésimal du groupe à un paramètre
ϕ∗
t (resp. (ϕt)∗ ) sur E ; c’est à dire ϕ∗

t est une solution du système dynamique suivant :{
d
dt (ϕt)∗

Y = (ϕt)∗ · adX (Y ) = ϕ∗
t [X,Y ]

(ϕ0)∗
Y = Y

et respectivement (ϕt)∗ est solution du :{
d
dt (ϕt)∗ Y = (ϕt)∗ · ad−X (Y ) = (ϕt)∗ [Y,X]

(ϕ0)∗ Y = Y

ii) (ϕt)∗ = ϕ∗
−t ; ϕ∗

t = (ϕ−t)∗, ∀t > 0
iii) adX ◦ ϕ∗

t = ϕ∗
t ◦ adX ; ad−X ◦ ϕt∗ = ϕt∗ ◦ ad−X

Démonstration. i) En effet

d

dt
((ϕt)∗ Y ) (x) = d

dt
D [ϕt (ϕ−t (x))] · Y (ϕ−t (x)) +Dϕt (ϕ−t (x)) · d

dt
Y (ϕ−t (x))
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Comme :
dDxϕt(x)

dt
= DX(ϕt(x)).D(ϕt(x))

alors :
d

dt
((ϕt)∗ Y ) (x) = DxX (ϕt ◦ ϕ−t (x)) ·Dϕt (ϕ−t (x)) · Y (ϕ−t (x))

−Dϕt (ϕ−t (x)) ·D (Y (ϕ−t (x))) ·X ◦ ϕ−t (x)
= DxX (x) (Dϕt · Y ) (ϕ−t (x)) − (Dϕt ·X) (ϕ−t (x)) .DyY (y) où y = ϕ−t(x)
= DxX (x) ((ϕt)∗ .Y ) (x) − ((ϕt)∗ .X) (x) .DyY (y)
= (ϕt)∗ [Y,X] (x)
= (ϕt)∗ ad−X (Y ) (x)

C’est à dire :
d

dt
(ϕt)∗ Y = (ϕt)∗ [Y,X]

d’où
d

dt
((ϕt)∗Y )(x) |t=0+ = [Y, X](x) = ad−X(Y )(x)

Ce qui signifie que ad−X est un générateur infinitésimal du groupe à un paramètre
(ϕt)∗ sur E. Et par le même raisonnement, nous aurons : ddt (ϕt)∗

Y = (ϕt)∗ [X, Y ]
ii) Montrons que (ϕt)∗ = ϕ∗

−t ; on pose y = ϕ−t(x) :

d

dt
((ϕt)∗ Y ) (x) = DxX (ϕt ◦ ϕ−t (x)) ·Dϕt (ϕ−t (x)) · Y (ϕ−t (x))

−Dϕt (ϕ−t (x)) ·D (Y (ϕ−t (x))) ·X ◦ ϕ−t (x)
= DxX (x)

(
(Dϕ−t)−1 · Y

)
(ϕ−t (x)) −

(
(Dϕ−t)−1 ·X

)
(ϕ−t (x)) .DyY (y)

= DxX (x)
(
(ϕ−t)∗

.Y
)

(x) −
(
(ϕ−t)∗

.X
)

(x) .DyY (y)
= (ϕ−t)∗ [Y,X] (x)
= (ϕ−t)∗

ad−X (Y ) (x)

Or, d’après la propriété i) :

d

dt
((ϕt)∗ Y ) (x) = (ϕt)∗ ad−X (Y ) (x)

alors (ϕt)∗ = (ϕ−t)∗.

- Le même raisonnement pour le cas : ϕ∗
t = (ϕ−t)∗

iii) C’est une déduction de la propriété 2.

Générateur infinitésimal adϕ

Soit G = Diff(M) le groupe des difféomorphismes de classes C∞ sur une variété
compacte riemannienne M , d’après Hamilton (cf [13]) , il a la structure d’un groupe de
Fréchet de dimension infinie.
Proposition 1. Soit ϕ ∈Diff (M) et Y ∈ E, on définit les opérateurs adjoints :

Adϕ : E → E
Y→ Adϕ(Y ) = (ϕ∗ − I)Y ◦ ϕ
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où ϕ∗ = (Dϕ · Y ) ◦ ϕ−1 et pour tout f ∈ G :

Aϕ : G → G

Aϕ : f → Aϕ(f) = f−1.ϕ ◦ f

Alors Adϕ(Y ) est un générateur infinitésimal du groupe à un paramétre
t, (Aϕ(exp(tY )))t.

Démonstration. En effet :
Soit ψt = exp(tY ) le groupe à un paramètre associé au champ de vecteurs Y solution

du système dynamique {
d
dtψt(x) = Y ◦ ψt(x)
ψ0(x) = x ∀x ∈ Rn,∀t ≥ 0

on a
d

dt
Aϕ(ψt)|t=0+ = d

dt
(ψ−1

t · ϕ ◦ ψt)|t=0+ = −Y ◦ ϕ+Dϕ · Y

= ((Dϕ · Y ) ◦ ϕ−1 − Y ) ◦ ϕ
= (ϕ∗ − I)Y ◦ ϕ
= Adϕ(Y )

d’où on déduit :
Adϕ(Y ) = d

dt
Aϕ(ψt)

∣∣∣∣∣
t=0+

Donc Adϕ(Y ) est un générateur infinitésimal du groupe à un paramètre t,
(Aϕ(exptY ))t.

1.2.3 Résolvante et spectre

Définition 4. Soit L un générateur infinitésimal du groupe à un paramètre γt sur
l’espace de Frêchet E, c’est à dire L = d

dt
γt|t=0.

i) On définit le spectre de l’opérateur L par :

σ(L) ={ λ ∈ C : (λI − L) n’est pas inversible}

ii) On définit l’ensemble résolvant de l’opérateur L par :

ρ(L) ={ λ ∈ C : (λI − L) est inversible}

iii) Soit λ ∈ ρ(L) on définit la résolvante de l’opérateur L par

R(λ, L) = (λI − L)−1

Proposition 2. Soit U ′ le domaine de convergence uniforme de l’intégrale impropre :

Rλ(X) =
∫ +∞

0
exp(−λt)γt(X)dt; ∀Re(λ) > 0
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Alors pour tout X ∈ U ′ nous avons :
1) Rλ(LX) = L(Rλ(X))
2) Rλ(λI − L)X = (λI − L)Rλ(X) = X
3) Si on pose Rλ(X) = (λI − L)−1X = R(λ, L)X, nous aurons alors :

R(λ, L)(LX) = L[R(λ, L)X]

Démonstration. 1) Montrons :

Rλ(LX) = L(Rλ(X))

Soit X ∈ D ⊂ E, nous avons :

Rλ(LX) =
∫ +∞

0
exp(−λt)γt(LX)dt

=
∫ +∞

0
exp(−λt)L(γtX)dt

Puisque pour Re(λ) > 0, nous supposons que cette dernière intégrale convergence
uniformement sur D, d’où :

Rλ(LX) = L
∫ +∞

0
exp(−λt)(γtX)dt = LRλ(X)

2) Montrons que
Rλ(λI − L)X = (λI − L)Rλ(X) = X

Soit X ∈ E, h > 0, on a :

γh − I

h
Rλ(X) = 1

h

∫ +∞

0
(γh − I) exp(−λt)γt(X)dt

= 1
h

∫ +∞

0
exp(−λt)(γh − I)γt(X)dt

= 1
h

∫ +∞

0
exp(−λt)(γhγt(X) − γt(X)dt

= 1
h

∫ +∞

0
exp(−λt)(γt+h(X))dt− 1

h

∫ +∞

0
exp(−λt)γt(X)dt

On pose s = t+ h d’où :

γh − I

h
Rλ(X) = 1

h

∫ +∞

h
exp(−λ(s− h))γs(X)ds− 1

h

∫ +∞

0
exp(−λs)γs(X)ds

= exp(λh)
h

∫ +∞

h
exp(−λs)γs(X)ds− 1

h

∫ +∞

0
exp(−λs)γs(X)ds

= exp(λh)
h

∫ +∞

0
exp(−λs)γs(X)ds− exp(λh)

h

∫ h

0
exp(−λs)γs(X)ds

−1
h

∫ +∞

0
exp(−λs)γs(X)ds

= exp(λh) − 1
h

∫ +∞

0
exp(−λs)γs(X)ds− exp(λh)

h

∫ h

0
exp(−λs)γs(X)ds
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On remarque que si on pose η = s

h
on aura :

lim
h→0

exp(λh)
h

∫ h

0
exp(−λs)γs(X)ds = lim

h→0

exp(λh)
h

∫ 1

0
exp(−ληh)γηh(X)hdη

= lim
h→0

exp(λh)
∫ 1

0
exp(−ληh)γηh(X)dη

= lim
h→0

∫ 1

0
exp((1 − η)λh)γηh(X)dη

=
∫ 1

0
lim
h→0

exp((1 − η)λh)γηh(X)dη

=
∫ 1

0
Xdη

= X

d’où :
lim
h→0

γh − I

h
Rλ(X) = lim

h→0

exp(λh) − 1
h

∫ +∞

0
exp(−λs)γs(X)ds−X

Nous avons donc d’une part :

LRλ(X) = λRλ(X) −X

Et donc :

λRλ(X) −X = lim
h→0

γh − I

h
Rλ(X)

= dγt
dt

|t=0Rλ(X)

= LRλ(X)

d’où : (λI − L)Rλ(X) = X, et d’autre part, comme X ∈ D ⊂ E, alors

LRλ(X) = λRλ(X) −X = Rλ(LX)
D’où

X = Rλ(λI − L)(X) = (λI − L)Rλ(X)
ce qui donne :

Rλ(X) = (λI − L)−1X

=
∫ +∞

0
exp(−λt)γt(X)dt = R(λ, L)X

3) R(λ, L)(LX) = Rλ(LX) = LRλ(X) = L[R(λ, L)X]

1.3 Opérateur d’onde

1.3.1 Définition

Soient X et Y = X +Z deux champs de vecteurs, Z étant une perturbation associée
au champ de vecteurs X.

On associe respectivement leurs groupes à un paramètre t{
ϕt(x) = (exp tX)(x)
ψt(x) = (exp t(X + Z))(x)
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qui sont solutions des systèmes dynamiques :
d

dt
ϕt(x) = X ◦ ϕt(x)

ϕ0(x) = x
(1.3.1)

et


d

dt
ψt(x) = X ◦ ψt(x) + Z ◦ ψt(x)

ψ0(x) = x
(1.3.2)

Par la méthode de la résolvante, le système (1.3.2) admet pour solution :

ψt(x) = exp t(X + Z)(x) = ϕt(x) +
∫ t

0
ϕt−s ◦ Z(ψs(x))ds

D’où

ϕ−t ◦ ψt(x) = x+
∫ t

0
ϕ−s(Z ◦ ψs(x))ds

On pose :

ft(x) = ϕ−t ◦ ψt(x)

D’où

ft = I +
∫ t

0
ϕ−s(Z ◦ ψs)ds

Définition 5. Si l’intégrale ∫+∞
0 ϕ−s(Z(ψs(x)))ds converge, alors on définit l’opérateur

d’onde f(x) par :

f(x) = lim
t→+∞

ft(x) = x+
∫ +∞

0
ϕ−s(Z(ψs(x)))ds

Exemple : Soient : X1 =
n∑
i=1

αixi
∂

∂xi
et Y1 = X1 + Z1 avec Z1 une perturbation.

On associe respectivement leurs groupes à un paramètre ϕ1
t = exp tX1 et ψ1

t = exp tY1
solutions des systèmes dynamique (1.3.1) et (1.3.2) d’où :{

ϕ1
t (x) = xeαt = (x1e

α1t, ..., xne
αnt)

ψ1
t (x) = xeαt + ∫ t

0 e
α(t−s)Z1(ψ1

s(x))ds
donc

ft(x) = ϕ1
−t ◦ ψ1

t (x) = x+
∫ t

0
e−αs · Z1 ◦ ψ1

s(x)ds

Si l’intégrale impropre
∫ +∞

0
e−αs(Z1(ψ1

s(x)))ds converge, alors l’opérateur d’onde

f(x) = lim
t→+∞

ϕ1
−t ◦ ψ1

t (x) = x+
∫ +∞

0
e−αs · Z1 ◦ ψ1

s(x)ds
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1.3.2 Propriété

Propriété 4. Soient les opérateurs d’ondes

ft = ϕ−t ◦ ψt avec f = lim
t→+∞

ft

gt = ψ−t ◦ ϕt avec g = lim
t→+∞

gt

alors
1)

ϕ−t ◦ f ◦ ψt = f et ψ−t ◦ g ◦ ϕt = g

2) Si de plus f est inversible, alors : X = f∗(X + Z)
3)

f ′
t = (Dϕ−t.Z) ◦ ψt

4) {
f ′
t(x) = (ϕ∗

t · Z)(ft(x))
f0(x) = x{

g′
t(x) = −(Ψt∗ · Z) ◦ gt(x)
g0(x) = x

5)

ft ◦ gt = gt ◦ ft = I

ft et gt sont donc inversibles et (ft)−1 = gt
6)

ft = I +
∫ t

0
(D exp(−sX).Z) ◦ exp(s(X + Z))ds

gt = I −
∫ t

0
(D exp(−s(X + Z)).Z) ◦ exp(sX)ds

7) Si ces intégrales convergent lorsque t tend vers +∞, alors

f = I +
∫ +∞

0
(D exp(−sX).Z) ◦exp(s(X+Z))ds

g = I −
∫ +∞

0
(D exp(−s(X + Z)).Z) ◦ exp(sX)ds

Démonstration. 1) On a

ϕ−t ◦ f ◦ ψt = lim
s→+∞

ϕ−t(ϕ−s ◦ ψs)ψt = lim
s→+∞

ϕ−(t+s) ◦ ψ(t+s)

= lim
τ→+∞

ϕ−τ ◦ ψτ = f, avec τ = t+ s

et
ψ−t ◦ g ◦ ϕt = lim

s→+∞
ψ−t(ψ−s ◦ ϕs)ϕt = lim

s→+∞
ψ−(t+s) ◦ ϕ(t+s) = g

2) Si f est inversible, comme
f = ϕ−t ◦ f ◦ ψt

donc
f ◦ ψt ◦ f−1 = ϕt ⇒ dϕt

dt
= Df(ψt ◦ f−1)dψt

dt
(f−1)
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et
X = lim

t→0

dϕt
dt

= Df(ψ0 ◦ f−1)dψt
dt

∣∣∣∣∣
t=0

(f−1)

= Df(f−1) . (X + Z)(f−1) = f∗(X + Z)
d’où

X = f∗(X + Z)
3) Comme ϕt(x) = (exp tX)(x) alors

dϕt
dt

(x) = D[(exp tX)(x)].X = Dϕt.X = X ◦ ϕt

Soit x ∈ Rn

ft(x) = ϕ−t ◦ ψt(x) = ϕ(−t, ψ(t, x))

∂ft
∂t

(x) = −∂ϕ

∂t
(−t, ψ(t, x)) + ∂ϕ

∂y
.
∂y

∂t
oy = ψ(t, x)

= −X ◦ ϕ(−t, ψ(t, x)) +Dyϕ(−t, y) . (X + Z) ◦ ψ(t, x)
= −X ◦ ϕ−t ◦ ψt(x) +Dyϕ−t ◦ ψt(x).X ◦ ψt(x) +Dyϕ−t ◦ ψt(x).Z ◦ ψt(x)
= −X ◦ ϕ−t ◦ ψt(x) + (Dϕ−t.X) ◦ ψt(x) + (Dϕ−t.Z) ◦ ψt(x)
= −X ◦ ϕ−t ◦ ψt(x) +X ◦ ϕ−t ◦ ψt(x) + (Dϕ−t.Z) ◦ ψt(x)
= (Dϕ−t.Z) ◦ ψt(x)

Donc

∂ft
∂t

(x) = (Dϕ−t.Z) ◦ ψt(x) = ((Dϕ−t.Z) ◦ ϕt) ◦ ft(x) = ϕ∗
t · Z(ft(x)) (1.3.3)

4) Soit x ∈ Rn

gt = ψ−t(ϕt(x)) = ψ(−t, ϕ(t, x))

∂gt
∂t

(x) = −∂ψ

∂t
(−t, ϕ(t, x)) + ∂ψ

dz
.
∂z

∂t
o z = ϕ(t, x)

= −(X + Z) ◦ ψ(−t, ϕ(t, x)) +Dψ(−t, z).X ◦ ϕ(t, x)
= −(X + Z) ◦ ψ−t ◦ ϕt(x) + (Dψ−t.X) ◦ ϕt(x)
= −Dψ−t(X + Z) ◦ ϕt(x) +Dψ−t(X) ◦ ϕt(x)
= −Dψ−t(Z) ◦ ϕt(x)

Or on a :
ψ−t = exp[−t(X + Y )]

−dψ−t

dt
= (X + Z) ◦ ψ−t(x) = Dψ−t. (X + Z)

(X + Z) ◦ ψ−t(x) = Dψ−t.(X + Z) ⇒ X ◦ ψ−t(x) + Z ◦ ψ−t(x) = Dψ−t.X +Dψ−t.Z
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On remplace dans l’équation de gt :

∂gt
∂t

(x) = −(X + Z) ◦ ψ−t ◦ ϕt(x) + (Dψ−t.X) ◦ ϕt(x)

= −(X + Z) ◦ ψ−t ◦ ϕt(x) + (X + Z) ◦ ψ−t ◦ ϕt(x) − (Dψ−t.Z) ◦ ϕt(x)
= −(Dψ−t.Z) ◦ ϕt(x)
= −(Dψ−t.Z) ◦ ψt ◦ gt(x)
= −(ψ−t∗ · Z)gt(x)

Donc g′
t = −(Dψ−t.Z) ◦ ϕt

5)
gt ◦ ft = ψ−t ◦ ϕt ◦ ϕ−t ◦ ψt = I

ft ◦ gt = ϕ−t ◦ ψt ◦ ψ−t ◦ ϕt = I

d’où
ft ◦ gt = gt ◦ ft = I

i.e : ft et gt sont inversibles et (ft)−1 = gt (resp. ft = (gt)−1)
Par passage à la limite lim

t→+∞
ft = f donc f est inversible i.e f−1 = g et g−1 = f

6) On intègre les équations (1.3.3) et (1.3.2) sur l’interval [0, t]

ft − I =
∫ t

0
(D exp(−sX).Z) ◦ exp(s(X + Z))ds

donc
ft = I +

∫ t

0
(D exp(−sX).Z) ◦ exp(s(X + Z))ds

et
gt = I −

∫ t

0
D exp(−s(X + Z)).Z ◦ exp(sX)ds

7) Comme ces intégrales convergent lorsque t tend vers +∞ alors on passe à la limite
d’où :

f = lim
t→+∞

ft = I +
∫ +∞

0
(D exp(−sX).Z) ◦ exp(s(X + Z))ds

g = lim
t→+∞

gt = I −
∫ +∞

0
(D exp(−s(X + Z)).Z) ◦ exp(sX)ds

1.4 Espace de Fréchet de type hyperbolique

1.4.1 Difféomorphisme d’Anosov

Soit g : M → M un C1 difféomorphisme sur une variété riemannienne compacte M ,
et soit X un champs de vecteurs de Γ(TM). Soit le système dynamique :

x′ = X(x), ∀x ∈ M

On fait un changement de variable par le difféomorphisme g, y = g(x) d’où :

y′ = (Dg.X) ◦ g−1(y) = (g∗X)(y)) ; ∀y ∈ M
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Nous allons étudier le spectre de l’opérateur linéaire g∗X = (Dg.X) ◦ g−1 sur une
sous-algèbre fermé E de Γ(TM) (g∗ est un redressement du champ X).
Ce chapitre est une généralisation de quelques résultats de Mather [16] sur les difféo-
morphismes d’Anosov. D’abord nous citons ces résultats :

Définition 6. [16] f est dite un difféomorphisme d’Anosov si et seulement si :
i) Il existe une somme directe continue TM = E+ ⊕ E− telle que E+ et E− sont
invariants par Df
ii) et telle que pour certains (et donc tous) les métriques riemanniennes ∥.∥ sur M , il
existe des constantes C > 1 et 0 < λ < 1 telles que :∥Dfk(X)∥ 5 Cλk∥X∥ pour tout entier naturel k, ∀X ∈ E−

∥Dfk(X)∥ = C−1λ−k∥X∥ pour tout entier naturel k, ∀X ∈ E+.

Où :
fk (X) = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

k fois

(X)

Soient X = Γ(TM)⊗MC et L = f∗⊗C : X → X. Alors X est un C- espace vectoriel,
et L est C-linéaire, où C est le corps des nombres complexes. Rappelons que le spectre
de L, σ(L) , est défini comme l’ensemble de tous λ ∈ C telle que L− λI : X → X n’est
pas un automorphisme.

Théorème 1. cf [16] Les propositions suivantes sont équivalentes :

a) f∗ − I est un automorphisme sur Γ(TM).
b) 1 ̸∈ σ(L)
c) λ ̸∈ σ(L) si |λ| = 1.
d) f est un difféomorphisme d’Anosov.
e) Il existe une somme directe TM = E− ⊕ E+ telle que E+ et E− sont invariants par
l’application tangente Df , et il existe une constante λ satisfaisant 0 < λ < 1 telle que :∥Df(X)∥ 5 λ∥X∥, ∀X ∈ E−

∥Df(X)∥ = λ−1∥X∥, ∀X ∈ E+.

Ce théorème caractérise les difféomorphismes d’Anosov par leurs spectres. Ici
l’opérateur adjoint f∗ est défini sur l’algèbre de Lie de tous les champs de vecteurs
continus sur M . Clairement, la condition a) ne peut être satisfaite dans un cas où f∗
est générée par un champ de vecteurs car :
Si f∗X = X donc X est un vecteur propre de f∗

Définition 7. Un ensemble spectral est un sous-ensemble σ de σ(T ) qui est ouvert et
fermé dans σ(T ). On pose Eσ = P (σ)E où P (σ) est la projection associée à σ (cf [7],
[9]).
En particulier E = E1 ⊕ E2 où E1 = P (σ)E et E2 = (I − P (σ))E.

1.4.2 Difféomorphisme hyperbolique

Définition 8. Soit E un sous-espace fermé de χ (M) , un difféomorphisme f∗ est hy-
perbolique sur E s’il existe une décomposition en somme directe de E = E1 ⊕ E2 en
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sous-espaces fermés qui sont invariants par f∗ et s’il existe une constante λ ∈ ]0, 1[ telle
que

∥f∗X∥ ≤ λ ∥X∥ , ∀X ∈ E1

∥f∗X∥ ≥ λ−1 ∥X∥ , ∀X ∈ E2

Lemme 1. Si f est un difféomorphisme hyperbolique sur E alors f∗ − I est automor-
phisme de E.

Démonstration. Comme f est hyperbolique sur E = E1 ⊕E2, on pose fi = f∗|Ei
alors il

existe une constante λ ∈ ]0, 1[ tel que :
i) Pour tout X ∈ E1 on a :

∥f1X∥ ≤ λ ∥X∥ =⇒ ∥f1X∥
∥X∥

≤ λ < 1 =⇒ ∥f1∥ < 1 avec ∥f1∥ = sup
∥X∦=0

∥f1X∥
∥X∥

donc la série ∑
k≥0

fk1 converge vers (I − f1)−1
.

ii) De même pour tout X ∈ E2 on a ∥f2X∥ ≥ λ−1 ∥X∥ , on pose Y = f2X ∈ E2 comme
f−1

2 existe alors X = f−1
2 Y d’où :

∥Y ∥ ≥ λ−1
∥∥∥f−1

2 Y
∥∥∥ =⇒

∥∥∥f−1
2 Y

∥∥∥
∥Y ∥

≤ λ < 1 =⇒
∥∥∥f−1

2
∥∥∥ < 1

donc la série ∑
k≥0

f−k
2 converge vers

(
I − f−1

2
)−1

.

On déduit que (f1 − I)−1 et (f2 − I)−1 existent, en effet

(f2 − I)−1 = −f−1
2

(
f−1

2 − I
)−1

Donc (f∗ − I)−1 existe, et par suite f∗ − I est un automorphisme de E.

Proposition 3. Soit f∗ un opérateur adjoint qui laisse un sous-espace fermé E de χ (M)
invariant. Si 1 /∈ σ (f∗|E) alors les points non périodiques de M par f sont denses dans
M .

Démonstration. voir J. Mather ( [16])

Lemme 2. Si µ est un point du bord de σ(L) alors il n’existe pas de ε > 0 tel que :

∥(L− µI)X∥ ≥ ε ∥X∥ ,∀X ∈ E

Démonstration. (cf [16]) Supposons par absurde que µ est un point du bord de σ(L) et
il existe un ε > 0 tel que :

∥(L− µI)X∥ ≥ ε ∥X∥ ,∀X ∈ E

C’est à dire (L−µI)E est un sous-espace propre de E dans le sens qu’il est ni E ni {0},
il existe donc un X ∈ E tel que la distance de X à (L− µI)E est égale à une constante
δ > 0. Soit

B =
{
Y ∈ E tel que ∥Y ∥ ≤ 2

ε
∥X∥

}
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i) Si | α |< ε
2 alors X /∈ (L− (α + µ)I)(E −B) en effet :

si X ∈ (L−(α+µ)I)(E−B) alors il existe un Z ∈ E−B tel que X+αZ = (L−µI)(Z)

ε ∥ Z ∥≤∥ (L− µI)(Z) ∥=∥ X + αZ ∥≤∥ X ∥ + | α | ∥Z∥ ≤∥ X ∥ + ε
2 ∥Z∥

d’où
∥X∥ > ε

2
∥Z∥ ⇒ Z ∈ B

Contradiction car Z ∈ E −B.
ii) Si | α |< εδ

2∥X∥ alors X /∈ (L− (α + µ)I)(B) en effet :
si X ∈ (L − (α + µ)I)(B) alors il existe un Y ∈ B tel que X + αY = (L − µI)(Y )
or δ = inf

Z∈E
∥X − (L− µI)(Z)∥ donc δ 6 ∥X − (L− µI)(Z)∥ ,∀Z ∈ E. En particulier

pour Z = Y .

δ 6 ∥X − (L− µI)(Y )∥ = |α| ∥Y ∥ ≤ |α| 2
ε

∥X∥ ⇒ |α| ≥ εδ

2 ∥X∥
Contradiction car |α| < εδ

2∥X∥

iii) Si | α |< min
{

εδ
2∥X∥ ,

ε
2

}
alors X /∈ (L− (α+ µ)I)(E) donc α+ µ ∈ σ(L) (i.e µ n’est

pas un point du bord de σ(L) contradiction.

Proposition 4. Supposons que le sous-espace E ⊂ χ(M) est un C1(M) - module et
les points non périodiques de f sont denses dans M.
Si µ ∈ σ(L), λ ∈ C tel que |λ| = 1 alors λµ ∈ σ(L).

Démonstration. (cf [16]) Montrons que ∀ε > 0 il existe un Z ∈ EC tel que ∥Z∥ = 1 et
∥LZ − µλZ∥ ≤ ε. Soit µ un point du bord de σ(L), d’après le lemme précédent, pour
tout ε > 0 il existe X ∈ EC tel que ∥X∥ = 1 et ∥LX−µλX∥ ≤ ε/4. Pour ce X il existe
des points m de M tels que ∥ X(m) ∥> 1

2
. Par hypothèse les points non périodiques de

f sont denses dans M alors par la continuité de X il existe un point x0 non périodique
de f(fn(x0) ̸= x0 pour tout n) tel que ∥ X(x0) ∥> 1

2 . Soit un entier naturel n tel que :

1
n

≤ ε

4 | µ |
Pour ce x0 il existe U0 un voisinage de x0 tel que :

fk(U0) ∩ f l(U0) = ∅ pour − n ≤ k ≤ n

Soit ϕ : M −→ [0, 1], ϕ une fonction de classe C1 à support compact dans U0 tel que
ϕ(x0) = 1.
On définit ψ : M −→ [0, 1] par :

ψ =


∑

−n6k6n
(
1 − |k|

n

)
λ−kϕ ◦ f−k sur ∪

−n6k6n
fk(U0)

0 sur M − ∪
−n6k6n

fk(U0)


Soit :

z = fp(y) avec y ∈ U0 et − n 6 p 6 n, p est fixé



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 25

nous avons :

(ψ ◦ f−1 − λψ)(z) =
∑

−n6k6n

(
1 − |k|

n

)
λ−kϕ ◦ f−k−1(z) −

∑
−n6k6n

(
1 − |k|

n

)
λ1−kϕ ◦ f−k(z)

=
∑

−n6k6n−1

(
1 − |k|

n

)
λ−kϕ ◦ f−k−1(z) −

∑
−n6k6n−1

(
1 − |l + 1|

n

)
λ−lϕ ◦ f−l−1(z)

=
∑

−n6k6n−1

(
|k + 1|
n

− |k|
n

)
λ−kϕ ◦ f−k−1(z) = ε(p)

n
λ1−pϕ(y) où ε(p) = ±1

car fk(U0) ∩ f l(U0) = ∅ pour −n 6 k 6 l ≤ n d’où :

(ψ ◦ f−1 − λψ)(z) = ε(p)
n
λ1−pϕ(y) =⇒

∥∥∥ψ ◦ f−1 − λψ
∥∥∥ ≤ 1

n

Comme E est un C1(M)-module alors Y = ψ.X ∈ EC = E ⊗R C, d’où :

∥Y ∥ ≥ ∥Y (x0)∥ = |ψ(x0)| ∥X(x0)∥ ≥ 1/2 |ψ(x0)|
or |ψ(x0)| = |ϕ(x0)| = 1 d’où ∥Y ∥ > 1/2.

Comme :

LY = Df.Y ◦ f−1 = Df.(ψX) ◦ f−1 = ψ ◦ f−1
(
Df.X ◦ f−1

)
alors :

∥LY − µλY ∥ =
∥∥∥ψ ◦ f−1LX − µλψX

∥∥∥ =
∥∥∥(ψ ◦ f−1

)
(LX − µX) + µ

(
(ψ ◦ f−1)X − λψX

)∥∥∥
≤ ∥LX − µX∥ + |µ|

∥∥∥ψ ◦ f−1 − λψ
∥∥∥

≤ ε

4
+ µ

n
≤ ε

2
Soit Z = Y

∥Y ∥ alors :

∥LZ − µλZ∥ ≤ ε

Remarque Soit :
S1 = {λ ∈ C tel que |λ| = 1}. Ce lemme montre que :

si λ ∈ S1 et µλ /∈ σ(L) ⇒ µ /∈ σ(L)
On pose µλ = 1 et µ ∈ S1, on déduit que :

si 1 /∈ σ(L) et µ ∈ S1 ⇒ µ /∈ σ(L)

Théorème 2. Soit f ∈ Diff1 (M) et E un sous-espace fermé de χ (M) invariant par
rapport à f∗. Supposons qu’il y a une décomposition E = E1 ⊕ E2 avec les projections
Pif∗ : E → Ei, i = 1, 2 tel que
i) f11 = p1 f∗|E1

: E1 → E1 est contractante.
ii) f22 = p2 f∗|E2

: E2 → E2 est inversible et
∥∥∥f−1

22
∥∥∥ < 1.

iii) fij = Pif∗|Ej : Ej → Ei, avec i ̸= j tel que :

∥f12∥ ∥f21∥
(1 − ∥f11∥)

(
1 −

∥∥∥f−1
22
∥∥∥) < 1
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Alors le spectre de f∗ est disjoint avec le cercle unité S1.

Démonstration. Soit λ ∈ S1 montrons que (λI − f∗) est inversible sur E.
On note par : fij = pi f∗|Ej

. Par hypothèses ∥f11∥ < 1 et
∥∥∥f−1

22
∥∥∥ < 1.

Si λ ∈ S1 alors (λI − f11) et
(
λI − f−1

22
)

sont inversibles et on a :

(λI − f11)−1 = λ−1∑
n≥0

(
λ−1f11

)n
=⇒

∥∥∥(λI − f11)−1∥∥∥ ≤ 1
1 − ∥f11∥

(λI − f22)
−1 = −f−1

22
(
I − λf−1

22
)−1

= −f−1
22
∑
n≥0

(
λf−1

22
)n

Comme
∥∥∥λf−1

22
∥∥∥ < 1 alors la série converge, nous aurons alors :

∥∥∥(λI − f22)
−1∥∥∥ ≤

∥∥∥f−1
22
∥∥∥ ∑
n≥0

|λ|n
∥∥∥f−1

22
∥∥∥n

≤
∑
n≥0

∥∥∥f−1
22
∥∥∥n

d’où finalement : ∥∥∥(λI − f22)
−1∥∥∥ ≤ 1

1 −
∥∥∥f−1

22
∥∥∥

Il suffit de montrer que (λI − f∗) est inversible c’est-à-dire que pour tout Y ∈ E,
l’équation (λI − f∗)X = Y admet une solution unique X ∈ E. Pour cela notons briè-
vement par

A = λI − f11, B = −f12

D = λI − f22, C = −f21

et
X = X1 +X2, Y = Y1 + Y2 ∈ E = E1 ⊕ E2

Alors cette équation (λI − f∗)X = Y sera notée par la projection :{
AX1 +BX2 = Y1
CX1 +DX2 = Y2

Comme A et D sont inversibles, par un calcul élémentaire on déduit que :
(
I − A−1BD−1C

)
X1 = A−1Y1 + A−1BD−1Y2(

I −D−1CA−1B
)
X2 = D−1Y2 +D−1CA−1Y1

or ∥∥∥A−1
∥∥∥ ≤ 1

1 − ∥f11∥
et

∥∥∥D−1
∥∥∥ ≤ 1

1 −
∥∥∥f−1

22
∥∥∥

d’où ∥∥∥A−1BD−1C
∥∥∥ ≤ ∥f12∥ ∥f21∥

(1 − ∥f11∥)
(
1 −

∥∥∥f−1
22
∥∥∥)
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mais par hypothèse, le produit des normes ∥f12∥ ∥f21∥ est suffisament petit, alors∥∥∥A−1BD−1C
∥∥∥ < 1 de même

∥∥∥D−1CA−1B
∥∥∥ < 1

donc X1 et X2 existent et on obtient la transformée inverse (λI − f∗)−1 qui est linéaire
et continue.

σ (L) ∩ S1 = ∅

Corollaire 1. Soit f ∈ Diff1 (M) et E un sous-espace fermé de χ (M) invariant par
rapport à f∗. Supposons qu’il y a une décomposition E = E1 ⊕ E2 avec les projections
Pi : E → Ei, i = 1, 2 tel que
i) f11 = p1 f∗|E1

: E1 → E1 est contractante ;
ii) f22 = p2 f∗|E2

: E2 → E2 est inversible et
∥∥∥f−1

22
∥∥∥ < 1. ;

iii) S’il existe ε > 0, et fij = Pif∗|Ej : Ej → Bε ⊂ Ei, i ̸= j i.e ∥ fij ∥< ε (tel que
∥f12∥ < ε et ∥f21∥ < ε) alors f∗ est un difféomorphisme hyperbolique sur E.

Le théorème suivant est une généralisation d’un résultat de Mather à une classe
d’espace de champs de vecteurs soumis à l’action des opérateurs adjoints induits par
des difféomorphismes.
On note Eε

i = Ei +Bε avec Bε ⊂ Ej et i ̸= j

Théorème 3. Soit un sous-espace fermé E de χ (M) et soit f un C1-difféomorphisme
de M . Alors f est hyperbolique sur E si et seulement si (f∗ − I) est un automorphisme
de E.
Démonstration.
1) Supposons que f∗ −I est un automorphisme de E et montrons que f est hyperbolique
sur E. Comme 1 /∈ σ (L), on déduit du théorème 1 que le spectre σ (L) est disjoint avec
le cercle unité S1
Soient

σ1 = {λ ∈ σ (L) tel que |λ| < 1} et σ2 = {λ ∈ σ (L) tel que |λ| > 1}

σ1 et σ2 sont des ensembles spectraux de L = f∗. Soit le sous-espace
∼
Ei = P (σi)EC ,

la projection de L sur
∼
Ei sera Li = P (σi)L|∼

Ei

ils ont respectivement les spectres σ1 et
σ2. Soient r1 le rayon spectrale de L1 et r2 le rayon spectrale de L−1

2 alors il satisfont à
l’inégalité 0 < r1, r2 < 1.
La décomposition correspondante EC =

∼
E1 ⊕

∼
E2 par des sous-espaces fermés qui sont

invariants par l’opérateur L. La propriété générale de complexification, c’est qu’il existe
la décomposition E = E1 ⊕ E2 qui préserve f∗ tel que

∼
Ei = Ei ⊗R C.

2) La réciproque est déja prouvée par le lemme 1, ce qui prouve ce théorème.

1.4.3 Espace de Fréchet de type hyperbolique

Définition 9. (Flot opérant doucement) Nous dirons qu’un flot adjoint ϕ∗
t opère dou-

cement sur E de degré r et de base b, si :
i) ϕ∗

t préserve E ∀t ≥ 0 ,
ii) pour tout entier k ≥ b il existe un entier lk = k + r et une fonction strictement
positive, continue et décroissante Ck(t) définie sur [0,∞) vérifiant :

∥ϕ∗
tZ∥k 6 Ck(t) ∥Z∥lk (∀t > 0; ∀Z ∈ E),
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et avec l’intégrale impropre :∫ ∞

0
Ck(t)dt converge ∀k ≥ b.

Alternativement, ϕ∗
t dans l’avant dernière équation, peut être remplacée par

(ϕt)∗ = ϕ∗
−t conformément au comportement asymptotique de ϕt [24].

Définition 10. (Espace à structure hyperbolique)
Soit E = E1 ⊕ E2 un espace de Fréchet fermé, et soit le flot ϕt∗ : E −→ E.
E est dit ayant une structure hyperbolique douce pour le flot ϕt∗ ssi : ∃ε > 0/
i) ϕt∗ opère doucement sur Eε

1, avec ϕt∗ : E −→ Eε
1, ∀t ≥ 0.

ii) ϕ−t∗ opère doucement sur Eε
2, avec ϕ−t∗ : E −→ Eε

2, ∀t ≥ 0.



Chapitre 2

Propriétés spectrales de certains
semi-groupes dans un espace de
Fréchet de type hyperbolique

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux propriétés spectrales pour deux types de
semi-groupes particuliers, l’un engendré par un champ de vecteurs constants, et l’autre
engendré par un champ de vecteurs linéaires perturbés. Nous allons montrer :
a) Le sous-espace de Fréchet U ⊆ E admet une structure hyperbolique avec le semi-
groupe (γt)t≥0 ;
b) (λI − γt) est doucement inversible ; ∀λ ∈ C; ∀t ≥ t0 > 0 sur U ⊆ E.
Lemme 3. ∀Y ∈ U ⊆ E, soit U un sous-espace de Fréchet de E :
a) si ∑m≥0

1
λm+1γmtY converge ∀λ ∈ D ⊆ C; ∀t ≥ 0 alors

(λI − γt)−1.Y =
∑
m≥0

1
λm+1γmt.Y

b) si ∑m≥1 λ
m−1γ−mtY converge ∀λ ∈ D ⊆ C; ∀t ≥ 0 alors

(λI − γt)−1.Y = −
∑
m≥1

λm−1γ−mt.Y

Démonstration. a) Supposons que ∑m≥0
1

λm+1γmtY converge, montrons alors que :

(λI − γt)
∑
m≥0

1
λm+1γmt.Y

 =
∑
m≥0

1
λm+1γmtY

 (λI − γt) = Y

i) Première étape :

(λI − γt)
∑
m≥0

1
λm+1γmt.Y

 =
∑
m≥0

1
λm

γmt.Y −
∑
m≥0

1
λm+1γ(m+1)t.Y

=
∑
m≥0

1
λm

γmt.Y −
∑
k≥1

1
λk
γkt.Y avec k = m+ 1

= Y

ii) Deuxième étape, par un même raisonnement :∑
m≥0

1
λm+1γmtY

 (λI − γt) =
∑
m≥0

1
λm

γmt.Y −
∑
m≥0

1
λm+1γ(m+1)t.Y

= Y

29
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donc
(λI − γt)−1Y =

∑
m≥0

1
λm+1γmt.Y

b) Supposons que ∑m≥1 λ
m−1γ−mtY converge, montrons alors que :

−(λI − γt)
∑
m≥1

λm−1γ−mt.Y

 = −
∑
m≥1

λm−1γ−mtY

 (λI − γt) = Y

i) Première étape :

−(λI − γt)
∑
m≥1

λm−1γ−mt.Y

 = −
∑
m≥1

λmγ−mt.Y +
∑
m≥1

λm−1γ(−m+1)t.Y

= −
∑
m≥1

λmγ−mt.Y +
∑
k≥0

λkγ−kt.Y avec k = m− 1

= Y

ii) Deuxième étape, par un même raisonnement :

−
∑
m≥1

λm−1γ−mtY

 (λI − γt) = Y

donc
(λI − γt)−1Y = −

∑
m≥1

λm−1γ−mt.Y

2.1 Spectres des semi-groupes de translations exp(tX1)∗ et exp(−tX1)∗

Soit E l’espace de Fréchet des champs de vecteurs sur Rn, et soit le champ de vecteurs
X1 = v = (v1, ..., vn), constant et non nul dans Rn telle que ∥X1∥ = 1. La forme
vectorielle explicite du X1 − flot, ϕt = exp tX1, sera :

ϕt(x) = (exp tX1)(x) = x+ v.t = (x1 + v1.t, ..., xn + vn.t); ∀t ∈ R
d’où son estimation :

| ∥x∥ − |t| ∥v∥ | ≤ ∥ϕt(x)∥ ≤ ∥x∥ + |t| ∥v∥ ; ∀t ∈ R

et :
∀Y ∈ E (ϕt∗Y )(x) = Dϕt. (ϕ−t(x)) .Y (ϕ−t(x)) = Y (x− tv)

2.1.1 Flots opérants doucement et structure hyperbolique

Lemme 4. Soit E = E1 ⊕ E2 un espace de Fréchet contenant le champ de vecteurs X1
de la forme X1(x) = v; ∥v∥ = 1 et soient :

Ω1 = {x ∈ Rn/ < x, v > ≤ 0}
Ω2 = {x ∈ Rn/ < x, v > ≥ 0}

et Ei = {Y ∈ E tel que suppY ⊂ Ωi} (avec i = 1, 2) alors :
a) ∀Y 1 ∈ E1; ∀t ∈ R+; ∀r ∈ N ; nous avons :
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∥∥∥(ϕt)∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ω1

r
(2.1.1)

et
∥∥∥(ϕt)∗Y

1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ω1

r+2
sup
x∈Ω1

 1
1 + ∥x− tv∥2

 ∀r > 0 (2.1.2)

b) ∀Y 2 ∈ E2; ∀t ∈ R+; ∀r ∈ N ; nous avons :

∥∥∥(ϕ−t)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ω2

r
(2.1.3)

et
∥∥∥(ϕ−t)∗Y

2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ω2

r+2
sup
x∈Ω2

 1
1 + ∥x+ tv∥2

 ∀r > 0 (2.1.4)

c) Pour tout compact Ki ⊂ Ωi :
Il existe un tKi > 0, pour tout t ≥ t0 = sup(tK1, tK2) > 0, nous avons :

∥∥∥(ϕ−t)∗Y
1
∥∥∥K1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥K1

r
; ∀Y 1 ∈ E1 (2.1.5)

∥∥∥(ϕt)∗Y
2
∥∥∥K2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥K2

r
; ∀Y 2 ∈ E2 (2.1.6)

Démonstration. a) Soit Y ∈ E, alors :

∥Y ∥r = sup
x∈Rn

max
k+|β|≤r

∥∥∥Dβ
xY (x)

∥∥∥ (1 + ∥x∥2)k/2
d’où ∀k + |β| ≤ r et ∀x ∈ Rn ; nous avons :

∥∥∥Dβ
xY (x)

∥∥∥ ≤ ∥Y ∥r
(
1 + ∥x∥2)−k/2

En remplaçant x par (x− tv) nous aurons alors :∥∥∥Dβ
xY (x− tv)

∥∥∥ ≤ (1 + ∥x− tv∥2)−k/2. ∥Y ∥r

Or (ϕt)∗Y (x) = Y (x− tv) et

∥(ϕt)∗Y ∥r = sup
x∈Rn

max
k+|α|≤r

∥Dα
xY (x− tv)∥

(
1 + ∥x∥2)k/2

On déduit :
i)

∥(ϕt)∗Y ∥r ≤ ∥Y ∥r sup
x∈Rn

max
k≤r

 1 + ∥x∥2

1 + ∥x− tv∥2

k/2

On remarque que pour tout x ∈ Ω1 alors < x, v >≤ 0 donc ∀t ≥ 0 on a :
t2 − 2t < x, v >≥ 0 d’où
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1 + ∥x∥2

1 + ∥x− tv∥2 = 1 + ∥x∥2

1 + ∥x∥2 + t2 − 2t < x, v >
≤ 1

On déduit que pour tout Y 1 ∈ E1 ⊂ E :∥∥∥(ϕt)∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ω1

r

ii)Nous avons :

∥(ϕt)∗Y ∥r ≤ ∥Y ∥r sup
x∈Rn

max
k≤r

 1 + ∥x∥2

1 + ∥x− tv∥2

k/2 .
1 + ∥x− tv∥2

1 + ∥x− tv∥2


On déduit que pour tout Y 1 ∈ E1 ⊂ E :

∥∥∥(ϕt)∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ω1

r+2
.

 1
1 + ∥x− tv∥2


b) Le même raisonnement est valable pour la démonstration sur E2 :
i)

∥(ϕ−t)∗Y ∥r ≤ ∥Y ∥r sup
x∈Rn

max
k≤r

 1 + ∥x∥2

1 + ∥x+ tv∥2

k/2

avec (ϕ−t)∗Y = Y (x + tv). On remarque que pour tout x ∈ Ω2 alors < x, v >≥ 0 donc
∀t ≥ 0 on a t2 + 2t < x, v >≥ 0 d’où

1 + ∥x∥2

1 + ∥x+ tv∥2 = 1 + ∥x∥2

1 + ∥x∥2 + t2 + 2t < x, v >
≤ 1

On déduit que pour tout Y 2 ∈ E2 ⊂ E :∥∥∥(ϕ−t)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ω2

r

ii)Nous avons :

∥(ϕ−t)∗Y ∥r ≤ ∥Y ∥r sup
x∈Rn

max
k≤r

 1 + ∥x∥2

1 + ∥x+ tv∥2

k/2 .
1 + ∥x+ tv∥2

1 + ∥x+ tv∥2


On déduit que pour tout Y 2 ∈ E2 ⊂ E :

∥∥∥(ϕ−t)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ω2

r+2
. sup
x∈Ω2

 1
1 + ∥x+ tv∥2


c) Soit Ki > 0 un compact de Ωi tel que ; pour tout t ≥ t0 = sup(tK1, tK2) > 0.

- Comme t2 + 2t < x, v >≥ 0; ∀t ≥ t0 ≥ tK1 > 0 alors :∥∥∥(ϕ−t)∗Y
1
∥∥∥K1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥K1

r

- Comme t2 − 2t < x, v >≥ 0; ∀t ≥ t0 ≥ tK2 > 0 alors :∥∥∥(ϕt)∗Y
2
∥∥∥K2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥K2

r
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Notations
Soit εi ∈ [0, 1[, avec i = 1, 2 on note :

Ωε2
1 = {x ∈ Rn/ < x, v > ≤ ε2} = Ω1 +Bε2 avec Bε2 ⊂ Ω2

et
Ωε1

2 = {x ∈ Rn/ < x, v > ≥ −ε1} = Ω2 +Bε1 avec Bε1 ⊂ Ω1

On suppose qu’il existe une plus petite boule Bδ ⊂ Rn de centre 0 et de rayon δ ∈ [0, 1[
qui recouvre la totalité des deux boules Bε1 et Bε2 :

Bδ =
∪

εi∈[0,δ]⊂[0,1[
Bεi

On pose Eδ
i = {Y ∈ E, /suppY ⊂ Ωδ

i} ; ∀i = 1, 2 et :
E = E1 ⊕ E2 = Eδ

1 + Eδ
2 , ∀δ ∈ [0, 1[ .

Théorème 4. Pour tout t ≥ 0 ; le difféomorphisme (ϕt)∗ opère doucement sur Eδ
1 ; et

respectivement, le difféomorphisme (ϕ−t)∗ opère doucement sur Eδ
2

Démonstration. Montrons d’abord que (ϕt)∗ opère doucement sur Eδ
1 .

On remarque que ∀x ∈ Ωδ
1 = {x ∈ Rn/ < x, v > ≤ δ} alors < x, v > ≤ δ donc :

∀t ≥ 0; ∥x− tv∥2 =< x− tv, x− tv >= ∥x∥2 − 2t < x, v > +t2 ≥ (t− δ)2 − δ2 ; et selon
l’inégalité (2.1.2), c’est à dire :

∥∥∥(ϕt)∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
≤

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ω1

r+2
sup
x∈Ω1

 1
1 + ∥x− tv∥2


d’où : ∥∥∥(ϕt)∗Y

1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2

(
1

1 − δ2 + (t− δ)2

)
∀r > 0 (2.1.7)

Nous posons :
C(t) = 1

1 − δ2 + (t− δ)2 = 1
t2 − 2tδ + 1

Comme ∆′ = δ2 − 1 < 0 car δ ∈ [0, 1[ d’où t2 − 2tδ + 1 > 0 ; alors l’intégrale impropre :

J =
∫ +∞

0
C(t)dt

est de première espèce, et comme limt→+∞ t2C(t) = 1, alors l’intégrale généralisée J
converge.

d’où (ϕt)∗ opère doucement sur Eδ
1 ,∀t ≥ 0.

- Nous pouvons suivre le même raisonnement pour le cas (ϕ−t)∗.
En effet, d’après l’inégalité (2.1.4), c’est à dire :

∥∥∥(ϕ−t)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ω2

r+2
sup
x∈Ω2

 1
1 + ∥x+ tv∥2


et puisque ∀x ∈ Ωδ

2 alors < x, v > ≥ −δ donc :

∀t ≥ 0; ∥x+ tv∥2 =< x+tv, x+tv >= ∥x∥2+2t < x, v > +t2 ≥ ∥x∥2−2tδ+t2 ≥ (t−δ)2−δ2
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d’où : ∥∥∥(ϕ−t)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωδ
2

r+2

(
1

1 − δ2 + (t− δ)2

)
∀r > 0, (2.1.8)

d’après ce qui précède, nous concluons que (ϕ−t)∗ opère doucement sur Eδ
2 ,∀t ≥ 0.

Corollaire 2. L’espace de Fréchet E admet une structure hyperbolique pour le semi-
groupe ϕt

2.1.2 Difféomorphismes doucement inversibles

Soit E = E1 ⊕ E2 l’espace de Fréchet de type Hyperbolique pour le X1 − flot, alors
il existe δ ∈ [0, 1[, tel que E = Eδ

1 + Eδ
2 avec :

- (ϕt)∗ un difféomorphisme opérant doucement sur Eδ
1

- (ϕ−t)∗ un difféomorphisme opérant doucement sur Eδ
2 .

Théorème 5. ∃δ ∈ [0, 1[ tel que les difféomorphismes (I − ϕt∗) et (I − (ϕ−t)∗) sont
doucement inversibles sur E, ∀t ≥ t0 > 0.

Démonstration. - 1er Pas : Soit Y ∈ E1 ⊕ E2 alors ∃!Y i ∈ Ei/Y = Y 1 + Y 2.
Montrons que la série : ∑m≥0(ϕmt)∗Y

1 (respectivement ∑m≥0(ϕ−mt)∗Y
2) converge uni-

formément sur Eδ
1 (respectivement sur Eδ

2 ) ∀t ≥ t0 > 0. Selon l’équation (2.1.7), nous
avons :

∥∥∥(ϕmt)∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2

(
1

1 − δ2 + (mt− δ)2

)
= Um(t) ∀r > 0,

Or Um(t) ∼
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2
1

m2t20
; ∀t ≥ t0 > 0 avec ∑

m≥1
1
m2 converge donc d’après le critère

d’équivalence, alors la série ∑
m≥ Um converge uniformément sur Eδ

1 , d’où la série∑
m≥0

∥∥∥(ϕmt)∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
convergence uniformément sur Eδ

1 ; ∀t ≥ t0 > 0. Nous concluons que
la série ∑m≥0(ϕmt)∗Y

1 converge uniformément sur Eδ
1 ,∀t ≥ t0 > 0.

De même, selon l’estimation (2.1.8) la série ∑m≥0(ϕ−mt)∗Y
2 converge uniformément sur

Eδ
2 ,∀t ≥ t0 > 0.

- 2ème pas : D’après le lemme 3, nous avons :[
(I − ϕt∗)−1Y

]
(x) =

∑
m≥0

(
ϕmt∗Y

)
(x)

= −
∑
m≥1

(
ϕ−mt∗Y

)
(x)

et respectivement : [
(I − ϕ−t∗)−1Y

]
(x) =

∑
m≥0

(
ϕ−mt∗Y

)
(x)

= −
∑
m≥1

(
ϕmt∗Y

)
(x)

- 3ème pas : Montrons que (I − (ϕt)∗) et (I − (ϕ−t)∗) sont doucement inversibles sur
E = E1 ⊕ E2.
Soit Y ∈ E = E1 ⊕ E2 alors ∃!Y i ∈ Ei/Y = Y 1 + Y 2, d’où :

(I − ϕt∗)−1Y =
∑
m≥0

(ϕmt)∗Y
1 −

∑
m≥1

(ϕ−mt)∗Y
2

 

* . 
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et respectivement :

(I − ϕ−t∗)−1Y =
∑
m≥0

(ϕ−mt)∗Y
2 −

∑
m≥1

(ϕmt)∗Y
1

D’après le 1er pas, ces deux dernières séries sont convergentes, nous aurons alors :

∥∥∥(I − ϕt∗)−1Y
∥∥∥
r

≤
∑
m≥0

∥∥∥(ϕmt)∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
+
∑
m≥1

∥∥∥(ϕ−mt)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r

≤
∑
m≥0

1
1 − δ2 + (mt− δ)2

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ωδ

1

r+2
+
∑
m≥1

1
1 − δ2 + (mt− δ)2

∥∥∥Y 2
∥∥∥Ωδ

2

r+2

≤
(∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2
+
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωδ
2

r+2

) ∑
m≥0

1
1 − δ2 + (mt0 − δ)2

La série : ∑
m≥0

1
1 − δ2 + (mt0 − δ)2

converge vers S(t0, δ), d’où :∥∥∥(I − (ϕt)∗)−1Y
∥∥∥
r

≤ S(t0, δ) ∥Y ∥r+2

respectivement : ∥∥∥(I − (ϕ−t)∗)−1Y
∥∥∥
r

≤ S(t0, δ) ∥Y ∥r+2

donc : (I − (ϕt)∗) et (I − (ϕ−t)∗) sont alors doucement inversibles sur E.

2.1.3 Spectre et résolvante des semi-groupes de translation ϕt∗ et ϕ−t∗

Lemme 5. ∃δ ∈ [0, 1[, et pour tout t ≥ t0 > 0 alors
1) Les séries suivantes :

∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y

1; et
∑
m≥0

1
λm+1 (ϕ(mt))∗Y

2

convergent uniformément ∀|λ| > 1; ∀t ≥ t0 > 0 ; sur Eδ
1, et respectivement sur Eδ

2
2) Les séries suivantes :∑

m≥1
λm−1(ϕ−mt)∗Y

1; et
∑
m≥1

λm−1(ϕ(−mt))∗Y
2

convergent uniformément ∀|λ| < 1; ∀t ≥ t0 > 0 ; sur Eδ
1, et respectivement sur Eδ

2
3)Les séries suivantes :

∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y

1; et
∑
m≥1

λm−1(ϕ(−mt))∗Y
2

convergent uniformément pour |λ| = 1; ∀t ≥ t0 > 0 ; sur Eδ
1, et respectivement sur Eδ

2.

Démonstration. Soit Y ∈ E = E1 ⊕E2 ; alors ∃!Y i ∈ Ei(i = 1, 2) telle que Y = Y 1 +Y 2.
Nous posons : U

1
m(λ, t) = 1

λm+1 (ϕmt)∗Y
1

U2
m(λ, t) = 1

λm+1 (ϕmt)∗Y
2
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et respectivement : V
1
m(λ, t) = λm−1(ϕ−mt)∗Y

1

V 2
m(λ, t) = λm−1(ϕ−mt)∗Y

2

1) Si |λ| > 1 ; montrons que ∑m≥0 U
1
m(λ, t) et ∑m≥0 U

2
m(λ, t) convergent uniformément

∀t ≥ t0 > 0 ; sur Eδ
1 et Eδ

2 avec δ ∈ [0, 1[
i) D’après l’inégalité (2.1.7) ∃δ ∈ [0, 1[ tel que :∥∥∥U1

m

∥∥∥Ω1

r
≤ 1

|λ|m+1
1

1 − δ2 + (mt0 − δ)2

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ωδ

1

r+2
; t ≥ t0 > 0

D’après le critère d’Alembert, la série ∑
m≥0

∥∥∥U1
m

∥∥∥Ω1

r
converge ∀|λ| ≥ 1 et pour tout

x ∈ Ωδ
1 et ∀t ≥ t0 > 0.

ii) Nous avons :

U2
m (λ, t) = 1

λm+1 (ϕmt)∗Y
2 = 1

λm+1Y
2(x−mtv)

Or, d’après l’inégalité (2.1.6), pour tout compacte K2 ⊂ Ω2 :∥∥∥U2
m(λ, t)

∥∥∥K2

r
≤ 1

|λ|m+1

∥∥∥Y 2
∥∥∥K2

r

D’après le critère d’Alembert, la série ∑m≥0
∥∥∥U2

m(λ, t)
∥∥∥Ω2

r
converge ∀|λ| ≥ 1, et converge

uniformément par rapport à tout x ∈ Ωδ
2 et ∀t ≥ t0.

2) Si |λ| < 1
i) Montrons que la série ∑m≥1 V

1
m(λ, t) converge ∀λ ∈ C tel que |λ| < 1

Or, d’après l’inégalité (2.1.5), pour tout compacte K1 ⊂ Ω1 :∥∥∥V 1
m(λ, t)

∥∥∥K1

r
≤ |λ|m−1

∥∥∥Y 1
∥∥∥K1

r

D’après le critère d’Alembert, la série ∑m≥1
∥∥∥V 1

m(λ, t)
∥∥∥Ω1

r
converge ∀|λ| < 1, et converge

uniformément par rapport à tout x ∈ Ωδ
1 et ∀t ≥ t0.

ii) Nous avons :

V 2
m (λ, t) = λm−1(ϕ−mt)∗Y

2 = λm−1Y 2(x+mtv)

Or, d’après l’inégalité (2.1.3), pour tout compacte K2 ⊂ Ω2 :∥∥∥V 2
m(λ, t)

∥∥∥Ω2

r
≤ |λ|m−1

∥∥∥Y 2
∥∥∥Ω2

r

D’après le critère d’Alembert, la série ∑m≥1
∥∥∥V 2

m(λ, t)
∥∥∥Ω2

r
converge ∀|λ| < 1.

3) Pour |λ| = 1, nous avons :

U1
m(λ, t) = 1

λm+1 (ϕmt)∗Y
1

i) D’après l’inégalité (2.1.7) ∃δ ∈ [0, 1[ tel que :

∥∥∥U1
m (λ, t))

∥∥∥Ω1

r
≤ 1

1 − δ2 + (mt0 − δ)2

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ωδ

1

r+2
∼

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ωδ

1

r+2
m2t20

= ∆m
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D’après le critère d’équivalence et de comparaison, la série∑m≥0
∥∥∥U1

m(λ, t)
∥∥∥Ω1

r
converge

uniformément ∀t ≥ t0 > 0.
ii) et de même, nous avons :

V 2
m (λ, t) = λm−1(ϕ−mt)∗Y

2

D’après l’estimation (2.1.8) ∃δ ∈ [0, 1[ tel que :

∥∥∥V 2
m (λ, t))

∥∥∥Ω2

r
≤ 1

1 − δ2 + (mt0 − δ)2

∥∥∥Y 2
∥∥∥Ωδ

2

r+2
∼

∥∥∥Y 2
∥∥∥Ωδ

2

r+2
m2t20

D’après le critère d’équivalence et de comparaison, la série ∑∥∥∥V 2
m(λ, t)

∥∥∥Ω2

r
converge

uniformément ∀t ≥ t0 > 0.

Théorème 6. ∀λ ∈ C, nous avons :
a) ∃δ ∈ [0, 1[, tel que l’opérateur (λI − (ϕt)∗) ( respectivement (λI − (ϕ−t)∗)) est douce-
ment inversible sur Eδ

1 (respectivement, sur Eδ
2) et sur E = E1 ⊕ E2.

b) La résolvante existe, et nous avons :

R(λ, (ϕt)∗)Y = (λI − (ϕt)∗)−1Y =


∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y ; si |λ| > 1

−∑
m≥1 λ

m−1(ϕ−mt)∗Y ; si |λ| < 1
et

R(λ, (ϕt)∗)Y = (λI − (ϕt)∗)−1Y =


∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y ; si |λ| > 1

−∑
m≥1 λ

m−1(ϕmt)∗Y ; si |λ| < 1

- Pour |λ| = 1,∀Y ∈ E = E1 ⊕ E2; ∃!Y i ∈ Ei(i = 1, 2) tel que Y = Y 1 + Y 2

R(λ, (ϕt)∗)Y = (λI − (ϕt)∗)−1Y =
∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y

1 −
∑
m≥1

λm−1(ϕ−mt)∗Y
2

R(λ, (ϕ−t)∗)Y = (λI − (ϕ−t)∗)−1Y =
∑
m≥0

1
λm+1 (ϕ−mt)∗Y

2 −
∑
m≥1

λm−1(ϕmt)∗Y
1

Démonstration. a) ∀λ ∈ C, et ∀t ≥ t0 > 0, montrons que l’opérateur (λI − (ϕt)∗)
(respectivement, (λI − (ϕ−t)∗) est doucement inversible sur Eδ

1 (respectivement, sur
Eδ

2).
En effet :

(λI − (ϕt)∗)−1Y 1 =


∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y

1; si|λ| ≥ 1
ou

−∑
m≥1 λ

m−1(ϕ−mt)∗Y
1; si|λ| < 1

de même :

(λI − (ϕ−t)∗)−1Y 2 =


∑
m≥0

1
λm+1 (ϕ−mt)∗Y

2; si|λ| ≥ 1
ou

−∑
m≥1 λ

m−1(ϕmt)∗Y
2; si|λ| < 1
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Montrons que : ∀λ ∈ C, l’opérateur (λI − (ϕt)∗) ( respectivement (λI − (ϕ−t)∗)) est
doucement inversible sur E = E1 ⊕ E2.
Soit Y ∈ E = E1 ⊕ E2 alors ∃!Y i ∈ Ei/Y = Y 1 + Y 2, alors :

(λI − (ϕt)∗)−1Y = (λI − (ϕt)∗)−1Y 1 + (λI − (ϕt)∗)−1Y 2

i) Si |λ| > 1∥∥∥(λI − (ϕt)∗)−1Y
∥∥∥
r

≤
∑
m≥0

1
|λ|m+1

∥∥∥(ϕmt)∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
+
∑
m≥0

1
|λ|m+1

∥∥∥(ϕmt)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r

D’après le lemme 4, nous déduisons que pour tout compact K2 ⊂ Ω2 dans Rn,
∃t0 > 0/∀t ≥ t0 ; les deux séries convergent pour |λ| > 1, alors ils existent un δ ∈ [0, 1[
et des constantes C1, C2 telles que :∥∥∥(λI − (ϕt)∗)−1Y

∥∥∥
r

≤ C1
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2
+ C2

∥∥∥Y 2
∥∥∥K2

r

≤ C ∥Y ∥r+2 où C = sup(C1, C2)

Donc, pour |λ| > 1, (λI − (ϕt)∗) est doucement inversible sur E.
ii) Si |λ| < 1∥∥∥(λI − (ϕt)∗)−1Y

∥∥∥
r

≤
∑
m≥1

|λ|m−1
∥∥∥(ϕ−mt)∗Y

1
∥∥∥K1

r
+
∑
m≥1

|λ|m−1
∥∥∥(ϕ−mt)∗Y

2
∥∥∥Ω2

r

D’après le lemme 4, nous déduisons que pour tout compact K1 ⊂ Ω1 dans Rn,
∃t0 > 0/∀t ≥ t0 ; les deux séries convergent pour |λ| < 1, alors ils existent un δ ∈ [0, 1[
et des constantes C3, C4 telles que :∥∥∥(λI − (ϕt)∗)−1Y

∥∥∥
r

≤ C3
∥∥∥Y 1

∥∥∥K1

r+2
+ C4

∥∥∥Y 2
∥∥∥Ωδ

2

r+2
≤ C ′ ∥Y ∥r+2 où C ′ = sup(C3, C4)

Donc, pour |λ| < 1, (λI − (ϕt)∗) est doucement inversible sur E.

iii) Si |λ| = 1

(λI − (ϕt)∗)−1Y =
∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y

1 −
∑
m≥1

λm−1(ϕ−mt)∗Y
2

∥∥∥(λI − (ϕt)∗)−1Y
∥∥∥
r

6
∑
m≥0

∥∥∥(ϕmt)∗Y
1
∥∥∥Ωδ

1

r
+
∑
m≥1

∥∥∥(ϕ−mt)∗Y
2
∥∥∥Ωδ

2

r

6
(∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2
+
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωδ
2

r+2

) ∑
m≥0

1
1 − δ2 + (mt0 − δ)2

La série : ∑
m≥0

1
1 − δ2 + (mt0 − δ)2

converge vers S(t0, δ), d’où :∥∥∥(λI − (ϕt)∗)−1Y
∥∥∥
r

≤ S(t0, δ) ∥Y ∥r+2

donc : (λI − (ϕt)∗) est alors doucement inversible sur E pour |λ| = 1.
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3ème étape : Respectivement, par un même raisonnement nous pouvons démontrer
que (λI − (ϕ−t)∗) est alors doucement inversible sur E.

Nous concluons donc que les opérateurs : (λI−(ϕt)∗) et (λI−(ϕ−t)∗) sont doucement
inversibles sur E, ∀λ ∈ C et ∀t ≥ t0 > 0.

Remarque : Comme nous avons :

(λI − (ϕt)∗)−1Y = (λI − (ϕt)∗)−1Y 1 + (λI − (ϕt)∗)−1Y 2

alors :

(λI − (ϕt)∗)−1Y =



∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y

1 +∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y

2; si |λ| > 1

−∑
m≥1 λ

m−1(ϕ−mt)∗Y
1 − ∑

m≥1 λ
m−1(ϕ−mt)∗Y

2; si |λ| < 1

∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y

1 −∑
m≥1 λ

m−1(ϕ−mt)∗Y
2; si |λ| = 1

et respectivement :

(λI − (ϕ−t)∗)−1Y =



∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y 1 +∑

m≥0
1

λm+1 (ϕmt)∗Y 2; si |λ| > 1

−∑
m≥1 λ

m−1(ϕmt)∗Y
1 − ∑

m≥1 λ
m−1(ϕmt)∗Y

2; si |λ| < 1

∑
m≥0

1
λm+1 (ϕ−mt)∗Y

2 − ∑
m≥1 λ

m−1(ϕmt)∗Y
1; si |λ| = 1

Corollaire 3. Le spectre et la résolvante des semi-groupes de translation (ϕt)∗ et (ϕ−t)∗
sont : σ((ϕt)∗) = σ((ϕ−t)∗) = ∅; ρ((ϕt)∗) = ρ((ϕ−t)∗) = C.

2.2 Spectres des semi-groupes de dilatations exp(tX0)∗ et exp(−tX0)∗

Soit X0 un champ de vecteurs de E tel que :

X0.

(
x
y

)
= A.

(
x
y

)
=
(
A− 0
0 A+

)
.

(
x
y

)
=
(
A−x
A+y

)
∀(x, y) ∈ K ⊂ Rk × Rl = Rn

A− (respectivement A+ ) est une matrice symétrique réelle de type (k × k) (res-
pectivement l × l) avec k + l = n, ayant des valeurs propres strictement négatives
(respectivement strictement positives).
La matrice A− vérifie : ∀m ≥ 2,∀i = 1, k : ∃aR, aL, ρ1 > 0, telle que :


−aL ≤ λi ≤ −aR < 0

m.aR − aL ≥ ρ1 > 1
(2.2.1)

Et respectivement pour A+ : ∀m ≥ 2,∀i = 1, l : ∃bR, bL, ρ2 > 0 telle que :


0 < bL ≤ λi ≤ bR

m.bL − bR ≥ ρ2 > 1
(2.2.2)

Nous posons E = E1 ⊕ E2 et Ei = {Y ∈ E/suppY ⊂ Ωi} avec Ω = Ω1 ∪ Ω2, où :
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Ω1 =
{
(x, y) ∈ Rk × Rl/Y (x, y) = (Y 1(x), 0)}

Ω2 =
{
(x, y) ∈ Rk × Rl/Y (x, y) = (0, Y 2(y))}

.
Nous adoptons dans la suite la notation suivante :

X0 = X−
0 +X+

0 ; X0 (x, y) =
(
X0

− (x) , X+
0 (y)

)
=
(
A−.x, A+.y

)
∈ Rk × Rl

D’où :

(exp tX0) (x, y) =
((

exp tX−
0
)

(x),
(
exp tX+

0
)

(y)
)

; ∀(x, y) ∈ Rk × Rl

2.2.1 Estimation du flot (exptX0)

Lemme 6. Le X+
0 -flot a pour estimation, pour tout t > 0 :∥ y ∥ ebLt 6∥ (exp tX+

0 ) (y) ∥6∥ y ∥ ebRt

∥ y ∥ e−bRt 6∥ (exp −tX+
0 ) (y) ∥6∥ y ∥ e−bLt

(∀y ∈ Rl)

respectivement pour le X−
0 -flot :{

∥ x ∥ e−aLt 6∥ (exp tX−
0 ) (x) ∥6∥ x ∥ e−aRt

∥ x ∥ eaRt 6∥ (exp −tX−
0 ) (x) ∥6∥ x ∥ eaLt (∀x ∈ Rk)

Démonstration. On pose ϕ+
t (y) = (exp tX+

0 ) (y), d’où :

1
2
d

dt
∥ ϕ+

t (y) ∥2= ⟨ϕ+
t (y) , X+

0 ◦ ϕ+
t (y)⟩

D’après le théorème de Wintner [22], ⟨y,A+y⟩ ≤ d | y |2, y ∈ Rl, où la constante d
est la plus grande des valeurs propres de la matrice symétrique A+. Nous obtenons :

inf
i=1,..,l

λi. ∥ ϕ+
t (y) ∥26 1

2
d

dt
∥ ϕ+

t (y) ∥26 sup
i=1,..,l

λi. ∥ ϕ+
t (y) ∥2

Nous aurons finalement :

∥ y ∥ ebLt 6∥ ϕ+
t (y) ∥6∥ y ∥ ebRt

Il en est de même pour ϕ+
−t en remplaçant t par (−t) :

∥ y ∥ e−bRt 6∥ ϕ+
−t (y) ∥6∥ y ∥ e−bLt

Par le même raisonnement concernant X−
0 -flot nous aboutissons à :{

∥ x ∥ e−aLt 6∥ ϕ−
t (x) ∥6∥ x ∥ e−aRt

∥ x ∥ eaRt 6∥ ϕ−
−t (x) ∥6∥ x ∥ eaLt
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2.2.2 Algèbre admissible de type hyperbolique et estimations de (exptX0)∗

Définition 11. Algèbre admissible : Soit U une sous-algèbre de Lie-Fréchet de E. U
est dite admissible par rapport au champ de vecteurs Y0 = X0 + Z0 si et seulement elle
satisfait aux conditions suivantes :
i) Il existe U1 (respectivement U2) une sous-algèbre de Lie-Frêchet de E contenant le
champ de vecteurs :
Y −

0 = X−
0 + Z−

0 (resp. Y +
0 = X+

0 + Z+
0 ) tel que :
U = U1 ⊕ U2

avec :
Z0(x, y) =

(
Z−

0 (x), Z+
0 (y)

)
∈ Rk × Rl = Rn; ∀(x, y) ∈ K ⊂ Rk × Rl

Z−
0 (respectivement Z+

0 ) est un germe infiniment plat à l’origine, i.e satisfaisant
l’estimation suivante :

∀x ∈ Rn,

{
∀α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn

|α| = ∑n
i=1 αi

il existe Mα > 0 tel que :
||DαZ−

0 (x)|| ≤ Mα. ||x||k1, ∀k1 > 1 ∀x ∈ Rk

(resp
||DαZ+

0 (y)|| ≤ Mα. ||y||k2, ∀k2 > 1 ∀y ∈ Rl)
ii) ∀Y ∈ U ; ∃!Y i ∈ Ui(i = 1, 2) tel que Y = Y 1 + Y 2 et ∀(x, y) ∈ Rn = Ω1 ∪ Ω2, nous
avons :

Y (x, y) =
(
Y 1(x), Y 2(y)

)
∈ Ω1 ∪ Ω2;

(exptY0)∗Y (x, y) =
(
(exptY −

0 )∗Y
1(x), (exptY +

0 )∗Y
2(y)

)
∈ Ω1 ∪ Ω2

.
iii) Il existe δ > 0 tel que U δ

i =
{
Y i ∈ Ui/suppY

i ⊆ Ωδ
i} avec Ωδ

i = Ωi + Bδ et
Bδ ⊂ Ωj, i ̸= j, et U = U δ

1 + U δ
2 .

4i) U est localement fermé, c’est à dire, pour toute suite (X i
m)m≥0 dans Ui tel que

suppX i
m ⊂ Ωi converge vers X i dans Ωi.

Définition 12. (Absorbants N+
1 et N+

2 ) Un sous-ensemble fermé N+
i est dit un absor-

bant positif du flot ϕt, si et seulement si : pour tout compact Ki dans Ωi, il existe une
constante tKi > 0 tel que : ϕt(Ki) ⊂ N+

i ; et respectivement, un sous-ensemble fermé
N−
i est dit un absorbant négatif du flot ϕt, si et seulement si : pour tout compact Ki

dans Ωi, il existe une constante tKi > 0 tel que : ϕ−t(Ki) ⊂ N−
i

Exemples : Soit Ki un compact de Ωi, (i = 1, 2), alors ∃δ > 0, tel que, δ = min
x∈Ki

∥x∥,
nous pouvons alors avoir les absorbants suivants :

1. L’absorbant positif N+
1 :

N+
1 =

{
(x, y) ∈ Rk × Rl/Y (x, y) = (Y 1(x), 0) et ∥x∥ ≥ δ} ⊂ Ω1

N+
1 est un absorbant positif pour ϕ−

−t car :
∥∥∥ϕ−

−t(x)
∥∥∥ ≥ ∥x∥ eaR.t ≥ ∥x∥ ≥ δ
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2. L’absorbant positif N+
2 :

N+
2 =

{
(x, y) ∈ Rk × Rl/Y (x, y) = (0, Y 2(y)) et ∥y∥ ≥ δ} ⊂ Ω2

N+
2 est un absorbant positif pour ϕ+

t car :
∥∥∥ϕ+

t (y)
∥∥∥ ≥ ∥y∥ ebL.t ≥ ∥y∥ ≥ δ

3. L’absorbant négatif N−
1 :

N−
1 =

{
(x, y) ∈ Rk × Rl/Y (x, y) = (Y 1(x), 0) et ∥x∥ ≤ δ} ⊂ Ω1

N−
1 est un absorbant négatif pour ϕ−

t car :
∥∥∥ϕ−

t (x)
∥∥∥ ≤ ∥x∥ e−aR.t ≤ ∥x∥ ≤ δ

4. L’absorbant négatif N−
2 :

N−
2 =

{
(x, y) ∈ Rk × Rl/Y (x, y) = (0, Y 2(y)) et ∥y∥ ≤ δ} ⊂ Ω2

N−
2 est un absorbant négatif pour ϕ+

−t car :∥∥∥ϕ+
−t(y)

∥∥∥ ≤ ∥y∥ e−bL.t ≤ ∥y∥ ≤ δ

Lemme 7. Le difféomorphisme (ϕ−
t )∗ ( respectivement (ϕ+

−t)∗) opère doucement sur U1
(respectivement sur U2), en d’autres termes :
- Pour toute constante ρ′

1 arbitraire et positive, ils existent des constantes :
m1 =

[
r.aL

aR

]
+ ρ′

1 > 0 et C1 > 0 telle que :

||(exp tX−
0 )∗.Y

1||Ω1
r ≤ C1.e

−t.ρ′
1aR.

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ω1

r+m1
∀Y 1 ∈ U1 (2.2.3)

- Pour toute constante ρ′
2 arbitraire et positive, ils existent des constantes :

m2 =
[
r.bR

bL

]
+ ρ′

2 > 0 et C2 > 0 telle que :

||(exp−tX+
0 )∗.Y

2||Ω2
r ≤ C2.e

−tρ′
2.bL.

∥∥∥Y 2
∥∥∥Ω2

r+m2
∀Y 2 ∈ U2 (2.2.4)

Démonstration. i) Soit Y 1 ∈ U1, telle que :

Y 1 =
k∑
j=1

uj̇(x) ∂

∂xj
∈ U1

Considérons le difféomorphisme suivant :

(ϕ−
t )∗.Y

1 = (Dϕ−
t .Y

1) ◦ (ϕ−
t )−1

(ϕ−
t )∗.Y

1 =
k∑
j=1

etX
−
0

[
uj

(
e−tX−

0 .x
)] ∂

∂xj
; ∀x ∈ Rk

Pour tout entier r ≥ 0 et tout multi-indice β = (β1 . . . ., βk) ∈ Nk de module :
|β| = β1 + . . .+ βk, nous obtenons pour x ∈ Rk :
Dβ
x(ϕ−

t )∗.Y
1(x) = (Dβ

xe
tX−

0 .u1(e−tX−
0 .x), . . . , Dβ

xe
tX−

0 .uk(e−tX−
0 .x))
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Nous aurons :

||(Dβ
x(ϕ−

t )∗.Y
1(x))|| ≤ e−aRt sup

j=1...k

∥∥∥∥Dβ
xuj(e−tX−

0 .x)
∥∥∥∥

Puisque ||ϕ−
−t(x)|| ≤ ||x||eaLt, et en posant z = e−tX−

0 x, alors

||(Dβ
x(ϕ−

t )∗.Y
1(x))|| ≤ e−aRt.et|β|aL. sup

j=1...k

∥∥∥Dβ
z .uj(z)

∥∥∥
d’où :

||(ϕ−
t )∗.Y

1||Ω1
r ≤ e−t(−raL+aR)

∥∥∥Y 1
∥∥∥ϕ−

−t(Ω1)
r

, ∀r ∈ N

Soit ρ′
1 une constante arbitraire et positive, alors il existe m1 =

[
r.aL

aR

]
+ ρ′

1 > 0, nous
aurons :

||(ϕ−
t )∗.Y

1||Ω1
r ≤ e−t(aR−raL). ||Y 1||ϕ

−
−t(Ω1)
r+m1 . sup

x∈Rk

 1
1 +

∥∥∥ϕ−
−t(x)

∥∥∥2


m1
2

D’après le lemme 6 :
∥ x ∥ eaRt 6∥ ϕ−

−t (x) ∥
il existe une constante C1 > 0 telle que :

||(ϕ−
t )∗.Y

1||Ω1
r ≤ C1.e

−t.ρ′
1aR.

∥∥∥Y 1
∥∥∥N+

1

r+m1

Et comme l’intégrale
∫ ∞

0
e−tρ′

1aRdt est convergente, par conséquent, (ϕ−
t )∗ opère

doucement sur U1.

ii) Nous avons, respectivement :

Pour tout champ de vecteurs Y 2 ∈ U2, avec : Y 2 = ∑l
j=1 vj̇(y) ∂

∂yj
. Nous considérons :

(ϕ+
−t)∗.Y

2 =
l∑

j=1
e−tX+

0

[
vj

(
etX+

0 .y
)] ∂

∂yj
; ∀y ∈ Rl

Pour tout entier r ≥ 0 et tout multi-indice :
β′ = (β′

1 . . . ., β
′
l) ∈ Nl de module |β′| = β′

1 + . . .+ β′
l, nous obtenons :

Dβ′

y (ϕ+
−t)∗.Y

2(y) = (Dβ′

y e
−tX+

0 .v1(etX
+
0 .y), . . . , Dβ′

y e
−tX+

0 .vl(etX
+
0 .y))

Nous aurons :

||(Dβ′

y (ϕ+
−t)∗.Y

2(y))|| ≤ e−bLt sup
j=1...l

∥∥∥∥Dβ′

y vj(etX
+
0 .y)

∥∥∥∥
Puisque ||ϕ+

t (y)|| ≤ ||y||ebRt, et en posant z′ = etX
+
0 .y alors :

||(Dβ′

y (ϕ+
−t)∗.Y

2(y))|| ≤ e−bLt.et|β
′|bR. sup

j=1...l

∥∥∥∥Dβ′

z′ .vj(z′)
∥∥∥∥

D’où
||(ϕ+

−t)∗.Y
2||Ω2

r ≤ e−t(−rbR+bL)
∥∥∥Y 2

∥∥∥ϕ+
t (Ω2)
r
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Soit ρ′
2 une constante arbitraire et positive, alors il existe m2 =

[
r.bR

bL

]
+ ρ′

2 > 0, nous
aurons :

||(ϕ+
−t)∗.Y

2||Ω2
r ≤ e−t(bL−rbR).||Y 2||ϕ

+
t (Ω2)
r+m2 . sup

y∈Rl

 1
1 +

∥∥∥ϕ+
t (y)

∥∥∥2


m2
2

D’après le lemme 6 :
∥ y ∥ ebLt 6∥ ϕ+

t (y) ∥
il existe une constante C2 > 0 telle que :

||(ϕ+
−t)∗.Y

2||Ω2
r ≤ C2.e

−tρ′
2.bL.

∥∥∥Y 2
∥∥∥N+

2

r+m2

Et comme l’intégrale
∫ ∞

0
e−t(ρ′

2.bL)dt est convergente, par conséquent, (ϕ+
−t)∗ opère dou-

cement sur U2.

Lemme 8. i) (ϕt)∗ est invariant sur U ; ∀t ∈ R
ii) (ϕt)∗ opère doucement sur U1 et (ϕ−t)∗ opère doucement sur U2 pour tout t ≥ 0.
C’est à dire, ∀t ≥ 0, nous avons :

||(exp tX0)∗.Y ||Ω1
r ≤ e−ωt.||Y ||Ω1

r+m1 ω ∈ R∗+,∀Y ∈ U

et
||(exp −tX0)∗.Y ||Ω2

r ≤ e−ω′t.||Y ||Ω2
r+m2 ω′ ∈ R∗+,∀Y ∈ U

Démonstration. i) ∀Y ∈ U , nous allons montrer que (ϕt)∗Y ∈ U,∀t ∈ R.

(ϕt)∗Y (x, y) =
(
(ϕ−

t )∗Y
1(x), (ϕ+

t )∗Y
2(y)

)
-On fait la projection de (ϕt)∗Y sur U1, alors :

(ϕt)∗Y (x, y) =
(
(ϕ−

t )∗Y
1(x), 0

)
D’où (ϕt)∗Y ∈ U

- De même, on fait la projection de (ϕt)∗Y sur U2, alors :

(ϕt)∗Y (x, y) =
(
0, (ϕ+

t )∗Y
2(x)

)
D’où (ϕt)∗Y ∈ U

On en déduit que (ϕt)∗ est invariant sur U,∀t ∈ R
ii) Montrons d’abord que (ϕt)∗ opère doucement sur U1; ∀t > 0 :

||(ϕt)∗.Y ||Ω1
r = ||(ϕ−

t )∗.Y
1||Ω1

r

≤ C1.e
−tρ′

1aR.||Y 1||Ω1
r+m1 (voir le lemme 7)

et donc :

||(ϕt)∗.Y ||Ω1
r ≤ C1.e

−ωt||Y ||Ω1
r+m1 avec ω = ρ′

1.aR
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Ensuite, nous montrons (ϕ−t)∗ opère doucement sur U2; ∀t > 0 :

||(ϕ−t)∗.Y ||Ω2
r = ||(ϕ+

−t)∗.Y
2||Ω2

r

≤ C2.e
−tρ′

2bL.||Y 2||Ω2
r+m2 (voir le lemme 7)

≤ C2.e
−ω′t||Y ||Ω2

r+m2 avec ω′ = ρ′
2.bL

Théorème 7. L’espace de Fréchet U admet une structure hyperbolique pour le semi-
groupe    ϕ �    t � .

2.2.3 Spectre des semi-groupes de dilatations exp(tX0)∗ et exp(−tX0)∗

Lemme 9. Soit E une algèbre de Lie-Fréchet, et U une sous-algèbre admissible de E.
Soient (ϕ−

t )∗ et (ϕ+
−t)∗ deux difféomorphismes opérant doucement respectivement sur U1

et U2, alors (I − ϕt∗) et (I − (ϕ−t)∗) sont doucement inversibles sur U .

Démonstration. a) Montrons que (I − ϕt
−
∗ ) et (I − (ϕ−t)+

∗ ) sont inversibles.
Selon l’inégalité (2.2.3), nous avons :

||(ϕ−
mt)∗.Y

1||Ω1
r ≤

(
C1.e

−t0ρ′
1aR
)m

.||Y 1||Ω1
r+m1 = Vm

La série géométrique ∑m Vm converge, ∀t ≥ t0 > 0,∀ρ′
1 > 0.

D’après le critère de Weierstrass, nous concluons que la série ∑m≥0(ϕ−
mt)∗Y

1 converge
uniformément sur U1,∀t ≥ t0 > 0.
Par un même raisonnement, et d’après l’inégalité (2.2.4) nous avons :

||(ϕ+
−mt)∗.Y

2||Ω2
r ≤

(
C2.e

−t0ρ′
2bL
)m

.||Y 2||Ω2
r+m2

On déduit que la série ∑m≥1(ϕ+
−mt)∗Y

2 converge uniformément sur U2,∀t ≥ t0 > 0.
b) Montrons que (I − ϕt∗) et (I − (ϕ−t)∗) sont inversibles.
Comme :

(I − ϕmt∗)
∑
m≥0

ϕmt∗Y =
∑
m≥0

ϕmt∗

 . (I − ϕmt∗) .Y = Y

et respectivement

(I − ϕmt∗)
−

∑
m≥1

ϕ−mt∗

 .Y = −
∑
m≥1

ϕ−mt∗

 . (I − ϕmt∗) .Y = Y

alors (I − ϕt∗)Y est inversible, d’où :

[
(I − ϕt∗)−1Y

]
(x) =

∑
m≥0

(
ϕmt∗Y

)
(x)

= −
∑
m≥1

(
ϕ−mt∗Y

)
(x)

respectivement : [
(I − ϕ−t∗)−1Y

]
(x) =

∑
m≥0

(
ϕ−mt∗Y

)
(x)

= −
∑
m≥1

(
ϕmt∗Y

)
(x)

 *   
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c) Calculons (I − ϕt∗)−1 et (I − (ϕ−t)∗)−1.
Comme U = U1 ⊕ U2 ; alors ∀Y ∈ U ; ∃!Y i ∈ Ui/Y = Y 1 + Y 2, d’où :

(I − ϕt∗)−1Y =
∑
m≥0

(
ϕ−
mt∗Y

1
)

−
∑
m≥1

(
ϕ+

−mt∗Y
2
)

respectivement :

(I − ϕ−t∗)−1Y =
∑
m≥0

(
ϕ+

−mt∗Y
2
)

−
∑
m≥1

(
ϕ−

−mt∗Y
1
)

d) Montrons que (I − ϕt∗) et (I − (ϕ−t)∗) sont doucement inversibles. nous avons :∥∥∥(I − ϕt∗)−1Y
∥∥∥
r

≤
∑
m≥0

∥∥∥(ϕmt)−
∗ Y

1
∥∥∥Ω1

r
+
∑
m≥1

∥∥∥(ϕ−mt)+
∗ Y

2
∥∥∥Ω2

r

≤ C1
∑
m≥0

(
e−t0ρ′

1aR
)m

.||Y 1||Ω1
r+m1 + C2.

∑
m≥1

(
e−t0ρ′

2bL
)m

.||Y 2||Ω2
r+m2

Ces deux séries géométriques sont convergentes, nous aurons alors :

∥∥∥(I − ϕt∗)−1Y
∥∥∥
r

≤ C1

1 − e−t0ρ′
1aR

.||Y 1||Ω1
r+m1 + C2.e

−t0ρ′
2bL

1 − e−t0ρ′
2bL
.||Y 2||Ω2

r+m2

Soit m = sup(m1,m2) alors ∃C > 0 tel que :∥∥∥(I − ϕt∗)−1Y
∥∥∥
r

≤ C
(
||Y 1||Ω1

r+m1 + ||Y 2||Ω2
r+m2

)
= C||Y ||r+m

(I − (ϕt)∗) est alors doucement inversible sur U .
Par un même raisonnement pour (I − (ϕ−t)∗) :

(I − ϕ−t∗)−1Y =
∑
m≥0

(
ϕ+

−mt∗Y
2
)

−
∑
m≥1

(
ϕ−
mt∗Y

1
)

(I − (ϕ−t)∗) est alors doucement inversible sur U .

Lemme 10. Pour tout t ≥ t0 > 0, et pour tout λ ∈ C∗ alors :

a) Les séries suivantes :
∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗Y ;

∑
m≥1

λm−1(ϕ(−mt))∗Y

convergent uniformément dans U ;
b) Les opérateurs (λI − (ϕt)∗) et (λI − (ϕ−t)∗) sont doucement inversibles dans U .

Démonstration. a) i) Montrons que (λI − (ϕ−
t )∗) est inversible ; ∀λ ∈ C∗. Nous posons :

Um(λ, t) = 1
λm+1ϕ

−
mt∗Y

1; λ ̸= 0

d’après l’inégalité (2.2.3) :

∥Um(λ, t)∥Ω1
r ≤ C1

|λ|

e−t0ρ′
1aR

|λ|

m ||Y 1||Ω1
r+m1 = Vm
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Comme ρ′
1 est arbitraire alors : ∀λ ∈ C∗ ∃ρ′

1,λ > 0 tel que :

q = e−t0ρ′
1,λaR

|λ|
< 1, c’est à dire ρ′

1,λ >
−ln |λ|
t0.aR

La série géométrique ∑
m>0 Vm converge, ∀t ≥ t0 > 0, ∀λ ∈ C∗, d’où la série∑

m≥0
1

λm+1 (ϕ−
mt)∗Y

1 converge uniformément sur U1,∀t ≥ t0 > 0.

ii) Montrons que (λI − (ϕ+
t )∗) est inversible ; ∀λ ∈ C∗.

Par un même raisonnement, et d’après l’inégalité (2.2.4) nous avons :
∥∥∥λm−1(ϕ+

−mt)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤ C2

|λ|
(
e−t0ρ′

2bL|λ|
)m

||Y 2||Ω2
r+m2

Comme ρ′
2 est arbitraire alors : ∀λ ∈ C ∃ρ′

2,λ > 0 tel que :

e−t0ρ′
2,λbL|λ| < 1

d’où la série ∑m≥1 λ
m−1(ϕ+

−mt)∗Y
2 converge uniformément sur U2,∀t ≥ t0 > 0.

b) i) Calculons l’inverse de (λI − (ϕt)∗)
Comme :

(λI − (ϕt)∗)
∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗

 .Y =
∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗

 (λI − (ϕt)∗).Y = Y

d’après le lemme 3, alors :

(λI − (ϕt)∗)−1Y =
∑
m≥0

1
λm+1 (ϕmt)∗.Y

De même, d’après le lemme 3, nous avons :

(λI − (ϕt)∗)
−

∑
m≥1

λm−1(ϕ−mt)∗

 .Y = −
∑
m≥1

λm−1(ϕ−mt)∗

 (λI − (ϕt)∗).Y = Y

d’où
(λI − (ϕt)∗)−1Y = −

∑
m≥1

λm−1(ϕ−mt)∗.Y

Par un même raisonnement pour déterminer :

(λI − (ϕ−t)∗)−1Y

Or ∀Y ∈ U = U1 ⊕ U2, alors ∃!Y i ∈ Ui/Y = Y 1 + Y 2 ; on a :

(λI − (ϕt)∗)−1Y = (λI − (ϕt)∗)−1Y 1 + (λI − (ϕt)∗)−1Y 2

=
∑
m≥0

1
λm+1 (ϕ−

mt)∗.Y
1 −

∑
m≥1

λm−1(ϕ+
−mt)∗.Y

2

et, respectivement :

(λI − (ϕ−t)∗)−1Y =
∑
m≥0

1
λm+1 (ϕ+

−mt)∗.Y
2 −

∑
m≥1

λm−1(ϕ−
mt)∗.Y

1
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ii) Montrons que (λI − (ϕt)∗) est doucement inversible sur U , et respectivement que
(λI − (ϕ−t)∗) est doucement inversible sur U ,

Nous avons :∥∥∥(λI − (ϕt)∗)−1Y
∥∥∥
r

≤
∑
m≥0

1
|λ|m+1

∥∥∥(ϕ−
mt)∗Y

1
∥∥∥Ω1

r
+
∑
m≥1

|λ|m−1
∥∥∥(ϕ+

−mt)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r

≤ C1

|λ|
∑
m≥0

e−t0ρ′
1aR

|λ|

m .||Y 1||Ω1
r+m1 + C2

|λ|
∑
m≥1

(
e−t0ρ′

2bL|λ|
)m

.||Y 2||Ω2
r+m2

Comme ρ′
1 et ρ′

2 sont arbitraires, alors : ∀λ ∈ C∗ :

∃ρ′
λ > sup

(
−ln|λ|
t0.aR

,
ln|λ|
t0.bL

)
> 0

tel que : 
e−t0ρ′

1aR

|λ| < 1
et

|λ|e−t0ρ′
2bL < 1

Les deux séries géométriques convergent ∀λ ∈ C∗, d’où il existe m = max(m1,m2) et
une constante C > 0 telle que :∥∥∥(λI − (ϕt)∗)−1Y

∥∥∥
r

≤ C ∥Y ∥r+m

Remarque : Si λ = 0, alors (λI − (ϕt)∗)−1Y = −(ϕ−t)∗Y existe.

Par conséquent, l’opérateur (λI − (ϕt)∗) est doucement inversible sur U, ∀λ ∈ C
. Le même raisonnement est valable pour démonter que l’opérateur (λI − (ϕ−t)∗) est
également doucement inversible sur U, ∀λ ∈ C.
Théorème 8. Pour tout t ≥ t0 > 0, et pour tout λ ∈ C.
a) Y ∈ U = U1 ⊕U2 ; alors ∃!Y i ∈ Ui(i = 1, 2) telle que Y = Y 1 + Y 2, nous avons alors
la résolvante :R(λ, (ϕt)∗)Y = (λI − (ϕt)∗)−1Y = ∑

m≥0
1

λm+1 (ϕ−
mt)∗Y

1 −∑
m≥1 λ

m−1(ϕ+
−mt)∗.Y

2

R(λ, (ϕ−t)∗)Y = (λI − (ϕ−t)∗)−1Y = ∑
m≥0

1
λm+1 (ϕ+

−mt)∗Y
2 −∑

m≥1 λ
m−1(ϕ−

mt)∗.Y
1

b) Le spectre et la résolvante des semi-groupes de dilatation ϕt∗ et ϕ−t∗, pour tout t ≥
t0 > 0

σ(ϕt∗) = σ(ϕ−t∗) = ∅ ρ(ϕt∗) = ρ(ϕ−t∗) = C,∀t ≥ t0 > 0

Démonstration. C’est évident

2.3 Spectres des opérateurs exp(tY0)∗ et exp(−tY0)∗

Soit Y0 ∈ E telle que Y0(0) = 0 et DY0(0) ̸= 0. La formule de Taylor associée au
champs Y0(x) au voisinage de 0 sera :

Y0(x) = DY0(0).x+ Z0(x)
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Nous posons DY0(0) = X0. Le reste Z0 de la formule de Taylor se comporte comme une
perturbation.
Soit :

ϕt = exptX0

ψt = exptY0

Le passage du champ X0 au champ Y0 sera par l’existence d’un difféomorphisme f∗,
c’est l’opérateur de vague.

f = lim
t→∞

ft avec ft = ϕ−t ◦ ψt
d’où, et selon la proposition 4 du chapitre 1, nous aurons :

f∗X0 = X0 + Z0 et f∗(X0 + Z0) = X0

2.3.1 Estimation du Y0 − flot

On pose Y −
0 = X−

0 +Z−
0 (resp. Y +

0 = X+
0 +Z+

0 ), où Z0 = Z−
0 +Z+

0 une perturbation
de X0 tel que :

Z0(x, y) =
(
Z−

0 (x), Z+
0 (y)

)
∈ Rk × Rl = Rn; ∀(x, y) ∈ K ⊂ Rk × Rl

Z−
0 (respectivement Z+

0 ) est un germe infiniment plat à l’origine, i.e satisfaisant
l’estimation suivante :

∀x ∈ Rn,

{
∀α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn

|α| = ∑n
i=1 αi

il existe Mα > 0 tel que :

||DαZ−
0 (x)|| ≤ Mα. ||x||k1, ∀k1 > 1 ∀x ∈ Rk

(resp
||DαZ+

0 (y)|| ≤ Mα. ||y||k2, ∀k2 > 1 ∀y ∈ Rl)
alors la forme vectorielle de Y −

0 − flot (resp. Y +
0 − flot ) sera :

ψ−
t (x) = exp.t(X−

0 + Z−
0 )(x) = ϕ−

t (x) +
∫ t

0
ϕ−
t−s ◦ Z−

0 (ψ−
s (x))ds (2.3.1)

(respectivement

ψ+
t (y) = exp.t(X+

0 + Z+
0 )(y) = ϕ+

t (y) +
∫ t

0
ϕ+
t−s ◦ Z+

0 (ψ+
s (y))ds

solution du système dynamique :{
d
dtψ

−
t (x) = X−

0 ◦ ψ−
t (x) + Z−

0 ◦ ψ−
t (x)

ψ−
0 (x) = x

(respectivement {
d
dtψ

+
t (y) = X+

0 ◦ ψ+
t (y) + Z+

0 ◦ ψ+
t (y)

ψ+
0 (y) = y
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Lemme 11. Si la perturbation Z−
0 (resp Z+

0 ) est infiniment plate à l’origine 0, alors
le champ de vecteurs Y −

0 (resp. Y +
0 ) est complet, et le flot ψ−

t (resp ψ+
t ) satisferait les

estimations suivantes :{
∥ x ∥ .e−aLt 6∥ (exp tY −

0 ) (x) ∥6∥ x ∥ .e−aRt

∥ x ∥ .eaRt 6∥ (exp −tY −
0 ) (x) ∥6∥ x ∥ .eaLt ; ∀t > 0

(resp {
∥ y ∥ .ebLt 6∥ (exp tY +

0 ) (y) ∥6∥ y ∥ .ebRt

∥ y ∥ .e−bRt 6∥ (exp −tY +
0 ) (y) ∥6∥ y ∥ .e−bLt ; ∀t > 0

)

Démonstration. Considérons l’équation
1
2
d

dt
∥ ψ−

t (x) ∥2= ⟨ψ−
t (x) , X−

0
(
ψ−
t (x)

)
+ Z−

0
(
ψ−
t (x)

)
⟩

En prenant ζ =∥ ψ−
t (x) ∥, on en déduit que :{

−aLζ2 −M0ζ
k1+1 6 1

2
d
dtζ

2 6 −aRζ2 +M0ζ
k1+1

ζ (0) =∥ x ∥

Alors

−aLζ1−k1 −M0 6 ζ−k1
d

dt
ζ 6 −aRζ1−k1 +M0

Si nous posons z = ζ1−k1, nous aurons donc :
dz = (1 − k1) ζ−k1dζ et le système devient :

−aLz −M0 6 1
1 − k1

d

dt
z 6 −aRz +M0

qui a pour solutions

b1e
−aR(1−k1)t + M0

aL
6 z 6 b2e

−aL(1−k1)t − M0

aR

telles que b1, b2, deux fonctions en x et comme aL, aR > 0, alors :

b1e
−aR(1−k1)t 6 z 6 b2e

−aL(1−k1)t

Comme 1 − k1 < 0, alors

b3e
−aLt 6 ζ 6 b4e

−aRt

Où b3, b4 également deux fonctions dépendant de x.
D’où :

∥ x ∥ .e−aLt 6∥ ψ−
t (x) ∥6∥ x ∥ .e−aRt

De même, nous aurons :

∥ x ∥ .eaRt 6∥ ψ_
−t (x) ∥6∥ x ∥ .eaLt

Et par un raisonnement similaire, nous aboutissons à{
∥ y ∥ .ebLt 6∥ ψ+

t (y) ∥6∥ y ∥ .ebRt

∥ y ∥ .e−bRt 6∥ ψ+
−t (y) ∥6∥ y ∥ .e−bLt ; ∀t > 0
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i) Estimation de la première dérivée de Y0−flot :
Notons par η− (t, x, υ1) = Dψ−

t (x) υ1 et η+ (t, y, υ2) = Dψ+
t (y) υ2 où υ1, υ2 ∈ Rk. La

première dérivée par rapport à x de Y −
0 -flot ( resp Y +

0 -flot ), est solution du système
dynamique : {

d
dtη

− (t, x, υ1) =
(
Dξ1X

−
0 +Dξ1Z

−
0
)

· η− (t, x, υ1)
η− (0, x, υ1) = υ1

avec ξ1 = ψ−
t (x) et, respectivement{

d
dtη

+ (t, y, υ2) =
(
Dξ2X

+
0 +Dξ2Z

+
0
)

· η+ (t, y, υ2)
η+ (0, y, υ2) = υ2

avec ξ2 = ψ+
t (y).

Lemme 12. La dérivée de Y −
0 -flot ( resp de Y +

0 -flot ) a les estimations suivantes pour
tout t > 0 : {

e−aLt 6∥ (D exp tY −
0 ) (x) ∥6 e−aRt

eaRt 6∥ (D exp −tY −
0 ) (x) ∥6 eaLt

(resp {
ebLt 6∥ (D exp tY +

0 ) (y) ∥6 ebRt

e−bRt 6∥ (D exp −tY +
0 ) (y) ∥6 e−bLt

)

Démonstration. Posons : z1 =∥ η− (t, x, v) ∥ et considérons l’équation suivante :


1
2
d
dtz

2
1 = 1

2
d
dt ∥ η− (t, x, v1) ∥2= ⟨η− (t, x, v1) ,

(
Dξ1X

−
0 +Dξ1Z

−
0
)

· η− (t, x, v1)⟩

z1(0) =∥ v1 ∥

Nous aurons :
z2

1
(
−aL −M1e

−aLtk1
)
6 1

2
d
dtz

2
1 6 z1

2.
(
−aR +M1e

−aRtk1
)

z1(0) =∥ v1 ∥

Alors : (
−aL −M1e

−aLtk1
)
dt 6 dz1

z1
6
(
−aR +M1e

−aRtk1
)
dt

Nous aurons ensuite :

−aLt+ M1
aLk1

e−aLtk1 + b6 6 lnz1 6 −aR.t− M1
aRk1

e−aRtk1 + b5

telles que b5, b6 deux fonctions dépendant de x.
Où −aLt+ b6 6 lnz1 6 −aR.t+ b5 alors : ∥v1∥ .e−aL.t ≤ z1 ≤ ∥v1∥ .e−aR.t. En prenant

∥v1∥ = 1, nous obtenons :

e−aLt 6∥ Dψ−
t (x) ∥6 e−aRt ∀x ∈ Rk,∀t > 0

Nous pouvons, facilement déduire :

eaRt 6∥ Dψ−
−t(x) ∥6 eaLt
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Par le même raisonnement nous obtenons :{
ebLt 6∥ Dψ+

t (y) ∥6 ebRt

e−bRt 6∥ Dψ+
−t (y) ∥6 e−bLt

)

ii) L’estimation finale de la l′ime dérivée de Y0− flot
Lemme 13. La l′ime dérivée de Y −

0 -flot ( resp de Y +
0 -flot ) a les estimations suivantes

pour tout t > 0,∀l′ ∈ N : ∥ Dl′ψ−
t (x) ∥6M ′′

l e
−aRt

∥ Dl′ψ−
−t (x) ∥6M ′′

l e
aLt

∀x ∈ Rk

et  ∥ Dl′ψ+
t (y) ∥6M ′′

l e
bRt

∥ Dl′ψ+
−t (y) ∥6M ′′

l e
−bLt

∀y ∈ Rl

Démonstration. Nous généralisons le résultat précédent à l’aide d’un raisonnement par
récurrence :
1)Pour j = 0, 1, le résultat est vérifié.
2) Supposons que la propriété est vraie jusqu’à l’ordre (j − 1), i.e

∥ Dl′ψ−
t (x) ∥6M ′

l′e
−aRt; ∀l′ ≤ j − 1

3) Montrons que cette dernière propriété est vraie à l’ordre j. Soit la jime dérivation du
Y −

0 flot
η−
j (t, x, v) = Djψ−

t (x) vj ,∀v ∈ Rn

solution du système dynamique suivant :{
d
dtη

−
j (t, x, v) = Dξ1Y

−
0 · η−

j (t, x, v) +G−
j (t, x, v)

η−
j (0, x, v, ..., v) = v

avec
G−
j (t, x, v) =

j∑
k′=2

Dk′

ξ1Z
−
0 (ξ1)

∑
i1 + i2 + ...+ ik′ = j

ik′ > 0

Di1
x ψ

−
t (x) vi1...Dik′

x ψ
−
t (x) vik′

ξ1 = ψ−
t (x)

En utilisant la méthode de la résolvante exposée, par exemple dans [5] ; ensuite Y.
Domar la utilisé pour étudier les idéaux fermés dans certaines algèbres de Banach[10]),
nous déduisons que :

η−
j (t, x, v, ..., v) = Dψ−

t (x) v +
∫ t

0
Dψ−

t−s
(
ψ−
s (x)

)
G−
j (s, x, v) ds

L’intégrale dans l’expression précédente est bien définie au point s = 0 parce que :

lim
s→0+

Dψ−
t−s

(
ψ−
s (x)

)
= Dψ−

t (x)

et il existe des constantes Al > 0 tel que :

lim
s→0+

G−
j (s, x, v) =

m∑
k′′=2

Ak′Dk′

ξ1Z
−
0 (ξ1) vk

′
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Comme v est arbitraire, nous choisissons ∥ v ∥= 1 , et posons :

Ij =
∫ t

0
∥ Dψ−

t−s
(
ψ−
s (x)

)
∥ . ∥ G−

j (s, x, v) ∥ ds

Soit K ⊂ Rk un ensemble compact, montrons alors que Ij converge uniformément
quand t tend vers +∞ pour tout x ∈ K.

Comme :
∥ Dk′

Z−
0 (x) ∥K6Mk′ , ∀k′ > 1 , et ∀x ∈ Rk

et en utilisant les hypothèses de récurrence, nous aboutissons à :

Ij 6
j∑

k′=2
Mk′

∑
i1+i2+..+i′k=j

M ′
i1...M

′
i′k

∫ t

0
e−(t−s+sk′)aRds 6M ′

je
−aRt

L’intégrale Ij est alors uniformément convergente par rapport à x quand t tend vers
+∞ .

Par conséquent, ils existent des constantes M ′′

j = sup(1,M ′
j) > 0 tel que :

∥ η−
j ∥6∥ Dψ−

t (x) v ∥ +
∫ +∞

0
∥ Dψ−

t−s
(
ψ−
s (x)

)
∥ . ∥ G−

j (s, x, v) ∥ ds

6 M
′′

j e
−aRt

4) Conclusion :

∥ Dl′ψ−
t (x) ∥6M ′′

l e
−aRt,∀l′ ∈ N; ∀x ∈ Rk

Par un raisonnement similaire, nous aurons :

∥ Dl′ψ−
−t (x) ∥6M ′′

l e
aLt

et  ∥ Dl′ψ+
t (y) ∥6M ′′

l e
bRt

∥ Dl′ψ+
−t (y) ∥6M ′′

l e
−bLt

∀y ∈ Rl

2.3.2 Structure hyperbolique

i) Les opérateurs d’onde
Soit :

ϕ−
t = exp tX−

0 et ψ−
t = exp tY −

0
( resp ϕ+

t = exp tX+
0 et ψ+

t = exp tY +
0 )

et le difféomorphisme f−
t (x) =

(
ϕ−

−t ◦ ψ−
t

)
(x). D’après l’expression (2.3.1) de ψ−

t (x),
le difféomorphisme f−

t devient :

f−
t (x) = x+

∫ t

0
ϕ−

−s(Z−
0 ◦ ψ−

s )(x)ds

(respectivement
f+

−t (y) = y −
∫ t

0
ϕ+
s (Z+

0 ◦ ψ+
−s)(y)ds



CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS SPECTRALES ESPACE FRÉCHET HYPERBOLIQUE 54

L’opérateur d’onde est défini par :

f− = lim
t→+∞

ϕ−
−t ◦ ψ−

t (resp f+ = lim
t→+∞

ϕ+
−t ◦ ψ+

t )

Pour tout Z0, il existe un difféomorphisme f∗, tel que :

f∗X0 = X0 + Z0 = Y0

Lemme 14. a) f−
t , Drf−

t (respectivement f+
−t, Drf+

−t), f−
−t et Drf−

−t (respectivement
f+
t et Drf+

t ) sont globalement uniformément bornés à l’ordre infini ∀t > 0,∀r ∈ N.
b) Pour tout compact K1 ⊆ Ω1 (respectivement K2 ⊆ Ω2 ) il existe un ε > 0 tel que
∀t ∈ R+ :

∥f−
−t − I∥K1

r ≤ ε et ∥f+
t − I∥K2

r ≤ ε

Démonstration. a) Montrons que f−
t et Drf−

t (respectivement f+
−t et Drf+

−t) sont glo-
balement bornés uniformément à l’ordre infini ∀t > 0,∀r ∈ N.
Soit

f−
t (x) = x+

∫ t

0
ϕ−

−s(Z−
0 ◦ ψ−

s )(x)ds

alors, pour tout r ∈ N; ∀v ∈ Rn telle que ∥v∥ = 1, nous avons :

Dr
x

(
f−
t − I

)
(x) vr =

∫ t

0
e−A−sDr

x(Z−
0 ◦ ψ−

s (x)).vrds

Comme

Dr
x(Z−

0 ◦ ψ−
s (x)).vr =

r∑
γ=1

Dγ
ξZ

−
0 (ξ)

∑
l1+...lγ=r

Dl1ψ−
s (x).vl1...Dlγψ−

s (x).vlγ

où ξ = ψ−
s (x).

Selon le lemme 11, il existe des constantes Mi > 0 telles que ∥ ψ−
s (x) ∥K1≤ M1e

−saR

avec K1 un compact inclus dans Ω1 et ∀k1 > 1 ; nous aurons alors :

∥ Dγ
ξZ

−
0 (ξ) ∥≤ Mγ ∥ ξ ∥k1= Mγ∥ψ−

s (x)∥k1

D’où :

∥Dr
x

(
f−
t − I

)
(x) ∥K1 ≤ M2

∫ t

0
esaL∥ψ−

s (x)∥k1ds

≤ M3

∫ t

0
esaL.e−saRk1ds

≤ M3

∫ t

0
e−s[k1aR−aL]ds

De l’hypothèse (2.2.1), ∃ρ1 > 1/k1aR − aL ≥ ρ1 > 1 alors :

∥Dr
x

(
f−
t − I

)
(x) ∥K1≤ M3

∫ t

0
e−sρ1ds ≤ M3

ρ1

d’où :
∥
(
f−
t − I

)
(x) ∥K1

r ≤ M3

ρ1
; ∀t > 0

Il en résulte que : f−
t et Df−

t sont uniformément bornés à l’infini ∀t > 0; ∀r ∈ N.



CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS SPECTRALES ESPACE FRÉCHET HYPERBOLIQUE 55

- et par un raisonnement similaire, avec K2 un compact inclus dans Ω2 ; et avec
l’hypothèse (2.2.2), ∃ρ2 > 1/k2bL − bR ≥ ρ2 > 1 nous pouvons démontrer que :

∥
(
f+

−t − I
)

(y) ∥K2
r ≤ M4

ρ2

d’où f+
−t est globalement bornée à l’infini ∀t > 0, i.e :

∥Dr
y

(
f+

−t − I
)

(y) ∥K26M4

∫ t

0
e−s(k2bL−bR)ds ≤ M4

∫ t

0
e−sρ2ds = M4

1 − e−tρ2

ρ2
≤ M4

ρ2

où k2.bL − bR ≥ ρ2 > 1; k2 > 1
Montrons que f−

−t et Drf−
−t (respectivement f+

t et Drf+
t ) sont globalement uniformé-

ment bornés à l’ordre infini ∀t > 0,∀l′ ∈ N.
Let

f−
−t (x) = x−

∫ t

0
ϕ−
s (Z−

0 ◦ ψ−
−s)(x)ds

alors, pour tout r ∈ N; ∀v ∈ Rn telle que ∥v∥ = 1, nous avons :

Dr
x

(
f−

−t − I
)

(x) vr = −
∫ t

0
eA

−sDr
x(Z−

0 ◦ ψ−
−s(x)).vrds

Or

Dr
x(Z−

0 ◦ ψ−
−s(x)).vr =

r∑
γ=1

Dγ
ξ′Z−

0 (ξ′)
∑

l1+...lγ=r
Dl1ψ−

−s(x).vl1...Dlγψ−
−s(x).vlγ

où ξ′ = ψ−
−s(x)

Selon le lemme 11, ∥ ψ−
−s(x) ∥K1≤ MesaL ; on en déduit qu’il existe une constante M ′ > 0

telle que :

∥Dr
x

(
f−

−t − I
)

(x) ∥K1 ≤ M ′
∫ t

0
e−saR∥Z−

0 ∥ψ
−
−s(K1)

r+m′
1

sup
x∈K1

(
1

1+ ∥ ψ−
−s(x) ∥2

)m′
1/2
ersaLds

≤ M ′
∫ t

0
e−s[(1+m′

1)aR−(k1+r)aL]ds

On choisit :
m′

1 = (r + k1).
[
aL
aR

+ 1
]

+ ρ > 0

avec ρ une constante positive quelconque.

∥Dr
x

(
f−

−t − I
)

(x) ∥K1≤ M ′
∫ t

0
e−s(ρ+1)aRds = M ′ 1 − e−t(ρ+1)

(ρ+ 1)aR
Comme ρ est arbitraire, alors ∀ε1 >, ∃ρε1 > 0 telle que :

∥Dr
x

(
f−

−t − I
)

(x) ∥K1≤ ε1; ∀t > 0 (2.3.2)

Il en résulte que : f−
−t et Drf−

−t sont uniformément bornés à l’infini ∀t > 0; ∀r ∈ N.

- et par un raisonnement similaire, il existe une constante M ′′ > 0 telle que :

∥Dr
y

(
f+
t − I

)
(y) ∥K26M ′′

∫ t

0
e−s((m′

2+1)bL−(r+k2)bR)ds
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On choisit :
m′

2 = (r + k2).
[
bR
bL

+ 1
]

+ ρ′ > 0

avec ρ′ une constante arbitraire quelconque, nous déduisons que :

∥Dr
y

(
f+
t − I

)
(y) ∥K2≤ M ′′

∫ t

0
e−s(ρ′+1)bRds

Comme ρ′ est arbitraire, alors ∀ε2 > 0, ∃ρ′
ε2 > 0 tels que :

∥Dr
y

(
f+
t − I

)
(y) ∥K2≤ ε2 (2.3.3)

d’où f+
t et Drf+

t sont globalement bornés à l’infini ∀t > 0.

b) des équations (2.3.2) et (2.3.3), ∀t > 0; ∃ε = max{ε1, ε2} telle que nous aurons :

∥f−
−t − I∥K1

r ≤ ε; et ∥f+
t − I∥K2

r ≤ ε

ii) Flot opérant doucement (exptY0)∗
Soit Bε = B(0, ε) la boule centrée sur l’origine ayant comme rayon un certain ε > 0.

Lemme 15. Pour tout Y i ∈ Ui et ∀t ≥ 0, il existe C ′, C ′′ deux constantes positives
telles que :

||(exp tY −
0 )∗.Y

1||Ω1
r ≤ C ′.e−tρ′

1.aR.
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωε
1

r+m1
(2.3.4)

et respectivement :

||(exp −tY +
0 )∗.Y

2||Ω2
r ≤ C ′′.e−tρ′

2.bL.
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωε
2

r+m2
(2.3.5)

Démonstration. Soit Y 1 ∈ U1 et ∀t ≥ 0 nous avons :

(exp tY −
0 )∗.Y

1 = (ψ−
t )∗Y

1 = (ϕ−
t ◦ f−

t )∗.Y
1

= (D(ϕ−
t ◦ f−

t ).Y 1) ◦ (ϕ−
t ◦ f−

t )−1

= Dϕ−
t (f−

t ◦ (f−
t )−1 ◦ ϕ−

−t).Y 1((f−
t )−1 ◦ ϕ−

−t).Df−
t ((f−

t )−1 ◦ ϕ−
−t)

= Dϕ−
t (ϕ−

−t).Y 1(ψ−
−t).Df−

t (ψ−
−t)

= Dϕ−
t (ϕ−

−t).Y 1(ϕ−
−t ◦ f−

−t).Df−
t (ϕ−

−t ◦ f−
−t)

Soit K1 un compact de Ω1, on en déduit ensuite l’estimation suivante :

∥ (exp tY −
0 )∗.Y

1 ∥K1≤∥ Dϕ−
t (ϕ−

−t).Y 1(ϕ−
−t ◦ f−

−t) ∥K1 . ∥ Df−
t (ϕ−

−t ◦ f−
−t) ∥K1

D’après le lemme de la section a, Df−
t et f−

−t sont uniformément bornés, alors il existe
une constante C > 0 telle que :

∥ (exp tY −
0 )∗.Y

1 ∥K1
r ≤ C ∥ (ϕ−

t )∗.Y
1 ∥f

−
−t(K1)
r ∀r ≥ 0 (2.3.6)

Or : ∣∣∣∣∥∥∥f−
−t
∥∥∥K1 − ∥I∥K1

∣∣∣∣ 6 ∥∥∥f−
−t − I

∥∥∥K1 6 ε

alors :
∥I∥K1 − ε 6

∥∥∥f−
−t
∥∥∥K1 6 ∥I∥K1 + ε
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Par conséquent :

K1 −Bε ⊆ f−
−t(K1) ⊆ K1 +Bε (2.3.7)

A partir des équations (2.3.6) et (2.3.7), et pour tout r > 0, ρ′
1 > 0, ∃m1 =

[
r.aL

aR

]
+

ρ′
1 > 0, nous avons :

∥ (exp tY −
0 )∗.Y

1 ∥K1
r ≤ C ′e−aRtρ

′
1 ∥ Y 1 ∥Φ−

−t(f
−
−t(K1))

r+m1 ≤ C ′e−aRtρ
′
1 ∥ Y 1 ∥Φ−

−t(K1+Bε)
r+m1

comme :
Φ−

−t
(
f−

−t (K1)
)

⊆ Ωε
1

Nous pouvons écrire donc :

∥ (exp tY −
0 )∗.Y

1 ∥K1
r ≤ C ′e−aRtρ

′
1 ∥ Y 1 ∥Ωε

1
r+m1

Et comme K1 est arbitraire sur Ω1, alors :

∥ (exp tY −
0 )∗.Y

1 ∥Ω1
r ≤ C ′e−aRtρ

′
1 ∥ Y 1 ∥Ωε

1
r+m1

Nous procédons de la même manière pour démontrer :

||(exp −tY +
0 )∗.Y

2||Ω2
r ≤ C ′′.e−tρ′

2.bL.
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωε
2

r+m2

Lemme 16. i) (ψt)∗ est invariant sur U,∀t ∈ R
ii) Le difféomorphisme (ψt)∗ opère doucement sur U ε

1 et (ψ−t)∗) opère dou-
cement sur U ε

2 , on a : ∀t ≥ 0,∀ρ′
i > 0,∃mi, tel que : m1 =

[
r.aL

aR

]
+ ρ′

1 > 0 et
m2 =

[
r.bR

bL

]
+ ρ′

2 > 0

||(ψt)∗.Y ||Ω1
r ≤ e−ωt.||Y ||Ω

ε
1

r+m1 avec ω = ρ′
1aR

respectivement
||(ψ−t)∗.Y ||Ω2

r ≤ e−ω′t.||Y ||Ω
ε
2

r+m2 avec ω′ = ρ′
2bL

Démonstration. Soit Y ∈ U = U1 ⊕U2 ; alors ∃!Y i ∈ Ui(i = 1, 2) telle que Y = Y 1 +Y 2.
Soit t ∈ R,∀(x, y) ∈ Rn = Ω1 ∪ Ω2

(ψt)∗Y (x, y) =
(
(ψ−

t )∗Y
1(x), (ψ+

t )∗Y
2(y)

)
i) Nous allons montrer que (ψt)∗Y ∈ U,∀t ≥ 0.

- Nous projetons sur U1 ⇒ Y (x, y) = (Y 1(x), 0)
Alors :

(ψt)∗Y (x, y) =
(
(ψ−

t )∗Y
1(x), 0

)
D’où (ψt)∗Y ∈ U
- De la même façon, si nous projetons sur U2 ⇒ Y (x, y) = (0, Y 2(x))
Alors :

(ψt)∗Y (x, y) =
(
0, (ψ+

t )∗Y
2(x)

)
D’où (ψt)∗Y ∈ U . On déduit que (ψt)∗ est invariant sur U,∀t ∈ R
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ii) On remarque que :

||(ψt)∗.Y ||Ω1
r = ||(ψ−

t )∗.Y
1||Ω1

r

≤ C ′.e−tρ′
1.aR.||Y 1||Ω

ε
1

r+m1 (cf lemme 15 )

||(ψt)∗.Y ||Ω1
r ≤ C ′

1.e
−ωt||Y ||Ω

ε
1

r+m1 avec ω = ρ′
1.aR

Ceci signifie que (ψt)∗ opère doucement sur U ε
1 .

- De même :

||(ψ−t)∗.Y ||Ω2
r = ||(ψ+

−t)∗.Y
2||Ω2

r

≤ C ′′.e−tρ′
2.bL.||Y 2||Ω

ε
2

r+m2 (cf lemme 15 )
≤ C ′′

2 .e
−ω′t.||Y ||Ω

ε
2

r+m2 avec ω′ = ρ′
2.bL

On en déduit que (ψ−t)∗ opère doucement sur U ε
2 .

iii) La structure hyperbolique douce

Définition 13. Soit E un espace de Fréchet de champs de vecteurs, X ∈ E = E1 ⊕ E2
et le X−flot ψt = exptX. E a une structure hyperbolique douce pour (ψt)∗ si et
seulement si ∃ε > 0 /
i) ψt∗ est invariant sur E; ∀t ∈ R ;
ii) (ψt)∗ opère doucement sur Eε

1; ∀t ≥ 0
iii) (ψ−t)∗ opère doucement sur Eε

2; ∀t ≥ 0 .

Où Eε
i = {Z ∈ E/suppZ ⊂ Ωε

i} avec Ωε
i = Ωi + Bε, et E = E1 ⊕ E2 = Eδ

1 + Eδ
2 ;

où 0 < δ < ε (cf [24])

Théorème 9. L’algèbre admissible U admet une structure hyperbolique pour le flot ψt∗.

Démonstration. Selon le lemme 16, on en déduit que U a une structure hyperbolique
pour ψt .� 

2.3.3 Spectre des opérateurs exp(tY0)∗ et exp(−tY0)∗

Soit U = U1 ⊕U2 le sous-algèbre de Fréchet de type hyperbolique pour le Y0-flot, alors
∃ε > 0 tel que U = U ε

1 + U ε
2 .

Lemme 17. Soit E une algèbre de Lie-Fréchet, et U une sous-algèbre admissible de E.
Soient (ψ−

t )∗ et (ψ+
−t)∗ deux difféomorphismes opérant doucement respectivement sur U ε

1
et U ε

2 , alors (I − ψt∗) et (I − (ψ−t)∗) sont doucement inversibles sur U .

Démonstration. a) Montrons que (I − ψt
−
∗ ) et (I − (ψ−t)+

∗ ) sont inversibles.
Selon l’inégalité (2.3.4), nous avons :

||(ψ−
mt)∗.Y

1||Ω1
r ≤

(
C ′.e−t0ρ′

1aR
)m

.||Y 1||Ω
ε
1

r+m1 = Wm

La série géométrique ∑mWm converge, ∀t ≥ t0 > 0,∀ρ′
1 > 0.

D’après le critère de Weierstrass, nous concluons que la série ∑m≥0(ψ−
mt)∗Y

1 converge

* 
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uniformément sur U ε
1 ,∀t ≥ t0 > 0.

Par un même raisonnement, et en considérant l’inégalité (2.3.5), nous aurons :

||(ψ+
−mt)∗.Y

2||Ω2
r ≤

(
C ′′.e−t0ρ′

2bL
)m

.||Y 2||Ω
ε
2

r+m2

On déduit que la série ∑m≥1(ψ+
−mt)∗Y

2 converge uniformément sur U ε
2 ,∀t ≥ t0 > 0.

b) Montrons que (I − ψt∗) et (I − (ψ−t)∗) sont inversibles.
Comme, d’après le lemme 3 :

(I − ψmt∗)
∑
m≥0

ψmt∗Y =
∑
m≥0

ψmt∗

 . (I − ψmt∗) .Y = Y

et respectivement

(I − ψmt∗)
−

∑
m≥1

ψ−mt∗

 .Y = −
∑
m≥1

ψ−mt∗

 . (I − ψmt∗) .Y = Y

alors (I − ψt∗)Y est inversible, d’où :

[
(I − ψt∗)−1Y

]
(x) =

∑
m≥0

(
ψmt∗Y

)
(x)

= −
∑
m≥1

(
ψ−mt∗Y

)
(x)

respectivement : [
(I − ψ−t∗)−1Y

]
(x) =

∑
m≥0

(
ψ−mt∗Y

)
(x)

= −
∑
m≥1

(
ψmt∗Y

)
(x)

c) Calculons (I − ψt∗)−1 et (I − (ψ−t)∗)−1

Comme U = U1 ⊕ U2 ; alors ∀Y ∈ U ; ∃!Y i ∈ Ui/Y = Y 1 + Y 2, d’où :

(I − ψt∗)−1Y = (I − ψt∗)−1Y 1 + (I − ψt∗)−1Y 2

=
∑
m≥0

(
ψ−
mt∗Y

1
)

−
∑
m≥1

(
ψ+

−mt∗Y
2
)

respectivement :

(I − ψ−t∗)−1Y =
∑
m≥0

(
ψ+

−mt∗Y
2
)

−
∑
m≥1

(
ψ−

−mt∗Y
1
)

d) Montrons que (I − ψt∗) et (I − (ψ−t)∗) sont doucement inversibles sur U .
Nous avons :∥∥∥(I − ψt∗)−1Y

∥∥∥
r

≤
∑
m≥0

∥∥∥(ψmt)−
∗ Y

1
∥∥∥Ω1

r
+
∑
m≥1

∥∥∥(ψ−mt)+
∗ Y

2
∥∥∥Ω2

r

≤ C ′ ∑
m≥0

(
e−t0ρ′

1aR
)m

.||Y 1||Ω
ε
1

r+m1 + C ′′.
∑
m≥1

(
e−mt0ρ′

2bL
)m

.||Y 2||Ω
ε
2

r+m2

Ces deux dernières séries géométriques sont convergentes, nous aurons alors :
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∥∥∥(I − ψt∗)−1Y
∥∥∥
r

≤ C ′

1 − e−t0ρ′
1aR

.||Y 1||Ω
ε
1

r+m1 + C ′′.e−t0ρ′
2bL

1 − e−t0ρ′
2bL
.||Y 2||Ω

ε
2

r+m2

Soit m = sup(m1,m2) alors ∃C > 0 tel que :∥∥∥(I − ψt∗)−1Y
∥∥∥
r

≤ C
(
||Y 1||Ω

ε
1

r+m1 + ||Y 2||Ω
ε
2

r+m2

)
= C||Y ||r+m

(I − (ψt)∗) est alors doucement inversible sur U .
Par un même raisonnement pour (I − (ψ−t)∗) :

(I − ψ−t∗)−1Y = −
∑
m≥1

ψ−
mt∗Y

1 +
∑
m≥0

ψ+
−mt∗Y

2

(I − (ψ−t)∗) est alors doucement inversible sur U .

Lemme 18. Pour tout t ≥ t0 > 0, et pour tout λ ∈ C∗ :

a) alors les séries suivantes :
∑
m≥0

1
λm+1 (ψmt)∗Y ;

∑
m≥1

λm−1(ψ(−mt))∗Y

convergent uniformément dans U ;
b) Les opérateurs (λI − (ψt)∗) et (λI − (ψ−t)∗) sont doucement inversibles dans U .

Démonstration. a) i) Montrons que (λI − (ψ−
t )∗) est inversible ; ∀λ ∈ C∗. Nous posons :

Vm(λ, t) = 1
λm+1ψ

−
mt∗Y

1; λ ̸= 0

d’après l’inégalité (2.3.4) :

∥Vm(λ, t)∥Ω1
r ≤ C ′

1
|λ|

e−t0ρ′
1aR

|λ|

m ||Y 1||Ω
ε
1

r+m1 = Wm

Comme ρ′
1 est arbitraire alors : ∀λ ∈ C∗ ∃ρ′

1,λ > 0 tel que :

q = e−t0ρ′
1,λaR

|λ|
< 1, c’est à dire ρ′

1,λ >
−ln |λ|
t0.aR

La série géométrique ∑
m>0Wm converge, ∀t ≥ t0 > 0, ∀λ ∈ C∗, d’où la série∑

m≥0
1

λm+1 (ψ−
mt)∗Y

1 converge uniformément sur U ε
1 ,∀t ≥ t0 > 0.

ii) Montrons que (λI − (ψ+
−t)∗) est inversible ; ∀λ ∈ C∗.

Par un même raisonnement, et d’après l’équation (2.3.5) nous avons :
∥∥∥λm−1(ψ+

−mt)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤ C ′

2
|λ|

(
e−t0ρ′

2bL|λ|
)m

||Y 2||Ω
ε
2

r+m2

Comme ρ′
2 est arbitraire alors : ∀λ ∈ C∗ ∃ρ′

2,λ > 0 tel que :

e−t0ρ′
2,λbL|λ| < 1



CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS SPECTRALES ESPACE FRÉCHET HYPERBOLIQUE 61

On en déduit que la série ∑
m≥1 λ

m−1(ψ+
−mt)∗Y

2 converge uniformément sur
U ε

2 ,∀t ≥ t0 > 0; ∀ε > 0.

b) i) Calculons l’inverse de (λI − (ψt)∗)
Comme :

(λI − (ψt)∗)
∑
m≥0

1
λm+1 (ψmt)∗

 .Y =
∑
m≥0

1
λm+1 (ψmt)∗

 (λI − (ψt)∗).Y = Y

d’après le lemme 3, alors :

(λI − (ψt)∗)−1Y =
∑
m≥0

1
λm+1 (ψmt)∗.Y

De même, d’après le lemme 3, nous avons :

(λI − (ψt)∗)
−

∑
m≥1

λm−1(ψ−mt)∗

 .Y = −
∑
m≥1

λm−1(ψ−mt)∗

 (λI − (ψt)∗).Y = Y

d’où :
(λI − (ψt)∗)−1Y = −

∑
m≥1

λm−1(ψ−mt)∗.Y

Par un même raisonnement pour déterminer :

(λI − (ψ−t)∗)−1Y

Or ∀Y ∈ U = U1 ⊕ U2, alors ∃!Y i ∈ Ui/Y = Y 1 + Y 2 ; on a :

(λI − (ψt)∗)−1Y = (λI − (ψt)∗)−1Y 1 + (λI − (ψt)∗)−1Y 2

=
∑
m≥0

1
λm+1 (ψ−

mt)∗.Y
1 −

∑
m≥1

λm−1(ψ+
−mt)∗.Y

2

et, respectivement :

(λI − (ψ−t)∗)−1Y =
∑
m≥0

1
λm+1 (ψ+

−mt)∗.Y
2 −

∑
m≥1

λm−1(ψ−
mt)∗.Y

1

ii) Montrons que (λI − (ψt)∗) est doucement inversible sur U , et respectivement que
(λI − (ψ−t)∗) est doucement inversible sur U ,

Nous avons :∥∥∥(λI − (ψt)∗)−1Y
∥∥∥
r

≤
∑
m≥0

1
|λ|m+1

∥∥∥(ψ−
mt)∗Y

1
∥∥∥Ω1

r
+
∑
m≥1

|λ|m−1
∥∥∥(ψ+

−mt)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r

≤ C ′

|λ|
∑
m≥0

e−t0ρ′
1aR

|λ|

m .||Y 1||Ω
ε
1

r+m1 + C ′′

|λ|
∑
m≥1

(
e−t0ρ′

2bL|λ|
)m

.||Y 2||Ω
ε
2

r+m2

Comme ρ′
1 et ρ′

2 sont arbitraires, alors : ∀λ ∈ C∗ :

∃ρ′
λ > sup

(
−ln|λ|
t0.aR

,
ln|λ|
t0.bL

)
> 0
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tel que : 
e−t0ρ′

1aR

|λ| < 1
et

|λ|e−t0ρ′
2bL < 1

Les deux séries géométriques convergent ∀λ ∈ C∗, d’où il existe m = max(m1,m2) et
une constante C > 0 telle que :∥∥∥(λI − (ψt)∗)−1Y

∥∥∥
r

≤ C ∥Y ∥r+m

Remarque : Si λ = 0, alors (λI − (ψt)∗)−1Y = −(ψ−t)∗Y existe.
Par conséquent, l’opérateur (λI − (ψt)∗) est doucement inversible sur U,∀λ ∈ C .
Le même raisonnement est valable pour démonter que l’opérateur (λI − (ψ−t)∗) est
également doucement inversible sur U,∀λ ∈ C.

Théorème 10. Pour tout t ≥ t0 > 0, et pour tout λ ∈ C.
a) Y ∈ U = U1 ⊕U2 ; alors ∃!Y i ∈ Ui(i = 1, 2) telle que Y = Y 1 + Y 2, nous avons alors
la résolvante :R(λ, (ψt)∗)Y = (λI − (ψt)∗)−1Y = ∑

m≥0
1

λm+1 (ψ−
mt)∗Y

1 −∑
m≥1 λ

m−1(ψ+
−mt)∗.Y

2

R(λ, (ψ−t)∗)Y = (λI − (ψ−t)∗)−1Y = ∑
m≥0

1
λm+1 (ψ+

−mt)∗Y
2 −∑

m≥1 λ
m−1(ψ−

mt)∗.Y
1

b) Le spectre et la résolvante de ψt∗ et ψ−t∗, pour tout t ≥ t0 > 0

σ(ψt∗) = σ(ψ−t∗) = ∅

ρ(ψt∗) = ρ(ψ−t∗) = C

Démonstration. C’est évident



Chapitre 3

Propriétés spectrales de certains
générateurs infinitésimaux dans un
espace de Fréchet et applications

On va d’abord exposer en général quelques propriétés d’un générateur infinitésimal
L = d

dt
γt|t=0 sur un espace de Fréchet E, où (γt)t≥0 une famille de semi-groupes sur E.

∀t ≥ 0, γt est solution du système dynamique suivant :
d

dt
γt(Y ) = L ◦ γt(Y ) = γt ◦ L(Y )

∀Y ∈ E, ∀t ≥ 0
γt(Y ) = Y

Par un corollaire fondamental, nous déduisons l’existence de la résolvante de L avec
son spectre.

Corollaire 4. Si ∀t > 0; ∀λ ∈ D ⊆ C, le difféomorphisme (eλt.I − γt) est injectif et
l’opérateur (λI − L) est surjectif sur U ⊆ E, alors ∀λ ∈ D ⊆ C; ∀Y ∈ U ⊂ E :
a) (λI − L) est inversible sur U
b)

R(λI, L)(Y ) = (λI − L)−1Y

c) Le spectre de L : σ(L) ⊆ C −D et l’ensemble résolvant de L ; ρ(L) ⊇ D

3.1 Propriétés Spectrales d’un générateur infinitésimal L dans un
espace de Fréchet

3.1.1 Propriétés d’un générateur infinitésimal L

Soit L un générateur infinitésimal de la famille de semi-groupes (γt)t≥0 sur l’espace
de Fréchet E, alors γt est solution du système dynamique suivant :

d

dt
γtX = L ◦ γt(X) = γt ◦ L(X)

∀X ∈ E, ∀t ≥ 0
γ0.X = X

63
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Lemme 19. Soit L un générateur infinitésimal du groupe à un paramètre γt, nous
posons :

Bλ(t)X =
∫ t

0
e(t−s)λγs(X)ds

pour tout λ ∈ C et X ∈ E et pour tout t ≥ 0 alors :
1)

(λI − L) ◦Bλ(t)X = Bλ(t) ◦ (λI − L)X =
(
eλtI − γt

)
(X)

2) Si (λI − L) et Bλ(t) sont inversibles sur E, alors
(
eλtI − γt

)
l’est aussi.

3) Soit Λ un sous-espace fermé de E et ∀t ≥ 0, γt(Λ) ⊂ Λ, alors (λI − L) et Bλ(t)
restent invariantes sur Λ
4) a- Si X ∈ ker(λI − L) alors Bλ(t)X = t.eλtX

b- Si X ∈ KerBλ(t) alors X ∈ ker
(
Ieλt − γt

)
Ce lemme est une généralisation des travaux de Zajtz [23]

Démonstration. 1) Pour montrer :

(λI − L) ◦Bλ(t)X = Bλ(t) ◦ (λI − L)X =
(
eλtI − γt

)
(X)

nous allons procéder en deux étapes (cf : [18]) :
i) Montrons que pour tout λ ∈ C et X ∈ E et pour tout t ≥ 0 nous avons :

(λI − L) ◦Bλ(t)X = eλtX − γt(X) (3.1.1)

(λI − L) ◦Bλ(t)X = (λI − L)
∫ t

0
e(t−s)λγs(X)ds

= λBλ(t)X −
∫ t

0
e(t−s)λγs

(
dγτ
dτ

|τ=0

)
Xds

= λBλ(t)X −
∫ t

0
e(t−s)λ.

dγτ+s

dτ
|τ=0 Xds

= λBλ(t)X −
∫ t

0
e(t−s)λ.

dγs
ds

Xds

= λBλ(t)X − [e(t−s)λγsX]t0 − λ
∫ t

0
e(t−s)λγsXds

= λBλ(t)X − [γt(X) − eλtX] − λBλ(t)X
= eλtX − γt(X)

ii) Par le même procédé, nous montrons que :

Bλ(t)(λI − L)X = eλtX − γt(X)

Bλ(t)(λI − L)X =
∫ t

0
e(t−s)λγs((λI − L)X)ds

= λBλ(t)X −
∫ t

0
e(t−s)λγs

(
dγτ
dτ

|τ=0

)
Xds

= eλtX − γt(X)
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2) Nous supposons que (λI −L) et Bλ(t) sont inversibles sur E, alors d’après (3.1.1)
nous avons : Bλ(t) ◦ (λI − L) = eλtI − γt et donc eλtI − γt est aussi inversible sur E.
3) Soit Λ un sous-espace fermé de E tel que γtX ∈ Λ; ∀t ≥ 0,∀X ∈ Λ alors :

(λI − L)(X) = λX −
(
dγt
dt

|t=0

)
(X) ∈ Λ = Λ

de même :

Bλ(t)X =
∫ t

0
e(t−s)λγs(X)ds ∈ Λ

Les opérateurs (λI − L) et Bλ(t) restent donc invariants sur Λ ⊂ E
4) a) Soit X ∈ ker(λI − L) alors d’après l’égalité (3.1.1) et eλtX − γt(X) = 0 alors
γt(X) = eλtX

Bλ(t)(X) =
∫ t

0
e(t−s)λγs(X)ds

=
∫ t

0
e(t−s)λeλsXds

=
∫ t

0
eλtXds

= t.eλtX

b) Soit X ∈ ker(Bλ(t)) alors d’après l’égalité (3.1.1) et Bλ(t)X = 0 alors γt(X) = eλtX,
d’où X ∈ ker

(
eλt.I − γt

)
.

Théorème 11. Pour tout λ ∈ D ⊂ C et pour tout t ≥ 0 nous avons :

Ker(λI − L) ⊕Ker(Bλ(t)) = Ker
(
eλtI − γt

)
Démonstration. i) Montrons que : Pour tout λ ∈ D et pour tout t ≥ 0 nous avons :

K = Ker(λI − L) ∩Ker(Bλ(t)) = {0}

On remarque que :0 ∈ K, montrons alors que si X ∈ K alors X = 0.
Supposons que, par un raisonnement par absurde qu’il existe X ∈ K tel que X ̸= 0.
Nous avons :

X ∈ Ker(λI − L) ∩Ker(Bλ(t))
D’après l’égalité (3.1.1), nous avons, pour ∀t > 0 :

eλtX − γt(X) = 0 ⇒ γt(X) = eλtX

d’où
0 = Bλ(t)(X) =

∫ t

0
e(t−s)λeλsXds = t.eλtX

et comme t.eλt ̸= 0, alors X = 0, d’où la contradiction avec l’hypothèse de départ. On
en conclue :

Ker(λI − L) ∩Ker(Bλ(t)) = {0}
ii) Montrons que :

Ker
(
eλtI − γt

)
⊂ Ker(λI − L) ⊕Ker(Bλ(t))
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Soit X ∈ Ker
(
eλtI − γt

)
et X ̸= 0 Or.

Ker
(
eλtI − γt

)
= Ker [(λI − L) ◦Bλ(t)]
= Ker [Bλ(t) ◦ (λI − L)

d’après (3.1.1), nous aurons : alors :
(λI − L) ◦Bλ(t)(X) = 0
et

Bλ(t) ◦ (λI − L)(X) = 0

d’où : 
X ∈ KerBλ(t)
ou

X ∈ Ker(λI − L)(X)
On en déduit que :

X ∈ KerBλ(t) ∪Ker(λI − L)
Or X = X + 0 = 0 +X, on aura donc :

X ∈ Ker(Bλ(t)) ⊕Ker(λI − L)

C’est à dire :
Ker

(
eλtI − γt

)
⊂ Ker(λI − L) ⊕Ker(Bλ(t))

iii) Montrons que Ker(λI − L) ⊕Ker(Bλ(t)) ⊆ Ker
(
eλtI − γt

)
.

Soit X ∈ Ker(λI − L) ⊕ ker(Bλ(t)), alors ∃!X1 ∈ Ker(λI − L) et ∃!X2 ∈ Ker(Bλ(t))
tel que X = X1 +X2. D’après (3.1.1), alors :(

eλtI − γt
)

(X) = Bλ(t) ◦ (λI − L)(X1) + (λI − L) ◦Bλ(t)(X2)

Or (λI−L)(X1) = 0 et Bλ(t)(X2) = 0, d’où :
(
eλtI − γt

)
(X) = 0 ⇒ X ∈ ker

(
eλtI − γt

)
donc :

Ker(λI − L) ⊕Ker(Bλ(t)) ⊆ Ker
(
eλtI − γt

)
Nous concluons alors :

Ker(λI − L) ⊕Ker(Bλ(t)) = Ker
(
eλtI − γt

)

Corollaire 5. On définit l’opérateur moyen adjoint par :

At(X) =
∫ t

0
γs(X)ds = B0(t)X

alors :
1) ∀t > 0 L ◦ At = At ◦ L = ((γt) − I)
2) Si L et At sont inversibles, alors (γt − I) est aussi inversible.
3) Si Λ est un sous-espace fermé de E et (γt)(Λ) ⊂ Λ alors L et At sont invariants sur
Λ.
4) 1

tAt = IKerL
5) Ker(I − (γt) = Ker(L) ⊕Ker(At)
Démonstration. Voir [23].
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3.1.2 Propriétés d’un générateur adjoint adX

Théorème 12. Soit ad−X (respectivement adX) le générateur infinitésimal de la famille
de semi-groupes (ϕt∗ = (exptX)∗)t≥0 (respectivement (ϕ∗

t = (exptX)∗)t≥0 ). On pose :
pour tout λ ∈ C et Y ∈ E et pour tout t ≥ 0 et :

Bλ(t)Y =
∫ t

0
e(t−s)λϕs∗Y ds

et respectivement :
Aλ(t)Y =

∫ t

0
e(t−s)λϕ∗

sY ds

Alors : 1)
(λI − ad−X) ◦Bλ(t) = Bλ(t) ◦ (λI − ad−X) =

(
eλtI − ϕt∗

)
(λI − adX) ◦ Aλ(t) = Aλ(t) ◦ (λI − adX) =

(
eλtI − ϕ∗

t

)
2) Si (λI − adX) et Aλ(t) sont inversibles sur E, alors

(
eλtI − ϕ∗

t

)
est aussi inversible

sur E. Respectivement Si (λI−ad−X) et Bλ(t) sont inversibles sur E, alors
(
eλtI − ϕt∗

)
est aussi inversible sur E.
3) Soit Λ un sous-espace fermé de E et ∀t ≥ 0, ϕt∗(Λ) ⊂ Λ (respectivement ϕ∗

t (Λ) ⊂ Λ),
alors (λI − ad−X) et Bλ(t) (respectivement (λI − adX) et Aλ(t) ) restent invariantes
sur Λ
4) Si Y ∈ ker(λI − adX) alors Aλ(t)Y = t.eλt(Y ), et respectivement, si :
Y ∈ ker(λI − ad−X), alors Bλ(t)Y = t.eλt(Y ).
5)

Ker(λI − adX) ⊕Ker(Aλ(t)) = Ker
(
eλtI − ϕ−t∗

)
et

Ker(λI − ad−X) ⊕Ker(Bλ(t)) = Ker
(
eλtI − ϕt∗

)
3.1.3 Injectivité d’un générateur L et adX

Théorème 13. Pour tout λ ∈ D ⊂ C et pour tout t > 0, si l’opérateur
(
eλtI − γt

)
est

injectif sur U ⊆ E, alors (λI −L) et Bλ(t) sont aussi injectifs sur U ⊆ E, c’est à dire :
si ker

(
Ieλt − γt

)
= {0},∀λ ∈ D ⊂ C et ∀t > 0, alors ker(λI − L) = kerBλ(t) = {0},

∀λ ∈ D ⊂ C et ∀t > 0.

Démonstration. Déduction du théorème 11

Corollaire 6. a) pour tout λ ∈ D ⊂ C et pour tout t > 0, si l’opérateur
(
eλtI − ϕt∗

)
est injectif, alors (λI − ad−X) est aussi injectif pour tout λ ∈ D ⊂ C.
b) pour tout λ ∈ D ⊂ C et pour tout t > 0, si l’opérateur

(
eλtI − ϕ∗

t

)
est injectif, alors

(λI − adX) est aussi injectif pour tout λ ∈ D ⊂ C.

Remarque : Par la contraposée du théorème, on déduit que si ker(λI − L) ̸= {0}
c’est à dire (λI − L) est non injectif, alors ∃T > 0/

(
eλT I − γT

)
est non injectif.

Corollaire 7. si ker(λI −L) ̸= {0} et ∃T > 0/eλT = 1, c’est à dire (λk = 2ikπ
T = ikω),

alors :
a) ∀X ∈ ker(I − γT ), X ̸= 0, γt(X) est de période T ; ∀t ≥ 0 ;
b) ∀k ∈ Z, Yk ∈ ker(λI − L);λk sera une valeur propre associée au vecteur propre Yk
par le générateur infinitésimal L telle que : LYk = λkYk ; ∀k ∈ Z
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Démonstration. a) Soit X ∈ ker(I − γT ) ̸= {0} ; montrons que γt(X) est de période
T ; ∀t ≥ 0.
En effet, comme γTX = X ̸= 0, alors ∀t > 0, γt ◦ γT (X) = γt(X), soit donc :

γt+T (X) = γt(X)

d’où γt(X) est de période T , ∀X ∈ ker(I − γT ).
b) Comme eλT = 1, alors λT = 2ikπ, ∀k ∈ Z, c’est à dire λk = 2ikπ

T = ikω) ; valeurs
propres de L. On a ∀Yk ∈ ker(λkI −L) ̸= {0}, alors LYk = λkYk, c’est à dire λk sont les
valeurs propres associées aux vecteurs propres Yk par le générateur infinitésimal L.

Corollaire 8. si ker(λI − ad−X) ̸= {0} (respectivement ker(λI − adX) ̸= {0}) et
∃T > 0/eλT = 1 c’est à dire (λk = 2ikπ

T ), alors :
a) ∀X ∈ ker(I − ϕT∗) ̸= {0}, ϕt∗X est de période T ; ∀t ≥ 0 ;
( respectivement ∀X ∈ ker(I − ϕ∗

T ) ̸= {0} ; ϕ∗
tX est de période T ; ∀t ≥ 0 )

b)

ker (λkI − ad−X) =
{
Yk = 1

T

∫ T

0
e

−2ikπ
T .s.ϕs∗.Y ds, ∀Y ∈ ker(I − ϕT∗)

}
et respectivement :

ker (λkI − adX) =
{
Yk = 1

T

∫ T

0
e

−2ikπ
T .s.(ϕs)∗.Y ds, ∀Y ∈ ker(I − (ϕT )∗)

}

3.2 Série de Fourier

Si ∃t > 0/(I − γt) est périodique, alors σ(L) ̸= ∅ et on a l’existence des séries de
Fourier.

3.2.1 Définition et exemples

Définition 14. Soient Y un champ de vecteurs dans l’espace de Frêchet E = χ(M) et

γ : R × E → Diff(M)

(t, Y ) 7→ γ(t, Y ) = γt(Y )
où γt(Y ) est périodique par rapport à t, de période T :

γt+T (Y ) = γt(Y ),∀t ∈ R,∀Y ∈ E

, alors :
a) dans le corps des complexes, la série de Fourier associée à γt(Y ) est définie par :

S(t, γt(Y )) =
+∞∑

k=−∞
Ck(γt(Y )) · exp(iωkt)

avec
Ck(γt(Y )) = 1

T

∫ T

0
exp(−iωks)γs(Y )ds

b) dans le corps des réels, la série de Fourier est définie par :

S(t, γt(Y )) = A0(γt(Y ))
2

+
∑
n≥1

[An(γt(Y )) · cos(nωt) +Bn(γt(Y )) · sin(nωt)]

avec, ∀n ∈ N
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{
An(γt(Y )) = 2

T

∫ T
0 γs(Y ) cos(nωs)ds

Bn(γt(Y )) = 2
T

∫ T
0 γs(Y ) sin(nws)ds

Exemple 1 Soit γt(Y ) = (ϕt)∗Y , de période T = 2π
ω , alors la série de Fourier

associée à cette fonction sera :
a) Dans le corps des complexes

S(t, (ϕt)∗Y ) =
+∞∑

k=−∞
Yk exp(iωkt)

avec pour tout k ∈ Z
Yk = 1

T

∫ T

0
exp(−iωks)(ϕs)∗Y ds

b) Dans le corps des réels

S(t, (ϕt)∗Y ) = A0

2
+
∑
n≥1

(An cos(nωt) +Bn sin(nωt))

avec pour tout n ∈ N

A0 = 1
T

∫ T

0
(ϕs)∗Y ds , An = 2

T

∫ T

0
(ϕs)∗Y cos(nωs)ds

Bn = 2
T

∫ T

0
(ϕs)∗Y sin(nωs)ds

Exemple 2 :
Soit le problème aux limites suivant :

∀Y ∈ E, ∀t ∈ R,∀k ∈ N, avec T = 2π
ω
γ′
t(Y ) = iωk · γt(Y )
γ0(Y ) = Yk
γt+T (Y ) = γt(Y );

Ce problème admet pour solution :

γt(Y ) = Yk exp(iωkt)

Exemple 3 : Soit le problème aux limites suivant :
∀Y ∈ E, ∀t ∈ R


γ′′
t (Y ) + γt(Y ) = gt(Y )
γ ′

t+T (Y ) = γ ′
t(Y )

γt+T (Y ) = γt(Y )
(3.2.1)

on pose
Cn(γt(Y )) = 1

T

∫ T

0
γt(Y )e−inωtdt
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alors

Cn(γ′′
t (Y )) = 1

T

∫ T

0
γ′′
t (Y )e−inωtdt

= 1
T

([γ ′
t(Y )e−inωt]T0 + inω

∫ T

0
γ ′
t(Y )e−inωtdt)

= 1
T

(
[γ ′

T (Y ) − γ ′
0(Y )] + inω

[
γt(Y )e−inωt

]T
0

+ (inω)2
∫ T

0
γt(Y )e−inωtdt

)
= (inω)2Cn(γt(Y ))
= −n2ω2Cn(γt(Y ))

d’autre part

gt(Y ) =
+∞∑

n=−∞
Cn(gt(Y ))einωt

=
+∞∑
−∞

Cn(γ′′
t (Y ) + γt(Y ))einωt

=
+∞∑
−∞

[Cn(γ′′
t (Y )) + Cn(γt(Y ))]einωt

=
+∞∑
−∞

[−n2ω2Cn(γt(Y ) + Cn(γt(Y ))]einωt

=
+∞∑
−∞

(1 − n2ω2)Cn(γt(Y ))einωt

Donc
Cn(gt(Y )) = (1 − n2ω2)Cn(γt(Y )

d’où
Cn(γt(Y )) = Cn(gt(Y ))

(1 − n2ω2)

γt(Y ) =
+∞∑
−∞

Cn(γt(Y )) exp iωnt

=
+∞∑
−∞

Cn(gt(Y ))
(1 − n2ω2)

exp iωnt

=
+∞∑
−∞

1
T

∫ T

0
gs(Y )e−inωsds · exp iωnt

1 − n2ω2

= 1
T

+∞∑
−∞

1
1 − n2ω2

∫ T

0
gs(Y )e−inω(s−t)ds

Donc le problème (3.2.1) admet pour solution :

γt(Y ) =
+∞∑

n=−∞

einωt

1 − n2ω2 .Cn
(
gt(Y )

)
Par exemple, si on prend

gt(Y ) = (ϕt)∗Y =
+∞∑

k=−∞
Yk exp(iωkt)
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alors
γt(Y ) =

+∞∑
−∞

Cn((ϕt)∗Y )
(1 − n2ω2)

einωt =
+∞∑

n=−∞

einωt

1 − n2ω2 .Yn

d’où la solution du problème aux limites : γt(Y ) = ∑+∞
−∞

Yn

(1−n2ω2)e
inωt

Yn = 1
T

∫ T
0 exp(−iωns)(ϕs)∗Y ds

3.2.2 Relation de Plancherel et Parseval
a-Relation de Plancherel

Propriété 5. Soit Y un champ de vecteurs dans l’espace de Frêchet E = χ(M)
Soient γt(Y ) et Υt(Y ) deux fonctions de période T qui vérifient les conditions de

Dirichlet par rapport à t ∈ R, pour tout Y ∈ E
i) Dans le champ complexe, la formule de Plancherel est définie par :

1
T

∫ T

0
γs(Y )Υs(Y )ds =

+∞∑
n=−∞

cn(γt(Y )) · Cn(Υt(Y ))

avec
cn(γt(Y )) = 1

T

∫ T

0
exp(−iωns)γs(Y )ds

Cn(Υt(Y )) = 1
T

∫ T

0
exp(−iωns)Υs(Y )ds

ii) Dans le corps des réels, la formule de Plancherel est définie par :

2
T

∫ T

0
γt(Y )Υt(Y )dt =

= a0(γt(Y )) · A0(Υt(Y ))
2

+
∑
n≥1

(an(γt(Y )) · An(Υt(Y )) + bn(γt(Y )) ·Bn(Υt(Y )))

avec, ∀n ∈ N {
an(γt(Y )) = 2

T

∫ T
0 γs(Y ).cos(nωs)ds

bn(γt(Y )) = 2
T

∫ T
0 γs(Y ).sin(nωs)ds

et {
An(Υt(Y )) = 2

T

∫ T
0 Υs(Y ).cos(nωs)ds

Bn(Υt(Y )) = 2
T

∫ T
0 Υs(Y ).sin(nωs)ds

b-Relation de Parseval

Propriété 6. Soit Y un champ de vecteurs dans l’espace de Frêchet E = χ(M)
Soit γt(Y ) une fonction de période T qui vérifie les conditions de Dirichlet par rapport

à t ∈ R pour tout Y ∈ E
i) Dans le champ complexe, la formule de Parseval est définie par :

1
T

∫ T

0
|γt(Y )|2dt =

k=+∞∑
k=−∞

|Ck(γt(Y ))|2
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avec
Ck(γt(Y )) = 1

T

∫ T

0
exp(−iωks)γs(Y )ds

ii) Dans le corps des réels la formule de Parseval est définie par :

2
T

∫ T

0
|γt(Y )|2dt = A2

0
2

+
∑
n≥1

[(An(γt(Y ))2 + (Bn(γt(Y ))2]

3.2.3 Développement en série de Fourier du semi-groupe

Théorème 14. 1) Si λk = ikω = 2ikπ
T ; ∀k ∈ Z, alors :

a)

ker (λkI − L) =
{
Yk = 1

T

∫ T

0
e−λk.s.γs(Y )ds ∀Y ∈ ker(I − γT )

}
b) γt(Y ) est développable en série de Fourier de la forme :

∀Y ∈ ker (I − γT ) ; γt(Y ) =
+∞∑

k=−∞
Yk exp(λkt)

avec
Yk = 1

T

∫ T

0
e−λk.s.γs(Y )ds

2) Si λ ̸= λk = ikω et ∃T > 0/ker
(
eλT I − γT

)
̸= {0} ; alors ∀Y ∈ ker

(
eλT I − γT

)
;

γt(Y ) est développable en série de Fourier généralisée de la forme :

γt(Y ) =
+∞∑

k=−∞
Zke

(λ−λk)t

où :
Zk = 1

T

∫ T

0
e−(λ−λk)t.γt(Y )dt

Démonstration. 1) Si λk = ikω = 2ikπ
T ; ∀k ∈ Z, alors :

a) Soit
Yk = 1

T

∫ T

0
e−λk.s.γs(Y )ds avec Y ∈ ker(I − γT )

Montrons que Yk ∈ ker(λkI − L), i.e LYk = λk.Yk.

LYk = 1
T

∫ T

0
e−λk.sL ◦ γs(Y )ds

= 1
T

∫ T

0
e−λk.s

d

ds
γs(Y )ds

= 1
T

[
e−λk.sγs(Y )

]T
0

+ λk
1
T

∫ T

0
e−λk.sγs(Y )ds︸ ︷︷ ︸

Yk

et comme : 
e−λk.T = e−2ikπ = 1

et
Y ∈ ker(I − γT ) ⇒ γTY = Y
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⇒
[
e−λk.sγs(Y )

]T
0

= 0

d’où LYk = λkYk ⇔ Yk ∈ ker(λkI − L)
b) On pose

γt(Y ) =
+∞∑

k=−∞
Yke

λkt

Montrons que :
Yk = 1

T

∫ T

0
e−λk.t.γt(Y )dt

Soit :

A = 1
T

∫ T

0
e−λk.tγt(Y )dt

= 1
T

∫ T

0
e−λk.t

 +∞∑
l=−∞

Yle
λlt

 dt
= 1

T

+∞∑
l=−∞

Yl

∫ T

0
e(λl−λk).tdt

=
+∞∑
l=−∞

Yl.δ
l
k = Yk

avec :

δlk =
{

0 si λk ̸= λl
1 si λk = λl

En effet : - Si λk ̸= λl

1
T

∫ T

0
e(λl−λk)tdt

= 1
T

e(λl−λk)t

λl − λk

T
0

= 1
T

 e 2iπ
T (l−k)t

2iπ
T (l − k)

T
0

= 0

- Si λk = λl

1
T

∫ T

0
e(λl−λk)tdt = 1

T

∫ T

0
dt = 1

T
.T = 1

d’où :
Yk = 1

T

∫ T

0
e−λk.t.γt(Y )dt ∀Y ∈ ker(I − γT )

2) Si λ ̸= λk = ikω

Comme ∃T > 0/ker
(
eλT I − γT

)
̸= {0} ; donc

(
I − e−λTγT

)
est non injectif.

On pose :
Υt = e−λtγt
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d’après la première partie, ∀Y ∈ ker
(
I − e−λTγT

)
̸= {0} ; Υt(Y ) est développable en

série de Fourier généralisée de la forme :

Υt(Y ) =
+∞∑

k=−∞
Zke

−λkt

où :
Zk = 1

T

∫ T

0
eλks.Υs(Y )ds

d’où
γt(Y ) =

+∞∑
k=−∞

Zke
(λ−λk)t

où :
Zk = 1

T

∫ T

0
e−(λ−λk)t.γt(Y )dt

avec
Υt(Y ) = e−λtγt

3.3 Applications

3.3.1 Application aux séries de Fourier dans C

Soit R une fonction de classe C1 sur [0, T ] de période T , et g une fonction continue
de R → R, et soit L le générateur infinitésimal du semi-groupe (γt)t≥0. On pose, pour
tout Y ∈ ker (I − γT ) ̸= {0} :

F (Y ) = 1
T

∫ T

0
R(t)γt(Y )dt

G(Y ) = 1
T

∫ T

0
g(t)γt(Y )dt

Lemme 20. Considérons le problème aux limites de Sturm-Liouville suivant :

{
(λI − L)F (Y ) = G(Y )
γT (Y ) = Y

(3.3.1)

est équivalent presque partout au problème aux limites de Dirichlet classique sur le
corps des réels R :


R′(t) + λR(t) = g(t)

0 ≤ t ≤ T
R(T ) = R(0)

(3.3.2)

Démonstration. Nous avons par définition :

L(F (Y )) = 1
T

∫ T

0
R(t)(L ◦ γt)(Y )dt

= 1
T

∫ T

0
R(t) d

dt
γt(Y )dt

= 1
T

[R(t)γt(Y )]T0 − 1
T

∫ T

0
R′(t)γt(Y )dt
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Comme R(T ) = R(0), et γT (Y ) = Y ; alors : [R(t)γt(Y )]T0 = 0 d’où :

(λI − L)F (Y ) = 1
T

∫ T

0
(λR(t) +R′(t)) γt(Y )dt

= 1
T

∫ T

0
g(t)γt(Y )dt

Le problème (3.3.1) est donc équivalent presque partout au problème de Sturm-
Liouville suivant : {

R′(t) + λR(t) = g(t)
R(T ) = R(0) avec 0 ≤ t ≤ T

Théorème 15. Le problème de Sturm-Liouville suivant dans E :{
(λI − L)F (Y ) = G(Y )
γT (Y ) = Y

admet pour solution :
a) Si λ ̸= λk = ikω = 2ikπ

T ; ∀k ∈ Z, alors le problème (3.3.1) admet pour solution :

F (Y ) = (λI − L)−1G(Y ) =
+∞∑

k=−∞

bk
λ− λk

Yk

avec :
bk = 1

T

∫ T

0
eλktg(t)dt

et
Yk = 1

T

∫ T

0
e−λktγt(Y )dt

b) Si λ = λk0 et ∫ T0 eλk0tg(t)dt = 0 alors :

F (Y ) = (λk0I − L)−1G(Y ) =
∑
k ̸=k0

bk
λk0 − λk

Yk + CYk0

telle que C est une constante arbitraire.

c) Si λ = λk0 et ∫ T0 eλk0tg(t)dt ̸= 0 ; alors le problème (3.3.1) n’admet pas de solution.

Démonstration. Considérons le problème aux limites homogènes suivant :{
R′(t) + λR(t) = 0
R(T ) = R(0)

R(t) = Ce−λt et comme R(T ) = R(0), alors e−λT = 1, d’où les valeurs propres sont :

λk = 2ikπ
T

= ikω

et les fonctions propres :
Rk(t) = e−λkt = e−ikωt
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forment un système orthonormé avec le produit scalaire :

< f, g >= 1
T

∫ T

0
f(t)g(t)dt

Comme c’est une famille totale dans L2(0, T ) alors :

R(t) =
+∞∑

k=−∞
Cke

−λkt

avec :
Ck =< R(t), e−λkt >= 1

T

∫ T

0
R(t)eλktdt

a) Si λ ̸= λk, nous avons :

g(t) = R′(t) + λR(t)
or

R(t) =
+∞∑

k=−∞
Cke

−λkt

donc :
g(t) =

+∞∑
k=−∞

Ck(λ− λk)e−λkt

On pose

bk = Ck(λ− λk)
= < g(t), e−λkt >

= 1
T

∫ T

0
g(t)eλktdt

d’où la solution du problème (3.3.2) :

R(t) =
+∞∑

k=−∞

bk
λ− λk

e−λkt

et

F (Y ) = 1
T

∫ T

0
R(t)γt(Y )dt

Or F (Y ) = (λI − L)−1G(Y ) donc :

F (Y ) =
+∞∑

k=−∞

bk
λ− λk

.

(
1
T

∫ T

0
e−λktγt(Y )dt

)

On pose
Yk = 1

T

∫ T

0
e−λktγt(Y )dt

d’où la solution du problème (3.3.1) :

F (Y ) =
+∞∑

k=−∞

bk
λ− λk

.Yk
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b) Si λ = λk0 et ∫ T0 g(t)eλk0tdt = 0 ; on a :

g(t) = R′(t) + λk0R(t)

or
R(t) =

∑
k ̸=k0

Cke
−λkt + Ce−λk0t

donc :
g(t) =

∑
k ̸=k0

Ck(λk0 − λk)e−λkt

avec

bk = Ck(λk0 − λk)
= < g(t), e−λkt >

= 1
T

∫ T

0
g(t)eλktdt

d’où :
R(t) =

∑
k ̸=k0

bk
λk0 − λk

e−λkt + Ce−λk0t

et

F (Y ) = 1
T

∫ T

0
R(t)γt(Y )dt

donc :
F (Y ) =

∑
k ̸=k0

bk
λk0 − λk

.Yk + CYk0

avec
Yk = 1

T

∫ T

0
e−λktγt(Y )dt

c) Montrons la condition d’orthogonalité :∫ T

0
Rk0(t)g(t)dt = 0

Soit R(t) = ∑
k ̸=k0 CkRk(t) une solution particulière de l’équation avec second membre

et Rk0(t) solution de l’équation homogène ; alors :{
R′(t) + λk0R(t) = g(t)
R′
λk0

(t) + λk0Rk0(t) = 0

On multiplie la première équation par Rk0(t), la deuxième par R(t) et faisons la
somme membre à membre, nous obtenons :

Rk0(t)R′(t) +R(t)R′
λk0

(t) + 2.λk0.R(t)Rk0(t) = g(t).Rk0(t)

Comme : ∫ T

0
Rk0(t)R′(t)dt = [Rk0(t)R(t)]T0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ T

0
R′
k0(t)R(t)dt

d’où
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∫ T

0
Rk0(t)g(t)dt = 2.λk0

∫ T

0
R(t)Rk0(t)dt

= 2.λk0

∑
k ̸=k0

Ck

∫ T

0
Rk(t)Rk0(t)dt = 0

d’où finalement : ∫ T

0
Rk0(t)g(t)dt = 0

Corollaire 9. Soit R une fonction de classe C1[0, T ] → R avec R(T ) = R(0), et g est
une fonction continue de R → R.
On pose :

F (Y ) = 1
T

∫ T

0
R(t)ϕt∗(Y )dt

G(Y ) = 1
T

∫ T

0
g(t)ϕt∗(Y )dt

avec (ϕt)∗Y est de période T .

Le problème aux conditions aux limites homogènes suivant :

{
(λI − ad−X)F (Y ) = G(Y )
(ϕT )∗Y = Y

(3.3.3)

est équivalent au problème aux limites de Dirichlet classique sur le corps des réels R :{
R′(t) + λR(t) = g(t) 0 ≤ t ≤ T
R(T ) = R(0)

b) Si λ ̸= λk, alors :

F (Y ) =
+∞∑

k=−∞

bk
λ− λk

Yk

avec :
bk = 1

T

∫ T

0
eλktg(t)dt

et
Yk = 1

T

∫ T

0
e−λkt(ϕt)∗Y dt

c) Si λ = λk0, avec la condition suivante d’orthogonalité :∫ T

0
eλk0t.g(t)dt = 0

alors F (Y ) = (λk0I − ad−X)−1G(Y )

F (Y ) =
∑
k ̸=k0

bk
λk0 − λk

Yk + C.Yk0 avec C une constante arbitraire

d) Si λ = λk0, avec ∫ T
0 eλk0t.g(t)dt ̸= 0 ; Alors le problème 3.3.3 n’admet pas de

solution.



CHAPITRE 3. PROPRIÉTÉS SPECTRALES GÉNÉRATEURS INIFINTÉSIMAUX 79

3.3.2 Application sur les séries de Fourier dans R

Soient X, Y ∈ E = Γ(TM), où M est une variété, et γt = exp(tX) le X-flot, tel que :

γ : Γ(TM) ×M × R → M

(X, x, t) → (γt)(X).
avec (γT )∗Y = Y et R : I = [0, T ] ⊆ R → R est de classe C2 sur I, et g continue sur I.
Nous posons :

F (Y ) = 2
T

∫ T

0
R(t)(γt).Y dt

et
G(Y ) = 2

T

∫ T

0
g(t)(γt).Y dt

Lemme 21. Soit Y ∈ E et le problème de Sturm-Liouville avec second membre aux
conditions aux limites homogènes :

{
(L2 + λ2)F (Y ) = G(Y )
γT (Y ) = Y

(3.3.4)

est équivalent presque partout au le problème de Sturm-Liouville dans R suivant :
R′′(t) + λ2R(t) = g(t)
R(T ) = R(0)
R′(T ) = R′(0)

(3.3.5)

Démonstration. Nous avons l’équation :

(L2 + λ2)F (Y ) = G(Y )

Nous posons :
F (Y ) = 2

T

∫ T

0
R(t)(γt)Y dt

Or

L(F (Y )) = 2
T

∫ T

0
R(t)(L ◦ γt)(Y )dt

)

= 2
T

∫ T

0
R(t) d

dt
γt(Y )dt

= 2
T

[R(t)(γt)(Y )]T0 − 2
T

∫ T

0
R′(t)γt(Y )dt

Or [R(t)γt(Y )]T0 = 0 car R(T ) = R(0) et γT (Y ) = Y , d’où :

L(F (Y )) = − 2
T

∫ T

0
R′(t)γt(Y )dt = H(Y )

L2(F (Y )) = L(H(Y )) = − 2
T

∫ T

0
R′(t)(L ◦ γt)(Y )dt

)

= − 2
T

∫ T

0
R′(t) d

dt
γt(Y )dt

= − 2
T

[R′(t)(γt)(Y )]T0 + 2
T

∫ T

0
R′′(t)γt(Y )dt
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Or [R′(t)γt(Y )]T0 = 0 car R′(T ) = R′(0) et γT (Y ) = Y , d’où :

L2(F (Y )) = 2
T

∫ T

0
R′′(t)γt(Y )dt

(L2 + λ2)F (Y ) = 2
T

∫ T

0

[
R′′(t) + λ2R(t)

]
γt(Y )dt

Or
(L2 + λ2)F (Y ) = G(Y ) = 2

T

∫ T

0
g(t)γt(Y )dt

Par identification, nous aurons le problème de Sturm-Liouville homogène aux condi-
tions aux limites homogènes suivant :

R′′(t) + λ2R(t) = g(t)
R(T ) = R(0)
R′(T ) = R′(0)

Théorème 16. Le problème de Sturn-Liouville (3.3.4) :{
(L2 + λ2)F (Y ) = G(Y )
γt(Y ) = Y

admet pour solution : i) Si λ ̸= kω; ∀k ∈ Z

F (Y ) = a0

2

(
1
λ2A0

)
+
∑
k>1

(
Ak

λ2 − k2ω2ak + Bk
λ2 − k2ω2 bk

)
.

Où : {
ak =< g(t), coskωt >= 2

T

∫ T
0 g(t)cos(kωt)dt

bk =< g(t), sinkωt >= 2
T

∫ T
0 g(t)sin(kωt)dt{

Ak =< coskωt, γt >= 2
T

∫ T
0 (cos(kωt)) γt(Y )dt

Bk =< sinkωt, γt >= 2
T

∫ T
0 (sin(kωt)) γt(Y )dt

ii) Si λ = λk0 et si :∫ T

0
g(t)cos(k0ωt)dt =

∫ T

0
g(t)sin(k0ωt)dt = 0

alors :

F (Y ) = A0.a0

2λ2 +
∑
k ̸=k0

(
Ak.ak

ω2(k2
0 − k2)

+ Bk.bk
ω2(k2

0 − k2)

)
+ C2.Ak0 + C3.Bk0

Démonstration. - Résolution de l’équation sans second membre :

R′′ + λ2R = 0

R(t) = C1cos(λt) + C2sin(λt)
et R′(t) = −C1λsin(λt) + C2λcos(λt)

Vérification des conditions aux limites homogènes :
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{
R(T ) = R(0)
R′(T ) = R′(0)

C’est à dire : {
C1cos(λT ) + C2sin(λT ) = C1
C1λsin(λT ) + C2λcos(λT ) = C2λ{

C1(cos(λT ) − 1) + C2sin(λT ) = 0
C1λsin(λT ) + C2λ(1 − cos(λT )) = 0

Nous cherchons le déterminant de ce dernier système :

△(λ) =
∣∣∣∣∣cos(λT ) − 1 sin(λT )
λsin(λT ) −λ(cos(λT ) − 1)

∣∣∣∣∣ = −2λ(1 − cos(λT ))

△(λ) = 0 ⇒ λ(1 − cos(λT )) = 0
Les valeurs propres sont donc :

λ = 0 ∨ λk = 2kπ
T

= kω

et les fonctions propres associées seront :

{1
2
, coskωt, sinkωt}k≥1

C’est système orthonormé de fonctions propres, et il est dense dans L2(0, T ) avec le
produit scalaire :

< f, g >= 2
T

∫ T

0
f(s)g(s)ds

- Résolution du problème 3.3.5 de Sturm-Liouville :
R′′ + λ2R = g(s)
R(T ) = R(0)
R′(T ) = R′(0)

Comme le système orthonormé de fonctions propres formant une base totale :

{1
2
, coskωt, sinkωt} = L2(0, T )

Or R et g ∈ L2(0, T ), nous avons alors :

g(t) = a0

2
+
∑
k≥1

(akcoskωt+ bksinkωt)

Où : {
ak =< g(s), coskωs >= 2

T

∫ T
0 g(s)coskωsds

bk =< g(s), sinkωs >= 2
T

∫ T
0 g(s)sinkωsds

La solution du problème avec second membre :
R′′ + λ2R = g(s)
R(T ) = R(0)
R′(T ) = R′(0)
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sera donc :
R(t) = α0

2
+
∑
k≥1

(αkcoskωt+ βksinkωt)

Où : {
αk =< R(s), coskωs >
βk =< R(s), sinkωs >

Nous essayons de déterminer les coefficients (αk, βk){
R′′ = −λ2R + g(s)
(cos (kωs))′′ = −(kω)2cos(kωs)

En multipliant la première équation par cos(kωs), la deuxième par R, et en effectuant
la soustraction, nous obtenons :

cos(kωs)R′′ −R(cos(kωs))′′ = d

ds
(W (s, coskωs,R(s)))

Après intégration, nous obtenons :

[W (s, coskωs,R(s))]T0 = R′(T ) −R′(0) = 0

d’où :
(k2ω2 − λ2)

∫ T

0
R(s)cos(kωs)ds︸ ︷︷ ︸

αk

+
∫ T

0
g(s)cos(kωs)ds︸ ︷︷ ︸

ak

= 0

- Si λ ̸= kω nous aurons
αk = 1

λ2 − k2ω2ak

Il est de même pour les coefficients βk =< R(s), sinkωs >{
R′′ = −λ2R + g(s)

(sin(kωs))′′ = −k2ω2sin(kωs)
En multipliant la première équation par sin(kωs), la deuxième par R, et en effectuant

la soustraction, nous obtenons :

[sin(kωs)R′′ −R(sin(kωs))′′]T0 = 0 ⇔ (k2ω2−λ2)
∫ T

0
R(s)sin(kωs)ds︸ ︷︷ ︸

βk

+
∫ T

0
g(s)sin(kωs)ds︸ ︷︷ ︸

bk

= 0

d’où :
βk = 1

λ2 − k2ω2 bk

D’où, la solution du problème (3.3.5) est :

R(t) = α0

2
+
∑
k>1

(αkcoskωt+ βksinkωt) = 1
2

(
1
λ2a0

)
+

+
∑
k>1

(
ak

λ2 − k2ω2 coskωt+ bk
λ2 − k2ω2sinkωt

)
.

Pour le problème (3.3.4), nous avons :

γtY = A0

2
+
∑
k>1

(Akcoskωt+Bksinkωt) , où
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
Ak = 2

T

∫ T
0 γtY coskωtdt

Bk = 2
T

∫ T
0 γtY sinkωtdt

La solution du problème (3.3.4) sera donc :

F (Y ) = 2
T

∫ T

0
R(t)γtY dt

= 2
T

∫ T

0

[ a0

2λ2 +
∑
k>1

(
ak

λ2 − k2ω2 coskωt+ bk
λ2 − k2ω2sinkωt

) ]
γtY dt

= A0.a0

2λ2 +
∑
k>1

(
Ak.ak

λ2 − k2ω2 + Bk.bk
λ2 − k2ω2

)

- Si λ = k0ω, la solution du problème (3.3.5) s’écrira alors :

R(t) = a0

2.λ2 +
∑
k ̸=k0

(
ak

ω2(k2
0 − k2)

coskωt+ bk
ω2(k2

0 − k2)
sinkωt

)
+

+C2.cos(k0ωt) + C3.sin(k0ωt),

avec C2, C3 des constantes arbitraires. et pour le problème (3.3.4) :

γtY = A0

2
+
∑
k≥1

(Akcoskωt+Bksinkωt)

La solution finale sera :

F (Y ) = A0.a0

2λ2 +
∑
k ̸=k0

(
Ak.ak

ω2(k2
0 − k2)

+ Bk.bk
ω2(k2

0 − k2)

)
+ C2.Ak0 + C3.Bk0

Conditions d’orthogonalité : Montrons la condition d’orthogonalité :∫ T

0
Rk0(t)g(t)dt = 0

Nous avons : {
R′′(t) + λ2

k0R(t) = g(t)
R′′
λk0

(t) + λ2
k0Rk0(t) = 0

On multiplie la première équation par Rk0(t), la deuxième par R(t) et faisons la
somme membre à membre, nous obtenons :

Rk0(t)R′′(t) −R(t)R′′
k0(t) = g(t).Rk0(t) (3.3.6)

D’autre part, nous avons :

(R′(t)Rk0(t) −R(t)R′
k0(t))

′ = R′′(t)Rk0(t) +�������
R′(t)R′

k0(t) −�������
R′(t)R′

k0(t) −R(t)R′′
k0(t)

= R′′(t)Rk0(t) −R(t)R′′
k0(t)

= Rk0(t).g(t) d’après (3.3.6)

alors : ∫ T

0
Rk0(t)g(t)dt =

[
Rk0(t)R(t) −R(t)R′

k0(t)
]T
0︸ ︷︷ ︸

=0
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car R′(T ) = R′(0) et R(T ) = R(0) ; donc :

∫ T

0
Rk0(t)g(t)dt = 0

Corollaire 10. Soit une fonction R de classe C2 sur [0, T ] ; R : [0, T ] ⊆ R → R, avec
R(T ) = R(0) et R′(T ) = R′(0). Nous posons :

F (Y ) = 2
T

∫ T

0
R(t)(ϕt)∗Y dt

G(Y ) = 2
T

∫ T

0
g(t)(ϕt)∗Y dt

avec (ϕt)∗Y est de période T .
a) Le problème suivant :{

(ad−X)2(F (Y )) + λ2F (Y ) = G(Y )
ϕT ∗Y = Y

est équivalent presque partout au le problème de Sturm-Liouville dans R suivant :
R′′(t) + λ2R(t) = g(t)
R(T ) = R(0) 0 ≤ t ≤ T
R′(T ) = R′(0)

b) Si λ ̸= λk = kω; ∀k ∈ Z

F (Y ) = a0

2

(
1
λ2A0

)
+
∑
k>1

(
Ak

λ2 − k2ω2ak + Bk
λ2 − k2ω2 bk

)
.

Où : {
ak =< g(t), coskωt >= 2

T

∫ T
0 g(t)cos(kωt)dt

bk =< g(t), sinkωt >= 2
T

∫ T
0 g(t)sin(kωt)dt

et {
Ak =< coskωt, ϕt∗ >= 2

T

∫ T
0 (cos(kωt))ϕt∗(Y )dt

Bk =< sinkωt, ϕt∗ >= 2
T

∫ T
0 (sin(kωt))ϕt∗(Y )dt

c) Si λ = λk0 et si :∫ T

0
g(t)cos(k0ωt)dt =

∫ T

0
g(t)sin(k0ωt)dt = 0

alors :

F (Y ) = A0.a0

2λ2 +
∑
k ̸=k0

(
Ak.ak

ω2(k2
0 − k2)

+ Bk.bk
ω2(k2

0 − k2)

)
+ C2.Ak0 + C3.Bk0

3.3.3 Application aux problèmes de Sturm-Liouville

a) Développement du semi-groupe en série de fonctions propres

Considérons le problème aux limites de Sturm-Liouville classique suivant :
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
d
dt (P (t)R′(t)) + q(t)R(t) − λr(t)R(t) = 0
R(a) = R(b) a ≤ t ≤ b
P (a)R′(a) = P (b)R′(b)

Alors (Rk(t))k forment un système orthonormé de fonctions propres avec le produit
scalaire :

< f, g >=
∫ b

a
r(t)f(t)g(t)dt

et :
(Rk(t))k = L2(a, b) ∋ γt(Y )(x)

γt(Y ) est donc développable en série de fonctions propres (Rk(t))k telle que :

γt(Y ) =
∑
k

CkRk(t)

avec :

Ck(Y ) =
∫ T

0
r(t)γt(Y )Rk(t)dt

b) Résolution d’un problème aux limites de Sturm-Liouville

Considérons le problème aux limites de Sturm-Liouville suivant :


d
dt

(
P (t) ddtγt(Y )

)
+ q(t)γt(Y ) − λr(t)γt(Y ) = gt(Y )

γa(Y ) = γb(Y )
P (a)γ′

a(Y ) = P (b)γ′
b(Y )

(3.3.7)

i) Si λ ̸= λk, alors le problème homogène (3.3.7) admet pour solution :

γt(Y ) =
∑
k

bk(Y )
λk − λ

Rk(t)

avec :
bk(Y ) =

∫ T

0
Rk(t)gt(Y )dt

En effet : {
d
dt (P (t)γ′

t(Y )) + q(t)γt(Y ) − λr(t)γt(Y ) = gt(Y )
d
dt (P (t)R′

k(t)) + q(t)Rk(t) − λkr(t)Rk(t) = 0
En multipliant la première équation par Rk(t), et la deuxième par γt(Y ), et en addi-
tionnant les deux équations membre à membre, nous obtenons :

d

dt
[P (t).W (t, Rk(t), γt(Y ))] + (λk − λ)r(t)γt(Y )Rk(t) = gt(Y )Rk(t)

et en intégrant entre a et b on obtient :

[P (t).W (t, Rk(t), γt(Y ))]ba︸ ︷︷ ︸
=0

+(λk − λ)
∫ b

a
r(t)γt(Y )Rk(t)dt︸ ︷︷ ︸

Ck(Y )

=
∫ b

a
gt(Y )Rk(t)dt︸ ︷︷ ︸

bk(Y )

Nous aurons donc :
Ck(Y ) =

∫ b

a
r(t)γt(Y )Rk(t)dt = bk(Y )

λk − λ
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et
γt(Y ) =

∑
k

bk(Y )
λk − λ

Rk(t)

ii) Si λ = λk0, avec ∫ ba gt(Y )Rk0(t)dt = 0
Nous avons : 

d
dt (P (t)γ′

t(Y )) + q(t)γt(Y ) − λk0r(t)γt(Y ) = gt(Y )
d
dt

(
P (t)R′

k0(t)
)

+ q(t)Rk0(t) − λk0r(t)Rk0(t) = 0

Alors γt(Y ) = C(Y )Rk0(t), où C(Y ) une constante arbitraire dépendant de Y . Nous
aurons donc :

γt(Y ) =
∑
k ̸=k0

bk(Y )
λk − λk0

Rk(t) + C(Y )Rk0(t)

iii) Vérification de la condition d’orthogonalité


d
dt (P (t)γ′

t(Y )) + q(t)γt(Y ) − λk0r(t)γt(Y ) = gt(Y )
d
dt

(
P (t)R′

k0(t)
)

+ q(t)Rk0(t) − λk0r(t)Rk0(t) = 0

En multipliant la première équation par Rk0(t), et la deuxième par γt(Y ), et en
additionnant les deux équations membre à membre, nous obtenons :

d

dt
[P (t).W (t, Rk0(t), γt(Y ))] + (λk0 − λk0)r(t)γt(Y )Rk0(t) = gt(Y )Rk0(t)

et en intégrant entre a et b on obtient :

[P (t).W (t, Rk0(t), γt(Y ))]ba︸ ︷︷ ︸
=0

+�������(λk0 − λk0)
∫ b

a
r(t)γt(Y )Rk0(t)dt =

∫ b

a
gt(Y )Rk0(t)dt

Nous aurons donc :
∫ b

a
gt(Y )Rk0(t)dt = 0

Remarques
a) Concernant le développement du semi-groupe en série de fonctions propres.
Si γt(Y ) = ϕt∗Y , alors :

ϕt∗Y =
+∞∑

k=−∞
Ck(Y )Rk(t)

avec :

Ck(Y ) =
∫ T

0
r(t)ϕt∗(Y )Rk(t)dt

b) Concernant la résolution d’un problème aux limites de Sturm-Liouville.
Si γt(Y ) = ϕt∗Y , alors :

d
dt

(
P (t) ddtϕt∗(Y )

)
+ q(t)ϕt∗(Y ) − λr(t)ϕt∗(Y ) = gt(Y )

ϕa∗(Y ) = ϕb∗(Y )
P (a)ϕ′

a∗(Y ) = P (b)ϕ′
b∗(Y )
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- Si λ ̸= λk, alors :
ϕt∗(Y ) =

∑
k

bk(Y )
λk − λ

Rk(t)

avec :
bk(Y ) =

∫ T

0
Rk(t)gt(Y )dt

- Si λ = λk0, avec :
∫ T

0
gt(Y )Rk0(t)dt = 0

Nous aurons :
ϕt∗(Y ) =

∑
k ̸=k0

bk(Y )
λk − λk0

Rk(t) + C(Y )Rk0(t)



Chapitre 4

Propriétés spectrales des opérateurs
adjoints dans un espace de Fréchet de
type hyperbolique et applications

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre aux propriétés spectrales de deux types
d’opérateurs adjoints dans un espace de Fréchet de type hyperbolique, le premier est
l’opérateur de translation X1-flot, et la deuxième est de dilatation X0-flot.
Lemme 22. ∀Y ∈ E :
a) si ∑m≥0 e

−λ(m+1)tγmtY converge ∀λ ∈ C; ∀t ≥ 0 alors

(eλtI − γt)−1.Y =
∑
m≥0

e−λ(m+1)tγmt.Y

b) si ∑m≥1 e
λ(m−1)tγ−mtY converge ∀λ ∈ C; ∀t ≥ 0 alors

(eλtI − γt)−1.Y = −
∑
m≥1

eλ(m−1)tγ−mt.Y

Démonstration. a) Supposons que ∑m≥0 e
−λ(m+1)tγmtY converge, montrons alors que :

(eλtI − γt)
∑
m≥0

e−λ(m+1)tγmt.Y

 =
∑
m≥0

e−λ(m+1)tγmtY

 .(eλtI − γt) = Y

i) Première étape :

(eλtI − γt)
∑
m≥0

e−λ(m+1)tγmt.Y

 =
∑
m≥0

e−λmtγmt.Y −
∑
m≥0

e−λ(m+1)tγ(m+1)t.Y

=
∑
m≥0

e−λmtγmt.Y −
∑
k≥1

e−λktγkt.Y avec k = m+ 1

= Y

ii) Deuxième étape, par un même raisonnement :∑
m≥0

e−λ(m+1)tγmtY

 (eλtI − γt) =
∑
m≥0

e−λmtγmt.Y −
∑
m≥0

e−λ(m+1)tγ(m+1)t.Y

= Y

donc
(eλtI − γt)−1Y =

∑
m≥0

e−λ(m+1)tγmt.Y

88
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b) i) Supposons que ∑m≥1 e
λ(m−1)tγ−mtY converge,nous avons alors :

−(eλtI − γt)
∑
m≥1

eλ(m−1)tγ−mt.Y

 = −
∑
m≥1

eλmtγ−mtY

+
∑
m≥1

eλ(m−1)tγ−(m−1)tY


= −

∑
m≥1

eλ
mtγ−mt.Y +

∑
k≥0

eλktγ−kt.Y avec k = m− 1

= Y

ii) Par un même raisonnement :−
∑
m≥1

eλ(m−1)tγ−mtY

 (eλtI − γt) = Y

donc
(eλtI − γt)−1Y = −

∑
m≥1

eλ(m−1)tγ−mt.Y

4.1 Spectre des opérateurs adX1 et ad−X1 dans un espace de type
hyperbolique

4.1.1 Injectivité de λI − adX1

Soit E = E1 ⊕E2 l’espace de Fréchet de type Hyperbolique pour le X1 − flot, où X1
un champ constant, alors il existe δ ∈ [0, 1[, tel que E = Eδ

1 + Eδ
2 .

Lemme 23. Il existe δ ∈ [0, 1[, tel que ∀t ≥ t0 > 0 ; ∀λ ∈ C;
(
eλtI − ϕt∗

)
(respectivement(

eλtI − ϕ−t∗
)

) est doucement inversible sur Eδ
1 (respectivement sur Eδ

2 ) et sur
E = E1 ⊕ E2 = Eδ

1 + Eδ
2 , ∀t ≥ t0 > 0.

Démonstration. - Première Partie : Montrons que (eλtI − ϕt∗) est doucement inversible
sur E; ∀λ ∈ C.

a) Si Re(λ) < 0 ; montrons d’abord que la série : ∑m≥1 e
λ(m−1)t(ϕ−mt)∗Y

1 (et respecti-
vement la série ∑m≥1 e

λ(m−1)t(ϕ−mt)∗Y
2) converge uniformément sur E1 (respectivement

sur Eδ
2 ) ∀t ≥ t0 > 0.

Selon le lemme 4, nous avons ∀K1 compact de Ω1 ; alors ∃t0 > 0/∀t ≥ t0. Nous avons :∥∥∥eλ(m−1)tϕ−mt∗Y
1
∥∥∥K1

r
≤
(
et0.Reλ

)m−1
.
∥∥∥Y 1

∥∥∥K1

r
= V 1

m

et ∥∥∥eλ(m−1)tϕ−mt∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
(
et0.Reλ

)m−1
.
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ω2

r
= V 2

m

Comme Reλ < 0, alors les deux séries ∑
m≥1 V

1
m et ∑

m≥1 V
2
m convergent,

d’où ∑
m≥1

∥∥∥eλ(m−1)tϕ−mt∗Y
1
∥∥∥K1

r
et ∑

m≥1
∥∥∥eλ(m−1)tϕ−mt∗Y

2
∥∥∥Ω2

r
convergent uniformé-

ment sur E1; ∀t ≥ t0 > 0, et sur E2 respectivement. Nous concluons que la sé-
rie ∑

m≥1 e
λ(m−1)tϕ−mt∗Y

1 (et respectivement la série ∑
m≥1 e

λ(m−1)tϕ−mt∗Y
2) converge

normalement sur E1, ∀t ≥ t0 > 0 (respectivement sur E2). D’après le lemme 22
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(eλtI − ϕt∗)−1Y 1

]
et
[
(eλtI − ϕt∗)−1Y 2

]
existent sur E1 et E2 respectivement. En effet

Si Re(λ) < 0,∀i = 1, 2 nous avons :[
(eλtI − ϕt∗)−1Y i

]
=

[
ϕt∗(eλtϕ−t∗ − I)

]−1
Y i

= −ϕ−t∗
∑
m≥0

(
eλtϕ−t∗

)m
Y i

= −
∑
m≥0

eλmtϕ−(m+1)t∗Y
i

donc : [
(eλtI − ϕt∗)−1Y i

]
= −

∑
k≥1

eλ(k−1)tϕ−kt∗Y
i avec k = m+1

Soit Y ∈ E = E1 ⊕ E2 alors ∃!Y i ∈ Ei/Y = Y 1 + Y 2, d’où :[
(eλtI − ϕt∗)−1Y

]
=
[
(eλtI − ϕt∗)−1Y 1

]
+
[
(eλtI − ϕt∗)−1Y 2

]
existe sur E. Montrons alors que (eλtI − ϕt∗) est doucement inversible sur E pour
Re(λ) < 0 et ∀t ≥ t0 > 0.∥∥∥∥(eλtI − ϕt∗

)−1
Y
∥∥∥∥ ≤

∑
m≥1

(
et0Reλ

)m−1 (∥∥∥Y 1
∥∥∥
r

+
∥∥∥Y 2

∥∥∥
r

)
≤ C ∥Y ∥r

D’où (eλtI − ϕt∗) est doucement inversible sur E, ∀Re(λ) < 0 et ∀t ≥ t0 > 0.
b) Si Re(λ) > 0 ; montrons d’abord que la série : ∑m≥0 e

−(m+1)λt(ϕmt)∗Y
1 (et respective-

ment la série ∑m≥0 e
−(m+1)λt(ϕmt)∗Y

2) converge uniformément sur E1 (respectivement
sur E2 ) ∀t ≥ t0 > 0.
Nous savons que :

∥∥∥e−λ(m+1)tϕmt∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
≤
(
e−t0.Reλ

)m+1
.
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ω1

r
= W 1

m

Selon le lemme 4, nous avons ∀K2 compact de Ω2 ; alors ∃t0 > 0/∀t ≥ t0. Nous avons :∥∥∥e−λ(m+1)tϕmt∗Y
2
∥∥∥K2

r
≤
(
e−t0.Reλ

)m+1
.
∥∥∥Y 2

∥∥∥K2

r
= W 2

m

Comme Reλ > 0, alors les séries ∑m≥0W
i
m convergent, d’où ∑

m≥0
∥∥∥e−λ(m+1)tϕmt∗Y

1
∥∥∥Ω1

r

et ∑
m≥0

∥∥∥e−λ(m+1)tϕmt∗Y
2
∥∥∥K2

r
convergent uniformément sur E1; ∀t ≥ t0 > 0,

et sur E2 respectivement. Nous concluons que la série ∑
m≥0 e

−λ(m+1)tϕmt∗Y
1 et∑

m≥0 e
−λ(m+1)tϕmt∗Y

2 convergent normalement sur E1,∀t ≥ t0 > 0 (respectivement
sur E2).
D’après le lemme 22

[
(eλtI − ϕt∗)−1Y 1

]
et
[
(eλtI − ϕt∗)−1Y 2

]
existent sur E1 et E2 res-

pectivement. En effet
Si Re(λ) > 0,∀i = 1, 2 nous avons :[

(eλtI − ϕt∗)−1Y i
]

=
[
eλt(I − e−λtϕt∗)

]−1
Y i

= e−λt ∑
m≥0

(
e−λtϕt∗

)m
Y i

=
∑
m≥0

e−λ(m+1)tϕmt∗Y
i
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On en déduit :∥∥∥∥(eλtI − ϕt∗
)−1

Y
∥∥∥∥
r

≤
∑
m≥0

(
e−t0Reλ

)m+1 (∥∥∥Y 1
∥∥∥
r

+
∥∥∥Y 2

∥∥∥
r

)
≤ C ∥Y ∥r

D’où (eλtI − ϕt∗) est doucement inversible sur E, ∀Re(λ) > 0 et ∀t ≥ t0 > 0.
c) Si Re(λ) = 0
Montrons d’abord que la série : ∑m≥0 e

−(m+1)λt(ϕmt)∗Y
1 (et respectivement la série∑

m≥1 e
(m−1)λt(ϕ−mt)∗Y

2) converge uniformément sur Eδ
1 (respectivement sur Eδ

2 )
∀t ≥ t0 > 0.

D’après le lemme 4, ∃δ ∈ [0, 1[; ∀t ≥ t0 > 0
∥∥∥(ϕt)∗Y

1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2

(
1

1 − δ2 + (t− δ)2

)
∀r > 0

et ∥∥∥(ϕ−t)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωδ
2

r+2

(
1

1 − δ2 + (t− δ)2

)
∀r > 0

Donc :

∥∥∥e−λ(m+1)tϕmt∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2

(
1

1 − δ2 + (mt0 − δ)2

)
≃

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ωδ

1

r+2
m2t20

∀r > 0

et respectivement

∥∥∥eλ(m−1)tϕ−mt∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωδ
2

r+2

(
1

1 − δ2 + (mt0 − δ)2

)
≃

∥∥∥Y 2
∥∥∥Ωδ

2

r+2
m2t20

∀r > 0

D’après le critère d’équivalence et de comparaison, ces séries convergent, alors la série∑
m≥0 e

−(m+1)λt(ϕmt)∗Y
1 (et respectivement la série ∑

m≥1 e
(m−1)λt(ϕ−mt)∗Y

2) converge
uniformément sur Eδ

1 (respectivement sur Eδ
2 ) ∀t ≥ t0 > 0.

Comme Re(λ) = 0, nous aurons :(
eλtI − ϕt∗

)−1
Y =

∑
m≥0

e−(m+1)λt(ϕmt)∗Y
1 −

∑
m≥1

e(m−1)λt(ϕ−mt)∗Y
2

Donc : ∥∥∥∥(eλtI − ϕt∗
)−1

Y
∥∥∥∥
r

≤
∑
m≥0

1
1 − δ2 + (mt0 − δ)2

(∥∥∥Y 1
∥∥∥Ωδ

1

r+2
+
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωδ
2

r+2

)
≤ C ∥Y ∥r+2

On en déduit que (eλtI − ϕt∗)−1Y existe, et est doucement inversible sur E; ∀Re(λ) = 0
et ∀t ≥ t0 > 0.
Conclusion :
∀λ ∈ C(eλtI −ϕt∗) est doucement inversible sur Eδ

1 , et sur Eδ
2 et donc sur E = E1 ⊕E2.
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- 2ème partie : Montrons que (eλtI − ϕ∗
t ) est doucement inversible sur E; ∀λ ∈ C.

On pose :

B =
(
eλtI − ϕ−t∗

)−1
Y =

(
eλtI − ϕ−t∗

)−1
Y 1 +

(
eλtI − ϕ−t∗

)−1
Y 2

Par un même raisonnement, nous aurons :
a) Pour Re(λ) < 0 et ∀t ≥ t0

B = −
∑
m≥1

e(m−1)λt(ϕmt)∗Y
1 −

∑
m≥1

e(m−1)λt(ϕmt)∗Y
2

or ∥∥∥(ϕmt)∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ω1

r
≤ M1

et ∥∥∥(ϕmt)∗Y
2
∥∥∥K2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥K2

r
≤ M2

d’où ∑
m≥1

∥∥∥e(m−1)λt(ϕmt)∗Y
1
∥∥∥Ω1

r

et respectivement : ∑
m≥1

∥∥∥e(m−1)λt(ϕmt)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r

Converge pour tout Re(λ) < 0 sur E1 (respectivement sur E2), d’où (eλtI − ϕ−t∗) est
doucement inversible sur E; ∀Re(λ) < 0.

b) Pour Re(λ) > 0 et ∀t ≥ t0

B =
∑
m≥0

e−(m+1)λt(ϕ−mt)∗Y
1 +

∑
m≥0

e−(m+1)λt(ϕ−mt)∗Y
2

or ∥∥∥(ϕ−mt)∗Y
1
∥∥∥K1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥K1

r
≤ M1

et ∥∥∥(ϕ−mt)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ω2

r
≤ M2

d’où ∑
m≥0

∥∥∥e−(m+1)λt(ϕ−mt)∗Y
1
∥∥∥K1

r

et respectivement : ∑
m≥0

∥∥∥e−(m+1)λt(ϕ−mt)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r

Converge pour tout Re(λ) > 0 sur E1 (respectivement sur E2), d’où (eλtI − ϕ−t∗) est
doucement inversible sur E; ∀Re(λ) > 0.

c) Pour Re(λ) = 0 ; ∃δ ∈ [0, 1[; ∀t ≥ t0 > 0 nous avons
∥∥∥(ϕt)∗Y

1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2

(
1

1 − δ2 + (t0 − δ)2

)
∀r > 0

et ∥∥∥(ϕ−t)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωδ
2

r+2

(
1

1 − δ2 + (t0 − δ)2

)
∀r > 0
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Nous posons :
B = −

∑
m≥1

e(m−1)λt(ϕmt)∗Y
1 +

∑
m≥0

e−(m+1)λt(ϕ−mt)∗Y
2

∥∥∥eλ(m−1)tϕmt∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2

(
1

1 − δ2 + (mt0 − δ)2

)
≃

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ωδ

1

r+2
m2t20

∀r > 0

et respectivement

∥∥∥e−λ(m+1)tϕ−mt∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωδ
2

r+2

(
1

1 − δ2 + (mt0 − δ)2

)
≃

∥∥∥Y 2
∥∥∥Ωδ

2

r+2
m2t20

∀r > 0

Donc la série
∥∥∥eλ(m−1)tϕmt∗Y

1
∥∥∥Ω1

r
(respectivement

∥∥∥e−λ(m+1)tϕ−mt∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
) converge

sur Eδ
1 (respectivement sur Eδ

2) pour tout Reλ = 0.

On en déduit que (eλtI − ϕ−t∗)−1Y existe, et est doucement inversible sur E ;
∀Re(λ) = 0 et ∀t ≥ t0 > 0.
Conclusion :
(eλtI − ϕ−t∗) est doucement inversible sur E pour tout λ ∈ C.

Théorème 17. ∀λ ∈ C, l’opérateur (λI − adX1) ( respectivement (λI − ad−X1)) est
injectif sur E, d’après le corollaire 5.

4.1.2 Surjectivité des opérateurs (λI − ad−X1) et (λI − adX1)

Soit E = E1 ⊕ E2 l’espace de Fréchet de type Hyperbolique pour le X1 − flot, alors
il existe δ ∈ [0, 1[, tel que E = Eδ

1 + Eδ
2 avec :

- (ϕt)∗ un difféomorphisme opérant doucement sur Eδ
1

- (ϕ−t)∗ un difféomorphisme opérant doucement sur Eδ
2 .

Théorème 18. Pour tout λ ∈ C, et pour tout δ ∈ [0, 1[, l’opérateur (λI − ad−X1)
(respectivement (λI − adX1) ) est surjectif sur Eδ

1 ( respectivement sur Eδ
2) et dans E.

Démonstration. Soit Y ∈ E = E1 ⊕E2 alors ∃!Y i ∈ Ei/Y = Y 1 + Y 2. Cherchons W un
champs de vecteurs tel que W = W1 +W2 ∈ E = E1 ⊕ E2 tel que :

(λI − ad−X1)W = Y

D’abord montrons Wi ∈ Ei tel que :

(λI − ad−X1)Wi = Y i i = 1, 2.
Nous posons :

Wi =


∫+∞
0 e−λtϕt∗Y

idt si Reλ > 0

− ∫+∞
0 eλtϕ−t∗Y

idt si Reλ < 0
-Premier pas : Montrons que ces intégrales impropres convergent.

a) Si Reλ > 0
Nous posons :

Wi(x) =
∫ +∞

0
e−λt(ϕt∗Y i)(x)dx i = 1, 2.
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Nous avons :
lim
t→0

e−λt(ϕt∗Y i) = Y i

Donc l’intégrale est bien définie au point t = 0 ; c’est une intégrale de première espèce.
i) Nous avons d’après l’inégalité (2.1.1) :∥∥∥e−λt(ϕt∗Y 1)

∥∥∥Ω1

r
≤ e−(Reλ)t

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ω1

r
∀t ≥ t0

et puisque : ∫ +∞

t0
e−(Reλ)t

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ω1

r
dt

est convergente, alors, l’intégrale∫ +∞

0
e−λt(ϕt∗Y 1)dt =

∫ +∞

0
e−λtY 1(x− tv)dt

converge, d’où W1 ∈ E

ii) Nous avons également :∥∥∥e−λt(ϕt∗Y 2)
∥∥∥K2

r
≤ e−(Reλ)t

∥∥∥Y 2
∥∥∥K2

r
∀t ≥ t0

et puisque : ∫ +∞

t0
e−(Reλ)t

∥∥∥Y 2
∥∥∥K2

r
dt

est convergente, alors, l’intégrale

W2(x) =
∫ +∞

0
e−λt(ϕt∗Y 2)(x)dt ∈ E2

est également convergente.
On en déduit de i) et ii) W = W1 +W2 ∈ E

b) Si Reλ < 0
Nous posons :

Wi(x) = −
∫ +∞

0
eλt(ϕ−t∗Y

i)(x)dx i = 1, 2.

Nous avons :
lim
t→0

eλt(ϕ−t∗Y
i) = Y i

Donc l’intégrale est bien définie au point t = 0 ; c’est une intégrale de première espèce.
i) Nous avons : ∥∥∥eλt(ϕ−t∗Y

1)
∥∥∥K1

r
≤ e−(Reλ)t

∥∥∥Y 1
∥∥∥K1

r
∀t ≥ t0

et puisque : ∫ +∞

t0
e(Reλ)t

∥∥∥Y 1
∥∥∥K1

r
dt

est convergente, alors, l’intégrale∫ +∞

0
eλt(ϕ−t∗Y

1)dt =
∫ +∞

0
eλtY 1(x+ tv)dt

converge, d’où W1 ∈ E1
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ii) Nous avons également :∥∥∥eλt(ϕ−t∗Y
2)
∥∥∥Ω2

r
≤ e(Reλ)t

∥∥∥Y 2
∥∥∥Ω2

r
∀t ≥ t0

On en déduit, selon le raisonnement précédent W2 ∈ E2 alors de i) et ii)
W = W1 +W2 ∈ E = E1 ⊕ E2

c) Si Reλ = 0

comme ∃δ ∈ [0, 1[ tel que :

∥∥∥(ϕt)∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2

(
1

1 − δ2 + (t− δ)2

)
∀r > 0

et ∥∥∥(ϕ−t)∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωδ
2

r+2

(
1

1 − δ2 + (t− δ)2

)
∀r > 0

Alors
W =

∫ +∞

0
e−λtϕt∗Y

1dt︸ ︷︷ ︸
W1

−
∫ +∞

0
eλtϕ−t∗Y

2dt︸ ︷︷ ︸
W2

∥∥∥e−λtϕt∗Y
1
∥∥∥Ω1

r
≤
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωδ
1

r+2

(
1

1 − δ2 + (t− δ)2

)
∀r > 0

et

∥∥∥eλtϕ−t∗Y
2
∥∥∥Ω2

r
≤
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωδ
2

r+2

(
1

1 − δ2 + (t− δ)2

)
∀r > 0

Donc Wi ∈ Eδ
i , (i = 1, 2) ; On en déduit W ∈ E = Eδ

1 + Eδ
2

-Deuxième pas : Montrons que (λI − ad∓X1)Wi = Y i admet une solution sur Ei pour
i = 1, 2
a) Si Reλ > 0

i) Nous posons :
W1 =

∫ +∞

0
e−λt(ϕt)∗Y

1dt

Montrons que W1 est une solution de l’équation suivante :

(λI − ad−X1)Wi = Y 1

ad−X1(W1) = lim
s→0

d

ds
(ϕs)∗

∫ +∞

0
e−λt(ϕt)∗Y

1dt

= lim
s→0

∫ +∞

0
e−λt d

ds

(
ϕs+t

)
∗
Y 1dt

=
∫ +∞

0
e−λτ d

dτ

(
ϕτ
)

∗
Y 1dτ avec τ = s+ t

=
[
e−λτ (ϕτ )∗Y

1
]+∞
0

−
∫ +∞

0
(ϕτ )∗Y

1 d

dτ

(
e−λτ

)
dτ
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Comme :

lim
τ→+∞

∥ e−λτ (ϕτ )∗Y
1 ∥Ω1

r 6 lim
τ→+∞

e−Re(λ)τ ∥ Y 1 ∥Ωδ
1

r = 0 avec Re(λ) > 0

alors :
lim

τ→+∞
e−λτ (ϕτ )∗Y

1 = 0

d’où :
ad−X1(W1) = −Y 1 + λW1

D’où nous aurons : (
λ I − ad−X1

)
W1 = Y 1

Nous concluons que W1 est une solution de l’équation :

(λ I − ad−X1)W1 = Y 1

ii) Nous posons :
W2 =

∫ +∞

0
e−λt(ϕt)∗Y

2dt

Par un même raisonnement que dans i) nous montrons que W2 est une solution de
l’équation suivante :

(λ I − ad−X1)W2 = Y 2

b) Si Reλ < 0
i) Nous posons :

W1 = −
∫ +∞

0
eλt(ϕ−t)∗Y

1dt

Montrons que W1 est une solution de l’équation suivante :

(λI − ad−X1)W1 = Y 1

ad−X1(W1) = − lim
s→0

d

ds
(ϕs)∗

∫ +∞

0
eλt(ϕ−t)∗Y

1dt

= − lim
s→0

∫ +∞

0
eλt

d

ds

(
ϕs−t

)
∗
Y 1dt

Après deux changements de variable, en posant τ = s− t et ξ = −τ

ad−X1(W1) =
∫ +∞

0
eλξ

d

dξ

(
ϕ−ξ

)
∗
Y 1dξ

=
[
eλξ(ϕ−ξ)∗Y

1
]+∞
0

− λ
∫ +∞

0
(ϕ−ξ)∗Y

1
(
eλξ

)
dξ

Comme :
lim

ξ→+∞
∥ eλξ(ϕ−ξ)∗Y

1 ∥K1
r 6 lim

ξ→+∞
eRe(λ)ξ ∥ Y 1 ∥K1

r = 0

alors :

lim
ξ→+∞

∥∥∥eλξ(ϕ−ξ)∗Y
1
∥∥∥K1

r
= 0

lim
ξ→+∞

eλξ(ϕ−ξ)∗Y
1 = 0
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d’où :
ad−X1(W1) = −Y 1 + λW1

D’où nous aurons : (
λ I − ad−X1

)
W1 = Y 1

Nous concluons que W1 est une solution de l’équation :
(λ I − ad−X1)W1 = Y 1

ii) Nous posons :
W2 = −

∫ +∞

0
eλt(ϕ−t)∗Y

2dt

Par un même raisonnement que dans i) nous concluons que W2 est une solution de
l’équation suivante :

(λ I − ad−X1)W2 = Y 2

Conclusion :
∀λ ∈ C ; l’opérateur λ I − ad−X1 est surjectif sur Eδ

1 et Eδ
2 .

- 3ème pas : Montrons que (λ I − ad−X1) est surjectif sur E, ∀λ ∈ C.
i) Soit Y ∈ E, et cherchons un champs de vecteur W ∈ E tel que :

(λ I − ad−X1)W = Y

Comme les Wi existent et sont bien des solutions des équations :

(λ I − ad−X1)W1 = Y 1

et
(λ I − ad−X1)W2 = Y 2

Alors (λ I − ad−X1) est inversible sur Eδ
1 et (λ I − ad−X1) est inversible surEδ

2 , d’où :
Y = (λ I − ad−X0)W = (λ I − ad−X0)W1 + (λ I − ad−X0)W2

existe, et :
W = (λ I − ad−X0)−1Y = W1 +W2 ∈ E; ∀λ ∈ C

(λ I − ad−X1) est alors surjectif sur E; ∀λ ∈ C.
b) Par un même raisonnement, nous pouvons vérifier également que (λ I − adX1) est

surjectif sur Eδ
1 , sur Eδ

2 ; et sur E, ∀λ ∈ C.

4.1.3 Résolvantes et spectres de ad−X1 et de adX1

Le corollaire suivant est le résultat de la démonstration précédente.
Corollaire 11. ∀λ ∈ C, nous avons les résolvantes suivantes :

a) R(λ, ad−X1)Y = (λ I−ad−X1)−1Y =


∫+∞
0 e−λtϕt∗Y dt si Reλ > 0

− ∫+∞
0 eλtϕ−t∗Y dt si Reλ < 0∫+∞

0 e−λtϕt∗Y
1dt− ∫+∞

0 eλtϕ−t∗Y
2dt si Reλ = 0

b) R(λ, adX1).Y = (λ I−adX1)−1Y =


∫+∞
0 e−λtϕ−t∗Y dt si Reλ > 0

− ∫+∞
0 eλtϕt∗Y dt si Reλ < 0

− ∫+∞
0 eλtϕt∗Y

1dt+ ∫+∞
0 e−λtϕ−t∗Y

2dt si Reλ = 0
c)σ(ad−X1) = σ(adX1) = ∅
et ρ(ad−X1) = ρ(adX1) = C
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4.2 Spectre des opérateurs adX0 et ad−X0 dans un espace de Fréchet
de type hyperbolique

4.2.1 Injectivité de λ I − ad±X0

Lemme 24. ∀λ ∈ C, ∀t ≥ t0 > 0, (eλtI −ϕt∗) et (eλtI −ϕ∗
t ) sont doucement inversibles

sur l’algèbre admissible U .

Démonstration. - Premier Pas : Montrons que (eλtI − ϕt∗) est inversible sur U .
a) Montrons que la série : ∑

m≥0
e−(m+1)λt(ϕmt)−

∗ Y
1

converge sur U1,∀λ ∈ C

∥ e−(m+1)λt(ϕmt)−
∗ Y

1 ∥Ω1
r ≤ e−Reλ(m+1)t ∥ (ϕmt)−

∗ Y
1 ∥Ω1

r

D’après l’estimation (2.2.3), nous avons :

∀ρ′
1 > 0 ∃m1 =

[
r.
aL
aR

]
+ ρ′

1 > 0

et ∀t ≥ t0 nous avons :

∥ e−(m+1)λt(ϕ−
mt)∗Y

1 ∥Ω1
r ≤ e−mt0ρ′

1aR.e−Reλ(m+1)t0 ∥ Y 1 ∥Ω1
r+m1

≤
[
e−t0(ρ′

1aR+Reλ)
]m
.e−Reλt0 ∥ Y 1 ∥Ω1

r+m1

Comme ρ′
1 est arbitraire alors :

∃λ ∈ C ∃ρ′
1,λ > 0/Reλ+ ρ′

1,λaR > 0

alors :
(eλtI − (ϕ−

t )∗)−1Y 1 =
∑
m≥0

e−(m+1)λt(ϕmt)−
∗ Y

1

d’où (eλtI − (ϕ−
t )∗) est inversible sur U1,∀λ ∈ C.

b) Montrons que la série : ∑
m≥1

e(m−1)λt(ϕ−mt)+
∗ Y

2

converge sur U2,∀λ ∈ C

∥ e(m−1)λt(ϕ−mt)+
∗ Y

2 ∥Ω2
r ≤ eReλ(m−1)t ∥ (ϕ−mt)+

∗ Y
2 ∥Ω2

r

D’après l’estimation (2.2.4), nous avons :

∀ρ′
2 > 0 ∃m2 =

[
r.
bR
bL

]
+ ρ′

2 > 0

et ∀t ≥ t0 nous avons :

∥ e(m−1)λt(ϕ+
−mt)∗Y

2 ∥Ω2
r ≤ e−mt0ρ′

2bL.eReλ(m−1)t0 ∥ Y 2 ∥Ω2
r+m2

≤
[
e−t0(ρ′

2bL−Reλ)
]m
.e−Reλt0 ∥ Y 2 ∥Ω2

r+m2
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Comme ρ′
2 est arbitraire alors :

∃λ ∈ C ∃ρ′
2,λ > 0/−Reλ+ ρ′

2,λbL > 0

alors : ∑
m≥1

∥ e(m−1)λt(ϕ+
−mt)∗Y

2 ∥Ω2
r

converge ∀λ ∈ C

(eλtI − (ϕ+
t )∗)−1Y 2 = −

∑
m≥1

e(m−1)λt(ϕ−mt)+
∗ Y

2

d’où (eλtI − (ϕ+
t )∗) est inversible sur U2,∀λ ∈ C.

c) Montrons que (eλtI − ϕt∗) est doucement inversible sur U = U1 ⊕ U2.

Soit Y ∈ U = U1 ⊕ U2 alors ∃!Y i ∈ Ei telle que : Y = Y 1 + Y 2 ; nous aurons alors :

(eλtI − ϕt∗)−1Y = (eλtI − ϕ−
t∗)

−1Y 1 + (eλtI − ϕ+
t∗)

−1Y 2

∥∥∥(eλtI − ϕt∗)−1Y
∥∥∥
r

≤
∥∥∥(eλtI − ϕ−

t∗)
−1Y 1

∥∥∥Ω1

r
+
∥∥∥(eλtI − ϕ+

t∗)
−1Y 2

∥∥∥Ω2

r

≤ C
(∥∥∥Y 1

∥∥∥Ω1

r+m1
+
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ω2

r+m2

)
≤ C1 ∥Y ∥r+m avec m = supp(m1,m2)

donc :
∀λ ∈ C,∃ρλ = supp

(
−Reλ

aR
,
Reλ

bL

)

(eλtI−ϕt∗) est inversible sur U ; d’où (eλtI−ϕt∗) est doucement inversible sur U,∀λ ∈ C.

- Deuxième pas, par un même raisonnement :

∀λ ∈ C,∃ρ′
λ = supp

(
Reλ

aR
,
−Reλ
bL

)

(eλtI − ϕ−t∗) est doucement inversible sur U,∀λ ∈ C.

(eλtI − ϕ−t∗)−1Y = (eλtI − ϕ−
−t∗)

−1Y 1 + (eλtI − ϕ+
−t∗)

−1Y 2

= −
∑
m≥1

e(m−1)λt(ϕmt)−
∗ Y

1 +
∑
m≥0

e−(m+1)λt(ϕ−mt)+
∗ Y

2

∥∥∥(eλtI − ϕ−t∗)−1Y
∥∥∥
r

≤ C ′
(∥∥∥Y 1

∥∥∥Ω1

r+m1
+
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ω2

r+m2

)
≤ C ′

1 ∥Y ∥r+m avec m = supp(m1,m2)

d’où (eλtI − ϕ−t∗) est doucement inversible sur U,∀λ ∈ C.
Nous concluons que λI − adX0 est injectif d’après le corollaire 5.



CHAPITRE 4. PROPRIÉTÉS SPECTRALES DES OPÉRATEURS ADJOINTS & APPLICATIONS 100

4.2.2 Surjectivité de (λI − ad±X0)

Théorème 19. Soit X0 ∈ U = U1 ⊕ U2 une algèbre admissible de type hyperbolique :
X0 (x, y) =

(
X−

0 (x) , X+
0 (y)

)
tel que : X−

0 (x) = A−x; ∀x ∈ Rk (respectivement
X+

0 (y) = A+y; ∀y ∈ Rl ) ; avec k + l = m alors :

a) Pour tout λ ∈ C, l’opérateur (λI − ad±X−
0

) (respectivement (λI − ad±X+
0

) ) est
surjectif sur U1 ( respectivement sur U2).
b) L’opérateur (λI − ad±X0) est surjectif dans l’algèbre admissible U de Lie-Fréchet.

Démonstration. a) Première étape
Soit Y ∈ U ; cherchons un champ de vecteurs V ∈ U solution de l’équation :

Y = (λI − adX0)V
On pose :

V1 = −
∫ +∞

0
eλt(ϕ−

t )∗Y
1dt

et
V2 =

∫ +∞

0
e−λt(ϕ+

−t)∗Y
2dt

Comme Y ∈ U = U1 ⊕ U2, alors ∃!Y i ∈ Ui telle que : Y = Y 1 + Y 2.
Montrons la convergence des intégrales impropres. D’après l’estimation (2.2.3), nous
avons :

∥ eλt(ϕ−
t )∗Y

1 ∥Ω1
r ≤ eReλte−ρ′

1aRt ∥ Y 1 ∥Ω1
r+m1 ≤ e−(ρ′

1aR−Reλ)t ∥ Y 1 ∥Ω1
r+m1

∀λ ∈ C ∃ρ′
1,λ > 0/ρ′

1,λaR −Reλ > 0 i. e ρ′
1,λ >

Reλ

aR
.

Donc l’intégrale : ∫ +∞

0
e−(ρ′

1,λaR−Reλ)t ∥ Y 1 ∥Ω1
r+m1 dt

converge, d’où
V1 = −

∫ +∞

0
eλt(ϕ−

t )∗Y
1dt

existe.
D’après l’estimation (2.2.4), nous avons :

∥ e−λt(ϕ+
−t)∗Y

2 ∥Ω2
r ≤ e−Reλte−ρ′

2bLt ∥ Y 2 ∥Ω2
r+m2

∀λ ∈ C ∃ρ′
2,λ > 0/ρ′

2,λbL +Reλ > 0 i. e ρ′
2,λ >

−Reλ
bL

.

Donc l’intégrale : ∫ +∞

0
e−(ρ′

2,λbL+Reλ)t ∥ Y 2 ∥Ω2
r+m2 dt

converge.
d’où l’intégrale :

V2 =
∫ +∞

0
e−λt(ϕ+

−t)∗Y
2dt
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est convergente.

∀λ ∈ C ∃ρλ > Sup

(
−Reλ
bL

,
Reλ

aR

)
> 0

V1 et V2 existent, nous posons V = V1 + V2

- Deuxième étape : Montrons que Vi et Wi, sont bien des solutions des équations
suivantes :

Y 1 = (λI − adX−
0

)V1; ∀λ ∈ C
Y 2 = (λI − adX+

0
)V2; ∀λ ∈ C

(respectivement

Y 1 = (λI − ad−X−
0

)W1; ∀λ ∈ C
Y 2 = (λI − ad−X+

0
)W2; ∀λ ∈ C )

i) Montrons que :
V1 = −

∫ +∞

0
eλt(ϕ−

t )∗Y
1dt

est bien une solution de l’équation suivante :

(λI − adX−
0

)V1 = Y 1, tel que Y 1 ∈ U1

adX−
0

(V1) = − lim
s→0

d

ds
(ϕ−

−s)∗

∫ +∞

0
eλt(ϕ−

t )∗Y
1dt

= − lim
s→0

∫ +∞

0
eλt

d

ds

(
ϕ−
t−s
)

∗
Y 1dt

=
∫ +∞

0
eλτ

d

dτ

(
ϕ−
τ

)
∗
Y 1dτ avec τ = t− s

=
[
eλτ (ϕ−

τ )∗Y
1
]+∞
0

− λ
∫ +∞

0
(ϕ−

τ )∗Y
1eλτdτ

d’après l’estimation (2.2.3) ; on déduit :

∀ρ′
1 > 0 ∃m1 =

[
r.
aL
aR

]
+ ρ′

1 > 0

et C1 > 0 telle que :

∥ (ϕ−
τ )∗Y

1 ∥Ω1
r ≤ C1e

−tρ′
1aR ∥ Y 1 ∥Ω1

r+m1

Comme ρ′
1 est arbitraire alors :

∀λ ∈ C ∃ρ′
1,λ > 0/−Reλ+ ρ′

1,λaR > 0

alors :

lim
τ→+∞

∥ eλτ (ϕ−
τ )∗Y

1 ∥Ω1
r ≤ lim

τ→+∞
e−(−Reλ+ρ′

1,λaR)τC1 ∥ Y 1 ∥Ω1
r+m1 sur Ω1 ∀λ ∈ C

Il en résulte que :
lim

τ→+∞
eλτ (ϕ−

τ )∗Y
1 = 0
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d’où nous aurons adX−
0

(V1) = −Y 1 + λV1. C’est à dire :(
λ I − adX−

0

)
V1 = Y 1

Nous concluons que V1 est une solution de l’équation :

(λI − adX−
0

)V1 = Y 1

ii) Soit Y 2 ∈ U2, et :
V2 =

∫ +∞

0
e−λt(ϕ+

−t)∗Y
2dt

Montrons que V2 est bien une solution de l’équation suivante :

(λI − adX+
0

)V2 = Y 2, ∀λ ∈ C

adX+
0

(V2) = lim
s→0

d

ds
(ϕ+

−s)∗

∫ +∞

0
e−λt(ϕ+

−t)∗Y
2dt

= lim
s→0

∫ +∞

0
e−λt d

ds

(
ϕ+

−(s+t)

)
∗
Y 2dt

=
∫ +∞

0
e−λτ d

dτ

(
ϕ+

−τ
)

∗
Y 2dτ avec τ = s+ t

=
[
e−λτ (ϕ+

−τ )∗Y
2
]+∞
0

+ λ
∫ +∞

0
(ϕ+

−τ )∗Y
2e−λτdτ

d’après l’estimation (2.2.4) ; on déduit :

∀ρ′
1 > 0 ∃m2 =

[
r.
bR
bL

]
+ ρ′

2 > 0

et C2 > 0 telle que :

∥ (ϕ+
−τ )∗Y

2 ∥Ω2
r ≤ C2e

−tρ′
2bL ∥ Y 2 ∥Ω2

r+m2

Comme ρ′
2 est arbitraire alors :

∀λ ∈ C ∃ρ′
2,λ > 0/Reλ+ ρ′

2,λbL > 0

alors :

lim
τ→+∞

∥ e−λτ (ϕ+
−τ )∗Y

2 ∥Ω2
r ≤ lim

τ→+∞
e−(Reλ+ρ′

2,λbL)τC2 ∥ Y 2 ∥Ω2
r+m2 sur Ω2 ∀λ ∈ C

Il en résulte que :
lim

τ→+∞
e−λτ (ϕ+

−τ )∗Y
2 = 0

d’où nous aurons adX+
0

(V2) = −Y 2 + λV2. C’est à dire :(
λ I − adX+

0

)
V2 = Y 2

Nous concluons que V2 est une solution de l’équation :

(λI − adX+
0

)V2 = Y 2

iii) Montrons que :
W1 =

∫ +∞

0
e−λt(ϕ−

t )∗Y
1dt
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est bien une solution de l’équation suivante :

(λI − ad−X−
0

)W1 = Y 1, tel que Y 1 ∈ U1

ad−X−
0

(W1) = lim
s→0

d

ds
(ϕ−

s )∗

∫ +∞

0
e−λt(ϕ−

t )∗Y
1dt

= lim
s→0

∫ +∞

0
e−λt d

ds

(
ϕ−
s+t
)

∗
Y 1dt

=
∫ +∞

0
e−λτ d

dτ

(
ϕ−
τ

)
∗
Y 1dτ avec τ = s+ t

d’où nous aurons ad−X−
0

(W1) = −Y 1 +λW1. C’est à dire que W1 est bien solution de
l’équation (

λ I − ad−X−
0

)
W1 = Y 1

iv) Montrons que :
W2 = −

∫ +∞

0
eλt(ϕ+

−t)∗Y
2dt

est bien une solution de l’équation suivante :

(λI − ad−X+
0

)W2 = Y 2, tel que Y 2 ∈ U2

ad−X+
0

(W2) = − lim
s→0

d

ds
(ϕ+

s )∗

∫ +∞

0
eλt(ϕ+

−t)∗Y
2dt

= − lim
s→0

∫ +∞

0
eλt

d

ds

(
ϕ+
s−t
)

∗
Y 2dt

Après un changement de variable en posant ξ = t− s, nous aurons :

ad−X+
0

(W2) =
∫ +∞

0
eλξ

d

dξ

(
ϕ+

−ξ
)

∗
Y 2dξ

d’où nous aurons ad−X+
0

(W2) = −Y 2 +λW2. C’est à dire que W2 est bien solution de
l’équation (

λ I − ad−X+
0

)
W2 = Y 2

b) Montrons que
(
λ I − adX0

)
est surjectif sur U . Soit Y ∈ U , cherchons un champ

de vecteurs V ∈ U tel que Y =
(
λ I − adX0

)
V . Comme les Vi existent et sont bien des

solutions des équations : (
λ I − adX−

0

)
V1 = Y 1

et (
λ I − adX+

0

)
V2 = Y 2

alors
(
λ I −adX−

0

)
est inversible sur U1, et respectivement

(
λ I −adX+

0

)
est inversible

sur U2, d’où Y =
(
λ I − adX0

)
V =

(
λ I − adX−

0

)
V1 +

(
λ I − adX+

0

)
V2 existe et

V =
(
λ I − adX0

)−1
Y = V1 + V2.

Le même raisonnement reste valable pour démontrer la surjectivité de
(
λ I−ad−X0

)
sur

U .
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4.2.3 Résolvante et spectre de adX0

∀λ ∈ C, la résolvante existe telle que :
a)

R(λ, adX0)Y = (λ I − adX0)−1Y

= −
∫ +∞

0
eλtϕt

−
∗ Y

1dt+
∫ +∞

0
e−λtϕ−t

+
∗ Y

2dt

b)

R(λ, ad−X0)Y = (λ I − ad−X0)−1Y

=
∫ +∞

0
e−λtϕt

−
∗ Y

1dt−
∫ +∞

0
eλtϕ−t

+
∗ Y

2dt

c) σ(ad−X0) = σ(adX0) = ∅ et ρ(ad−X0) = ρ(adX0) = C

4.3 Spectre des opérateurs adY0 et ad−Y0 dans un espace de Fréchet
de type hyperbolique

4.3.1 Injectivité de λ I − ad±Y0

Lemme 25. ∀λ ∈ C, (eλtI−ψt∗) et (eλtI−ψ∗
t ) sont doucement inversibles sur l’algèbre

admissible U .
Démonstration. - Premier Pas : Montrons que (eλtI − ψt∗) est inversible sur U .
a) Montrons que la série : ∑

m≥0
e−(m+1)λt(ψmt)−

∗ Y
1

converge sur U ε
1 ,∀λ ∈ C

∥ e−(m+1)λt(ψmt)−
∗ Y

1 ∥Ω1
r ≤ e−Reλ(m+1)t ∥ (ψmt)−

∗ Y
1 ∥Ω1

r

D’après l’estimation (2.3.4), nous avons :

∀ρ′
1 > 0 ∃m1 =

[
r.
aL
aR

]
+ ρ′

1 > 0

et ∀t ≥ t0 nous avons :

∥ e−(m+1)λt(ψ−
mt)∗Y

1 ∥Ω1
r ≤ e−mt0ρ′

1aR.e−Reλ(m+1)t0 ∥ Y 1 ∥Ωε
1

r+m1

≤
[
e−t0(ρ′

1aR+Reλ)
]m
.e−Reλt0 ∥ Y 1 ∥Ωε

1
r+m1

Comme ρ′
1 est arbitraire alors :

∃λ ∈ C ∃ρ′
1,λ > 0/Reλ+ ρ′

1,λaR > 0

alors :
(eλtI − (ψ−

t )∗)−1Y 1 =
∑
m≥0

e−(m+1)λt(ψmt)−
∗ Y

1

d’où (eλtI − (ψ−
t )∗) est inversible sur U ε

1 ,∀λ ∈ C.
b) Montrons que la série : ∑

m≥1
e(m−1)λt(ψ−mt)+

∗ Y
2
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converge sur U ε
2 ,∀λ ∈ C

∥ e(m−1)λt(ψ−mt)+
∗ Y

2 ∥Ω2
r ≤ eReλ(m−1)t ∥ (ψ−mt)+

∗ Y
2 ∥Ω2

r

D’après l’estimation (2.3.5), nous avons :

∀ρ′
2 > 0 ∃m2 =

[
r.
bR
bL

]
+ ρ′

2 > 0

et ∀t ≥ t0 nous avons :

∥ e(m−1)λt(ψ+
−mt)∗Y

2 ∥Ω2
r ≤ e−mt0ρ′

2bL.eReλ(m−1)t0 ∥ Y 2 ∥Ωε
2

r+m2

≤
[
e−t0(ρ′

2bL−Reλ)
]m
.e−Reλt0 ∥ Y 2 ∥Ωε

2
r+m2

Comme ρ′
2 est arbitraire alors :

∃λ ∈ C ∃ρ′
2,λ > 0/−Reλ+ ρ′

2,λbL > 0

alors : ∑
m≥1

∥ e(m−1)λt(ψ+
−mt)∗Y

2 ∥Ω2
r

converge ∀λ ∈ C

(eλtI − (ψ+
t )∗)−1Y 2 = −

∑
m≥1

e(m−1)λt(ψ−mt)+
∗ Y

2

d’où (eλtI − (ψ+
t )∗) est inversible sur U ε

2 ,∀λ ∈ C.

c) Montrons que (eλtI − ψt∗) est doucement inversible sur U .

Soit Y ∈ U = U1 ⊕ U2 alors ∃Y i ∈ Ui telle que : Y = Y 1 + Y 2 ; nous aurons alors :

(eλtI − ψt∗)−1Y = (eλtI − ψ−
t∗)

−1Y 1 + (eλtI − ψ+
t∗)

−1Y 2

∥∥∥(eλtI − ψt∗)−1Y
∥∥∥
r

≤
∥∥∥(eλtI − ψ−

t∗)
−1Y 1

∥∥∥Ω1

r
+
∥∥∥(eλtI − ψ+

t∗)
−1Y 2

∥∥∥Ω2

r

≤ C
(∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωε
1

r+m1
+
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωε
2

r+m2

)
≤ C1 ∥Y ∥r+m avec m = supp(m1,m2)

donc :
∀λ ∈ C,∃ρλ = supp

(
−Reλ

aR
,
Reλ

bL

)

(eλtI−ψt∗) est inversible sur U ; d’où (eλtI−ψt∗) est doucement inversible sur U,∀λ ∈ C.

- Deuxième pas, par un même raisonnement :

∀λ ∈ C,∃ρ′
λ = supp

(
Reλ

aR
,
−Reλ
bL

)

(eλtI − ψ−t∗) est doucement inversible sur U,∀λ ∈ C.
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(eλtI − ψ−t∗)−1Y = (eλtI − ψ−
−t∗)

−1Y 1 + (eλtI − ψ+
−t∗)

−1Y 2

= −
∑
m≥1

e(m−1)λt(ψmt)−
∗ Y

1 +
∑
m≥0

e−(m+1)λt(ψ−mt)+
∗ Y

2

∥∥∥(eλtI − ψ−t∗)−1Y
∥∥∥
r

≤ C ′
(∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωε
1

r+m1
+
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωε
2

r+m2

)
≤ C ′

1 ∥Y ∥r+m avec m = supp(m1,m2)

d’où (eλtI − ψ−t∗) est doucement inversible sur U,∀λ ∈ C.
Nous concluons que λI − ad±Y0 est injectif ∀λ ∈ C ; d’après le corollaire 5.

4.3.2 Surjectivité de (λI − ad±Y0)

Théorème 20. Soit Y0 ∈ U = U1 ⊕ U2 une algèbre admissible de type hy-
perbolique ; alors ∃ε > 0/U = U ε

1 + U ε
2 , Y0 (x, y) =

(
Y −

0 (x) , Y +
0 (y)

)
tel que :

Y −
0 (x) = A−x + Z−

0 (x); ∀x ∈ Rk (respectivement Y +
0 (y) = A+y + Z+

0 (y); ∀y ∈ Rl ) ;
avec k + l = m alors :

a) Pour tout λ ∈ C, l’opérateur (λI − ad±Y −
0

) (respectivement (λI − ad±Y +
0

) ) est
surjectif sur U ε

1 ( respectivement sur U ε
2).

b) L’opérateur (λI − ad±Y0) est surjectif dans l’algèbre admissible U de Lie-Fréchet.

Démonstration. a) Première étape
Soit Y ∈ U ; cherchons un champ de vecteurs V ∈ U solution de l’équation :

Y = (λI − adY0)V
On pose :

V1 = −
∫ +∞

0
eλt(ψ−

t )∗Y
1dt

et
V2 =

∫ +∞

0
e−λt(ψ+

−t)∗Y
2dt

Comme Y ∈ U = U1 ⊕ U2, alors ∃!Y i ∈ Ui telle que : Y = Y 1 + Y 2.
Montrons la convergence des intégrales impropres. D’après l’estimation (2.3.4), nous
avons :

∥ eλt(ψ−
t )∗Y

1 ∥Ω1
r ≤ eReλte−ρ′

1aRt ∥ Y 1 ∥Ωε
1

r+m1

≤ e−(ρ′
1aR−Reλ)t ∥ Y 1 ∥Ωε

1
r+m1

∀λ ∈ C ∃ρ′
1,λ > 0/ρ′

1,λaR −Reλ > 0 i. e ρ′
1,λ >

Reλ

aR
.

Donc l’intégrale : ∫ +∞

0
e−(ρ′

1,λaR−Reλ)t ∥ Y 1 ∥Ωε
1

r+m1 dt
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converge, d’où
V1 = −

∫ +∞

0
eλt(ψ−

t )∗Y
1dt

existe.
D’après l’estimation (2.3.5), nous avons :

∥ e−λt(ψ+
−t)∗Y

2 ∥Ω2
r ≤ e−Reλte−ρ′

2bLt ∥ Y 2 ∥Ωε
2

r+m2

∀λ ∈ C ∃ρ′
2,λ > 0/ρ′

2,λbL +Reλ > 0 i. e ρ′
2,λ >

−Reλ
bL

.

Donc l’intégrale : ∫ +∞

0
e−(ρ′

2,λbL+Reλ)t ∥ Y 2 ∥Ωε
2

r+m2 dt

converge.
d’où l’intégrale :

V2 =
∫ +∞

0
e−λt(ψ+

−t)∗Y
2dt

est convergente.

∀λ ∈ C ∃ρλ > Sup

(
−Reλ
bL

,
Reλ

aR

)
> 0

V1 et V2 existent, nous posons V = V1 + V2

- Deuxième étape : Montrons que Vi et Wi, sont bien des solutions des équations
suivantes :

Y 1 = (λI − adY −
0

)V1; ∀λ ∈ C
Y 2 = (λI − adY +

0
)V2; ∀λ ∈ C

(respectivement

Y 1 = (λI − ad−Y −
0

)W1; ∀λ ∈ C
Y 2 = (λI − ad−Y +

0
)W2; ∀λ ∈ C )

i) Montrons que :
V1 = −

∫ +∞

0
eλt(ψ−

t )∗Y
1dt

est bien une solution de l’équation suivante :

(λI − adY −
0

)V1 = Y 1

adY −
0

(V1) = − lim
s→0

d

ds
(ψ−

−s)∗

∫ +∞

0
eλt(ψ−

t )∗Y
1dt

= − lim
s→0

∫ +∞

0
eλt

d

ds

(
ψ−
t−s
)

∗
Y 1dt

=
∫ +∞

0
eλτ

d

dτ

(
ψ−
τ

)
∗
Y 1dτ avec τ = t− s

=
[
eλτ (ψ−

τ )∗Y
1
]+∞
0

− λ
∫ +∞

0
(ψ−

τ )∗Y
1eλτdτ
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d’après l’estimation (2.3.4) ; on déduit :

∀ρ′
1 > 0 ∃m1 =

[
r.
aL
aR

]
+ ρ′

1 > 0

et C1 > 0 telle que :

∥ (ψ−
τ )∗Y

1 ∥Ω1
r ≤ C1e

−tρ′
1aR ∥ Y 1 ∥Ωε

1
r+m1

Comme ρ′
1 est arbitraire alors :

∀λ ∈ C ∃ρ′
1,λ > 0/−Reλ+ ρ′

1,λaR > 0

alors :

lim
τ→+∞

∥ eλτ (ψ−
τ )∗Y

1 ∥Ω1
r ≤ lim

τ→+∞
e−(−Reλ+ρ′

1,λaR)τC1 ∥ Y 1 ∥Ωε
1

r+m1 sur Ω1 ∀λ ∈ C

Il en résulte que :
lim

τ→+∞
eλτ (ψ−

τ )∗Y
1 = 0

d’où nous aurons adY −
0

(V1) = −Y 1 + λV1. C’est à dire :(
λ I − adY −

0

)
V1 = Y 1

Nous concluons que V1 est une solution de l’équation :

(λI − adY −
0

)V1 = Y 1

ii) Soit Y 2 ∈ U ε
2 , et :

V2 =
∫ +∞

0
e−λt(ψ+

−t)∗Y
2dt

Montrons que V2 est bien une solution de l’équation suivante :

(λI − adY +
0

)V2 = Y 2, ∀λ ∈ C

adY +
0

(V2) = lim
s→0

d

ds
(ψ+

−s)∗

∫ +∞

0
e−λt(ψ+

−t)∗Y
2dt

= lim
s→0

∫ +∞

0
e−λt d

ds

(
ψ+

−(s+t)

)
∗
Y 2dt

=
∫ +∞

0
e−λτ d

dτ

(
ψ+

−τ
)

∗
Y 2dτ avec τ = s+ t

=
[
e−λτ (ψ+

−τ )∗Y
2
]+∞
0

+ λ
∫ +∞

0
(ψ+

−τ )∗Y
2e−λτdτ

d’après l’estimation (2.3.5) ; on déduit :

∀ρ′
1 > 0 ∃m2 =

[
r.
bR
bL

]
+ ρ′

2 > 0

et C2 > 0 telle que :

∥ (ψ+
−τ )∗Y

2 ∥Ω2
r ≤ C2e

−tρ′
2bL ∥ Y 2 ∥Ωε

2
r+m2

Comme ρ′
2 est arbitraire alors :

∀λ ∈ C ∃ρ′
2,λ > 0/Reλ+ ρ′

2,λbL > 0



CHAPITRE 4. PROPRIÉTÉS SPECTRALES DES OPÉRATEURS ADJOINTS & APPLICATIONS 109

alors :

lim
τ→+∞

∥ e−λτ (ψ+
−τ )∗Y

2 ∥Ω2
r ≤ lim

τ→+∞
e−(Reλ+ρ′

2,λbL)τC2 ∥ Y 2 ∥Ωε
2

r+m2 sur Ω2 ∀λ ∈ C

Il en résulte que :
lim

τ→+∞
e−λτ (ψ+

−τ )∗Y
2 = 0

d’où nous aurons adY +
0

(V2) = −Y 2 + λV2. C’est à dire :(
λ I − adY +

0

)
V2 = Y 2

Nous concluons que V2 est une solution de l’équation :

(λI − adY +
0

)V2 = Y 2

iii) Montrons que :
W1 =

∫ +∞

0
e−λt(ψ−

t )∗Y
1dt

est bien une solution de l’équation suivante :

(λI − ad−Y −
0

)W1 = Y 1, tel que Y 1 ∈ U1

ad−Y −
0

(W1) = lim
s→0

d

ds
(ψ−

s )∗

∫ +∞

0
e−λt(ψ−

t )∗Y
1dt

= lim
s→0

∫ +∞

0
e−λt d

ds

(
ψ−
s+t
)

∗
Y 1dt

=
∫ +∞

0
e−λτ d

dτ

(
ψ−
τ

)
∗
Y 1dτ avec τ = s+ t

d’où nous aurons ad−Y −
0

(W1) = −Y 1 +λW1. C’est à dire que W1 est bien solution de
l’équation (

λ I − ad−Y −
0

)
W1 = Y 1

iv) Montrons que :
W2 = −

∫ +∞

0
eλt(ψ+

−t)∗Y
2dt

est bien une solution de l’équation suivante :

(λI − ad−Y +
0

)W2 = Y 2

ad−Y +
0

(W2) = − lim
s→0

d

ds
(ψ+

s )∗

∫ +∞

0
eλt(ψ+

−t)∗Y
2dt

= − lim
s→0

∫ +∞

0
eλt

d

ds

(
ψ+
s−t
)

∗
Y 2dt

Après un changement de variable en posant ξ = t− s, nous aurons :

ad−Y +
0

(W2) =
∫ +∞

0
eλξ

d

dξ

(
ψ+

−ξ
)

∗
Y 2dξ

d’où nous aurons ad−Y +
0

(W2) = −Y 2 + λW2. C’est à dire que W2 est bien solution de
l’équation
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(
λ I − ad−Y +

0

)
W2 = Y 2

b) Montrons que
(
λ I − adY0

)
est surjectif sur U . Soit Y ∈ U , cherchons un champ

de vecteurs V ∈ U tel que Y =
(
λ I − adY0

)
V . Comme les Vi existent et sont bien des

solutions des équations : (
λ I − adY −

0

)
V1 = Y 1

et (
λ I − adY +

0

)
V2 = Y 2

alors
(
λ I − adY −

0

)
est inversible sur U ε

1 , et respectivement
(
λ I − adY +

0

)
est inversible

sur U ε
2 d’où, Y =

(
λ I − adY0

)
V =

(
λ I − adY −

0

)
V1 +

(
λ I − adY +

0

)
V2 existe et

V =
(
λ I − adY0

)−1
Y = V1 + V2.

Le même raisonnement reste valable pour démontrer la surjectivité de
(
λ I −ad−Y0

)
sur

U .

4.3.3 Résolvante et spectre de adY0

∀λ ∈ C, la résolvante existe telle que :
a)

R(λ, adY0)Y = (λ I − adY0)−1Y

= −
∫ +∞

0
eλtψt

−
∗ Y

1dt+
∫ +∞

0
e−λtψ−t

+
∗ Y

2dt

b)

R(λ, ad−Y0)Y = (λ I − ad−Y0)−1Y

=
∫ +∞

0
e−λtψt

−
∗ Y

1dt−
∫ +∞

0
eλtψ−t

+
∗ Y

2dt

c) σ(ad−Y0) = σ(adY0) = ∅ et ρ(ad−Y0) = ρ(adY0) = C

4.4 Application à une sous-algèbre de codimension finie de l’espace
de Fréchet de type hyperbolique

Les idéaux de codimension finie dans les algèbres de Lie de champs de vecteurs ont
reçu beaucoup d’attention au cours de ces dernières années. Certains auteurs comme
L. E. Pursel et M.E. Shanks [19], en étudiant l’inversibilité du crochet de Lie [X,Y ] =
adX(Y ) qui est un générateur infinitésimal d’un groupe à un paramètre t, γt = (exp tX)∗,
dans les algèbres de Lie contenant un germe de champs de vecteurs X ne s’annulant pas
à l’origine O, ont traité les idéaux de codimension finie de ces algèbres. Ce résultat a été
prolongé dans les algèbres de Lie de Banach de champs de vecteurs infiniment plats en
0 contenant des germes qui s’annulent à l’origine de la forme X0 = ∑n

i=1(αi.xi + Z0(x)
où αi sont de signes constants (cf [3], [4] et [15]).
Parmi les motivations et les applications éventuelles de ces résultats :
- Les propriétés de l’injectivité de la fonction exponentielle d’un champ de vecteurs ont
donné lieu à l’existence des séries de Fourier (cf [23]).
- Boris Kolev dans [14] a étudié le cas particulier d’une structure Lie-Poisson canonique.
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- M. BENALILI dans [2] a étudié les propriétés spectrales des opérateurs adjoints induits
par des perturbations appropriées de certains champs de vecteurs linéaires hyperboliques
de la forme Y0 = X+

0 +X−
0 + Z0 avec Z0 k-plat dans la boule unité.

Nous présentons une extension sur la base de ces travaux où nous étudierons les idéaux
de codimension finie dans les algèbres de Lie-Fréchet à structure hyperbolique contenant
des champs de vecteurs de la forme Y0 = X+

0 +X−
0 + Z0, tel que X0 (x, y) = A (x, y) =

(A− (x) , A+ (y)), avec A−(respectivement A+) une matrice symétrique ayant des valeurs
propres λ < 0 (respectivement λ > 0) et Z0 des germes infiniment plats à l’origine, i.e
Z0 ∈ χ∞

0 .
Nous montrerons que l’algèbre admissible U s’étend sur tout l’espace E, et ce en

utilisant le lemme fondamental suivant :
Lemme 26. Lemme fondamental : ([15]) Soit V un sous-espace de codimension finie
de R− espace vectoriel E et un endomorphisme ψ sur E tel que :

1. ψ(V ) ⊂ V ;
2. ψ + b.I est surjectif sur V pour tout b ∈ R ;
3. Pour tout nombres b, c ∈ R tels que b2 − 4c < 0, l’operateur ψ2 + bψ + c.I est

surjectif sur V .
alors V = E.

Pour cela vérifions les hypothèses de ce lemme.

4.4.1 Surjectivité de l’opérateur adY0 + bI

Dans cette section, nous étudions la surjectivité de certains opérateurs linéaires. No-
tons par :
φ = (ad−Y −

0
, adY +

0
) où ad−Y −

0
= φ1 et adY +

0
= φ2 deux endomorphismes adjoints et I

l’application identité.
Lemme 27. : Pour tout b ∈ R, l’opérateur φ1 + b.IRk ( respectivement φ2 + b.IRl) est
surjectif sur U ε

1 (respectivement sur U ε
2 ).

Démonstration. Soit : Y i ∈ Ui(i = 1, 2) tel que :
Y 1 =

k∑
i=1
fi (x) ∂

∂xi
∈ U1

Y 2 =
l∑

j=1
gj (y) ∂

∂yj
∈ U2

En posant : W1 = ∫+∞
0 R(t)(ψ−

t )∗Y
1dt ∈Uε

1
W2 = ∫+∞

0 R(t)(ψ+
−t)∗Y

2dt ∈Uε
2

- 1ère étape : Montrons que Wi est une solution de l’équation :

(φi + b.I)(Wi) = Y i, (i = 1, 2),∀b ∈ R



CHAPITRE 4. PROPRIÉTÉS SPECTRALES DES OPÉRATEURS ADJOINTS & APPLICATIONS 112

ad−Y −
0

(W1) = lim
s→0

d

ds
(ψ−

s )∗

(∫ +∞

0
R(t)(ψ−

t )∗Y
1dt

)

= lim
s→0

∫ +∞

0
R(t) d

ds

(
ψ−

(t+s)

)
∗
Y 1dt

=
∫ +∞

0
R(τ) d

dτ
(ψ−

τ )∗Y
1dτ , où τ = t+ s

= R(τ)(ψ−
τ )∗.Y

1|+∞
0 −

∫ +∞

0
(ψ−

τ )∗Y
1 d

dτ
R(τ)dτ

ad−Y −
0

(W1) + bW1 = R(τ)(ψ−
τ )∗Y

1|+∞
0 +

∫ +∞

0
(bR(τ) −R′(τ))(ψ−

τ )∗Y
1dτ

on pose : 
R′(τ) − bR(τ) = 0

alors R(τ) = −ebτ

R(0) = −1
d’après l’estimation (2.3.4) ; on déduit :

∀ρ′
1 > 0 ∃m1 =

[
r.
aL
aR

]
+ ρ′

1 > 0

et C ′
1 > 0 telle que :

∥ (ψ−
t )∗Y

1 ∥Ω1
r ≤ C ′

1e
−tρ′

1aR ∥ Y 1 ∥Ωε
1

r+m1

d’où

lim
τ→+∞

∥ R(τ)(ψ−
τ )∗.Y

1 ∥Ω1
r ≤ C ′ lim

τ→+∞
ebτ .e−τρ′

1aR.
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωε
1

r+m1

≤ C ′ lim
τ→+∞

e−τ [−b+ρ′
1aR].

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ωε

1

r+m1

ρ′
1 étant arbitraire, alors :

∀b ∈ R,∃ρ′
1,b > 0/− b+ ρ′

1,b.aR > 0,

alors :
lim

τ→+∞
∥ R(τ)(ψ−

τ )∗.Y
1 ∥r= 0

d’où finalement :

ad−Y −
0

(W1) + bW1 = R(τ)
(
ψ−
τ

)
∗
Y 1|+∞

0 = Y 1

De même :

adY +
0

(W2) = lim
s→0

d

ds
(ψ+

−s)∗

(∫ +∞

0
R(t)(ψ+

−t)∗Y
2dt

)

= lim
s→0

∫ +∞

0
R(t) d

ds

(
(ψ+

−s−t)∗
)
Y 2dt

=
∫ +∞

0
R(τ) d

dτ
(ψ+

−τ )∗Y
2dτ , où τ = s+ t

= R(τ)(ψ+
−τ )∗.Y

2|+∞
0 −

∫ +∞

0

(
(ψ+

−τ )∗.Y
2
) d

dτ
R(τ)dτ
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En ajoutant bW2 dans les deux membres, nous aurons :

adY +
0

(W2) + bW2 = R(τ)(ψ+
−τ )∗Y

2|+∞
0 +

∫ +∞

0
(−R′(τ) + bR(τ))(ψ∗

−τ )∗.Y
2dτ

on pose : 
−R′(τ) + bR(τ) = 0

alors R(τ) = −ebτ

R(0) = −1
Nous avons :

lim
τ→+∞

∥ R(τ)(ψ+
−τ )∗.Y

2 ∥Ω2
r ≤ C ′′ lim

τ→+∞
ebτ .e−τρ′

2bL.
∥∥∥Y 2

∥∥∥Ωε
2

r+m2

≤ C ′′ lim
τ→+∞

e−τ [−b+ρ′
2bL].

∥∥∥Y 2
∥∥∥Ωε

2

r+m2

ρ′
2 étant arbitraire, alors :

∀b ∈ R,∃ρ′
2,b > 0/− b+ ρ′

2,b.bL > 0,

d’où :
lim

τ→+∞
∥ R(τ)(ψ+

−τ )∗.Y
2 ∥r= 0

Par conséquent :

adY +
0

(W2) + bW2 = R(τ)
(
(ψ+

−τ )∗
)
Y 2|+∞

0 = Y 2

- 2ème étape : Montrons que W1 est de classe C∞ sur tout compact.
Soit K1 un compact de Ω1, et comme :

W1 =
∫ +∞

0
R(t)(ψ−

t )∗Y
1dt

alors d’après l’estimation (2.3.4), nous aurons :

∥ R(t)(exptY −
0 )∗.Y

1 ∥K1
r ≤ C ′e−t(−b+ρ′

1.aR) ∥ Y 1 ∥Ωε
1

r+m1

ρ′
1 étant arbitraire, alors :

∀b ∈ R,∃ρ′
1,b > 0/− b+ ρ′

1,b.aR > 0,

∫ +∞

0
e−t(−b+ρ′

1,b.aR)dt converge ∀b ∈ R

Il en résulte que : W1 converge uniformément, ∀x ∈ Ω1, d’où finalement W1 est de
classe C∞ sur tout compact de Ω1. Le même raisonnement est valable pour montrer que
W2 est de classe C∞ sur tout compact de Ω2.

Lemme 28. Pour tout b ∈ R, φ+ b.I est surjectif sur U .

Démonstration. Soit Y ∈ U , cherchons un W ∈ U telle que :

∀(x, y) ∈ Rn;Y (x, y) = (φ+ b.I)W (x, y),∀b ∈ R

Comme Y ∈ U = U1 ⊕ U2 alors ∃!Y i ∈ Ui telle que :

Y (x, y) = (Y 1(x), Y 2(y)) = (φ1W1(x) + bW1(x), φ2W2(y) + bW2(y))
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On projecte sur Ui :
- Sur U1, nous avons Y (x, y) = (Y 1(x), 0) = (φ1W1(x) + bW1(x), 0), et selon le lemme
27, ∃ε > 0 et W1, telle que W1(x) = − ∫+∞

0 ebt(ψ−
t )∗Y

1(x)dt ∈ Ωε
1; ∀x ∈ Ω1.

- Sur U2, nous avons Y (x, y) = (0, Y 2(y)) = (0, φ2W2(y) + bW2(y)), et selon le lemme
27, ∃ε > 0 et W2, telle que W2(y) = − ∫+∞

0 ebt(ψ+
−t)∗Y

2(y)dt ∈ Ωε
2; ∀y ∈ Ω2

Il en résulte que :
Wi ∈ U ε

i

On pose W (x, y) = (W1(x),W2(y)) ∈ Rk × Rl = Rn.
Comme W = W1 + W2 ∈ U ε

1 + U ε
2 = U ; alors φ + b.I est surjectif sur U , pour tout

b ∈ R.

4.4.2 Surjectivité de l’opérateur (adY0)2 + b.adY0 + cI

Lemme 29. Pour tout nombres b, c ∈ R tels que b2−4c < 0, l’opérateur φ2
1+bφ1+c.IRk,

(respectivement φ2
2 + bφ2 + c.IRl) est surjectif sur U ε

1 (respectivement sur U ε
2).

Démonstration. Soit Y i ∈ Ui telle que :

Y 1 =
k∑
i=1
fi (x) ∂

∂xi
∈ U1

Y 2 =
l∑

i=1
gi (y) ∂

∂yi
∈ U2

telle que : (φ2
1 + bφ1 + cIRk)W1 = [−Y −

0 , [−Y −
0 ,W1]] + b[−Y −

0 ,W1] + cW1
et (φ2

2 + bφ2 + cIRl)W2 = [−Y +
0 , [−Y +

0 ,W2]] + b[−Y +
0 ,W2] + cW2W1 = ∫∞

0 R(t)(ψ−
t )∗Y

1dt ∈ U ε
1

W2 = ∫∞
0 R(t)(ψ+

−t)∗Y
2dt ∈ U ε

2

Avec :

R(t) =
2exp( b

2
t)

√
4c− b2 . sin(

√
4c− b2/2)t

- Première étape : Montrons que Wi est une solution de l’équation:
(φ2

i + bφi + cI)Wi = Y i.
Si nous posons : Z1 = [−Y −

0 ,W1] = ad−Y −
0

(W1) alors :

Z1 = lim
s→0

d

ds
(ψ−

s )∗

(∫ +∞

0
R(t)(ψ−

t )∗Y
1dt

)

= R(τ)(ψ−
τ )∗.Y

1|+∞
0 −

∫ +∞

0
(ψ−

τ )∗Y
1 d

dτ
R(τ)dτ

Z1 = R(τ)(ψ−
τ )∗Y

1|+∞
0 −

∫ +∞

0
R′(τ)(ψ−

τ )∗Y
1dτ

Comme R(t) =
2exp( b

2
t)

√
4c− b2 . sin(

√
4c− b2/2)t et

∥ R(τ)(ψ−
τ )∗.Y

1 ∥Ω1
r ≤ C ′e

b
2τ .e−τρ′

1aR.
∥∥∥Y 1

∥∥∥Ωε
1

r+m1

≤ C ′e−τ [−b/2+ρ′
1aR].

∥∥∥Y 1
∥∥∥Ωε

1

r+m1
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ρ′
1 étant arbitraire, alors ∀b ∈ R,∃ρ′

1,b > 0/− b/2 + ρ′
1,b.aR > 0, d’où finalement :

lim
τ→+∞

∥ R(τ)(ψ−
τ )∗.Y

1 ∥r= 0

alors le premier membre s’annule et Z1 devient donc :

Z1 = −
∫ +∞

0
R′(τ)(ψ−

τ )∗Y
1dτ

Nous aurons donc :

φ2
1(W1) = [−Y −

0 , [−Y −
0 ,W1]] = [−Y −

0 , Z1]

= − lim
s→0

d

ds
(ψ−

s )∗

∫ +∞

0
R′(τ)(ψ−

τ )∗Y
1dτ

= − lim
s→0

∫ +∞

0
R′(τ) d

ds
(ψ−

s+τ )∗Y
1dτ

= −
[
R′(t)(ψ−

t )∗Y
1
]∞
0

+
∫ +∞

0
R′′(t)(ψ−

t )∗Y
1dt où t = s+ τ

= Y 1 +
∫ +∞

0
R′′(t)(ψ−

t )∗Y
1dt

et par conséquent :

(φ2
1 + bφ1 + cIRk)W1 = [−Y −

0 , [−Y −
0 ,W1]] + b[−Y −

0 ,W1] + cW1

= Y 1 +
∫ +∞

0
(R′′(t) − bR′(t) + cR(t))(ψ−

t )∗Y dt

= Y 1

Où R(t) =
2exp( b

2
t)

√
4c− b2 . sin(

√
4c− b2/2)t est bien une solution du problème de Cauchy :


R′′(t) − bR′(t) + cR(t) = 0
R(0) = 0
R′(0) = 1

L’opérateur φ2
1 + bφ1 + c.IRk est donc surjectif dans U ε

1 .
La démonstration de la surjectivité de l’opérateur φ2

2 + bφ2 + c.IRl sur U ε
2 se fait de la

même façon.
- Deuxième étape : D’après le lemme précédent, Wi, (i = 1, 2) sont de classe C∞ sur
tout compact.

Lemme 30. : Pour tout b, c ∈ R, b2 − 4.c < 0 l’opérateur φ2 + b.φ + c.I est surjectif
sur U .

Démonstration. Soit Y ∈ U , cherchons un W ∈ U tel que :

∀(x, y) ∈ Rn, Y (x, y) = (φ2 + b.φ+ c.I)W (x, y), pour tout b, c ∈ R, avec b2 − 4.c < 0

Comme Y ∈ U = U1 ⊕ U2 alors ∃!Y i ∈ Ui telle que :

Y (x, y) = (Y 1(x), Y 2(y)) =
(
φ2

1W1(x)+b.φ1W1(x)+c.W1(x), φ2
2W2(y)+b.φ2W2(y)+c.W2(y)

)



CHAPITRE 4. PROPRIÉTÉS SPECTRALES DES OPÉRATEURS ADJOINTS & APPLICATIONS 116

On projète sur Ui :
- Sur U1, nous avons Y (x, y) = (Y 1(x), 0) =

(
φ2

1W1(x) + b.φ1W1(x) + c.W1(x), 0
)

, et
selon le lemme 29, ∃ε > 0 et W1, telle que W1(x) = ∫+∞

0 R(t)(ψ−
t )∗Y

1(x)dt ∈ Ωε
1 avec

R(t) =
2exp( b

2
t)

√
4c− b2 . sin(

√
4c− b2/2)t

- Sur U2, nous avons Y (x, y) = (0, Y 2(y)) =
(

0, φ2
2W2(y) + b.φ2W2(y) + c.W2(y)

)
, et

selon le lemme 29, ∃ε > 0 et W2 telle que W2(y) = ∫+∞
0 R(t)(ψ+

−t)∗Y
2(y)dt ∈ Ωε

2 avec

R(t) =
2exp( b

2
t)

√
4c− b2 . sin(

√
4c− b2/2)t

d’où :
Wi ∈ U ε

i

Nous posons W (x, y) = (W1(x),W2(y)) ∈ Rk × Rl = Rn.
Or W = W1 + W2 ∈ U ε

1 + U ε
2 = U . Par conséquent φ2 + b.φ + c.I est surjectif sur U ,

pour tout b, c ∈ R, avec b2 − 4.c < 0.

4.4.3 Idéaux de codimension finie dans une sous-algèbre de type hyperbolique

Théorème 21. Soit U une sous-algèbre admissible ayant une structure hyperbolique
pour le flot :
(ψt)∗ = (exptY0)∗ = (expt(X0 + Z0))∗ dans l’espace de Fréchet E. Si dim(E − U) est
finie, et φ = (ad−Y −

0
, adY +

0
) un endomorphisme sur U , tels que :

i) φ(U) ⊂ U ,
ii) φ+ b.IRn est surjectif sur U ; ∀b ∈ R,
iii) φ2 + bφ+ c.IRn est surjectif sur U ; ∀b, c ∈ R/b2 − 4c < 0.
Alors : U = E

Démonstration. Les hypothèses du lemme fondamental étant satisfaites grâce aux
lemmes 30, 28 et 16, et, si en plus nous avons dim(E − U) finie, nous déduisons alors :

U = E

Corollaire 12. Soit U la sous-algèbre de Lie de Fréchet de type hyperbolique.
Si I = U ∩ χ∞

0 est un idéal de U et la codimension de χ∞
0 < +∞ tels que :

i) φ(I) ⊂ I,
ii) φ+ b.IRn est surjectif sur I ; ∀b ∈ R,
iii) φ2 + bφ+ c.IRn est surjectif sur I ; ∀b, c ∈ R, b2 − 4c < 0.

Alors : I = U
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�Conclusions

Nous avons apporter dans cette étude quelques nouveaux résultats concernant -
d’une part- les propriétés spectrales des générateurs infinitésimaux dans un espace de
Fréchet, dans le cas (λI − L) est surjective et non injective, ce qui nous a conduit
à l’existence des séries de Fourier et à la résolution des problèmes aux limites de
Sturm-Liouville engendrés par des champs de vecteurs dans une algèbre de Lie de
Fréchet. C’est une généralisation des travaux de A. Zajtz. Ces résultats sont très
importants en géométrie différentielle et en théorie des équations différentielles. Nous
estimons que ces résultats peuvent faire l’objet à l’avenir d’une généralisation de la
théorie des fonctions spéciales et des polynômes orthogonaux de champs de vecteurs
dans un espace de Fréchet.
D’autre part, nous nous sommes intéressés aux propriétés spectrales des semi-groupes de
translation et de dilatation perturbés dans un espace de Fréchet de type hyperbolique,
dans la cas (λI − L) est bijective, ce qui nous a conduit à l’existence des idéaux de
co-dimension finie. C’est une généralisation des travaux de M. Benalili et de A. Lansari.
Ces résultats sont très importants dans l’analyse fonctionnelle, dans la théorie des
champs en physique, dans les systèmes dynamiques, et trouvent même des applications
en finances. Les travaux futurs immédiats incluront l’étude du cas (λI − L) non
surjective.
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