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Propriétés spectrales de certains générateurs
infinitésimaux dans un espace de Fréchet de type
hyperbolique.

Résumé : L’objectif principal de cette these est d’apporter quelques nouveaux
résultats concernant :
- Dune part, les propriétés spectrales des générateurs infinitésimaux dans un espace de
Fréchet, qui nous ont conduits a l'existence des séries de Fourier et a la résolution des
probléemes aux limites de Sturm-Liouville engendrés par des champs de vecteurs dans
une algebre de Lie de Fréchet. C’est une généralisation des travaux de A. Zajtz. Ces
résultats sont tres importants en géométrie différentielle et en théorie des équations
différentielles. Nous estimons que ces résultats peuvent faire I'objet a ’avenir d’une
généralisation de la théorie des fonctions spéciales et des polyndémes orthogonaux de
champs de vecteurs dans un espace de Fréchet.
- D’autre part, nous nous sommes intéressé aux propriétés spectrales des semi-groupes
de translation et de dilatation perturbés dans un espace de Fréchet de type hyper-
bolique, qui nous conduits a l'existence des idéaux de co-dimension finie. C’est une
généralisation des travaux de M. Benalili et de A. Lansari. Ces résultats sont tres
importants dans ’analyse fonctionnelle, dans la théorie des champs en physique, dans
les systémes dynamiques, et trouvent méme des applications en finances, ce qui nous
a permis de publier un article intitulé Surjectivity of certain adjoint operators and
applications dans le journal Arab. J. Math. édité par Springer Nature en septembre 2020.

Mots-clés : Spectres, surjectivité, injectivité, Idéaux de codimension finie, opérateur
adjoint, structure hyperbolique, espace de Fréchet, algebre admissible, difféomorphisme,
probleme de Sturm-Liouville.
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Spectral properties of certain infinitesimal generators in
a hyperbolic Fréchet space.

Abstract : The main objective of this thesis is to report some new results concer-
ning :
- On the one hand, the spectral properties of infinitesimal generators in a Fréchet space,
which led us to the existence of Fourier series and to the resolution of the boundary
problems of Sturm-Liouville generated by vector fields in a Lie-Fréchet algebra. It is a
generalization of the work of A. Zajtz. These results are very important in differential
geometry and in differential equation theory. We believe that these results may be the
subject of a future generalization of the theory of special functions and orthogonal
polynomials of vector fields in a Fréchet space.
- On the other hand, we are interested in the spectral properties of the translational
and dilatational semigroups disturbed in a Fréchet space of hyperbolic type, which
leads us to the existence of finite codimensional ideals. It is a generalization of the work
of M. Benalili and A. Lansari. These results are very important in functional analysis,
in field theory in physics, in dynamical systems, and even find applications in finance,
which has enabled us to publish an article entitled : "Surjectivity of certain adjoint
operators and applications” in the journal : Arab. J. Math. Edited by Springer Nature
in September 2020.

Keywords : Spectra, surjectivity, Injectivity, Ideals of finite codimension, ad-
joint operator, hyperbolic structure, Fréchet space, admissible algebra, diffeomorphism,
Sturm-Liouville problem.
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Notations

Pour mener a bien la compréhension de ce qui va suivre, nous donnons une interpré-
tation des notations et abréviations utilisées dans cette these.

R"™ : Un espace Euclidien de dimension n ;
| . || La norme euclidienne sur R";
a = (ai,...,a,) € N” est un multi-indice et |o| = a3 + ... + ay ;

olal
D =
0z (' 0xy*....0xon

La dérivée partielle d’ordre «;

ad_x Générateur infinitésimal du semi-groupe (¢ )s ;
adx Générateur infinitésimal du semi-groupe (¢—_;)s ;
adx(Y) = [X,Y] Crochet de Lie;
(X, [.,-]) Est une algebre de Lie des champs de vecteurs sur R", telle que :
0
— {X =3, ai(x)a— tel que les a; sont de classe C* sur ]R”}
T
X5~ Une sous-algebre de Lie de X, des germes infiniment plats a 1'origine telle que :

Xo. = {X € x vérifiant Ym = (myq,...,m,) € N" 35, > 0,3IM,, > 0

tel que ¥ || © ||< 6 on ait || DX (x) ||< My, || z ||, VE > ()}

e o(L) Le spectre de 'opérateur L;

p(L) T'ensemble résolvant de L ;
['(TM) = x(M) L’espace des champs de vecteurs de classe C* sur M une variété
compacte Riemannienne.



Introduction

Es générateurs infinitésimaux (ady) du groupe a un parametre ¢, 7 = ¢p =
L ((exptX).); d'un champ de vecteurs X sur une variété compacte Riemannienne
M dans un espace de Fréchet de type hyperbolique x(M) = E = I'(T'M), présentent
des propriétés algébriques fondamentales dans les algebres de Lie (cf [6]), et présentent
également des propriétés dynamiques intéressantes dans ’analyse fonctionnelle [13, 17],
dans la théorie des champs en physique [21], dans les systemes dynamiques [1, 20, 12],
et méme des applications en finances [11].

Les opérateurs adjoints et la dérivée de Lie, sont des lois fondamentales dans la
géométrie moderne, ont été largement étudiés sur ’espace de Banach des fonctions
continues munies de la norme de la convergence uniforme, mais ils ont donné des
résultats négatifs, car ils ne sont pas continus, ni bornés, par contre ses propriétés sont
vraies dans les espaces de Fréchet E des champs de vecteurs de classe C'™° sur M.
L’objectif principal de cette these est de rapporter quelques nouveaux résultats
concernant 1’étude des propriétés spectrales de ces générateurs (les opérateurs adyx et
I — ¢, ou ¢, est un difféomorphisme sur une variété Riemannienne compacte) dans
I’espace de Fréchet de type hyperbolique. Nous nous sommes inspirés de nombreux
et importants travaux consacrés aux propriétés spectrales de ce genre d’opérateurs et
difféomorphismes, tels que les travaux de Zajtz [24], de Benalili [2] et de Lansari [15].
En effet, Zajtz a étudié les propriétés de la surjectivité de la dérivée directionnelle
de la fonction exponentielle qui ont donné lieu a l'existence de l'inversibilité de la
fonction exponentielle par I'intermédiaire du théoreme de Nash-Moser ot des résultats
positifs ont été obtenu d’abord dans un espace de Fréchet et ensuite dans un espace de
Fréchet de type hyperbolique en intégrant les difféomorphismes dans les flots opérant
doucement. Benalili a étudié les propriétés spectrales des opérateurs adjoints induits par
des perturbations appropriées de certains champs de vecteurs linéaires hyperboliques
de la forme Yy = X + X; + Zy avec Zy k-plat dans la boule unité. Lansari a étudié
les algebres de Lie des germes de champs de vecteurs a 'origine 0 de R".

Nos efforts dans cette these présente, entre autres, une extension sur la base de
ces travaux ou nous étudierons les idéaux de codimension finie dans les algebres
de Lie-Fréchet a structure hyperbolique contenant des champs de vecteurs de la
forme Yy = X + X5 + Zo, tel que Xo(x,y) = A(z,y) = (A (x), AT (y)), avec
A~ (respectivement AT) une matrice symétrique ayant des valeurs propres A < 0
(respectivement A\ > 0) et Zp des germes infiniment plats a l'origine. Notre manuscrit
est structuré comme suit :

- Nous exposerons, en premier chapitre, intitulé "Préliminaires", quelques concepts
fondamentaux, notations, définitions, propositions et propriétés nécessaires pour la
suite de la these tels que I'espace de Fréchet, les propriétés des groupes a un parametre
Ve = ¢ = ((expt X))y, les propriétés des générateurs infinitésimaux ady, les opérateurs
d’onde, les difféomorphismes d’Anosov, ’espace de Fréchet de type hyperbolique.

- Nous déterminons, dans le deuxieme chapitre, le spectre et la résolvante des semi-

9
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groupes de translation et de dilatation perturbé dans un espace de Fréchet hyperbolique.
Ces résultats trouvent leurs applications directes dans les problemes d’équivalences des
systemes dynamiques.

- Dans le troisieme chapitre, nous étudierons les propriétés spectrales des générateurs
infinitésimaux dans un espace de Fréchet, qui nous ont conduits a I'existence des séries
de Fourier et a la résolution des problemes aux limites de Sturm-Liouville engendrés
par des champs de vecteurs dans une algebre de Lie de Fréchet. C’est une généralisation
des travaux de A. Zajtz (cf [23]). Ces résultats sont trés importants en géométrie
différentielle et en théorie des équations différentielles. Nous estimons que ces résultats
peuvent faire 'objet a ’avenir d’une généralisation de la théorie des fonctions spéciales
et des polynomes orthogonaux de champs de vecteurs dans un espace de Fréchet.

- En fin, dans le dernier chapitre, on va expliciter le spectre et la résolvante des
opérateurs adjoints (de translation et de dilatation perturbés ) dans une certaine
algebre de Lie-Fréchet admissible U de type hyperbolique. Nous procéderons ensuite
d’abord a la preuve de la propriété de surjectivité de l'opérateur A\ — adx,; VA € C,
sur une certaine algebre de Lie de Fréchet admissible U de type hyperbolique. Nous
déduisons ensuite l'existence des idéaux de codimensions finies dans cette algebre
admissible U. Ces résultats ont fait 'objet d’une publication récente (voir [8]). C’est
une généralisation des travaux de Benalili ( cf [3], [4]) et de Lansari (cf [15]).



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous passons en revue quelques concepts fondamentaux, notations,
définitions, propositions et propriétés nécessaires pour la suite de la these.

1.1 Espaces de Fréchet

1.1.1 Définition

Définition 1. [13] un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique, localement
conveze, séparé, métrisable et complet.

Propriété 1. Les espaces de Fréchet vérifient les propriétés suivantes :

1/ Un sous-espace fermé d’un espace de Fréchet est aussi un espace de Fréchet.

2/ La somme directe de deuz espaces de Fréchet est un espace de Fréchet.

3/ Si un espace de Fréchet admet une seule norme, alors tout sous-espace fermé admet
cette norme ausst.

Démonstration. cf [13] O

1.1.2 Espace de Fréchet E des champs de vecteurs

Notons par R" I'espace euclidien muni du produit scalaire (.,.) et par ||.|| la norme
induite par ce produit scalaire.

Soit ' = x 'espace des champs de vecteurs X de classe C*° sur R"”, vérifiant :

Ve € R"? B
Vr € N,3M, > 0 tel que { Va = (ag,...,a,) € N* et {|Oé| @fi;;:%
Vk e N =

Nous avons ||[D*X (z)]| (1 + ||$||2)k/2 < M,.

On définit sur E une graduation de semi-normes :

o 2\ k/2
Xl = sup maz |D*X () (1+ |z]”)

zeR? k+|a|<r

alors (E,||...||,) est dit un espace de Fréchet (cf [13]).

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES 12

1.1.3 Espace de Fréchet GG des fonctions

Soit G l'espace de Schwartz, c’est ’espace vectoriel des fonctions de classe C*° sur
R™ satisfaisants :

G={feC®R)"/Vp>0,Vx € R",Va € N* 3C, > 0/||D*f(z)||(1 + ||z||*)? < C},}
G est l'espace des fonctions ou la transformée de Fourier existe avec son inverse.

On définit sur G une graduation de semi-normes :

k)2
= sup max |[|D*f(x 14+ |z 2
Hf”r meﬂgkﬂalﬁr | D f ()] ( [Eal )

alors (G, ||...||,) est dit un espace de Fréchet (cf [13]).

1.2 Générateurs infinitésimaux et résolvante

1.2.1 Définition et propriétés du générateur infinitésimal

Définition 2. Soit E un espace de Fréchet, on définit une famille d’opérateurs ()
linéaires continus sur E. Cette famille (v); est un semi-groupe si elle vérifie les
conditions suivantes :

i) vo =1 (I dest l'opérateur identité sur E)
i) Ys+t = YeYs pour tout t, s >0 (resp t, s € R)

1(X)=X _ dtp(X)
t _ dt

iti) LX = limy_,o4 existe et est finie pour tout Xe K

t=0+
L opérateur linéaire L : E — E ainsi défini est le générateur infinitésimal associé a
ce semi-groupe ()¢ sur l’espace de Fréchet E.

Propriété 2. Soit L un générateur infinitésimal du semi-groupe ()¢ sur E alors :
d
1) Ly = wL 2) = Ly vVt € R
Démonstration. : Pour tout x € R", et pour tout ¢ € R nous allons montrer :
1) Ly (x) = v L(x), en effet

drys
ds

70%(1’)

Ly(z) =

dys
W (@)

= 9 - L(z)

s=0

d
2) %%@) = Lyi(z), en effet
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Ly(z) = ds (x)

dy
E(@“)

donc
dye

(@) = Lua)

1.2.2 Générateurs infinitésimaux adx et ad,

Générateur infinitésimal adx

Soit X € F engendrant un groupe a un parametre t, (¢;); solution du systéme dyna-

mique suivant :
d
{ Zo(@)

do()

X o ¢y(x)

X

Définition 3. [Difféomorphisme adjoint]
Pour tout X,Y € E telle que Y = 7" ui(x)a%,» ot u; € C*°(R™), nous définissons les
difféomorphismes adjoints ¢f et (¢y). par :

()Y = (exptX)*.Y = (D) 1Y) oy = Y e ¥ u; (etX.:L‘>

(60:Y = (exptX).Y = (DowY) o (60) = £ e (¢¥.a)

o S
.

Q
3]

J

Propriété 3. Pour tout X € E, on associe le X —flot ¢ = exptX alors :
i) adx (respectivement ad_x ) est un générateur infinitésimal du groupe d un parametre
of (resp. (1)« ) sur E ; c’est a dire ¢} est une solution du systéeme dynamique suivant :

{$WNY=WJﬂ@03:@wy]
(¢o)* Y=Y
et respectivement (¢r)« est solution du :

{ E(), Y = (1), -ad_x (V) = (¢), [V, X]
(¢0), Y =Y

ZZ) (¢t)* =¢%, ;¢ = (¢,t)*,vt >0
i) adyx o ¢f = ¢; oadyx; ad_x 0 ¢rx = Gps 0 ad_x
Démonstration. i) En effet

d d d
At (), Y) () = %D [0t (0t ()] - Y (¢t () + Dy (¢t (7)) - %Y (9t (x))
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Comme :
0T) _ px()) D6 ()
alors :
jt((@)*Y) (@) = DX (g0 ¢t (2)) Doy (¢t (2)) - Y (¢t (2))
—Doi (¢t (x)) - D (Y (¢t (2))) - X 0 ¢t (2)
= DX ) (DoY) (6 (2) — (D X) (04 ). DY) oy = 6l
= DX (2) (), .Y) (z) — ((¢n), . X) (z) .DyY (y)
= (@) Y, X] (z)
= (¢1),ad—x (V) (2)

C’est a dire : y

d’ou
jt((@)*y)(l") lt=or = Y, X](2) = ad_x(Y)(x)

Ce qui signifie que ad_x est un générateur infinitésimal du groupe a un parametre
(¢¢)« sur E. Et par le méme raisonnement, nous aurons :4 (¢;)"Y = (¢;)" [X,Y]
ii) Montrons que (¢¢). = ¢*,; on pose y = ¢_(x) :

L ((60.Y) (@) = DuX (90 6 (2)) - Do (6, (1) - Y (61 (x)
—Déy (¢ (x)) - D (Y (¢ (x))) - Xooét(af)
= D, X (2) (Do) "+ Y) (¢t () = (Dp—y) " - X) (¢t (x)) .DyY ()
= DX (2) ((¢-)".Y) (2) — ((¢- > X) (z) .DyY (y)
(¢—0)" [V, X] ()
= (¢p—¢) ad_x (V) (z)
Or, d’apres la propriété i) :

L ((60.Y) (@) = (6, adx (¥) (2)
alors (¢), = (¢—4)"

- Le méme raisonnement pour le cas : ¢ = (¢_¢).
iii) C’est une déduction de la propriété 2. ]

Générateur infinitésimal ad,

Soit G = Dif f(M) le groupe des difféomorphismes de classes C™ sur une variété
compacte riemannienne M, d’aprés Hamilton (cf [13]) , il a la structure d’un groupe de
Fréchet de dimension infinie.

Proposition 1. Soit ¢ €Diff (M) et Y € E, on définit les opérateurs adjoints :

Ad¢ cE— F
Y Ady(Y) = (¢, — )Y 0 ¢
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ot ¢ = (D¢ -Y) o ¢~ et pour tout f € G :
A¢ZG—>G
Ay f = Ag(f)=f"gof

Alors Ady(Y') est un générateur infinitésimal du groupe d un paramétre
t? (A¢(€Xp(tY)))t

Démonstration. En effet :
Soit 1y = exp(tY') le groupe d un paramétre associé au champ de vecteurs'Y solution

du systeme dynamique

{ Sih(x) =Y o ty(x)
Yolx) =2 Ve eR"Vt>0

on a
d d
ZA@l=or = (W @oy)limor = =Y 04+ Dé-Y
= (Dgp-Y)ogp ' =Y)oo
= (¢«—1)Y oo
= Ady(Y)
d ou on déduit : p
Ady(Y) = %Acb(lbt)
t=0*1

O
Donc Ady(Y) est un générateur infinitésimal du groupe & un paramétre t,

(Ag(exptY)),.

1.2.3 Résolvante et spectre
Définition 4. Soit L un générateur infinitésimal du groupe a un paramétre ~y; sur

d
l’espace de Fréchet E, c’est a dire L = %’Mt:o-
i) On définit le spectre de l'opérateur L par :

o(L)={ e C : (A — L) nest pas inversible}
it) On définit I'ensemble résolvant de l'opérateur L par :
p(L) ={ A€ C : (N — L) est inversible}
iii) Soit A € p(L) on définit la résolvante de opérateur L par
R\, L)y=(\—L)*
Proposition 2. Soit U’ le domaine de convergence uniforme de l'intégrale impropre :

RA(X) = [ T exp(= M) (X)dt:  VRe(A) > 0
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Alors pour tout X € U’ nous avons :
1) R\(LX) = L(Rx\(X))
2) R\(MM — L)X = (M — L)R\(X) =X

8) Si on pose R\(X) = (M — L)"'X = R()\, L)X, nous aurons alors :

R(\, L)(LX) = LIR(\, L)X]
Démonstration. 1) Montrons :
RA(LX) = L(R\(X))
Soit X € D C E, nous avons :
+oo
R\(LX) = /O exp(—\)7e(LX)dt

-/ T exp(— A L3 X )dt

Puisque pour Re(\) > 0, nous supposons que cette derniére intégrale convergence

uniformement sur D, d’ou :
+00
R\(LX) =L /O exp(—\)(7.X )dt = LRy(X)

2) Montrons que
R — L)X = (A — L)R\(X) = X
Soit X € E,h >0, o0n a :

v —1
h

1 p+oo
RA(X) = 5 [ (n = D) exp(=xt)y(X)dt
1 4o
= o | esp=A) (e — Dn(X)dt

= ;L/OJFOO exp(—At) (v ye(X) — % (X)dt
1

= [T oA ()t~ - [ exp(-Ae) (X

On pose s =t + h d’ou :

1
s — —
h

v — 1
h

R(X) = o [ exp(=Als — m)(X)d

exp(Ah) +o0

[ exp(=As)s(X)ds

= /;OO exp(—As)vs(X)ds — }11/0 exp(—As)7ys(X)ds

h
exp(Ah)

= — /O+oo exp(—As)vs(X)ds

1 ptoo
“hlo
exp(Ah) — 1

_exp(Ah)
h

exp(—As)(X)ds

[ exp(-As)(X)ds

exp(Ah)

i As).(X)d
= OPOIZL I (- as)(X)ds — P

[ exp(=As)r(X)ds
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) S
On remarque que s1 on pose 17 = E on aura :

. exp(Ah) (b . exp(Ah) 1
lim | exp(=As)(X)ds = lim | exp(=Anh)yn(X)hdn
1
= limexp(Ah) [ exp(=Ah)y,u(X)dn
1
= lim o exp((1 =) AR)yyn(X)dn
= /hmexp (1 = n)AR)yyn(X)dn
= an
= X
d’ou :
=1 . exp(Ah)

—1 +00
/0 exp(—As)vs(X)ds — X

;lfﬂ%h

Nous avons donc d’une part :
LR)\(X) = AR\(X) - X
Et donc :

ARMX)— X = lim th_

d'ott : (Al — L)R)(X) = X, et d’autre part, comme X € D C F, alors

LR)\(X) = AR\(X) — X = Ry\(LX)
D’ou
X = Ry(M — L)(X) = (M — L)R\(X)
ce qui donne :
RA(X) = (M—-L)'X
- | T (=M (X)dt = RO\ L)X

3) R(\, L)(LX) = R\(LX) = LR\(X) = L[R(\, L) X]

1.3 Opérateur d’onde

1.3.1 Définition

Soient X et Y = X + Z deux champs de vecteurs, Z étant une perturbation associée
au champ de vecteurs X.
On associe respectivement leurs groupes a un parametre ¢

{ ¢i(x) = (exptX)(z)
Ui(x) = (exp (X + Z))(x)
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qui sont solutions des systémes dynamiques :

{ g 0w) = Xodx) (1.3.1)

¢o(x) =
et
d =X A
{ Z(@) = X 0 (@) + Z 0 ty(a) 132
Yo(z) =

Par la méthode de la résolvante, le systéme (1.3.2) admet pour solution :

Ui(a) = expt(X + 2)(x) = 6u(a) + [ 610 Z(ulx))ds

Do
b0 =+ [ 6-4(Z 0 vux))ds
On pose :
fl@) = d-1 0 ila)
Dot

t
f, :I+/O b_o(Z 01by)ds

Définition 5. Si lintégrale [ ¢_s(Z(s(x)))ds converge, alors on définit I’opérateur
d’onde f(x) par :

Fla) = Jim fie) = o+ [ 6 (Z())ds

t—-+oo

0

Ezxemple : Soient : X1 = Z@sza et Y1 = Xq + Z1 avec Zy une perturbation.
i=1 Li

On associe respectivement leurs groupes a un paramétre ¢f = exptXi et ¢} = exptY;

solutions des systémes dynamique (1.3’. 1) et (1.3.2) d’ou :

{ 1 (x) = we® = (21, .. ape)
i (x) = ‘”+ft o= 521(¢§($))d8

donc

filw) = o vt@) =a+ [ e Zioyl()ds

+00
Si lintégrale impropre /0 e~ (Z1(¥(x)))ds converge, alors l'opérateur d’onde

S

fla) = Jim ol owlm)=a+ [ e Zyoul(a)ds

t—-+o00
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1.3.2 Propriété

Propriété 4. Soient les opérateurs d’ondes
Jt = ¢t ot avec [ = t£+moo Tt

gt = Y_4 0 Py avec g = tl}gloo gt

alors
1)
p_yofohy=f et P ogog=g

2) Si de plus f est inversible, alors : X = f.(X + Z)
3)

4)

5)
ftogg=giofi =1

fi et g; sont donc inversibles et (f)™1 = g

6)
fi=1+ /Ot(D exp(—sX).Z) oexp(s(X + Z))ds
g =1— /Ot(D exp(—s(X + Z)).Z) o exp(sX)ds
7) Si ces intégrales convergent lorsque t tend vers +oo, alors

+0o0
f= I—i—/o (Dexp(—sX).Z) oexp(s(X+Z))ds
+00

g=1-— ; (Dexp(—s(X + Z)).Z) o exp(sX)ds

Démonstration. 1) On a

p_toforyy = lm ¢ _(p_s0vs)r = lm ¢_(11g) 0 Vrys

§—+00 s——+00
= lim ¢ o0, =f avecT=t+s
T—+00

et
Y yogog= Sggloo V_(Y_s00s)pr = lm Y_(1145)0 Gy =9

§—+00

2) Si f est inversible, comme

f=0_t0fory
donc ” a0
fowoft=¢=—F=Df(of ) (f
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et

dey

X = hm— Df(poo f~ )d%

dt {,_,

= Df(f™) . X+ 2)(f7) = (X + 2)

(/)

d’ou
X =fi(X+2)
3) Comme ¢;(x) = (exptX)(z) alors
%t (#) = Dllexp tX)(@)] X = Do.X = X 0.,
Soit x € R"
ft(x) = ¢—t o wt(x) - ¢(_t7 7/)<ta x))
Ofe O¢ ¢ 0y
Tha) = —Spt vt @)+ 5 oy = vt )
= —Xoo¢(=t, P(t, z)) + Dyo(—t, y) . (X + Z) ot x)
= —Xo¢p_o0 lbt(w) + Dy 0 (). X o hy(x) + Dyd—y 0 Py().Z 0 9fy()
= —Xog o(x)+ (Do X)o(x) + (Dp_4.Z) o hy(x)
= —Xo¢_oth(z)+Xod_yoy(x)+ (Dd_y.Z) o ty(x)
= (Do-1.Z) o ty(x)
Donc
aft *
5 (@) = (Do-r.Z) o u(z) = (Dd-r.Z) 0 ¢r) © fi(w) = ¢ - Z(fel(w))  (1.3.3)

4) Soit = € R™
= _t(¢e(2)) = (1, ¢(t, v))

09: oY oY 0z B
D) = St ot )+ L 0 2= ol )

—(X + Z)op(—t, o(t, x)) + Dp(—t, z).X o ¢(t, x)
—(X 4+ Z) op_y 0 ¢r(x) + (Dp—t-X) 0 ()
—D (X + Z) o ¢y(x) + DYp_4(X) o ¢y()
—Dy_4(Z) o ¢(x)

Oron a:
Yt = exp[~t(X +Y)]

Wt = (X + Z) 0 yu(w) = Dir e (X 4 2)

(X + Z)op_y(z) = DYt (X +Z) = X op_y(2) + Zop_s(x) = DY_. X + Dp_y.2Z
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On remplace dans I'équation de g :

Wila) = ~(X+Z) 010 0u(x) + (DY-.X) 0 6u(x)
= —(X+2Z)ogpyodi(x) + (X + Z)op_yogz) — (Dy_t.Z) o ¢u(x)
= (D¢ Z) ¢t( )
= (D¢t ) ¢t09t()
= (w tx ) (1’)
Donc g; = =(Dy—.Z) o ¢
5)
gioft = Ypyopop oty =1
Jtogr = oo _yopy =1
d’ou

fitogg=giofy =1

i.e: f; et g; sont inversibles et (f;)~! = g; (vesp. fi = (g:)7})
Par passage a la limite tl}gl f, = f donc f est inversibleie fl=get g ' = f
o

6) On integre les équations (1.3.3) et (1.3.2) sur 'interval [0, ]

fi—1I= /Ot(D exp(—sX).Z) oexp(s(X + Z))ds

donc

fi=1+ /Ot(D exp(—sX).Z) oexp(s(X + Z))ds

et
¢
g =1 _/0 Dexp(—s(X + Z)).Z o exp(sX)ds

7) Comme ces intégrales convergent lorsque t tend vers +o0o alors on passe a la limite
d’ou :
f = tngrnoo fi = I+/ (Dexp(—sX).Z) oexp(s(X + Z))ds

g = lim gg=1-— / (Dexp(—s(X + Z)).Z) oexp(sX)ds

t——+o0

1.4 Espace de Fréchet de type hyperbolique

1.4.1 Difféomorphisme d’Anosov

Soit g : M — M un C' difféomorphisme sur une variété riemannienne compacte M,
et soit X un champs de vecteurs de I'(TM). Soit le systéme dynamique :

v=X(zx), VeeM
On fait un changement de variable par le difféomorphisme g,y = g(x) d’ot :

= (Dg.X)og ' (y) = (9:X)(¥); YyeM
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Nous allons étudier le spectre de 'opérateur linéaire g.X = (Dg.X) o g~t sur une
sous-algebre fermé E de T'(T'M) (g. est un redressement du champ X).
Ce chapitre est une généralisation de quelques résultats de Mather [16] sur les difféo-
morphismes d’Anosov. D’abord nous citons ces résultats :

Définition 6. [16] f est dite un difféomorphisme d’Anosov si et seulement si :

i) Il existe une somme directe continue TM = E, & E_ telle que E, et E_ sont
imvariants par D f

ii) et telle que pour certains (et donc tous) les métriques riemanniennes ||.|| sur M, il
existe des constantes C' > 1 et 0 < A < 1 telles que :

|DfH(X)|| £ CXE||X|| pour tout entier naturel k,VX € E_
|IDE(X)|| = CIA|| X || pour tout entier naturel k,¥X € E.

Ou :
fF(X)=fofo---of(X)
k fois

Sotent X =T (TM)®@yC et L = f,@C: X — X. Alors X est un C- espace vectoriel,
et L est C-linéaire, ou C est le corps des nombres complexes. Rappelons que le spectre
de L,o(L) , est défini comme l’ensemble de tous A\ € C telle que L — N\ : X — X nest
pas un automorphisme.

Théoréme 1. cf [16] Les propositions suivantes sont équivalentes :

a) f« — I est un automorphisme sur I'(TM).
b)1¢&o(L)
c) N o(l) si|\=1.
d) [ est un difféomorphisme d’Anosov.
e) 1l existe une somme directe TM = E_ @ E telle que Ey et E_ sont invariants par
Uapplication tangente D f, et il existe une constante A satisfaisant 0 < X\ < 1 telle que :

IDFCX)I| < AIX], VX € B
IDFCX)I = A IX], VX € By

Ce théoreme caractérise les difféomorphismes d’Anosov par leurs spectres. Ici
Popérateur adjoint f. est défini sur [’algébre de Lie de tous les champs de vecteurs
continus sur M. Clairement, la condition a) ne peut étre satisfaite dans un cas ot f.
est générée par un champ de vecteurs car :

Si fX = X donc X est un vecteur propre de f,

Définition 7. Un ensemble spectral est un sous-ensemble o de o(T) qui est ouvert et
fermé dans o(T). On pose E, = P(0)E ou P(0) est la projection associée a o (cf [7],
[9]).

En particulier E = Ey ® Ey ou By = P(o)E et By = (I — P(0))E.

1.4.2 Difféomorphisme hyperbolique

Définition 8. Soit E un sous-espace fermé de x (M), un difféomorphisme f. est hy-
perbolique sur E s’il existe une décomposition en somme directe de ' = E; & Ey en
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sous-espaces fermés qui sont invariants par f. et s’il existe une constante \ € |0, 1] telle
que

1fX] < AMX|, VX € By
I£.X]| > MUX||, VX € B,

Lemme 1. Si f est un difféomorphisme hyperbolique sur E alors f, — I est automor-
phisme de E.

Démonstration. Comme f est hyperbolique sur E' = Ey @ Ey, on pose f; = fi|p alors il
existe une constante A € ]0, 1] tel que :
i) Pour tout X € Fj on a :

1/1.X] 1f1X]
<A<l = ||fill <1 avec ||fi| = sup
1l Ixj#o0 1 X1

[AX] < AX] =

donc la série 3 fF converge vers (I — f;)7".
k>0

ii) De méme pour tout X € By on a || X[ > A~ ||X||, on pose Y = f,X € E; comme
f5 texiste alors X = £, 1Y d’ou :

7277
¥

Yi=xtsY| = <A<l = | <1

L. _ -1
donc la série Y fy ¥ converge vers (I — f5 1) .
k>0

On déduit que (fi — I)"" et (fo — I)”" existent, en effet

(=D =—f (£ -1)

Donc (f. — 1 )_1 existe, et par suite f, — I est un automorphisme de F. o

1

Proposition 3. Soit f. un opérateur adjoint qui laisse un sous-espace fermé E de x (M)
invariant. Si 1 ¢ o (fi|g) alors les points non périodiques de M par f sont denses dans

M.

Démonstration. voir J. Mather ( [16])
Il

Lemme 2. Si o est un point du bord de o(L) alors il n'existe pas de € >0 tel que :
(L —pl)X| >¢e|X]|,VX € E

Démonstration. (cf [16]) Supposons par absurde que p est un point du bord de o(L) et
il existe un € > 0 tel que :

(L —ul)X|| >e||X||,VX € E

C’est a dire (L — pul) E est un sous-espace propre de E dans le sens qu'il est ni £ ni {0},
il existe donc un X € F tel que la distance de X a (L — pul)E est égale a une constante
0 > 0. Soit

2
B = {Y € E tel que ||Y] <= HXH}
£
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i) Si|a|< 5 alors X ¢ (L — (a4 p)l)(E — B) en effet :
siX € (L—(a+up)l)(E—B)alorsil existeun Z € E— B tel que X +aZ = (L—pul)(Z)

SN Z ISIH(E - pD)(Z) =) X +aZ 1<) X |+ |a | 12 <] X || +5112]
d’ou -
IX] > 212l = Z e B

Contradiction car Z € £ — B.
i) Si|al< ﬁ)‘s(” alors X ¢ (L — (a+ p)I)(B) en effet :
si X € (L— (a+ p)l)(B) alors il existe un Y € B tel que X + oY = (L — ul)(Y)

or § = inf || X — (L —ul)(Z)| donc 6 < || X — (L —ul)(Z)||,VZ € E. En particulier
Z€E
pour Z =Y.

2 €d
0 <X = (L= pD)(Y)[ = |l Y] < fol Z 1X]] = lol = o757
2 21X
Contradiction car |a| < QHE)‘s(”
iii) Si | a |< min {2”5)5(|, ;} alors X ¢ (L — (a+ p)I)(E) donc oo+ p € o(L) (i.e pu n'est
pas un point du bord de ¢(L) contradiction. O

Proposition 4. Supposons que le sous-espace E C x(M) est un C*(M) - module et
les points non périodiques de f sont denses dans M.
Sipeo(l),NeC tel que |A =1 alors A\u € o(L).

Démonstration. (cf [16]) Montrons que Ve > 0 il existe un Z € E© tel que ||Z| = 1 et
|LZ — pAZ|| < e. Soit u un point du bord de o(L), d’apres le lemme précédent, pour
tout € > 0 il existe X € EY tel que || X|| = 1 et ||[LX — uAX| < /4. Pour ce X il existe

des points m de M tels que || X (m) ||> 3" Par hypothese les points non périodiques de

f sont denses dans M alors par la continuité de X il existe un point zy non périodique
de f(f™(xo) # mo pour tout n) tel que || X (xo) [|= %. Soit un entier naturel n tel que :

1 €
— <
n= 4l

Pour ce zy il existe Uy un voisinage de g tel que :
FE(U) N Y (Uy) = 0 pour —n <k <n
Soit ¢ : M — [0, 1], ¢ une fonction de classe C! & support compact dans Uy tel que
(b(l’o) =1.
On définit ¢p : M — [0, 1] par :

Yoneken (L= ) AFgo fF sur U fE(Up)
_ k
0 sur M Uk< 5 (Uy)
Soit :

z=fP(y)avecy € Upet —n < p < n,p est fixé
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o avons -
wort - = w (1-Bteorri - w (1-B)ame pa
= v (T atee e = S0 o) = 4
car f*(Up) N f1{(Up) = 0 pour —n < k <1 <n dou :
(o 17 = w)(E) = PNy = o ;7 —af < -

Comme E est un C*(M)-module alors Y=9.Xe€E’=FE®zC, dou:

IV1] 2 1Y (o) | = [(@o)l [1X (o) | 2 1/2 ()]
or [(0)| = [¢(ao)| = 1 diott Y] > 1/2.

Comme :

LY =DfY o f ' =Df(X)o f ' =vof ' (DfXof

alors :

ILY = pAY|| = [0 fLX — X

[(of™) (LX = pX) + (o f7)X = X))

< HLX - qu| +lpl o f71 = M|
1]
< = <=
- 4+ 2
. Y .
Soit Z = il alors :
ILZ — urZ|| < e

Remarque Soit :
={X € C tel que |\| = 1}. Ce lemme montre que :

siAeS) et uh ¢ o(L)=p ¢ o(L)
On pose puA =1 et p € S1, on déduit que :
sil¢o(L)etpeS=p¢o(l)
[

Théoréme 2. Soit f € Diff' (M) et E un sous-espace fermé de x (M) invariant par
rapport a f.. Supposons qu’il y a une décomposition E = Ey & Ey avec les projections
Pf.: E— FE;,i=1,2 tel que

i) fir = p1 filp, : B1 — E1 est contractante.

i) fao = p2 filp, : B2 — Fa est inversible et Hf2_21H < 1.

i) fi; = Piflg, : B — Ej, avec i # j tel que :

| fr2ll || fa | 1
(1 —1fuslD) (1 - Hf2_21H) )
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Alors le spectre de f, est disjoint avec le cercle unité Sj.

Démonstration. Soit A € S1 montrons que (Al — f,) est inversible sur E.
On note par : fij = p; fi|g, . Par hypotheses || fi1[| <1 et Hf2_21H < 1.

Si A € Sy alors (Al — f11) et ()\I - f2_21) sont inversibles et on a :

A= fu)~ =2 ()\_lfll)n = ||(\ - f11)_1H

1
S -
n>0 1— ||f11”

A= fp)™ = =12 (T=Af)
= /x> (M)

n>0

Comme H)\ f251H < 1 alors la série converge, nous aurons alors :

|07 = 227 < (821 Z I 227
< X"
n>0

d’ou finalement : ]

~1
(M = foo) || € =7
0 - £ <
I1 suffit de montrer que (A — f.) est inversible c’est-a-dire que pour tout Y € F,
I'équation (AI — f,) X =Y admet une solution unique X € E. Pour cela notons brie-
vement par

A = M-fu, B=-fn
D = M—fan, C=—fn

et
X=X1+Xo, Y=Y1+Ysc E=FE D Es

Alors cette équation (Al — f.) X =Y sera notée par la projection :

AX1+BXy=Y;
CX1+ DXy =Y

Comme A et D sont inversibles, par un calcul élémentaire on déduit que :

I— A*lBDflc) X, =AY, + A 1BD v,
I — D—ch—lB) X, = DY, + D'CAly;

or
1

R
1 —

A—l
o L

1
S -
L — [ full

d’ou
| frall || fo1 ]
1= [ ful) (1= [[£2])

epc] <
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mais par hypothese, le produit des normes || fi2]| || fo1]| est suffisament petit, alors
|A7'BD™'C|| < 1 de méme |D'CAT'B| < 1

donc Xj et X existent et on obtient la transformée inverse (Al — f*)_1 qui est linéaire
et continue.
o (L) NS = 0
O

Corollaire 1. Soit f € Diffl (M) et E un sous-espace fermé de x (M) invariant par
rapport a fi. Supposons qu’il y a une décomposition E = Ey & FEy avec les projections
P E— FE;,i1=1,2 tel que

i) fuu = p1 filp, : BE1 — By est contractante;

i) fa2 = p2 felp, : Bo — E» est inversible et HfQ*QIH <1.;

iii) S’il eviste € > 0, et fi; = Pifilg, : Ej — B C Eji # j i.e || fij [[< € (tel que
| fi2ll < e et ||far]l <€) alors f. est un difféomorphisme hyperbolique sur E.

Le théoréeme suivant est une généralisation d’un résultat de Mather a une classe
d’espace de champs de vecteurs soumis a l’action des opérateurs adjoints induits par
des difféomorphismes.

On note B; = E; + B, avec B. C Ej et i # j

Théoréme 3. Soit un sous-espace fermé E de x (M) et soit f un Cl-difféomorphisme

de M. Alors f est hyperbolique sur E si et seulement si (f, — I) est un automorphisme

de E.

Démonstration.

1) Supposons que f, — I est un automorphisme de E et montrons que f est hyperbolique
sur E. Comme 1 ¢ o (L), on déduit du théoreme 1 que le spectre o (L) est disjoint avec
le cercle unité S

Soient

or={A€c (L) tel que |A\| <1} et oo ={A € 0o (L) tel que |\ > 1}

o1 et oy sont des ensembles spectraux de L = f,. Soit le sous-espace E; = P (0;) E,
la projection de L sur E; sera L; = P (0;) L|E- ils ont respectivement les spectres oy et

09. Soient rp le rayon spectrale de L; et ry le rayon spectrale de Lo U alors il satisfont &
I'inégalité 0 < rq, ro < 1.

La décomposition correspondante E¢ = E| @ E5 par des sous-espaces fermés qui sont
invariants par I'opérateur L. La propriété générale de complexification, c¢’est qu’il existe
la décomposition E = E; @ F, qui préserve f, tel que E;, = E; ®p C.

2) La réciproque est déja prouvée par le lemme 1, ce qui prouve ce théoreme. ]

1.4.3 Espace de Fréchet de type hyperbolique

Définition 9. (Flot opérant doucement) Nous dirons qu’un flot adjoint ¢} opére dou-
cement sur E de degré r et de base b, si :

i) g7 préserve EVt >0 ,

i) pour tout entier k > b il existe un entier Iy = k + r et une fonction strictement
positive, continue et décroissante Ci(t) définie sur [0,00) vérifiant :

1620, < Cu®) |1Z]l,, (v > 0:YZ € E),
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et avec l'intégrale impropre :
o
/0 Cr(t)dt converge Vk > b.

Alternativement, ¢7 dans l'avant derniére équation, peut étre remplacée par
(P1)x = ¢, conformément au comportement asymptotique de ¢y [24].

Définition 10. (Espace da structure hyperbolique)

Soit E = E1 @& Ey un espace de Fréchet fermé, et soit le flot ¢4 - E — E.
E est dit ayant une structure hyperbolique douce pour le flot ¢y ssi : Ie > 0/
i) ¢ue opére doucement sur EY, avec ¢ : E —> E5, ¥Vt > 0.

i) ¢t opére doucement sur ES, avec ¢_y : E —> E5, ¥t > 0.
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Chapitre 2

Propriétés spectrales de certains
semi-groupes dans un espace de
Fréchet de type hyperbolique

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux propriétés spectrales pour deux types de
semi-groupes particuliers, ['un engendré par un champ de vecteurs constants, et ['autre
engendré par un champ de vecteurs linéaires perturbés. Nous allons montrer :

a) Le sous-espace de Fréchet U C E admet une structure hyperbolique avec le semi-
groupe (Ye)e>0 ;
b) (M — ) est doucement inversible; VA € C;Vt >ty >0 sur U C E.
Lemme 3. VY € U C FE, soit U un sous-espace de Fréchet de E :
a) i Y m>0 ﬁ’yth converge VA € D C C;Vt > 0 alors
1
-1

m>0
b) i Y m>1 A=l Y converge VA € D C C;Vt > 0 alors
M =7)'Y ==Y "y Y

m>1
Démonstration. a) Supposons que Y,,>0 ﬁvth converge, montrons alors que :

(AL =) (Z /\,iH’Ymt-Y) = (

m>0

1
> /\mH’Yth) A =) =Y

m>0

i) Premiere étape :

1 1 1
(A — ) (Z WW’Y> = 2 o T 2 prs(CEsaY

m>0 m>0 m>0
1 1
= > )\—m’ymt.Y -> VW'Y avec k=m + 1
m>0 k>1
=Y
ii) Deuxiéme étape, par un méme raisonnement :
1 1 1
) N YmtY M =y) = > N Ymt Y~ > PSRRI
m>0 m>0 m>0
=Y

29
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donc ]
A —y)7 'Y = W%nt-y

m>0

b) Supposons que ¥,,51 A™ 1y, Y converge, montrons alors que :

—(AM =) (Z Am_l’Y—mt-Y) = - (Z )\m_l’Y—th) (M —=7)=Y

m>1 m>1

i) Premiere étape :

—(AM =) (Z )\m_17mt~y) = = > Nyl + ) )\m_l’y(—mﬂ)t-y
m>1 m>1 m>1
= = > N Y+ Ny Y aveck=m -1
m>1 k>0
=Y

ii) Deuxiéme étape, par un méme raisonnement :
- (z Am—w_mty) (L= ) =Y
m>1

donc
M=) Y == S A"y Y

m>1

]

2.1 Spectres des semi-groupes de translations exp(tX;). et exp(—tX1).

Soit E ’espace de Fréchet des champs de vecteurs sur R"™, et soit le champ de vecteurs
X; = v = (v1,...,u,), constant et non nul dans R™ telle que | X1|| = 1. La forme
vectorielle explicite du X1 — flot, ¢ = expt Xy, sera :

or(x) = (exptXy)(x) =z + vt = (1 + v, ..., 2 +0p.t); VEER
d’ou son estimation :
[zl = {2l | < lge(@)ll < llll + [2] o]l ; VE € R
et :
VW eE (¢nY)(@)= Do (¢-1(2)).Y (¢—i(x)) =Y (z — tv)
2.1.1 Flots opérants doucement et structure hyperbolique

Lemme 4. Soit E = Fy @& E5 un espace de Fréchet contenant le champ de vecteurs X,
de la forme Xi(x) = v; ||v|| =1 et soient :

G ={reR"/ <z,v><0}

Q={zreR"/ <z,v>>0}

et B; ={Y € E tel que suppY C §;} (avec i =1,2) alors :
a) VY1 € E;;Vt € RY:Vr € N; nous avons :
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-

et

1
p
T2 (1 + ||z — to|?

b) VY2 € Ey;Vt € RT;Vr € N; nous avons :

[Cang s

<[y

)VT>0

|(6-1)-

et

S|y

[(@-).

) 1
* sup 5| Vr >0
r+2m€§22 1+ ||£L’+tv||

c) Pour tout compact K; C €); :

Il existe un tg, > 0, pour tout t >ty = sup(tg,,tx,) > 0, nous avons :

K
|- <] vy e By
K K
H(¢t>* ’ < ‘ . 2; VYQ - E2
Démonstration. a) Soit Y € E, alors :
P k)2
1YY, = szﬁgkmglx HD Y (z H (1+ || z|| )
d’on Vk + || < r et Vo € R™; nous avons :
/2

|DIY (@) < IYIl, (1 + 1))

En remplacant x par (z — tv) nous aurons alors :
2N\ —
|DEY (@ = tw)| < (14 ||l = o) 72 Y,

Or ()Y (z) =Y (x —tv) et

k/2
Y. = DY (x —t 1
(60.Yl, = sup maz DY (x = o) (1 +|1«])
On déduit :
i)
k/2
1+ |||
YI. <IYIl. sup max
(@)Y, < Y], sup ma <1+||ﬂc—thQ

On remarque que pour tout z € 2y alors < z,v >< 0 donc Vt > 0on a:

t2 -2t < z,v>>0dou

31

(2.1.1)

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)

(2.1.6)
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2 2
L 1+ ] -,
1+ |z —tol]> 14|z +2 -2t <z0>"
On déduit que pour tout Y' € B, C E :

().

1§‘

ii)Nous avons :

k)2 )
1 2 1 —t
(@01, < Y]], sup %x( + ||| ) ( + e — to] )
relR™ =T

1+ ||z —to]? 1+ ||z —to]?
On déduit que pour tout Y' € B, C E :

o 11 1
<|IY .
= H r+2 (1 + ||z —tv||2)

b) Le méme raisonnement est valable pour la démonstration sur Ej :

i)
k/2
1+ ||z
[(@—0)Y |l < [V, sup m 5
rER™ k< 1 + ||1’+t'0||

avec (¢—¢)Y = Y (x + tv). On remarque que pour tout = € {2y alors < z,v >> 0 donc
Vt>0onat?+2t<a,v>>0dou

2 2
L4l _ 1+ ] -
L+ z+t]? 14|z +2+2<z0> "
On déduit que pour tout Y2 € By C E :

([CaE

ii)Nous avons :

Lt el \ (14 e+ )
I(@-. Y1, < IV, sup mas N ;
err k<r \ 1+ ||z + to|| 1L+ ||z + tv]]

On déduit que pour tout Y? € B, C E
1
. Sup
42 ety \ 1+ ||z + to]|?

¢) Soit K; > 0 un compact de ; tel que; pour tout t >ty = sup(tk,,tx,) > 0.
- Comme t? + 2t < x,v >> 0; YVt > tg > tg, > 0 alors :

K
H(¢—t < H
- Comme t? — 2t < x,v >> 0;Vt >ty > tx, > 0 alors :

|(6-1).

<.
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Notations
Soit €; € [0, 1], avec ¢ = 1,2 on note :

O ={reR"/ <x,v><e} =0+ B, avec B, C Qs

et
O ={reR"/ <z,v>>—e}=0+ B, avec B., C 4

On suppose qu'il existe une plus petite boule By C R™ de centre 0 et de rayon § € [0, 1]
qui recouvre la totalité des deux boules B, et B, :

Bs= U B
€:€[0,0]C[0,1]
On pose B¢ = {Y € E, /suppY C Q}:Vi=1,2et :
E=FE B = E2 + B3,V € [0,1] .

Théoréme 4. Pour tout t > 0; le difféomorphisme (¢;). opére doucement sur EY ; et
respectivement, le difféomorphisme (¢_). opére doucement sur E3

Démonstration. Montrons d’abord que (¢;). opére doucement sur EY.

On remarque que Vo € Q} = {r € R"/ < x,v > < 6} alors < x,v > < § donc :
Vi > 0; ||l — tol|" =<z —tv,z — to >= ||z]|* — 2t < 2,0 > +12 > (£ — §)2 — 62; et selon
I'inégalité (2.1.2), c’est & dire :

1
H(¢t>* HYl r+2 Sup (1 4 HCU . tUHZ)
d’ou
[CARE e &2 (1 —62+1(t—5)2) vr > 0 (2.1.7)
Nous posons :
C(t) = 1 _ 1

—P+ (=02 £2—25+1
Comme A’ =2 —1 < 0car § € [0,1] d’ott t> — 2t6 + 1 > 0; alors I'intégrale impropre :

J:/()+OOCtdt

est de premiére espéce, et comme limy_, o t2C(t) = 1, alors I'intégrale généralisée J
converge.

d’ou (¢;), opere doucement sur E9,Vt > 0.

- Nous pouvons suivre le méme raisonnement pour le cas (¢_¢)..
En effet, d’apres I'inégalité (2.1.4), c’est a dire :

1
2 p<1+||x+tv||)

et puisque Vr € Qf alors < z,v > > —§ donc :

<7,

(o

Vi > 0: ||z + to|* =< a4tv, a+to >= ||z|]*+2t < 2,0 > +12 > ||z||*—20+> > (t—6)>—5°
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d’ou :

<.,

H(gb_t) r+2 (1 _ 52 “"1(75 — 5)2> Vr >0, (2.1.8)

d’aprés ce qui précede, nous concluons que (¢_;), opére doucement sur E9,Vt > 0. [

Corollaire 2. L’espace de Fréchet E admet une structure hyperbolique pour le semi-
groupe ¢,

2.1.2 Difféomorphismes doucement inversibles

Soit £ = E; & FEs 'espace de Fréchet de type Hyperbolique pour le X7 — flot, alors
il existe § € [0,1], tel que E = E{ + E avec :
- (¢¢), un difféomorphisme opérant doucement sur E¢
- (¢_¢)+ un difféomorphisme opérant doucement sur F3.

Théoréme 5. 30 € [0,1] tel que les difféomorphismes (I — ¢p.) et (I — (¢p—t)s) sont
doucement inversibles sur E,¥t >ty > 0.

Démonstration. - ler Pas : Soit Y € E1 @ Fy alors YY" € E;/Y = Y1 + Y2

Montrons que la série : 3,,50(dme)«Y " (respectivement 3,,50(d—me)«Y?) converge uni-

formément sur E? (respectivement sur ES ) V¢ >t > 0. Selon équation (2.1.7), nous
avons :

1
1 _
met)* = HY r+2 <1 — 6%+ (mt — 5)2> = Unlt) ¥r >0,
Or U, ( ‘ o mQtQ,Vt > to > 0 avec Zm>1 —3 converge donc d’apres le critere

dequlvalence, alors la série Y,,> U, converge uniformément sur E9, dou la série

Ql . z
> om>0 H<¢mt)*YlHr convergence uniformément sur Ef ;Vt > tg > 0. Nous concluons que

la série Y ms0(@me)«Y ! converge uniformément sur E?,Vt > t5 > 0.
De méme, selon I'estimation (2.1.8) la série Y,50(¢_m¢)+Y 2 converge uniformément sur
E3, Yt >t > 0.

- 2eme pas : D’apres le lemme 3, nous avons :

[(I_(/bt*)ily] (SL‘) - Z (¢mt*Y><x)

m>0
= - Z ( —mt* ) :B)
m>1
et respectivement :

(I =¢-n) Y]|(@) = X (¢-meY)(2)

m>0

- = Z ((bmt*y)(x)

m>1
- 3éme pas : Montrons que (I — (¢¢)«) et (I — (¢—¢)«) sont doucement inversibles sur
E=FE &b, |
Soit Y € E=FE;® FEyalors AY' € E;/Y =Y!+Y? dou:
(I - ¢t*)71Y - Z (¢mt>*Y1 - Z (¢—mt)*Y2

m>0 m>1
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et respectivement :

(I o (b_t*)_ly - Z (¢—mt)*y2 o Z (¢mt)*Y1

m>0 m>1

D’apres le ler pas, ces deux dernieres séries sont convergentes, nous aurons alors :

R (0

=07, = 3 o

1 ) 1 o3
< Yl 1 Y2 2
- mzzjol—(52+(mt—5)2H 7“+2+m%:11—52+(mt—5)2H r+2
o 0 1
< Yl 1 Y2 2
< (ML) 2 r—p e
La série : .
converge vers S(tp, ), d’ou :
H( (¢t 1YH < S tO? )||Y||7’+2
respectivement :
|(1 = (6-)) 7Y, < S(t0. ) 1Y Il
donc : (I — (¢1)«) et (I — (¢p—¢)«) sont alors doucement inversibles sur E. O

2.1.3 Spectre et résolvante des semi-groupes de translation ¢;, et ¢_,,

Lemme 5. 30 € [0, 1], et pour tout t >ty > 0 alors
1) Les séries suivantes :

>

m>0

1 1
Am+1 (¢mt>*Y1; et Z A+l (¢(mt)>*Y2

m>0

convergent uniformément V|\| > 1;¥t > tg > 0; sur B2, et respectivement sur ES
2) Les séries suivantes :

Z )‘m_l((b—mt)*yl; et Z )‘m_1<¢(—mt))*y2

m>1 m>1

convergent uniformément V|\| < 1;¥t > tg > 0; sur B2, et respectivement sur E3
3)Les séries suivantes :
1 _
Z Al (¢mt>*yl; et Z A" 1(¢(—mt))*yz

m>0 m>1

convergent uniformément pour |\ = 1;Vt >ty > 0; sur Ef, et respectivement sur Eg.

Démonstration. Soit Y € E = Ey® Ey; alors Y € E;(i = 1,2) telleque Y = Y1 +Y2.
Nous posons :

U%O‘a t) = )\'rr}-!—l (¢mt)*Y2
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et respectivement :
Vi t) = N (o) Y
V(A t) = N7 (o) Y2
1) Si |A| > 1; montrons que ¥,,50 UL (N, 1) et Sus0 U2 (X, t) convergent uniformément
Vt >ty > 0; sur EY et B avec 6 € [0, 1]
i) D’apres l’inégalité (2.1.7) 36 € [0, 1] tel que :

oAl < e
|)\|erl 1 — 62+ (mty — 0)?
D’apres le critere d’Alembert, la série >,,>¢ HU,}HHT1 converge V|A| > 1 et pour tout

r € Q) et Vt >ty > 0.
ii) Nous avons :

L t>t 0
Lot 20>

1 1
U2 (>\ t) )\m_;’_l (¢mt> 2 )\m+1 Y2 (33 - mtv)
Or, d’apres 'inégalité (2.1.6), pour tout compacte Ky C 25 :

Lot

2
ro ’)\|m—|—1 H

Q
D’apres le critere d’Alembert, la série Y°,,>0 HU%()\, 75)HT2 converge V|A| > 1, et converge
uniformément par rapport a tout z € Q3 et Vt > tg.

2)Si |\ <1
i) Montrons que la série 3,51 V.1 (A, t) converge VA € C tel que || < 1
Or, d’apres 'inégalité (2.1.5), pour tout compacte K1 C O

[V

D’apres le critere d’Alembert, la série 3,51 Hanz()\, t)HT ' converge V|A| < 1, et converge

uniformément par rapport a tout € Qf et Vt > t.
ii) Nous avons :

VZOE) = Ao ) Y? = N2 (2 + mitv)
Or, d’apres 'inégalité (2.1.3), pour tout compacte Kg CQy:

[Vn O

<|/\

D’apres le critere d’Alembert, la série 3,51 HVn%(/\, t)HTQ converge Y|\l < 1.
3) Pour |A\| = 1, nous avons :
1
UBO) = v (6m) Y

i) D’apres 'inégalité (2.1.7) 36 € [0, 1] tel que :

o}
Qé

| r+2 Am
742 mQt(Q)

v

1

[t oo

- 1—52+(mt0—5)2 H
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9 N TN 92 . . 7. 1 Ql
D’apres le critere d’équivalence et de comparaison, la série >-,,>¢ HUm(/\, t) HT converge
uniformément Vt > to > 0.
ii) et de méme, nous avons :

Vi (A1) = A" (o) Y2
D’apres 'estimation (2.1.8) 30 € [0, 1] tel que :

Qé
V2 ) < ey 1
A e = T2 (mtg —0)2 I 2 ™ g2

Q
D’apres le critere d’équivalence et de comparaison, la série Y HVW%()\,L‘)HT2 converge
uniformément Vt >ty > 0.

]

Théoreme 6. VA € C, nous avons :

a) 36 € [0, 1], tel que opérateur (NI — (¢1)s) ( respectivement (A — (¢_1).)) est douce-
ment inversible sur E{ (respectivement, sur ES) et sur E = Ey @ E,.

b) La résolvante existe, et nous avons :

(I & si|A| >1
RO\, (¢0):)Y = (M — (¢).) 'Y =
= Yzt AP gt) Y si|A\| <1
et
Ym0 s (Pme) Y si|A] > 1
R\, (6))Y = (M = (¢1)") 'Y =

—Zle )\mfl(qut)*y’ SZ|>\| <1
- Pour |\ =1,VY € E=Ey® Ey;3Y' € Ei(i =1,2) tel que Y =Y +Y?

ROL@0)Y = (1= (607 = X 1 (@n)¥! = 5 A (600,77

m>0 m>1
ROO-0)Y = (= (0207 = 3 S (0m ¥ = 5 40 (0,0,

Démonstration. a) YA € C, et Vt > ty > 0, montrons que Uopérateur (A — (¢¢)«)
(respectivement, (A — (¢_;),) est doucement inversible sur E¢ (respectivement, sur

E).
En effet :
ZmZO ﬁ(émt)*yl; S’L|>\| > 1
(A = (¢1)) "Y' = Sou
- Zle )‘m_1<¢—mt)*yl; 52|)\| <1
de méme :

>-m>0 ﬁ((b_mt)*lﬂ; si|A] > 1
(AL = (6-0))"¥2 = { ou
— St AT (Pt Y si|A| < 1



CHAPITRE 2. PROPRIETES SPECTRALES ESPACE FRECHET HYPERBOLIQUE 38

Montrons que : VA € C, Uopérateur (Al — (¢¢)«) ( respectivement (A — (¢—¢)«)) est
doucement inversible sur £ = E1' ® Es.
Soit Y € E = Fy @& Ey alors Y € E;/Y = Y+ Y2 alors :

(AT = (@) )Y = (AL = (1)) 'Y + (M — (¢):) 'Y
i) Si Al >1

(A = (1))

o, 1
Z |)\|m+1 | (Gme)-Y +g0|>\|m+1H(¢mt)*

D’apres le lemme 4, nous déduisons que pour tout compact Ky C {29 dans R",
Jty > 0/Vt > to; les deux séries convergent pour |[A| > 1, alors ils existent un 6 € [0,1]
et des constantes C1, (s telles que :

|(A = (¢0)) !

S Cl HYl r42
< C|Y|l, 1 ot C' = sup(Cy, Cy)

Donc, pour |[A| > 1, (A — (¢¢)«) est doucement inversible sur F.
i) Si |\ < 1

|AT = (1)) 1HM<ZMW1H7M*

+ Z |)“m ! H mt

D’apres le lemme 4, nous déduisons que pour tout compact K; C 2; dans R",
Jty > 0/Vt > to; les deux séries convergent pour |[A| < 1, alors ils existent un 6 € [0,1]
et des constantes (s, Cy telles que :

H()‘] - (¢t)*)_1

1 2
< GV ol
< Yy i C' = sup(Cs, Ca)
Donc, pour |A| <1, (A — (¢¢)«) est doucement inversible sur F.
iii) Si |\ = 1
-1 1 m-1( 2

m>1

+ZH mt

H( — (¢1)+) 1YH < ZH(¢mt)*
(uvl
1

%01 —62—|— (mt0—5)2

1

dis M) > a5

r+2

La série :

converge vers S(tp, ), d’ou :
AT = (60):) Y| < S(t0,0) [V ]|,

donc : (Al — (¢¢)«) est alors doucement inversible sur F pour |[A\| = 1.
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3eme étape : Respectivement, par un méme raisonnement nous pouvons démontrer
que (A — (¢_¢)«) est alors doucement inversible sur F.

Nous concluons donc que les opérateurs : (A —(¢¢)«) et (AL — (¢—¢)«) sont doucement,
inversibles sur E, VA € C et Vt >ty > 0. ]

Remarque : Comme nous avons :
(AT = (00)2) 7Y = (M = (¢)) 'Y 4+ (AL = (¢).) 'Y
alors :

S0 51 (Ot )« Y+ Lm0 s (P )« Y si |\l > 1

()\I - (ét)*)_ly = - Ele )\m_l(gb—mt)*yl - Zm21 )\m_l((b—mt)*yz; st |)\| < 1

S0 3t (Bme) e YL = Sst AP ¢ ) Y si [\ =1

et respectivement :

S0 3o (Omt) Y + Lm0 5o (Gme) Y, si|Al > 1

()\I - <¢—t)*)_1y i Zle Am_1(¢mt)*yl - Zmzl Am_l((bmt)*Y?; st |>\| <1

S0 5 (Pmmt)e Y 2 = st A ()oY si |\ =1

Corollaire 3. Le spectre et la résolvante des semi-groupes de translation (¢¢). et (d—t)«

sont : o((¢1)s) = o((D-1)) = D5 p((¢1)+) = p((9-1)s) = C.

2.2 Spectres des semi-groupes de dilatations exp(tXy). et exp(—tXj).

Soit Xy un champ de vecteurs de E tel que :

XO.<§>:A.<§>:<%_ £+><§>:<ﬁ1§> Y(z,y) € K C R* x R = R"

A~ (respectivement AT ) est une matrice symétrique réelle de type (k x k) (res-
pectivement [ x [) avec k + [ = n, ayant des valeurs propres strictement négatives
(respectivement strictement positives).

La matrice A~ vérifie : Vm > 2,Vi = 1,k : agr,ar, p1 > 0, telle que :

—ar, <\ < —ar <0
(2.2.1)
m.ag —ayg, > pp > 1
Et respectivement pour A™ : Vm > 2,Vi = 1,1: 3bg, by, po > 0 telle que :
0<br <A\ <bgr
(2.2.2)
m.bL—bRZp2>1

Nous posons £ = Ey @ FEy et E; ={Y € E/suppY C Q;} avec Q = Q1 UQy, ou :
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{Ql = {(z,y) e RF xR/Y (2,9) = (Y!(2),0)}
Q= {(z,y) € R* x RI/Y (z,y) = (0,Y?(y))}

Nous adoptons dans la suite la notation suivante :
Xo=Xo +X§5 Xo(z,y)= (X (2), X () = (A 2,ATy) eR* xR
D’ou :
(exptXy) (z,y) = ((exp tXO_) (x), (exp tXJ) (y)) V(z,y) € RF x R

2.2.1 Estimation du flot (exptX))

Lemme 6. Le X -flot a pour estimation, pour tout t >0 :

[y || e <l (exptXg) (v) <] y || € (vVy € R)
[y [l e <[ (exp —tX") (y) <y || e
respectivement pour le Xy -flot :
[z || em" <|| (exptXy) (z) <[ = || e7** K
{ I e <If (exp 1) (@) 1<l [ et (7 €D

Démonstration. On pose ¢;r (y) = (exptXy) (), d’ot :

S8 ) IP= (6 W) X 0 07 ()

D’aprés le théoréeme de Wintner [22], (y, ATy) < d |y |?, y € R/, ot la constante d
est la plus grande des valeurs propres de la matrice symétrique A*. Nous obtenons :

0 X167 ) 1P 5 107 () 1P sup A o () 1P
Nous aurons finalement :

Fy I e’ <l éif () <l y 1] e

Il en est de méme pour ¢, en remplagant ¢ par (—t) :

Fy Il e <l o () <y I e

Par le méme raisonnement concernant X, -flot nous aboutissons a :

{ Ll em " <[l ¢y (z) [I<] = || e™*"

I [F e <[l ¢~ (x) [I<]| = || e
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2.2.2 Algebre admissible de type hyperbolique et estimations de (exptX)).

Définition 11. Algebre admissible : Soit U une sous-algébre de Lie-Fréchet de E. U
est dite admissible par rapport au champ de vecteurs Yo = Xo + Zy si et seulement elle
satisfait auxr conditions suivantes :

i) Il existe Uy (respectivement Uy) une sous-algebre de Lie-Fréchet de E contenant le

champ de vecteurs :
Yy = Xy + Z; (resp. Yot = X + Z ) tel que :

U=U, & U,
avec !
Zo(z,y) = (%5 (2), Zf (y)) € R x R' = R™";¥(z,y) € K C RF x R

7y (respectivement Zy ) est un germe infiniment plat a l'origine, i.e satisfaisant
lestimation suivante :
Va= (a1, ..., ap) €N"
Vo € Rn, ) ) n
{ laf = i o
il existe M, > 0 tel que :
|D*Zy (x)]| < My. ||z||*, Yk >1 Vo eR”
(resp
1D Z5 (W)I] < Mo Iyl Vhe>1 Vy€R)

i) VY € U; Y € Ug(i = 1,2) tel que Y =YL +Y? et V(z,y) € R" = Q1 UQy, nous
avons :
Y(z,y) = (Yl(x),Y2(y)) € Q) U Qy;

(exptYy).Y (x,y) = ((exptYo_)*Yl(x), (exptYOJr)*Yz(y)) € QU

iii) Il existe & > 0 tel que U} = {Yi € U;/suppY’ C 2} avec QU = Q; + B; et
Bs CQj,i#j, et U=Ul+US.

43) U est localement fermé, c’est a dire, pour toute suite (X,,)m>0 dans U; tel que
supp X! C §; converge vers X' dans €);.

Définition 12. (Absorbants Ny~ et Ny~ ) Un sous-ensemble fermé N;* est dit un absor-
bant positif du flot ¢;, si et seulement si : pour tout compact K; dans §;, il existe une

constante tg, > 0 tel que : ¢(K;) C N;" ; et respectivement, un sous-ensemble fermé

(A
N; est dit un absorbant négatif du flot ¢, si et seulement si : pour tout compact K;

dans §;, il existe une constante tx, > 0 tel que : ¢_(K;) C N,

Exemples : Soit K; un compact de €;, (i = 1,2), alors 36 > 0, tel que, § = ?%ZIQ x|l
nous pouvons alors avoir les absorbants suivants :

1. L’absorbant positif N;" :

Ny ={(z,y) e RF xR/Y (z,y) = (Y'(2),0) et ||z]| > 6} C

Ni~ est un absorbant positif pour ¢~ car :

|6=(@)|| = llall et = |l2]| = 5
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2. L’absorbant positif N, :
Ny ={(z,y) e RF x RY/Y (2, y) = (0,Y?()) et ||yl >} C

N5 est un absorbant positif pour ¢; car :

lor @) = llyll e > Jlyll =
3. L’absorbant négatif Ny :
Ny = {(z,y9) e R" xR'/Y(2,y) = (Y!(2),0) et ||| <} C

Ni est un absorbant négatif pour ¢, car :

|or @) < Nzl ent < 2|l < 6
4. L’absorbant négatit N, :
Ny ={(z,y) e RF xR'/Y(z,y) = (0,Y?()) et [lyll <} C 2
N, est un absorbant négatif pour ¢, car :
|6 )| < llylle " < lyll < 6

Lemme 7. Le difféomorphisme (¢; )« ( respectivement (¢=,).) opére doucement sur Uy
(respectivement sur U, ), en d’autres termes :
- Pour toute constante p arbitraire et positive, ils existent des constantes :

my = [r%} +p) >0 et Cy >0 telle que :

971

[|(exptXg). Y|P < Cpeoion |y vyl e U (2.2.3)

r+mi

- Pour toute constante ply arbitraire et positive, ils existent des constantes :
mo = [r.g—ﬂ + py >0 et Cy > 0 telle que :

Qo

[[(exp—t Xy ). Y[ < Coe b V2] VY2 e U, (2.2.4)
r+mso
Démonstration. i) Soit Y1 € Uy, telle que :
| i 0
Y'=> ui(x)— €l
= 0

Considérons le difféomorphisme suivant :

(¢7)Y" = (DoY) o (¢7)"

(67 )Y :jz:etXO‘ |:Uj <e—tX0 a:)} {)(Zj; Ve € R*

Pour tout entier 7 > 0 et tout multi-indice 8 = (B ... ., x) € N* de module :
18] = B1 + ...+ By, nous obtenons pour = € R¥ :
D8(¢;).. Y (x) = (DBet o (e 0 ), ..., DletXo (e X0 1))
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Nous aurons :
D3 @)Y @) < e sup | Dius(e 0 )
j=1..k

—tX,

Puisque ||¢Z,(x)|| < ||z||e®?, et en posant z = e o z, alors

I(D2)- Y @] < et Plee. sup [D(2)
7=1...

d’ou :
1)y 1 < etrestom [y e N

Soit p) une constante arbitraire et positive, alors il existe m; = [rg—;] + p} > 0, nous
aurons :

m
2
— —t(ar—ra ¢~ (2 1
(7)Y 1 < etlon L>.Y1r+721”~8“11( - )
R \L+ 6%, (a)

D’apres le lemme 6 :
|| e <[l ¢, (2) |

il existe une constante C > 0 telle que :

/ N
1(67) Y7 < Cyethen |y

r+m1

oo /
Et comme lintégrale /0 e 'P9Rdt est convergente, par conséquent, (¢; ). opere

doucement sur Uj.
i1) Nous avons, respectivement :

Pour tout champ de vecteurs Y2 € Us, avec : Y? = 25-:1 vj(y)%. Nous considérons :
J

+ Y2 o ! 7tX6F ) tXS_ a . v Rl
7j=1 J

Pour tout entier r > 0 et tout multi-indice :

B =(B....,8) € Nl de module |3'| = 3} + ...+ B, nous obtenons :
DJ(¢%,)..Y2(y) = (D ™50 vy (e y), ..., DY eX0 (X0 y))
Nous aurons :

/ B / +
1D (6% Y W)l < e sup D] vy (e )|
j=1...
Puisque ||o; (1)|] < ||y|]e"™, et en posant 2’ = !Xy alors :

(D5 (@) Y2 @) < 0. sup | D2y ()
7=1...

D’ou
of (2)

r
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Soit pf, une constante arbitraire et positive, alors il existe mo = [rg—ﬂ + ph > 0, nous
aurons :

m
2
- G L
(6% Y21[f2 < et mrt |y 2 2. sup ()
veR \ 1+ ||g/ (y)

D’apres le lemme 6 :
b
Py Il e™ <[l & () |
il existe une constante Cy > 0 telle que :

Ny

||(¢i—t)*Y2||792 < Cg.e_tplz-bL. Y2

r+mso

O8] /
Et comme l'intégrale /0 e HP20L) 1t st convergente, par conséquent, (qﬁft)* opere dou-
cement sur Us.
]

Lemme 8. i) (¢;). est invariant sur U;Vt € R
i) (¢¢)« opére doucement sur Uy et (¢_t)s opére doucement sur Us pour tout t > 0.
C’est a dire, YVt > 0, nous avons :

[(exptX0)..Y||2 < e ||V 2 weRT VY eU

r+mi
et )
[|(exp —tXo). Y| < e " |[Y|[}2,, o eR*F VY eU

r+ms

Démonstration. i) VY € U, nous allons montrer que (¢;),Y € U,Vt € R.

(P0)+Y (2,9) = ((60)Y (@), (60).Y(y))
-On fait la projection de (¢;),Y sur Uy, alors :

(6)-Y (2,9) = ((67).Y (), 0)
D'ou (¢4)Y € U
- De méme, on fait la projection de (¢¢),Y sur Us, alors :

D'ou (¢)Y € U
On en déduit que (), est invariant sur U, Vt € R
it) Montrons d’abord que (¢;). opére doucement sur Uy; Vvt > 0 :

@) Y12 = Jl(@r).y' |

< C’1.~'3_t”/1aR.||Y1||?jrm1 (voir le lemme 7)

et donc :

[(0). Y || < Cre ||V |1, avec w = pl.ag

r+mi
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Ensuite, nous montrons (¢_;). opére doucement sur Us; Vi > 0 :

Q Q
(-0 Y2 = [l(6%) Y|
< C’g.e_t'oébL.||Y2||?}rm2 (voir le lemme 7)
< Cre Y1,  avecw = phby

O

Théoreme 7. L’espace de Fréchet U admet une structure hyperbolique pour le semi-
groupe Ot .

2.2.3 Spectre des semi-groupes de dilatations exp(tXy). et exp(—tXj).

Lemme 9. Soit E une algébre de Lie-Fréchet, et U une sous-algébre admissible de E.
Soient (¢; )« et (¢1,). deuz difféomorphismes opérant doucement respectivement sur Uy
et Uy, alors (I — ¢r) et (I — (¢—¢)«) sont doucement inversibles sur U.

Démonstration. a) Montrons que (I — ¢4, ) et (I — (¢_4);) sont inversibles.
Selon I'inégalité (2.2.3), nous avons :

r+mi

(G- Y| < (Cre o)™ VY2, =V,

La série géométrique 3, Vi, converge, Vi > tg > 0,Vp] > 0.
D’aprés le critére de Weierstrass, nous concluons que la série ,,50(¢m )<Y ! converge
uniformément sur Uy, Vt >ty > 0.
Par un méme raisonnement, et d’apres I'inégalité (2.2.4) nous avons :

r+ms

) Y252 < (Coemore) ™ 2 2

On déduit que la série 3,,51(¢F )<Y ? converge uniformément sur Us, Vt > t5 > 0.
b) Montrons que (I — ¢y.) et (I — (¢—¢)«) sont inversibles.
Comme :

m>0 m>0

(I_ ¢mt*) Z ¢mt*Y - (Z ¢mt*> (I - ¢mt*> Y=Y

et respectivement

(I - ¢mt*> (_ Z qb—mt*) Y = — (Z Cb—mt*) . (I — ¢mt*> Y=Y

m>1 m>1

alors (I — ¢¢.)Y est inversible, d’ou :

(1= 6u)Y](2) = X (oY) (2)

m>0

= _72 (6 ) ()

m>1
respectivement :

(I =¢-0)Y](@) = X (¢omusY) ()

m>0

- = Z ((bmt*y)(x)

m>1
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c) Calculons (I — ¢p.) ™" et (I — (¢-4).)""
Comme U =U; @ Usy; alors VY € U; Y € U;/Y =Y + Y2 dou :

(I =6)7Y = 3 (6uY") = X (650 Y7)
m=>0 m>1
respectivement :
I—¢-0) 'Y =3 (ﬁbtmt*YQ) - (Cb:mt*yl)
m>0 m>1
d) Montrons que (I — ¢yx) et (I — (¢—¢)s) sont doucement inversibles. nous avons :

(=677, < S Jom)a¥ " + 5 (6m)1y?

Qo

T

<oy (e—top’laR)m'||Y1||§ziml NS (e—toplsz>m'||Y2HQz

r+mso
m>0 m>1

Ces deux séries géométriques sont convergentes, nous aurons alors :

Ch

e—topllaR '

Cy.e~ 1020
Y12, + 2

H(I - (bt*)_lYHT < 1— r+mi HT,;’QZ;LHYQHQQ

r+mso
Soit m = sup(mq, msy) alors 3C' > 0 tel que :

[(7 = 60)7Y]| < €IV, +1Y20120,) = ClY [l

r+ma r+mso

(I — (¢¢)«) est alors doucement inversible sur U.
Par un méme raisonnement pour (I — (¢_¢).) :

(I=¢-0)7'Y = 3 (65,,,Y%) = X (6"

m=>0 m>1
(I — (¢—¢)«) est alors doucement inversible sur U. O

Lemme 10. Pour toutt >ty > 0, et pour tout A € C* alors :

a) Les séries suivantes :
1 m—
Z W(@nt)*yé Z A 1(¢(fmt))*y

m>0 m>1

convergent uniformément dans U ;
b) Les opérateurs (A — (¢¢)«) et (A — (¢—t)«) sont doucement inversibles dans U.

Démonstration. a) i) Montrons que (A — (¢; ).) est inversible ; YA € C*. Nous posons :

L
Un(At) = Wﬁbmt*ylé A#0

d’apres l'inégalité (2.2.3) :

—toplar m
H%%MW<QC3 )HWW = Vi

SR o
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Comme pj est arbitraire alors : YA € C* Jp) , > 0 tel que :

—topi \OR —Inx
e|/\|<1, c’est a4 dire pl \ > n A

7= tg.aR

47

La série géométrique ,,~0V,n converge, V& > to > 0,YA € C*, d'ou la série

> m>0 W(qbfnt)*Yl converge uniformément sur Uy, Vt > ¢y > 0.

ii) Montrons que (A — (¢;").) est inversible; VA € C*.
Par un méme raisonnement, et d’apres I'inégalité (2.2.4) nous avons :

O

m—1/ +
NG ) <

(e )" 121

r+mso
Comme py est arbitraire alors : VA € C 3ph , > 0 tel que :

e~toraabr N < 1

d’ou la série Y51 )\m_l(qﬁfmt)*YQ converge uniformément sur Us, Vt >ty > 0.

b) i) Calculons l'inverse de (A — (¢¢)«)

Comme :

(AI - ((bt)*) (Z>0)\1T1L+1(¢mt)*) Y = (Z>0)\W1L+1(¢mt)*) ()‘I - <¢t>*>y =Y

d’apres le lemme 3, alors :
1
(AI— ((/bt) ) 1Y Z )\m—l-l ¢mt)

m>0

De méme, d’apres le lemme 3, nous avons :

(AL — (&1)) (— > Am_l@—mt)*) Y =- (Z Am_l(ﬁb—mt)*) (A = (¢1)s).Y =Y

m>1 m>1

d’ou

(M = (1)) — >0 A"Y( Y

m>1

Par un méme raisonnement pour déterminer :

(M = (¢-1)) Y
OrVY eU=U, @& Uy alors Y € U;)Y =Y +Y?; 0na

A= (¢))7'Y = (M= (60):) Y+ (A = (¢0)s) Y2
1

= X (@)Y = X A6,
m>0 m>1
et, respectivement :
(A]_ (¢ > > 1Y Z )\m—l-l ¢+mt Z AT 1 mt 1
m>0 m>1
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ii) Montrons que (Al — (¢¢)«) est doucement inversible sur U, et respectivement que
(M — (¢—¢)«) est doucement inversible sur U,
Nous avons :

I
[T = (o) Y | < EOWH(%O*

P A (6 )
m>1

—toplar m C L
s|Mz( )memﬂgz@www Y212,

m>0

Comme pj et p) sont arbitraires, alors : YA € C* :

—In|A| In|A|
o)\ > , >0
Pa Sup ( to.CLR to.bL
tel que :
eftopllaR
N <1
et

[Aetorbr < 1

Les deux séries géométriques convergent VA € C*, d’ou il existe m = max(my, ms) et
une constante C' > 0 telle que :

| = (o) Y | <Y

r+m

Remarque : Si A =0, alors (Al — (¢)«) 'Y = —(¢_).Y existe.

Par conséquent, 'opérateur (A — (¢;)«) est doucement inversible sur U, VA € C
. Le méme raisonnement est valable pour démonter que l'opérateur (Al — (¢_¢)) est
également doucement inversible sur U, VA € C.

Théoréme 8. Pour tout t >ty > 0, et pour tout A € C.
a)Y €U =U ®Uy; alors Y € U;(i = 1,2) telle que Y =Y+ Y2, nous avons alors
la résolvante :

RO (¢0).)Y = (M = (60)) 'Y = Sz gt (Gme)« Y = st A7 H 0T ). Y2

RN (9-0):)Y = (M = (¢-0):) 'Y = Syzo sarer (0500)Y? = Tinot A7 () Y
b) Le spectre et la résolvante des semi-groupes de dilatation ¢p. et ¢_ii, pour tout t >
to >0

U(¢t*) = U(¢—t*) =d p(¢t*) = p((b—t*) = Cth >tp >0

Démonstration. C’est évident O]

2.3 Spectres des opérateurs exp(tYy). et exp(—tYp).

Soit Yy € E telle que Yy(0) = 0 et DY;(0) # 0. La formule de Taylor associée au
champs Yj(z) au voisinage de 0 sera :

Yo(z) = DYy(0).x + Zo(x)
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Nous posons DY;(0) = Xj. Le reste Zj de la formule de Taylor se comporte comme une
perturbation.
Soit :

¢r = exptXo
Yr = exptYy

Le passage du champ Xy au champ Y| sera par 'existence d’un difféomorphisme f,,
c’est 'opérateur de vague.

f= tlim ft avec fi = ¢_ oy
—00
d’ou, et selon la proposition 4 du chapitre 1, nous aurons :

f*XO =Xo+ 2y et f*<Xo + Z()) = Xy

2.3.1 Estimation du Y, — flot

On pose Yy = Xy + Z; (vesp. Yo' = X + Z ), ot Zy = Z;, + Z; une perturbation
de Xy tel que :

Zo(z,y) = (25 (2), Zf (y)) € R x R' = R™;V(x,y) € K CRF x R

Zy (respectivement Zj ) est un germe infiniment plat & l'origine, i.e satisfaisant
I'estimation suivante :

Va= (a1, ..., ap) € N?
ol =0 a;

Ve e R", {
il existe M, > 0 tel que :
|DZy (z)|| < M. ||z||™, Vki >1 Vo€ RF

(resp
1D°Z§ W] < Ma- [lyll™, Vs > 1 ¥y € R))

alors la forme vectorielle de Y~ — flot (resp. Yyt — flot ) sera :
t
Ur (@) = eapt(Xg + Z5)(@) = 65 (@) + | 60 Zg (7 (@)ds  (23.1)

(respectivement

Ui () = exp (X5 + Z3)) = 67 (o) + [ 60 Z5 (05 ())ds

solution du systeme dynamique :

{ Aoy () = Xg oy (x) + Zy oty (x)
o () =
(respectivement

{ Lobit (y) = Xo 0¥ (y) + Z§ o4t (v)
Yo (y) =y
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Lemme 11. Si la perturbation Zy (resp Z; ) est infiniment plate a lorigine 0, alors
le champ de vecteurs Y, (resp. Yy") est complet, et le flot 1; (resp ;") satisferait les
estimations sutvantes :

{ |z || et <|| (exptYy) (z) |<]| = || e~ |

P>
| 2| e <] (exp —tYy ) (x) ||| = || e vVt >0

(resp
{ |y | -fbfb” <l (exptYsh) () <]l v || -6”Rtb VS 0)
|y | e <| (exp—tYg") () I<]| y || e

Démonstration. Considérons 1’équation
1d _ _ _ -
5 ¥ @) P= (W (2), X (¢ (@) + Zy (47 (2)))
En prenant ¢ =|| ¥; (z) ||, on en déduit que :

{ —ar(? — MoCh T < 142 < —ap(® + Mo¢hH!

Alors

_ i d _
—ap¢ M — My < ¢ kl@ﬁ < —ar¢ ™M + My
Si nous posons z = (7% nous aurons donc :

dz = (1 — ky) (*d( et le systéme devient

1 d
—arz — M < —Z < —apRpz M
L MOS T T g at e o
qui a pour solutions
blefaR(lfkl)t + % < > < b2€*aL(1*kl)t _ %
aj, aR

telles que by, by, deux fonctions en x et comme ay,ar > 0, alors :

blefaR(lflﬂ)t <2< b2€7aL(17k‘1)t

Comme 1 — k; < 0, alors

bye™ " < ( < by
Ou b3, by également deux fonctions dépendant de x.
D’ou :
[ |l e™ <l by (o) [I<]| @ | e~
De méme, nous aurons :
| [ .e <[l b= (2) [I<]] 2 || e

Et par un raisonnement similaire, nous aboutissons a

[y |- <[ of () 1<)y | -eP=t
_ bt VEZ=0
{ |yl e < v, (v) 1] y || e
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i) Estimation de la premiére dérivée de Y,—flot :

Notons par n~ (t,x,v1) = Dy (z) vy et nt (t,y,v0) = DYy (y) vy 0w vy, v9 € RF. La
premiére dérivée par rapport a x de Yy -flot ( resp Yo' -flot ), est solution du systéme
dynamique :

{ %n_ (t’ CIZ’,’Ul) = (Dle(; + Dflza) ’ n_ (ta CE?Ul)
n (07'I7 Ul) =U

avec & = 1y (x) et, respectivement
{ It (ty,va) = (De, X§ + D, 23 ) -0t (t,y, v2)
77+ (07 Y, UQ) = Vg

avec & = P (y).

Lemme 12. La dérivée de Yy -flot ( resp de Yy -flot ) a les estimations suivantes pour

toutt >0 -

e || (DexptYy ) (x) [|< emon!

et || (D exp —tYy ) (x) [|< e
(resp

e < (DexptYyh) (y) [I< e

et <l (D exp —tY5") (y) [|< e
Démonstration. Posons : zy =|| n~ (t,z,v) || et considérons I’équation suivante :
2 =14y (ta,v) |P= (0 (tz,v), (De X +DeZy) -0~ (t,2,01))

21(0) =|| vy ||
Nous aurons :

z% (—aL — Mle_‘“tkl) < %%z% < 72 (—aR + Mle_aRtkl)

Alors :

Nous aurons ensuite :

—art + %e_%t’“ +bs < lnzy < —apt — %e‘fmtkl + b5

telles que b5, bg deux fonctions dépendant de .
Ou —arpt +bg < Inzy < —ag.t +bs alors : |y .e”%t < 21 < ||v1]| .e” . En prenant
||v1|] = 1, nous obtenons :
e~ || DYy (x) [|[< e " Va e RF,VE >0

Nous pouvons, facilement déduire :

e || DYy (@) [|< e
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Par le méme raisonnement nous obtenons :

{ e’ <[ Dy (y) [|< e )
e "R <[l DY (y) [|< e

ii) L’estimation finale de la "™ dérivée de Yy— flot

Lemme 13. La I'™¢ dérivée de Y, -flot (resp de Y, -flot ) a les estimations suivantes
pour tout t > 0,VI' € N :

U, - I _—apt
{HD%@M<M6 -

| D97, (x) |I< Mt

| D' (y) ||< Mebrt l
, Yy € R
{nzﬂ¢n@nn<ﬂﬂ%bﬂ Y

Démonstration. Nous généralisons le résultat précédent a 'aide d’un raisonnement par
récurrence :

1)Pour j =0, 1, le résultat est vérifié.

2) Supposons que la propriété est vraie jusqu’a l'ordre (j — 1), i.e

| D'y (x) < Mje~ort; W' < j—1

3) Montrons que cette derni¢re propriété est vraie a I'ordre j. Soit la j7¢ dérivation du
Yo flot | |
0y (t.2,0) = Doy (2)0) Vo € R

solution du systéeme dynamique suivant :

Ay (ta,v) = Dg Yy -7 (ta,v) + G5 (t,2,0)
n; (0,2,v,...,v) =v

avec
J / . . ) .
Gy (tz,v) = ¥ DgZy (&) > Dy (x) v Dy () v
k=2 il—l—iz—l—...—l—ik/:j
1 >0
&1 =y (o)

En utilisant la méthode de la résolvante exposée, par exemple dans [5]; ensuite Y.
Domar la utilisé pour étudier les idéaux fermés dans certaines algebres de Banach[10]),
nous déduisons que :

t
0 (t2,0,.00) = DUy () v+ [ Do, (v () G5 (s.2,0) ds
L’intégrale dans I'expression précédente est bien définie au point s = 0 parce que :

lim Dy, (¢5 () = DYy (x)

s—07t

et il existe des constantes A; > 0 tel que :

lim G5 (s,z,v) = ) Ak/DgZO_ (&) 0"

s—0t =9
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Comme v est arbitraire, nous choisissons || v [|=1 , et posons :

L= [ Do, (65 @) 111Gy (s,,0) || ds

Soit K C R* un ensemble compact, montrons alors que I ; converge uniformément
quand t tend vers +oo pour tout z € K.
Comme :
| DX Zy (2) K< My, VK =1 , et Vo € RF

et en utilisant les hypotheses de récurrence, nous aboutissons a :
J t /
< ZMk’ | Z | ]\4@/1]\41/;/0 6—(t—$+8k )CLRdS < M/je—aRt
k'=2 Zl+12+-~+2;€:]
L’intégrale I; est alors uniformément convergente par rapport a  quand ¢ tend vers
+00 .

Par conséquent, ils existent des constantes M; = sup(1, M}) > 0 tel que :

I ny Il DYy (z) v ] +/ | Dy (¢5 (@) II - I G5 (5,2, 0) || ds

< MJ e*(LRt
4) Conclusion :

| D"y (x) ||< M'e " WI' € N; Vz € R*
Par un raisonnement similaire, nous aurons :
| D"z, (x) [|< Myt

et

|| DZIQ/J;_ (y> ||< // Uit l
{ I Dllwft () [|< M // o—brt Yy € R

2.3.2 Structure hyperbolique

i) Les opérateurs d’onde
Soit :

¢, = exptX, et Y, =exptY,
(resp ¢f = exptXy et U =exptYy )

et le difféomorphisme f; (z) = ((b:t o %—) (). D’apreés Uexpression (2.3.1) de ¢y (x),
le difféeomorphisme f,” devient :
— t — — —
fr @)=+ [ 6-.(Zy o) (w)ds

(respectivement

) =y~ [ 6325 o vt )(w)ds
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L’opérateur d’onde est défini par :

fm= lim ¢_, 01, (resp ft = lim (ﬁt o ¢t+)

t—-+oo t——+o00

Pour tout Zy, il existe un difféomorphisme f,, tel que :
J«Xo = Xo+ Zo = Yo

Lemme 14. a) f;, D" f; (respectivement f*,, D" fY,), f=, et D" f=, (respectivement
fi" et D" f;") sont globalement uniformément bornés da l’ordre infini ¥Vt > 0,Vr € N.

b) Pour tout compact K1 C Qy (respectivement Ky C Qo ) il existe un € > 0 tel que
Vi e RT :

IfZ = I < e et | fif =< e

Démonstration. a) Montrons que f; et D" f; (respectivement fT, et D" fT,) sont glo-
balement bornés uniformément & 1’ordre infini V¢ > 0,Vr € N.

Soit ,
fi @) =2+ [ 67,25 o) (a)ds
alors, pour tout r € N; Vo € R™ telle que ||v]| = 1, nous avons :
r — r t —A"spr — — r
D (f; = 1) @) = [ *Di(Zy o vy (x))v'ds
Comme
Dy(Zy otbs (x)) " = > D{Zy (&) > D'y (a).0"..Dhy (a).0"
y=1 L+ ly=r
on § = vy (z).

Selon le lemme 11, il existe des constantes M; > 0 telles que || ¥ (z) [|[f*< Mje %
avec K7 un compact inclus dans €y et Vk; > 1; nous aurons alors :

I D{Zy (&) 1< My || € ||M= My ||y ()™
D'ou :

IN

t
My [ e s ()| ds

t
Ms / e esark g
0

D5 (f; = 1) (@) |1

IN

t
S MS/O e—s[klaR—aL]dS

De I’hypothese (2.2.1), Ip; > 1/kiar —ar, > py > 1 alors :
t M
r - K1< —sp1 < 3
D5 (f7 — 1) (2) o< Mg/o s <
d’ou :

_ M.
HQ;—U@W?spﬁ Vt > 0

Il en résulte que : f; et Df; sont uniformément bornés a l'infini V¢ > 0;Vr € N.
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- et par un raisonnement similaire, avec Ky un compact inclus dans €)y; et avec
I'hypothese (2.2.2), 3ps > 1/koby — br > p2 > 1 nous pouvons démontrer que :

+ _ K> M,
(7% - 1) ) 2= =

d’ou f¥, est globalement bornée & l'infini V¢ > 0, i.e :

1_€—tp2 M4
S -

t
T + . K2< k‘gbL bR) < —S5p2 —
105 (% = 1) () 1% My 7m0 < 0y [[emomds = My=— — < =

ou ]{JQ.bL—bR > P2 > 1;k‘2 > 1
Montrons que f—, et D" f—, (respectivement f;* et D" f;") sont globalement uniformé-
ment bornés & l'ordre infini V¢ > 0,VI’ € N.

Let .
fr@)=a— [ 67 (Zy ovr,)(@)ds
alors, pour tout r € N; Vo € R telle que ||v|| = 1, nous avons :
DL (f2 = 1) ()0 =~ [ A DL(Z5 0w () o'ds
Or
Dy(Zy oy, Z Zy (&) > DM (x)". Dby ().0"
y=1 it dy=r

ou ¢ =y~ (z)
Selon le lemme 11, || 1=, (x) [|¥'< Me* ; on en déduit qu’il existe une constante M’ > 0
telle que :

1 m1/2
D5 (5= ) @1 < lemsom 2 1 sup )" eas
=) ez T 1 9o@) P

M /’f o= sl(Hmh)ar—(ktr)ar] g g
0

IN

On choisit :
a
my = (r + k). [L-l—l] +p>0
aRr
avec p une constante positive quelconque.

1 — eft(p+1)

t
Dy (fo=1) () [|M< M’ [ emsletlongs = M
105 (£ = 1) @) < a7 [Femrrtionds = M=

Comme p est arbitraire, alors Ve, >, dp., > 0 telle que :
1Dy (f5 1) (@) |M<er; VE>0  (232)
Il en résulte que : f=; et D" f~, sont uniformément bornés a l'infini V¢ > 0;Vr € N.

- et par un raisonnement similaire, il existe une constante M” > 0 telle que :

t /
15 (5 = 1) () [ pa” [ e (o mntesioma) g
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On choisit :
my = (r + ky).

b
R+1]—i—p'>0
br

avec p' une constante arbitraire quelconque, nous déduisons que :

1D (f = 1) () 2 M [ o0+ ngis
Comme p’ est arbitraire, alors Vey > 0,3pL, > 0 tels que :
1Dy (fiF = 1) (W) <2 (233)
d’ou f;7 et D" ;" sont globalement bornés & l'infini V¢t > 0. O
b) des équations (2.3.2) et (2.3.3), Vt > 0;3c = maz{e1, ez} telle que nous aurons :
I/ =1 <e et S IR <e

it) Flot opérant doucement (exptY)).
Soit B. = B(0,¢) la boule centrée sur l'origine ayant comme rayon un certain € > 0.

Lemme 15. Pour tout Y* € U; et ¥t > 0, il existe C', C" deux constantes positives
telles que :

_ e Q3
[|(exp ¥y ). Y| < Cetren |y . (2.3.4)
et respectivement :
o, 05
[|(exp —£Y5"), Y22 < C".e 7Pt |y . (2.3.5)

Démonstration. Soit Y € U; et V¢t > 0 nous avons :
(exptYy )Y = ()Y = (¢ o f )Y
= (D(¢; o ft_)'Y1> o (¢ o ft_)_l
= D¢, (f; o (ft_)_l © ?b:t)-yl((ft_)_l © ¢:t)-th_((ft_)_1 00 ,)
= Dﬁbt_(¢:t)-yl<¢:t>-th_(¢:t)
= Do, (¢:t)-Y1(¢:t o [Z)-Dfi (9= 0 [2)

Soit K7 un compact de 21, on en déduit ensuite ’estimation suivante :

I (exp Y5 )oY 1<l Dy (62,).Y (92, 0 f2) I | D (9= 0 f2) 1™

D’apres le lemme de la section a, D f; et fZ, sont uniformément bornés, alors il existe
une constante C' > 0 telle que :

_ _ :t Ki
| (exptYy) Y K< O (¢0) Y IS wr>o0 (2.3.6)

K K
- <e

7=

<l

alors :

M = < o] < 1%+
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Par conséquent :
Ky —B. C f,(Ky) C Ky + B- (2.3.7)

A partir des équations (2.3.6) et (2.3.7), et pour tout r > 0,p} > 0, Im; = [ri—ﬂ +
p} > 0, nous avons :

| (exp ¥y )Y (Ko< Clemontdh |yt Rt < gremanth |yt 2B

comme .
O, (f5 () €05

Nous pouvons écrire donc :
| (exp ¥y ), Y [[Fr< Clementel | Y|,
Et comme K est arbitraire sur €2q, alors :

| (exp t¥y )Y |P< Clem ot || Y |74

r+m1
Nous procédons de la méme maniére pour démontrer :
+ 2110 1 _—tph.br 22
exp —tYy" ). Y < CVe POy
l(exp —1%37).. Y2 < =

]

Lemme 16. i) (¢). est invariant sur U,Vt € R
it) Le difféomorphisme (1)« opére doucement sur Ui et (1—t)«) opére dou-
cement sur U, on a : ¥t > 0,Yp, > 0,3Im,;, tel que : my = [TZTLJ +pp > 0 et

mo = [T.Z—ﬂ +p5 >0
()Y < e Y|, aveew = phag

respectivement

(@)Y |72 < e Y[, avee o = phbr

Démonstration. Soit Y € U = Uy @ Uy ; alors Y € U;(i = 1,2) telle que Y = Y1+ Y2
Soit t € R,V(l’,y) eR"=0Q,UQ

(W)Y (w,y) = (7)Y (2), ()Y (y))
€

i) Nous allons montrer que (¢).Y
- Nous projetons sur Uy = Y (z,y) =

)
Alors :
(0. (,9) = ((57).Y " (@).0)
Dot (¢).Y € U
- De la méme fagon, si nous projetons sur Uy = Y (x,y) = (0, Y?(x))

Alors :
D’ou (¢4).Y € U. On déduit que (¢). est invariant sur U, Vt € R
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it) On remarque que :

@Y1 = 1) Y
< C'etan ||y Sl (cf lemme 15 )

r+mi

£
() VI < Cre Y[, avec w = plan

Ceci signifie que (1), opere doucement sur Uj.

- De méme :
Q Q
@)« Y2 = [[(5) Y2
< Qe ||V, (cf lemme 15 )
< Cle V|18,  avecw = phby
On en déduit que (¢_;). opere doucement sur Us. O

i) La structure hyperbolique douce

Définition 13. Soit E un espace de Fréchet de champs de vecteurs, X € £ = E; @& Fy
et le X—flot iy = exptX. E a une structure hyperbolique douce pour (). si et
seulement si 3¢ >0 /

i) Yy est invariant sur E;Vt € R ;

i) (V) opére doucement sur E;¥Vt > 0

iii) (Y_¢)x opére doucement sur ES;Vt >0 .

Ou B = {Z € E/suppZ C Q} avec QO = Q; + B., et E=FE @ Fy=FE)+ES;
ou 0 < <e (cf [24])
Théoreme 9. L’algebre admissible U admet une structure hyperbolique pour le flot 1.
Démonstration. Selon le lemme 16, on en déduit que U a une structure hyperbolique
pour 1. m
2.3.3 Spectre des opérateurs exp(tY). et exp(—tYp).

Soit U = Uy ® U le sous-algébre de Fréchet de type hyperbolique pour le Yy-flot, alors
de > 0 tel que U = Uj 4+ Us.

Lemme 17. Soit E une algebre de Lie-Fréchet, et U une sous-algebre admissible de E.
Soient (v; )« et (¥1,)s deuz difféomorphismes opérant doucement respectivement sur U
et U5, alors (I — ) et (I — (¥_y)s) sont doucement inversibles sur U.

Démonstration. a) Montrons que (I — ;) et (I — (¢_4)]) sont inversibles.
Selon l'inégalité (2.3.4), nous avons :

— _ / m 953
() Y M < (O 790 ) | [Y Y[, = Wan

La série géométrique 3, W,,, converge, Vt >ty > 0,Vp] > 0.
D’aprés le critere de Weierstrass, nous concluons que la série 3,,50(¢m )Y converge
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uniformément sur U7, Vt >ty > 0.
Par un méme raisonnement, et en considérant I'inégalité (2.3.5), nous aurons :

1(6500)e V2P < (O e )™ Y21,

On déduit que la série 3,,51(¥ 1)« Y? converge uniformément sur Us,Vt > ¢y > 0.
b) Montrons que (I — ) et (I — (1)_¢)) sont inversibles.
Comme, d’apres le lemme 3 :

¢mt Z ¢mt (Z ¢mt ) I wmt*) : =Y

m>0 m>0

et respectivement

([ - wmt*) (_ Z 77Dmt*> . (Z ¢ mits ) ] 7#mt ) =Y

m>1 m>1

alors (I — 14,)Y est inversible, d’ou :

[([—wt*)_1Y](1‘) - Z (¢mt*Y)(fL’)

m>0

= - Z (¢—mt*Y)(x>

m>1

respectivement :

[(]_w—t*)_ly} (I) - Z (¢—mt*y)(x>

m>0

- = Z (7/)mt*Y)($)

m>1

c) Calculons (I — )"t et (I — (¢¥_y)s)7?
Comme U =U; @ Uy; alors VY € U; Y € U;/Y =Y+ Y2 dou :

(I=9)7Y = (=)' + (= )7Y
= Y (UnY') - X (0577

m>0 m>1
respectivement :
(=) = 3 (2 Y?) = 2 (950 Y")
m> m>1

d) Montrons que (I — 1.) et (I — (¢—).) sont doucement inversibles sur U.
Nous avons :

|7 =ve)Y| < Z%W%m”

N (e

r

< Cl Z (e—top/laR) ||Y ||r+m1 C”' Z (e—mtopébL> ||Y2||r+m2

m>0 m>1

Ces deux dernieres séries géométriques sont convergentes, nous aurons alors :

99
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C//‘e—top/QbL

C’ 2
m || ||r+m2

H(I - ¢t*)_1YHr < m || 1||7“—i-ml +

Soit m = sup(my, msy) alors 3C' > 0 tel que :

[ =) Y], < € (s + Y2 ) = CIY Nl

(I — (¢¢)«) est alors doucement inversible sur U.
Par un méme raisonnement pour (I — (1_¢),) :

(=) 'Y == o, Y+ > vt V7

m2>1 m>0
(I — (¢—1)+) est alors doucement inversible sur U. O

Lemme 18. Pour toutt > ty > 0, et pour tout A\ € C* :

a) alors les séries suivantes :

1
z>:o Nl (Vmt)Y'; > Am_l(l/)(—mt))*y

m>1

convergent uniformément dans U ;
b) Les opérateurs (A — (1)) et (A — (v—¢)«) sont doucement inversibles dans U.

Démonstration. a) i) Montrons que (A — (1, ).) est inversible; VA € C*. Nous posons :

Vin(A\, 1) = NG +1¢th1 A0

d’apres l'inégalité (2.3.4) :

Ql Cl e—top'laR m
Vi (A ), 1( ) Y[Ry = W

PYRRDY
Comme p} est arbitraire alors : YA € C* 3p} , > 0 tel que :

—toph Aar —In |\
e|)\|<1, c’est a dire p’l’/\> n A

7= tQ.CLR

La série géométrique Y,,~0 W,, converge, V¢t > t; > 0,VA € C* d’ou la série
ZmZO

W(zﬁ;ﬁ)*Yl converge uniformément sur Uf,Vt > to > 0.

ii) Montrons que (A — (¢F,),) est inversible; VA € C*.
Par un méme raisonnement, et d’apres I’équation (2.3.5) nous avons :

<G

m—1/, 4+
et 2| <

G PY) T Sl
Comme py est arbitraire alors : YA € C* Jp)) , > 0 tel que :

e—toﬂ/z)\bL |)\| <1
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On en déduit que la série 3,51 A" 1(¢F,,,).Y? converge uniformément sur
Us,Vt >ty > 0;Ve > 0.

b) i) Calculons l'inverse de (A — (1¢)4)

Comme :
(A = (¢1).) ( b Ajﬂwmt)*) Y= ( > ;Mwmt)*) (L= ($).)Y =Y
d’apres le lemme 3, anrs : _
M= (07 = 5 g ()oY

De méme, d’apres le lemme 3, nous avons :

(AL = (th1)+) (— > Am‘l(w_mt)*> Y =- (Z Am-lw_mt)*) (M = (1),)Y =Y

m>1 m>1

d’ou :

(AT — (1)) - > A »Y

m>1

Par un méme raisonnement pour déterminer :

(AL — (—p)s)” 'Y
OrVY eU=U @ Uy, alors IY' € U;)Y =Y +Y?;0na

(A — (¢t)*)_1y = (M — (¢t)*)_1Y1 + (M — (¢t)*)_1Y2
B Z )Jiﬂ(w;lt)*yl - Z Am_1<wimt)*-y2

m>0 m>1
et, respectivement :

A = (¥-0))'Y = 3

m>0

>\m+1 w+mt) 2 Z AT 1<¢mt> Yl

m>1

ii) Montrons que (A — (¢4).) est doucement inversible sur U, et respectivement que
(M — (¥_t)4) est doucement inversible sur U,
Nous avons :

H ()‘I - (wt)*)_l

<

My = @)

1 _
%0 DEE met)*

—toplar m C” ,
< Y+ E 5 (et A ™ Y21
|A|Z( 3 ) oty 2 )Y

m>0 m>1
Comme pj et pj sont arbitraires, alors : YA € C* :

—In|\| ln|)\|>
, >0
to.aR to.bL

3p)\ > sup (
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tel que :
eftop’laR
o <1

et
|)\|e_t°p/2bL <1

Les deux séries géométriques convergent YA € C*, d’ou il existe m = maz(my, ms) et
une constante C' > 0 telle que :

|1 = (o)) 7'y | < Clly|

r+m

Remarque : Si A =0, alors (Al — (1)) 7Y = —(1_4).Y existe.
Par conséquent, l'opérateur (A — (¢1)s) est doucement inversible sur U ¥\ € C .
Le méme raisonnement est valable pour démonter que l'opérateur (A — (¢¥—_).) est
également doucement inversible sur U,V € C.

Théoreme 10. Pour tout t >ty > 0, et pour tout A € C.
a)Y €eU=U®Us; alors Y € U;(i = 1,2) telle que Y =Y+ Y2, nous avons alors
la résolvante :

{R()v W))Y = = (¥)0) 7Y = iz s (W)Y = St A (@) Y2
RO\ ()Y = (M = (1)) 'Y = Cpnz0 srr (V) Y2 = Lot A (@r0) . Y

b) Le spectre et la résolvante de . et W_ii, pour tout t >ty > 0

o(Y1s) = 0(Y_ts) = O

p(es) = p(¥—1s) = C

Démonstration. C’est évident ]



Chapitre 3

Propriétés spectrales de certains
générateurs infinitésimaux dans un
espace de Fréchet et applications

On va d’abord exposer en général quelques propriétés d’un générateur infinitésimal
d

L = ﬁ'mtzo sur un espace de Fréchet E, ou (7;);>0 une famille de semi-groupes sur FE.

Vt > 0, v est solution du systeme dynamique suivant :

d
Zu(Y) = Loqu(Y) =90 L(Y)

VY € E.Vt >0
%(Y) =Y

Par un corollaire fondamental, nous déduisons 'existence de la résolvante de L avec
son spectre.

Corollaire 4. Si Vt > 0;VA € D C C, le difféomorphisme (e*.I — ;) est injectif et
Vopérateur (AN — L) est surjectif sur U C E, alorsNA € D CC;VY e U CE :
a) (A — L) est inversible sur U

b)
ROLL)(Y)=(\ - L)Y

¢) Le spectre de L : (L) C C — D et l’ensemble résolvant de L ; p(L) 2 D

3.1 Propriétés Spectrales d’un générateur infinitésimal L dans un
espace de Fréchet

3.1.1 Propriétés d’un générateur infinitésimal L

Soit L un générateur infinitésimal de la famille de semi-groupes (7y;)¢>0 sur 'espace
de Fréchet E, alors v, est solution du systeme dynamique suivant :

d
%%X = Lon(X) =m0 L(X)

VX e EVt >0
’}/0.X =X

63
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Lemme 19. Soit L un générateur infinitésimal du groupe a un paramelre v, nous
posons :

t
B \(t)X = /o e =92 (X)ds
pour tout A € C et X € E et pour tout t > 0 alors :

1)
(M — L) o By\()X = Bx(t) o (M — L)X = (M — %) (X)

2) Si (M — L) et By(t) sont inversibles sur E, alors (e/\tI - ’yt) lest aussi.
3) Soit A un sous-espace fermé de E et ¥t > 0, (A) C A, alors (A — L) et By(t)
restent invariantes sur A
4) a- Si X € ker(M — L) alors B\(t)X = t.eMX
b- Si X € KerB)(t) alors X € ker (Ie/\t - %)
Ce lemme est une généralisation des travaux de Zajtz [23]
Démonstration. 1) Pour montrer :

(M — L) o B\(t)X = By(t) o (Al = L)X = (eM] — ) (X)

nous allons procéder en deux étapes (cf : [18]) :
i) Montrons que pour tout A € C et X € E et pour tout ¢ > 0 nous avons :

(M — L) o B\(t) X = eMX — 7(X) (3.1.1)

t
(M —L)oB\(HX = (M — L) /0 =y (X)ds
5y <d% = 0) Xds

t
= AB\(t)X /Oe( )
t d T+s
= AB\(D)X — /0 elt=9r DIrts | v ds
t
()X /06( )

dr

— AB\(t t=s A.‘Z%de

= AB\(H)X — [, X] )\/ (=92 X ds
ABA(H)X — [(X) — e’\tX] — AB\(H)X
MX — (X)

ii) Par le méme procédé, nous montrons que :

BA(t)(M — L)X = eMX — ~(X)

By - D)X = [ "= (A — L)X)ds
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2) Nous supposons que (A — L) et By(t) sont inversibles sur £, alors d’apres (3.1.1)
nous avons : By(t) o (Al — L) = eMI — 74 et donc eI — v; est aussi inversible sur E.
3) Soit A un sous-espace fermé de E tel que 1, X € A;Vt > 0,VX € A alors :

(Al — L)(X) = AX — (‘Zt tzo) (X)eA=A

de méme :

t
By(t)X :/0 el= (X)ds € A

Les opérateurs (Al — L) et By(t) restent donc invariants sur A C E
4) a) Soit X € ker(M — L) alors d’aprés I'égalité (3.1.1) et eMX — v(X) = 0 alors
W(X) =eMX
t
BAD(X) = [ e (x)ds
¢
— A 6(25—5))\6/\8de

t

= /e’\ths
0

= t.eMX

b) Soit X € ker(B,(t)) alors d’apres 1'égalité (3.1.1) et By(t)X = 0 alors v,(X) = e X,
d’ou X € ker (e/\t.f - 'yt). O

Théoreme 11. Pour tout A € D C C et pour tout t > 0 nous avons :
Ker(AM — L) @ Ker(B\(t)) = Ker (eAtl - ’yt)
Démonstration. i) Montrons que : Pour tout A € D et pour tout ¢ > 0 nous avons :
K = Ker(AM — L) N Ker(B\(t)) = {0}

On remarque que :0 € K, montrons alors que si X € K alors X = 0.
Supposons que, par un raisonnement par absurde qu’il existe X € K tel que X # 0.
Nous avons :

X € Ker(AM — L) N Ker(By(t))
D’apres 1’égalité (3.1.1), nous avons, pour V¢ > 0 :
MX — (X)) =0= 3(X)=e"X
d’ou .
0= B\(t)(X) = /0 =M X s = .M X

et comme t.eM # 0, alors X = 0, d’ou la contradiction avec I’hypothése de départ. On
en conclue :

Ker(M — L)N Ker(By(t)) = {0}

ii) Montrons que :

Ker <6)\tI — ’yt) C Ker(AM — L) ® Ker(B\(t))
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Soit X € Ker (e/\tl - fyt) et X # 0 Or.

Ker (e/\t] - %) = Ker[(AM — L) o By(t)]
= Ker[By(t)o (M — L)
d’apres (3.1.1), nous aurons : alors :
(M — L) o By(t)(X) = 0
et
Ba(t)o (M —L)(X)=0

X € KerB,\(t)
ou
X € Ker(AM — L)(X)

On en déduit que :
X € KerBy(t) U Ker(A — L)

Or X =X+0=0+ X, on aura donc :
X € Ker(By(t)) ® Ker(A — L)
C’est a dire :
Ker <6)\tf — ’yt) C Ker(AM — L) ® Ker(B\(t))
iii) Montrons que Ker(Al — L) ® Ker(Bx(t)) C Ker (e”[ — %).
Soit X € Ker(A — L) @ ker(Bx(t)), alors 3'.X; € Ker(A — L) et 31X, € Ker(Bi(t))
tel que X = X; + Xo. D’apres (3.1.1), alors :
(T =) (X) = Ba(t) o (AL = L)(X1) + (A — L) 0 By(t)(X2)

Or (M —L)(X1) =0et By(t)(X2) =0,d’ou: (e’\tl — ’yt) (X)=0= X € ker (e”[ — %)
donc :

Ker(A — L) @ Ker(By(t)) C Ker (M — )
Nous concluons alors :

Ker(AM — L) @ Ker(B\(t)) = Ker (6/\” - %)

Corollaire 5. On définit I'opérateur moyen adjoint par :
t
Ai(X) = [ 7u(X)ds = By(t) X

alors :
1)Vt>0 LOAt:AtOL:<(’)/t)—I)
2) Si L et Ay sont inversibles, alors (v — I) est aussi inversible.

3) Si A est un sous-espace fermé de E et (v)(A) C A alors L et A; sont invariants sur
A

4) %At - ]KerL
5) Ker(I —(v) = Ker(L) & Ker(A;)

Démonstration. Voir [23]. O
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3.1.2 Propriétés d’un générateur adjoint ady

Théoréme 12. Soit ad_x (respectivement adx ) le générateur infinitésimal de la famille
de semi-groupes (¢y, = (exptX),)i>0 (respectivement (¢f = (exptX)*)i>0 ). On pose :
pour tout A € C et Y € E et pour toutt > 0 et :

t
By()Y = /0 =g Y ds

et respectivement :

t
ALY = /O et g1y s

Alors : 1)
(AT — ad_x) o BA(t) = Bx(t) o (A — ad_x) = (eMI — ¢,.)

(M — adx) o Ax(t) = Ax(t) o (M — adx) = (M1 — ¢})

2) S8i (M — adyx) et Ax(t) sont inversibles sur E, alors (e’\tl - gbf) est aussi inversible

sur E. Respectivement Si (M —ad_x) et Bx(t) sont inversibles sur E, alors (e’\tI - (bt*)
est aussi inversible sur E.

3) Soit A un sous-espace fermé de E et V't > 0, ¢p(N) C A (respectivement ¢y (A) C A),
alors (M — ad_x) et Bx(t) (respectivement (A — adx) et Ax(t) ) restent invariantes
sur A

4) SiY € ker(M — adx) alors Ax(t)Y = t.e*(Y), et respectivement, si :

Y € ker(M — ad_x), alors By(t)Y = t.e*(Y).

5)

Ker(M — adx) @ Ker(Ax(t)) = Ker (e)‘tf — gb,t*>

et
Ker(M —ad_x) ® Ker(By(t)) = Ker (e)‘tI - qbt*)

3.1.3 Injectivité d’un générateur L et adx

Théoréme 13. Pour tout A € D C C et pour tout t > 0, si l'opérateur (e”] — %) est
injectif sur U C E, alors (M — L) et By(t) sont aussi injectifs sur U C E, c’est a dire :
si ker (Ie)‘t - ’yt) = {0},YA € D C C et Vt > 0, alors ker(A\ — L) = kerB)(t) = {0},
vaxe D cCCetVt>D0.

Démonstration. Déduction du théoreme 11 O]

Corollaire 6. a) pour tout A € D C C et pour tout t > 0, si lopérateur (e’\tl — ¢t*)
est injectif, alors (Al — ad_x) est aussi injectif pour tout A € D C C.

b) pour tout X € D C C et pour tout t > 0, si ['opérateur (e’\tl — (b;") est injectif, alors
(M — adx) est aussi injectif pour tout X € D C C.

Remarque : Par la contraposée du théoreme, on déduit que si ker(A — L) # {0}
c’est a dire (A — L) est non injectif, alors 37" > 0/ (e/\TI — VT) est non injectif.

Corollaire 7. si ker(A — L) # {0} et 3T > 0/e’ =1, c’est 4 dire (\, = 25T = jkw),
alors :

a) VX € ker(I — 1), X #0, w(X) est de période T ; ¥t > 0;

b) Vk € Z,Y), € ker(A — L); \ sera une valeur propre associée au vecteur propre Yy
par le générateur infinitésimal L telle que : LY, = A\ Yy ; Vk € Z
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Démonstration. a) Soit X € ker(I —~yr) # {0} ; montrons que v(X) est de période
vt > 0.
En effet, comme yp X = X # 0, alors V& > 0,7; o yp(X) = 7(X), soit donc :

Verr(X) = 1 (X)

d’ott 14(X) est de période T', VX € ker(I —~r). '
b) Comme e’ = 1, alors \T = 2ikw, Vk € Z, c’est a dire )\, = QZ:IF” = ikw); valeurs
propres de L. On a VY, € ker(\I — L) # {0}, alors LY}, = A\ Y%, c’est a dire A, sont les

valeurs propres associées aux vecteurs propres Yi par le générateur infinitésimal L. [

Corollaire 8. si ker(A — ad_x) # {0} (respectivement ker( Al — adx) # {0}) et
3T > 0/ =1 c’est a dire (A, = 22%), alors :

a) VX € ker(I — ¢7,) # {0}, 00, X est de période T ; ¥t >0 ;

( respectivement VX € ker(I — ¢%) # {0} ; o7 X est de période T ; ¥t >0 )

b)

1 T —2ikm
ker (Al —ad_x) = {Yk = T/o eTk's.(bS*.YdS, VY € ker(l — qu*)}

et respectivement :

ker (Al — ady) = {Yk = ;[)T e%m's.@s)*.YdS, VY € ker(I — (¢T)*)}

3.2 Série de Fourier

Si 3t > 0/(I — ;) est périodique, alors o(L) # () et on a l'existence des séries de
Fourier.
3.2.1 Définition et exemples
Définition 14. Soient Y un champ de vecteurs dans l’espace de Fréchet E = x(M) et
v:R x E — Diff(M)
ot v (Y) est périodique par rapport da t, de période T :
Yerr(Y) =%(Y),Vt e R,VY € E

alors :
a) dans le corps des complexes, la série de Fourier associée a v(Y') est définie par :

)

St %) = 3 Cul(Y)) - expliske)

k=—o0
avec L
Cr(1(Y)) = T/o exp(—iwks)vs(Y)ds
b) dans le corps des réels, la série de Fourier est définie par :

S(t, 7u(¥)) = 200D 514 0,(V) - cos(nwt) + Bu((Y) - sin(mewt)]

2 n>1
avec, Vn € N



CHAPITRE 3. PROPRIETES SPECTRALES GENERATEURS INIFINTESIMAUX 69

{ An((Y)) = 2 J 75(Y) cos(nws)ds
Bo(1(Y)) = 2 1 7a(Y) sin(naws)ds

Exemple 1 Soit %(Y) = ()Y, de période T = %T, alors la série de Fourier
associée a cette fonction sera :
a) Dans le corps des complexes

+00
S(t, (¢)Y) = > Yiexp(iwkt)
k=—o0
avec pour tout k € Z
T
Y = T/O exp(—iwks)(¢ps)«Y ds

b) Dans le corps des réels

S(t, ()Y + > (A, cos(nwt) + By, sin(nwt))

n>1

avec pour tout n € N

1 /T 2 (T
Ay = T/o (¢ps)Yds , A, = T/o (¢s)+Y cos(nws)ds

B, = ;/{)T(gbs)*Y sin(nws)ds

Exemple 2
Soit le probleme aux limites suivant :
2
VY € B\t e R,Vk € N, avee T = —~
W
1Y) = iwk - 7(Y)
(YY) =Y
Yerr(Y) = n(Y);

Ce probleme admet pour solution :
Y(Y) = Y exp(iwkt)

Exemple 3 : Soit le probleme aux limites suivant :

VY €e BVt eR
YY)+ 2 (Y) = g (Y)
{ 7,t+T(Y) = 'Y’t(Y> (3-2~1)
Yerr(Y) = 3 (Y)
on pose

’Vt T / ,Yt —mwt dt
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alors

Cn(7( (Y))

d’autre part

Donc

d’ou
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:T/

—inwt dt

- T([%(Y) i [ )e )

1

(inw)*C,

= = (mw) ]+ i [r(¥)e ]+ (inw)” [
W(1(Y))

—n*w?Cy (3 (Y))

9:(Y)

Y(Y)

SS Culgr(Y))eimet

n=—oo

5 Al (Y) (1))

Jio[cn(%/(y)) 4 Cn(%(Y))]em“’t
jzoo[_nQWQCn(’)/t(Y) + Cn(fyt(y))]elnwt

>0 (1 = n’w?)Cy (V)™

—00

Cu(ge(Y)) = (1 = n*w?)Cu(n(Y)

Cr(n(Y)) = (1—n%?)

_XO:O Cn(1:(Y)) expiwnt

RS Cn(gt(Y))
21— n2o?)

Rl , exp iwnt

Z T gs(Y)e "%ds

J 1

T2

exp 1wnt

1 — n2w?

T ;
— /0 gS(Y)efmw(sft)ds

Donc le probleme (3.2.1) admet pour solution :

Par exemple, si on prend

+o0 einwt

W)= Y O Cu(e)
= ()Y JFZO:O Yy exp(iwkt)

k=—oc0

T

70

o (Y)e—inwtdt>
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alors £50 01 (60).Y) . -
00 . . - 0 elnw
)= 5 Sl §

2,,2°7 1
—00 n=—oc + — MW

d’ou la solution du probleme aux limites :

{ Vt(Y) = Zf§ (17};%“)2)emmf

Y, = %fOT exp(—iwns)(¢s)«Y ds

3.2.2 Relation de Plancherel et Parseval

a-Relation de Plancherel

Propriété 5. Soit Y un champ de vecteurs dans l’espace de Fréchet E = x(M)

71

Soient v(Y) et T(Y) deux fonctions de période T qui vérifient les conditions de

Dirichlet par rapport a t € R, pour tout Y € E

i) Dans le champ compleze, la formule de Plancherel est définie par :

—+00

1 /T O(Y.(Y)
T/O Ys(Y)Ys(Y)ds = > cu(n(Y)) - Cu(T(Y))

n=—oo

n(n(Y)) = ;A)T exp(—iwns)ys(Y)ds

1 /T
Cr(T(Y)) = T/O exp(—iwns)Ts(Y)ds
it) Dans le corps des réels, la formule de Plancherel est définie par :
9 T
T/o (Y)Y (Y)dt =

_ap(r(Y)) - Ao(Te(Y))

= + 2 (an(n(Y) - An(Te(Y)) 4 ba(1(Y)) - Bu(To(Y)))

2 n>1
avec, Yn € N
{ an((Y)) = 2 [ 75(Y).cos(nws)ds
b (7 (Y)) = %fT vs(Y).sin(nws)ds
et

{ A (1Y) = %fép Ys(Y).cos(nws)ds
Bu(Ti(Y)) = 2 [ Ts(Y).sin(nws)ds

b-Relation de Parseval

Propriété 6. Soit Y un champ de vecteurs dans l’espace de Fréchet E = x(M)

Soit v(Y') une fonction de période T qui vérifie les conditions de Dirichlet par rapport

ateR pour toutY € £

i) Dans le champ compleze, la formule de Parseval est définie par :

k=+o0

clp/OTW(Y)'th: > [Ck(e(M))P?

k=—o00



CHAPITRE 3. PROPRIETES SPECTRALES GENERATEURS INIFINTESIMAUX

avec
1 /T ,
Cr(1(Y)) = T/o exp(—iwks)ys(Y)ds
it) Dans le corps des réels la formule de Parseval est définie par :

2 LT P =B S (A )+ (B (¥

n>1

3.2.3 Développement en série de Fourier du semi-groupe

Théoréme 14. 1) Si Ay = ikw = 227V € Z, alors :
a)

1 [T
ker (A\el — L) = {Yk = T/o e M5, (Y)ds VY € ker(I — WT)}

b) (YY) est développable en série de Fourier de la forme :

+00
VY € ker (I —~r);m(Y) = > Yiexp(Agt)

k=—00

I T
= T/O e M5 4, (Yds

avec

72

2) Si XN # N\, = ikw et IT > 0/ker (e’\T] — WT) # {0} ; alors VY € ker (eATI - WT) ;

v (Y) est développable en série de Fourier généralisée de la forme :

+o00
wY)= 3 Zpe M

k=—00
ou :
== / ~OAM () dt
Démonstration. 1) Si A\ = tkw = Q?W;Vk € 7, alors :
a) Soit

1 /T
= T/O e " g(Y)ds avec Y € ker(I —~yr)
Montrons que Yy € ker(AI — L), i.e LY = M. Y%,

LY; = T/ e 0~y (V) ds

. d
= T/O e M %'Ys(y)ds

1

= L) N [ (1 )ds

Yy

et comme :

e—)\k.T — 6—2i/€7l' — 1
et

Y eker(I —vr) =Y =Y
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dou LY, =\, & VY, € ]{ZGT(AkI — L)

b) On pose
+00
W)= 3 Vet
k=—oc0
Montrons que :
I B
Yk = T/O € Vt(Y)dt
Soit :
A= L e Mty (V) dt
T Jo !
_ —)\kt it
= T/ (Z_ZOOYG )
1 =
= = Y A=)t g
rd /e
= Z Yl.ég_yk
l=—0
avec :
! 0 st Ak 7 A
5l€ — .
1 S1 >\k: )\l
En effet : - Si Ay # N\
1 (T
il (A—=Ae)t
- /O dt
1 [ei—=n)t r
IR PYEDVEN
1 [ HFm ]T
T |Fi-n),
= 0
-Si A =N
1 /T 1 /T 1
—_ (Al_)\k)t _ — = — fr—
T/Oe dt = ["dt= T =1
d’ou :

Yi = —/ et v (Y)dt VY € ker(l —~r)
k= Nt T
2) Si A 75 A, = thkw

Comme 3T > 0/ker (eAT] — 'yT) # {0} ; donc (I — e_’\T’yT) est non injectif.

On pose :
T =e My,

73
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d’apres la premiere partie, VY € ker (I — e_/\TfyT) # {0}; Ti(Y) est développable en
série de Fourier généralisée de la forme :

+oo
= Z Zke_’\’“t
k=—o0
ou : L
= = | ey )ds
d’ou
+o0
_ Z Zke(A—Ak)t
k=—oc0
ou :
Y
avec

YY) =e My,

3.3 Applications

3.3.1 Application aux séries de Fourier dans C

Soit R une fonction de classe C! sur [0,7] de période T, et g une fonction continue
de R — R, et soit L le générateur infinitésimal du semi-groupe (7;);>0. On pose, pour
tout Y € ker (I —~r) # {0} :

= 2 [ Ryt
= [ altm

Lemme 20. Considérons le probleme aux limites de Sturm-Liouville suivant :

(M —-L)F(Y)=G(Y)
1Y) =Y
est équivalent presque partout au probleme aux limites de Dirichlet classique sur le
corps des réels R :

(3.3.1)

R'(t) + AR(t) = g(t)
{ 0<t<T (3.3.2)

R(T) = R(0)

Démonstration. Nous avons par définition :

1 [T
LF(Y)) = = [ RO(Loy)(Y)dt

= o R Syt
= RO — 7 [ R Ow )it



CHAPITRE 3. PROPRIETES SPECTRALES GENERATEURS INIFINTESIMAUX 75

Comme R(T) = R(0), et y7(Y) =Y ; alors : [R(t)%(Y)]F =0 dou :

(= DF(Y) = o [ (R() + R (1) %Y )it

= o sy

Le probléme (3.3.1) est donc équivalent presque partout au probleme de Sturm-
Liouville suivant :

{21270 = o0
R(T) = R(0) avec 0<t<T

Théoreme 15. Le probleme de Sturm-Liouville suivant dans E :

{uf—mej:G@j
(Y)=Y

admet pour solution :
a) Si N # N\, = ikw = 2’7]?”;Vk € 7Z, alors le probléeme (3.3.1) admet pour solution :

+oo
FY)=(\-L)7'GY)= ¥ %
k=—o0 k
avec : _
_ Axt
by = T/O e g(t)dt
et | T
— —Axt
m—TAe (V) dt
b) Si A=\, et J§ eMolg(t)dt =0 alors :
b
PY) = (M = D)7'G(Y) = 3 Vi + O,
k#ko “\ko k

telle que C' est une constante arbitraire.

¢) Sid =M\ et J§ eMalg(t)dt #0; alors le probléme (3.3.1) n'admet pas de solution.
Démonstration. Considérons le probleme aux limites homogenes suivant :

R(t) + AR(t) = 0
Rt = o)

R(t) = Ce™ et comme R(T) = R(0), alors e *T = 1, d’ol les valeurs propres sont :

2ikm .
A = - = 1kw

et les fonctions propres : .
Rk(t) _ e—)\k.t — e—zkwt
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forment un systeme orthonormé avec le produit scalaire :
1 /T
<fog>== [ fBgB)dt

Comme c’est une famille totale dans L?(0,7') alors :

avec :

T
_ Mt o At
O =< R(t),e ™ >= — /0 R(t)eMtdt

a) Si A # \g, nous avons :

g(t) = R'(t) + AR(t)

or

+00
R(t)= Y Cre M
k=—c0
donc : N
g(t) = > Ce(A =)™
k=—o0
On pose
b = Cr(A— M)
= < g(t),e™ M >
_ 1 T Akt
= 7 g(t)e™'dt
d’ou la solution du probleme (3.3.2) :
oo g,
R(t) = At
(?) kzoo I
et
1 T
F(Y) = [ Rm()dr

Or F(Y)= (M — L)"'G(Y) donc :
oo (1T,
= 8 5 () el

On pose
1 /T
Yk = T/() 6_)\kt"}/t<Y)dt

d’ott la solution du probleme (3.3.1) :

FY)= Y} Y

k=—o00

A=A

76
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b) Si A=\, et [ g(t)eMoldt =0; on a :
g(t) = R'(t) + A, R(2)

or
R(t) = Y Cre M 4 Ce Mot
ko
done :
g(t) = > Ce(Ak, — Ae)e ™™
kAko
avec
b = Cr(Ai — k)
= <g(t),e ™ >
1 T
= T/o g(t)eMtdt
d’ou :
R(t) = Pty et
k#ko )\ko o )\k
et
1 T
F(Y) == [ ROw(Y)dt
donc : )
FY)=Y —F v, + (Y,
k;ék‘o )\kO o >\k
avec

_ 1 T — it
Y = T/O e "y (Y)dt

¢) Montrons la condition d’orthogonalité :

[ Ru(gtyi =0

Soit R(t) = Xy 44, Cr Rk (t) une solution particuliere de I'équation avec second membre
et Ry, (t) solution de 1’équation homogene ; alors :

RI(t) + Ak R(E) = g(t)
{ i\ko (t) + Ao By (8) = 0

(
On multiplie la premiere équation par Ry, (t), la deuxieme par R(t) et faisons la
somme membre & membre, nous obtenons :

Riy (8 R (£) + R(RY, (£) + 2. M5y R(E) iy (£) = g(t)- R (8)
Comme :
/0 ! Ry, () R'(t)dt = Ry, () R(1)]; — /0 ! R} (t)R(t)dt

d’ou
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T T
| Buatdt = 27, [ R(R, (#)dt
= 2.0 Z Ch /T Rk(t)Rko(t>dt =0
k£ko 0

[ Ru()gt)ds = 0
]

Corollaire 9. Soit R une fonction de classe C'[0,T] — R avec R(T) = R(0), et g est
une fonction continue de R — R.
On pose :

d’ou finalement :

T/ ¢t*

1

T/ ¢t>«<
avec (¢r)«Y est de période T

Le probleme aux conditions auz limites homogenes suivant :

{ (M —ad_x)F(Y)=G(Y) (3.3.3)

(7)Y =Y
est équivalent au probleme aux limites de Dirichlet classique sur le corps des réels R :
R(t)+AR(t)=g¢g(t) 0<t<T
R(T') = R(0)
b) Si A # A, alors :

)= Y Py
k*—oo)\ )\k
avec : -
bk:T A Mg (t)dt
et

T/ e M ()Y dt

c) Si A = A, avec la condition suivante d’orthogonalité :

T
/0 eMol g(t)dt =0
alors F(Y) = (Mg I — ad_x)"1G(Y)

FY)= > Yy, + C.Yy, avec C une constante arbitraire

k#ko )\ko )\k
d) Si A = Ap,, avec fo eMol g(t)dt # 0; Alors le probléme 3.3.3 n’admet pas de

solution.
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3.3.2 Application sur les séries de Fourier dans R

Soient X, Y € E =T(TM), ou M est une variété, et v, = exp(tX) le X-flot, tel que :

v:T(TM)x M xR — M
<X7x7t) - (’Vt)(X)

avec (y7),Y =Y et R: I =[0,T] CR — R est de classe C? sur I, et g continue sur I.
Nous posons :

F(Y) =2 [ R0 vt
et
¢y =2 [ g0 vt

Lemme 21. Soit Y € E et le probleme de Sturm-Liouville avec second membre aux
conditions aux limites homogénes :

{ (L* + M)F(Y) = G(Y) (3.3.4)

wY)=Y
est équivalent presque partout au le probleme de Sturm-Liouville dans R suivant :

R'(t) + A2R(t) = g(t)
R(T) = R(0) (3.3.5)

R(T) = R(0)
Démonstration. Nous avons 1’équation :

(L> 4+ MF(Y)=G(Y)

Nous posons :

Or
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Or [R(t)y(Y)]E =0 car R(T) = R(0) et yp(Y) =Y , dou :

() = 2 [ R ()

(L2 4 N F(Y) = ; / "R () + AZR(E)] (Y )it

Or
(I 4 XYF() = G(V) = 2 [ gty

Par identification, nous aurons le probleme de Sturm-Liouville homogene aux condi-
tions aux limites homogenes suivant :

Théoréme 16. Le probléme de Sturn-Liouville (3.8.4) :

{ (L2 + )M)F(Y) =G(Y)
%(Y) =Y

admet pour solution : i) Si A # kw;Vk € Z
ao

1 Ap By,
F(Y) = b (/\2/10) + Z <>\2 — k2w2ak + 2 _ k2w2bk> .

k>1

Ou :

0
2 T

ar =< g(t), coskwt >= 2
b =< g(t), sinkwt >= % [y g(t)sin(kwt)dt

Ay =< coskwt, v >= %fg (cos
By =< sinkwt,y; >= %fOT (sin

=
&
=
2
=
Q.
~

i) St A= Ay, et si:

/OT g(t)cos(kowt)dt = /OT g(t)sin(kowt)dt = 0

Ao.CLO
FY) =5 + k%

w?

Cy.A Cs.B
) O OB

Démonstration. - Résolution de I’équation sans second membre :
R'+NR=0

R(t) = Cicos(At) + Casin(At)
et R'(t) = —CiAsin(\t) + Cocos(At)

Vérification des conditions aux limites homogenes :
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{ R(T) = R(0)
R(T) = R'(0)
C’est a dire :
{ Cicos(AT) 4+ Casin(AT) = Cy
CiAsin(AT) 4+ Codcos(AT') = CaA

Ci(cos(AT) — 1) + Casin(AT) =0
CiAsin(AT) + CoA(1 — cos(AT)) =0
Nous cherchons le déterminant de ce dernier systeme :
cos(AT) — 1 sin(AT)
Asin(AT)  —A(cos(AT) — 1)

AN =0= A1—-cos(A\T)) =0
Les valeurs propres sont donc :

AN) = = —2X(1 — cos(AT))

2km

et les fonctions propres associées seront :

1
{5, coskwt, sinkwt}p>1

C’est systéme orthonormé de fonctions propres, et il est dense dans L?(0,7) avec le
produit scalaire :

2
< fig>=2 [ F(s)o(s)ds

- Résolution du probleme 3.3.5 de Sturm-Liouville :

R’ + X’R = g(s)
{ R(T) = R(0)
R'(T) = R'(0)

Comme le systeme orthonormé de fonctions propres formant une base totale :

1
{5, coskwt, sinkwt} = L*(0, T)

Or Ret g€ L*(0, T), nous avons alors :

Qo

5 T > (agcoskwt + bysinkwt)

k>1

g(t)

ap =< g(s), coskws >= %IOT g(s)coskwsds
b =< g(s), sinkws >= %fOT g(s)sinkwsds

La solution du probleme avec second membre :
{ R" 4+ X2R = g(s)

R(T) = R(0)
R/(T) = R'(0)
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sera donc :
7))

R(t) = — + > (agcoskwt + Bisinkwt)

2 E>1

Ou :
ar =< R(s), coskws >
Br =< R(s), sinkws >

Nous essayons de déterminer les coefficients (g, O)
R" = —XR+ g(s)
(cos (kws))" = —(kw)?cos(kws)

En multipliant la premiere équation par cos(kws), la deuxieme par R, et en effectuant
la soustraction, nous obtenons :

cos(kws)R" — R(cos(kws))" = j(W(s, coskws, R(s)))

s
Apres intégration, nous obtenons :

[W (s, coskws, R(s))]§ = R'(T) — R'(0) = 0

d’ou :
T T
(K*w? — )\2)/0 R(s)cos(kws)ds —|—/O g(s)cos(kws)ds = 0

(€75 Qg

- Si A # kw nous aurons
1

22— 122
I1 est de méme pour les coefficients [ =< R(s), sinkws >
R" = —-)2R + g(s)
(sin(kws))" = —k*w?sin(kws)

En multipliant la premiére équation par sin(kws), la deuxiéme par R, et en effectuant
la soustraction, nous obtenons :

O = k

[sin(kws)R" — R(sin(kws))"]g =0& (k2w2—)\2)/0T R(S)Sm(kws)d8+/0Tg(s)sin(kws)ds =0

Bk bk

d’ou :
1
Br = N2 — k202

D’ot, la solution du probleme (3.3.5) est :

by,

1/1
R(t) = @ > (agcoskwt + Brsinkwt) = - (2%) n
-+ %:1 (AQ—WCOSkwt + WSZTLkWt) .

Pour le probleme (3.3.4), nous avons :

A
7Y = 70 + Y (Agcoskwt + Bysinkwt) , ol
k>1
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A = %fOT VY coskwtdt
B, = 2 T .
k= 7 Jo Y sinkwtdt

La solution du probléme (3.3.4) sera donc :

F(Y) = - / t)yYdt

B T/ [2A2+Z

b .
Z (Wcoskwt + Wsmk:wt) ]’ytYdt

. Ao.CLO Ak.ak Bkbk )
T oo ,gl ()\2 By Ry e

- Si A = kow, la solution du probléme (3.3.5) s’écrira alors :

ag ak b,
)= — —_coskwt + ———
RO =550t 2 <w2(k;2 )T 21 = k)

+C5.cos(kowt) + Cs.sin(kowt),

smkwt> +

avec (o, C3 des constantes arbitraires. et pour le probleme (3.3.4) :

Y = 70 > (Agcoskwt + Bysinkwt)
k>1

La solution finale sera :

F(Y) =

A().CL() Ak.ak By by >
Cy. A C..B
2)\2 + k%o <w2(k(2] _ ]{;2) + wQ(k:% — ]CQ) + Cy. Ay, + Cs. By,

Conditions d’orthogonalité : Montrons la condition d’orthogonalité :

[ Ru(gtyd =0

{R%>+Aza>—mw
Ry, (1) + A2, Riy(1) = 0

On multiplie la premiere équation par Ry,(t), la deuxiéme par R(t) et faisons la
somme membre a membre, nous obtenons :

Ry, ()R (1) — R(t) Ry, (t) = g(t). Ry (1) (3.3.6)

D’autre part, nous avons :

Nous avons :

(R'(t)Ri(t) = R(OR (1)) = R'(1)Ri,(t) + R(RE D) — R — R(t)R"y, (1)
= R'(t)Ry(t) — R(t) Rk, ()
= Ry, (t).9(t) d’aprés (3.3.6)
alors :
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car R'(T) = R'(0) et R(T") = R(0); donc :
T
| Bu(g(t)dt =0
O

Corollaire 10. Soit une fonction R de classe C? sur [0,T]; R:[0,T] C R — R, avec
R(T) = R(0) et R'(T) = R'(0). Nous posons :

T / £)(¢), Yt

== / V(). Yt

avec (¢1)+Y est de période T
a) Le probléme suivant :

{ (ad_x)2(F(Y)) + NF(Y) = G(Y)
orY =Y

est équivalent presque partout au le probleme de Sturm-Liouville dans R suivant :

R'(t) + N2R(t) = g(t)
{R(T)R(O) 0<t<T
R/(T) = R'(0)

b) Si X # N\ = kw;Vk € Z

ao Ay By,
F(Y)= ()\2 A0> > ()\2 R ar + 2 22 bk) .

k>1
O :
ap =< g(t), coskwt >= %fg g(t)cos(kwt)dt
by =< g(t), sinkwt >= 2 [ g(t)sin(kwt)dt
et

Ay =< coskwt, ¢y, >= 2 [} (cos(kwt)) ¢y, (Y)dt
By, =< sinkwt, ¢y, >= %IOT (sin(kwt)) ¢p, (Y

c) Si A=A\ et si:
T T
/0 g(t)cos(kowt)dt :/0 g(t)sin(kowt)dt =0

Ao.ao Ak.ak Bkbk

F(Y) =
RERTE +k%0 (oﬂ(k%—k?) TR )

) + CQ.AkO —+ Cg.BkO

3.3.3 Application aux problemes de Sturm-Liouville

a) Développement du semi-groupe en série de fonctions propres

Considérons le probleme aux limites de Sturm-Liouville classique suivant :
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R(a) = R(b) a<t<b
P(a)R'(a) = P(b)R'(b)
Alors (Ry(t))x forment un systeme orthonormé de fonctions propres avec le produit
scalaire :

{ i (POR() +q(t)R(t) = Mr(H)R(t) = 0

b
<fog>= [ rOf®gt)dt

et :
(Rr(t)x = L*(a,b) > 7(Y)(2)
(YY) est donc développable en série de fonctions propres (Ry(t))x telle que :
(YY) =D CpRi(t)
k
avec :
T
Cu(Y) = [ r(m(Y)Re(t)dt
b) Résolution d’un probléme aux limites de Sturm-Liouville
Considérons le probleme aux limites de Sturm-Liouville suivant :
i (P(t)%%(YD +q)%(Y) = Ar(t)%(Y) = g:(Y)
7a(Y) = () (3:27)
Pla)y,(Y) = P(b)7(Y)
i) Si A # Ak, alors le probleme homogene (3.3.7) admet pour solution :
bp(Y
31¥) = ¥ 2 g
ko kT
avec :
T
bi(Y) = [ Rult)gu(¥)dt
En effet :

{ % (P(H)%(Y)) + a(t)3(Y) = Mr()%(Y) = g:(Y)
5 (PORL(1) + q(t) Ri(t) — Mr (1) Ry, (t) = 0

En multipliant la premiere équation par Ry(t), et la deuxieme par v(Y), et en addi-
tionnant les deux équations membre a membre, nous obtenons :

a
dt

et en intégrant entre a et b on obtient :

[P(). W (t, Ri(t), 7 (Y )] + (A = Nr(0)7e(Y) Bi(t) = g:(Y) Ri(t)

b b

[P()-W (1, Ri0), w0+ 0 = ) [ rOm(V) Rt = [ () Rult)a

a
=0

Nous aurons donc :
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et
— Z =

k

i) Si A = A\, avec [2 g, (Y) Ry, (t)dt =0
(P()7:(Y)) + q(t)7(Y)

Nous avons :
{ (P(t) Ry, () + q(t) R, (1)

Alors 1(Y) = C(Y)Ry,(t), ou C(Y) une constante arbitraire dépendant de Y. Nous

— Mo ()1 (Y) = g (Y)
— )\kor(t)RkO (t) =0

SIS

aurons donc :
)R 1) + O R (1)

Y p—
’Yt( ) k;() )\k . )\ko

iii) Vérification de la condition d’orthogonalité

i (PR (1)) + a(t) Ry (£) = Mo () Ry (1) = 0

En multipliant la premiére équation par Ry, (t), et la deuxiéme par (YY), et en
additionnant les deux équations membre a membre, nous obtenons :

Ao )T ()7 (Y) By (8) = 96(Y') By (1)

{ djt (P()(Y)) + a()7(Y) = Aror ()1 (Y) = g (Y)

d
S IP.IV (&, Ry (), 3 (V)] + Ohty —
et en intégrant entre a et b on obtient :

[PV (1, Bia0). 26V )+ Qo) [ (0

=0

V) Riy (1)t = [ () Ry (1)

Nous aurons donc :

/ " (V) R (£)dt = 0

Remarques
) Concernant le développement du semi-groupe en série de fonctions propres

Si (V) =¢,Y, alors :
400
brY = Z Cr(Y) R ()

k=—o00

ChlY) = [ r(0)6 (V) Bi(t)d

b) Concernant la résolution d’un probléme aux limites de Sturm-Liouville

Si (YY) =Y, alors :

% (p(t)%@*(Y)) + q(t)pe. (V)
¢a*(Y) = ¢b* <Y>
P(a)@h(Y) = P(b)¢pu(Y)

a*

=M (t), (V) = g:(Y)
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- Si A # A, alors :

avec :

- Si A = )yg,, avec :

Nous aurons :
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Chapitre 4

Propriétés spectrales des opérateurs
adjoints dans un espace de Fréchet de
type hyperbolique et applications

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre aux propriétés spectrales de deux types
d’opérateurs adjoints dans un espace de Fréchet de type hyperbolique, le premier est
I'opérateur de translation Xi-flot, et la deuxieme est de dilatation Xy-flot.

Lemme 22. VY € F :
a) i Y m>0 e MMt Y converge YA € C;Vt > 0 alors

(M —y) LY = Y e Almt)t, Y

m>0

b) si Y >t eMm=Dty Y converge Y\ € C;Vt > 0 alors

(ex\t]' . IYt)il-Y — _ Z eA(mfl)t,y_mt.Y

m>1

—A(m4+1)t

Démonstration. a) Supposons que Y,,>0 € YmtY converge, montrons alors que :

(eMI — (Z e Nt ’Ymt-Y) = (Z e Mmrb th) (M —y) =Y

m>0 m>0

i) Premiere étape :

(eAtI_7t (Z e~ A(m+1) ’)/mty> — Z G_Amt’ymby_ Z G_A(m—i_l)t’}/(m—&—l)t'Y

m>0 m>0 m>0
= Y ey Y =Y e My Y aveck=m 4 1
m=0 k>1
=Y

ii) Deuxieéme étape, par un méme raisonnement :

(Z e Mm ! th> (eAt] ) = Z e_Amt%nt-Y - Z 6_/\(m+1)t7(m+1)t-y

m>0 m2>0 m>0

=Y

donc
(eAtI . ’7 IY Z e~ A(m4+1)¢ f}/th

m>0

88
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A(m—1)

b) i) Supposons que > ,,>1 € by_ Y converge,nous avons alors :

_(eAt] . ﬁ)/t) (Z eA(ml)t'y—mt-Y) - _ (Z eAmt’y—th> + (Z eA(ml)th(ml)tY)

m>1 m>1 m>1
= =Y My Y+ My Y aveck=m —1
m>1 k>0

=Y

ii) Par un méme raisonnement :

<— > eA(m_”tv—th) (M —vy) =Y

m>1

donc
(6)\15[ o ,)/t)—ly — _ Z GA(m_l)t’}/,mt.Y

m>1

]

4.1 Spectre des opérateurs adyx, et ad_x, dans un espace de type
hyperbolique

4.1.1 Injectivité de A\ — adx,

Soit £ = E1 ® E5 'espace de Fréchet de type Hyperbolique pour le X; — flot, ou X;
un champ constant, alors il existe § € [0, 1[, tel que E = E} + E3.

Lemme 23. [l existe § € [0, 1], tel queVt >ty > 0; V) € C; (e”[ — qﬁt*) (respectivement

(e/\tf - QLt*) ) est doucement inversible sur B2 (respectivement sur E9 ) et sur
E=FE @ Ey=E) + E3,Vt >ty > 0.

Démonstration. - Premiére Partie : Montrons que (eMI — ¢;,) est doucement inversible
sur F; V) € C.

a) Si Re()\) < 0; montrons d’abord que la série : 3,1 ™ V(¢ 0). Y (et respecti-
vement la série 3,1 ™ V(¢ ,0).Y?) converge uniformément sur F; (respectivement
sur B9 ) VYt >t > 0.

Selon le lemme 4, nous avons VK7 compact de € ; alors 3ty > 0/Vt > ty. Nous avons :
K to.ReAN\™ 1 {31
N G

He)\(mfl)tqb_mt*yl f(l _ VWIL

et

He)\(m—l)tgbimt*}/Q fz < (eto.Re)\>m_1 ' HY2’

Comme Re\ < 0, alors les deux séries >,>1 V). et 3,51 V2 convergent,

ol Y1 He’\(m_l)t¢_mt*Y1 i(l et Y1 He’\(m_l)t(b_mt*Y2H?2 convergent uniformé-
ment sur E;VE > ty > 0, et sur Fy respectivement. Nous concluons que la sé-
rie 3 ,>1 e/\(m_l)tqﬁ_mt*Yl (et respectivement la série >,,>1 e/\(m_l)tqﬁ_mt*YQ) converge
normalement sur Ep,Vt > t; > 0 (respectivement sur Fj). D’apres le lemme 22

QQ 2
r _Vm
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{(e/\tl — qbt*)_lYl] et [(e”\tf — gzét*)_le] existent sur E; et Ey respectivement. En effet
Si Re(\) < 0,Vi = 1,2 nous avons :

[(6)\15[ . qst*)—lyi} — {@*(6)‘%4* . I)}_lyz
- _¢—t* Z (e/\t(b—t*)myi

m>0

- _ Z e)\mtgb_(m+1)t*yi

m2>0
donc :

{(e”[ — gbt*)_qu =—-> eA(k_l)tgb_kt*Yi avec k = m+1
k>1

Soit Y € E=F;® Eyalors Y' € E;/Y =Y +Y? d’o :
[(e)\tl - Qst*)_ly} - [(e)\tl - (bt*)_lyl} + [(e/\t] - ¢t*)_lyz}

existe sur £. Montrons alors que (eI — ¢y,) est doucement inversible sur E pour
Re(A) <0 et Vt >ty > 0.
)

(M —gy,) " YH

IA

> (etoRex)m*1 (Hyl
m>1

< C|Y],

D’ou (eMI — ¢y,) est doucement inversible sur E,VRe()\) < 0 et Vt >ty > 0.

b) Si Re(\) > 0; montrons d’abord que la série : 3,50 e~ (¢,,),. Y1 (et respective-
ment la série 3,50 e~ MTVN(4,.1),Y2) converge uniformément sur F; (respectivement
sur By ) Vt >ty > 0.

Nous savons que :

Y

“efz\(m+1)t¢mt*yl ?1 < (efto.Re)\)m‘H _ HY1

Selon le lemme 4, nous avons VK5 compact de € ; alors 3ty > 0/Vt > tg. Nous avons :

K> _ m+1
< (6 to.Re)\) ) H§f2
r =

Q] 1
=w,

K:
—A(m4+1)t 2 2 ”72
He ( ) ¢mt*Y ro m

951
,

Comme Re) > 0, alors les séries 3,50 W/, convergent, d’ott 3,0 He_/\(mﬂ)%mt*Yl‘

K.
et >0 He_’\(mﬂ)tgbmt*YQHTQ convergent uniformément sur FE;Vi > t, > 0,

et sur Fs respectivement. Nous concluons que la série >,,>¢ e MMty L Y1 et
> m>0 e‘A(mH)tgbmt*YQ convergent normalement sur Fy,Vt > ¢y > 0 (respectivement
sur Fy).
D’apres le lemme 22 [(e’\tl — qbt*)_lYl} et [(e’\tl - gbt*)’lYﬂ existent sur Ey et Fy res-
pectivement. En effet
Si Re(\) > 0,Vi = 1,2 nous avons :

[<6>‘t1 . gbt*)—lyz} _ {ez\t(l . e—)\tgbt*)}flyi

_ oM Z (G—At¢t*>myi

m>0

— Z efA(erl)t(ﬁmt*Yi

m>0
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On en déduit :

(M=) Y

IA

_ m—+1
Z (6 toReA> (‘
m>0

< C|Yl,

)

r

D’ou (eMI — ¢y,) est doucement inversible sur E,VRe()\) > 0 et Vt >ty > 0.

c) Si Re(A) =0

Montrons d’abord que la série : Y50 e~ ™D (g,), Y1 (et respectivement la série
Sms1 €MV (G 1),Y?) converge uniformément sur EP (respectivement sur EY )
vVt >ty > 0.

D’apres le lemme 4, 36 € [0, 1[;Vt > tp > 0

1
r+2<1—52+(t—5)2) >0

<[

et

<[v?;

([CEDF

! Vr >0
2 \1—02+ (t—0)2)

Donc :
)

r+2 V >O

1 LS
21— 62+ (mtg—6)2) — m2t3

—A(m+1)t
e G,

<[V

et respectivement

03
( L > o~ "2 e >0
r+2\1 =62+ (mtg —6)2) — m?t3
D’apres le critere d’équivalence et de comparaison, ces séries convergent, alors la série
S0 e MDA (¢ ).V (et respectivement la série Y51 e™TVM (6,4, Y2) converge
uniformément sur EY (respectivement sur E3 ) Vt >ty > 0.

v?

H e/\(mil)t(ﬁ—mt*

<.,

Comme Re(A) = 0, nous aurons :

-1
(e,\tI . th*) Y — Z 67(m+1))\t(¢mt)*yl - Z e(mfl)At(qs_mt)*YQ

m>0 m>1
Donc :
At -1 1 1 2
H(e I- ¢t*) Y r < %O 1—62+ (mto — <HY r+2 HY r+2>
< ClY s
On en déduit que (eI — ¢y,) 1Y existe, et est doucement inversible sur E;VRe(\) = 0
et Vi >ty > 0.
Conclusion :

VA € C(eMI — ¢y,) est doucement inversible sur E¢, et sur EJ et donc sur E = E; @ E».
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- 2éme partie : Montrons que (eI — ¢7) est doucement inversible sur E; VA € C.

On pose :

B=(M=¢.0) Y =(M=¢0) Y4+ (M —-0.) Y

Par un méme raisonnement, nous aurons :
a) Pour Re(\) < 0 et Vt >ty

B = — Z e(m—l)At(¢mt)*Yl . Z e(m—l))\t<¢mt>*y2

m>1 m>1
or
[(@me) Y[ < VY < 4y
et " K
|(6me) Y2 7 < V2] 7 < My
d’ou

Z He(mfl)/\t((bmt)*
m>1

et respectivement :

Z He(mfl)/\t((bmt)*
m>1

92

Converge pour tout Re()\) < 0 sur E; (respectivement sur Ey), d’ou (eMI — ¢_;,) est

doucement inversible sur E;VRe(\) < 0.
b) Pour Re(\) > 0 et Vt > 1

B = Z e*(erl)/\t((b mt Y + Z m+1))\t(¢_mt)*y2

m=0 m>0
or
|G Y < VY < 0y
et
H(Qb—mt)* e < ‘ o < M
d’ou

Z H (m+1) )\t

et respectivement :

Z H (m+1) /\t t)*

Converge pour tout Re(\) > 0 sur E; (respectivement sur Ey), d’ou (eMI — ¢_;,) est

doucement inversible sur E;VRe(\) > 0.

c¢) Pour Re(\) =0; 36 € [0,1[;Vt > to > 0 nous avons

ol (9K 1
[ < V)2, <1 e 5>2> Vi > 0
et
0 o} 1
|(6-0)- <[v?%, (1 e 5)2> Vr >0
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Nous posons :

B—=— Z e(m—l))\t(¢mt>*yl + Z 6_(m+1)>\t(¢fmt)*y2

m>1 m>0

Qé

Y

A(m—1)t 1t 1| 1 ~ H r+2
e o Y <Y (1 o7 ) = Vr >0

et respectivement
@3

95
2 "2 e > ()

1 Y
2 \T= 021 (mty—0)2) ~ m2t3

Q
—A(m+1)t 2(]7*2
He (m+1) ¢fmt*Y r

< |

Q Q
Donc la série He/\(m_l)tqut*Ylurl (respectivement He_’\(m“)tqﬁ,mt*YQHTQ ) converge
sur Y (respectivement sur E3) pour tout Re\ = 0.

On en déduit que (eMI — ¢_;,) 'Y existe, et est doucement inversible sur E;
VRe(A) =0 et Vt >ty > 0.
Conclusion :
(eMI — ¢_4,) est doucement inversible sur E pour tout A € C.
]

Théoréeme 17. VA € C, lopérateur (A — ady,) ( respectivement (A — ad_x,)) est
injectif sur E, d’aprés le corollaire 5.

4.1.2 Surjectivité des opérateurs (A —ad_yx,) et (A — ady,)

Soit £ = E; @ Es 'espace de Fréchet de type Hyperbolique pour le X1 — flot, alors
il existe 0 € [0,1], tel que E = EY + B avec :
- (¢), un difféomorphisme opérant doucement sur £¢
- (¢_¢)s un difféomorphisme opérant doucement sur 3.

Théoréme 18. Pour tout A € C, et pour tout § € [0,1[, 'opérateur (A — ad_x,)
(respectivement (M — adyx,) ) est surjectif sur B¢ ( respectivement sur E3) et dans E.

Démonstration. Soit Y € E = E; @ Ey alors 3'Y? € E;/Y = Y! +Y?2 Cherchons W un
champs de vecteurs tel que W =W, + Wy € E = E1 & E> tel que :

(M —ad_x,)W =Y
D’abord montrons W, € E; tel que :

(M —ad_x,)W; =Y" i=1,2.

Nous posons :
Jo e My Yidt st ReA > 0
W, =

— oMo L Yidt si Rel < 0

-Premier pas : Montrons que ces intégrales impropres convergent.
a) Si ReA >0

Nous posons :

Wit) = [ MG Y @) =12
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Nous avons :
v N v
figge ™ GuY") =Y

Donc l'intégrale est bien définie au point £ = 0; c’est une intégrale de premiere espece.
i) Nous avons d’apres I'inégalité (2.1.1) :

Ql _ Ql

e (603

vVt >t

et puisque :

Q
Lt

T

/*"O o~ (ReM)t Hyl‘

to
est convergente, alors, l'intégrale

oo W [T vy
/0 e (Y )dt—/o e Y (x —tu)dt

converge, d’'ou W, €

ii) Nous avons également :

K2 _ K2

GRS

vVt >ty

et puisque :

/+°° o~ (ReN)t HYQ‘

K
*dt
to r

est convergente, alors, I'intégrale
Ot 2
W(z) = /0 e (¢ Y?)(2)dt € E,

est également convergente.

On en déduit de i) et ii) W =W+ Wy € E

b) Si ReA <0

Nous posons :
+0oo .
Wi(z) = — /O Mo YN (2)de  i=1,2.

Nous avons :
M i _ i
éz_%w (p_Y") =Y
Donc l'intégrale est bien définie au point £ = 0; c’est une intégrale de premiere espece.
i) Nous avons :
K < (Rt HYl

K
T T

“eAt(Cb—t*Yl)

vVt >ty

et puisque :
/t+°° (RNt Hyl‘

0

K
" dt
.

est convergente, alors, 'intégrale
+00 +o00
/0 M(p_p Y )dt = /0 MY (x4 tv)dt

converge, d’'ou Wy € By
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ii) Nous avons également :

()" vt >ty

On en déduit, selon le raisonnement précédent Wy € FE, alors de i) et ii)
W=W1+Wy e E=FE; D Ey

¢) Si Red =0

comme 36 € [0, 1] tel que :

| 3 1
[y < v 12 (1_52+(t_5)2) Vr >0
et
2 3 1
H((b—t)* @ < HYQ ?+2 (1 e 5>2> Vr >0
Alors . .
W= /O e Mo, Vit — /0 Mo, Y2t
Wi Wa
_ 0 Q) 1
He Al < HYl o (1 T (t—5)2> Vr >0
et
1
‘e —tx —HY2 ’“+2<1—52+(t—5)2> Vr >0

Donc W; € E?, (i = 1,2); On en déduit W € E = Ei; + E3

-Deuxieme pas : Montrons que (A — adzx,)W; = Y" admet une solution sur E; pour
1=1,2
a) Si ReA >0

i) Nous posons :
+0o0
W, = /O e (). Y 1dt

Montrons que Wj est une solution de 1’équation suivante :

(M —ad_x,)W; =Y!

ad_x. (W) = Tim -2 (6,). / e M (). Y dt

s—0 ds
~ lim O+ L (g0) Yt
_/+OO )YdT avecT = 8§+t

z[e*WT)*Y]O - [0 YlddT(‘”)dT
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Comme :

lim || e M (py). Y |S1< 11&1 e~ e || y! ||??: 0 avec Re(A) =0

T—+00
alors :

lim e_)‘T(qﬁT)*Yl =0

T—r+00
d’ou :
ad,XI(Wl) Sas + AW,

D’ou nous aurons :

(A —ad_x, )Wy =Y!
Nous concluons que W; est une solution de I’équation :
(M —ad_x, )W, = Y!

ii) Nous posons :
+00
Wy = /0 e () Y 2dt

96

Par un méme raisonnement que dans i) nous montrons que Wj est une solution de

I’équation suivante :

(M —ad_x, )Wy = Y?

b) Si ReA <0
i) Nous posons :

+00
Wy = — /0 M (p_y). Y dt
Montrons que W; est une solution de 1’équation suivante :

(M —ad_x )W, =Y!

ad v (W)) = —lim L (60). /+ Mo )Y de

s—0 ds
+00
— _T1; el 1
= —lim | e ds (qﬁs_t)*Y dt
Apres deux changements de variable, en posant 7 =s —tet { = —7

ad_x,(Wh) :/0 e dg(gb 5) v dg§

[ (), eroo_)\/ (é-e). Yl( Af)dg

Comme :
lim | M (p_e) Y I flign MeVE |yt |[Fi=
—+00

E—+

alors :

E—+o0

lim (¢ ¢),Y'=0

{—+o0
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d’ou :
ad_x,(Wy) = =Y + AW,
D’ou nous aurons :
(A —ad_x, )Wy =Y!
Nous concluons que W; est une solution de I’équation :
(AN —ad_x, )W, =Y
ii) Nous posons :
O Nt 2
Wy = —/O M (p_y). Y 2dt
Par un méme raisonnement que dans i) nous concluons que W5 est une solution de
I’équation suivante :
(AN —ad_x, )Wy = Y?

Conclusion :
VA € C; l'opérateur A I — ad_x, est surjectif sur EY et ES.

- 3eme pas : Montrons que (A I — ad_x,) est surjectif sur E, VA € C.
i) Soit Y € E, et cherchons un champs de vecteur W € E tel que :

A —ad_x,)W =Y

Comme les W; existent et sont bien des solutions des équations :

(AN —ad_x, )W, =Y
et
(M —ad_x, )Wy = Y?
Alors (A — ad_x,) est inversible sur Ef et (A —ad_x,) est inversible surE3, d’oi :
Y = ()\] — ad_XO)W = ()\I — ad_XO)Wl + ()\[ — ad_Xo)Wg
existe, et :
W=O\I—ad_x,)" 'Y =W, +Wy € E;VAeC

(A — ad_x,) est alors surjectif sur F;V\ € C.
b) Par un méme raisonnement, nous pouvons vérifier également que (A — adx,) est
surjectif sur E?, sur ES; et sur E, VA € C. o

4.1.3 Résolvantes et spectres de ad_x, et de ady,

Le corollaire suivant est le résultat de la démonstration précédente.
Corollaire 11. V) € C, nous avons les résolvantes suivantes :
Jor® e Mo Ydt si Rel > 0
a) RO\ ad_x,)Y = (A —ad_x,)7'Y =3 — [ eMo_ ., Ydt st ReA < 0
Jor e Mo Yidt — [7° eMp_, Y2dt  si Red =0
f0+oo e Mp_ Ydt st Rel > 0
b) R\ ady,).Y = (M —ady,)”'Y =3 — [F° eMe, Yt st RehA < 0
— o Mo Yt + [ e Mg 1, Y2dt  si Rel =0

c)o(ad_x,) = o(ady,) = @
et plad_x,) = plady,) = C
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4.2 Spectre des opérateurs ady, et ad_x, dans un espace de Fréchet
de type hyperbolique

4.2.1 Injectivité de \I —ad.x,

Lemme 24. VA € C, Vt >ty > 0, (eM] — ¢y.) et (M — ¢F) sont doucement inversibles
sur l’algebre admissible U.

Démonstration. - Premier Pas : Montrons que (eI — ¢;,) est inversible sur U.

a) Montrons que la série :
Z e_(m+1))\t(¢mt)>k_yl
m>0

converge sur U,V € C

[ i ll F s I o s

D’apres lestimation (2.2.3), nous avons :
/ ar /
Vpy >0 3Imy = [r] +p1 >0
ar

et Vt >ty nous avons :

et ()Y I

IA

e mtoplaR —ReA(m—&—l to H Yl || "
rTmai

< {efto(plaRJrRe/\)} fRe)\to H Yl ||r+m1

Comme pj est arbitraire alors :
A e C 3p), > 0/Re) + p)ar >0
alors :

(e)\t]_ ((b{) lyl Z e~ (m+1) At(¢m)

m>0

d’ou (eMI — (¢;).) est inversible sur Uy, VA € C.
b) Montrons que la série :
Z e(m—l)At(¢7mt>jy2

m>1

converge sur Uy, VA € C

| N ()Y [ RN ()Y

D’apres 'estimation (2.2.4), nous avons :
v / o bR /
Py >0 dmg = T +py >0
L
et Vt > tp nous avons :

|| e(m—l))\t<¢—l—mt)*y2 qub < e mtopsz Re)\(m 1)to ” Y2 H

r+mso
{e—to( sz—Rez\)] —Re)\to || Y2 ||

IA

r+mso
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Comme ph, est arbitraire alors :
EI)\G(C Elpé,)\>0/_R€)\+pl27)\bL>0
alors :

> [l et )Y |l

m>1

converge VA € C

(M= (¢7)) 'Y = = 30 eI (o) Y
m>1
d’ott (eMI — (¢;).) est inversible sur Uy, VA € C.
c¢) Montrons que (eI — ¢;,) est doucement inversible sur U = U; @ Us.

Soit Y € U = U, ® U, alors 3Y? € E; telle que : Y = Y! +Y?; nous aurons alors :

(e)\t[ . (bt*)_lY _ (e)\tl . (b;)_lyl 4+ (ekt[ . ¢Z)_1Y2

H(6>\t1 . ¢t*>_1YHT < H(6>\t1 o ¢;>_1Y1‘ fl + H(e)\tl o ¢z)—1y2 ?2
<o, <)
r+mi r+m2
< CillYlvim avec m = supp(mq,ms)
donc :
VA e C,dp) = supp (—M, RG)\>
aR bL

(eMI —¢y.) est inversible sur U ; d’ott (eI — ¢y, ) est doucement inversible sur U, ¥\ € C.

- Deuxiéme pas, par un méme raisonnement :

Rel —Re\
VA € C,3p)\ = supp (e, ¢ )
ap = bg

(eMI — ¢_4,) est doucement inversible sur U, ¥\ € C.

(b)Y = (M= b)Y 4 (N 6,) Y
- _ Z e(mfl))\t(qsmt)gyl + Z 67(m+1))\t(¢_mt)jy2

m>1 m>0

At -1 / 1| 2|$2
H(e I B ¢_t*) Y r S C (HY r+mq HY 7’+m2)
< CUIY i avec m = supp(mq,ms)

d’ou (eMI — ¢_4,) est doucement inversible sur U,V € C.
Nous concluons que A\l — adx, est injectif d’apres le corollaire 5.
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4.2.2 Surjectivité de (A — ad+x,)

Théoréme 19. Soit Xy € U = Uy & Uy une algébre admissible de type hyperbolique :
Xo(z,y) = (X(j (z), Xo (y)) tel que : Xy (x) = A x;Vx € RF (respectivement
X& (y) = Aty Yy €R! ); avec k+1 =m alors :

a) Pour tout A € C, Uopérateur (A — ad, x-) (respectivement (A — adyx+) ) est

surjectif sur Uy ( respectivement sur Us).
b) Lopérateur (A — ady x,) est surjectif dans l’algébre admissible U de Lie-Fréchet.

Démonstration. a) Premiere étape
Soit Y € U ; cherchons un champ de vecteurs V' € U solution de 1’équation :
Y = (M —adx,)V
On pose :
+o00
Vi=— Moy )Y dt
1 /0 e (¢, )
et N
—  at + Yth
Vo= [1 e 0%,

Comme Y € U = U, @ U, alors 3Y" € U, telle que : Y =Y + Y2
Montrons la convergence des intégrales impropres. D’apres I'estimation (2.2.3), nous
avons :

|| €>\t<(bt_)*yl ||§?1§ eReAte—p’laRt || yl ||Q1 < 6—(p’1aR—Re>\)t || vyl HQl

r+mq r+mq
ReA
YAeC 3pi, >0/pi\ar— ReX >0 i e p)y > o
Donc l'intégrale :
/O-i-oo e_(pll’/\aR_Re)\)t || y! ||?—|1—m1 dt
converge, d’ou
_ O N -y
Vi=— e (p; )Y "dt
existe.
D’apres 'estimation (2.2.4), nous avons :
| M2 )Y [ e bt | 2
—Re)
YA€ C 3ph, >0/py\br+Red >0 ie phy > b

Donc l'intégrale :
+o0 :
—(py \br+Re)t 2 1192
| | Y2 12, dt
converge.

d’ou l'intégrale :

+00
Va = /O e M (pt,).Y2dt
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est convergente.

VA eC Eip,\>Sup<_Re)\ ReA) >0

bL ’ aRr
Vi et V5 existent, nous posons V = Vj + V%

- Deuxieme étape : Montrons que V; et W;, sont bien des solutions des équations
suivantes :

Yi=(\ - aan)Vl; vaeC

V2= (M —adyi)Va;  VAeC
(respectivement

Yi=(\ —ad_y )Wy;  vAeC

V2= (M —ad_y)Wo;  VA€C )
i) Montrons que :
I R VO
Vi=— [ eMer).ydt

est bien une solution de I’équation suivante :

(M —ady Vi =YY", tel que Y' € U

od ey,
ady; (Vi) = —lm—(07). [ (or).Y'dt

= —lim o e)‘tci(gbt_s)*Yldt

s—0.J0

= /O+OO e’\TjT@T)*YIdT avecTt =t — s

_ +oo T, _ -
= [ )Y, A [ ()Y e
d’apres l'estimation (2.2.3); on déduit :

ar
r.—
ar

Vo >0 TJmy = + 01 >0

et C1 > 0 telle que :
| (¢7). Y1 1< Cretrian | Y1 |

r4+mi

Comme p} est arbitraire alors :

YA€ C 3Fpy, >0/ — Red+ pjyar >0

alors :
im [ (g7), Y < Tgrfooe*—R@HPiwmfcl YL, surQ YaeC

Il en résulte que :
lim e (¢7). Y =0

T—r+00
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d’ott nous aurons ady- (V1) = —Y1 4+ AV, Cest A dire :

(A —ady )1 =Y"
Nous concluons que V; est une solution de ’équation :
(M —ady- )V =Y!

ii) Soit Y2 € Uy, et :
+00
Vy = /0 e (), Y 2dt

Montrons que V5 est bien une solution de I’équation suivante :

(M —adys)Va=Y? VreC

d

+o0
adyy (V) = lim (%), [ e (g%).¥ %t

T too yd oy 2
= lim " e gg<¢t43+@)*5/ dt

+00 d
= /0 G_AT%(¢tT)*Y2dT avecT =S +1
o0 +oo
= [ @)Y A [ (07,). Y e dr
d’apres l'estimation (2.2.4); on déduit :

b
7’.bR] +p/2 > ()

Vpi >0 ElmQ:[
L

et Cy > 0 telle que :

| (@F,) Y2 | P2< Coe e || y2 ||

r+mso

Comme ph, est arbitraire alors :

VAeC E'[)IQ’)\ >0/R€)\+pl2’)\b]4 >0

alors :
im ] e (¢r, )Y |k lim e (RMRITCL | V2% sur

Il en résulte que :
lim e (¢" ), Y2 =0

T—r+00

d’ou nous aurons ady+(V2) = —Y? + A\Va. Clest a dire :

(M —adys ) Vo = Y?
Nous concluons que V5 est une solution de I’équation :
(M —adys)Vo =Y?

iii) Montrons que :

+o00
W, = /O e M(p). Y dt

VAeC

102
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est bien une solution de I’équation suivante :

(M —ad_x- )W = Y o tel que Y e Uy

ad (W) = lim (7). [ e N oLy

s—0 ds
o [T e d 1
= }glg(l) 0 %((bs—&-t)*y dt
_ oo —)\Ti — 1 .
= /0 e dT(QST)*Y dr  avect =5+t

d’ou nous aurons ad_ Xg(Wl) = —Y1 4+ AW;. C’est a dire que W est bien solution de
I’équation
_ vl
(A —ad_x )W =Y
iv) Montrons que :
OO Nyt 2
Wy = —/0 M(ot,).Y 2t
est bien une solution de I’équation suivante :

(M —ad_x1+ )W = Y2 tel que Y? € Uy

. d +o00
ad_;(Wo) = —lm——(6]). [ eM(g).¥ %t
- . +o00 A d . )
N _E—IE(I) 0 € %( S—t)*y dt

Apres un changement de variable en posant £ =t — s, nous aurons :

T e d oy 2
ad_y+(Wa) = /0 e d§<¢_£>*y de
d’ou nous aurons ad_ XO+(W2) = —Y?2 4+ A\W,. Clest a dire que W est bien solution de

I’équation
(M —ad_y )Wy =Y?

b) Montrons que ()\I — adXO) est surjectif sur U. Soit Y € U, cherchons un champ

de vecteurs V € U tel que Y = ()\ I — adXO)V. Comme les V; existent et sont bien des
solutions des équations :

(M —ady )1 =Y!
et
(M —adys ) Vo = Y?
alors ()\ I—ad X(;) est inversible sur Uy, et respectivement ()\ I—ad XJ) est inversible
sur Uy, d'ou Y = (A —adx,)V = (A — ady )V + (M — ady+ ) V3 existe et
V= —ady) Y =Vi+Va

Le méme raisonnement reste valable pour démontrer la surjectivité de ()\ I —ad_ Xo) sur
U. ]
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4.2.3 Résolvante et spectre de ady,

VA € C, la résolvante existe telle que :
a)
R\ adx,)Y = (M —ady,)” 'Y

Y SR V| R VI
_ /O e¢t*Ydt+/O e Mo Yt

RO\ ad_x,)Y = (M —ad_x,)"'Y
Y e W L LAl VI
_ /0 e M TYdt /0 Mo Y2t

C) O(Gd—Xo) = U(adXo) =D et p<ad—Xo) = p(adxo) =C
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4.3 Spectre des opérateurs ady, et ad_y, dans un espace de Fréchet

de type hyperbolique

4.3.1 Injectivité de A\ [ — ad.y,

Lemme 25. V) € C, (M —)y.) et (eMI —}) sont doucement inversibles sur lalgébre

admissible U.
Démonstration. - Premier Pas : Montrons que (eI — 1);,) est inversible sur U.
a) Montrons que la série :

Z e—(m-i—l))\t(wmt):}/l

m>0

converge sur U, VA € C

H e (m+1) )\t(wm) Yl ||Ql< e—ReA(m—l—l H (wm) Yl ||Q1

D’apres 'estimation (2.3.4), nous avons :

a
ro—= +p01 >0

ap

Vp’l >0 dmy =

et Vt > tp nous avons :

H e m+1)/\t(¢ ) Yl ||Q1 e

IA

fmtoplaR fRe)\(erl to H Yl ” "
r m1

< [e—to(plaR—i—Re)\)} —Re)\to || Yl H

r+mi

Comme p} est arbitraire alors :

EI)\GC Elp/L/\ >0/R6>\—|—,0/1’)\CLR>0

alors :
(eAt] - (wt_)* 1yl Z e~ (m+1) At(¢m )
m>0
d’ott (eMI — (37 ),) est inversible sur U, VA € C.
b) Montrons que la série :

Z e(mil))\t (¢—mt)jy2

m>1
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converge sur Us, VA € C

[ e e (i

D’apres I'estimation (2.3.5), nous avons :
b
Vph >0 dmg = lr.bR] + py >0
L

et Vt > tp nous avons :

R e L Y R el
< {e—to(plgbL—Re)\)]m.e—Re)\to || YQ ||7S?_72_m2

Comme p), est arbitraire alors :
IAeC 3ph, >0/ —Reh+ phbp >0
alors :

> eI )Y

m>1

converge VA € C

(e)\tl o (¢;—)*)—1y2 - Z e(m—l)At(w_mt>ry2
m>1
d’ott (eMI — (3;"),) est inversible sur Us, VA € C.
¢) Montrons que (eI — 1)) est doucement inversible sur U.

Soit Y € U = U; @ Us alors 3Y? € U; telle que : Y = Y + Y2 nous aurons alors :

(e)\t[ . 77Dt*)—ly' — (eAt] . ¢;)_1Y1 + (e/\t] . 77Z);;)_1Y2

H(e)\tl . wt*)—lyur < H(e)\tl . w;)—lyl’ ?1 + H(e)\tI _ w?;)—lyZ ?2
< o+ 1)
r4+m1 r+mso
< CiYlyim avec m = supp(my, ms)
donc : \ \
VA e C,dp) = supp (—Re, Re)
ar bL

(eI —1)y.) est inversible sur U ; d’ott (eI —1);,) est doucement inversible sur U, ¥\ € C.

- Deuxieéme pas, par un méme raisonnement :

Re\ —Re\
VA € C,3p\ = supp (e, ¢ )
agp  br

(eMI —p_4,) est doucement inversible sur U, VA € C.
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<€>‘t[ . w—t*)_ly _ ( )\t] . ¢— )—lyl +( )\t] _ ¢+ )_1Y2
- _ Z wmt) Y + Z e erl)/\t(w_mt)jyﬂ

m>1 m>0

Q5
r+meso

avec m = supp(mq, ms)

[ —vo )], < o (I
< LYl

[v?

r+mi

r+m

d’ott (eMI —1)_4,) est doucement inversible sur U, Y\ € C.
Nous concluons que A\l — adyy, est injectif YA € C; d’apres le corollaire 5.

4.3.2 Surjectivité de (A — adiy;)

Théoréme 20. Soit Yo € U = U; & Us une algebre admissible de type hy-
perbolique; alors 3¢ > 0/U = U + U;, Yo (x,y) = (YO_ (z),Y," (y)) tel que :
Yy () = A~z + Zy (z); Vo € RF (respectivement Yy (y) = ATy + Zf (y);Vy € R! );
avec k+ 1 =m alors :

a) Pour tout A € C, Uopérateur (A — adyy-) (respectivement (A — adyy+) ) est

surjectif sur U ( respectivement sur US ).
b) L'opérateur (M — adyy,) est surjectif dans l'algébre admissible U de Lie-Fréchet.

Démonstration. a) Premiere étape
Soit Y € U ; cherchons un champ de vecteurs V' € U solution de 1’équation :

Y = (M — ady,)V
On pose :

—+00
Vi=— [ M)yt
et N
I R 2
Vo= [ e M)

Comme Y € U = U, @ U, alors 3Y? € U, telle que : Y =Y + Y2
Montrons la convergence des intégrales impropres. D’apres I'estimation (2.3.4), nous
avons :

| M) Y < e ereent |yt

r+mai

(plaR Red)t || Yl I|r—|—m1

IA A

ReA
VAeC 3p|, >0/p) \ar — ReX >0 zep“>—6
) ) CI/R

Donc l'intégrale :
+00
/O (p1 AGET ReA)t || Yl ||r+m1 dt
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converge, d’oll
O Ny vl
Vi=— [ M)y
existe.

D’apres l'estimation (2.3.5), nous avons :

| e T2 e e Nt | v |

r+mso

—Re\

V)\E(C Elplz’)\ >O/p/27)\bL+R€)\>O 1. € p/2,)\ > T
L
Donc l'intégrale :

r+msa

/(:OO e—(p’zy,\bL+Re>\)t H Y2 HQ; dt

converge.
d’ou l'intégrale :

+o0
Vs = /O e M (). Y 2dt

est convergente.

—Re) A
vaeC EIpA>Sup< e R€>>O

bL ’ ar
Vi et V5 existent, nous posons V = Vj + V%
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- Deuxieéme étape : Montrons que V; et W;, sont bien des solutions des équations

suivantes :
Y= (M —ady-)V;;  V¥AeC
Y= (M - adY;)VQ; vieC
(respectivement
Yi=(\ —ad_y-)Wy;  VYAeC
V2= (M —ad_y)Wy;  YAeC )

i) Montrons que :
O Ny vl
Vi=— [ M)yt
est bien une solution de I’équation suivante :

(M —ady- )V =Y

d

+o0
ady-(Vi) = ~lim 2 (Wo) [ M)y e

~ _lim Om e/\t;i(ibt_ ) Yt

s—0

— /OJFOO e’\TjT@)T_)*YldT avecT =1 — s

= [€A7(¢¥)*Y1Ew - )\/O+OO(¢T_)*Y16”dT



CHAPITRE 4. PROPRIETES SPECTRALES DES OPERATEURS ADJOINTS & APPLICATIONS 108
d’apres l'estimation (2.3.4) ; on déduit :
ar
Vpy >0 3Imy = lr] +p) >0
ap
et C7 > 0 telle que :
| ()Y Crenom | Y [,

Comme p} est arbitraire alors :

V)\E(C Elp/17)\>0/_R€>\+,0/1’)\aR>0

alors :
112 (—ReM+p) yag)T 1
TEIJP | (), Y| < 1_1)1_{1006 LNRITCY Y ||r+m1 sury VieC

Il en résulte que :

lim eM(y-), Y =0

T—+00
d’ou nous aurons ady (V1) = Y1+ AV, Cest A dire :
1
(A —ady- )Vi=Y
Nous concluons que Vi est une solution de I’équation :
_ 11
(AN — adYO—)Vl =Y
ii) Soit Y2 € U3, et :
+0o0
Vo = /0 e M (). Y 2dt
Montrons que V5 est bien une solution de 1’équation suivante :

(M —ady+)Va=Y? WvAeC

d oo
adyr (Vo) = lim (%), [ e (wh). Yt
T B 2
= lim [ (¢ (sep)) Y 2dt

— oo —ATi + 2 —
= /0 e (w_T)*Y dr avecT =s+1
00 +oo
= et )Y T A [ )y e
d’apres 'estimation (2.3.5) ; on déduit :
b
Vo >0 dmg = lr.R] +p5 >0
b
et Cy > 0 telle que :

| @E )Y 2 < Coe™ 20 || Y2 |12

r+mso

Comme p), est arbitraire alors :

VA€ C 3phy > 0/ReA+ phbr >0
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alors :
: —AT (1, + 2 11922 (ReA+py 2br)T 2
Jim 1) RSl BTG, | YR, sur 2 VAEC

Il en résulte que :
lim e ('), Y2=0

T—+00

d’ou nous aurons ady+(V2) = —Y?2 4+ A\Va. Clest a dire :

(A = ady+ ) Vo = Y?
Nous concluons que V5 est une solution de ’équation :
(A — adyo+)VQ =Y?
iii) Montrons que :
wi= [ T N )Y N
1 0 t )%

est bien une solution de I’équation suivante :

(M —ad Ly Wi =Y tel que Y € U,

B P e VO
ad_y; (W) = lim (). [ e ()Y e
o o v d 1
- ngli% 0 € ds <ws+t) Y di
= /+ooe_’\7d(¢)YdT avec T =5 +1
0 dr
d’ou nous aurons adfyo— (Wh) = —Y1 4+ AW;. C'est a dire que W, est bien solution de

I’équation

(M —ad_y- )Wy =Y
iv) Montrons que :

+o00
Wy = — /O M (pt), Y24t

est bien une solution de I’équation suivante :

M —ad_ )Wy =Y?
Yy

oy W) = =l (). [ M)y

T eV 2
= £1_I>I(1)0 e ds< S_t)*Y dt

Apres un changement de variable en posant £ =t — s, nous aurons :
d
Wo) = )xf + 2
adiyo‘ﬁ'( 2) _/0 df (w ) Y g

d’ou nous aurons ad_YO+(W2) = —Y?2 4+ A\W,. C’est & dire que W est bien solution de
I’équation
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N —ad_y+ )Wy =Y?
0

b) Montrons que ()\I — adyo) est surjectif sur U. Soit Y € U, cherchons un champ

de vecteurs V € U tel que Y = ()\I — ady0>V. Comme les V; existent et sont bien des
solutions des équations :

(M —ady- )V =Y
et
(M —ady+)Va =Y
alors ()\ I— adyof) est inversible sur U7, et respectivement ()\ I— adyo+) est inversible
sur U5 d’ou, Y = ()\I — adyo)V = ()\I — adyo—)Vl + ()\I — adYO+)V2 existe et
V=(\—ady) Y =Vi+V

Le méme raisonnement reste valable pour démontrer la surjectivité de ()\ I — ad_yo) sur
U.

4.3.3 Résolvante et spectre de ady,

VA € C, la résolvante existe telle que :
a)
R\ ady,)Y = (M —ady,)” 'Y

400 +00
_ M —v1 Mt 432
= — [ Myt [ e Mgy e

R\ ad_y,)Y = (A —ad_y,)"'Y
_ oo =t —yv1 . oo At 4+ 2
= [ eyl — [T My

¢) o(ad_y;) = o(ady,) =@ et plad_y;) = plady,) = C

4.4 Application a une sous-algebre de codimension finie de 1’espace
de Fréchet de type hyperbolique

Les idéaux de codimension finie dans les algebres de Lie de champs de vecteurs ont
requ beaucoup d’attention au cours de ces dernieres années. Certains auteurs comme
L. E. Pursel et M.E. Shanks [19], en étudiant 'inversibilité du crochet de Lie [X,Y] =
adx (Y') qui est un générateur infinitésimal d’un groupe a un parametre ¢, y; = (exp t.X)*,
dans les algebres de Lie contenant un germe de champs de vecteurs X ne s’annulant pas
a 'origine O, ont traité les idéaux de codimension finie de ces algebres. Ce résultat a été
prolongé dans les algebres de Lie de Banach de champs de vecteurs infiniment plats en
0 contenant des germes qui s’annulent a l'origine de la forme Xy = 37" (a;.2¢; + Zo(x)
ou «; sont de signes constants (cf [3], [4] et [15]).

Parmi les motivations et les applications éventuelles de ces résultats :

- Les propriétés de l'injectivité de la fonction exponentielle d'un champ de vecteurs ont
donné lieu a l'existence des séries de Fourier (cf [23]).

- Boris Kolev dans [14] a étudié le cas particulier d’une structure Lie-Poisson canonique.
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- M. BENALILI dans [2] a étudié les propriétés spectrales des opérateurs adjoints induits
par des perturbations appropriées de certains champs de vecteurs linéaires hyperboliques
de la forme Yy = X + X, + Zy avec Zy k-plat dans la boule unité.
Nous présentons une extension sur la base de ces travaux ou nous étudierons les idéaux
de codimension finie dans les algebres de Lie-Fréchet a structure hyperbolique contenant
des champs de vecteurs de la forme Yy = X + X + Zo, tel que Xg (x,y) = A (x,y) =
(A= (x), A" (y)), avec A~ (respectivement A1) une matrice symétrique ayant des valeurs
propres A < 0 (respectivement A > 0) et Z; des germes infiniment plats a 'origine, i.e
Zy € XSO .

Nous montrerons que ’algebre admissible U s’étend sur tout 'espace E, et ce en
utilisant le lemme fondamental suivant :

Lemme 26. Lemme fondamental : ([15]) Soit V' un sous-espace de codimension finie
de R— espace vectoriel E et un endomorphisme ¢ sur E tel que :

1.p(V)ycV;
2. Y+ b.1 est surjectif sur V' pour tout b € R ;

3. Pour tout nombres b,c € R tels que b*> — 4c < 0, loperateur ¥* + byp + c.I est
surjectif sur V.

alors V = F.

Pour cela vérifions les hypotheses de ce lemme.

4.4.1 Surjectivité de 'opérateur ady, + bI

Dans cette section, nous étudions la surjectivité de certains opérateurs linéaires. No-
tons par :
@ = (ad_%f,ady(;r) ou ad_y- = 1 et ady+ = ¢y deux endomorphismes adjoints et [
I’application identité.

Lemme 27. : Pour tout b € R, l'opérateur ¢ + b.Igx ( respectivement ps + b.Igi) est
surjectif sur U (respectivement sur Us ).

Démonstration. Soit : Y € U;(i = 1,2) tel que :
1_ & 0
Y = Zlfz (.CU) oz, € U1
1=
l
2 . 0
Yo = ]Z::1g] (y) By; € U

En posant :
Wi = o™ R(#) (¢, ).Ydt €U§
Wy = [ R(t)(vT,),Y2dt €U
- lere étape : Montrons que W; est une solution de 1’équation :

(i +0.D(W)=Y" (i=1,2),YbeR
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ad_y— (1) = lim (9, ( [ R<t><w;>*Yldt)

s—0 ds

o [teo d . _
= lim | R(t)%(zp(m))*yldt

+o0 d 1 R

= / R(1)— (¢, )Y dr, out=t+s

0 dr

+oo d
= R, Y5 [ ()Y T R(r)dr
ad_y—(W1) + bW = R(7) (7)Y '+ / R(7)(w;). Y dr
on pose :

R'(t) = bR(T) =0
alors  R(T) = —e’7

R(0) = —
d’apres l'estimation (2.3.4) ; on déduit :
Vpy >0 3my = lr.aﬂ +p) >0
aRr

et C7 > 0 telle que :
|| (¢t ) Yl ||Ql< Cl ~trhan || Yl ||7'+m1
d’ou

lm || R(T)(42) Y |2 < ¢ lim e Pen Hyl

T—+00 T—+00 r+my
< ' lim e TlFbtoiar] HY o
T—+00 r+my
P étant arbitraire, alors :
Vb < R, Elpll’b > O/ —b + plLb.CLR > O,
alors :
1y
i | RE)@;).Y =0
d’ou finalement :
o — 1 +oo 1
ad_y— (W) + bWy = R(7) (7)Y Y
De méme :
- oo + 2
ady;: (W) = lim sw D- ([ ROyt
“+oo d
_ 1 + 2
=lim | R(t)- ((0F,-).) Yt
+o0 d
= / R(T)—(v*).Y?3dr, outT=s+t
0 dr

= ROWE). V5 [ (65).7?) L R@yir
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En ajoutant b5 dans les deux membres, nous aurons :

ady (W) + DWW = R(WE )Y+ [ (=R () + DR, ). Y 2dr

on pose :
—R'(1)+bR(1) =0
alors R(T) = —e'7
R(0) = -1
Nous avons :
. + 2 12 "noqs br _—Tphbr 2 03
dim | Ry P < tim et [y 2
< C" lim e Tlmbtrebe], HY2 K
- T—+00 r+ma

py étant arbitraire, alors :
Vb € R, Elp/Q,b > O/ —b -+ plzjb.bL > O,
d’ou :

lim || R(r)(*). Y [,=0

T—+00

Par conséquent :
ady+(Wa) + bWy = R(7) ((v7,).) Y2[7>=Y?

- 2eme étape : Montrons que W; est de classe C'™° sur tout compact.
Soit K1 un compact de 21, et comme :

+o0 . 1
Wi= [ RO Y
0
alors d’apres l'estimation (2.3.4), nous aurons :
| Rl (eaptyy )oY [ < ClenCrran |yt

P étant arbitraire, alors :

Vb S R? EIpll,b > 0/ - b + pll,b'aR > 07

+ /
/0 - et btrpar) gy converge Vb € R
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Il en résulte que : Wi converge uniformément, Vo € )y, d’ou finalement W; est de
classe C'*° sur tout compact de €2;. Le méme raisonnement est valable pour montrer que

Wy est de classe C'*° sur tout compact de €2s.
Lemme 28. Pour tout b € R, ¢ + b.1 est surjectif sur U.
Démonstration. Soit Y € U, cherchons un W € U telle que :
V(z,y) € R, Y (z,y) = (¢ + 0.1)W(x,y),Vb € R
Comme Y € U = U; @ U, alors AY? € U telle que :
Y(z,y) = (Y'(2),Y*(y) = (e1Wi(z) + bWi(z), 02 Waly) + bWa(y))

]
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On projecte sur U; :
- Sur Uy, nous avons Y (z,y) = (Yl(x) 0) = (golWl( ) + bW (x),0), et selon le lemme
27, 3e > 0 et W, telle que Wi(z) = — [;F e (¢ ). Y (2)dt € QF; Vo € Q.
- Sur Us, nous avons Y (z,y) = (0, ( )) (0, gOQWQ( ) + bWs(y)), et selon le lemme
27, 3e > 0 et Wy, telle que Wa(y) = — o7 ¥ (™). Y2(y)dt € Q5;Vy € Qs
Il en résulte que :
W, € Uig

On pose W (x,y) = (Wi(z), Wa(y)) € R¥ x Rl = R™.
Comme W = W) + Wy € Uy + Us = U; alors ¢ + b.I est surjectif sur U, pour tout
beR. [

4.4.2 Surjectivité de 'opérateur (ady,)? + b.ady, + cI

Lemme 29. Pour tout nombres b, c € R tels que b*—4c < 0, l'opérateur o3 +bp1 +c. Ik,
(respectivement @3 + bpg + c. Iyt ) est surjectif sur U (respectivement sur U ).

Démonstration. Soit Y € U; telle que :

Zfz G Ul
g; (y e U
Zzl ) oy € 2

telle que : ((,0% + b1 + C[Rk)Wl = [—YE)*, [—Ybi, W1H + b[—Ybi, W1] + Wi
et (03 + by + clp)Wo = [=Y,5, [ Yo, Wa] + b[=Y5", Wa + Wy

W1 R(t)(¢7).Y'dt € U
= [ R(O)(,).Y?dt € U

Avec : ;
26:1:]:)(215)
Ve — b2
Rt)—m sin(vdc — b?/2)t

- Premiére étape : Montrons que W; est une solution de I'équation:
(07 + boi + cD)W; = Y.
Si nous posons : Z, = [=Yy , Wi] = ad_,— (W) alors :

2=t ). ([ ROW).Y )

s—0 ds
+00 d
_ - 1|+oo0 - 1=
= R, Y 5= [ ()Y T R(r)dr
“+00
Zi= RO, 5= [ R()(r). Y dr
2eap(2t)
Comme R(t) = \/472b2 sin(v/4c — b%/2)t et
C —
| R )Y |2 < Cledm.ehan |y ffml

< e —71[-b/2+p ag] Hyl

r+mi
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py étant arbitraire, alors Vb € R, 3p} , > 0/ — b/2 + p j.ar > 0, d’ott finalement :

lim || R(7)(¢7 )Y [lr=0

T—+00

alors le premier membre s’annule et Z; devient donc :

“+o0o
Zy = — ! ), Yt
1= [ RO dr
Nous aurons donc :

@%(Wl) = [_Yb—? [_Y()_a Wl“ = [_}/0_7 Zl]
d

= —tim @) [ R ()Y dr
Py ds 5" Jo T/x
d

R E Foo / el — 1
= —lim [ R(7) - (0a,)Y

/ — 1 oo i — 1 N

=~ [R(&)(w)YY, +/0 R'($)(;)Ydt  owt=s+7
+o00

=Y [T R(().Y
0

et par conséquent :
(63 + bpr + clge)Wh = [=Yy, =Yy, WA 4 b=y, Wi + W)
—+00
=Y+ [ (RI(t) = bR() + cR()) (¢ )Y dt

—Y!
2exp(=t)
Ou R(t) = \/472& sin(v/4c — b%/2)t est bien une solution du probleme de Cauchy :
C JE—

R'(t) —bR'(t) + cR(t) =0
R(0)=0
R(0) =1
L’opérateur ©? + by + c.Igr est donc surjectif dans Us.
La démonstration de la surjectivité de Popérateur @3 + bys + c. I sur Us se fait de la
méme fagon.
- Deuxiéme étape : D’apres le lemme précédent, W;, (i = 1,2) sont de classe C*° sur
tout compact. ]

Lemme 30. : Pour tout b,c € R, b?> — 4.c < 0 lopérateur ©? + b.o + c.I est surjectif
sur U.

Démonstration. Soit Y € U, cherchons un W € U tel que :
V(z,y) € R", Y (x,y) = (p* + b.p + c.)W(x,y), pour tout b,c € R, avec b* — 4.c < 0
Comme Y € U = U; @ U, alors 3Y? € U telle que :

Y(z,y) = (Y'(2),Y*(y)) = (90§W1($)+b-901W1(SL’)+C-W1(SL’), 903W2(y)+b-902W2(y)+C-Wz(y)>
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On projete sur U; :
- Sur Uy, nous avons Y (x,y) = (Y(x),0) = (@%Wl(a:) + b.p1 Wi (x) + c.Wl(:U),()), et
selon le lemme 29, 3 > 0 et W7, telle que Wi(z) = [;7 R(t)(v; )Y (z)dt € Q5 avec

b
2ex ( t)
R(t) = \/% sin(vdc — b?/2)t

- Sur Uy, nous avons Y (x,y) = (0,Y?(y)) = (0, ¢2W2( )+ b.poaWa(y) + C.Wg(y>>, et
selon le lemme 29, 3 > 0 et W telle que Wa(y) = [;F> R(t)(v1,).Y?(y)dt € Q5 avec

b
2exp(= t)

RO =

sin(v4c — b?/2)t
d’ou :
W, € UZ€
Nous posons W (z,y) = (Wi (x), Wa(y)) € RF x Rl = R™.
Or W = Wy + Wy € U + U5 = U. Par conséquent ©* + b.op + c.I est surjectif sur U,
pour tout b, c € R, avec b* — 4.c < 0.
[]

4.4.3 Idéaux de codimension finie dans une sous-algebre de type hyperbolique

Théoréme 21. Soit U une sous-algebre admissible ayant une structure hyperbolique
pour le flot :

(V) = (exptYy)s = (expt(Xo + Zo))« dans lespace de Fréchet E. Si dim(E — U) est
finie, et p = (ad_YO—, adY0+) un endomorphisme sur U, tels que :

i) p(U) C U,

i) @ + b.Ign est surjectif sur U ; Vb € R,

iii) ©* + bo + c. g est surjectif sur U ; Vb, c € R/b? — 4c < 0.

Alors : U=F

Démonstration. Les hypotheses du lemme fondamental étant satisfaites grace aux
lemmes 30, 28 et 16, et, si en plus nous avons dim(FE — U) finie, nous déduisons alors :

U=FE

Corollaire 12. Soit U la sous-algebre de Lie de Fréchet de type hyperbolique.
St I =UnNxg° est un idéal de U et la codimension de xg° < +0o tels que :

i) o(I) C 1,

i) @ + b.Ign est surjectif sur I ; Vb € R,

iii) ©* + bp + c.Ign est surjectif sur I ; Vb, c € R,b* — 4c < 0.

Alors : 1 =U
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Conclusions
et Perspectives

Nous avons apporter dans cette étude quelques nouveaux résultats concernant -
d’une part- les propriétés spectrales des générateurs infinitésimaux dans un espace de
Fréchet, dans le cas (A — L) est surjective et non injective, ce qui nous a conduit
a l'existence des séries de Fourier et a la résolution des probléemes aux limites de
Sturm-Liouville engendrés par des champs de vecteurs dans une algebre de Lie de
Fréchet. C’est une généralisation des travaux de A. Zajtz. Ces résultats sont tres
importants en géométrie différentielle et en théorie des équations différentielles. Nous
estimons que ces résultats peuvent faire I'objet a 'avenir d’une généralisation de la
théorie des fonctions spéciales et des polynomes orthogonaux de champs de vecteurs
dans un espace de Fréchet.

D’autre part, nous nous sommes intéressés aux propriétés spectrales des semi-groupes de
translation et de dilatation perturbés dans un espace de Fréchet de type hyperbolique,
dans la cas (M — L) est bijective, ce qui nous a conduit a l'existence des idéaux de
co-dimension finie. C’est une généralisation des travaux de M. Benalili et de A. Lansari.
Ces résultats sont tres importants dans l’analyse fonctionnelle, dans la théorie des
champs en physique, dans les systemes dynamiques, et trouvent méme des applications
en finances. Les travaux futurs immédiats incluront 1’étude du cas (A — L) non
surjective.
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