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Chapitre 1

Introduction générale

Le volume total de l'eau présent sur Terre est estimé à 1400 millions de km3.

Ce volume paraît considérable : il correspond à un cube de 1400 kilomètres de

côté ou à 400 fois le volume de la Méditerranée. Il convient cependant de re-

lativiser : plus de 97% de l'eau de la planète bleue est salée, et l'eau douce ne

représente qu'à peine 3% du volume total. Sur ces 3% d'eau douce, 99% sont

très di�cilement exploitables : 77% sont gelées au niveau des calottes polaires et

dans les glaciers de montagne et 22% sont profondément enfouies dans le sous-sol.

Ainsi, moins de 1% est donc véritablement disponible pour les êtres vi-

vants qui en dépendent, soit environ 9 millions de km3. Devant une demande en

constante croissance (population, agriculture, industrie,..), concernant une res-

source qui semble limitée, le traitement des eaux usées devient un élément de

solution incontournable.

Les eaux usées sont toutes les eaux chargées de di�érents éléments provenant

de l'usage domestique mais aussi des activités industrielles. Certaines eaux usées

sont plus di�ciles à traiter que d'autres. Par exemple, les eaux usées industrielles

peuvent être di�ciles à traiter, par opposition aux eaux usées domestiques. Ces

dernières sont souvent traitées dans les stations d'épuration dont le but est de

les séparer des polluants qui y sont présents. Le traitement en général nécessite

plusieurs étapes.

Le présent travail s'inscrit dans une approche intégrée de traitement des eaux

usées par voie biologique. Ce type de traitement est le procédé qui permet la

dégradation de certains polluants grâce à l'action de micro-organismes.
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Une multitude d'organismes est associée à cette dégradation selon di�érents cycles

de transformations. Parmi ces organismes, nous trouvons généralement des bac-

téries, des algues, des champignons et des protozoaires. Ce traitement a pour

principe de provoquer, en présence ou non d'oxygène une prolifération plus ou

moins contrôlée de micro-organismes capables de dégrader les matières organiques

apportées par l'e�uent. Il s'agit en fait d'un véritable transfert d'une forme non

accessible de la pollution vers une forme manipulable.

Un des dé�s majeurs est alors de développer des procédés �ables, robustes

et peu coûteux permettant le traitement simultané ou séquentiel des diverses

sources de pollution. Ainsi, la stabilité, les performances et la robustesse des sys-

tèmes de dépollution ne peuvent être obtenues qu'en faisant appel à l'Automa-

tique pour leur gestion et leur contrôle. C'est ce que nous convenons d'appeler

l'Automatique du traitement biologique des eaux usées .

Dans ces procédés biologiques, la mise en uvre d'une commande nécessite souvent

la connaissance de toutes les entrées et les états du système. Malheureusement,

cela n'est pas toujours possible. Ainsi nous avons besoin de capteurs permettant

de donner à chaque instant t une valeur approximative de l'état. Deux types de

capteurs de nature di�érentes sont utilisés : des capteurs physiques provenant de

l'instrumentation ; ces capteurs sont parfois trop coûteux ou di�ciles à réaliser

pour des raisons techniques, des capteurs logiciels dits aussi observateurs et qui

sont l'objet de notre présente étude.

Ce sont des systèmes dynamiques basés sur le modèle mathématique qui utilisent

une information pertinente donnée par des mesures physiques. Les observateurs

délivrent à chaque instant t une estimation des variables d'état non mesurées du

système.

Cette thèse est organisée comme suit. Dans le chapitre 1, nous allons rappeler

le modèle du Chemostat simple avec quelques propriétés remarquables. Il consti-

tue un fragment générique dans des modèles plus complexes décrivant au mieux

les bioréacteurs. Le second chapitre sera dédié à un état de l'art portant sur les

observateurs les plus utilisés dans ce domaine, en particulier des observateurs

appliqués au modèle du Chemostat simple. Dans le chapitre 3, nous allons don-

ner des généralités sur les systèmes invariants, et nous allons aborder la synthèse

d'observateurs invariants toujours appliqués au Chemostat.
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Ceci est la contribution la plus importante de cette thèse, avec une preuve de

convergence de l'état estimé vers l'état réel du système. Des simulations seront

présentées illustrant les résultats obtenus. Le chapitre 4, portera sur l'application

du même observateur à un modèle représentant la compétition de deux espèces sur

un seul substrat dans le Chemostat. Le chapitre 5 sera consacré au modèle de la

digestion anaérobie AM2, pour lequel nous allons synthétiser deux observateurs,

le premier sera de type Luenberger non linéaire avec une dynamique de l'erreur

linéaire, et le second est un observateur invariant, en choisissant les substrats

comme variables mesurées. Des simulations suivront pour montrer la convergence

des états estimés vers les états du système. En�n, nous donnerons une conclusion

générale et quelques perspectives de développement des résultats obtenus.

1.1 Le modèle du Chemostat simple

1.1.1 Dé�nition

Un Chemostat est un type particulier de bioréacteur qui permet de faire croître

une population de micro-organismes (algues unicellulaires, bactéries, levures, phy-

toplancton, zooplancton,...) sur certains substrats, tout en conservant des condi-

tions environnantes (température, luminosité, pH, aération). Il est utilisé pour la

production de la masse cellulaire elle-même, pour l'extraction et la dégradation

de certains polluants dans un milieu liquide et pour la production de substances

organiques résultant de l'activité métabolique.

Figure 1.1 � Schéma du Chemostat
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Notations :

� V est le volume du Chemostat mesuré en litres (L),

� Fin et Fout sont les �ux d'entrée et de sortie mesurés en g/L,

� sin est la concentration d'entrée,

� la réaction biochimique qui transforme le substrat en biomasse est ks
r−→ x

où r = µx, est la vitesse de réaction, k est une constante stchiométrique

sans dimension et µ est la cinétique de la réaction qui s'exprime en jour−1,

� s et x sont les concentrations du substrat et de la biomasse mesurées en

g/L.

Il existe trois types de fonctionnements :

1. Le mode batch. Ici, L'entrée et la sortie sont nulles, c'est-à-dire on n'applique

pas de dilution (D = 0 pas de �ux entrant). On assiste à une croissance

exponentielle des organismes.

2. Le mode continu. C'est le mode typique du Chemostat. Ici, le volume est

maintenu constant c'est-à-dire la vitesse du �ux entrant est égale à la vitesse

du �ux sortant (Fin = Fout = F ).

3. Le mode fed-batch. C'est une combinaison des deux modes de fonctionne-

ment précédents. On utilise une dilution mais à volume variable (Fout = 0).

C'est le mode de fonctionnement préféré lorsque l'objectif est le contrôle

d'une population.

1.1.2 Modélisation

Le Chemostat a été conçu dans les années 1950 par Leo Szilàrd. Alors que

Jacques Monod [25] étudiait les cinétiques de croissance d'Escherichia coli dans

un milieu de culture contenant à la fois du glucose et du lactose comme source

carbonée, Szilárd lui suggéra de fournir de manière continue les deux sucres à

la vitesse où les bactéries les consomment. De cette manière, il pourrait savoir

si l'utilisation de l'un des sucres exclut l'utilisation de l'autre. C'est pour tester

cette hypothèse que Szilárd inventa le Chemostat dans lequel les concentrations

de glucose et/ou de lactose peuvent être maintenues constantes [26].

Nous allons rappeler la modélisation du Chemostat en mode continu à l'aide

de deux équations di�érentielles simples. Tout d'abord, regardons ce qui se passe

pour le substrat dans le bioréacteur, ensuite ce qui se passe pour le bilan de la

biomasse.
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La masse du substrat est V s et celle de la biomasse est V x. En appliquant le

principe de conservation de la masse au réacteur, on peut écrire le bilan suivant :

dV s

dt
= Fin(t)sin − Fout(t)s− kµV x

dV x

dt
= −Fout(t)x+ µV x

dV

dt
= Fin(t)− Fout(t)

d'où 
s
dV

dt
+ V

ds

dt
= Fin(t)sin − Fout(t)s− kµV x

x
dV

dt
+ V

dx

dt
= −Fout(t)x+ µV x

(1.1)

En remplaçant
dV

dt
dans (1.1) par son expression, nous obtenons :


Fin(t)s− Fout(t)s+ V

ds

dt
= Fin(t)sin − Fout(t)s− kµV x

Fin(t)x− Fout(t)x+ V
dx

dt
= −Fout(t)x+ µV x

(1.2)

En simpli�ant les termes Fout(t)s et Fout(t)x, (1.2) devient :
Fin(t)s+ V

ds

dt
= Fin(t)sin − kµV x

Fin(t)x+ V
dx

dt
= µV x

Ainsi, nous avons
V
ds

dt
= Fin(t)sin − Fin(t)s− kµV x

V
dx

dt
= µV x− Fin(t)x

Nous obtenons en divisant ces deux équations par V :
ds

dt
=

Fin(t)

V
sin −

Fin(t)

V
s− kµx

dx

dt
= µx− Fin(t)

V
x
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On note

D(t) =
Fin(t)

V

le taux de dilution qui s'exprime en jour−1. Par suite, les équations dynamiques

représentant le modèle du Chemostat s'écrivent comme suit :{
ṡ = D(t)(sin − s)− kµ(s)x

ẋ = [µ(s)−D(t)]x
(1.3)

Ils existent plusieurs fonctions de croissance. Dans cette thèse nous allons

travailler avec la cinétique de Monod et la cinétique de Haldane qui seront dé�nies

plus tard.

1.2 Positivité et bornitude des variables d'état

1.2.1 Positivité

Les systèmes biologiques sont des systèmes dont les variables d'état doivent

être positives. La positivité des variables d'état du Chemostat a été prouvée dans

[34]. Cela veut dire que si nous commençons avec s(0) > 0 et x(0) > 0, les deux

trajectoires de (1.3) restent dans R?
+ × R?

+.

1.2.2 Bornitude supérieure

La variable d'état s(t)

Nous avons :

ṡ(t) = D(t)(sin − s(t))− kµ(s(t))x(t)

Etant donné que la quantité kµ(s(t))x(t) est positive, alors

ṡ(t) ≤ D(t)(sin − s(t))

d'où

ṡ(t) +D(t)s(t) ≤ D(t)sin

Nous obtenons en multipliant les deux membres de l'inégalité par e
∫ t
0 D(τ)dτ et en

les intégrant entre 0 et t

s(t)e
∫ t
0 D(τ)dτ ≤ s(0) + sin

∫ t

0

D(τ)e
∫ τ
0 D(ξ)dξdτ

ainsi

s(t)e
∫ t
0 D(τ)dτ ≤ s(0) + sin

[
e
∫ t
0 D(τ)dτ − 1

]
9



Multiplions maintenant les deux membres par e−
∫ t
0 D(τ)dτ ,

s(t) ≤ s(0)e−
∫ t
0 D(τ)dτ + sin

[
1− e−

∫ t
0 D(τ)dτ

]
Cette inégalité peut s'écrire comme ceci

s(t) ≤ (s(0)− sin)e−
∫ t
0 D(τ)dτ + sin

Supposons que s(0) ≤ sin, par conséquent

(s(0)− sin)e−
∫ t
0 D(τ)dτ ≤ 0

D'où

s(t) ≤ sin, ∀t ≥ 0

La variable d'état x(t)

Posons tout d'abord :

ξ(t) = s(t) + kx(t)

La dynamique de la variable ξ(t) s'écrit :

ξ̇(t) = D(t)sin −D(t)ξ(t)

ainsi

ξ̇(t) +D(t)ξ(t) = D(t)sin

Nous trouvons, en multipliant les deux membres de l'égalité par e
∫ t
0 D(τ)dτ et en

les intégrant entre 0 et t

ξ(t)e
∫ t
0 D(τ)dτ = ξ(0) + sin

[
e
∫ t
0 D(τ)dτ − 1

]
En multipliant les deux membres par e−

∫ t
0 D(τ)dτ , nous obtenons

ξ(t) = ξ(0)e−
∫ t
0 D(τ)dτ + sin

[
1− e−

∫ t
0 D(τ)dτ

]
Comme e−

∫ t
0 D(τ)dτ < 1 et 1− e−

∫ t
0 D(τ)dτ < 1 car D(τ) ≥ 0, alors

ξ(t) ≤ ξ(0) + sin

Passons maintenant aux variables s(t) et x(t), on obtient :

s(t) + kx(t) ≤ s(0) + kx(0) + sin

puisque s(t) > 0, alors

kx(t) ≤ s(0) + kx(0) + sin

Ce qui donne en dé�nitive :

x(t) ≤ 2

k
sin + x(0), ∀t ≥ 0

car s(0) ≤ sin.
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1.2.3 Bornitude inférieure

La variable d'état s(t)

Lemme 1.2.1 (H1) Supposons que lim
t→+∞

(∫ t

0

D(τ)dτ

)
= +∞ (condition de

persistance dexcitation).

(H2) lim
t→+∞

(∫ t

0

(D(τ)− µmax)dτ
)

= C où C est une constante négative.

Alors il existe une constante positive ϑ telle que s ≥ ϑ.

Preuve. Prenons toujours la variable ξ

ξ̇ = −D(t)ξ +D(t)sin

qui admet comme solution

ξ = (ξ(0)− sin)s−
∫ t
0 D(τ)dτ + sin

Il n'est pas di�cile de voir que

min(sin, ξ(0)) < ξ(t) < max(sin, ξ(0))

Soit

ṡ(t) = D(t)(sin − s)− kµ(s,K)x

qui peut s'écrire comme suit

ṡ(t) = D(t)(sin − s)− kµmaxx+ k(µmax − µ(s,K))x︸ ︷︷ ︸
≥0

Donc,

ṡ(t) ≥ D(t)(sin − s)− kµmaxx

En remplaçant x et ξ par leurs expressions, nous obtenons :

ṡ(t) ≥ D(t)sin + (µmax −D(t))s− µmax max(sin, ξ(0))

Sous le choix de ξ(0) < sin, nous avons :

s(t) ≥ sin + (s(0)− sin)e−
∫ t
0 (D(τ)−µmax)dτ

Posons ϕ(t) = sin + (s(0)− sin)e−
∫ t
0 (D(τ)−µmax)dτ

ϕ(0) = s(0)

Sous l'hypothèse (H2), nous avons

ϕ(+∞) = sin + (s(0)− sin)e−C
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Maintenant

ϕ̇(t) = (s(0)− sin)(µmax −D(t))e−
∫ t
0 (D(τ)−µmax)dτ

pour s(0) ≤ sin et D(t) ≤ µmax alors ϕ̇(t) ≤ 0 donc

ϕ(+∞) ≤ ϕ(t) ≤ ϕ(0)

Il n'est pas di�cile de prouver que

s(t) ≥ ϑ = sin + (s(0)− sin)e−C

La variable d'état x(t)

Nous avons

ẋ(t) = [µ(s(t))−D(t)]x(t)

Cette équation di�érentielle a pour solution :

x(t) = x(0)exp

(∫ t

0

[µ(s(τ))−D(τ)]dτ

)
Nous allons maintenant borner cette quantité, ainsi :

0 < ϑ ≤ s(τ) ≤ sin

Ce qui implique que :

tµ(ϑ)−
∫ t

0

D(τ)dτ ≤
∫ t

0

[µ(s(τ))−D(τ)]dτ ≤ tµ(sin)−
∫ t

0

D(τ)dτ

Dans cette inégalité nous avons besoin que de la borne supérieure, ce qui donne :∫ t

0

[µ(s(τ))−D(τ)]dτ ≥ t(µ(ϑ)−Dmax)

car Dmin ≤ D(τ) ≤ Dmax. Ainsi, pour que x soit supérieure à une quantité posi-

tive, il su�t d'avoir µ(ϑ) = Dmax.

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques généralités qui concernent le

modèle du Chemostat qui serviront dans les chapitres suivants.
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Chapitre 2

Etat de l'art sur les observateurs

appliqués aux bio-procédés

Dans les bio-procédés, la mesure directe d'une variable, qui peut être une

concentration d'un composant d'un processus réactionnel, une fonction chimique

ou des paramètres de réactions biologiques comme le rendement, le taux de crois-

sance, etc. nécessite des capteurs physiques, et cette voie s'avère très di�cile

d'autant plus que, généralement, ces capteurs sont très coûteux.

Dans ce cas on fait appel à des capteurs logiciels appelés aussi observateurs. Ces

dispositifs sont largement utilisés dans le domaine du Génie Biologique et du Gé-

nie des Procédés.

2.1 Principe des observateurs et observabilité

Un observateur consiste en un système auxiliaire (O) dont les entrées sont

les entrées et les sorties mesurées d'un système (S), et les sorties sont supposées

donner une estimation de l'état de (S), selon le schéma décrit par la �gure (2.1).

Avant d'entamer une procédure de conception d'un observateur pour un sys-

tème dynamique, il est important et nécessaire de s'assurer que l'état de ce sys-

tème dynamique peut être estimé à partir des informations sur l'entrée et la sortie.

L'observabilité d'un système est la propriété qui permet de dire si l'état peut être

déterminé uniquement à partir de la connaissance des signaux d'entrée et de sor-

tie. Dans le cas des systèmes non linéaires, la dé�nition est liée aux entrées et aux

conditions initiales.
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Figure 2.1 � Principe de l'observateur

Soit le système dynamique non linéaire suivant :{
ẋ = f(x, u)

y = h(x, u)
(2.1)

où f : Rn × Rm → Rn et h : Rn × Rm → Rp. Pour les dé�nitions suivantes, voir

[21].

Dé�nition 2.1.1 (Indistinguabilité) : Soient y0
u(t), (t ≥ 0) et y1

u(t), (t ≥ 0) deux

signaux de sortie générés par l'application du signal d'entrée u(t), t ≥ 0 au sys-

tème (2.1) avec les conditions initiales x0 et x1, respectivement. On dit que x0 et

x1 sont indistinguables si

y0
u(t) = y1

u(t), ∀t ≥ 0 pour toute entrée u

Dans le cas contraire, on dit que x0 et x1 sont distinguables.

Dé�nition 2.1.2 (Observabilité) : Le système (2.1) est dit observable en x0, si

x0 est distinguable de tout x ∈ Rn. En outre, le système (2.1) est observable si

∀x0 ∈ Rn, le système (2.1) est observable en x0.

Dans la pratique, ces notions sont relativement di�ciles à véri�er et souvent

on fait appel au critère suivant :

Critère 2.1.3 (Critère du rang) : La paire (f, h) est observable si :

rang
{
dh, dLfh, ..., dL

n−1
f h

}T
= n

où Lfh est la dérivée de Lie de h dans la direction de f .

Lfh =
n∑
i=1

fi(x)
∂h

∂xi

l'expression de dLkfh est donnée par le vecteur :

dLkfh =

(
∂Lkfh

∂x1

,
∂Lkfh

∂x2

, ...,
∂Lkfh

∂xn

)

14



2.2 Les di�érents types d'observateurs

2.2.1 Observateur de Luenberger étendu et �ltre de Kal-

man étendu

Initialement les systèmes abordés ont été les systèmes linéaires, pour lesquels

les observateurs de Kalman et Luenberger ont donné de bon résultats. Le �ltre

de Kalman est utilisé dans le cas des systèmes stochastiques en minimisant la

matrice de covariance de l'erreur d'estimation, et l'observateur de Luenberger a

été utilisé pour les systèmes linéaires déterministes.

Dans le cas des systèmes non linéaires, l'observation d'état est délicate et il

n'existe pas, à l'heure actuelle, de méthode universelle pour la synthèse d'obser-

vateurs.

Dans le cadre des bio-procédés, plusieurs observateurs ont été proposés et

étudiés par Bastin et Dochain [6]. On cite le �ltre de Kalman étendu et l'obser-

vateur de Luenberger étendu. Ces deux approches sont très bien maîtrisées, elles

nécessitent la connaissance du modèle du procédé et les entrées du système. Le

�ltre de Kalman étendu nécessite aussi la connaissance de l'intensité des bruits, il

prend en compte les bruits de mesure et de l'état. Par contre il utilise une linéa-

risation du modèle. Le �ltre de Kalman étendu est plus une approche heuristique

et aucune preuve de convergence n'existe [32]. Dans l'observateur de Luenberger

étendu, nous pouvons régler la vitesse de convergence à l'aide d'un placement de

pôles de la partie linéaire de l'observateur.

Observateur de Luenberger étendu

Le principe : Le principe est directement inspiré du cas linéaire. L'observateur

de Luenberger étendu nécessite la connaissance du modèle, y compris les ciné-

tiques et les entrées du système [6].

Considérons le système suivant :{
ẋ(t) = f(x(t), u(t));x(t0) = x0

y(t) = h(x(t))
(2.2)

où x ∈ Rn est le vecteur d'état, u ∈ Rm est le vecteur d'entrée, y ∈ Rp est le vec-

teur de sortie, x0 est la condition initiale à l'instant initial t0, f : Rn ×Rm → Rn

et h : Rn → Rp.
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La synthèse de l'observateur de Luenberger étendu basée sur (2.2) donne lieu

à la structure suivante :

˙̂x(t) = f(x̂(t), u(t)) +K [y(t)− h(x̂(t))] ; x̂(t0) = x̂0 (2.3)

Le calcul du gain K est fait en supposant que l'état restera autour d'une zone où

l'approximation par un modèle linéaire est valable et pour laquelle le placement

de pôles a été fait.

Bien que cette méthode soit bien maîtrisée, elle est rarement employée en bio-

technologie vu que l'observateur peut rapidement devenir instable si l'on s'éloigne

du point de fonctionnement, ce qui implique une stabilité et une convergence lo-

cales.

Exemple 2.2.1 Considérons le système représentant le modèle du Chemostat

(1.3) en prenant comme sortie la variable s, l'observateur de Luenberger étendu

pour ce système s'écrit comme suit :{
˙̂s = D(t)(sin − ŝ)− kµ(ŝ)x̂+K (s− ŝ)
˙̂x = (µ(ŝ)−D(t))x̂+K (s− ŝ)

(2.4)

Filtre de Kalman étendu

L'idée consiste à linéariser un système non linéaire autour de sa trajectoire

estimée. Alors le problème est équivalent à construire un �ltre de Kalman pour

un système non stationnaire [6].

Considérons le système suivant :{
ẋ(t) = f(x(t)) + w(t);x(t0) = x0

y(t) = h(x(t)) + v(t)
(2.5)

où w(t) et v(t) sont des bruits blancs (Gaussien) avec des covariances Q(t) et

R(t), respectivement. Supposons que la distribution initiale est Gaussienne, telle

que :

E[x0] = x̂0;E
[
(x0 − x̂0)(x0 − x̂0)T

]
= P0

où E représente l'espérance mathématique et P0 est la matrice de covariance

initiale de l'erreur.
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Le �ltre s'écrit en plusieurs étapes :

1. Initialisation :

E[x0] = x̂0;E
[
(x0 − x̂0)(x0 − x̂0)T

]
= P0 (2.6)

2. Estimation du vecteur d'état :

˙̂x(t) = f(x̂(t)) +K(t) [y(t)− h(x̂(t))] ; x̂(t0) = x̂0 (2.7)

3. En utilisant les matrices de linéarisée :

A(t) =
∂f(x(t))

∂x(t)

∣∣∣∣
x(t)=x̂(t)

, C(t) =
∂h(x(t))

∂x(t)

∣∣∣∣
x(t)=x̂(t)

(2.8)

Nous écrivons la propagation de l'erreur de la covariance (équation de Ri-

catti) :

Ṗ (t) = AP (t) + P (t)AT − P (t)CTR(t)−1CP (t) +Q(t) (2.9)

4. Calcul de gain

K(t) = P (t)CTR(t)−1 (2.10)

2.2.2 Observateur à grand gain

Les observateurs à grand gain [14] et [23] prennent en compte la structure non

linéaire du système et ils assurent une convergence et une stabilité avec une vitesse

de convergence réglable. Comme inconvénients la synthèse de ces observateurs est

complexe et ils sont sensibles aux bruits.

Principe : Rappelons brièvement la notion de l'observateur à grand gain pour

un système en général. Considérons le système di�érentiel dé�ni dans un domaine

Ω ⊂ Rn :

{
ẋ = f(x)

y = h(x)
(2.11)

où f est une fonction continue Rn → Rn, h une fonction continue Rn → R. Pour
construire un observateur à grand gain, des hypothèses doivent être véri�ées.
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Hypothèses :

1. Le système (2.11) est observable.

2. L'application Φ est dé�ni comme suit : Φ : Rn → Rn x 7→


z1 = y

z2 = ẏ
...

zn = y(n−1)


est un di�éomorphisme de Ω ⊂ Rn sur Φ(Ω).

Sous l'hypothèse 2, le système (2.11) devient :
ż =


ż1

ż2

...

żn

 =


z2

z3

...

ϕ(z)

 = F (z)

y = z1

3. ϕ peut être prolongée de Φ(Ω) en une fonction C∞ globalement Lipschit-

zienne sur Rn.

Ces hypothèses sont véri�ées en général pour les systèmes biologiques. Ainsi nous

obtenons l'observateur à grand gain.

Proposition 2.2.2 Pour un θ assez grand le système di�érentiel suivant (2.12)

est un observateur exponentiel pour (2.11) :

˙̂z = F (ẑ) + S−1
θ CT (y − Cẑ) (2.12)

où Sθ est la solution de l'équation θSθ+A
tSθ+SθA = CtC avec A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0


et C =

(
0 0 · · · 1

)
Sθ = sθ(i, j) ∈Mn(R) peut être calculé analytiquement

sθ(i, j) =
(−1)i+j(i+ j − 2)!

θi+j−1(i− 1)!(j − 1)!

Exemple 2.2.3 Considérons le modèle classique (1.3) du Chemostat. En appli-

quant la proposition (2.2.2), on obtient directement le système (2.13) :
˙̂s = D(sin − ŝ)−

kµmaxŝx̂

ŝ+K
− 2θ(ŝ− y)

˙̂x =

(
µmaxŝ

ŝ+K
−D

)
x̂+

(
2θ

Kx̂

(K + ŝ)ŝ
+ θ2 ŝ+K

kµmaxŝ

)
(ŝ− y)

(2.13)
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Ce système est un observateur exponentiel pour le système standard.

2.2.3 Observateur asymptotique

Dans le domaine des bio-procédés, Bastin et Dochain [6] ont proposé un ob-

servateur asymptotique qui permet (sous certaines conditions) d'observer l'état

du système sans aucune connaissance du modèle cinétique. Cette approche est

particulièrement intéressante. Néanmoins, le prix à payer est de ne plus pouvoir

�xer arbitrairement la vitesse de convergence de l'observateur comme l'observa-

teur de Luenberger. La vitesse de convergence est fonction uniquement du taux

de dilution, c'est-à-dire des conditions de fonctionnement de la culture. Ceci peut

poser problème lorsqu'on fonctionne à faible taux de dilution et conduit à une

erreur d'estimation constante, égale à l'erreur initiale dans le cas de cultures en

batch (pour lesquelles le taux de dilution est nul). Ces observateurs ont été conçus

pour des systèmes relativement simples, ensuite ils ont été étendus par Chen [11],

pour inclure des systèmes plus complexe. Ces observateurs sont caractérisés par

la simplicité de leurs méthodes de synthèse et prennent spéci�quement en compte

la structure non linéaire du système, assurant une stabilité et convergence si les

entrées sont persistantes et bornées. Mais ils ont une vitesse de convergence non

réglable, en plus le changement de coordonnées dépend des coe�cients stchiomé-

triques ce qui rend ces observateurs peu robustes. Plus tard Gouzé et al. [16],

[17] ont généralisé ce type d'observateurs et ils les ont rendu robustes à vitesse

de convergence réglable partiellement.

Exemple 2.2.4 Considérons le système dynamique (1.3) et posons z = kx + s.

Supposons que s est mesurée et la fonction µ(.) n'est pas connue.

Alors la dynamique de z est :

ż = D(sin − z) (2.14)

Un observateur asymptotique pour (2.14) est donné par :

˙̂z = D(sin − ẑ) (2.15)

Cet observateur converge vers z avec un taux de convergence imposé par le taux

de dilution D, voir [6]. Alors, x̂ est estimé comme suit : x̂ =
ẑ − s
k

.

L'erreur d'estimation converge asymptotiquement vers zéro, selon l'équation (2.14),

pour autant que le taux de dilution D(t) constitue une excitation persistante [33],

c'est-à-dire qu'il existe des constantes positives ε et T telles que

0 < εT ≤
∫ t+T

t

D(τ)dτ
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Cette condition implique que le taux de dilution D(t) ne reste pas nul durant de

trop longues périodes. Il résulte de l'équation (2.14) que la vitesse de convergence

est indépendante des cinétiques du modèle et ne dépend que du taux de dilution.

2.2.4 Observateur hybride entre le �ltre de Kalman étendu

et l'observateur asymptotique

Le �ltre de Kalman étendu et l'observateur asymptotique sont en réalité com-

plémentaires, les avantages de l'un constituant généralement les inconvénients de

l'autre (et vice versa). Il existe donc une solution hybride entre ces deux approches

[9].

Principe : L'idée est d'introduire un degré de con�ance (0 ≤ ζ ≤ 1) dans le mo-

dèle cinétique. Ce nouveau paramètre sera estimé conjointement avec l'ensemble

des autres états du système, l'estimateur constituant un �ltre de Kalman étendu

légèrement transformé. Pour ζ = 1, l'estimateur correspondra rigoureusement au

�ltre de Kalman (et pourra donc tirer parti de la connaissance du modèle ciné-

tique vis-à-vis duquel il a marqué sa con�ance) et, pour ζ = 0, il correspondra

rigoureusement à un observateur asymptotique (qui n'utilise donc plus du tout le

modèle cinétique vis-à-vis duquel il a marqué sa dé�ance).

Exemple 2.2.5 Considérons toujours le système représentant le Chemostat (1.3),

utilisons la structure de l'observateur hybride décrite dans [9], en l'appliquant sur

notre modèle, l'observateur s'écrit :

˙̂z1 = kµmax
ẑ1x̂

ẑ1 +K
+D(sin − ẑ1)

˙̂z2 = ζµmax
ẑ1x̂

ẑ1 +K
−D(sin +

1− ζ
k

ẑ2)

ζ̇ = 0

ŝ = ζẑ1 + (1− ζ)y

x̂ = ẑ2 +
1− ζ
k

ŝ

Ṗ = F (ẑ)P + PF T (ẑ), tk ≤ t ≤ tk+1

(2.16)

où F est un �ux d'ajout de substrat externe.
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Avec 

zT =
[
zT1 zT2 ζ

]

f(z) =

 kµmax
z1x

z1 +K
+D(sin − z1)

ζµmax
z1x

z1 +K
−D(sin +

1− ζ
k

z2)



x = z2 +
1− ζ
k

(ζz1 + (1− ζ)y)

F (ẑ) =
∂f(z)

∂z

∣∣∣∣
z=ẑ(t)

, ∀t

(2.17)

correction :
K(t) = P (t−k )CT

ζ [CζP (t−k )CT
ζ +Q(tk)]

−1

ẑ(t+k ) = ẑ(t−k ) +K(tk)(y(tk)− ŝ(tk))
P (t+k ) = P (t−k )−K(tk)CζP (tk)

(2.18)

où Q est le �ux de sortie, t−k et t+k représentent les instants précédent et suivant

de l'instant tk respectivement.

Les corrections ẑ(t+k ) étant saturées de sorte que
ẑ1(t+k ) ≥ 0

ẑ2(t+k ) ≥ −1− ζ
k

ŝ(t+k )

0 ≤ ζ ≤ 1

(2.19)

La matrice de mesure Cζ correspond à

Cζ = [1 0 0]

L'aptitude de cet observateur hybride dépend de la qualité du modèle à tirer parti

des avantages respectifs de ses deux cas extrêmes (�ltre de Kalman et observateur

asymptotique) et hérite des inconvénients des deux approches.

2.2.5 Observateurs par intervalles

Ce type d'observateur devrait donner de bonnes solutions pour les systèmes

avec de grandes incertitudes ([1], [2], [3], [4], [5] et [15]). Ce genre d'observateur

est en fait l'association de deux observateurs, l'un observe la borne inférieure des

états et un autre pour observer la borne supérieure du système, et il est nécessaire

de connaître les bornes des incertitudes dans le modèle. Ces observateurs sont

stables et convergent si les entrées sont persistantes et bornées. Ils sont robustes

aux entrées inconnues, et la vitesse de convergence est partiellement réglable [24].
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Principe

L'idée est d'utiliser des bornes dynamiques connues des incertitudes :

Les bornes dynamiques sur les incertitudes du modèle permettent de calculer (dans

les cas intéressants) des bornes dynamiques sur la variable d'état à estimer.

Considérons le système suivant :

{
ẋ(t) = f(x(t), u(t), w(t));x(t0) = x0

y(t) = h(x(t), u(t), v(t))
(2.20)

où x ∈ Rn est le vecteur d'état, y ∈ Rp est le vecteur de sortie, u ∈ Rm le

vecteur d'entrée, x0 est la condition initiale en t0, f : Rn × Rm × Rp → Rn et

h : Rn × Rm → Rp.

Les quantités inconnues w ∈ Rr et v ∈ Rs sont des incertitudes caractérisées

par leurs bornes supérieure et inférieure.

w−(t) ≤ w(t) ≤ w+(t), ∀t ≥ t0

v−(t) ≤ v(t) ≤ v+(t), ∀t ≥ t0

En se basant sur la structure du modèle (2.20) et l'ensemble des variables

connues, le système dynamique auxiliaire peut être construit comme suit :



ż− = f−(t, z−, z+, u, y)

ż+ = f+(t, z−, z+, u, y)

x− = h−(t, z−, z+, u, y)

x+ = h+(t, z−, z+, u, y)

(2.21)

Cela signi�e que si nous pouvons encadrer la condition initiale inconnue et les

incertitudes w(.) et v(.) alors nous pouvons encadrer les variables non mesurées

du système dynamique étudié. Ces propriétés d'encadrement sont basées sur les

propriétés de coopérativité des systèmes dynamiques.

La théorie des systèmes coopératifs permet de comparer plusieurs solutions d'une

équation di�érentielle ordinaire. Considérons la coopérativité du système ẋ =

f(x, t). Notons φ(t, a) la solution correspondante à la condition initiale a pour

t = 0 et φ(t, b) la solution correspondante à la condition initiale b pour t = 0.

Si a ≤ b alors les solutions de ce système vont être obtenues de tel sorte que

φ(t, a) ≤ φ(t, b). La coopérativité est dé�nie comme suit :
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Dé�nition 2.2.6 Soit ẋ = f(x, t), ce système est dit coopératif si
∂fi
∂xj

(t, x) ≥ 0,

∀i 6= j. Ce qui implique que si x(0) ≥ 0 alors x(t) ≥ 0, ∀t ≥ 0.

Exemple 2.2.7 Considérons toujours le système dynamique (1.3), nous avons :

s−in ≤ sin ≤ s+
in

x−0 ≤ x0 ≤ x+
0

Le système : 

ż− = D(s−in − z−); z(0) ≤ z+(0)

ż+ = D(s+
in − z+); z−(0) ≤ z(0)

x− =
z− − s
k

x+ =
z+ − s
k

(2.22)

est un observateur par intervalles pour le système (1.3).

Nous nous sommes restreint aux observateurs appliqués aux bio-procédés.

Dans ce qui suit, nous allons construire une classe d'observateur qui enrichira la

gamme des systèmes de bio-procédés en essayant de minimiser les inconvénients.
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Chapitre 3

Systèmes invariants et Application

Dans ce chapitre nous allons présenter quelques généralités sur les systèmes

invariants, nous allons aussi voir comment construire un pré-observateur inva-

riant, ensuite nous appliquerons ce pré-observateur au Chemostat simple avec

une démonstration de sa convergence. Des simulations vont illustrer le résultat

démontré.

3.1 Généralités sur les systèmes invariants

Le concept d'invariance que nous allons utiliser dans ce travail est l'invariance

sous l'action d'un groupe. Ce concept a été utilisé par plusieurs auteurs en par-

ticulier P. Rouchon et al. [30], [10] and [31] dans un contexte de contrôle en

automatique et dans le cas général, nous pouvons consulter les deux livres de

Olver [27], [28].

Considérons le système dynamique (3.1, 3.2), où u est le vecteur d'entrée du

système, x le vecteur d'état et y la sortie mesurée :

ẋ = f(x, u) (3.1)

y = h(x, u) (3.2)

avec x ∈ X ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rm et y ∈ Y ⊂ Rp.

Soit G un groupe de Lie de transformations, agissant sur X par ϕg : X →
X ∀g ∈ G, ϕg est un di�eomorphisme (au moins C1) sur X avec (ϕg)

−1 = ϕg−1

et ϕg1 ◦ ϕg2 = ϕg1.g2 . Nous considérons aussi l'action du même groupe G sur U

par (ψg)g∈G et sur Y par (ρg)g∈G.

Dé�nition 3.1.1 G est un groupe de symétries de (3.1) si, pour chaque solution

(x(t), u(t)) de (3.1) et ∀g ∈ G, (ϕg(x(t)), ψg(u(t))) est aussi une solution.
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Par conséquent, le système (3.1) est dit invariant si et seulement si :

f (ϕg(x), ψg(u)) = Dϕg(x)f(x, u), pour tout g, x et u.

où Dϕg est la matrice jacobienne de ϕg(x).

La sortie y est dite equi-variante si et seulement si :

h (ϕg(x), ψg(u)) = ρg(h(x, u)), pour tout g, x et u.

Le système dynamique
d

dt
x̂ = F (x̂, u, ŷ) est dit pré-observateur si et seulement

si :

F (x, u, h(x, u)) = f(x, u), pour tout x et u.

Il est invariant si et seulement si :

F (ϕg(x̂), ψg(u), ρg(ŷ)) = Dϕg(x̂)F (x̂, u, ŷ)

pour tout g, x̂, u et ŷ.

3.2 Forme générale d'un pré-observateur invariant

Pour construire un pré-observateur, nous avons besoin de deux ingrédients

importants : les fonctions scalaires invariantes et les champs de vecteurs inva-

riants.

Une fonction J dé�nie sur X ×U × Y , est dite invariante si et seulement si :

J(ϕg(x), ψg(u), ρg(y)) = J(x, u, y) pour tout g, x, u et y.

Un champ de vecteur w est dit invariant sur X ⊂ Rn si et seulement si :

w(ϕg(x)) = Dϕg(x)w(x) pour tout g et x

Le système dynamique suivant :

d

dt
x̂ = f(x̂) +

∑
i

Ji(x̂, y)wi(x̂) (3.3)

est un pré-observer invariant pour le système (3.1)-(3.2) [30], si nous choisissons

Ji une fonction scalaire invariante satisfaisant Ji (x̂, h(x̂, u)) = 0 et wi un champs

de vecteur invariant. Cette formule exprime la forme générale du pré-observateur

invariant. Si le pré-observateur invariant (3.3) converge vers le modèle (3.1), alors

(3.3) est appelé observateur invariant.

25



3.3 Application au Chemostat

Dans ce chapitre, nous allons prendre comme fonction de croissance la ciné-

tique de Monod dé�nie par :

µ(s,K) = µmax
s

s+K

où µmax est le taux de croissance maximal et K est la constante de demi satura-

tion.

Réécrivons le modèle (1.3) en introduisant cette cinétique de croissance :
ṡ = D(t)(sin − s)− kµmax

s

s+K
x

ẋ =

[
µmax

s

s+K
−D(t)

]
x

(3.4)

avec une sortie y = s.

3.3.1 Observabilité

Véri�ons l'observabilité du système à l'aide du critère du rang : Nous avons(
h

Lfh

)
=

 s

D(t)(sin − s)−
kµmaxsx

s+K


Ainsi (

dh

dLfh

)
=

 1 0

−D(t)− kµmaxKx

(s+K)2
−kµmaxs
s+K


︸ ︷︷ ︸

O

En calculant le déterminant de la matrice O on trouve : det(O) = −kµmaxs
s+K

6= 0

si s 6= 0. Par suite, le rang de la matrice d'observabilité O est égal à 2, ce qui

implique que notre système est observable.

3.3.2 Invariance du Chemostat

Tout d'abord nous allons choisir quelques variables du système (1.3) qui joue-

ront le rôle d'un contrôle virtuel dans le but de rendre le système invariant. Soit

u = (sin, k,K) un contrôle virtuel, où sin est la seule entrée du système et k et

K sont des paramètres constants.
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Nous avons
f1(s, x, sin, k,K) = D(t)(sin − s)− kµmax

sx

s+K

f2(s, x, sin, k,K) =

[
µmax

s

s+K
−D(t)

]
x

(3.5)

Cherchons un groupe de transformation linéaire sous lequel (1.3) est invariant.

Soit 

s̃

x̃

s̃in

k̃

K̃


= eνA



s

x

sin

k

K


où A est une matrice constante quelconque. En posant B(ν) = eνA, on aura

aij =
d

dν
bij(ν)

∣∣∣∣
ν=0

.

Par dérivation par rapport à t, on remarque que les variables sin, k et K devien-

dront nulles, ainsi nous obtenons :



˙̃s

˙̃x

0

0

0


=



b11 b12
... b13 b14 b15

b21 b22
... b23 b24 b25

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0
... b33 b34 b35

0 0
... b43 b44 b45

0 0
... b53 b54 b55





ṡ

ẋ

0

0

0



ce qui implique



f1(s̃, x̃, s̃in, k̃, K̃)

f2(s̃, x̃, s̃in, k̃, K̃)

0

0

0


=



b11 b12
... b13 b14 b15

b21 b22
... b23 b24 b25

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0
... b33 b34 b35

0 0
... b43 b44 b45

0 0
... b53 b54 b55





f1(s, x, sin, k,K)

f2(s, x, sin, k,K)

0

0

0



Ce système matriciel peut s'écrire sous la forme :{
f1(s̃, x̃, s̃in, k̃, K̃) = b11f1(s, x, sin, k,K) + b12f2(s, x, sin, k,K)

f2(s̃, x̃, s̃in, k̃, K̃) = b21f1(s, x, sin, k,K) + b22f2(s, x, sin, k,K)
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Dérivons ce système par rapport à ν, on aura :

d

dν

∣∣∣∣
ν=0

f1


eνA



s

x

sin

k

K




=

〈
A



s

x

sin

k

K


,∇f1

〉

et

d

dν

∣∣∣∣
ν=0

f2


eνA



s

x

sin

k

K




=

〈
A



s

x

sin

k

K


,∇f2

〉

où ∇f1 =



−D(t)− kµmaxK
x

(s+K)2

−kµmaxK
s

s+K
D(t)

−µmax
sx

s+K
kµmax

sx

(s+K)2


et ∇f2 =



µmaxK
x

(s+K)2

µmax
s

s+K
−D(t)

0

0

−µmax
sx

(s+K)2


Nous obtenons :

a11f1(s̃, x̃, s̃in, k̃, K̃) + a12f2(s̃, x̃, s̃in, k̃, K̃) = (a11s+ a12x+ a13sin + a14k + a15K)
∂f1

∂s

+(a21s+ a22x+ a23sin + a24k + a25K)
∂f1

∂x

+(a31s+ a32x+ a33sin + a34k + a25K)
∂f1

∂sin

+(a41s+ a42x+ a43sin + a44k + a45K)
∂f1

∂k

+(a51s+ a52x+ a53sin + a54k + a55K)
∂f1

∂K

a21f1(s̃, x̃, s̃in, k̃, K̃) + a22f2(s̃, x̃, s̃in, k̃, K̃) = (a11s+ a12x+ a13sin + a14k + a15K)
∂f2

∂s

+(a21s+ a22x+ a23sin + a24k + a25K)
∂f2

∂x

+(a31s+ a32x+ a33sin + a34k + a25K)
∂f2

∂sin

+(a41s+ a42x+ a43sin + a44k + a45K)
∂f2

∂k

+(a51s+ a52x+ a53sin + a54k + a55K)
∂f2

∂K
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Après résolution sous Maple (voir Annexe A), la matrice A est de la forme :

A =



α 0 0 0 0

0 β 0 0 0

0 0 α 0 0

0 0 0 α− β 0

0 0 0 0 α


où α, β ∈ R quelconques. Donc le plus grand groupe linéaire qui rend le système

du Chemostat invariant est le groupe des homothéties G = (R∗+×R∗+, .), qui agit
sur (s, x) avec deux paramètres (λ1, λ2) où λ1 = eα et λ2 = eβ.

Ainsi on obtient les actions de G sur X,U et Y par :

ϕλ1,λ2(s, x) = (λ1s, λ2x)

ψλ1,λ2(sin, k,K) = (λ1sin,
λ1

λ2

k, λ1K)

ρλ1,λ2(y) = λ1y

3.3.3 Construction du pré-observateur invariant

Les fonctions scalaires invariantes

A partir de la dé�nition des fonctions scalaires invariantes, nous avons :

J(λ1s, λ2x, λ1sin,
λ1

λ2

k, λ1K,λ1y) = J(s, x, sin, k,K, y)

Pour λ2 = 1 et λ1 quelconque, on a :

J(λ1s, x, λ1sin, λ1k, λ1K,λ1y) = J(s, x, sin, k,K, y)

Par dérivation par rapport à λ1 en λ1 = 1, on obtient :

s
∂J

∂s
+ sin

∂J

∂sin
+ k

∂J

∂k
+K

∂J

∂K
+ y

∂J

∂y
= 0

Ainsi, le système caractéristique s'écrit :

ds

s
=
dsin
sin

=
dk

k
=
dK

K
=
dy

y

d'où

J(s, x, sin, k,K, y) = G

 x︸︷︷︸
z1

,
sin
s︸︷︷︸
z2

,
k

s︸︷︷︸
z3

,
K

s︸︷︷︸
z4

,
y

s︸︷︷︸
z5


Pour λ1 = 1 et λ2 quelconque et en utilisant la forme précédente, on aura :

G

(
λ2z1, z2,

z3

λ2

, z4, z5

)
= G (z1, z2, z3, z4, z5)
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Nous trouvons après avoir dérivé par rapport à λ2, en λ2 = 1 :

z1
∂G

∂z1

− z3
∂G

∂z3

= 0

Le système caractéristique s'écrit :

dz1

z1

= −dz3

z3

Ce qui donne

G (z1, z2, z3, z4, z5) = L (z1z3, z2, z4, z5)

Donc, nous obtenons toutes les fonctions scalaires invariantes :

J(s, x, sin, k,K, y) = L

(
xk

s
,
sin
s
,
K

s
,
y

s

)
Dans notre travail nous allons prendre une fonction invariante particulière

J(s, x, sin, k,K, y) = H
(y
s

)
Nous préciserons notre choix de H ultérieurement.

Champs de vecteurs invariants

A partir de la dé�nition des champs de vecteurs invariants, nous avons :

w1(λ1s, λ2x) = λ1w1(s, x)

w2(λ1s, λ2x) = λ2w2(s, x)

Donc

w1(s, x) = a1s

w2(s, x) = a2x

où a1 et a2 sont deux constantes qui joueront le rôle de gains.

Le pré-observateur invariant


˙̂s(t) = D(t)(sin − ŝ(t))− kµ(ŝ(t), K)x̂(t) + a1ŝ(t)

[
H
(y
ŝ

)
−H

(
ŷ

ŝ

)]
˙̂x(t) = [µ(ŝ(t), K)−D(t)] x̂(t) + a2x̂(t)

[
H
(y
ŝ

)
−H

(
ŷ

ŝ

)] (3.6)
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3.3.4 Convergence du pré-observateur

Pour montrer la convergence nous avons besoin d'une expression de l'erreur

qui soit invariante et qui tende vers 0 quand t tend vers ∞. Ceci nous amène à

choisir l'erreur de la forme suivante :

e1(t) = ln(s(t))− ln(ŝ(t)) et e2(t) = ln(x(t))− ln(x̂(t))

qui nous amène à son tour à prendre, pour simpli�er, la fonction scalaire invariante

suivante :

H
(y
s

)
= ln

(y
s

)
Ainsi, le pré-observateur (3.6) prend la forme suivante :{

˙̂s(t) = D(t)(sin − ŝ(t))− kµ(ŝ(t), K)x̂(t) + a1ŝ(t) (ln s− ln ŝ)

˙̂x(t) = [µ(ŝ(t), K)−D(t)] x̂(t) + a2x̂(t) (ln s− ln ŝ)
(3.7)

Nous allons d'abord montrer que ŝ et x̂ sont positifs. Ceci justi�era notre écriture

de ln ŝ et ln x̂ dans les erreurs.

Positivité des variables d'état de l'observateur

Pour la variable x̂ , nous avons à priori :

˙̂x = [µ(ŝ, K)−D(t)] x̂+ a2x̂ (ln s(t)− ln |ŝ(t)|)

cette équation peut s'écrire comme suit :

˙̂x = (µ(ŝ, K)−D(t) + a2 (ln s(t)− ln |ŝ(t)|)) x̂

ainsi

x̂(t) = x̂(0) exp

(∫ t

0

[µ(ŝ(τ), K)−D(τ) + a2 (ln s(τ)− ln |ŝ(τ)|)] dτ
)

Si x̂(0) ≥ 0 alors x̂(t) ≥ 0, ∀t ≥ 0.

Pour la variable ŝ , nous avons à priori aussi :

˙̂s(t) = D(t)(sin − ŝ(t))− kµ(ŝ(t), K)x̂(t) + a1ŝ(t) (ln s(t)− ln |ŝ(t)|)

Ici deux cas se présentent :

1. si ŝ(0) = 0 nous avons

˙̂s(0) = D(0)(sin − ŝ(0)) > 0

Ceci implique que ŝ(t) pour t > 0 et voisin de 0.
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2. si ŝ(0) > 0, soit t0 = inf {t > 0/ ŝ(t) > 0} sachant que ŝ(t0) = 0, d'une part

nous avons
˙̂s(t0) = D(t0)sin > 0

et d'autre part

˙̂s(t0) = lim
t
→
<t0

ŝ(t)− ŝ(t0)

t− t0
≤ 0

D'où la contradiction. Par conséquent, il n'existe pas de t0 tel que ŝ(t0) = 0.

Ce qui implique que ŝ(t) > 0, ∀t ≥ 0 si ŝ(0) > 0.

Théorème 3.3.1 Pour le système (3.4) avec la sortie y = s, le système suivant :{
˙̂s(t) = D(t)(sin − ŝ(t))− kµ(ŝ(t), K)x̂(t) + a1ŝ(t) (ln s− ln ŝ)

˙̂x(t) = [µ(ŝ(t), K)−D(t)] x̂(t) + a2x̂(t) (ln s− ln ŝ)
(3.8)

est un observateur. La dynamique des erreurs est donnée par le système suivant :

ė1 = −a1e1 −
D(t)sin

s
(ee1 − 1)− kµmaxsx

(s+K) (se−e1 +K)
(e−e1 − 1)

+
kµmaxx

se−e1 +K
(e−e2 − 1)

ė2 = −a2e1 −
µmaxKs

(s+K) (se−e1 +K)
(e−e1 − 1)

(3.9)

Supposons que a1 > 0 su�samment grand et a2 < 0, avec |a2| assez grand,

alors (0, 0) est un point d'équilibre uniformément asymptotiquement stable pour

le système (3.9).

Preuve du théorème. Le système (3.9) peut s'écrire comme suit :

ė1 =

[
−a1 −

D(t)sin
s

+
kµmaxsx

(s+K)2

]
e1 −

kµmaxx

s+K
e2 −

D(t)sin
s

(ee1 − e1 − 1)

− kµmaxsx
(s+K)2

[
s+K

se−e1 +K
(e−e1 + e1 − 1) +

s

se−e1 +K
(e−e1 − 1) e1

]

+
kµmaxx

s+K

[
s+K

se−e1 +K
(e−e2 + e2 − 1) +

s

se−e1 +K
(e−e1 − 1) e2

]

ė2 =

[
−a2 +

µmaxKs

(s+K)2

]
e1 −

µmaxKs

(s+K)2

[
s+K

se−e1 +K
(e−e1 + e1 − 1)

+
s

se−e1 +K
(e−e1 − 1) e1

]

(3.10)
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En posant :

u1(t) =
D(t)sin

s
u2(t) =

kµmaxsx

(s+K)2 u3(t) =
kµmaxx

s+K

u4(t) =
µmaxKs

(s+K)2 v1(t) =
s+K

se−e1 +K
v2(t) =

s

se−e1 +K

le système (3.10) peut s'écrire aussi sous la forme suivante :
ė1 = [−a1 − u1 + u2] e1 − u3e2 − u1 (ee1 − e1 − 1)− u2 [v1(e−e1 + e1 − 1)

+v2 (e−e1 − 1) e1] + u3 [v1(e−e2 + e2 − 1) + v2 (e−e1 − 1) e2]

ė2 = [−a2 + u4] e1 − u4 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2 (e−e1 − 1) e1]

(3.11)

Notons que dans ce système (0, 0) est un équilibre. Il reste à montrer que cet équi-

libre est localement uniformément asymptotiquement stable. Le système (3.11)

est non-autonome, alors nous allons utiliser le théorème (I.2.1, p. 195) dans [29]

(voir Annexe B).

Le système (3.11) peut être écrit comme suit :

ė(t) = A(t)e(t) + χ(t, e(t))

où

A =


−a1 − u1 + u2 −u3

−a2 + u4 0

 (3.12)

et
χ1

χ2

 =


−u1 (ee1 − e1 − 1)− u2 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2 (e−e1 − 1) e1]

+u3 [v1(e−e2 + e2 − 1) + v2 (e−e1 − 1) e2]

−u4 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2 (e−e1 − 1) e1]

(3.13)

Pour la majoration de χ, nous allons prendre la norme ‖e‖ = |e1| + |e2|, i.e.
nous devons montrer que

∀ε > 0,∃δε > 0 tel que (|e1|+ |e2|) ≤ δε ⇒ (|χ1|+ |χ2|) ≤ ε (|e1|+ |e2|) , ∀t ≥ T

Nous avons :

0 < ϑ ≤ s(t) ≤ sin , 0 < x(t) ≤ σ

0 < Dmin ≤ u1(t) ≤ Dmaxsin
ϑ

, 0 ≤ u2(t) ≤ kµmaxσ

4K

0 ≤ u3(t) ≤ kµmaxσ

K
, 0 ≤ u4(t) ≤ µmax

4

0 ≤ v1(t) ≤ sin +K

K
, 0 ≤ v2(t) ≤ sin

K
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où

σ =
2

k
sin + x(0) and ϑ = sin + (s(0)− sin)e−C > 0 (voir lemme(1.2.1)).

À partir de

ee1 = 1 + e1 + e2
1

∫ 1

0

(1− τ)ee1τdτ

nous avons

|e±e1 ∓ e1 − 1| ≤ 1

2
eδεδε |e1| , |e−e1 − 1| ≤ δε +

1

2
eδεδ2

ε

χ1 = −u1 (ee1 − e1 − 1)− u2 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2 (e−e1 − 1) e1]

+u3 [v1(e−e2 + e2 − 1) + v2 (e−e1 − 1) e2]

|χ1| = |−u1 (ee1 − e1 − 1)− u2 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2 (e−e1 − 1) e1]

+u3 [v1(e−e2 + e2 − 1) + v2 (e−e1 − 1) e2]|

|χ1| ≤ u1 |ee1 − e1 − 1|+ u2 [v1 |e−e1 + e1 − 1|+ v2 |ee1 − 1| |e1|]
+u3 [v1 |e−e2 + e2 − 1|+ v2 |ee1 − 1| |e2|]

|χ1| ≤
[
Dmaxsin

2s
eδε +

kµmaxσ

K

(
sin +K

2K
eδε +

sin
K

(
1 +

1

2
eδεδε

))]
δε |e1|

+

[
kµmaxσ

K

(
sin +K

2K
eδε +

sin
K

(
1 +

1

2
eδεδε

))]
δε |e2|

|χ1| ≤
[
Dmaxsin

2s
eδε +

kµmaxσ

K

(
sin +K

2K
eδε +

sin
K

(
1 +

1

2
eδεδε

))]
δε |e1|



χ2 = −u4 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2 (e−e1 − 1) e1]

|χ2| = |−u4 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2 (e−e1 − 1) e1]|

|χ2| ≤ u4 [v1 |e−e1 + e1 − 1|+ v2 |ee1 − 1| |e1|]

|χ2| ≤
[
µmax

(
sin +K

2K
eδε +

sin
K

(
1 +

1

2
eδεδε

))]
δε |e1|

par suite

|χ1|+ |χ2| ≤
1

2

[
Dmaxsin

s
eδε +

µmax
K

(
kσ

K
+ 1

)(
(sin +K)eδε + sin

(
2 + eδεδε

))]
δε(|e1|+ |e2|)

Donc

|χ1|+ |χ2| ≤ `(δε)(|e1|+ |e2|)
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où

`(δε) =
1

2

[
Dmaxsin

s
eδε +

µmax
K

(
kσ

K
+ 1

)(
(sin +K)eδε + sin

(
2 + eδεδε

))]
δε

Notons que la fonction `(δε) est continue en δε et `(0) = 0, alors pour tout ε > 0

il existe δε > 0 tel que `(δε) < ε.

Il reste à montrer que (0, 0) est uniformément asymptotiquement stable pour le

système linéaire
de

dt
= A(t)e

Pour cela, nous allons prendre la fonction de Lyapunov suivante :

Vα(e1, e2) =

∥∥∥∥∥
(
αe1 + e2

e2

)∥∥∥∥∥
2

= (αe1 + e2)2 + e2
2

où α > 0.

Notons que cette fonction est aussi une norme qui est radialement non bornée.

Nous avons

V̇α(e1, e2) = 2(αe1 + e2)(αė1 + ė2) + 2e2ė2

En remplaçant les dynamiques de e1 et de e2 par leurs expressions, nous obtenons

ceci :

V̇α(e1, e2) = 2α [α (−a1 − u1 + u2) + (−a2 + u4)] e2
1

−2
[
α2u3 − α (−a1 − u1 + u2)− 2 (−a2 + u4)

]
e1e2−2αu3e

2
2 =

(
e1 e2

)
Mα

(
e1

e2

)
où

Mα =



2α [α (−a1 − u1 + u2) + (−a2 + u4)] −α2u3 + α (−a1 − u1 + u2)

+2 (−a2 + u4)

−α2u3 + α (−a1 − u1 + u2) −2αu3

+2 (−a2 + u4)


V̇α(e1, e2) est négative si et seulement si tr(Mα) < 0 et det(Mα) > 0. Nous

allons choisir a1 et a2 tels que ces conditions soient véri�ées.

tr(Mα) = 2α [α (−a1 − u1 + u2) + (−a2 + u4)]− 2αu3

det(Mα) = − (αa1 + 2a2)2 + pa1 + qa2 + r

où

p = −2α
(
αu1 − α2 − α2u3 − 2u4

)
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q = −4 (αu1 − α2 − 2u4)

r = −α2 (u1 − αu3)2 − (αu1 − αu2 − 2u4)2 + α2u2
1 − 2α3u2u3

La bornitude de u1, · · · , u4 implique la bornitude de p, q et r.

En choisissant αa1 + 2a2 = 0 et α > 0, tr(Mα) et det(Mα) deviennent :

tr(Mα) = −α2a1 − 2α [α (u1 − u2) + u3]

det(Mα) =
(
p− α

2
q
)
a1 + r

donc det(Mα) > 0 car p − α

2
q = 2α3u3 > 0 et en prenant a1 su�samment

grand positif, ce qui conduit à la négativité de tr(Mα). Donc (0, 0) est un point

d'équilibre uniformément asymptotiquement stable.

Remarque 3.3.2 La relation αa1+2a2 = 0 permet de faire varier simultanément

a1 et a2 (selon les conditions données dans le théorème précédent) pour ajuster la

vitesse de convergence.

3.4 Résultats de simulation

La dé�nition des paramètres du modèle du Chemostat, leurs valeurs et les

conditions initiales sont données dans les tableaux (3.1) et (3.2) [1].

Paramètres Dé�nition Valeurs et unités

k Coe�cient stchiométrique 6.6 Kg COD/Kg x

pour la dégradation du COD

µmax Taux de croissance maximal 1.2 d−1

K Paramètre de saturation 4.95 Kg COD/m3

sin Le �ux d'entrée de s 9 Kg/m3

Table 3.1 � Paramètres du modèle

s(0) x(0)

(Kg/m3) (Kg/m3)

Modèle 3 0.5

Observateur 3 3

Table 3.2 � Conditions initiales

Nous considérons le taux de dilution suivant :
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Figure 3.1 � Le taux de dilution

Figure 3.2 � Concentration du Substrat
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Figure 3.3 � Concentration de la Biomasse et son estimation pour a1 = 10 et

a2 = −50 (On a pris α = 10)

Figure 3.4 � Erreur correspondant à la biomasse
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Les �gures (3.2) et (3.3) représentent l'état mesuré s et l'estimation de l'état

x respectivement. La �gure (3.4) représente l'erreur d'estimation pour l'état x.

Concernant la convergence, nous avons pris a1 = 10 et a2 = −50, ainsi nous

remarquons que notre observateur invariant présente une excellente convergence

pour la biomasse qui est obtenue après t ≈ 2 jours avec une erreur de l'ordre de

10−2 .

Cas particulier : Prenons le cas où D(t) est constant. Dans ce cas, nous avons

deux points équilibres [34] :

E0 = (sin, 0)

et

E? =

(
DK

µmax −D
,

1

k

(
sin −

DK

µmax −D

))

Figure 3.5 � Concentration du substrat
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Figure 3.6 � Concentration de la biomasse et son erreur d'estimation

À partir de ces deux �gures, nous remarquons que la biomasse converge vers

le second point d'équilibre, ainsi que la variable x̂ de l'observateur. Dans le cas où

D(t) est variable, on verrait mieux le fait que l'observateur donne une estimation

des variables d'état.
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Chapitre 4

Compétition dans le Chemostat

Il existe un résultat classique dans la compétition entre n espèces sur un

seul nutriment, ce résultat est connu comme le Principe d'Exclusion Compétitive

([18], [19] et [34]). Ce principe contredit la biodiversité que l'on trouve dans les

bioréacteurs où au moins deux espèces en compétition sur une seule ressource

coexistent [20].

Plusieurs modèles ont été mis en oeuvre et étudié mathématiquement [13], mais

peu d'observateurs ont été synthétisés. On cite le travail de Karafyllis [22] où il a

construit un observateur (Reduced Dead-beat) qui est très complexe à synthétiser

et presque impossible de le simuler.

Soit le système dynamique représentant la compétition dans le Chemostat :
ṡ = D(t)(sin − s)− k1µ1(s)x1 − k2µ2(s)x2,

ẋ1 = [µ1(s)− α11x1 − α12x2 −D1(t)]x1,

ẋ2 = [µ2(s)− α21x1 − α22x2 −D2(t)]x2

(4.1)

où s et xi désignent les concentrations du substrat et de l'espèce i, i = 1, 2 ;

αiixi désigne les termes de compétition intra-spéci�que (entre les individus de la

même espèce) et, αijxi, i 6= j désigne les termes de compétition inter-spéci�que

(entre les individus de di�érentes espèces). La fonction µi(s) représente le taux

de croissance de l'espèce i qui est dé�nie par :

µi(s) = µimax
s

s+Ki

Di(t) désigne le taux de prélèvement de l'espèce i dé�ni par :

Di(t) = D(t) + D̃i

où D̃i est le taux de mortalité de l'espèce i.
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4.1 Invariance du modèle de compétition dans le

Chemostat

Nous avons

f1(s, x1, x2, sin, k1, k2, K1, K2, α11, α12, α21, α22) = D(t) (sin − s)−
k1µ1maxsx1

s+K1

− k2µ2maxsx2

s+K2

f2(s, x1, x2, sin, k1, k2, K1, K2, α11, α12, α21, α22) =

[
µ1maxs

s+K1

− α11x1 − α12x2 −D1(t)

]
x1

f3(s, x1, x2, sin, k1, k2, K1, K2, α11, α12, α21, α22) =

[
µ2maxs

s+K1

− α11x1 − α22x2 −D2(t)

]
x2

Soit 

s̃

x̃1

x̃2

s̃in

k̃1

k̃2

K̃1

K̃2

α̃11

α̃12

α̃21

α̃22



= eνÃ



s

x1

x2

sin

k1

k2

K1

K2

α11

α12

α21

α22


où A est une matrice quelconque, et Ãij =

d

dν
Bij(ν)

∣∣∣∣
ν=0

.
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Par dérivation par rapport à t nous obtenons :



˙̃s

˙̃x1

˙̃x2

0

0

0

0

0

0

0

0

0



=



b11 b12 b13
... b14 b15 b16 b17 b18 b19 b110 b111 b112

b21 b22 b23
... b24 b25 b26 b27 b28 b29 b210 b211 b212

b31 b32 b33
... b34 b35 b36 b37 b38 b39 b310 b311 b312

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0
... b44 b45 b46 b47 b48 b49 b410 b411 b412

0 0 0
... b54 b55 b56 b57 b58 b59 b510 b511 b512

0 0 0
... b64 b65 b66 b67 b68 b69 b610 b611 b612

0 0 0
... b74 b75 b76 b77 b78 b79 b710 b711 b712

0 0 0
... b84 b85 b86 b87 b88 b89 b810 b811 b812

0 0 0
... b94 b95 b96 b97 b98 b99 b910 b911 b912

0 0 0
... b104 b105 b106 b107 b108 b109 b1010 b1011 b1012

0 0 0
... b114 b115 b116 b117 b118 b119 b1110 b1111 b1112

0 0 0
... b124 b125 b126 b127 b128 b129 b1210 b1211 b1212





ṡ1

ẋ1

ṡ2

ẋ2

0

0

0

0

0

0

0

0



Ce système matricielle peut s'écrire sous la forme suivante :
f̃1 = b11f1 + b12f2 + b13f3

f̃2 = b21f1 + b22f2 + b23f3

f̃3 = b31f1 + b32f2 + b33f3

Dérivons ce système par rapport à ν :

d

dν

∣∣∣∣
ν=0

fi



eνÃ



s

x1

x2

sin

k1

k2

K1

K2

α11

α12

α21

α22





=

〈
Ã



s

x1

x2

sin

k1

k2

K1

K2

α11

α12

α21

α22



,∇fi

〉
, i = 1, 4

Après résolution sous Maple (voir Annexe A), nous obtenons la matrice suivante :

Ã = diag (α, β, γ, α, α− β, α− γ, α, α,−β,−γ,−β,−γ)

43



Donc le plus grand groupe linéaire qui rend le système de la compétition dans

le Chemostat invariant est le groupe des homothéties G = (R∗+ × R∗+ × R∗+, .),

qui agit sur (s, x1, x2) avec trois paramètres (λ1, λ2, λ3) où λ1 = eα, λ2 = eβ et

λ3 = eγ.

4.2 Pré-observateur

4.2.1 Les fonctions scalaires invariantes

Par dé�nition, nous avons :

J(s, x1, x2, sin, k1, k2, K1, K2, α11, α12, α21, α22, y)

= J

(
λ1s, λ2x1, λ3x2, λ1sin,

λ1

λ2

k1,
λ1

λ3

k2, λ1K1, λ1K2,
1

λ2

α11,
1

λ3

α12,
1

λ2

α21,
1

λ3

α22, λ1y

)
Pour λ2 = λ3 = 1 et λ1 quelconque, nous avons :

J(s, x1, x2, sin, k1, k2, K1, K2, α11, α12, α21, α22, y)

= J(λ1s, x1, x2, λ1sin, λ1k1, λ1k2, λ1K1, λ1K2, α11, α12, α21, α22, λ1y)

Par dérivation par rapport à λ1 en λ1 = 1, nous obtenons :

s
∂J

∂s
+ sin

∂J

∂sin
+ k1

∂J

∂k1

+ k2
∂J

∂k2

+K1
∂J

∂K1

+K2
∂J

∂K2

+ y
∂J

∂y
= 0

Ainsi, l'équation caractéristique de cette équation aux dérivées partielles s'écrit

comme suit :
ds

s
=
dsin
sin

=
dk1

k1

=
dk2

k2

=
dK1

K1

=
dK2

K2

=
dy

y

Ce qui donne :

J(s, x1, x2, sin, k1, k2, K1, K2, α11, α12, α21, α22, y)

= G

 x1︸︷︷︸
z1

, x2︸︷︷︸
z2

, α11︸︷︷︸
z3

, α12︸︷︷︸
z4

, α21︸︷︷︸
z5

, α22︸︷︷︸
z6

,
sin
s︸︷︷︸
z7

,
k1

s︸︷︷︸
z8

,
k2

s︸︷︷︸
z9

,
K1

s︸︷︷︸
z10

,
K2

s︸︷︷︸
z11

,
y

s︸︷︷︸
z12


Pour λ1 = λ3 = 1 et λ2 quelconque, nous avons :

G(z1, z2, z3, z4, z5, z6, z7, z8, z9, z10, z11, z12) = G

(
λ2z1, z2,

1

λ2

z3, z4,
1

λ2

z5, z6, z7,
1

λ2

z8, z9, z10, z11, z12

)
Par dérivation par rapport à λ2 en λ2 = 1, nous obtenons l'équation aux dérivées

partielles suivante :

z1
∂G

∂z1

− z3
∂G

∂z3

− z5
∂G

∂z5

− z8
∂G

∂z8

= 0
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L'équation caractéristique s'écrit :

dz1

z1

= −dz3

z3

= −dz5

z5

= −dz8

z8

Ainsi,

G(z1, z2, z3, z4, z5, z6, z7, z8, z9, z10, z11, z12)

= L( z2︸︷︷︸
v1

, z4︸︷︷︸
v2

, z6︸︷︷︸
v3

, z7︸︷︷︸
v4

, z9︸︷︷︸
v5

, z10︸︷︷︸
v6

, z11︸︷︷︸
v7

, z12︸︷︷︸
v8

, z1z3︸︷︷︸
v9

, z1z5︸︷︷︸
v10

, z1z8︸︷︷︸
v11

)

Pour λ1 = λ2 = 1 et λ3 quelconque, nous avons :

L(v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11) = L

(
λ3v1,

1

λ3

v2,
1

λ3

v3, v4,
1

λ3

v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11

)
Par dérivation par rapport à λ3 en λ3 = 1, nous obtenons l'équation aux dérivées

partielles suivante :

v1
∂L

∂v1

− v2
∂L

∂v2

− v3
∂L

∂v3

− v5
∂L

∂v5

= 0

L'équation caractéristique s'écrit :

dv1

v1

= −dv2

v2

= −dv3

v3

= −dv5

v5

Ainsi,

L(v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11) = R(v4, v6, v7, v8, v9, v10, v11, v1v2, v1v3, v1v5)

Par suite, nous obtenons toutes les fonctions scalaires invariantes suivantes :

J(s, x1, x2, sin, k1, k2, K1, K2, α11, α12, α21, α22, y)

= R

(
sin
s
,
K1

s
,
K2

s
,
y

s
, α11x1, α21x1,

k1x1

s
, α12x2, α22x2,

k2x2

s

)
Dans ce qui suit, nous allons prendre une fonction invariante particulière qui

est de la forme :

J(s, x1, x2, sin, k1, k2, K1, K2, α11, α12, α21, α22, y) = H
(y
s

)
4.2.2 Les champs de vecteurs invariants

A partir de la dé�nition des champs de vecteurs invariants, nous avons :

w1(λ1s, λ2x1, λ3x2) = λ1w1(s, x1, x2)

w2(λ1s, λ2x1, λ3x2) = λ2w2(s, x1, x2)

w3(λ1s, λ2x1, λ3x2) = λ3w3(s, x1, x2)
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Donc

w1(s, x1, x2) = a1s

w2(s, x1, x2) = a2x1

w3(s, x1, x2) = a3x2

où a1, a2 et a3 sont des constantes qui joueront le rôle de gain.

4.2.3 Le pré-observateur invariant



˙̂s = D(t)(sin − ŝ)− k1µ(ŝ, K1)x̂1 − k2µ(ŝ, K2)x̂2 + a1ŝ

[
H
(y
ŝ

)
−H

(
ŷ

ŝ

)]

˙̂x1 = [µ(ŝ, K1)− α11x1 − α12x2 −D1(t)] x̂1 + a2x̂1

[
H
(y
ŝ

)
−H

(
ŷ

ŝ

)]

˙̂x2 = [µ(ŝ, K2)− α21x1 − α22x2 −D2(t)] x̂2 + a3x̂2

[
H
(y
ŝ

)
−H

(
ŷ

ŝ

)]
(4.2)

4.2.4 Convergence du pré-observateur

Pour montrer la convergence nous avons besoin d'une expression de l'erreur

qui soit invariante et qui tend vers 0 quand t tend vers ∞. Ceci nous amène à

choisir l'erreur de la forme suivante :

e1(t) = ln(s(t))−ln(ŝ(t)), e2(t) = ln(x1(t))−ln(x̂1(t)) et e3(t) = ln(x2(t))−ln(x̂2(t))

qui nous amène à son tour à prendre, pour simpli�er, la fonction scalaire invariante

suivante :

H
(y
s

)
= ln

(y
s

)

Théorème 4.2.1 Pour le système (4.1) avec la sortie y = s, le système suivant :
˙̂s = D(t)(sin − ŝ)− k1µ(ŝ, K1)x̂1 − k2µ(ŝ, K2)x̂2 + a1ŝ (ln s− ln ŝ)

˙̂x1 = [µ(ŝ, K)− α11x1 − α12x2 −D1(t)] x̂1 + a2x̂1 (ln s− ln ŝ)

˙̂x2 = [µ(ŝ, K)− α21x1 − α22x2 −D2(t)] x̂2 + a3x̂2 (ln s− ln ŝ)

(4.3)
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est un observateur. La dynamique des erreurs est donnée par le système suivant :

ė1 = −a1e1 −
D(t)sin

s
(ee1 − 1)−

[
k1µ1maxx1s

(s+K1)(se−e1 +K1)
+

k2µ2maxx2s

(s+K2)(se−e1 +K2)

]
(e−e1 − 1)

+
k1µ1maxx1

se−e1 +K1

(e−e2 − 1) +
k2µ2maxx2

se−e1 +K2

(e−e3 − 1),

ė2 = −a2e1 −
K1µ1maxs

(s+K1)(se−e1 +K1)
(e−e1 − 1) + α11x1(e−e2 − 1) + α12x2(e−e3 − 1),

ė3 = −a3e1 −
K2µ2maxs

(s+K2)(se−e1 +K2)
(e−e1 − 1) + α21x1(e−e2 − 1) + α22x2(e−e3 − 1)

(4.4)

Supposons que a1 > 0 assez grand, a2 < 0 et a3 < 0, alors (0, 0, 0) est un point

d'équilibre uniformément asymptotiquement stable.
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preuve. Le système (4.4) peut s'écrire de la façon suivante :

ė1 =

[
−a1 −

D(t)sin
s

+
k1µ1maxx1s

(s+K1)2
+
k2µ2maxx2s

(s+K2)2

]
e1 −

k1µ1maxx1

s+K1

e2 −
k2µ2maxx2

s+K2

e3

−D(t)sin
s

(ee1 − e1 − 1)− k1µ1maxx1s

(s+K1)2

[
s+K1

se−e1 +K1

(e−e1 + e1 − 1) +
s

se−e1 +K1

(e−e1 − 1)e1]− k2µ2maxx2s

(s+K2)2

[
s+K2

se−e1 +K2

(e−e1 + e1 − 1) +
s

se−e1 +K2

(e−e1 − 1)e1

]

+
k1µ1maxx1

s+K1

[
s+K1

se−e1 +K1

(e−e2 + e2 − 1) +
s

se−e1 +K1

(e−e1 − 1)e2

]

+
k2µ2maxx2

s+K2

[
s+K2

se−e1 +K2

(e−e3 + e3 − 1) +
s

se−e1 +K2

(e−e1 − 1)e3

]
,

ė2 =

[
−a2 +

K1µ1maxs

(s+K1)2

]
e1 − α11x1e2 − α12x2e3

−K1µ1maxs

(s+K1)2

[
s+K1

se−e1 +K1

(e−e1 + e1 − 1) +
s

se−e1 +K1

(e−e1 − 1)e1

]

+α11x1(e−e2 + e2 − 1) + α12x2(e−e3 + e3 − 1),

ė3 =

[
−a3 +

K2µ2maxs

(s+K2)2

]
e1 − α21x1e2 − α22x2e3

−K2µ2maxs

(s+K2)2

[
s+K2

se−e1 +K2

(e−e1 + e1 − 1) +
s

se−e1 +K2

(e−e1 − 1)e

]

+α21x1(e−e2 + e2 − 1) + α22x2(e−e3 + e3 − 1)

(4.5)
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Posons maintenant,

u1 =
D(t)sin

s
u2 =

k1µ1maxx1s

(s+K1)2
u3 =

k2µ2maxx2s

(s+K2)2
u4 =

k1µ1maxx1

s+K1

u5 =
k2µ2maxx2

s+K2

u6 =
K1µ1maxs

(s+K1)2
u7 = α11x1 u8 = α12x2

u9 =
K2µ2maxs

(s+K2)2
u10 = α21x1 u11 = α22x2

v1 =
s+K1

se−e1 +K1

v2 =
s

se−e1 +K1

v3 =
s+K2

se−e1 +K2

et v4 =
s

se−e1 +K2

Le système (4.5) devient :

ė1 = [−a1 − u1 + u2 + u3] e1 − u4e2 − u5e3 − u1(ee1 − e1 − 1)

−u2 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2(e−e1 − 1)e1]− u3 [v3(e−e1 + e1 − 1) + v4(e−e1 − 1)e]

+u4 [v1(e−e2 + e2 − 1) + v2(e−e1 − 1)e2] + u5 [v3(e−e3 + e3 − 1) + v4(e−e1 − 1)e3] ,

ė2 = [−a2 + u6] e1 − u7e2 − u8e3 − u6 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2(e−e1 − 1)e1]

+u7(e−e2 + e2 − 1) + u8(e−e3 + e3 − 1),

ė3 = [−a3 + u9] e1 − u10e2 − u11e3 − u9 [v3(e−e1 + e1 − 1) + v4(e−e1 − 1)e1]

+u10(e−e2 + e2 − 1) + u11(e−e3 + e3 − 1)

(4.6)

Rappelons que (0, 0, 0) est un équilibre pour le système (4.4). Nous devons mon-

trer qu'il est localement uniformément asymptotiquement stable. Le système (4.6)

est non-autonome, alors nous allons utiliser le même théorème utilisé dans le cha-

pitre précédent [29] (voir Annexe B).

Le système (4.6) peut être écrit comme suit :

ė(t) = A(t)e(t) + χ̃(t, e(t))

où

A =


−a1 − u1 + u2 + u3 −u4 −u5

−a2 + u6 −u7 −u8

−a3 + u9 −u10 −u11


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et



χ̃1

χ̃2

χ̃3


=



−u1(ee1 − e1 − 1)− u2 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2(e−e1 − 1)e1]

−u3 [v3(e−e1 + e1 − 1) + v4(e−e1 − 1)e1] + u4 [v1(e−e2 + e2 − 1) + v2(e−e1 − 1)e2]

+u5 [v3(e−e3 + e3 − 1) + v4(e−e1 − 1)e3]

−u6 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2(e−e1 − 1)e1] + u7(e−e2 + e2 − 1) + u8(e−e3 + e3 − 1)

−u9 [v3(e−e1 + e1 − 1) + v4(e−e1 − 1)e1] + u10(e−e2 + e2 − 1) + u11(e−e3 + e3 − 1)


(4.7)

Ici, nous allons prendre la norme ‖e‖ = |e1|+ |e2|+ |e3|, i.e. nous devons montrer

que pour ∀t ≥ T

∀ε̃ > 0,∃δ̃ε̃ > 0 tel que (|e1|+ |e2|+ |e3|) ≤ δ̃ε̃ ⇒ (|χ̃1|+ |χ̃2|+ |χ̃3|) ≤ ε̃ (|e1|+ |e2|+ |e3|)

Nous avons :

0 < ϑ ≤ s(t) ≤ sin , 0 < x1(t) ≤ σ1 , 0 < x2(t) ≤ σ2

0 < Dmin ≤ u1(t) ≤ Dmaxsin
ϑ

, 0 ≤ u2(t) ≤ k1µ1maxσ1

K1

, 0 ≤ u3(t) ≤ k2µ2maxσ2

K2

0 ≤ u4(t) ≤ k1µ1maxσ1

K1

, 0 ≤ u5(t) ≤ k2µ2maxσ2

K2

, 0 ≤ u6(t) ≤ µ1max

0 ≤ u7(t) ≤ α11σ1 , 0 ≤ u8(t) ≤ α12σ2 , 0 ≤ u9(t) ≤ µ2max

0 ≤ u10(t) ≤ α21σ1 , 0 ≤ u11(t) ≤ α22σ2

0 ≤ v1(t) ≤ sin +K1

K1

, 0 ≤ v2(t) ≤ sin
K1

0 ≤ v3(t) ≤ sin +K2

K2

, 0 ≤ v4(t) ≤ sin
K2

À partir de

eei = 1 + ei + e2
i

∫ 1

0

(1− τ)eeiτdτ , i = 1, 3

nous avons

|e±ei ∓ ei − 1| ≤ 1

2
eδ̃ε̃ δ̃ε̃ |ei| , |e−ei − 1| ≤ δ̃ε̃ +

1

2
eδ̃ε̃ δ̃2

ε̃

Après calcul, nous obtenons :

|χ̃1| ≤
1

2

(
Dmaxsin

ϑ
eδ̃ε̃ +

k1µ1maxσ1

K2
1

[
sin((δ̃ε̃ + 1) +K1)eδ̃ε̃ + 2sin

]
+
k2µ2maxσ2

K2
2

[
sin((δ̃ε̃ + 1) +K2)eδ̃ε̃ + 2sin

])
δ̃ε̃ |e1|+

k1µ1maxσ1

2K2
1

[
sin((δ̃ε̃ + 1) +K1)eδ̃ε̃ + 2sin

]
δ̃ε̃ |e2|

+
k2µ2maxσ2

2K2
2

[
sin((δ̃ε̃ + 1) +K2)eδ̃ε̃ + 2sin

]
δ̃ε̃ |e3|
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|χ̃2| ≤
µ1max

2K1

[
sin((δ̃ε̃ + 1) +K1)eδ̃ε̃ + 2sin

]
δ̃ε̃ |e1|+

α11σ1

2
eδ̃ε̃ δ̃ε̃ |e2|+

α12σ2

2
eδ̃ε̃ δ̃ε̃ |e3|

|χ̃3| ≤
µ2max

2K2

[
sin((δ̃ε̃ + 1) +K2)eδ̃ε̃ + 2sin

]
δ̃ε̃ |e1|+

α21σ1

2
eδ̃ε̃ δ̃ε̃ |e2|+

α22σ2

2
eδ̃ε̃ δ̃ε̃ |e3|

Alors

|χ̃1|+ |χ̃2|+ |χ̃3| ≤ l̃1(δ̃ε̃)δ̃ε̃ |e1|+ l̃2(δ̃ε̃)δ̃ε̃ |e2|+ l̃3(δ̃ε̃)δ̃ε̃ |e3|

où

l̃1(δ̃ε̃) =
1

2

(
Dmaxsin

ϑ
eδ̃ε̃ +

µ1max

K2
1

(k1σ1 +K1)
[
sin((δ̃ε̃ + 1) +K1)eδ̃ε̃ + sin

]
+
µ2max

K2
2

(k2σ2 +K2)
[
sin((δ̃ε̃ + 1) +K2)eδ̃ε̃ + sin

])
δ̃ε̃

l̃2(δ̃ε̃) =
1

2

(
k1µ1maxσ1

K2
1

[
sin((δ̃ε̃ + 1) +K1)eδ̃ε̃ + sin

]
+ (α11 + α21)σ1e

δ̃ε̃

)
δ̃ε̃

l̃3(δ̃ε̃) =
1

2

(
k2µ2maxσ2

K2
2

[
sin((δ̃ε̃ + 1) +K2)eδ̃ε̃ + sin

]
+ (α12 + α22)σ2e

δ̃ε̃

)
δ̃ε̃

Ainsi

|χ̃1|+ |χ̃2|+ |χ̃3| ≤ max
(
l̃1(δ̃ε̃), l̃2(δ̃ε̃), l̃3(δ̃ε̃)

)
︸ ︷︷ ︸

l̃(δ̃ε̃)

(|e1|+ |e2|+ |e3|)

Notons que la fonction l̃(δ̃ε̃) est continue en δ̃ε̃ et l̃(0) = 0, alors pour tout

ε̃ > 0 il existe δ̃ε̃ > 0 tel que l̃(δ̃ε̃) < ε̃.

Il reste à montrer que (0, 0, 0) est uniformément asymptotiquement stable pour

le système linéaire
de

dt
= A(t)e

Pour cela réécrivons la partie linéaire du système (4.6) :

ė1 = [−a1 − u1 + u2 + u3] e1 − u4e2 − u5e3

ė2 = [−a2 + u6] e1 − u7e2 − u8e3

ė3 = [−a3 + u9] e1 − u10e2 − u11e3

(4.8)
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Dans cette partie nous allons prendre la fonction de Lyapunov candidate suivante :

Vλ,ξ1,ξ2(e1, e2, e3) = e2
1 + λ(e2

2 + e2
3) +

1

2
(ξ1e1e2 + ξ2e1e3)

avec ξ1, ξ2 > 0 petits et λ > 0 grand. Donc

V̇λ,ξ1,ξ2(e1, e2, e3) = 2e1ė1 + 2λ(e2ė2 + e3ė3) +
1

2
[ξ1(ė1e2 + e1ė2) + ξ2(ė1e3 + e1ė3)]

En remplaçant les dynamiques de e1, e2 et de e3 par leurs expressions, nous

obtenons ceci :

V̇λ,ξ1,ξ2(e1, e2, e3) =

[
−2(a1 + u1 − u2 − u3) +

1

2
ξ1(−a2 + u6) +

1

2
ξ2(−a3 + u9)

]
e2

1

−
[

1

2
ξ1u4 + 2λu7

]
e2

2 −
[

1

2
ξ2u5 + 2λu11

]
e2

3

[
−1

2
ξ1(a1 + u1 − u2 − u3 + u7)− 1

2
ξ2u10 + 2λ(−a2 + u6)− 2u4

]
e1e2

+

[
−1

2
ξ1u8 −

1

2
ξ2(a1 + u1 − u2 − u3 + u11) + 2λ(−a3 + u9)− 2u5

]
e1e3

−
[

1

2
ξ1u5 +

1

2
ξ2u4 + 2λ(u8 + u10)

]
e2e3 = eTM̃λ,ξ1,ξ2e

Avec

M̃λ,ξ1,ξ2 =


m̃11 m̃12 m̃13

m̃21 m̃22 m̃23

m̃31 m̃32 m̃33


où

m̃11 = −2(a1 + u1 − u2 − u3) +
1

2
ξ1(−a2 + u6) +

1

2
ξ2(−a3 + u9)

m̃12 = m̃21 = −1

4
ξ1(a1 + u1 − u2 − u3 + u7)− 1

4
ξ2u10 + λ(−a2 + u6)− u4

m̃13 = m̃31 = −1

4
ξ1u8 −

1

4
ξ2(a1 + u1 − u2 − u3 + u11) + λ(−a3 + u9)− u5

m̃22 = −
[

1

2
ξ1u4 + 2λu7

]
m̃23 = m̃32 = −

[
1

4
ξ1u5 +

1

2
ξ2u4 + λ(u8 + u10)

]
et

m̃33 = −
[

1

2
ξ2u5 + 2λu11

]
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V̇λ,ξ1,ξ2(e1, e2, e3) est négative si et seulement si M̃λ,ξ1,ξ2 est dé�nie négative

c'est-à-dire les mineurs δ̃1 < 0, δ̃2 > 0 et δ̃3 < 0.

Où δ̃1, δ̃2 et δ̃3 sont les mineurs principaux de M̃λ,ξ1,ξ2 .

δ̃1 = −2(a1 + u1 − u2 − u3) +
1

2
ξ1(−a2 + u6) +

1

2
ξ2(−a3 + u9)

δ̃2 = − 1

16
(ξ1a1+4λa2)2+

[(
1

2
ξ1u6 + 4u7

)
λ− 1

8
ξ2

1(u1 − u2 − u3 + u7)− 1

8
ξ1ξ2u10 +

1

2
ξ1u4

]
a1

+

[
2u6λ

2 − 1

2
(ξ1(u1 − u2 − u3 − u7) + ξ2u10 + 4u4)λ+

1

4
ξ2

1u4

]
a2 + R̃1

On prend ξ1a1 + 4λa2 = 0 ainsi δ̃2 devient :

δ̃2 =
16

λ

[
64u7λ

2 − 4ξ1(ξ1u7 + 4u4)λ− ξ3
1u4

]
a1 + R̃1

Pour un a1 > 0 et λ > 0 assez grand, δ̃2 devient positif.

δ̃3 =
1

32
(4λu7 + ξ1u4)(ξ2a1 + 4λa3)2 + p̃1(λ, ξ, ui)a1 + p̃2(λ, ξ, ui)a3 + R̃2

On prend ξ2a1 + 4λa3 = 0 ainsi δ̃1 devient :

δ̃1 =

(
1

8λ
(ξ2

1 + ξ2
2)− 2

)
a1 − 2(u1 − u2 − u3) +

1

2
ξ1u6 +

1

2
ξ2u9

Pour

(
1

8λ
(ξ2

1 + ξ2
2)− 2

)
< 0 et a1 > 0 assez grand, δ̃1 < 0. Nous avons aussi :

δ̃3 =

(
2
[
(u8 + u10)2 − 4u7u11

]
λ2 − 1

8

[
((u8 + u10)2 − 4u7u11)(ξ2

1 + ξ2
2)

−8((u8 + u10)u5 − 4u4u11)ξ1 − 8((u8 + u10)u4 − 4u5u7)ξ2+]λ+
1

16
[((2u4u11 − u5(u8 + u10))ξ1

(2u5u7 − u4(u8 + u10))ξ2) (ξ2
1 + ξ2

2) + 2u2
5ξ

2
1 − 2u2

4ξ
2
2

]
− 1

128λ

[
ξ14u2

5 + ξ4
2u

2
4

−2u4u5ξ1ξ2(ξ2
1 + ξ2

2) + ξ2
1ξ

2
2(u2

4 + u2
5)
])
a1 + R̃2

Supposons

(u8 + u10)2 − 4u7u11 < 0 (4.9)

Pour λ > 0 assez grand devant |ξ1| et |ξ2|, on aura δ̃3 < 0.

Posons

Q(x1, x2) = 4u7u11 − (u8 + u10)2

La condition (4.9) se traduit par Q(x1, x2) > 0.

En remplaçant les ui par leurs expressions, nous avons :

Q(x1, x2) = 4α11α22x1x2 − (α12x2 + α21x1)2

En étudiant l'équation Q(x1, x2) = 0, nous obtenons deux solutions formant un

cône représenté dans la �gure ci-dessous.
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Remarque 4.2.2 Nous conjecturons que si nous prenons un (x1(0), x2(0)) dans

le cône positif, (x1(t), x2(t)) reste dedans, ∀t > 0.

En admettant que notre conjecture est satisfaite, on peut dire que (0, 0, 0) est un

point d'équilibre uniformément asymptotiquement stable.

4.3 Résultats de simulation

La dé�nition des paramètres du modèle de compétition dans le Chemostat

rappelées dans [13], leurs valeurs et les conditions initiales sont données dans les

tableaux (4.1) et (4.2).

Paramètres Valeur Unité

k1 1 Kg COD/Kg x1

k2 1 mol VFA/Kg x1

µ1max 2 day−1

µ2max 1 day−1

K1 2 Kg COD/m3

K2 0.5 mol VFA/m3

sin 10 Kg/m3

Table 4.1 � Paramètres du modèle de compétition dans le Chemostat
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s1(0) x1(0) x2(0)

(Kg/m3) (Kg/m3) (Kg/m3)

Modèle 3 0.5 0.12

Observateur 3 3 0.5

Table 4.2 � Conditions Initiales

Figure 4.1 � Concentration du Substrat
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Figure 4.2 � Concentration de la première biomasse et son estimation pour

a1 = 10, a2 = a3 = −0.06 (On a pris λ = 40, ξ1 = ξ2 = 1)

Figure 4.3 � Concentration de la seconde biomasse et son estimation pour a1 =

10, a2 = a3 = −0.06 (On a pris λ = 40, ξ1 = ξ2 = 1)
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Figure 4.4 � Erreurs correspondantes aux deux biomasses

La �gure (4.1) représente l'état mesuré s. Les �gures (4.2) et (4.3) représentent

les estimations des deux biomasses x1 et x2 respectivement. La �gure (4.4) repré-

sente les erreurs d'estimations pour les deux biomasses x1 et x2.

Nous avons pris dans nos simulations α11 = α22 = 1 et α12 = α21 = 0.1 et comme

taux de mortalités de x1 et x2, D̃1 = D̃2 = 0.05, ainsi nous remarquons que notre

observateur invariant présente une bonne convergence pour la première biomasse

x1 qui est obtenue après t ≈ 3 jours avec une erreur près égale à 10−2 et pour la

seconde biomasse x2 qui est obtenue après t ≈ 2 jours avec la même erreur.
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Chapitre 5

Observateurs pour le modèle AM2

Le modèle AM2 a été développé sous le projet Européen AMOCO. C'est un

modèle de digestion anaérobie à deux-étapes (correspondant à deux réactions

biologiques en cascade, d'où son nom), qui est représenté par le système mathé-

matique suivant :


ṡ1 = D(t) (s1in − s1)− k1µ1 (s1, K1)x1

ẋ1 = [µ1 (s1, K1)−D(t)]x1

ṡ2 = D(t) (s2in − s2) + k2µ1 (s1, K1)x1 − k3µ2 (s2, K2)x2

ẋ2 = [µ2 (s2, K2)−D(t)]x2

(5.1)

avec y =

(
s1

s2

)
Ce modèle a été proposé dans [8] et il est formé de deux principales réactions

(acidogénèse-méthanogénèse), où le substrat s1 est dégradé en substrat s2 par

la biomasse x1 puis le substrat s2 est dégradé par la biomasse x2, où (s1, s2) ∈
R?

+ ×R?
+ et (x1, x2) ∈ R?

+ ×R?
+.

Dans cette partie nous allons utiliser comme cinétiques de croissance, la ciné-

tique de Monod et la cinétique de Haldane, dé�nis respectivement comme suit :

µ1 (s1, K1) = µ1max
s1

s1 +K1

et µ2 (s2, K2) = µ2max
s2

s2 +K2 +
(
s2
Ki

)2
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Figure 5.1 � Les cinétiques de croissance de Monod et Haldane

Plusieurs observateurs ont été proposé pour le modèle de la digestion anaéro-

bie, comme l'observateur à grand gain, l'observateur asymptotique et lobservateur

par intervalles décrient dans le chapitre 2.

5.1 Observabilité

Étudions l'observabilité de ce modèle en utilisant la dé�nition cité dans [12].

Nous avons,

y =

(
s1

s2

)

ẏ =


D(t) (s1in − s1)− k1µ1maxs1x1

s1 +K1

D(t) (s2in − s2) +
k2µ1maxs1x1

s1 +K1

− k3µ2maxs2x2

s2 +K2 +
(
s2
Ki

)2


ainsi

(
x1

x2

)
=


s1 +K1

k1µ1maxs1

[D(t) (s1in − s1)− ṡ1]

s2 +K2 +
(
s2
Ki

)2

k3µ2maxs2

[
D(t) (s2in − s2) + k2

k1
(D(t) (s1in − s1)− ṡ1)− ṡ2

]


Alors, à partir de y et sa dérivée, nous avons pu déduire les deux variables non

mesurées x1 et x2, ce qui implique que le modèle est algébriquement observable.
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5.2 Bornitude supérieure des variables d'état

5.2.1 La variable d'état s1

Nous avons :

ṡ1 = D(t)(s1in − s1)− k1µ1(s1, K1)x1

Etant donné que la quantité k1µ1(s1, K1)x1 est positive, alors

ṡ1 ≤ D(t)(s1in − s1)

d'où

ṡ1 +D(t)s1 ≤ D(t)s1in

On obtient en multipliant les deux membres de l'inégalité par e
∫ t
0 D(τ)dτ et en les

intégrant entre 0 et t

s1e
∫ t
0 D(τ)dτ ≤ s1(0) + s1in

∫ t

0

D(τ)e
∫ τ
0 D(ξ)dξdτ

ainsi

s1e
∫ t
0 D(τ)dτ ≤ s1(0) + s1in

[
e
∫ t
0 D(τ)dτ − 1

]
multiplions maintenant les deux membres par e−

∫ t
0 D(τ)dτ ,

s1 ≤ s1(0)e−
∫ t
0 D(τ)dτ + s1in

[
1− e−

∫ t
0 D(τ)dτ

]
Cette inégalité peut s'écrire comme ceci

s1 ≤ (s1(0)− s1in)e−
∫ t
0 D(τ)dτ + s1in

Par conséquent

s1 ≤ s1in

où l'on a supposé s1(0) ≤ s1in d'où (s1(0)− s1in)e−
∫ t
0 D(τ)dτ < 0.

5.2.2 La variable d'état x1

Posons tout d'abord :

ξ1 = s1 + k1x1

La dynamique de la variable ξ1 s'écrit :

ξ̇1 = D(t)s1in −D(t)ξ1

ainsi

ξ̇1 +D(t)ξ1 = D(t)s1in
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De même, on trouve en multipliant les deux membres de l'égalité par e
∫ t
0 D(τ)dτ et

en les intégrant entre 0 et t

ξ1e
∫ t
0 D(τ)dτ = ξ1(0) + s1in

[
e
∫ t
0 D(τ)dτ − 1

]
multipliant les deux membres par e−

∫ t
0 D(τ)dτ , on obtient

ξ1 = ξ1(0)e−
∫ t
0 D(τ)dτ + s1in

[
1− e−

∫ t
0 D(τ)dτ

]
Comme e−

∫ t
0 D(τ)dτ < 1 et 1− e−

∫ t
0 D(τ)dτ < 1 car D(τ) ≥ 0, alors

ξ1 ≤ ξ1(0) + s1in

Passons maintenant aux variables s1 et x1, on obtient :

s1 + k1x1 ≤ s1(0) + k1x1(0) + s1in

puisque s1 > 0, alors

k1x1 ≤ s1(0) + k1x1(0) + s1in

Ce qui donne en dé�nitive :

x1 ≤
2

k1

s1in + x1(0)

car s1(0) ≤ s1in.

5.2.3 La variable d'état s2

Posons

ξ2 = s2 − k2x1

La dynamique de la variable ξ2 s'écrit :

ξ̇2 = D(t)s2in −D(t)ξ2 − k3µ2(s2, K2)x2

Étant donné que la quantité k3µ2(s2, K2)x2 est positive, alors

ξ̇2 ≤ D(t)(s2in − ξ2)

Ainsi, on trouve en multipliant les deux membres de l'inégalité par e
∫ t
0 D(τ)dτ et

en les intégrant entre 0 et t

ξ2e
∫ t
0 D(τ)dτ ≤ ξ2(0) + s2in

[
e
∫ t
0 D(τ)dτ − 1

]
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multipliant les deux membres par e−
∫ t
0 D(τ)dτ , on obtient

ξ2 ≤ ξ2(0)e−
∫ t
0 D(τ)dτ + s2in

[
1− e−

∫ t
0 D(τ)dτ

]
Comme e−

∫ t
0 D(τ)dτ < 1 et 1− e−

∫ t
0 D(τ)dτ < 1 car D(τ) ≥ 0, alors

ξ2 ≤ ξ2(0) + s2in

Passons maintenant aux variables s2 et x1, on obtient :

s2 − k2x1 ≤ s2(0)− k2x1(0) + s2in

alors

s2 ≤ 2s2in +
2k2

k1

s1in

car s2(0) ≤ s2in.

5.2.4 La variable d'état x2

Posons tout d'abord :

ξ3 = s2 − k2x1 + k3x2

La dynamique de la variable ξ3 s'écrit :

ξ̇3 = D(t)s2in −D(t)ξ3

ainsi

ξ̇3 +D(t)ξ3 = D(t)s2in

De même, on trouve en multipliant les deux membres de l'égalité par e
∫ t
0 D(τ)dτ et

en les intégrant entre 0 et t

ξ3e
∫ t
0 D(τ)dτ = ξ3(0) + s2in

[
e
∫ t
0 D(τ)dτ − 1

]
multipliant les deux membres par e−

∫ t
0 D(τ)dτ , on obtient

ξ3 = ξ3(0)e−
∫ t
0 D(τ)dτ + s2in

[
1− e−

∫ t
0 D(τ)dτ

]
Comme e−

∫ t
0 D(τ)dτ < 1 et 1− e−

∫ t
0 D(τ)dτ < 1 car D(τ) ≥ 0, alors

ξ3 ≤ ξ3(0) + s2in

Passons maintenant aux variables s2, x1 et x2, on obtient :

s2 − k2x1 + k3x2 ≤ s2(0)− k2x1(0) + k3x2(0) + s2in

puisque s2 > 0, alors

x2 ≤ x2(0) +
2

k3

(
s2in +

k2

k1

s1in

)
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5.3 Observateur non linéaire de Luenberger à dy-

namique d'erreur linéaire

A titre de comparaison et à cause de la forme spéci�que de la sortie nous

allons construire un observateur non linéaire de Luenberger à dynamique d'erreur

linéaire pour le système AM2 avec l'injection de la sortie dans la fonction non

linéaire µ(s) quelconque. Puisque le Chemostat constitue un fragment générique

dans le modèle AM2, nous allons tout d'abord l'appliquer au Chemostat.

5.3.1 Observateur type-Luenberger pour le modèle du Che-

mostat

Considérons toujours le système (1.1), et suivant [33], nous supposons que

D(t) satisfait la condition suivante :

∃T > 0, ε > 0 tel que ∀t ≥ 0,

∫ t+T

t

D(τ)dτ ≥ εT (5.2)

appelée condition de persistance de l'excitation.

Théorème 5.3.1 Pour le système (1.1), le système suivant :{
˙̂s = D(t)(sin − ŝ)− kµ(s)x̂+ a1(s− ŝ)
˙̂x = [µ(s)−D(t)]x̂+ a2(s− ŝ)

(5.3)

est un observateur, où a1 et a2 sont deux paramètres de réglage.

En posant e1 = s− ŝ et e2 = x− x̂, la dynamique des erreurs peut être écrite sous

la forme suivante :(
ė1

ė2

)
=

(
−D(t)− a1 −kµ(s)

−a2 µ(s)−D(t)

)(
e1

e2

)
(5.4)

Supposons a1 > 0 assez grand et a2 < 0 avec |a2| assez grand, alors (0, 0) est un

équilibre de (5.4) qui est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Tout d'abord nous allons réécrire les erreurs sans D(t), pour cela,

posons : p(t) = e
∫ t
0 D(τ)dτ et multiplions p(t) par les deux équations, ainsi (5.4)

devient : {
p(t)ė1 +D(t)p(t)e1 = −a1p(t)e1 − kµ(s)p(t)e2

p(t)ė2 +D(t)p(t)e2 = −a2p(t)e1 + µ(s)p(t)e2

(5.5)
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Posons maintenant u1(t) = p(t)e1 et u2(t) = p(t)e2, alors on obtient :{
u̇1 = −a1u1 − kµ(s)u2

u̇2 = −a2u1 + µ(s)u2

(5.6)

Pour prouver la convergence de cet observateur, prenons la fonction de Lyapunov

candidate suivante :

Vα(u1, u2) =

∥∥∥∥∥
(
αu1 + u2

u2

)∥∥∥∥∥
2

= (αu1 + u2)2 + u2
2

où α > 0. Cette fonction est une norme de R2 qui est radialement non bornée.

En dérivant Vα, on trouve :

V̇α(u1, u2) = −2α(a1α+a2)u2
1+2µ(s)(2−αk)u2

2+2 [α(1− αk)µ(s)− (a1α + 2a2)]u1u2

Cette fonction peut aussi s'écrire comme suit :

V̇α(u1, u2) =
(
u1 u2

)
−2α(a1α + a2) α(1− αk)µ(s)− (a1α + 2a2)

α(1− αk)µ(s)− (a1α + 2a2) 2µ(s)(2− αk)


︸ ︷︷ ︸

B(t)


u1

u2



Pour montrer que V̇α est dé�nie négative, calculons la trace et le déterminant de

B(t), ainsi :

tr(B(t)) = −2α(a1α + a2) + 2µ(s)(2− αk)

et

det(B(t)) = −(a1α + 2a2)2 + 2α2µ(s)(αk − 3)a1 − 4αµ(s)a2 − α2µ(s)2(1− αk)2

posons a1α + 2a2 = 0, par suite le déterminant devient :

det(B(t)) = 2α2µ(s)(αk − 2)a1 − α2µ(s)2(1− αk)2

Pour un a1 > 0 et assez grand et α >
2

k
la tr(B(t)) < 0 et det(B(t)) > 0. Donc

(0, 0) est un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable.

5.3.2 Observateur type-Luenberger pour le modèle AM2

Théorème 5.3.2 Un observateur de type Luenberger pour le système (5.1) peut

s'écrire comme suit :
˙̂s1 = D(t)(s1in − ŝ1)− k1µ1(s1, K1)x̂1 + a1(s1 − ŝ1) + a2(s2 − ŝ2)

˙̂x1 = (µ1(s1, K1)−D(t))x̂1 + a3(s1 − ŝ1) + a4(s2 − ŝ2)

˙̂s2 = D(t)(s2in − ŝ2) + k2µ1(s1, K1)x̂1 − k3µ2(s2, K2)x̂2 + a5(s1 − ŝ1) + a6(s2 − ŝ2)

˙̂x2 = (µ2(s2, K2)−D(t))x̂2 + a7(s1 − ŝ1) + a8(s2 − ŝ2)

(5.7)
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En posant : e1 = s1 − ŝ1, e2 = x1 − x̂1, e3 = s2 − ŝ2, e4 = x2 − x̂2 le système

dynamique des erreurs s'écrit :
ė1 = − (D(t) + a1) e1 − k1µ1(s1)e2 − a2e3

ė2 = −a3e1 + [µ1(s1)−D(t)]e2 − a4e3

ė3 = −a5e1 + k2µ1(s1)e2 − (D(t) + a6) e3 − k3µ2(s2)e4

ė4 = −a7e1 − a8e3 + [µ2(s2)−D(t)]e4

(5.8)

Supposons a1 > 0 et a6 assez grands et a3 < 0 et a8 < 0 avec |a3| et |a8| as-
sez grands, alors (0, 0, 0, 0) est un point d'équilibre de (5.8) qui est globalement

asymptotiquement stable.

Preuve. Ecrivons le système (5.8) sous la forme matricielle :

ė1

ė2

ė3

ė4


=



−D(t)− a1 −k1µ1(s1, K1)
... −a2 0

−a3 µ1(s1, K1)−D(t)
... −a4 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

−a5 k2µ1(s1, K1)
... −D(t)− a6 −k3µ2(s2, K2)

−a7 0
... −a8 µ2(s2, K2)−D(t)





e1

e2

e3

e4


(5.9)

Si nous prenons a2 = a4 = a5 = a7 = 0, le système (5.9) devient :

ė1

ė2

ė3

ė4


=



−D(t)− a1 −k1µ1(s1, K1)
... 0 0

−a3 µ1(s1, K1)−D(t)
... 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 k2µ1(s1, K1)
... −D(t)− a6 −k3µ2(s2, K2)

0 0
... −a8 µ2(s2, K2)−D(t)





e1

e2

e3

e4


(5.10)

Remarquons que les blocs diagonaux ressemblent au bloc du Chemostat. Alors

procédons de la même manière que précedemment.

Soit p(t) = e
∫ t
0 D(τ)dτ , multiplions p(t) par les 4 équations du système (5.10) et

posons u1(t) = p(t)e1(t), u2(t) = p(t)e2(t), u3(t) = p(t)e3(t) and u4(t) = p(t)e4(t),

alors le système (5.10) s'écrit comme suit :


u̇1 = −a1u1 − k1µ1(s1)u2

u̇2 = −a3u1 + µ1(s1)u2

u̇3 = k2µ1(s1)u2 − a6u3 − k3µ2(s2)u4

u̇4 = −a8u3 + µ2(s2)u4

(5.11)
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Pour prouver la convergence de cet observateur nous allons prendre la fonction

de Lyapunov candidate suivante :

Vα,β(u1, u2, u3, u4) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


αu1 + u2

u2

βu3 + u4

u4


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

où α et β sont des constantes positives qu'on va choisir plus tard, Vα,β est aussi

une norme qui est radialement non bornée. Alors

V̇α,β(u1, u2, u3, u4) = 2(αu1+u2)(αu̇1+u̇2)+2u2u̇2+2(βu3+u4)+(βu̇3+u̇4)+2u4u̇4

En substituant u̇i, i = 1, 4 dans V̇α,β(ui), nous obtenons

V̇α,β = −2α(a1α + a3)u2
1 − 2[a1α + 2a3 + α(αk1 − 1)µ1]u1u2

−2(αk1 − 2)µ1u
2
2 + 2k2β

2µ1u2u3 + 2k2βµ1u2u4

−2β(a6β + a8)u2
3 − 2[a6β + 2a8 + β(βk3 − 1)µ2]u3u4

−2(βk3 − 2)µ2u
2
4

Cette fonction peut être écrite de la manière suivante :

V̇α,β = UTC(t)U

où U =


u1

u2

u3

u4

 et

C(t) =



−2α(a1α + a3) −[a1α + 2a3 0 0

+α(αk1 − 1)µ1]

−[a1α + 2a3 −2(αk1 − 2)µ1 k2β
2µ1 k2βµ1

+α(αk1 − 1)µ1]

0 k2β
2µ1 −2β(a6β + a8) −[a6β + 2a8

+β(βk3 − 1)µ2]

0 k2βµ1 −[a6β + 2a8 −2(βk3 − 2)µ2

+β(βk3 − 1)µ2]


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Nous devons montrer que C(t) est dé�nie négative, i.e. −C(t) dé�nie positive,

alors nous devons montrer que tout les mineurs principaux de −C(t) sont positifs.

Soient δ1, δ2, δ3 et δ4 ces mineurs.

δ1 = 2α(a1α + a3)

δ2 = −(a1α + 2a3)2 + 2α2µ1(k1α− 3)a1 − 4αµ1a3 − α2(k1α− 1)2µ2
1

Posons a1α + 2a3 = 0 alors a3 = −α
2
a1 donc δ2 devient :

δ2 = 2α2µ1(k1α− 2)a1 − α2(k1α− 1)2µ2
1

Pour a1 > 0 et su�samment grand et pour α > 2
k1
, δ1 et δ2 sont tout les deux

positifs.

δ3 = 2α2β2µ1[2(αk1 − 2)a1 − µ1(αk1 − 1)2]a6

+2α2βµ1[2(αk1 − 2)a1 − µ1(αk1 − 1)2]a8 − α2β4k2
2µ

2
1a1

δ4 = α2µ1[µ1(αk1 − 1)2 − 2(αk1 − 2)a1](βa6 + 2a8)2

+2µ1µ2α
2β2(βk3 − 3) [(αk1 − 2)a1 − µ1(αk1 − 1)2] a6

+2α2βµ1 [(β2k2
2µ1 + 4µ2(1− 2αk1)) a1 + 2µ1µ2(αk1 − 1)2] a8

−2µ1µ2α
2β2 [µ2(αk1 − 2)(βk3 − 1)2 − k2

2] a1

+µ2
1µ

2
2α

2β2(βk3 − 1)2(αk1 − 1)2

Posons a6β + 2a8 = 0 alors a8 = −β
2
a6 donc δ4 devient :

δ4 = α2β2µ1 [2µ2 ((βk3 − 3)(αk1 − 2)− 2(1− 2αk1)

−β2k2
2µ1) a1] a6 − 2µ1µ2α

2β2 [µ2(αk1 − 2)(βk3 − 1)2 − k2
2] a1

+µ2
1µ

2
2α

2β2(βk3 − 1)2(αk1 − 1)2

Pour a6 > 0 et su�samment grand et pour β > 3
k3
, δ3 et δ4 sont tout les deux

positifs. Donc (0, 0, 0, 0) est un point d'équilibre globalement asymptotiquement

stable.

5.3.3 Résultats de simulations

Les simulations ont été réalisées en utilisant les valeurs des paramètres rap-

pelées dans [1]. Elles sont données dans le tableau (5.1) et les conditions initiales

sont données dans le tableau (5.2).
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Paramètres Valeur Unité

k1 6.6 Kg COD/Kg x1

k2 7.8 mol VFA/Kg x1

k3 611.2 mol VFA/Kg x2

µ1max 1.2 day−1

µ2max 0.69 day−1

K1 4.95 Kg COD/m3

K2 9.28 mol VFA/m3

Ki 20 (mol VFA/m3)
1
2

s1in 15 Kg/m3

s2in 80 mol/m3

Table 5.1 � Paramètres du Modèle AM2

s1(0) x1(0) s2(0) x2(0)

(Kg/m3) (Kg/m3) (mol/m3) (Kg/m3)

Modèle 3 0.5 15 0.12

Observateur 3 3 15 0.5

Table 5.2 � Conditions initiales

Figure 5.2 � Concentration du premier substrat s1
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Figure 5.3 � Concentration de la première biomasse et son estimation pour

a1 = 10, a3 = −10, a6 = 12 et a8 = −6 (On a pris α = 2 et β = 1)

Figure 5.4 � Concentration du second substrat s2
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Figure 5.5 � Concentration de la seconde biomasse et son estimation pour a1 =

10, a3 = −10, a6 = 12 et a8 = −6 (On a pris α = 2 et β = 1)

Figure 5.6 � Erreurs correspondants aux deux biomasses
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Les �gures (5.2) et (5.4) représentent les états mesurés s1 et s2 respectivement.

Les �gures (5.3) et (5.5) représentent les estimations des deux biomasses x1 et

x2 respectivement et la �gure (5.6) représente les erreurs d'estimations pour les

deux biomasses x1 et x2.

Nous avons pris dans nos simulations α = 2, β = 1, a1 = 10, a3 = −10, a6 = 12,

a8 = −6 et a2 = a4 = a5 = a7 = 0. Nous remarquons que notre observateur

converge après t ≈ 1 jour avec une erreur égale à 10−2 pour la première biomasse

x1 et pour la seconde biomasse x2.

5.4 Observateur invariant pour le modèle AM2

avec la sortie (s1, s2)

5.4.1 Invariance du modèle AM2

Nous avons

f1(s1, x1, s2, x2, s1in, s2in, k1, k2, k3, K1, K2, Ki) = D(t) (s1in − s1)− k1µ1max
s1x1

s1 +K1

f2(s1, x1, s2, x2, s1in, s2in, k1, k2, k3, K1, K2, Ki) =

[
µ1max

s1

s1 +K1

−D(t)

]
x1

f3(s1, x1, s2, x2, s1in, s2in, k1, k2, k3, K1, K2, Ki) = D(t) (s2in − s2) + k2µ1max
s1x1

s1 +K1

−k3µ2max
s2x2

s2 +K2 +

(
s2

Ki

)2

f4(s1, x1, s2, x2, s1in, s2in, k1, k2, k3, K1, K2, Ki) =

µ2max
s2

s2 +K2 +

(
s2

Ki

)2 −D(t)

x2
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Soit 

s̃1

x̃1

s̃2

x̃2

s̃1in

s̃2in

k̃1

k̃2

k̃3

K̃1

K̃2

K̃i



= eνA



s1

x1

s2

x2

s1in

s2in

k1

k2

k3

K1

K2

Ki


où A est une matrice quelconque, et Aij =

d

dν
Bij(ν)

∣∣∣∣
ν=0

.

Par dérivation par rapport à t nous obtenons :



˙̃s1

˙̃x1

˙̃s2

˙̃x2

0

0

0

0

0

0

0

0



=



b11 b12 b13 b14
... b15 b16 b17 b18 b19 b110 b111 b112

b21 b22 b23 b24
... b25 b26 b27 b28 b29 b210 b211 b212

b31 b32 b33 b34
... b35 b36 b37 b38 b39 b310 b311 b312

b41 b42 b43 b44
... b45 b46 b47 b48 b49 b410 b411 b412

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 0
... b55 b56 b57 b58 b59 b510 b511 b512

0 0 0 0
... b65 b66 b67 b68 b69 b610 b611 b612

0 0 0 0
... b75 b76 b77 b78 b79 b710 b711 b712

0 0 0 0
... b85 b86 b87 b88 b89 b810 b811 b812

0 0 0 0
... b95 b96 b97 b98 b99 b910 b911 b912

0 0 0 0
... b105 b106 b107 b108 b109 b1010 b1011 b1012

0 0 0 0
... b115 b116 b117 b118 b119 b1110 b1111 b1112

0 0 0 0
... b125 b126 b127 b128 b129 b1210 b1211 b1212





ṡ1

ẋ1

ṡ2

ẋ2

0

0

0

0

0

0

0

0



Ce système matriciel peut s'écrire sous la forme suivante :
f̃1 = b11f1 + b12f2 + b13f3 + b14f4

f̃2 = b21f1 + b22f2 + b23f3 + b24f4

f̃3 = b31f1 + b32f2 + b33f3 + b34f4

f̃4 = b41f1 + b42f2 + b43f3 + b44f4
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Dérivons ce système par rapport à ν :

d

dν

∣∣∣∣
ν=0

fi



eνA



s1

x1

s2

x2

s1in

s2in

k1

k2

k3

K1

K2

Ki





=

〈
A



s1

x1

s2

x2

s1in

s2in

k1

k2

k3

K1

K2

Ki



,∇fi

〉
, i = 1, 4

Après résolution sous Maple (voir Annexe A), nous obtenons la matrice suivante :

A = diag
(
α, β, γ, δ, α, γ, α− β, γ − β, γ − δ, α, γ, γ

2

)
Donc le plus grand groupe linéaire qui rend le système de AM2 invariant est le

groupe des homothéties G = (R∗+ ×R∗+ ×R∗+ ×R∗+, .), qui agit sur (s1, s2, x1, x2)

avec quatre paramètres (λ1, λ2, λ3, λ4) où λ1 = eα, λ2 = eβ, λ3 = eγ et λ4 = eδ.

5.4.2 Les fonctions scalaires invariantes

J

(
λ1s1, λ2x1, λ3s2, λ4x2, λ1s1in, λ3s2in,

λ1

λ2

k1,
λ3

λ2

k2,
λ3

λ4

k3, λ1K1, λ3K2,
λ3

2
Ki, λ1y1, λ3y2

)
= J (s1, x1, s2, x2, s1in, s2in, k1, k2, k3, K1, K2, Ki, y1, y2)

Pour λ2 = λ3 = λ4 = 1 et λ1 quelconque, nous avons :

J (λ1s1, x1, s2, x2, λ1s1in, s2in, λ1k1, k2, k3, λ1K1, K2, Ki, λ1y1, y2)

= J (s1, x1, s2, x2, s1in, s2in, k1, k2, k3, K1, K2, Ki, y1, y2)

Ainsi, le système caractéristique s'écrit :

ds1

s1

=
ds1in

s1in

=
dk1

k1

=
dK1

K1

=
dy1

y1

d'où

J (s1, x1, s2, x2, s1in, s2in, k1, k2, k3, K1, K2, Ki, y1, y2)
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= G

 x1︸︷︷︸
z1

, s2︸︷︷︸
z2

, x2︸︷︷︸
z3

, s2in︸︷︷︸
z4

, k2︸︷︷︸
z5

, k3︸︷︷︸
z6

, K2︸︷︷︸
z7

, Ki︸︷︷︸
z8

, y2︸︷︷︸
z9

,
s1in

s1︸︷︷︸
z10

,
k1

s1︸︷︷︸
z11

,
K1

s1︸︷︷︸
z12

,
y1

s1︸︷︷︸
z13


Pour λ1 = λ3 = λ4 = 1 et λ2 quelconque, nous avons :

G = (λ2z1, z2, z3, z4,
1

λ2

z5, z6, z7, z8, z9, z10,
1

λ2

z11, z12, z13)

= G(z1, z2, z3, z4, z5, z6, z7, z8, z9, z10, z11, z12, z13)

donc , l'équation caractéristique s'écrit comme suit :

dz1

z1

= −dz5

z5

= −dz11

z11

ainsi

G(z1, z2, z3, z4, z5, z6, z7, z8, z9, z10, z11, z12, z13)

= L

 z2︸︷︷︸
u1

, z3︸︷︷︸
u2

, z4︸︷︷︸
u3

, z6︸︷︷︸
u4

, z7︸︷︷︸
u5

, z8︸︷︷︸
u6

, z9︸︷︷︸
u7

, z10︸︷︷︸
u8

, z12︸︷︷︸
u9

, z13︸︷︷︸
u10

, z1z5︸︷︷︸
u11

, z1z11︸︷︷︸
u12


Pour λ1 = λ2 = λ4 = 1 et λ3 quelconque, nous avons :

L(u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10, u11, u12)

= L(λ3u1, u2, λ3u3, λ3u4, λ3u5,
λ3

2
u6, λ3u7, u8, u9, u10, λ3u11, u12)

Nous avons ainsi, l'équation caractéristique :

du1

u1

=
du3

u3

=
du5

u5

=
2du6

u6

=
du7

u7

=
du11

u11

donc

L(u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u9, u10, u11, u12)

= R

 u2︸︷︷︸
v1

, u8︸︷︷︸
v2

, u9︸︷︷︸
v3

, u10︸︷︷︸
v4

, u12︸︷︷︸
v5

,
u3

u1︸︷︷︸
v6

,
u4

u1︸︷︷︸
v7

,
u5

u1︸︷︷︸
v8

,
u2

6

u1︸︷︷︸
v9

,
u7

u1︸︷︷︸
v10

,
u11

u1︸︷︷︸
v11


Pour λ1 = λ2 = λ3 = 1 et λ4 quelconque, nous avons :

R(v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11) = R

(
λ4v1, v2, v3, v4, v5, v6,

1

λ4

v7, v8, v9, v10, v11

)
L'équation caractéristique s'écrit comme suit :

dv1

v1

= −dv7

v7
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alors

R(v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v9, v10, v11) = N(v2, v3, v4, v5, v6, v8, v9, v10, v11, v1v7)

Ainsi, nous obtenons toutes les fonctions scalaires invariantes :

J (s1, x1, s2, x2, s1in, s2in, k1, k2, k3, K1, K2, Ki, y1, y2)

= N

(
s1in

s1

,
K1

s1

,
y1

s1

,
k1x1

s1

,
s2in

s2

,
K2

s2

,
K2
i

s2

,
y2

s2

,
k2x1

s2

,
k3x2

s2

)
Dans ce travail nous allons prendre une fonction invariante particulière

J (s1, x1, s2, x2, s1in, s2in, k1, k2, k3, K1, K2, Ki, y1, y2) = H

(
y1

s1

,
y2

s2

)

5.4.3 Champs de vecteurs invariants

A partir de la dé�nitions des champs de vecteurs invariants, nous avons :

w1(λ1s1, λ2x1, λ3s2, λ4x2) = λ1w1(s1, x1, s2, x2)

w2(λ1s1, λ2x1, λ3s2, λ4x2) = λ2w2(s1, x1, s2, x2)

w3(λ1s1, λ2x1, λ3s2, λ4x2) = λ3w3(s1, x1, s2, x2)

w4(λ1s1, λ2x1, λ3s2, λ4x2) = λ4w4(s1, x1, s2, x2)

Donc

w1(s1, x1, s2, x2) = a1s1

w2(s1, x1, s2, x2) = a2x1

w3(s1, x1, s2, x2) = a3s2

w4(s1, x1, s2, x2) = a4x2

où a1, a2, a3 et a4 sont des constantes qui joueront le rôle de gain.
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5.4.4 Le Pré-observateur

En remplaçant les fonctions de Monod et Haldane par leurs expressions, le

système (5.1) devient :

ṡ1 = D(t) (s1in − s1)− k1µ1max
s1x1

s1 +K1

ẋ1 =

[
µ1max

s1

s1 +K1

−D(t)

]
x1

ṡ2 = D(t) (s2in − s2) + k2µ1max
s1x1

s1 +K1

− k3µ2max
s2x2

s2 +K2 +
(
s2
Ki

)2

ẋ2 =

µ2max
s2

s2 +K2 +
(
s2
Ki

)2 −D(t)

x2

(5.12)

Nous prenons toujours comme sortie y =

(
s1

s2

)

Théorème 5.4.1 Pour (5.12), le système :

˙̂s1 = D(t) (s1in − ŝ1)− k1µ1max
ŝ1x̂1

ŝ1 +K1

+ a1ŝ1 ln

(
s1

ŝ1

)
˙̂x1 =

[
µ1max

ŝ1

ŝ1 +K1

−D(t)

]
x̂1 + a2x̂1 ln

(
s1

ŝ1

)
˙̂s2 = D(t) (s2in − ŝ2) + k2µ1max

ŝ1x1

ŝ1 +K1

− k3µ2max
ŝ2x̂2

ŝ2 +K2 +
(
ŝ2
Ki

)2 + a3ŝ2 ln

(
s2

ŝ2

)

˙̂x2 =

µ2max
ŝ2

ŝ2 +K2 +
(
ŝ2
Ki

)2 −D(t)

 x̂2 + a4x̂2 ln

(
s2

ŝ2

)
(5.13)

est un observateur. Dé�nissons e1 = ln s1 − ln ŝ1, e2 = ln x1 − ln x̂1, e3 = ln s2 −
ln ŝ2 et e4 = lnx2 − ln x̂2

La dynamique des erreurs est données par :
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

ė1 = −a1e1 −
D(t)s1in

s1

(ee1 − 1)− k1µ1maxs1x1

(s1 +K1)(s1e−e1 +K1)
(e−e1 − 1) +

k1µ1maxx1

s1e−e1 +K1

(e−e2 − 1)

ė2 = −a2e1 −
K1µ1maxs1

(s1 +K1)(s1e−e1 +K1)
(e−e1 − 1)

ė3 = −a3e3 −
D(t)s2in

s2

(ee3 − 1) +
k2µ1maxs

2
1x1

s2(s1 +K1)(s1e−e1 +K1)
(e−e1 − 1)

− k2µ1maxs1x1

s2(s1e−e1 +K1)
(e−e1−e2+e3 − 1)

− k3µ2maxs2x2(
s2 +K2 +

(
s2
Ki

)2
)(

s2e−e3 +K2 +
(
s2
Ki

)2

e−2e3

)(e−e3 − 1)

− k3µ2maxx2(
s2e−e3 +K2 +

(
s2
Ki

)2

e−2e3

)(e−e4 − 1)

− k3µ2maxs
2
2x2

K2
i

(
s2 +K2 +

(
s2
Ki

)2
)(

s2e−e3 +K2 +
(
s2
Ki

)2

e−2e3

)(e−2e3 − 1)

ė4 = −a4e3 −
K2µ2maxs2(

s2 +K2 +
(
s2
Ki

)2
)(

s2e−e3 +K2 +
(
s2
Ki

)2

e−2e3

)(e−e3 − 1)

+
µ2maxs

3
2

K2
i

(
s2 +K2 +

(
s2
Ki

)2
)(

s2e−e3 +K2 +
(
s2
Ki

)2

e−2e3

)(e−e3 − 1)e−e3

(5.14)

Supposons a1 > 0 et a3 > 0 assez grands et a2 < 0 et a4 < 0 avec |a2| et |a4|
assez grands, alors (0, 0, 0, 0) est un point d'équilibre localement uniformément

asymptotiquement stable.
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5.4.5 Convergence du pré-observateur

Preuve. Posons :

u1 =
D(t)s1in

s1

, u2 =
k1µ1maxs1x1

(s1 +K1)2
, u3 =

k1µ1maxx1

s1 +K1

,

u4 =
K1µ1maxs1

(s1 +K1)2
, u5 =

D(t)s2in

s2

, u6 =
k2µ1maxs

2
1x1

s2(s1 +K1)2
,

u7 =
k2µ1maxs1x1

s2(s1 +K1)
, u8 =

k3µ2maxs2x2(
s2 +K2 +

(
s2
Ki

)2
)2 ,

u9 =
k3µ2maxx2

s2 +K2 +
(
s2
Ki

)2 , u10 =
2k3µ2maxs

2
2x2

K2
i

(
s2 +K2 +

(
s2
Ki

)2
)2 ,

u11 =

(
K2 +

(
s2
Ki

)2
)
µ2maxs2(

s2 +K2 +
(
s2
Ki

)2
)2 u12 =

2µ2maxs
3
2

K2
i

(
s2 +K2 +

(
s2
Ki

)2
)2

v1 =
s1 +K1

s1e−e1 +K1

, v2 =
s1

s1e−e1 +K1

,

v3 =
s2 +K2 +

(
s2
Ki

)2

s2e−e3 +K2 +
(
s2
Ki

)2

e−2e3

, v4 =
s2

s2e−e3 +K2 +
(
s2
Ki

)2

e−2e3

,

v5 =
s2

2

K2
i

(
s2e−e3 +K2 +

(
s2
Ki

)2

e−2e3

)
Le système (5.14), devient :
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

ė1 = (−a1 − u1 + u2)e1 − u3e2 − u1(ee1 − e1 − 1)

−u2 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2(e−e1 − 1)e1] + u3 [v1(e−e2 + e2 − 1) + v2(e−e1 − 1)e2]

ė2 = (−a2 + u4)e1 − u4 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2(e−e1 − 1)e1]

ė3 = (−u6 + u7)e1 + u7e2 + (−a3 − u5 − u7 + u8 + u10)e3 − u9e4 − u5(ee3 − e3 − 1)

+u6 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2(e−e1 − 1)e1]

−u7 [v1(e−e1−e2+e3 + (e1 + e2 − e3)− 1) + v2(e−e1 − 1)(e1 + e2 − e3)]

−u8 [v3(e−e3 + e3 − 1) + v4(e−e3 − 1)e3 + v5(e−2e3 − 1)e3]

−u10 [v3(e−2e3 + 2e3 − 1) + 2v4(e−e3 − 1)e3 + 2v5(e−2e3 − 1)e3]

+u9 [v3(e−e4 + e4 − 1) + v4(e−e3 − 1)e4 + v5(e−2e3 − 1)e4]

ė4 = (−a4 + u11 − u12)e3 − u11 [v3(e−e3 + e3 − 1) + v4(e−e3 − 1)e3 + v5(e−2e3 − 1)e3]

+u12 [v3(e−2e3 + 2e3 − 1) + v4(e−e3 − 1)2e3 + v5(e−2e3 − 1)2e3]

(5.15)

Ainsi ce système peut s'écrire sous la forme suivante :

ė = A(t)e+ χ̄(t, e)

où A(t) est une matrice (4×4) qui contient la partie linéaire du système et χ̄(t, e)

est la partie non linéaire du système.

Avec

A(t) =



−a1 − u1 + u2 −u3
... 0 0
...

−a2 + u4 0
... 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

−u6 + u7 u7
... −a3 − u5 − u7 + u8 + u10 −u9

...

0 0
... −a4 + u11 − u12 0


et
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χ̄(t, e) =



−u1(ee1 − e1 − 1)− u2 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2(e−e1 − 1)e1]

+u3 [v1(e−e2 + e2 − 1) + v2(e−e1 − 1)e2]

−u4 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2(e−e1 − 1)e1]

−u5(ee3 − e3 − 1) + u6 [v1(e−e1 + e1 − 1) + v2(e−e1 − 1)e1]

−u7 [v1(e−e1−e2+e3 + (e1 + e2 − e3)− 1) + v2(e−e1 − 1)(e1 + e2 − e3)]

−u8 [v3(e−e3 + e3 − 1) + v4(e−e3 − 1)e3 + v5(e−2e3 − 1)e3]

−u10 [v3(e−2e3 + 2e3 − 1) + 2v4(e−e3 − 1)e3 + 2v5(e−2e3 − 1)e3]

+u9 [v3(e−e4 + e4 − 1) + v4(e−e3 − 1)e4 + v5(e−2e3 − 1)e4]

−u11 [v3(e−e3 + e3 − 1) + v4(e−e3 − 1)e3 + v5(e−2e3 − 1)e3]

+u12 [v3(e−2e3 + 2e3 − 1) + v4(e−e3 − 1)2e3 + v5(e−2e3 − 1)2e3]


Ici, nous allons prendre la norme ‖e‖ = |e1|+ |e2|+ |e3|+ |e4|, i.e. nous devons

montrer que pour ∀t ≥ T

∀ε > 0,∃δ̄ε̄ > 0 tel que (|e1|+ |e2|+ |e3|+ |e4|) ≤ δ̄ε̄ ce qui implique

(|χ̄1|+ |χ̄2|+ |χ̄3|+ |χ̄4|) ≤ ε̄ (|e1|+ |e2|+ |e3|+ |e4|)

Nous avons :

0 < ϑ1 ≤ s1(t) ≤ s1in , 0 < ϑ2 ≤ s2(t) ≤ s2in

0 < x1(t) ≤ σ1 , 0 < x1(t) ≤ σ1

0 < Dmin ≤ u1(t) ≤ Dmaxs1in

ϑ1

, 0 < u2(t) ≤ k1µ1maxσ1

K1

, 0 < u3(t) ≤ k1µ1maxσ1

K1

0 < u4(t) ≤ µ1max , 0 < Dmin ≤ u5(t) ≤ Dmaxs2in

ϑ2

, 0 < u6(t) ≤ k2µ1maxσ1

ϑ1

0 < u7(t) ≤ k2µ1maxσ1

ϑ1

, 0 < u8(t) ≤ k3µ2maxσ2

K2

, 0 < u9(t) ≤ k3µ2maxσ2

K2

0 < u10(t) ≤ 2k3µ2maxσ2

K2
i

, 0 < u11 ≤
(

1 +
s2

2in

K2K2
i

)
µ2max , 0 < u12 ≤

2µ2maxs2in

K2
i

0 < v1(t) ≤ s1in +K1

K1

, 0 ≤ v2(t) ≤ s1in

K1

0 ≤ v3(t) ≤ s2in +K2

K2

+
s2

2in

K2K2
i

, 0 ≤ v4(t) ≤ s2in

K2

, 0 ≤ v5(t) ≤ s2
2in

K2K2
i
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Après calcul, nous obtenons :

|χ̄1| ≤
1

2

(
Dmaxs1in

ϑ1

eδ̄ε̄ +
k1µ1maxσ1

K2
1

[
s1in((δ̄ε̄ + 1) +K1)eδ̄ε̄ + 2s1in

])
δ̄ε̄ |e1|

+
k1µ1maxσ1

2K2
1

[
s1in((δ̄ε̄ + 1) +K1)eδ̄ε̄ + 2s1in

]
δ̄ε̄ |e2|

|χ̄2| ≤
µ1max

2K1

[
s1in((δ̄ε̄ + 1) +K1)eδ̄ε̄ + 2s1in

]
δ̄ε̄ |e1|

|χ̄3| ≤
k2µ1maxσ1

2ϑ1K1

[
s1in((δ̄ε̄ + 1) +K1)eδ̄ε̄ + 2s1in

]
δ̄ε̄(|e1|+ |e2|)

+

(
Dmaxs2in

2ϑ1

eδ̄ε̄ +
k2µ1maxσ1

2ϑ1K1

[
s1in((δ̄ε̄ + 1) +K1)eδ̄ε̄ + 2s1in

]
+
k3µ2maxσ2

2K2
2[(

s2in

(
1 +

4s2in

K2
i

)
δ̄ε̄ +

s2
2in

K2
i

+ s2 +K2

)
eδ̄ε̄ + 2s2in

(
1 +

s2in

K2
i

)]
+

4k3µ2maxσ2

K2K2
i[(

s2in

(
1

2
+

2s2in

K2
i

)
δ̄ε̄ +

s2
2in

K2
i

+ s2 +K2

)
eδ̄ε̄ + 2s2in

(
1 +

s2in

K2
i

)])
δ̄ε̄ |e3|

+
k3µ2maxσ2

2K2
2

[(
s2in

(
1 +

4s2in

K2
i

)
δ̄ε̄ +

s2
2in

K2
i

+ s2 +K2

)
eδ̄ε̄ + 2s2in

(
1 +

s2in

K2
i

)]
δ̄ε̄ |e4|

|χ̄4| ≤
((

1 +
s2

2in

K2K2
i

)
µ2max

2K2

[(
s2in

(
1 +

4s2in

K2
i

)
δ̄ε̄ +

s2
2in

K2
i

+ s2 +K2

)
eδ̄ε̄ + 2s2in

(
1 +

s2in

K2
i

)]
4µ2maxs2in

K2K2
i

[(
s2in

(
1

2
+

2s2in

K2
i

)
δ̄ε̄ +

s2
2in

K2
i

+ s2 +K2

)
eδ̄ε̄ + 2s2in

(
1 +

s2in

K2
i

)])
δ̄ε̄ |e3|

Alors

|χ̄1|+ |χ̄2|+ |χ̄3|+ |χ̄4| ≤ l̄1(δ̄ε̄)δ̄ε̄ |e1|+ l̄2(δ̄ε̄)δ̄ε̄ |e2|+ l̄3(δ̄ε̄)δ̄ε̄ |e3|+ l̄4(δ̄ε̄)δ̄ε̄ |e4|

où

l̄1(δ̄ε̄) =
1

2

(
Dmaxs1in

ϑ1

eδ̄ε̄ +
µ1max

K1

[
2k1ϑ1 + k2K1

ϑ1K1

σ1 + 1

] [
s1in((δ̄ε̄ + 1) +K1)eδ̄ε̄ + 2s1in

])
δ̄ε̄

l̄2(δ̄ε̄) =

(
µ1maxσ1

2K1

[
k1ϑ1 + k2K1

ϑ1K1

] [
s1in((δ̄ε̄ + 1) +K1)eδ̄ε̄ + 2s1in

])
δ̄ε̄

l̄3(δ̄ε̄) =

(
Dmaxs2in

2ϑ1

eδ̄ε̄ +
k2µ1maxσ1

2ϑ1K1

[
s1in((δ̄ε̄ + 1) +K1)eδ̄ε̄ + 2s1in

]
+
µ2max

2K2[
1 +

1

K2

(
k3σ2 +

s2
2in

K2
i

)][(
s2in

(
1 +

4s2in

K2
i

)
δ̄ε̄ +

s2
2in

K2
i

+ s2 +K2

)
eδ̄ε̄ + 2s2in

(
1 +

s2in

K2
i

)]
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+
4µ2max

K2K2
i

(k3σ2 + s2in)

[(
s2in

(
1

2
+

2s2in

K2
i

)
δ̄ε̄ +

s2
2in

K2
i

+ s2 +K2

)
eδ̄ε̄ + 2s2in

(
1 +

s2in

K2
i

)])
δ̄ε̄

l̄4(δ̄ε̄) =
k3µ2maxσ2

2K2
2

[(
s2in

(
1 +

4s2in

K2
i

)
δ̄ε̄ +

s2
2in

K2
i

+ s2 +K2

)
eδ̄ε̄ + 2s2in

(
1 +

s2in

K2
i

)]
δ̄ε̄

Ainsi

|χ̄1|+ |χ̄2|+ |χ̄3|+ |χ̄4| ≤ max
(
l̄1(δ̄ε̄), l̄2(δ̄ε̄), l̄3(δ̄ε̄), l̄4(δ̄ε̄)

)︸ ︷︷ ︸
l̄(δ̄ε̄)

(|e1|+ |e2|+ |e3|+ |e4|)

Notons que la fonction l̄(δ̄ε̄) est continue en δ̄ε̄ et l̄(0) = 0, alors pour tout

ε̄ > 0 il existe δ̄ε̄ > 0 tel que l̄(δ̄ε̄) < ε̄.

Il reste à montrer que (0, 0, 0, 0) est uniformément asymptotiquement stable pour

le système linéaire
de

dt
= A(t)e

Pour cela réécrivons la partie linéaire du système (5.14) :

ė1 = (−a1 − u1 + u2) e1 − u3e2

ė2 = (−a2 + u4) e1

ė3 = (−u6 + u9) e1 + u7e2 + (−a3 − u5 − u7 + u8 + u10) e3 − u9e4

ė4 = (−a4 − u11 + u12) e3

(5.16)

Dans cette partie nous allons prendre la fonction de Lyapunov candidate suivante :

V (e1, e2, e3, e4) = Vᾱ(e1, e2)Vβ̄(e3, e4)

où ᾱ, β̄ sont strictement positives. Avec

Vᾱ(e1, e2) = ((ᾱe1 + e2)2 + e2
2)

et

Vβ̄(e3, e4) = ((β̄e3 + e4)2 + e2
4)

Donc

V̇ = V̇ᾱVβ̄ + VᾱV̇β̄

Nous avons :

V̇ᾱ =
(
e1 e2

)


ᾱ[−ᾱ(a1 + u1 − u2) + (−a2 + u4)] −ᾱ2u3 − ᾱ(a1 + u1 − u2)

+2(−a2 + u4)

−ᾱ2u3 − ᾱ(a1 + u1 − u2) −2ᾱu3

+2(−a2 + u4)


(
e1

e2

)
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Prenons ᾱa1 + 2a2 = 0, ainsi V̇ᾱ devient :

V̇ᾱ =
(
e1 e2

)
−ᾱ2a1 − 2ᾱ2(u1 − u2) + 2ᾱu4 −ᾱ2u3 − ᾱ(u1 − u2) + 2u4

−ᾱ2u3 − ᾱ(u1 − u2) + 2u4 −2ᾱu3


︸ ︷︷ ︸

Mᾱ

(
e1

e2

)

Mᾱ est dé�nie négative car tr(Mᾱ) < 0 et det(Mᾱ) > 0. En e�et :

tr(Mᾱ) = −ᾱ2a1 − 2ᾱ2(u1 − u2) + 2ᾱ(−u3 + u4)

det(Mᾱ) = 2ᾱ3u3a1 + 4ᾱ3u3(u1 − u2)− 4ᾱ2u3u4 − [−ᾱ2u3 − ᾱ(u1 − u2) + 2u4]2

En prenant a1 su�samment grand, nous avons tr(Mᾱ) < 0 et det(Mᾱ) > 0.

Donc

V̇ᾱ ≤ λmax(Mᾱ)(e2
1 + e2

2) ≤ cλmax(Mᾱ)Vᾱ

car les normes dans R sont équivalentes, où λmax(Mᾱ) est la plus grande valeur

propre négative de Mᾱ. Ce qui implique que V̇ᾱ(e1, e2) est négative.

Faisons le même raisonnement pour Vβ̄ :

Vβ̄ =
(
e3 e4

)


2β̄
[
β̄(−a3 − u6 − u7 + u8 + u10) β̄(−a3 − u6 − u7 + u8 + u10)

+(−a4 + u11 − u12)] −β̄2u9 + 2(−a4 + u11 − u12)

β̄(−a3 − u6 − u7 + u8 + u10) −2β̄u9

−β̄2u9 + 2(−a4 + u11 − u12)


(
e3

e4

)

+2β̄((−u6 + u7)e1 + u7e2)(β̄e3 + e4)

Prenons β̄a3 + 2a4 = 0, ainsi V̇β̄ devient :

Vβ̄ =
(
e3 e4

)


−β̄2a3 + 2β̄
[
β̄(−u6 − u7 + u8 + u10) β̄(−u6 − u7 + u8 + u10)

+(u11 − u12)] −β̄2u9 + 2(u11 − u12)

β̄(−u6 − u7 + u8 + u10) −2β̄u9

−β̄2u9 + 2(u11 − u12)


︸ ︷︷ ︸

Mβ̄

(
e3

e4

)

+2β̄((−u6 + u7)e1 + u7e2)(β̄e3 + e4)

Mβ̄ est dé�nie négative car tr(Mβ̄) < 0 et det(Mβ̄) > 0. En e�et :

tr(Mβ̄) = −β̄2a3 + 2β̄
[
β̄(−u6 − u7 + u8 − u9 + u10) + (u11 − u12)

]
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det(Mβ̄) = 2β̄3u9a3 − 4β̄2u9

[
β̄(−u6 − u7 + u8 + u10) + (u11 − u12)

]
−[−β̄(−u6 − u7 + u8 + u10)− β̄2u9 + 2(u11 − u12)]2

De même, en prenant a3 su�samment grand, nous avons tr(Mβ̄) < 0 et det(Mβ̄) >

0.

Nous avons∣∣2β̄((−u6 + u7)e1 + u7e2)(β̄e3 + e4)
∣∣ ≤ 2β̄

√
(−u6 + u7)2 + u2

7︸ ︷︷ ︸
≤c2

√
e2

1 + e2
2︸ ︷︷ ︸

≤
√
Vᾱ

√
Vβ̄

Donc

V̇β̄ ≤ c3λmax(Mβ̄)Vβ̄ + 2β̄c2

√
Vᾱ

√
Vβ̄

où λmax(Mβ̄) est la plus grande valeur propre négative de Mβ̄. Pour β̄ assez petit,

nous avons V̇β̄ négative.

Donc (0, 0, 0, 0) est un point d'équilibre localement uniformément asymptoti-

quement stable.

5.4.6 Résultats de simulations

Les simulations ont été réalisées en utilisant les valeurs des paramètres précé-

dents (voir table(5.1) et table(5.2))

84



Figure 5.7 � Concentration du premier substrat s1

Figure 5.8 � Concentration de la première biomasse et son estimation pour

a1 = 30, a2 = −225, a3 = 5, et a4 = −25
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Figure 5.9 � Concentration du second substrat s2

Figure 5.10 � Concentration de la seconde biomasse et son estimation pour

a1 = 30, a2 = −225, a3 = 5, et a4 = −25
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Figure 5.11 � Erreurs correspondantes aux deux biomasses

Figure 5.12 � Le méthane
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Les �gures (5.7) et (5.9) représentent les états mesurés s1 et s2 respectivement.

Les �gures (5.8) et (5.10) représentent les estimations des deux biomasses x1 et

x2 respectivement. La �gure (5.11) représente les erreurs d'estimations pour les

deux biomasses x1 et x2 et la �gure (5.12) représente la quantité du méthane

produite durant les 50 jours.

Nous avons pris dans nos simulations ᾱ = 15, β̄ = 10 a1 = 30, a2 = − ᾱ
2
a1,

a3 = 5, et a4 = − β̄
2
a3. Nous remarquons que notre observateur converge après

t ≈ 2 jours avec une erreur égale à 10−2 pour la première biomasse x1 et pour la

seconde biomasse x2.

La quantité du méthane produite par le système est donnée par l'expression

suivante :

qM = k6µ2(s2)x2

Le méthane peut être estimé à partir des variables estimées x1et x2 qui confère à

notre observateur le statut d'un capteur numérique pour le méthane.

5.5 Discussion autour de la robustesse

Nous avons perturbé la première sortie s1 par un bruit blanc additif ensuite,

nous avons observé le comportement du système (voir �gures (5.13, 5.14)). Nous

remarquons une réponse satisfaisante de l'observateur, ce qui veut dire que notre

observateur est bien robuste face aux bruits de mesures. La même perturbation

est faite pour s2 (voir �gures (5.15, 5.16)).
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Figure 5.13 � L'estimation de la variable x1 avec une perturbation sur s1 et son

erreur d'estimation

Figure 5.14 � L'estimation de la variable x2 avec une perturbation sur s1 et son

erreur d'estimation

89



Figure 5.15 � L'estimation de la variable x1 avec une perturbation sur s2 et son

erreur d'estimation

Figure 5.16 � L'estimation de la variable x2 avec une perturbation sur s2 et son

erreur estimée
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5.6 Étude comparative

Dans ce qui suit, nous allons faire une comparaison entre les di�érents com-

portements des observateurs précédement étudiés et quelques uns issus de la lit-

térature.

Figure 5.17 � Concentration de la première biomasse et ses estimation

Figure 5.18 � Concentration de la seconde biomasse et ses estimation

A partir des �gures (5.17) et (5.18), nous remarquons que les vitesses de

convergence des deux observateurs celui à dynamique d'erreur linéaire et inva-

riant sont équivalentes. Nous constatons aussi que ces deux observateurs donnent
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de meilleurs résultats par rapport à l'observateur asymptotique. Nous citons

quelques avantages et inconvénients : l'observateur linéaire est facile à écrire,

il a un caractère global de convergence et utilise une cinétique de croissance µ

quelconque. Par contre, il n'est valable que si la sortie est

(
s1

s2

)
.

Contrairement à l'observateur invariant qui est valable quelque soit la sortie

pourvu qu'elle soit invariante, il est facile à écrire mais admet une convergence

locale.

5.7 Observateur invariant pour le modèle AM2

avec la sortie qM

Réecrivons le système dynamique représentant le modèle de la digestion anaé-

robie :



ṡ1(t) = D(t)(s1in − s1)− k1µ1max
s1x1

s1 +K1

ẋ1(t) =

[
µ1max

s1

s1 +K1

−D(t)

]
x1

ṡ2(t) = D(t)(s2in − s2) + k2µ1max
s1x1

s1 +K1

− k3µ2max
s2x2

s2 +K2 +
(
s2
Ki

)2

ẋ2(t) =

µ2max
s2

s2 +K2 +
(
s2
Ki

)2 −D(t)

x2

(5.17)

qui a pour sortie y = k6µ(s2, K2)x2.

Un pré-observateur peut s'écrire comme suit :

˙̂s1(t) = D(t)(s1in − ŝ1)− k1µ1max
ŝ1x̂1

ŝ1 +K1

˙̂x1(t) =

[
µ1max

ŝ1

ŝ1 +K1

−D(t)

]
x̂1

˙̂s2(t) = D(t)(s2in − ŝ2) + k2µ1max
ŝ1x̂1

ŝ1 +K1

− k3µ2max
ŝ2x̂2

ŝ2 +K2 +
(
s2
Ki

)2

+aŝ2

[
ln

(
y

x̂2

)
+ ln

(
ŷ

x̂2

)]
˙̂x2(t) =

µ2max
ŝ2

ŝ2 +K2 +
(
s2
Ki

)2 −D(t)

 x̂2 + bx̂2

[
ln

(
y

x̂2

)
+ ln

(
ŷ

x̂2

)]
(5.18)
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Figure 5.19 � Concentration de la première biomasse et son estimation

Figure 5.20 � Concentration de la seconde biomasse et son estimation
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Ces simulations montrent que notre observateur invariant donne de bon ré-

sultats de convergence même avec la sortie qM , contrairement aux autres obser-

vateurs cités auparavant.
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Chapitre 6

Conclusion générale

Le principal objectif de ces travaux était de construire des pré-observateurs

invariants pour trois types de modèles de bioprocédés en estimant les variables

non mesurés de ces systèmes à partir de l'unique variable mesurée qui est le

substrat et en dernier lieu la sortie méthane. Nous avons présenté de nouveaux

résultats de convergence et de robustesse d'observateurs construits à partir de la

propriété d'invariance.

La mise en évidence d'invariance sous l'action de transformations des variables

est une tâche souvent délicate. C'est le choix adéquat des variables jouant le rôle

de contrôle qui nous a permis d'accomplir cette tâche.

Les observateurs proposés ont d'une part une forme canonique, et d'autre part

possèdent des vitesses de convergences réglables. Ceci est une amélioration par

rapport à ceux considérés pour les mêmes systèmes dans la littérature. De plus

le temps de convergence a été réduit.

Parmi les perspectives de ce travail, nous proposons de mettre en uvre des

observateurs invariants avec des sorties réellement mesurées dans les laboratoires.

Nous proposons aussi de trouver un groupe qui n'agit pas de manière linéaire et

qui laisse ces systèmes invariants. Finalement, nous espérons pouvoir utiliser dans

le futur ce genre d'observateurs dans des boucles de commande.
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Chapitre 7

Annexe A

Dans cet annexe, nous allons donner la manière dont nous avons trouvé l'in-

variance de chaque système présenté dans ce travail. Nous allons présenter des

programmes qui ont été fait sous Maple.

7.1 Invariance du modèle du Chemostat

> a11 := α; > a22 := β > a34 := 0; > a51 := 0;

> a12 := 0; > a23 := 0; > a35 := 0; > a52 := 0;

> a22 := β; > a24 := 0; > a41 := 0; > a53 := 0;

> a13 := 0; > a25 := 0; > a42 := 0; > a54 := 0;

> a14 := 0; > a31 := 0; > a43 := 0; > a55 := α

> a15 := 0; > a32 := 0; > a44 := α− β;

> a21 := 0; > a33 := α; > a45 := 0;

Tout d'abord nous avons dé�ni les équations du système et appliqué la mé-

thode cité dans le chapitre 3 pour l'invariance. Le but est de mettre les deux

équations E1 et E2 en fonction d'une seule variable, le premier �collect�, ensuite

l'égaliser à zéro. Ceci nous permettra d'identi�er quelques paramètres aij, ces

derniers nous les injectons dans les collects suivants jusqu'à obtention de tous

les paramètres donnés ci-dessus. Le même principe est appliqué dans tout les

systèmes étudiés dans cette thèse.
> stilde := a11s+ a12x+ a13sin + a14k + a15K;

> xtilde := a21s+ a22x+ a23sin + a24k + a25K;

> sintilde := a33sin + a34k + a35K;

> ktilde := a43sin + a44k + a45K;

> Ktilde := a53sin + a54k + a55K;
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> f1 := D(sin − s)−
kmsx

s+K
;

> f2 :=

(
ms

s+K
−D

)
x;

> g1 := stilde
∂f1

∂s
+ xtilde

∂f1

∂x
+ sintilde

∂f1

∂sin
+ ktilde

∂f1

∂k
+Ktilde

∂f1

∂K
;

> g2 := stilde
∂f2

∂s
+ xtilde

∂f2

∂x
+ sintilde

∂f2

∂sin
+ ktilde

∂f2

∂k
+Ktilde

∂f2

∂K
;

> E1 := (g1 − (a11f1 + a12f2))(s+K)2;

> E2 := (g2 − (a21f1 + a22f2))(s+K)2;

> collect(E1, D);

> collect(E1, x);

> collect(E1, sin);

> collect(E1, k);

> collect(E1, K);

> collect(E2, d);

> collect(E2, x);

> collect(E2, k);

> collect(E2, sin);

> collect(E2, K);

7.2 Invariance du modèle de compétition dans le

Chemostat

> a11 := α; > a21 := 0; > a31 := 0; > a44 := α; > a57 := 0;

> a12 := 0; > a22 := β; > a32 := 0; > a45 := 0; > a58 := 0;

> a13 := 0; > a23 := 0; > a33 := γ; > a46 := 0; > a59 := 0;

> a14 := 0; > a24 := 0; > a34 := 0; > a47 := 0; > a510 := 0;

> a15 := 0; > a25 := 0; > a35 := 0; > a48 := 0; > a511 := 0;

> a16 := 0; > a26 := 0; > a36 := 0; > a49 := 0; > a512 := 0;

> a17 := 0; > a27 := 0; > a37 := 0; > a410 := 0; > a64 := 0;

> a18 := 0; > a28 := 0; > a38 := 0; > a411 := 0; > a65 := 0;

> a19 := 0; > a29 := 0; > a39 := 0; > a412 := 0; > a66 := α− γ;

> a110 := 0; > a210 := 0; > a310 := 0; > a54 := 0; > a67 := 0;

> a111 := 0; > a211 := 0; > a311 := 0; > a55 := α− β; > a68 := 0;

> a112 := 0; > a212 := 0; > a312 := 0; > a56 := 0; > a69 := 0;
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> a610 := 0; > a84 := 0; > a97 := 0; > a1010 := −γ; > a124 := 0;

> a611 := 0; > a85 := 0; > a98 := 0; > a1011 := 0; > a125 := 0;

> a612 := 0; > a86 := 0; > a99 := −β; > a1012 := 0; > a126 := 0;

> a74 := 0; > a87 := 0; > a910 := 0; > a114 := 0; > a127 := 0;

> a75 := 0; > a88 := α; > a911 := 0; > a115 := 0; > a128 := 0;

> a76 := 0; > a89 := 0; > a912 := 0; > a116 := 0; > a129 := 0;

> a77 := α; > a810 := 0; > a104 := 0; > a117 := 0; > a1210 := 0;

> a78 := 0; > a811 := 0; > a105 := 0; > a118 := 0; > a1211 := 0;

> a79 := 0; > a812 := 0; > a106 := 0; > a119 := 0; > a1212 := −γ;

> a710 := 0; > a94 := 0; > a107 := 0; > a1110 := 0;

> a711 := 0; > a95 := 0; > a108 := 0; > a1111 := −β;

> a712 := 0; > a96 := 0; > a109 := 0; > a1112 := 0;

> stilde := a11s+ a12x1 + a13x2 + a14sin + a15k1 + a16k2 + a17K1

+a18K2 + a19α11 + a110α12 + a111α21 + a112α22;

> x1tilde := a21s+ a22x1 + a23x2 + a24sin + a25k1 + a26k2 + a27K1

+a28K2 + a29α11 + a210α12 + a211α21 + a212α22;

> x2tilde := a31s+ a32x1 + a33x2 + a34sin + a35k1 + a36k2 + a37K1

+a38K2 + a39α11 + a310α12 + a311α21 + a312α22;

> sintilde := a44sin + a45k1 + a46k2 + a47K1 + a48K2 + a49α11 + a410α12

+a411α21 + a412α22;

> k1tilde := a54sin + a55k1 + a56k2 + a57K1 + a58K2 + a59α11 + a510α12

+a511α21 + a512α22;

> k2tilde := a64sin + a65k1 + a66k2 + a67K1 + a68K2 + a69α11 + a610α12

+a611α21 + a612α22;

> K1tilde := a74sin + a75k1 + a76k2 + a77K1 + a78K2 + a79α11 + a710α12

+a711α21 + a712α22;

> K2tilde := a84sin + a85k1 + a86k2 + a87K1 + a88K2 + a89α11 + a810α12

+a811α21 + a812α22;

> α11tilde := a94sin + a95k1 + a96k2 + a97K1 + a98K2 + a99α11 + a910α12

+a911α21 + a912α22;

> α12 := a104sin + a105k1 + a106k2 + a107K1 + a108K2 + a109α11

+a1010α12 + a1011α21 + a1012α22;

> α21 := a114sin + a115k1 + a116k2 + a117K1 + a118K2 + a119α11

+a1110α12 + a1111α21 + a1112α22;

> α22 := a124sin + a125k1 + a126k2 + a127K1 + a128K2 + a129α11

+a1210α12 + a1211α21 + a1212α22;
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> f1 := D(sin − s)−
k1m1sx1

s+K1

− k2m2sx2

s+K2

;

> f2 :=

(
m1s

s+K1

− α11x1 − α12x2 −D1

)
x1;

> f3 :=

(
m2s

s+K2

− α21x1 − α22x2 −D2

)
x2;

> g1 := stilde
∂f1

∂s
+ x1tilde

∂f1

∂x1

+ x2tilde
∂f1

∂x2

+ sintilde
∂f1

∂sin
+ k1tilde

∂f1

∂k1

+k2tilde
∂f1

∂k2

+K1tilde
∂f1

∂K1

+K2tilde
∂f1

∂K2

+ α11tilde
∂f1

∂α11

+ α12tilde
∂f1

∂α12

+α21tilde
∂f1

∂α21

+ α22tilde
∂f1

∂α22

;

> g2 := stilde
∂f2

∂s
+ x1tilde

∂f2

∂x1

+ x2tilde
∂f2

∂x2

+ sintilde
∂f1

∂sin
+ k1tilde

∂f2

∂k1

+k2tilde
∂f2

∂k2

+K1tilde
∂f2

∂K1

+K2tilde
∂f2

∂K2

+ α11tilde
∂f2

∂α11

+ α12tilde
∂f2

∂α12

+α21tilde
∂f2

∂α21

+ α22tilde
∂f2

∂α22

;

> g3 := stilde
∂f3

∂s
+ x1tilde

∂f3

∂x1

+ x2tilde
∂f3

∂x2

+ sintilde
∂f3

∂sin
+ k1tilde

∂f3

∂k1

+k2tilde
∂f3

∂k2

+K1tilde
∂f3

∂K1

+K2tilde
∂f3

∂K2

+ α11tilde
∂f3

∂α11

+ α12tilde
∂f3

∂α12

+α21tilde
∂f3

∂α21

+ α22tilde
∂f3

∂α22

;

> E1 := (g1 − a11f1 − a12f2 − a13f3)(s+K1)2(s+K2)2;

> E2 := (g2 − a21f1 − a22f2 − a23f3)(s+K1)2(s+K2);

> E3 := (g3 − a31f1 − a32f2 − a33f3)(s+K2)2(s+K1);

> l1 := simplify(E1); > l2 := simplify(E2); > l3 := simplify(E3);

> collect(l1, D); > collect(l2, D); > collect(l3, D);

> collect(l1, x1); > collect(l2, x1); > collect(l3, x1);

> collect(l1, x2); > collect(l2, x2); > collect(l3, x2);

> collect(l1, sin); > collect(l2, sin); > collect(l3, sin);

> collect(l1, k1); > collect(l2, k1); > collect(l3, k1);

> collect(l1, k2); > collect(l2, k2); > collect(l3, k2);

> collect(l1, K1); > collect(l2, K1); > collect(l3, K1);

> collect(l1, K2); > collect(l2, K2); > collect(l3, K2);

> collect(l1, α11); > collect(l2, α11); > collect(l3, α11);

> collect(l1, α12); > collect(l2, α12); > collect(l3, α12);

> collect(l1, α21); > collect(l2, α21); > collect(l3, α21);

> collect(l1, α22); > collect(l2, α22); > collect(l3, α22);
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7.3 Invariance du modèle AM2

> a11 := α; > a21 := 0; > a31 := 0; > a41 := 0; > a54 := 0;

> a12 := 0; > a22 := β; > a32 := 0; > a42 := 0 > a55 := α;

> a13 := 0; > a23 := 0; > a33 := γ; > a43 := 0; > a56 := 0;

> a14 := 0; > a24 := 0; > a34 := 0; > a44 := δ; > a57 := 0;

> a15 := 0; > a25 := 0; > a35 := 0; ;> a45 := 0; > a58 := 0;

> a16 := 0; > a26 := 0; > a36 := 0; > a46 := 0; > a59 := 0;

> a17 := 0; > a27 := 0; > a37 := 0; > a47 := 0; > a510 := 0;

> a18 := 0; > a28 := 0; > a38 := 0; > a48 := 0; > a511 := 0;

> a19 := 0; > a29 := 0; > a39 := 0; > a49 := 0; > a512 := 0;

> a110 := 0; > a210 := 0; > a310 := 0; > a410 := 0; > a64 := 0;

> a111 := 0; > a211 := 0; > a311 := 0; > a411 := 0; > a65 := 0;

> a112 := 0; > a212 := 0; > a312 := 0; > a412 := 0; > a66 := γ;

> a67 := 0; > a710 := 0; > a94 := 0; > a107 := 0; > a1110 := 0;

> a68 := 0; > a711 := 0; > a95 := 0; > a108 := 0; > a1111 := γ;

> a69 := 0; > a712 := 0; > a96 := 0; > a109 := 0; > a1112 := 0;

> a610 := 0; > a84 := 0; > a97 := 0; > a1010 := α; > a124 := 0;

> a611 := 0; > a85 := 0; > a98 := 0; > a1011 := 0; > a125 := 0;

> a612 := 0; > a86 := 0; > a99 := γ − δ; > a1012 := 0; > a126 := 0;

> a74 := 0; > a87 := 0; > a910 := 0; > a114 := 0; > a127 := 0;

> a75 := 0; > a88 := γ − β; > a911 := 0; > a115 := 0; > a128 := 0;

> a76 := 0; > a89 := 0; > a912 := 0; > a116 := 0; > a129 := 0;

> a77 := α− β; > a810 := 0; > a104 := 0; > a117 := 0; > a1210 := 0;

> a78 := 0; > a811 := 0; > a105 := 0; > a118 := 0; > a1211 := 0;

> a79 := 0; > a812 := 0; > a106 := 0; > a119 := 0; > a1212 :=
γ

2
;
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> s1tilde := a11s1 + a12x1 + a13s2 + a14x2 + a15s1in + a16s2in + a17k1

+a18k2 + a19k3 + a110K1 + a111K2 + a112Ki;

> x1tilde := a21s1 + a22x1 + a23s2 + a24x2 + a25s1in + a26s2in + a27k1

+a28k2 + a29k3 + a210K1 + a211K2 + a212Ki;

> s1tilde := a31s1 + a32x1 + a33s2 + a34x2 + a35s1in + a36s2in + a37k1

+a38k2 + a39k3 + a310K1 + a311K2 + a312Ki;

> x2tilde := a41s1 + a42x1 + a43s2 + a44x2 + a45s1in + a46s2in + a47k1

+a48k2 + a49k3 + a410K1 + a411K2 + a412Ki;

> s1intilde := a55s1in + a56s2in + a57k1 + a58k2 + a59k3 + a510K1 + a511K2

+a512Ki;

> s2intilde := a65s1in + a66s2in + a67k1 + a68k2 + a69k3 + a610K1 + a611K2

+a612Ki;

> k1tilde := a75s1in + a76s2in + a77k1 + a78k2 + a79k3 + a710K1 + a711K2

+a712Ki;

> k2tilde := a85s1in + a86s2in + a87k1 + a88k2 + a89k3 + a810K1 + a811K2

+a812Ki;

> k3tilde := a95s1in + a96s2in + a97k1 + a98k2 + a99k3 + a910K1 + a911K2

+a912Ki;

> K1tilde := a105s1in + a106s2in + a107k1 + a108k2 + a109k3 + a1010K1

+a1011K2 + a1012Ki;

> K2tilde := a115s1in + a116s2in + a1117k1 + a118k2 + a119k3 + a1110K1

+a1111K2 + a1112Ki;

> Kitilde := a125s1in + a126s2in + a1217k1 + a128k2 + a129k3 + a1210K1

+a1211K2 + a1212Ki;

> f1 := D(s1in − s1)− k1m1s1x1

s1 +K1

− k2m2sx2

s+K2

;

> f2 :=

(
m1s1

s1 +K1

−D
)
x1;

> f3 := D(s2in − s2) +
k2m1s1x1

s1 +K1

− k3m2s2x2

s2 +K2 +

(
s2

K2

)2 ;

> f4 :=

 m2s2x2

s2 +K2 +

(
s2

K2

)2 −D

x2;
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> g1 := s1tilde
∂f1

∂s1

+ x1tilde
∂f1

∂x1

+ s2tilde
∂f1

∂s2

+ x2tilde
∂f1

∂x2

+ s1intilde
∂f1

∂s1in

+s2intilde
∂f1

∂s2in

+ k1tilde
∂f1

∂k1

+ k2tilde
∂f1

∂k2

+ k3tilde
∂f1

∂k3

+K1tilde
∂f1

∂K1

+K2tilde
∂f1

∂K2

+Kitilde
∂f1

∂Ki

;

> g2 := s1tilde
∂f2

∂s1

+ x1tilde
∂f2

∂x1

+ s2tilde
∂f2

∂s2

+ x2tilde
∂f2

∂x2

+ s1intilde
∂f2

∂s1in

+s2intilde
∂f2

∂s2in

+ k1tilde
∂f2

∂k1

+ k2tilde
∂f2

∂k2

+ k3tilde
∂f2

∂k3

+K1tilde
∂f2

∂K1

+K2tilde
∂f2

∂K2

+Kitilde
∂f2

∂Ki

;

> g3 := s1tilde
∂f3

∂s1

+ x1tilde
∂f3

∂x1

+ s2tilde
∂f3

∂s2

+ x2tilde
∂f3

∂x2

+ s1intilde
∂f3

∂s1in

+s2intilde
∂f3

∂s2in

+ k1tilde
∂f3

∂k1

+ k2tilde
∂f3

∂k2

+ k3tilde
∂f3

∂k3

+K1tilde
∂f3

∂K1

+K2tilde
∂f3

∂K2

+Kitilde
∂f3

∂Ki

;

> g3 := s1tilde
∂f4

∂s1

+ x1tilde
∂f4

∂x1

+ s2tilde
∂f4

∂s2

+ x2tilde
∂f4

∂x2

+ s1intilde
∂f4

∂s1in

+s2intilde
∂f4

∂s2in

+ k1tilde
∂f4

∂k1

+ k2tilde
∂f4

∂k2

+ k3tilde
∂f4

∂k3

+K1tilde
∂f4

∂K1

+K2tilde
∂f4

∂K2

+Kitilde
∂f4

∂Ki

;

> E1 := (g1 − a11f1 − a12f2 − a13f3 − a14f4)(s1 +K1)2(s2K
2
i +K2K

2
i + s2

2);

> E2 := (g2 − a21f1 − a22f2 − a23f3 − a24f4)(s1 +K1)2(s2K
2
i +K2K

2
i + s2

2);

> E3 := (g3 − a31f1 − a32f2 − a33f3 − a34f4)(s1 +K1)2(s2K
2
i +K2K

2
i + s2

2)2;

> E4 := (g4 − a41f1 − a42f2 − a43f3 − a44f4)(s1 +K1)(s2K
2
i +K2K

2
i + s2

2)2;

> l1 := simplify(E1); > l2 := simplify(E2); > l3 := simplify(E3); > l4 := simplify(E4);

> collect(l1, D); > collect(l2, D); > collect(l3, D); > collect(l4, D);

> collect(l1, x1); > collect(l2, x1); > collect(l3, x1); > collect(l4, x1);

> collect(l1, x2); > collect(l2, x2); > collect(l3, x2); > collect(l4, x2);

> collect(l1, s1in); > collect(l2, s1in); > collect(l3, s1in); > collect(l4, s1in);

> collect(l1, s2in); > collect(l2, s2in); > collect(l3, s2in); > collect(l4, s2in);

> collect(l1, k1); > collect(l2, k1); > collect(l3, k1); > collect(l4, k1);

> collect(l1, k2); > collect(l2, k2); > collect(l3, k2); > collect(l4, k2);

> collect(l1, k3); > collect(l2, k3); > collect(l3, k3); > collect(l4, k3);

> collect(l1, K1); > collect(l2, K1); > collect(l3, K1); > collect(l4, K1);

> collect(l1, K2); > collect(l2, K2); > collect(l3, K2); > collect(l4, K2);

> collect(l1, Ki); > collect(l2, Ki); > collect(l3, Ki); > collect(l4, Ki);
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Chapitre 8

Annexe B

8.1 Stabilité des systèmes non linéaires

Théorème 8.1.1 [29] Soit (I)
dx

dt
= A(t)x un système linéaire sur Rn, unifor-

mément asymptotiquement stable pour t0 ≥ T .

Soit

χ : R× Rd → Rd (t, x) 7−→ χ(t, x)

une fonction continue et χ(t, 0) = 0 telle que :

∀ε > 0,∃δε > 0 : ‖x‖ ≤ δε ⇒ ‖χ(t, x)‖ ≤ ε ‖x‖ ,∀t ≥ T (8.1)

Soit (II)
dx

dt
= A(t)x+χ(t, x). Alors la solution x ≡ 0 de (II) est uniformément

asymptotiquement stable pour t0 ≥ T .
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Résumé 

Cette thèse est dédiée à l’application sur la théorie des invariants, appliquée aux 

modèles des bioprocédés issue de la dépollution. 

En considérant certaines constantes des systèmes étudiés comme contrôle virtuel, ceci 

afin de mettre en évidence le groupe linéaire pour que ces systèmes soient invariants. 

Les observateurs construits dans ce travail, conçus pratiquement de toutes les propriétés 

du système de départ, présentent une très bonne vitesse de convergence. Enfin, les 

simulations montrent une robustesse vis-à-vis des bruits de mesure. 

 

Abstract 

This thesis is dedicated to the application of invariant theory applied to the 

bioprocesses models. 

Considering some constants of the systems studied as a virtual control to highlight the 

linear group for that these systems are invariants. 

Observers built in this work, designed practically all the properties of the original 

system, show very good convergence rate. Finally, the simulations show a robustness to 

measurement noise. 

 

 ملخص: 

الناتجة  الحيويةطرائق ال نماذج من على ةطبقالم بتواثالنظرية  استعماللدراسة  هذه الأطروحة تكرس

  .تلوثإزالة ال من الدراسات في

 مجموعةال لتسليط الضوء على افتراضية صر تحكماعنعبارة عن  ،ةسادرتحت ال ،نظمةالأ ثوابت بعضأن  فترضن

  .متغيرة غير ةنظمالأ هذهلجعل  خطيةال

 ة.جيد جد تقارب سرعة تظهر، النظام الأصلي خصائص تقريبا جميعالتي تحاكي  هذا العمل، في المبنية عواملال

 .اتلقياسل المصاحبة ضوضاءبال فيما يتعلق معتبرة متانة المحاكاة تظهر، أخيرا
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