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Chapitre 1
Introduction générale

Le volume total de I’eau présent sur Terre est estimé a 1400 millions de km?3.
Ce volume parait considérable : il correspond a un cube de 1400 kilométres de
coté ou a 400 fois le volume de la Méditerranée. Il convient cependant de re-
lativiser : plus de 97% de 'eau de la planéte bleue est salée, et I’eau douce ne
représente qu’a peine 3% du volume total. Sur ces 3% d’eau douce, 99% sont
trés difficilement exploitables : 77% sont gelées au niveau des calottes polaires et
dans les glaciers de montagne et 22% sont profondément enfouies dans le sous-sol.
Ainsi, moins de 1% est donc véritablement disponible pour les étres vi-
vants qui en dépendent, soit environ 9 millions de km?. Devant une demande en
constante croissance (population, agriculture, industrie,..), concernant une res-
source qui semble limitée, le traitement des eaux usées devient un élément de

solution incontournable.

Les eaux usées sont toutes les eaux chargées de différents éléments provenant
de 'usage domestique mais aussi des activités industrielles. Certaines eaux usées
sont plus difficiles a traiter que d’autres. Par exemple, les eaux usées industrielles
peuvent étre difficiles a traiter, par opposition aux eaux usées domestiques. Ces
derniéres sont souvent traitées dans les stations d’épuration dont le but est de
les séparer des polluants qui y sont présents. Le traitement en général nécessite

plusieurs étapes.

Le présent travail s’inscrit dans une approche intégrée de traitement des eaux
usées par voie biologique. Ce type de traitement est le procédé qui permet la

dégradation de certains polluants grace a ’action de micro-organismes.



Une multitude d’organismes est associée a cette dégradation selon différents cycles
de transformations. Parmi ces organismes, nous trouvons généralement des bac-
téries, des algues, des champignons et des protozoaires. Ce traitement a pour
principe de provoquer, en présence ou non d’oxygéne une prolifération plus ou
moins controlée de micro-organismes capables de dégrader les matiéres organiques
apportées par I'efluent. Il s’agit en fait d’'un véritable transfert d’une forme non

accessible de la pollution vers une forme manipulable.

Un des défis majeurs est alors de développer des procédés fiables, robustes
et peu colteux permettant le traitement simultané ou séquentiel des diverses
sources de pollution. Ainsi, la stabilité, les performances et la robustesse des sys-
témes de dépollution ne peuvent étre obtenues qu’en faisant appel & I’Automa-
tique pour leur gestion et leur controéle. C’est ce que nous convenons d’appeler
I’ Automatique du traitement biologique des eaux usées.

Dans ces procédés biologiques, la mise en uvre d’'une commande nécessite souvent
la connaissance de toutes les entrées et les états du systéme. Malheureusement,
cela n’est pas toujours possible. Ainsi nous avons besoin de capteurs permettant
de donner a chaque instant ¢ une valeur approximative de I’état. Deux types de
capteurs de nature différentes sont utilisés : des capteurs physiques provenant de
I'instrumentation ; ces capteurs sont parfois trop coiiteux ou difficiles a réaliser
pour des raisons techniques, des capteurs logiciels dits aussi observateurs et qui
sont 'objet de notre présente étude.

Ce sont des systémes dynamiques basés sur le modéle mathématique qui utilisent
une information pertinente donnée par des mesures physiques. Les observateurs
délivrent a chaque instant ¢ une estimation des variables d’état non mesurées du

systéme.

Cette thése est organisée comme suit. Dans le chapitre 1, nous allons rappeler
le modéle du Chemostat simple avec quelques propriétés remarquables. Il consti-
tue un fragment générique dans des modéles plus complexes décrivant au mieux
les bioréacteurs. Le second chapitre sera dédié a un état de ’art portant sur les
observateurs les plus utilisés dans ce domaine, en particulier des observateurs
appliqués au modeéle du Chemostat simple. Dans le chapitre 3, nous allons don-
ner des généralités sur les systémes invariants, et nous allons aborder la synthése

d’observateurs invariants toujours appliqués au Chemostat.



Ceci est la contribution la plus importante de cette thése, avec une preuve de
convergence de 1'état estimé vers I'état réel du systéme. Des simulations seront
présentées illustrant les résultats obtenus. Le chapitre 4, portera sur 'application
du méme observateur a un modéle représentant la compétition de deux espéces sur
un seul substrat dans le Chemostat. Le chapitre 5 sera consacré au modéle de la
digestion anaérobie AM2, pour lequel nous allons synthétiser deux observateurs,
le premier sera de type Luenberger non linéaire avec une dynamique de l'erreur
linéaire, et le second est un observateur invariant, en choisissant les substrats
comme variables mesurées. Des simulations suivront pour montrer la convergence
des états estimés vers les états du systéme. Enfin, nous donnerons une conclusion

générale et quelques perspectives de développement des résultats obtenus.

1.1 Le modéle du Chemostat simple

1.1.1 Définition

Un Chemostat est un type particulier de bioréacteur qui permet de faire croitre
une population de micro-organismes (algues unicellulaires, bactéries, levures, phy-
toplancton, zooplancton,...) sur certains substrats, tout en conservant des condi-
tions environnantes (température, luminosité, pH, aération). Il est utilisé pour la
production de la masse cellulaire elle-méme, pour l'extraction et la dégradation
de certains polluants dans un milieu liquide et pour la production de substances

organiques résultant de I'activité métabolique.
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F1GURE 1.1 — Schéma du Chemostat



Notations :
— V est le volume du Chemostat mesuré en litres (L),
— Fj, et Fyy sont les flux d’entrée et de sortie mesurés en g/L,

— S;n est la concentration d’entrée,

, . . .. . . r

la réaction biochimique qui transforme le substrat en biomasse est ks — x
ol r = ux, est la vitesse de réaction, k est une constante stchiométrique
di ion et t la cinétique de la réacti i s’expri jour?
sans dimension et u est la cinétique de la réaction qui s’exprime en jour™",
— s et x sont les concentrations du substrat et de la biomasse mesurées en

g/L.
Il existe trois types de fonctionnements :

1. Le mode batch. Ici, L’entrée et la sortie sont nulles, ¢’est-a-dire on n’applique
pas de dilution (D = 0 pas de flux entrant). On assiste a une croissance

exponentielle des organismes.

2. Le mode continu. C’est le mode typique du Chemostat. Ici, le volume est
maintenu constant c’est-a-dire la vitesse du flux entrant est égale a la vitesse

du flux sortant (Fj, = Fou = F).

3. Le mode fed-batch. C’est une combinaison des deux modes de fonctionne-
ment précédents. On utilise une dilution mais a volume variable ( F,,; = 0).
C’est le mode de fonctionnement préféré lorsque 'objectif est le controle

d’une population.

1.1.2 Modélisation

Le Chemostat a été concu dans les années 1950 par Leo Szilard. Alors que
Jacques Monod [25] étudiait les cinétiques de croissance d’ Escherichia coli dans
un milieu de culture contenant a la fois du glucose et du lactose comme source
carbonée, Szilard lui suggéra de fournir de maniére continue les deux sucres a
la vitesse ou les bactéries les consomment. De cette maniére, il pourrait savoir
si I'utilisation de I'un des sucres exclut 1'utilisation de I'autre. C’est pour tester
cette hypothése que Szilard inventa le Chemostat dans lequel les concentrations
de glucose et/ou de lactose peuvent étre maintenues constantes [20].

Nous allons rappeler la modélisation du Chemostat en mode continu a 1’aide
de deux équations différentielles simples. Tout d’abord, regardons ce qui se passe
pour le substrat dans le bioréacteur, ensuite ce qui se passe pour le bilan de la

biomasse.



La masse du substrat est Vs et celle de la biomasse est Vz. En appliquant le

principe de conservation de la masse au réacteur, on peut écrire le bilan suivant :

d
(T = Fult)si— Foult)s — k¥
dVz
I = —Fou(t)r +puVe
dV
L % - En(t)_Fout(t)
d’ou
av ds
i i ) N _
S dt +th m(t)sm out(t)s kﬂvw
(1.1)
dV dx
RS Vo N C
x dt +th out( )x+/"LV‘/E

En remplacant — dans (1.1) par son expression, nous obtenons :

d
Fin(t)s — Fout(t)s + vd—‘z = Fi(D)8in — Fos(t)s — kpVz
(1.2)
dx
Fi,(t)x — Fou(t)x + VE = —Fut)x+ pVe

En simplifiant les termes F,;(t)s et Fo.(t)x, (1.2) devient :

Fi.(t)s + V% = Fu(t)sm — kuVz
dx
(t)x + th %
Ainsi, nous avons
ds
d
Vd_f = uVz— Fy,(t)x

Nous obtenons en divisant ces deux équations par V :

ds Funlt)  En(t)

b AN 3
dt yotmT Ty T
d Finlt

z o En)

aw - My



On note

le taux de dilution qui s’exprime en jour—!. Par suite, les équations dynamiques

représentant le modéle du Chemostat s’écrivent comme suit :

{ $ = D)(sin— ) — ku(s)x
b= [u(s) - D(O)

Ils existent plusieurs fonctions de croissance. Dans cette thése nous allons

(1.3)

travailler avec la cinétique de Monod et la cinétique de Haldane qui seront définies

plus tard.

1.2 Positivité et bornitude des variables d’état

1.2.1 Positivité

Les systémes biologiques sont des systémes dont les variables d’état doivent
étre positives. La positivité des variables d’état du Chemostat a été prouvée dans
[31]. Cela veut dire que si nous commencons avec s(0) > 0 et 2(0) > 0, les deux

trajectoires de (1.3) restent dans RY x RY.

1.2.2 Bornitude supérieure
La variable d’état s(t)

Nous avons :
§(t) = D(t)(sin — 5(t)) — kp(s(t))(t)
Etant donné que la quantité ku(s(t))z(t) est positive, alors

$(t) < D(t)(sin — s(1))

d’ou
$(t) + D(t)s(t) < D(t)sin

Nous obtenons en multipliant les deux membres de I'inégalité par efo 247 et en

les intégrant entre 0 et ¢
t
s(t)efotD(T)dT < s(0) + sin/ D(r)els PO%qr
0

ainsi
s(t)efot Dmdr < 5(0) 4 sin [efg D(mdr _ 1]

9



Multiplions maintenant les deux membres par e~ Jo D (r)dr

s(t) < s(0)e” Jy D@ydr g [1 — ¢~ Jo D
Cette inégalité peut s’écrire comme ceci
5(t) < (5(0) = sin)e” o PO g,
Supposons que $(0) < s;,,, par conséquent

(5(0) — sin)eJo PO <

D’ou
s(t) < Sin, VE >0

La variable d’état z(t)
Posons tout d’abord :
§(t) = s(t) + ka(t)
La dynamique de la variable £(t) s’écrit :
E(t) = D(t)sin — D(£)E(t)

ainsi

§(t) + D(1)&(t) = D(t)sin

Nous trouvons, en multipliant les deux membres de ’égalité par elo D(r)dr

et en

les intégrant entre 0 et ¢
E(t)els PO = £(0) + sy, [l PO 1]

D(r)dr

En multipliant les deux membres par e~ Jo , nous obtenons

£(t) = £(0)e~ o POT 4 g [1 e h D(T)dr}
Comme e~ Jo P < 1 ot 1 — ¢~ o P < 1 car D(r) > 0, alors
§(t) <€(0) + sin
Passons maintenant aux variables s(t) et z(t), on obtient :
s(t) + kx(t) < s(0) + kx(0) + sin,

puisque s(t) > 0, alors
kx(t) < s(0) + kz(0) + sip,

Ce qui donne en définitive :

car s(0) < s;p.

10



1.2.3 Bornitude inférieure

La variable d’état s(t)

t
Lemme 1.2.1 (H1) Supposons que lim </ D(T)dT) = 400 (condition de
0

t—+o00
persistance dexcitation).

t
(H2) tligl (/ (D(1) — p,max)dT) = C ou C est une constante négative.
—+00 0

Alors il existe une constante positive v telle que s > ).
Preuve. Prenons toujours la variable &
§=—D()¢+ D(t)sin
qui admet comme solution
§ = (€(0) = si)s™ B POV 45,
Il n’est pas difficile de voir que
min(s;,, £(0)) < &(t) < max(s;,£(0))

Soit
$(t) = D(t)(sin — 8) — ku(s, K)z

qui peut s’écrire comme suit

S<t> = D<t)(3in - S) — kltmazT + Z{;(:umaac - ,u(s, K))Il

>0

Donc,
5(t) = D(t)(Sin — S) — klbmazT

En remplacant x et £ par leurs expressions, nous obtenons :
$(t) = D(t)sin + (Htmaz — D(t))s = fimaz max(sin, £(0))
Sous le choix de £(0) < s;,,, nous avons :
S(t) > $im + (5(0) — sy)e Jo PO —pmaz)dr

Posons @(t) = sim + (5(0) — sip )€ Jo (PO —pimaz)dr

Sous I'hypothése (H2), nous avons

0(+00) = 555 + (5(0) — sin)e™¢

11



Maintenant
A1) = (5(0) = 8in) (tmar — D(B))e™ B P pmer)in
pour s5(0) < s, et D(t) < ez alors o(t) < 0 donc
p(+00) < (1) < (0)
Il n’est pas difficile de prouver que

s(t) > 9 = sy + (s(0) — sm)e’c

La variable d’état z(t)

Nous avons

Cette équation différentielle a pour solution :

t
o(6) = o(0peap ([ lutstr)) - Dilar)
0
Nous allons maintenant borner cette quantité, ainsi :
0<9<s(1) < sin
Ce qui implique que :
t t t
(o)~ | Dir)dr < [ u(s(r) = Dldr < tulsi) ~ [ Diryar
0 0 0
Dans cette inégalité nous avons besoin que de la borne supérieure, ce qui donne :

(Amww»—Dvmhzwmm—Dma

car Dy < D(7) < Dipae. Ainsi, pour que x soit supérieure a une quantité posi-

tive, il suffit d’avoir () = Dz

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques généralités qui concernent le

modéle du Chemostat qui serviront dans les chapitres suivants.

12



Chapitre 2

Etat de 'art sur les observateurs

appliqués aux bio-procédés

Dans les bio-procédés, la mesure directe d’une variable, qui peut étre une
concentration d’un composant d’un processus réactionnel, une fonction chimique
ou des parameétres de réactions biologiques comme le rendement, le taux de crois-
sance, etc. nécessite des capteurs physiques, et cette voie s’avére tres difficile
d’autant plus que, généralement, ces capteurs sont trés coiiteux.

Dans ce cas on fait appel a des capteurs logiciels appelés aussi observateurs. Ces
dispositifs sont largement utilisés dans le domaine du Génie Biologique et du Gé-

nie des Procédés.

2.1 Principe des observateurs et observabilité

Un observateur consiste en un systéme auxiliaire (O) dont les entrées sont
les entrées et les sorties mesurées d’un systéme (S), et les sorties sont supposées

donner une estimation de I'état de (5), selon le schéma décrit par la figure (2.1).

Avant d’entamer une procédure de conception d’un observateur pour un sys-
teme dynamique, il est important et nécessaire de s’assurer que I’état de ce sys-
téme dynamique peut étre estimé a partir des informations sur I'entrée et la sortie.
L’observabilité d’un systéme est la propriété qui permet de dire si I’état peut étre
déterminé uniquement a partir de la connaissance des signaux d’entrée et de sor-
tie. Dans le cas des systémes non linéaires, la définition est liée aux entrées et aux

conditions initiales.

13



u: entrée (S) y: sortie

1 x:état ©
: ( ?) # : état estimé
z:état

FIGURE 2.1 — Principe de 'observateur

Soit le systéme dynamique non linéaire suivant :

{x' = f(z,u)

) e (2.1)

o f:R*" X R™ —= R" et h:R" x R™ — RP. Pour les définitions suivantes, voir
[21].

Définition 2.1.1 (Indistinguabilité) : Soient y2(t), (t > 0) et yi(t), (t > 0) deux
signauz de sortie générés par Uapplication du signal d’entrée u(t), t > 0 au sys-
teme (2.1) avec les conditions initiales x° et x', respectivement. On dit que z° et

x! sont indistinguables si
YO (t) = yl(t), Yt > 0 pour toute entrée u
Dans le cas contraire, on dit que x° et x' sont distinguables.

Définition 2.1.2 (Observabilité) : Le systéme (2.1) est dit observable en 2V, si

2° est distinguable de tout x € R™. En outre, le systéme (2.1) est observable si

V¥ € R", le systeme (2.1) est observable en x°.

Dans la pratique, ces notions sont relativement difficiles & vérifier et souvent

on fait appel au critére suivant :
Critére 2.1.3 (Critére du rang) : La paire (f, h) est observable si :
rang {dh,dL;h, ..., dL;Hh}T —n

ot Lyh est la dérivée de Lie de h dans la direction de f.

. oh
L¢h = Z fi(f)%
i=1 ¢

[’expression de dL’}h est donnée par le vecteur :

arkh = <8L’}h OLkh aL';h>

Oxy " Oxy 7 Oxy,

14



2.2 Les différents types d’observateurs

2.2.1 Observateur de Luenberger étendu et filtre de Kal-

man étendu

Initialement les systémes abordés ont été les systémes linéaires, pour lesquels
les observateurs de Kalman et Luenberger ont donné de bon résultats. Le filtre
de Kalman est utilisé dans le cas des systémes stochastiques en minimisant la
matrice de covariance de 'erreur d’estimation, et I'observateur de Luenberger a
été utilisé pour les systémes linéaires déterministes.

Dans le cas des systémes non linéaires, 'observation d’état est délicate et il
n’existe pas, & ’heure actuelle, de méthode universelle pour la synthése d’obser-
vateurs.

Dans le cadre des bio-procédés, plusieurs observateurs ont été proposés et
étudiés par Bastin et Dochain [6]. On cite le filtre de Kalman étendu et 'obser-
vateur de Luenberger étendu. Ces deux approches sont trés bien maitrisées, elles
nécessitent la connaissance du modéle du procédé et les entrées du systéme. Le
filtre de Kalman étendu nécessite aussi la connaissance de I'intensité des bruits, il
prend en compte les bruits de mesure et de 1’état. Par contre il utilise une linéa-
risation du modeéle. Le filtre de Kalman étendu est plus une approche heuristique
et aucune preuve de convergence n’existe [32|. Dans l'observateur de Luenberger
étendu, nous pouvons régler la vitesse de convergence a ’aide d’un placement de

poles de la partie linéaire de I'observateur.

Observateur de Luenberger étendu

Le principe : Le principe est directement inspiré du cas linéaire. L’observateur
de Luenberger étendu nécessite la connaissance du modéle, y compris les ciné-
tiques et les entrées du systéme [6].

Considérons le systéme suivant :

{ B(t) = fla(t),u(t));z(to) = zo
y(t) = h(x(t))

ou x € R" est le vecteur d’état, u € R™ est le vecteur d’entrée, y € RP est le vec-

(2.2)

teur de sortie, xy est la condition initiale a 'instant initial ¢y, f : R” x R™ — R”
et h:R" — RP.
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La synthése de I'observateur de Luenberger étendu basée sur (2.2) donne lieu

a la structure suivante :

B(t) = f@(),u(t)) + K [y(t) = h(@(t)]: 2(to) = o (2:3)

Le calcul du gain K est fait en supposant que I’état restera autour d’une zone ot
I’approximation par un modéle linéaire est valable et pour laquelle le placement
de poles a été fait.

Bien que cette méthode soit bien maitrisée, elle est rarement employée en bio-
technologie vu que I'observateur peut rapidement devenir instable si I'on s’éloigne
du point de fonctionnement, ce qui implique une stabilité et une convergence lo-

cales.

Exemple 2.2.1 Considérons le systéme représentant le modéle du Chemostat
(1.3) en prenant comme sortie la variable s, 'observateur de Luenberger étendu

pour ce systéme s’écrit comme suit :

{

Filtre de Kalman étendu

VAP
|

D(t)(sin — 8) — kp(8)d + K (s — 5) (2.4)

(1(38) = D(t)& + K (s — §)

>
|

L’idée consiste a linéariser un systéme non linéaire autour de sa trajectoire
estimée. Alors le probléme est équivalent a construire un filtre de Kalman pour
un systéme non stationnaire [6].

Considérons le systéme suivant :
(2.5)

ou w(t) et v(t) sont des bruits blancs (Gaussien) avec des covariances Q(t) et
R(t), respectivement. Supposons que la distribution initiale est Gaussienne, telle

que :
Elxo) = 2o E [(x0 — Z0)(z0 — %0)"| = Py

ou FE représente I'espérance mathématique et F, est la matrice de covariance

initiale de ’erreur.
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Le filtre s’écrit en plusieurs étapes :

1. Initialisation :
Elxo) = 20; E [(z0 — 20)(z0 — 20)" ]| = Py (2.6)
2. Estimation du vecteur d’état :
(1) = f(2(1) + K(t) [y(t) — h&(t))]: &(to) = &o (2.7)

3. En utilisant les matrices de linéarisée :

PP C0) R 1CI () .

— dx(t) o(t)=2(t) 0x(t) |,w=s

Nous écrivons la propagation de lerreur de la covariance (équation de Ri-

catti) :

P(t) = AP(t) + P(t)AT — P(t)CTR(t)"'CP(t) + Q(t) (2.9)
4. Calcul de gain

K(t)=Pt)CTR(t)™! (2.10)

2.2.2 Observateur a grand gain

Les observateurs a grand gain [1] et [23] prennent en compte la structure non
linéaire du systéme et ils assurent une convergence et une stabilité avec une vitesse
de convergence réglable. Comme inconvénients la synthése de ces observateurs est

complexe et ils sont sensibles aux bruits.

Principe : Rappelons briévement la notion de 'observateur a grand gain pour
un systéme en général. Considérons le systéme différentiel défini dans un domaine
QCR":

{; Z Zg; (2.11)

ou f est une fonction continue R™ — R™, A une fonction continue R” — R. Pour

construire un observateur a grand gain, des hypothéses doivent étre vérifiées.
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Hypothéses :

1. Le systéme (2.11) est observable.
2 =
Z =Y

2. L’application ® est défini comme suit : ¢ : R — R" =

Zn = y(nil)
est un diffefomorphisme de ©Q C R" sur ®(€2).
Sous ’hypothése 2, le systéme (2.11) devient :

¢

21 Z9
z z
Z = 2l = ’ = F(z)
on ¢(2)
\ Y=<

3. ¢ peut étre prolongée de ®(€2) en une fonction C' globalement Lipschit-

zienne sur R".

Ces hypothéses sont vérifiées en général pour les systémes biologiques. Ainsi nous

obtenons l'observateur a grand gain.

Proposition 2.2.2 Pour un 0 assez grand le systéeme différentiel suivant (2.12)

est un observateur exponentiel pour (2.11) :

F=F(2)+ S;1CT(y — C3) (2.12)

ot Sy est la solution de I’équation 0Sg+A!Sy+SyA = CtC avec A =

etCz(O 0 --- 1)
So = s¢(1,7) € M,(R) peut étre calculé analytiquement

o (=1)Hi (i +j —2)!
80(%]) - 9i+j—1(z' _ 1)'(3 — 1)'

Exemple 2.2.3 Considérons le modéle classique (1.3) du Chemostat. En appli-

quant la proposition (2.2.2), on obtient directement le systéeme (2.13) :

o KlmazST X

. X . 2.13)
o i K# LETK Y (
_ ~D 2 6 _
(§+K )“( K95 T R ) E Y

VAP

>e
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Ce systeme est un observateur exponentiel pour le systeme standard.

2.2.3 Observateur asymptotique

Dans le domaine des bio-procédés, Bastin et Dochain [6] ont proposé un ob-
servateur asymptotique qui permet (sous certaines conditions) d’observer 1'état
du systéme sans aucune connaissance du modeéle cinétique. Cette approche est
particuliéerement intéressante. Néanmoins, le prix a payer est de ne plus pouvoir
fixer arbitrairement la vitesse de convergence de 'observateur comme 1’observa-
teur de Luenberger. La vitesse de convergence est fonction uniquement du taux
de dilution, c’est-a-dire des conditions de fonctionnement de la culture. Ceci peut
poser probléme lorsqu’on fonctionne a faible taux de dilution et conduit a une
erreur d’estimation constante, égale a I’erreur initiale dans le cas de cultures en
batch (pour lesquelles le taux de dilution est nul). Ces observateurs ont été congus
pour des systémes relativement simples, ensuite ils ont été étendus par Chen [11],
pour inclure des systémes plus complexe. Ces observateurs sont caractérisés par
la simplicité de leurs méthodes de synthése et prennent spécifiquement en compte
la structure non linéaire du systéme, assurant une stabilité et convergence si les
entrées sont persistantes et bornées. Mais ils ont une vitesse de convergence non
réglable, en plus le changement de coordonnées dépend des coefficients stchiomé-
triques ce qui rend ces observateurs peu robustes. Plus tard Gouzé et al. |10],
[17] ont généralisé ce type d’observateurs et ils les ont rendu robustes a vitesse

de convergence réglable partiellement.

Exemple 2.2.4 Considérons le systéme dynamique (1.3) et posons z = kx + s.
Supposons que s est mesurée et la fonction p(.) n’est pas connue.

Alors la dynamique de z est :

2= D(sipn — 2) (2.14)
Un observateur asymptotique pour (2.14) est donné par :

Z = D(si — 2) (2.15)

Cet observateur converge vers z avec un taux de convergence imposé par le taur
zZ—35

de dilution D, voir [0]. Alors, T est estimé comme suit : T =
L’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zéro, selon l’équation (2.14),
pour autant que le tauz de dilution D(t) constitue une excitation persistante /7],

c’est-a-dire qu’il existe des constantes positives € et T telles que

T
0<el < / D(r)dr
¢
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Cette condition implique que le tauz de dilution D(t) ne reste pas nul durant de
trop longues périodes. 1l résulte de ’équation (2.1/) que la vitesse de convergence

est indépendante des cinétiques du modéle et ne dépend que du taux de dilution.

2.2.4 Observateur hybride entre le filtre de Kalman étendu

et I’observateur asymptotique

Le filtre de Kalman étendu et 'observateur asymptotique sont en réalité com-
plémentaires, les avantages de I'un constituant généralement les inconvénients de

l'autre (et vice versa). Il existe donc une solution hybride entre ces deux approches

[]-

Principe : L’idée est d’introduire un degré de confiance (0 < ¢ < 1) dans le mo-
déle cinétique. Ce nouveau parameétre sera estimé conjointement avec I’ensemble
des autres états du systéme, 'estimateur constituant un filtre de Kalman étendu
légérement transformé. Pour ¢ = 1, I'estimateur correspondra rigoureusement au
filtre de Kalman (et pourra donc tirer parti de la connaissance du modeéle ciné-
tique vis-a-vis duquel il a marqué sa confiance) et, pour ¢ = 0, il correspondra
rigoureusement a un observateur asymptotique (qui n’utilise donc plus du tout le

modéle cinétique vis-a-vis duquel il a marqué sa défiance).

Exemple 2.2.5 Considérons toujours le systéme représentant le Chemostat (1.5),
utilisons la structure de l'observateur hybride décrite dans [9], en Uappliquant sur

notre modéle, ’observateur s’écrit :

A A

(5 = & W%H}(sm—a)
Zy = gﬂ'maw% — D(sin + ! ’ sz)
¢ =0 (2.16)
5§ = (+(1-Qy
T S
r = Zo+ A S
| P = F(E)P+PFT(2), tp <t <tpn

ot F est un flux d’ajout de substrat externe.
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Avec

(T = [Z? z C]
Nmam)jl—K + D(Sm Zl)
Hmax - Sin zZ2
x = 22+%(C31+(1—C)y)
R of(z)
F(z) = , Vi
\ 0z z=2(t)
correction :
K(t) = P(t,)CHCPt)CE + Qt)] ™
A = At) + K(te)(y(te) — (k) (2.18)

P(ty) = P(ty) — K(t)CcP(t)
ou @) est le flur de sortie, t, et t: représentent les instants précédent et suivant

de ['instant t;, respectivement.

Les corrections 2(t]7) étant saturées de sorte que

25> 0
1-¢

) > — p 5(t) (2.19)
0<¢<1
La matrice de mesure C; correspond a
Ce=1[100]

L’aptitude de cet observateur hybride dépend de la qualité du modéle a tirer parti
des avantages respectifs de ses deux cas extrémes (filtre de Kalman et observateur

asymptotique) et hérite des inconvénients des deux approches.

2.2.5 Observateurs par intervalles

Ce type d’observateur devrait donner de bonnes solutions pour les systémes
avec de grandes incertitudes ([1], [2], [3], [1], [7] et [15]). Ce genre d’observateur
est en fait ’association de deux observateurs, I’'un observe la borne inférieure des
états et un autre pour observer la borne supérieure du systéme, et il est nécessaire
de connaitre les bornes des incertitudes dans le modéle. Ces observateurs sont
stables et convergent si les entrées sont persistantes et bornées. Ils sont robustes

aux entrées inconnues, et la vitesse de convergence est partiellement réglable [24].
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Principe

L’idée est d’utiliser des bornes dynamiques connues des incertitudes :
Les bornes dynamiques sur les incertitudes du modéle permettent de calculer (dans
les cas intéressants) des bornes dynamiques sur la variable d’état & estimer.

Considérons le systéme suivant :

{x’(t) = fx(t),u(t), w(t); 2(to) = o (2.20)

y(t) = h(x(t),u(t),v(t))
ou r € R” est le vecteur d’état, y € RP est le vecteur de sortie, u € R™ le
vecteur d’entrée, zy est la condition initiale en ¢y, f : R x R™ x RP — R" et
h:R" x R™ — RP,
Les quantités inconnues w € R" et v € R® sont des incertitudes caractérisées

par leurs bornes supérieure et inférieure.
w(t) < w(t) <wt(t), VE > to
v (t) <ot) <ot(t), V>t

En se basant sur la structure du modéle (2.20) et I’ensemble des variables

connues, le systéme dynamique auxiliaire peut étre construit comme suit :

2_ - f_(t7z_72+’u7y>
Z./+ == f+(t7 Z_7Z+7u’y)

) (2.21)
x= = h7(t,z7, 2%, u,y)

\ at = h+(t,z_,z+,u,y)

Cela signifie que si nous pouvons encadrer la condition initiale inconnue et les
incertitudes w(.) et v(.) alors nous pouvons encadrer les variables non mesurées
du systéme dynamique étudié. Ces propriétés d’encadrement sont basées sur les
propriétés de coopérativité des systémes dynamiques.

La théorie des systémes coopératifs permet de comparer plusieurs solutions d’une
équation différentielle ordinaire. Considérons la coopérativité du systéme = =
f(x,t). Notons ¢(t,a) la solution correspondante a la condition initiale a pour
t = 0 et ¢(t,b) la solution correspondante a la condition initiale b pour ¢t = 0.
Si a < b alors les solutions de ce systéme vont étre obtenues de tel sorte que

o(t,a) < ¢(t,b). La coopérativité est définie comme suit :
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dfi
Définition 2.2.6 Soit & = f(x,t), ce systéme est dit coopératif si —f(t, x) >0,
:r .

Vi # 3. Ce qui implique que si x(0) > 0 alors x(t) > 0, ¥Vt > 0.

Exemple 2.2.7 Considérons toujours le systéme dynamique (1.3), nous avons :

Le systéeme :

— +
Sin S Sin S Sin

— +
Ty < To < X

est un observateur par intervalles pour le systéme (1.3).

(2.22)

Nous nous sommes restreint aux observateurs appliqués aux bio-procédés.

Dans ce qui suit, nous allons construire une classe d’observateur qui enrichira la

gamme des systémes de bio-procédés en essayant de minimiser les inconvénients.
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Chapitre 3
Systémes invariants et Application

Dans ce chapitre nous allons présenter quelques généralités sur les systémes
invariants, nous allons aussi voir comment construire un pré-observateur inva-
riant, ensuite nous appliquerons ce pré-observateur au Chemostat simple avec
une démonstration de sa convergence. Des simulations vont illustrer le résultat

démontré.

3.1 Généralités sur les systémes invariants

Le concept d’'invariance que nous allons utiliser dans ce travail est I'invariance
sous l'action d’'un groupe. Ce concept a été utilisé par plusieurs auteurs en par-
ticulier P. Rouchon et al. [30], [10] and [3]] dans un contexte de controle en
automatique et dans le cas général, nous pouvons consulter les deux livres de
Olver [27], [28].

Considérons le systéme dynamique (3.1, 3.2), ou u est le vecteur d’entrée du

systéme, = le vecteur d’état et y la sortie mesurée :

&= f(x,u) (3.1)
y = h(z,u) (3.2)

avecr € X CR"ueUCR"etyecY CRP.
Soit G un groupe de Lie de transformations, agissant sur X par ¢, : X —
X Vg € G, ¢, est un diffeomorphisme (au moins C') sur X avec (p,)~' = ¢, -1

et ©g, © Vg, = Pg,.g,- Nous considérons aussi ’action du méme groupe G sur U

par (¢g)geG et sur Y par (pg>geG-

Définition 3.1.1 G est un groupe de symétries de (3.1) si, pour chaque solution
(x(t),u(t)) de (3.1) et Vg € G, (py(x(t)), ¥y(u(t))) est aussi une solution.
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Par conséquent, le systéme (3.1) est dit invariant si et seulement si :

[ (@g(x),%g(u)) = Dy, () f(x,u), pour tout g, x et u.

ot D, est la matrice jacobienne de ¢4 ().

La sortie y est dite equi-variante si et seulement si :
B (9(2), 1,(0) = py(h(w, ), pour tout g, @ et u.

d
Le systéme dynamique Ei = F(Z,u,y) est dit pré-observateur si et seulement

si:
F (z,u,h(z,u)) = f(x,u), pour tout = et wu.

Il est snvariant si et seulement si :

F(0g(2),¥g(u), pg(9)) = Doy (2) F(, 4, )

pour tout g, z,u et g.

3.2 Forme générale d’un pré-observateur invariant

Pour construire un pré-observateur, nous avons besoin de deux ingrédients
importants : les fonctions scalaires invariantes et les champs de vecteurs inva-
riants.

Une fonction J définie sur X x U x Y, est dite invariante si et seulement si :
J(pg(),1hg(u), pg(y)) = J (2, u,y) pour tout g, x, u et y.
Un champ de vecteur w est dit invariant sur X C R" si et seulement si :
w(pg(r)) = Dy, (z)w(x) pour tout g et =

Le systéme dynamique suivant :

%i, = f(&)+ Z Ji(%, y)w; () (33)

est un pré-observer invariant pour le systéme (3.1)-(3.2) [30], si nous choisissons
J; une fonction scalaire invariante satisfaisant J; (&, h(Z,u)) = 0 et w; un champs
de vecteur invariant. Cette formule exprime la forme générale du pré-observateur
invariant. Si le pré-observateur invariant (3.3) converge vers le modéle (3.1), alors

(3.3) est appelé observateur invariant.
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3.3 Application au Chemostat

Dans ce chapitre, nous allons prendre comme fonction de croissance la ciné-
tique de Monod définie par :

S

K:ma:c—
p(s, K) = p K

Ol [hmae €St le taux de croissance maximal et K est la constante de demi satura-
tion.
Réécrivons le modéle (1.3) en introduisant cette cinétique de croissance :

s
$ = D@)(Sin— 8) — klbmaz———2
; shK (3.4)

= max—_Dt
! tmar e~ DIt) | @

avec une sortie y = s.

3.3.1 Observabilité

Vérifions 'observabilité du systéme a ’aide du critére du rang : Nous avons

h S
= k max
Lk D(t)(8i — §) — Hmaz5T

s+ K
Ainsi
(i) KaKs
= /fLmax x ,umazs
—D(t) — —
dLh (t) (s+K)2 s+K
o
U . Kfimaa s
En calculant le déterminant de la matrice O on trouve : det(O) = TOT K # 0
s

si s # 0. Par suite, le rang de la matrice d’observabilité O est égal a 2, ce qui

implique que notre systéme est observable.

3.3.2 Invariance du Chemostat

Tout d’abord nous allons choisir quelques variables du systéme (1.3) qui joue-
ront le réle d’un controle virtuel dans le but de rendre le systéme invariant. Soit
u = (Sin, k, K) un controle virtuel, ou s;, est la seule entrée du systéme et k et

K sont des parameétres constants.
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Nous avons

f1(87x>sin7 k>K) = D(t)(szn -

f2(87x75in7k7K) =

,uma:ps + K

s) —

(3.5)

Cherchons un groupe de transformation linéaire sous lequel (1.3) est invariant.

Soit

N

ou A est une matrice constante quelconque.

d
aij = - bij(v)

v=0

En posant B(v) = €4, on aura

Par dérivation par rapport a t, on remarque que les variables s;,, k et K devien-

dront nulles, ainsi nous obtenons :

. bll b12
S
. bor  bao
T
VT 0 0
0
0 0 0
0 0
ce qui implique
~ o~ bll b12
fl(ga 577 gina k> K)
s~ ba1 oo
f2<87 Ty Sin, kv K)
0 =
0 0
0
0 0 0
0 0

bis

bas

b33
bas

b53

bis

bQ3

b33
bas

b53

b14

b24

b34
b44

bs4

bas

bss
baa

bs4

Ce systéme matriciel peut s’écrire sous la forme :

I

2R

in»

{ £1(3, 7,
f2(§7a~:7

T

K)

2}

in

27

bis
625

635
bas

b55

(VD)

o O O K

fi(s,x, sin, ky, K)
fo(s, @, Sin, k, K)
0
0
0

aK) = bllfl(‘Syx?Sin)k:)K)+b12f2(37x78inak;K)
b21f1<87x78in7 k>K) + b?2f2<57$7 Sin, ka K)




Dérivons ce systéme par rapport a v, on aura :

S
d x
I fl GVA Sin
dv|,_,
k
K
et
S
d x
> f2 GVA Sin
dv|,_,

k
K
X

—D(t) — keI

—Rlmaz ?
ou Vfl = D(t)
ST
_,U/max
. o

Nous obtenons :
4

afllfl(§7 ja gin; ]27 K) + a12f2(§a T

28

7§in7]%7[~()

a21f1(§7 ja ginv ];7 [N() + a22f2('§’ j) g’ina 127 K) =

S
x
<A Sin ,Vf1>
k
K
S
x
<A Sin 7vf2>
k
K
x
Mmame
Homaz 7~ D(t)
et Vfy = 0
0
ST
—Mmax—(S+K)2

O

8§f
+(ag15 + A + asSin + auk + asK)——

O,

6

of
+(az15 + asex + as3Sin + asak + a55K8?§

+(a215 + axnr + asSin + auk + aK) —f

9,

8sm

5?}2

(@115 + a9 + a138im + a4k + a15K)——

+(Cl318 + a39T + a33Sin

+(a418 + a2 + a43Sin + aask + ag3 K)——

(@118 + a12T + a138in + @14k + a15K)—=—

+(as15 + ase® + as3Sin + agak + ax K)
+(a415 + @42 + Q43Sin + aaak + a45K

+(as15 + aser + as3Sin + asak + assK



Aprés résolution sous Maple (voir Annexe A), la matrice A est de la forme :

« 00 0 0
0380 0 0
A=l 00 a 0 O
000 a—p 0
000 0 «a

ol «, 8 € R quelconques. Donc le plus grand groupe linéaire qui rend le systéme
du Chemostat invariant est le groupe des homothéties G = (R* x R ,.), qui agit
sur (s, r) avec deux paramétres (Aj, Ay) ott A\j = e et Ay = €P.

Ainsi on obtient les actions de G sur X,U et Y par :

P12 (87 ZL’) = (>‘157 )‘2x)
A
¢A1,,\2(8m7 k, K) = ()\1Sm, )\—lk, )\1K)
2
P12 (y) = )‘ly

3.3.3 Construction du pré-observateur invariant
Les fonctions scalaires invariantes

A partir de la définition des fonctions scalaires invariantes, nous avons :

A
J(A18, Ao, A1 8im, A—lk, MK, \y) = J(8, 7, 8in, b, K, y)
2

Pour Ay =1 et A\ quelconque, on a :
J(A18, 2, M1 Siny Mk, MK, \y) = J(s, 2, 8in, k, KL y)

Par dérivation par rapport a A; en A\; = 1, on obtient :

oJ oJ oJ oJ oJ
S— + Sin— + K =

Bs 9sm ok oK Yoy
Ainsi, le systéme caractéristique s’écrit :

ds dsi dk  dK dy

0

s Sin k K Y

J(‘gaxasin;k?[(ay):G xz ;7 —

Pour Ay = 1 et Ay quelconque et en utilisant la forme précédente, on aura :
<3
G )\22:17227)\_724725 = G(Z1,22,23,24,Z5)
2
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Nous trouvons aprés avoir dérivé par rapport & Ao, en Ao =1 :

oG oG 0
2 — 23— =
18 1 3823
Le systéme caractéristique s’écrit :
le . ng
21 B Z3

Ce qui donne
G (Zla 22, %3, 24, Z5) - L (le37 29, 24, 25)

Donc, nous obtenons toutes les fonctions scalaires invariantes :

k s K
J(S’xusin7k7 K’y) =L (z_78_7_7g)
S S S

S

Dans notre travail nous allons prendre une fonction invariante particuliére

J(s,x, $in, k, K, y) = H (Q)

S

Nous préciserons notre choix de H ultérieurement.

Champs de vecteurs invariants

A partir de la définition des champs de vecteurs invariants, nous avons :

wy(A18, o) = ANwi(s, )
wa (A8, Aox) = Aws(s, x)
Donc
wi(s,x) = a1$
wo(s,x) = agx

ol ay et as sont deux constantes qui joueront le role de gains.

Le pré-observateur invariant
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3.3.4 Convergence du pré-observateur

Pour montrer la convergence nous avons besoin d'une expression de 'erreur
qui soit invariante et qui tende vers 0 quand ¢ tend vers oo. Ceci nous améne a
choisir I'erreur de la forme suivante :

In(s(t)) —In(8(t)) et ea(t) = In(z(t)) — In(2(t))

ei(t) =
qui nous ameéne a son tour a prendre, pour simplifier, la fonction scalaire invariante
suivante :
1(3) =1 (5)
S S

Ainsi, le pré-observateur (3.6) prend la forme suivante :
{ §(t) = D(t)(sin — 5(t)) — kp(8(t), K)&(t) + a15(t) (Ins — In §) (3.7)
z(t) = [u(s(t),K)— D()]z(t) + az(t) (Ins — In §)

Nous allons d’abord montrer que § et Z sont positifs. Ceci justifiera notre écriture

de In § et In z dans les erreurs.
Positivité des variables d’état de ’observateur

Pour la variable  , nous avons a priori :

&= [u(3,K) — D(1)] 2 + as (Ins(t) — n |3(1)])

cette équation peut s’écrire comme suit :

z = (u(8,K) — D(t) + ay (In s(t) — In |3(2)])) &

ainsi

t(t) = z(0) exp </0 (u(8(7), K) — D(7) + az (Ins(7) — In|5(7)])] dT)

T
Si 2(0) > 0 alors &(t) > 0, V¢t > 0.

Pour la variable s , nous avons a priori aussi :

5(t) = D(t)(sim — 3(1)) — kp(3(1), K)2(t) + a13(t) (lns(t) — I |3(t)])

Ici deux cas se présentent :
1. si §(0) = 0 nous avons
5(0) = D(0)(sin — 5(0)) > 0
Ceci implique que $§(¢) pour ¢t > 0 et voisin de 0.
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2. si §(0) > 0, soit ty = inf {t > 0/ §(¢) > 0} sachant que §(¢y) = 0, d'une part

nous avons
§(tg) = D(to)sim > 0
et d’autre part
i(to) = tim S = 8lf0)
2, L lo
S =0.

D’ou la contradiction. Par conséquent, il n’existe pas de t, tel que §(to)

Ce qui implique que §(t) > 0, ¥Vt > 0 si $(0) > 0.

Théoréme 3.3.1 Pour le systéme (5.4) avec la sortie y = s, le systéme suivant

;{;M)g( ) KN + md) (s —ng) oo

{ $(t) = D(t)(sim —3(t)) —
Z(t) (Ins —In§)

2(t) = [u(5(t), K) - D(t)]

est un observateur. La dynamique des erreurs est donnée par le systeme suivant

(. D(t)sin Efhmaz ST
= —ae; — v 1) — e
“ aier (e ) (s+ K)(se=e1 + K) (e )
+ klu“mamx (6_62 o 1)
g se=r + K (3.9)
. Mma;rKS _
€y = —age] — e~ —1
\ 2 > (s—i—K)(se‘el—l—K)( )

Supposons que a; > 0 suffisamment grand et as < 0, avec |as| assez grand
alors (0,0) est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable pour
le systéme (5.9).

Preuve du théoréme. Le systéme (3.9) peut s’écrire comme suit

s+K6 S

Dt mn kmaz
o = [ - 20, Einarst
s (5t K)

}  Kpimas D(t)sin (e — ey — 1)

kptmarsx s+ K S
_ —€1 _ 1 —e1 __ 1
(s + K)? Le_el + gl ta-U+ o= + K (€ )61]

kpmaaz | s+ K 5 -
¢ -1 ‘-1
s+ K Le—el + K(e fe-l+ se= + K (e )62}

K
[ TR (ehqe 1)

,umazKS ,umaa:KS
6 —
se—e + K

@ - [‘“2+<3+K>2 (51 KV

s
—e1 _ 1
+se—61 + K (e >€1
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En posant :

uy (t) = D(t)sin (1) = Kfmaz s (1) = T

s 2 (s + K)2 s+ K
- s+ K s
f) = HmaaS oy SR ) = —
ua(t) (s + K)? ult) se~ + K v2(t) se= + K
le systeme (3.10) peut s’écrire aussi sous la forme suivante :
é1 = [—a; —up +ug)e; —uses —uy (€ —ep — 1) —ug [v1(e™ +e; — 1)

vy (67 — 1) er] +ug [vi(e™2 4+ ex — 1) +va (e — 1) eg] (3.11)

ey = [—ast+ugler —ugfvi(e ™ +eg — 1)+ vy (e — 1) ¢]
Notons que dans ce systéme (0, 0) est un équilibre. Il reste & montrer que cet équi-
libre est localement uniformément asymptotiquement stable. Le systéme (3.11)
est non-autonome, alors nous allons utiliser le théoréme (1.2.1, p. 195) dans [29]

(voir Annexe B).

Le systéme (3.11) peut étre écrit comme suit :

é(t) = A(t)e(t) + x(t, e(t))

ou
—a1 — Uy + Us —Usg
A= (3.12)
—Q9 + Uy 0
et
—up (e —ep — 1) —ug[vi(e ™ +ep — 1) + vy (67 — 1) €]
| twsl (e be - 1)t (e —1)e) b
X2 —ugfvi(e ™ +ep — 1)+ vy (e —1)e]
Pour la majoration de x, nous allons prendre la norme |le|| = |e1| + |es], i.e.

nous devons montrer que
Ve > 0,35, > 0 tel que (ler] + |ea]) < 0 = (x| + [x2l) < €(es| +ez|),VE>T

Nous avons :

0 <9 <s(t) <sip , 0<z(t) <o
Dma:c n k max
0 < Dpin < us(t) < TS , 0<uy(t) < M4KU
k max max
0 < ug(t) < =022 L0 < u(t) < B
Szn‘i‘K Sin
0<wv(t) < 0<wo(t) < =
— Ul( ) — K ? UQ( ) — K
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ou

2
0= Sin + 2(0) and ¥ = sy, + ((0) — sin)e"¢ > 0 (voir lemme(1.2.1)).
A partir de

1
et =1+e + ef/ (1 —7)edr
0

nous avons

1 1
lefer Fe; — 1] < 566656 lel] , Jem e —1] <o+ 565553

X1 = —up(e —e;r—1)—ugvi(e ™ +e — 1)+ vy (e —1)¢]
+U3 [’Ul (6_82 + €y — 1) —+ (%) (6_81 — 1) 62]

xi| = [—ui(e —er—1) —ug[vi(e™ + e — 1) +va (e — 1) ¢]
+ug [v1(e7® + ey — 1) +vg (67 — 1) €9

Ixi| < wuple® —ep — 1| +ugfvr]e™ +e1 — 1| +vg e — 1] |e1]]
+usg [vg |72 + eg — 1| + vy |eft — 1] |es]]

D,uwSi Etimazo [ Sin + K S 1
< maz2in _§. max m O o 1 - 666 J
hal = { s © T K ( oK +K< e eleil
kumaxa Sin + K S Sin 1
e+ 20 (14 =e¥q, Se
<[5 (e (gt )| e
D,awSi Etimazo [ Sin + K S 1
< maz2in s max mn de “m 1 = 0
| bal = { 25 K ( 2K +K< "o 56))}56’61’
Xoe = —uglvi(e™® +e—1)F+vy(e™ —1)e]
Ix2| = |—ug[vi(e ™ +ep — 1)+ vy (e —1)eq]|

Ix2| < wgfvrle™ 4+ e — 1] +vg e — 1] ]e]]

Sin +K Sin 1
|X2‘ S |:,uma1‘ ( 2K 666 + ? (1 + §€§€5€)>:| 56 |€1‘

par suite

Dmaxsin max k
Te‘sé + 'u? (—U + 1) ((Sm + K)e% + s (2 + 66656)) de(ler] + le2|)

1
< =
xal + x| < 2{ K

Donc

IXal + [xal < €00 (lex] + lea)
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6(56) _ 1 Dmaxsin€5€ + Hmaz (k_a + 1) ((Sin —|—K)666 + 8 (2—}—666(56)) S

2 s K K

Notons que la fonction £(d.) est continue en o, et £(0) = 0, alors pour tout € > 0
il existe 6, > 0 tel que £(J,) < e.
Il reste & montrer que (0,0) est uniformément asymptotiquement stable pour le
systéme linéaire

de

== A(t)e

Pour cela, nous allons prendre la fonction de Lyapunov suivante :

+
Volen,en) = H( aer + e )
€2

Notons que cette fonction est aussi une norme qui est radialement non bornée.

2

= (ae; +ey)* +e3

ou o > 0.

Nous avons

Va(el, 62) = 2(@61 + 62)(0&é1 + 62) -+ 2€2é2

En remplacant les dynamiques de e; et de ey par leurs expressions, nous obtenons
ceci :

Va(el, es) = 2a [ (—ap — up + ug) + (—ap +uy)] €2

e
-2 [a2u3 —a(—a; —uy +ug) —2(—as + u4)] e1ea—20Uze; = < er e ) M, < ! )
€2

ou
20 [ (—ay — uyp +ug) + (—ag +ug)] —aPuz +a(—a; — up + uy)
+2 (—az + uy)
M, =
—a?uz + a(—a; — uy + u) —2aus
+2 (—ag + uy)

Va(e1, e2) est négative si et seulement si tr(M,) < 0 et det(M,) > 0. Nous

allons choisir a; et as tels que ces conditions soient vérifiées.
tr(M,) = 2a[a(—a; — ug + ug) + (—ag + uyg)] — 20cu3

det(M,) = — (vay + 2as)* + pay + qas + r

ou

p =2« (au1 — ay — a’ug — 2u4)
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q=—4(au; — ay — 2uy)

r=—a? (uy — aus)’ — (auy — auy — 2uy)” + o*u? — 20°uqus

La bornitude de uq, -

, uy implique la bornitude de p, g et r.

En choisissant aa; + 2as = 0 et a > 0, tr(M,) et det(M,) deviennent :

a
donc det(M,) > 0 car p — 54 = 20%uz > 0 et en prenant a; suffisamment

grand positif, ce qui conduit a la négativité de tr(M,). Donc (0,0) est un point

tr(M,) = —a’a; — 2 [a (uy — ug) + us)

det(M,) = <p — gq) ap +r

2

d’équilibre uniformément asymptotiquement stable. m

Remarque 3.3.2 La relation aa;+2as = 0 permet de faire varier simultanément

ay et ay (selon les conditions données dans le théoréme précédent) pour ajuster la

vitesse de convergence.

3.4 Résultats de simulation

La définition des parameétres du modéle du Chemostat, leurs valeurs et les

conditions initiales sont données dans les tableaux (3.1) et (3.2) [1].

Paramétres | Définition Valeurs et unités

k Coefficient stchiométrique 6.6 Kg COD/Kg =
pour la dégradation du COD

Hmaz Taux de croissance maximal | 1.2 d~!

K Paramétre de saturation 4.95 Kg COD/m?

Sin Le flux d’entrée de s 9 Kg/m?

TABLE 3.1 — Paramétres du modéle

s(0) (0)

(Kg/m?) | (Kg/m?)
Modéle 3 0.5
Observateur | 3 3

TABLE 3.2 — Conditions initiales

Nous considérons le taux de dilution suivant :
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Taux de dilution (1/J)

o
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09
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®
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o
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o
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o

o

Terps (Jours)

FIGURE 3.1 — Le taux de dilution

Concentration du substrat s en 50 jours

o - 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (Jours)

FIGURE 3.2 — Concentration du Substrat
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FIGURE 3.3 — Concentration de la Biomasse et son estimation pour a; = 10 et
az = —50 (On a pris a = 10)
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FIGURE 3.4 — Erreur correspondant a la biomasse

38



Les figures (3.2) et (3.3) représentent 1’état mesuré s et estimation de I'état
x respectivement. La figure (3.4) représente 'erreur d’estimation pour I'état .
Concernant la convergence, nous avons pris a; = 10 et ap = —50, ainsi nous
remarquons que notre observateur invariant présente une excellente convergence
pour la biomasse qui est obtenue aprés ¢ ~ 2 jours avec une erreur de ’ordre de
1072 .

Cas particulier : Prenons le cas o D(t) est constant. Dans ce cas, nous avons

deux points équilibres [31] :
E® = (5n,0)

. DK 1 DK
E* = — Vv 7 |\ Sin— Y/~
Mmaz — D'k Hmaz — D

48 T

et

48 ; |

@ &
w i 9
I T T
1 I 1

Concentration du substrat en S0 jours
w
o
L
I

34 : —

32 - : 4

3 L i 1 1 L L i I 1
o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Ternps (Jours)

FIGURE 3.5 — Concentration du substrat
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FIGURE 3.6 — Concentration de la biomasse et son erreur d’estimation

A partir de ces deux figures, nous remarquons que la biomasse converge vers
le second point d’équilibre, ainsi que la variable  de 'observateur. Dans le cas ou
D(t) est variable, on verrait mieux le fait que 'observateur donne une estimation

des variables d’état.
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Chapitre 4
Compétition dans le Chemostat

Il existe un résultat classique dans la compétition entre n espéces sur un

seul nutriment, ce résultat est connu comme le Principe d’Exclusion Compétitive
([18], [19] et [31]). Ce principe contredit la biodiversité que I'on trouve dans les
bioréacteurs ot au moins deux espéces en compétition sur une seule ressource
coexistent [20)].
Plusieurs modéles ont été mis en oeuvre et étudié mathématiquement |13], mais
peu d’observateurs ont été synthétisés. On cite le travail de Karafyllis [22] ou il a
construit un observateur (Reduced Dead-beat) qui est trés complexe a synthétiser
et presque impossible de le simuler.

Soit le systéme dynamique représentant la compétition dans le Chemostat :

$ = D)(sin— 8) — k1p1(8)x1 — kopa(s)xs,
[11(8) — (X111 — (V12T — Dl(t)] X1, (41)
(

pa(8) — a1y — Qoaxg — Do(t)] 2o

Ty

Ty =
ou s et x; désignent les concentrations du substrat et de 'espéce 7, 1 = 1,2;
ay;w; désigne les termes de compétition intra-spécifique (entre les individus de la
méme espéce) et, a;;x;, i # j désigne les termes de compétition inter-spécifique
(entre les individus de différentes espéces). La fonction p;(s) représente le taux
de croissance de l'espéce 7 qui est définie par :

S

wi(s) = [Lima:cm

D;(t) désigne le taux de prélévement de 'espéce i défini par :

oul D; est le taux de mortalité de I'espéce i.
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4.1 Invariance du modéle de compétition dans le

Chemostat
Nous avons
( kl,ulmaxsxl kQ,UZmaxS:UQ
fl(saxlanaShukl)k27K17K27a117a127a21aa22) - D(t) (Sin_s) - S+K1 - S+K2
by ko, K1, K — | Hamas? D (t
fz(S,ZEl’I%Sm, 15 P2, A1, 2,CY1170412,0421,CY22) = — 1171 — (9T9 — 1() T1
LS + Kl ]
by ki, KL K _ | Hzmazd Dyt
f3(87$1,$2,3m> 1, F2, Ag, 270411,0412,%1,0422) = K — (11T — Q29 — 2( ) T2
| LS+ 1K |
Soit
S S
T X1
T T
gin Sin
ky k1
ks _ A kg
K, K,
K, K,
anq aqq
Q2 [O5))
Qi1 Qg1
Qigo (65))
ol A est une matrice quelconque, et A;; = d—VBij(V)
v=0
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Par dérivation par rapport a ¢ nous obtenons :

biuy big bz : b bis bie bir bis b buo b
5 bor bay bz i bay bas bag bay bas by b2 bon
?1 bsi bsp b3z © bss bss bz by bsg bsg  bsio bsn
X2
0 0 0 O bas  bas  bss  bar  bas  bag  bao  bann
8 o 0 0 bsa  bss  bse  bs7 bss  bso  bsio bsin
o |~ 0o 0 O bea bes bes ber  bes beo  beio b1
0 0o 0 O bza  brs bre bz brs bro brio b
0 0o 0 0 bsa bss bss bsy bss  bso bsio  bsin
0 0 0 0 bogs  bgs  bos b7 bog  bgg  boro  bo11
0 0 0 O bioa bios bios bior bios biog Dot biom
0 0 0 O bita bus bue buir busg big b bun
0o 0 O biaa bias bizg biar biag biag bi210 bionn

Ce systeme matricielle peut s’écrire sous la forme suivante :

f1 = bufi + biafo + bisfs
fo= borfi + baafo + basfs
fa= bs1fi + bsafo + bssfs

Dérivons ce systéme par rapport a v :

S S
T s}
i) i)
Sin Sin
k1 3}
diy fi | et [k; :<[1 [k; ;Vfi>,i=17_4
v=0 1 1
Ko Ko
a1 an
Qg2 a2
o1 Q21
Q22 5]

Aprés résolution sous Maple (voir Annexe A), nous obtenons la matrice suivante :

121:diag(oz,ﬂ,%oz,oz—ﬁ,oz—7,04,@,—5,—7, _B7 _7)
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b312
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b812
b912
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Donc le plus grand groupe linéaire qui rend le systéme de la compétition dans
le Chemostat invariant est le groupe des homothéties G = (R x R% x R%,.),
qui agit sur (s,zy,z3) avec trois paramétres (A, Ao, A3) ot A; = €%, Ay = € et

)\3 =e.

4.2 Pré-observateur

4.2.1 Les fonctions scalaires invariantes

Par définition, nous avons :

J(Sa L1, T2, Sin, kly k?) K17 KQ; a1, 12, (21, (22, y)

A1 A1 1 1 1

N —ky, N — ko, MK, M Ko, /\204117 )\30412,)\—20621,/\—30422,)\131>

Pour Ay = A3 = 1 et A\; quelconque, nous avons :

= J (Als, AQ‘Tl, )\33;27 )\15m7

J(87 L1, 22, Sin, kl) k27 Kl) K27 a1, 12, 21, (22, y)

= J()\1$7951>$27 A1Sin, AMk1, Aka, MK, M K, aq1, g, aigr, (g, Aly)

Par dérivation par rapport & A\; en A\; = 1, nous obtenons :

o oJ o) 8]  aJ 0] 0J
e K k K K
05 s Mok o, T M, T or, Ty T

Ainsi, I’équation caractéristique de cette équation aux dérivées partielles s’écrit

comme suit :

ds . dSm . dk?l dk?g dK1 dK2 dy

S Sm_k_1_k2_K1_K2_y
Ce qui donne :

‘](87 L1, L2, Sin, kl) k27 Kl) K27 11, 02, Oo1, (22, y)

kl k/’g K1 K, g

=G Sin -2
= Ty, T2 , 11, 012, Qo1 , (22, ) )
~ =~

S
o pe 2 M pd vvvvvv

27 28 zZ9 210 211 Z12

Pour A\ = A3 = 1 et Ay quelconque, nous avons :

1 1 1 °
G(Zh 29, 23, 24, Z5, 26, 7y 28y 29, 2105 #11 212) - G )\2217 29, TTR35 %4, TTRBy 265 275 7R85 29, 2105 2115 212
A A A
2 2 2 y

Par dérivation par rapport & Ay en Ay = 1, nous obtenons I’équation aux dérivées

partielles suivante :

GG oG oG oG
— — 23— —Z

82’1 82’3 50_2’5 B 882’8 =0
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L’équation caractéristique s’écrit :

dn _ _dm __dn__di

21 z3 25 28
Alinsi,
G (21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 210, 211, £12)

= L( 22, R4, R6 5, 27 5 R9 , R10 5, R11 , R12 , R173, Z1%5, 2128)
NN NN N N N NN N
U1 Vo v3 V4 U5 Ve v7 vg Vg V10 vll
Pour A\ = Ay = 1 et A3 quelconque, nous avons :

1 1 1
L(U17U27U37/U4, Us, Ug, U7, US,UQ,/Ul(),Ull) - L <)\3vlv ~ V2, U3, V4, 7T Vs, Vg, U7, Ug, Vg, V10, V11

Az A3 A3

Par dérivation par rapport & A3 en A3 = 1, nous obtenons I’équation aux dérivées

partielles suivante :

oL oL oL OL

M Vo 7— — V37— —Us— =
avl c%g (%3 81}5

0

L’équation caractéristique s’écrit :

dov _ _dve __dvsy __dvs

U1 U2 U3 Vs
Ainsi,
L(U17 V2, U3, V4, Vs, Vg, U7, U, Vg, V10, Ull) - R(U47 V¢, U7, Ug, Vg, V10, V11, V1V2, V103, U1U5)
Par suite, nous obtenons toutes les fonctions scalaires invariantes suivantes :

J(S, X1, T2, Sin, k1, ko, K1, Ko, a11, Qii2, o1, Qi y)

B sin K1 Koy k11 koxo
=R s ) s ) s 7gaa11x17a21x17 y X12L9, 022,

Dans ce qui suit, nous allons prendre une fonction invariante particuliére qui

est de la forme :

Yy
J(S,l‘l,xQ, Sin, kla kQa K17 K27a117@127a217a227y) = H (g

4.2.2 Les champs de vecteurs invariants

A partir de la définition des champs de vecteurs invariants, nous avons :

wi(A18, Aoy, Agz2) = Mwi(s, 1, 22)
wQ()\1S,)\2$1,/\3$2) = )\2102(5@1@2)
w3()\18, Aoy, /\3$2) = )\3w3(s, Xy, Iz)
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Donc

wi(s,x1,T2) = @S
w2(87$1,$2) = Q2T
w3(57$1,$2) = asls2

ol ay, as et az sont des constantes qui joueront le role de gain.

4.2.3 Le pré-observateur invariant

§ = D()(sin — 8) — k(3 K1)i1 — kop(3, Ko)ia + ar [H (%) .y (g)}
L R . . Yy AN

r1 = [M(S, Kl) — (¥11X1 — (129 — Dl(t)] T+ asxy H <§> - H <§>

L R N | Yy Y ]

Ty = [M(S, Kg) — X911 — Q92T — D2<t>] T + asxo H <§> — H <§>

4.2.4 Convergence du pré-observateur

Pour montrer la convergence nous avons besoin d’une expression de l'erreur
qui soit invariante et qui tend vers 0 quand ¢ tend vers oco. Ceci nous ameéne a

choisir erreur de la forme suivante :

(4.2)

e1(t) = In(s(t))—In(5(¢)), ea(t) = In(z1(t))—In(Z1(2)) et es(t) = In(xo(t))—In(z2(t))

qui nous ameéne a son tour a prendre, pour simplifier, la fonction scalaire invariante

n(2)-n()

suivante :

Théoréme 4.2.1 Pour le systéme (4.1) avec la sortie y = s, le systéme suivant :

§ = D(t)(sin— 8) — kyp(8, K1)&1 — kapu(8, K)o 4+ a18 (In s — In §)
#1 = [u(8,K) — anxy — anpas — Di(t)] &1 + azdy (Ins — In 3) (4.3)
Ty = [p(3, K) — aa1®1 — ooy — Do(t)] T2 + az@s (Ins — In §)
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est un observateur. La dynamique des erreurs est donnée par le systéme suivant :

r . - D(t)sm e klulmaxxls /<;2N2max(1:23 . \
e = —aer — (efr —1) — (e — 1)
S (s+ Ki)(semer + K1) (s + Ky)(se=e 4+ K3)

kl:ulma:cxl (6762 . ) k2ﬂ2maxx2 (6763 . 1)

se~ + K se=e 4 Ko
. Klﬂlmazs
€y = —age; — e —1)+apz(e™® —1) + apra(e™® — 1),
. K2N2maxs
e = —aze; — e — 1)+ apx1(e72 — 1) + aggra(e ™ — 1

Supposons que a; > 0 assez grand, ay < 0 et az < 0, alors (0,0,0) est un point

d’équilibre uniformément asymptotiquement stable.

47



preuve. Le systéme (4.4) peut s’écrire de la facon suivante :

e = —a — D(t)szn kllulmaacxls k’2#2mawx23 . klﬂflmaxxl _ kQ’MQmaxe
! ! s (s+ K12  (s+Ky)? s+
D(t)Szn L klﬂlmaa:mls s+ Kl
o e . 1 . —e1 _ 1 -
s (e e 1) (s+ K1)? [se™= + K, (a1 se~ + K
k2ﬂ2mazx25 s+ K2 _
-1 — - —1 a1
(e e (s + K3)? [se~@ + K, (e +ea-1)+ se~ + Ko (e Jer
kl,ullmale [ s + Kl 2 S _ ]
—e -1 —t—1le
s+ Ky |se e+ K, (e Fes )+ se~e +K1(e ) 2_
kottomaz®s | s+ Ky S - ]
e -1 €1 —1e
+ s+ Ky |se 4 Ky (e e =1+ se~c + Ky (e ) 3_
€g = |:—(l2 + M} €1 — (117163 — (122€3
(s + K1)?
K1 pt1maz$s s+ K —e1 5 -
_ ¢ )+ —— (e -1
(s + K;p)? Le—el + K, (" +a ) se= + Ky (e Jer
+O[111'1(€7€2 + €9 — 1) + 05121‘2(6763 +e3 — 1)a
€3 = {—az& + w} €1 — (21162 — (2X2€3
(s + K3)?
K2,u2maa38 s+ K2 —e1 s -
_ ¢ —D+——7F (e -1
(s + Ky)? Le—el + Ky (e tea-1) se= + Ky (e Je

+ao1 2 (6762 + €9 — 1) + 05221'2(6763 +e3 — 1)
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Posons maintenant,

Uy = D(t)sm Uy — kl,ulmaxxls Us — kZMZma:c'I'QS Un — klﬂlmaxxl
! s 2T s+ K)?2 T (s+ Ky ! s+ K,
Us — k2ﬂ2maxx2 Ue — Kl,ulmaxs Ur — 1T Us = o
5 s+ KQ 6 (S + K1)2 7 1141 8 1242
Ug = w u = (X921 u = (X922
9 (S + K2)2 10 2141 11 2242
s+ Ky S s+ Ko ¢ S
M=m=——""—"FTF VW =—"""T"7T""F VUV3= —"—77F elWyy=—""—""F
! se~4 + Kl 2 se—°et 4+ Kl 3 se— €t 4 Kg 4 se~°¢l + K2
Le systéme (4.5) devient :
r
é1 - [—Cbl — U + U2 + U3] €1 — Ugeo — Ur€3 — ul(eel — e — 1)

—ug [v1(e™ +ep — 1) +va(e™® — 1)eg] —ug[vg(e ™ + €1 — 1) + vg(e ™ — 1)¢]
+ug [v1(e72 +eg — 1) +va(e™ — 1)eg] + us [vs(e7 +e3 — 1) +vg(e™ — 1)eg],

ey = [—ag + ugler — ures — uges — ug [v1(e™ +e3 — 1) + va(e™ — 1)ey] (4.6)
+ur(e”? + ey — 1) +ug(e ™ +e3 — 1),

és = [—as + ugle; — ujpes — uries — ug [vz(e™ +ep — 1) +vg(e™ — 1)eq]

+U10(6_e2 + €y — 1) + u11(6_63 + €3 — 1)

.
Rappelons que (0,0,0) est un équilibre pour le systéme (4.4). Nous devons mon-
trer qu'il est localement uniformément asymptotiquement stable. Le systéme (4.6)
est non-autonome, alors nous allons utiliser le méme théoréme utilisé dans le cha-
pitre précédent [29] (voir Annexe B).

Le systéme (4.6) peut étre écrit comme suit :

ét) = At)e(t) + x(, e(t))

ol

—a1 — Ul + U2+ U3 —Uy —Us
A= —ay + ug —ur  —ug
—ag + Ug —Up —U11
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et

—up(e —ep — 1) —ug [vr(e7 +e; — 1) + va(e™ — 1)eq]

X1 —uz [vg(e ™ +ep — 1) +vg(e™ — Dey] +ug [v1(e72 +e2 — 1) +va(e™ — 1)eg]
+us [v3(e™ + e3 — 1) +vg(e™ — 1)es]

X2 | —
—ug[vi(e™ +e; — 1) +va(e™ — Dey] +ur(e 2+ ey — 1) +ug(e™® +e3 — 1)
X3
—ug [vg(e™ + e — 1) +vg(e™ — 1)eg] +upo(e 2 +ea — 1) +up (e +e3— 1)
Ici, nous allons prendre la norme ||e|| = |e1| 4 |ea| + |es], i-e. nous devons montrer

que pour Vt > T
Vé > 0,36 > 0 tel que (Jes] + |ea| + les]) < 0 = (|| + [X2| + |Xa]) < €] + [ea] + |es])

Nous avons :

O<19§S(t>§81n , 0<$1(t)§0’1 , 0<$2<t>§0’2
Dma:): n k max k max

0 < Dpin < ug(t) < Zmaain . 0<uy(t) < Hfmaz O , 0<us(t) < 52H2maz 02

) 9 L K Ky
0 < uy(t) < 2Himes?) 0 < up(t) < 2T g < (1) < i

K, Ky

0 <wuz(t) < anoy ;0 <wug(t) < a0 . 0 <wug(t) < faman
0 < up(t) < a0y ;0 < (t) < agoy

Sin + I Sin
o< 0< )< =

() < 22 0m s

Sin + 182 Sin

o< t) < 0< ) < —
() < 2t 0w <
A partir de
1
62—1+ez+e/(1—7)661%17,@:1,—3
0
nous avons
» 1 - ) 1,
’661¢6i—1‘< 5| il ‘362—1‘<5+§ ¢

Apreés calcul, nous obtenons :

~ 1 Dmazsin 5z klﬂlmazal < 5z
X1| < 3 <T€ T KT [Sin((5€ +1) + Ky)e’™ + QSm}
k max T N S < k‘ max0 ~ 2 ~
2k 072 [Sm((agﬂ) + Ky)e’ +23mD 5E|61|+1“1—21 [Sm((5€+ 1)+ K1)e¥ + 255 | 3¢ [ea
K 2Kj5
k max 0 < 5. ~
+—2,U2 2 2 [Sm(((Sg + 1) + Kg)@de + 25m] (Sg ‘€3|
2K
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ma N : - 1107 3 1909 &
|X2‘ < lj;Kl [Sin((ég + 1) + Kl)eée + 25mi| (Sg |61|+ 1 5 ‘€2| 12 5 g |€3|
~ max < 5 < 9101 7. % 9909 %
Wﬂgﬁag Fm«&+1y+Kg&n+%mygwﬂ+ I 325, |og| + 22292 325, |y
Alors
1X1] + 12| + Xa] < 1(02)0 ex| + 12(02)0z ea| + T3(e)de |es]
ou

W 1 Dmam n §- mazx
u@:§< Sin 5 | 11 (hm+KﬂhA® D+KM3+%]

—I—Mmax (kooo + K3) [Sm((fsg +1) + Kz)esg + Sm]> ¢

(5 L[k max < < -
2(0e) = 2 (M [Sin((5€ +1) 4+ Kp)e + Sm] + (@11 + az1) 01656) d¢

W 1 [k max N 5= 5=
13(0z) = B (M [Sz‘n((5€ +1) + Kp)e¥ + Sm] + (@12 + ) 02656) Oe

Sl + Rl + Xl < max (13(52), <5g>,z;<55>) (lexl + leal + lesl)

Notons que la fonction [(Jz) est continue en 4z et [(0) = 0, alors pour tout
€ > 0 il existe d: > 0 tel que (5z) <
Il reste & montrer que (0,0,0) est uniformément asymptotiquement stable pour

le systéme linéaire

de
= = Alt)e

Pour cela réécrivons la partie linéaire du systéme (4.6) :

/

él = [—a1 — U + U9 + Ug] €1 — Ugq€g — UsE€3
ey = [_a2 + U6] €1 — Urea — Uges (4.8)
| €3 = [—as+ugler —uoe2 —unes

ol



Dans cette partie nous allons prendre la fonction de Lyapunov candidate suivante :
Viee(e1,e2,e3) =€ + Aes +e3) + %(516162 + &aeqe3)

avec &1,& > 0 petits et A > 0 grand. Donc

V,\,gl,&(el, ea,€3) = 2e161 + 2\ (e2é2 + €3€3) + % [E1(é1€60 + €169) + Ea(é163 + €1€3)]

En remplacant les dynamiques de e;, es et de ez par leurs expressions, nous

obtenons ceci :

. 1 1
Vaere(er, e, e3) = {—2((11 +up —ug —uz) + 551(—@ + ug) + 552(—% + U9)} et

1 1
— [§§1u4 + 2)\u7] e% - [§§2u5 + 2)\u11] e%

1 1
l—ifl(al + Uy — Uz — U3 + U7) — §§2U10 + 2)\(—6L2 + UG) — 2U4:| €162

1 1
+ {—éfws — 552(61 + Uy — uy — uz + u1y) + 2A(—ag + ug) — 2U5] eres

1 1 —~
— {§£1u5 + §£2U4 + 2>\(U8 + U10) €2€3 = €TMA,51,§2€

Avec
M1 Mg M3
M)‘7§1752 = Mo Mg Ma3
ms31 Mgz M33
ou
- 1 1
my = —2(a1 +up — ug — uz) + 551(—@ + ug) + 552(—% + uy)
My = Moy = —Zfl(al +up — ug — uz + uy) — Z§2U10 + A(—ag + ug) — ug
N N 1
mi3 = Mgy = —Zflus - 152@1 +up — ug — uz + u11) + AN(—ag + ug) — us
5 1
Moo = — |:§£1U4 + 2)\U7:|
- . 1 1
Moz = M3y = — 151”5 + §§2U4 + AMus + u1o)
et

5 1
M3z = — [552% + 2)\Ull]
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V)\,517§2(61,€2,63) est négative si et seulement si M,\,&,& est définie négative
¢’est-a-dire les mineurs 51 < 0, 52 >0 et 53 < 0.
Ou 51, b5 et 03 sont les mineurs principaux de M,\@@.

1 1
51 = —2(&1 + Uy — Uy — Ug) + 551(-@2 -+ U6) + 552(-@3 -+ Ug)

~ 1 1 1 1 1
0y = —1—6(§1a1+4>\a2)2+ {(ﬁfluﬁ + 4u7) A — gf%(ul — Uy — U3 + U7) — §§1§2U10 + §€1u4 a

1 1 -
—f- 2U6/\2 — 5 (fl(ul — U9 — U3 — U7) + §2u10 —|— 4U4) )\ —|— Zf?m a9 —I— R1

On prend &yaqy + 4Xay = 0 ainsi 52 devient :
~ 16 .
52 = 7 [64U7A2 — 451(51%7 + 4U4)/\ — 5?114} aq + Rl

Pour un a; > 0 et A > 0 assez grand, o5 devient positif.

1 . R .
03 = 3_2(4)\U7 + §1ug) (§201 + 4)\a3)2 + 1N, & u)ar + pa(N, € u)as + Ry

On prend &aq + 4)a3 = 0 ainsi 61 devient :
~ 1 1 1
o0 = <8_)\(€% +&) — 2) ap — 2(uy — ug — uz) + §§1U6 + 552“9
1 -
Pour (8—>\(§f + &) — 2) < 0 et a; > 0 assez grand, d; < 0. Nous avons aussi :
~ 1
d3 = (2 [(US + U10)2 - 4U7U11} 2 — g [((Us + u10)2 - 4“7“11)(5% + f%)

—8((%8 + Ulo)U5 — 4u4u11)§1 — 8((u8 + U10)U4 — 4U5U7)€2+] )\—|-1—16 [((2u4u11 — u5(u8 + ulo))&

(2usur — ua(us + u10))&2) (6 + &) + 2uz€T — 2uiEs] — ﬁ

—2ugus&r&a(6) + &) + GG (uf + ul)]) ar + R

[€1%u2 + &uj

Supposons
(Ug + U10)2 — durup; < 0 (49)

Pour X > 0 assez grand devant |&| et |&;], on aura d5 < 0.

Posons
Q(z1, x2) = duguyy — (ug + uyg)?
La condition (4.9) se traduit par Q(zy,x2) > 0.
En remplagant les u; par leurs expressions, nous avons :
Q(Jh, xz) = donaer122 — (0412552 + 0421$1)2

En étudiant I'équation Q(z1,x2) = 0, nous obtenons deux solutions formant un

cone représenté dans la figure ci-dessous.

23



Q(x1,x2)=0

2

g

\\ Q(x1,x2)=0

Remarque 4.2.2 Nous conjecturons que si nous prenons un (x1(0), x2(0)) dans

Xi

le come positif, (x1(t), x2(t)) reste dedans, ¥t > 0.

En admettant que notre conjecture est satisfaite, on peut dire que (0,0, 0) est un

point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable.

4.3 Reésultats de simulation

La définition des parameétres du modéle de compétition dans le Chemostat

rappelées dans [13], leurs valeurs et les conditions initiales sont données dans les

tableaux (4.1) et (4.2).

Parameétres | Valeur | Unité

k1 1 Kg COD/Kg x4
ko 1 mol VFA /Kg 24
Himaz 2 day !

Homaz 1 day ™!

K, 2 Kg COD/m?
K, 0.5 mol VFA /m?
Sin 10 Kg/m?

TABLE 4.1 — Paramétres du modéle de compétition dans le Chemostat
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Concentration du Substrat en S0 jours

51(0) 1(0) 2(0)
(Kg/m?®) | (Kg/m?) | (Kg/m?)
Modéle 3 0.5 0.12
Observateur 3 3 0.5

TABLE 4.2 — Conditions Initiales

|
25 30

Temps (Jours)

35 40

FIGURE 4.1 — Concentration du Substrat

%)

50



215

! T
o

Concentration de la premiére Biomasse en 50 jours
-
h
=
i
Concentration de la premiére Biomasse en 5 jours
I

I I
o 10 20 30 40 50 0 1 2 3 4 5
Termps (Jours) Termps (Jours)

FIGURE 4.2 — Concentration de la premiére biomasse et son estimation pour
a; =10, ay = a3 = —0.06 (On a pris A =40, & =& = 1)

05s T 0s T

045 : il
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04
i
1
1
(1 13| O D S— A ] A
¥
1
1
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03 =

02

Concentration de la seconde Biomasse en S jours

Concentration de la seconde Biomasse en 50 jours

0.05 I 1 I I
0

Temps (Jours)

FIGURE 4.3 — Concentration de la seconde biomasse et son estimation pour a; =
10, az = a3 = —0.06 (On a pris A =40, {; =& = 1)
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FIGURE 4.4 — Erreurs correspondantes aux deux biomasses

La figure (4.1) représente I’état mesuré s. Les figures (4.2) et (4.3) représentent
les estimations des deux biomasses z; et 5 respectivement. La figure (4.4) repré-
sente les erreurs d’estimations pour les deux biomasses x; et .

Nous avons pris dans nos simulations a1 = ags = 1 et a9 = ag; = 0.1 et comme
taux de mortalités de xq et x», D1 = D2 = (.05, ainsi nous remarquons que notre
observateur invariant présente une bonne convergence pour la premiére biomasse
x1 qui est obtenue aprés t &~ 3 jours avec une erreur prés égale a 1072 et pour la

seconde biomasse x, qui est obtenue aprés ¢ ~ 2 jours avec la méme erreur.
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Chapitre 5
Observateurs pour le modéle AM2

Le modéle AM2 a été développé sous le projet Européen AMOCO. C’est un
modeéle de digestion anaérobie a deux-étapes (correspondant & deux réactions
biologiques en cascade, d’otl son nom), qui est représenté par le systéme mathé-

matique suivant :

$1 = D(t) (S1in — S1) — k1pa (s1, K1) 1y

i1 = [m (51, K1) — D(t)] a1 (5.1)
S9 = D(t) (s2in — s2) + kopa (51, K1) 21 — kapiz (2, K2) 72
By = [u(s2, K2) — D(t)] 9

( . )
avec y =
52

Ce modéle a été proposé dans [3] et il est formé de deux principales réactions
(acidogénése-méthanogénése), ou le substrat s; est dégradé en substrat s, par
la biomasse x; puis le substrat s, est dégradé par la biomasse x9, ou (s1,53) €
R% x R% et (w1,29) € R} X RY.

Dans cette partie nous allons utiliser comme cinétiques de croissance, la ciné-

tique de Monod et la cinétique de Haldane, définis respectivement comme suit :
52

2
s Kot (i)

M1 (81; Kl) = Uimaz et H2 (527 KZ) = U2max

S1
S1 + Kl
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u(s) (a) u(s) (b)

FIGURE 5.1 — Les cinétiques de croissance de Monod et Haldane

Plusieurs observateurs ont été proposé pour le modéle de la digestion anaéro-
bie, comme 'observateur a grand gain, I’observateur asymptotique et lobservateur

par intervalles décrient dans le chapitre 2.

5.1 Observabilité

Etudions l'observabilité de ce modéle en utilisant la définition cité dans [12].

~(2)

Nous avons,

]fl,ulmaa;sﬂl
D(t) (811‘” — 81> — W
y =
k mazxS1L k maxS2T
D(t) ($9im — $2) + 2511+K1 1 3H2 202

3
Sy + Ky + (%)

R D) (s - 51) — 4

1 kl,ulmazsl
) B S2 + K2 + (%)

kS,U/Qmaz S2

[D(t) (S2im — 82) -+ L2 (D(t) (S1m — 1) — 1) — &9

1

Alors, a partir de y et sa dérivée, nous avons pu déduire les deux variables non

mesurées x; et xry, ce qui implique que le modéle est algébriquement observable.
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5.2 Bornitude supérieure des variables d’état

5.2.1 La variable d’état s;

Nous avons :
51 = D(t)(S1in — 51) — k1pa(s1, K1)y
Etant donné que la quantité kypuq(s1, K1)z est positive, alors
$1 < D(t)(S1in — S1)
d’ou
51 -+ D(t)Sl S D(t)slm

On obtient en multipliant les deux membres de I'inégalité par elo D147 ot en les

intégrant entre 0 et ¢
¢
spedo DT < 51(0) + Slm/ D(r)elo POE gr
0

ainsi
51640 PO < 5,(0) + 514 [efOtD(T)dT — 1}

multiplions maintenant les deux membres par e~ Jo D (r)dr

s < 81<O)6_ fg D(r)dr + S1in |:1 e fot D(T)dT]
Cette inégalité peut s’écrire comme ceci
51 < (51(0) — s1im)e” Jo O™ | g

Par conséquent

$1 < Stin

ou l'on a supposé s1(0) < s14, d’ou (51(0) — Syin)e™ Jo D(m)dr (.

5.2.2 La variable d’état x;

Posons tout d’abord :

§1 = s1+ ki
La dynamique de la variable &; s’écrit :
& = D(t)s1im — D(1)&

ainsi

& + D(t)& = D(t)s1in
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De méme, on trouve en multipliant les deux membres de 1’égalité par elo D) of

en les intégrant entre O et ¢
£16h PO = ¢(0) + 514, [ef‘; Dimydr _ 1}

T)dT

multipliant les deux membres par e~ Jo D , on obtient

& = E(0)e o PO 45, [1 —eh D(T)dT]
Comme e~ Jo P4 < 1 et 1 — ¢~ o PIT < 1 car D(r) > 0, alors
&1 < &1(0) + s1in
Passons maintenant aux variables s; et x1, on obtient :
s1+ k1zy < 51(0) + k121(0) + S14m

puisque s; > 0, alors
klxl S 81(0) + k'lﬂfl(O) + S1in

Ce qui donne en définitive :

2
r1 < —S1in + 21(0)
ky

car 81(0) S Stlin-

5.2.3 La variable d’état s,

Posons
§o = 59 — kamy
La dynamique de la variable & s’écrit :
€y = D(t)s9im — D(t)€ — kpia(s9, Ko)ws
Etant donné que la quantité kspo(sq, Ky)ao est positive, alors
€y < D(t)(82in — &)

Ainsi, on trouve en multipliant les deux membres de l'inégalité par elo P ot

en les intégrant entre 0 et ¢

Exeho PO < £(0) + 59,0 [ef(f P _ 1]
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multipliant les deux membres par e~ Jo P47 on obtient

52 < 52( ) D(T)dT + Soin [1 — e fo D

Comme e~ Jo P < 1 et 1 — e~ Jo PT < 1 car D(7) > 0, alors

& < &(0) + sain
Passons maintenant aux variables sy et x1, on obtient
— k’g[[‘l S 82(0) — ]{321'1 (0) + S92in

alors L
2
Sg < 289y + —251m
ky

car s9(0) < Soip.

5.2.4 La variable d’état x»

Posons tout d’abord :
& = 59 — kowy + k3zy

La dynamique de la variable &3 s’écrit :

& = D(t)s2in — D(t)&s
ainsi
&+ D(t)& = D(t)sain

De méme, on trouve en multipliant les deux membres de 1’égalité par elo DT oy

en les intégrant entre O et ¢
Egeho DT = &(0) + s2in [ef(f Dy _ 1}

multipliant les deux membres par e~ Jo D(r)dr , on obtient

& = &3(0)e Jo PO +5m[1—€ U ]

(Mdr < 1 et 1—e Jo D (Mdr < 1 car D(7) > 0, alors

&3 < &(0) + saim

Comme e~ Jo P

Passons maintenant aux variables ss, x1 et xo, on obtient

— kgxl + k’3.§L’2 S 82(0) — k'gﬂ?l (0) + k3$2<0) + S2in

puisque s, > 0, alors
2 ko

To < 22(0) + 7= | S2im + 7= S1in

2 < 25(0) k3(2 lﬁl)
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5.3 Observateur non linéaire de Luenberger a dy-

namique d’erreur linéaire

A titre de comparaison et a cause de la forme spécifique de la sortie nous
allons construire un observateur non linéaire de Luenberger & dynamique d’erreur
linéaire pour le systéme AM2 avec l'injection de la sortie dans la fonction non
linéaire p(s) quelconque. Puisque le Chemostat constitue un fragment générique

dans le modéle AM2, nous allons tout d’abord ’appliquer au Chemostat.

5.3.1 Observateur type-Luenberger pour le modéle du Che-

mostat

Considérons toujours le systéme (1.1), et suivant [33], nous supposons que

D(t) satisfait la condition suivante :

t+T
37 > 0,e > 0 tel que Vt > 0,/ D(r)dr > €T (5.2)
t
appelée condition de persistance de ’excitation.

Théoréme 5.3.1 Pour le systéme (1.1), le systéme suivant :

{

est un observateur, ou a, et as sont deur parametres de réglage.

VAP
|

D(t)(sin — 8) = kp(s)@ + ar(s — 3)

s (5.3)
(1(s) — D(t)]z + az(s — 3)

&>
|

En posant ey = s— 5 et eg = x — T, la dynamique des erreurs peut étre écrite sous

la forme suivante :

( é1 ) _ ( —D(t) —a; —ku(s) > ( el ) (5.4)
éo —ay w(s) — D(t) e

Supposons ay > 0 assez grand et ay < 0 avec |aq| assez grand, alors (0,0) est un

équilibre de (5.4) qui est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Tout d’abord nous allons réécrire les erreurs sans D(t), pour cela,
posons : p(t) = elo D)7 ot multiplions p(t) par les deux équations, ainsi (5.4)

devient :

{p<t>é1+D<t>p<t>el — —aip(t)er — kp(s)p(t)es 5.5

p(t)és + D(t)p(t)es = —amp(t)er + pu(s)p(t)e:
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Posons maintenant u(t) = p(t)e; et us(t) = p(t)es, alors on obtient :

U = —ajup — kp(s)usg (5.6)
Uy = —aoUp + ,U(S)UQ

Pour prouver la convergence de cet observateur, prenons la fonction de Lyapunov

candidate suivante :

Ug

ol a > 0. Cette fonction est une norme de R? qui est radialement non bornée.

2

= (auy + ug)® + uj

En dérivant V,,, on trouve :
Vo (ur, ug) = —20(ayad-as)ud+2u(s) (2—ak)u2+2 [a(1 — ak)p(s) — (a1 + 2as)] uyus
Cette fonction peut aussi s’écrire comme suit :

| —2a(a1a + ag) a(l — ak)u(s) — (ara + 2as)
Vo(ur,uz) = < Uy U2 )
a(l —ak)u(s) — (o +2as) 2u(s)(2 — ak)

B(t)

Pour montrer que Va est définie négative, calculons la trace et le déterminant de
B(t), ainsi :

tr(B(t)) = —2a(ama + az) + 24(s)(2 — ak)
et
det(B(t)) = —(aja + 2a5)* + 20 pu(s) (ak — 3)a; — 4apu(s)ay — ou(s)*(1 — ak)?
posons aij« + 2a, = 0, par suite le déterminant devient :

det(B(t)) = 202 u(s)(ak — 2)a; — o*u(s)*(1 — ak)?

2
Pour un a; > 0 et assez grand et a > z la tr(B(t)) < 0 et det(B(t)) > 0. Donc

(0,0) est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable. m

5.3.2 Observateur type-Luenberger pour le modéle AM2

Théoréme 5.3.2 Un observateur de type Luenberger pour le systéme (5.1) peut

s’écrire comme suit :

§. = D(t)(S1im — 81) — krpa(s1, K1)@1 4 a1(s1 — 81) 4 ag(sy — 82)

1 (1(s1, K1) — D(t))&1 + asz(s1 — $1) + aq(s2 — So)

9 = D(t)(S2in — 39) + kopa(s1, K1) — kapia(s2, Ko)da + as(sy — §1) + ag(sa — §2)
Ty = (ug(s2, Ka) — D(t))is + az(s1 — 81) + as(ss — 82)

(5.7)
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En posant : e; = s1 — 51, eg = 1 — T, €3 = Sy — 89, €4 = Xy — Ty le systéeme

dynamique des erreurs s’écrit :

¢, = —(D(t)+ar)er — ki (s1)ex — azes

€y = —agey + [pi(s1) — D(t)]ea — aqes (5.8)
és = —aser +kap(si)ea — (D(t) + ag) €3 — kapia(s2)eq

€y, = —arer — ages + [pa(s2) — D(t)]ey

Supposons a; > 0 et ag assez grands et a3 < 0 et ag < 0 avec |ag| et |ag| as-
sez grands, alors (0,0,0,0) est un point d’équilibre de (5.8) qui est globalement

asymptotiquement stable.

Preuve. Ecrivons le systéme (5.8) sous la forme matricielle :

é —D(t) —ar  —kipa(sy, Ky) —ay 0

€9 —as pi(s1, K1) — D(t) : —ay 0

€3 —as kopa(s1, K1) 0 =D(t) —ag  —kspa(ss, K)
€4 —ar 0 : —as pa(s2, Ko) — D(t)

Si nous prenons ay = a4 = a5 = a7 = 0, le systéme (5.9) devient :

é1 —D(t) —ay  —kypui(sy, Ky) 0 0

éo —as pi(s1, K1) — D(t) : 0 0

€3 0 kopi1(s1, K7) © —D(t) —ag  —kapa(se, Ky)
€4 0 0 : —ag 1i2(52, K5) — D(t)

Remarquons que les blocs diagonaux ressemblent au bloc du Chemostat. Alors
procédons de la méme maniére que précedemment.

Soit p(t) = elo P(mdr “multiplions p(t) par les 4 équations du systéme (5.10) et
posons uy(t) = p(t)ey(t), uz(t) = p(t)ea(t), us(t) = p(t)es(t) and uy(t) = p(t)eqs(t),

alors le systéme (5.10) s’écrit comme suit :

Uy = —ayuy — kipii(s1)ug

Uy = —azuy + p1(51)us (5.11)
Uz = k2M1(81)U2 — AgU3 — k3u2(32)u4

Uy = —agug + f12(S2)us
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Pour prouver la convergence de cet observateur nous allons prendre la fonction

de Lyapunov candidate suivante :

auy + Us
Uz
Bug + uy

Uyq

Va,ﬁ(uh Uz, U3, U4) =

ol o et 3 sont des constantes positives qu’on va choisir plus tard, V, g est aussi

une norme qui est radialement non bornée. Alors

Vi p(ur, ug, ug, ug) = 2(au +usg) (aty +1s) +2ustis+2( Sug+uy) 4 ( Bl +1) +2ugtly
En substituant 1, i = I,4 dans V, g(u;), nous obtenons

Va,/ﬁ' = —2a(aia+ az)u? — 2[aia + 2a3 + aaky — 1) uy]uiusg
—2(aky — 2)pyu 4 2k2 32 prusus + 2k B uguy
—28(agB + ag)u3 — 2[agB + 2as + B(Bks — 1) pa]usuy
—2(Bks — 2)#2”421

Cette fonction peut étre écrite de la maniére suivante :

Vas = UrC(t)U

Uy
u
ouU = 2 et

Uus

Uy

—2a(aia + az) —lara + 2as 0 0

+CY<CK]€1 — 1)#1]
—[aroe + 2a3 —2(aky — 2) ko5 111 ko1

+OK(CY]€1 — 1),&1]

O kQBQIJ/l —2ﬁ(a65 —+ CLg) —[aﬁﬁ -+ 2@8
+B(Bks — 1) o]

0 ko By —[agB + 2as —2(Bks — 2) o
+B(Bks — 1) z]
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Nous devons montrer que C(t) est définie négative, i.e. —C(t) définie positive,
alors nous devons montrer que tout les mineurs principaux de —C'(¢) sont positifs.

Soient &1, 02, 03 et 4 ces mineurs.
(51 = 20((&1@ + a3)

8y = —(ara + 2a3)* + 202wy (kra — 3)a; — dapas — o (ki — 1)%p3

Posons aja + 2a3 = 0 alors a3 = —5a; donc 05 devient :
8y = 20”1 (k1 — 2)a; — o (ko — 1)%12

Pour a; > 0 et suffisamment grand et pour o > 1?217 01 et 09 sont tout les deux

positifs.
(53 = 20[252/,61 [Q(le — 2)@1 — /Ll(Oékfl — 1)2]6L6
+202 B [2(aky — 2)ay — pn (aky — 1)%ag — o*B*k3pia
(54 = a2u1[u1(ak1 — 1)2 — 2(Oék1 — 2)&1](6@6 + 2&8)2
+2,u1,u204252(5k3 — 3) [(Oékl — 2)&1 — Nl(akl — 1)2] ag
+20[26/,61 [(62143%,[1/1 + 4/12(1 - 204]{71» a, + 2/14/1@(0[]{?1 — 1)2] as
=241 p120° B [ (ovky — 2)(Bks — 1)? — k3] a
+ptpsa B2 (Bks — 1)%(aky — 1)°
Posons agf + 2ag = 0 alors ag = —§a6 donc 9,4 devient :

54 = 06252/14 [2,[12 ((6]433 - 3)(0[]{?1 - 2) - 2(1 — 20él€1>
—B%k3 ) ar] ag — 2 pi20? B2 [pa(aky — 2)(Bks — 1)° — ki) as
+utpsa B (Bks — 1)%(aky — 1)

Pour ag > 0 et suffisamment grand et pour f > =, d5 et &, sont tout les deux
k3

positifs. Donc (0,0,0,0) est un point d’équilibre globalement asymptotiquement

stable. m

5.3.3 Résultats de simulations

Les simulations ont été réalisées en utilisant les valeurs des paramétres rap-
pelées dans [1]. Elles sont données dans le tableau (5.1) et les conditions initiales

sont données dans le tableau (5.2).
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Concentration du Premier Substrat en S0 jours

Parameétres | Valeur | Unité

k1 6.6 Kg COD/Kg x4
ko 7.8 mol VFA /Kg 24
ks 611.2 mol VFA /Kg x5
[1maz 1.2 day "

H2maz 0.69 day~!

K 495 | Kg COD/m?
K, 9.28 mol VFA /m?
K; 20 (mol VFA /m?)z
S1in 15 Kg/m?

S9in 80 mol /m?

TABLE 5.1 — Paramétres du Modéle AM2

s1(0) 1(0) $2(0) 2(0)
(Kg/m?) | (Kg/m?) | (mol/m?) | (Kg/m?)
Modeéle 3 0.5 15 0.12
Observateur 3 3 15 0.5

TABLE 5.2 — Conditions initiales

20 25
Temps (Jours)

FIGURE 5.2 — Concentration du premier substrat s;
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FIGURE 5.3 — Concentration de la premiére biomasse et son estimation pour

a; =10, a3 = —10, a6 =12 et ag = —6 (On a pris « =2 et = 1)

100

Concentration du Second Substrat en 30 jours

Temps (Jours)

FIGURE 5.4 — Concentration du second substrat s
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Concentration due la Seconde Biomasse en S jours

Concentration due la Seconde Biomasse en 50 jours
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Temps (Jours) Temps (Jours)

FI1GURE 5.5 — Concentration de la seconde biomasse et son estimation pour a; =
10, a3 = =10, ag = 12 et ag = —6 (On a pris « =2 et § = 1)

05 T T 03 T T

0zt : : ’ il

o1} : : 4

Erreur d'estimation de la Premiére Biomasse e2
|
o
i

Erreur d'estimation de la Premiére Biomasse e4

i i i
10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Termps (Jours) Termps (Jours)

FIGURE 5.6 — Erreurs correspondants aux deux biomasses
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Les figures (5.2) et (5.4) représentent les états mesurés s, et sy respectivement.
Les figures (5.3) et (5.5) représentent les estimations des deux biomasses x; et
T respectivement et la figure (5.6) représente les erreurs d’estimations pour les
deux biomasses z; et 5.

Nous avons pris dans nos simulations a = 2, =1, a; = 10, a3 = —10, ag = 12,
ag = —6 et ay = a4 = a5 = ay = 0. Nous remarquons que notre observateur
converge aprés t &~ 1 jour avec une erreur égale & 1072 pour la premiére biomasse

x1 et pour la seconde biomasse x».

5.4 Observateur invariant pour le modéle AM?2

avec la sortie (s, so)

5.4.1 Invariance du modéle AM?2

Nous avons

4 S1T
f1<817$17 52, L2, S1in, S2in, kl? k27 k37 K17 K27 Kz) = D(t> (Slin - Sl) - klﬂlmaxL
s1+ K
S
f2<817x17 827x2751in752in7k17k27k37 K17K27Ki) = /leaw—l — D(t> x1
S1 + K1 s
f3(81, 1, 82, Ta, Stin, S2in, k1, ko, k3, K1, Ky, K;) = D(t) (S2in — 52) + k?2,u1maxﬁ
SoTo 1 1
_k3,u2mam 2
S
S9 + K2 + (é)
S
f4(81,$1,52,1'2,512'”,822'”,k’l,kQ,kg,Kl,KQ,Ki) - Homax 2 9 D(t) )
S2
K =
\ So + o + (Kz)
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Soit

S2in VA

ot A est une matrice quelconque, et A;; =

S1
T
S2
Ho)
S1in

S2in

d
B;;
o J(V)

Par dérivation par rapport & ¢ nous obtenons :

b1
§1 bay
1 b3
52 bar

T
0 0

0
= 0

0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0

bi2
b22

b3z

o O O O O o o O

bis
bas
b33

b43

o O O O O o O O

bl4 : b15
b24 : b25
b34 : b35

b44 : b45

b55
b65
b75
b85
b95
blO5

bll5

o O O O O o O O

blZ5

b16
bag
636

b46

bse
b66
b76
b86
b96
b106
b116

b126

b87
b97
b107
bll?

b127

b108
b118

b128

Ce systeme matriciel peut s’écrire sous la forme suivante :

fi=
f2
fs
f

birfi + biafo + bizfs + biafa
bo1 f1 + baa fo + Doz f3 + bas f4
b31f1 + b3afo + b33 f3 + b3a f4
bai fi + baa fo + baz f3 + baa f4
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bag
b39

bag

bllO
b210
bBlO

b410

6510
b610
b710
b810
b910
blOlO
b1110

b1210

blll
b211
b311

b411

b511
bﬁll
b?ll
6811
b911
blOll
bllll

bl211

bll2
b212
b312

b412

b512
b612
b712
6812
b912
b1012
b1112

b1212

o O O O o o o o




Dérivons ce systéme par rapport a v :

S1 S1
I x1
S S
T T2
S1in S1in
a file? P2 = <A vain ,sz‘> i=1,4
dvi,_, k1 k1
ko ko
ks ks
Ky Ky
Ky Ky
K; K;

Aprés résolution sous Maple (voir Annexe A), nous obtenons la matrice suivante :

A:dzag <a7577757a777a_ﬁ77_/877_57057’77%)

Donc le plus grand groupe linéaire qui rend le systéme de AM?2 invariant est le
groupe des homothéties G = (R x R x R% x R ,.), qui agit sur (s, Sz, 71, 22)

avec quatre paramétres (A, Ao, Az, \g) ol \j = €%, Ay = €7, Ay = €7 et Ay = €.

5.4.2 Les fonctions scalaires invariantes

A A A A
J  Arst, Aot Assa, Ao, M S1ins AsSain, — k1, —3k2, —Sk?s, MK, A3K, —SKi, A1, A3y
A2 A2 A 2

=J (81, X1, 52, T2, Stin, S2ins k1, k2, ks, K1, Ko, K, Y1, y2)

Pour Ay = A\3 = Ay = 1 et \; quelconque, nous avons :
J ()\1517 X1, S2,T2, Alslzﬁw S2in, )\1]{17 k27 k37 )\1K17 K27 Ki7 )\13417 y2)

= J(817961,52,$2,S1m,52m,k17k2, ks, Ky, K27K7;73/17?J2)

Ainsi, le systéme caractéristique s’écrit :

ﬁ_dSlm _d/ﬁ _dK1 _%

51 S1in ky K, n
d’ou

J<517x1752;I2751in752imk1>k27k37K17K2>Kiaylay2)
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Sun k1 K1y

=G 1, S, T, Son, ko, k3, Ko, K, ys, ) ) )
P VAV e N A ] S1 S1 S1
zZ8 29 Ny e Vi VP

21 22 z3 24 z5 26 g
210 Z11 212 213

Pour \; = A3 = Ay = 1 et Ay quelconque, nous avons :

1 1
G = (N2, 22, 23, 24, %52 %6, 2T, 285 20, 210, )\—211,2127213)
2 2

= G(Zla 225 R3y R4y R5y R6y BTy R85 295 2105 115 #12, 213)

donc , I’équation caractéristique s’écrit comme suit :

le dZ5 dZH

21 z5 211

ainsi
G(lea 22y Z3y R4y R5y R6y BTy R85 295 2105 2115 212, Zl3>

=L 2, 2, 24, % , 27 , %8 , % , 210, A2, 213, 2125, Z1 211
A e Ve Vo N~ NN

u1 u2 u3 Uq us U6 ur us u9 u10

Pour A\; = Ay = Ay = 1 et A3 quelconque, nous avons :

U1l u12

L(uy, ug, us, wa, Us, Ug, U, Us, Ug, U10, U1, U12)

A3
= L(/\3U1, Ug, A3Us, A3y, A3Us, ?uﬁa A7, U, Ug, U10, A3U11, U12)

Nous avons ainsi, ’équation caractéristique :

du1 dU3 d’LL5 2du6 dU7 dun

U Uus Us Ug (044 U1

donc
L(uh U2, U3, Uy, U5, Ug, UT, U, U9, U10, U11, u12)

=R Uy , uUg , Ug , Urp , U12 , — , ) ) ) )
NN NN W Uy U Up Uy Uq
~~ O~~~

vr v8 V9 V10 V11

2
us U4 Us U U7 UL

v1 v2 v3 V4 U5
Ve

Pour A\ = Ay = A3 =1 et A4 quelconque, nous avons :

1
R(Ulv V2, U3, V4, U5, Vg, U7, Us, Vg, V10, Ull) = R )\4U17 V2, U3, U4, Vs, Vg, )\_U77 Vg, Vg, V10, V11
4

L’équation caractéristique s’écrit comme suit :

doy __dvr

(%1 U7
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alors
R(Ula V2, U3, V4, Vs, Vg, U7, Ug, Vg, V10, Ull) = N<v27 V3, U4, Us, Vs, Ug, Vg, V10, V11, Ul“?)

Alinsi, nous obtenons toutes les fonctions scalaires invariantes :

J(S1,$1782,I2,Slz‘n782m,kl,kz,k?),KLKz,Ki;ylam)
_N(Sun Kl Y k121 Szm K2 K Yo koxy k3$2)

)
51 S1 81 S1 52 82 59 82 52 59

Dans ce travail nous allons prendre une fonction invariante particuliére

Y1 Y2
J(817-7:17527x2731in752in7k17k2ak3aKlaK27Ki7y1ay2) =H (S_’ 8_)
1 2

5.4.3 Champs de vecteurs invariants

A partir de la définitions des champs de vecteurs invariants, nous avons :

w1 (A181, A2T1, A3S2, AaTa) = ANjwi(s1, 21, S2, T2

W3 (A151, AaT1, A\3Sa, AaTa) = Asws(s1, 21, S2, T2

( ) ( )
’LU2()\181,)\2$1,)\382,)\4.T2) = )\2“.)2(3 xT1,S92,T 2)
( ) ( 2)
( ) ( )

W (A181, AoT1, A3S2, AaTa) = Mwa(s1, 21, S2, T2
Donc

w181, %1, 82,T2) = Q151

g

w3(S1, L1, S2, T2

( )

2(81,%1, 82, T2) = asxy
( Ta) = a3s
( )

Wy(S1,21,82,T2) = Q4X2

ol ay, as, az et ayg sont des constantes qui joueront le role de gain.
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5.4.4 Le Pré-observateur

En remplacant les fonctions de Monod et Haldane par leurs expressions, le

systéme (5.1) devient :

(. 5121
$1 = D) (S1in — S1) — k1 lt1imaz
1 ()(1 1) 1M1 5+ K
. S1
T = mar———— — D(t)| x
1 " s+ ()} 1sx SoX
< 52 - D(t) (32in - 32) + kZMImaxﬁ - k3,“/2mam 22 2 (5 12)
! ! s9 + Ko + <5—21> .
. s
€To = Homazx 2 9 D(t> T2
52
\ 2+ Kot <K1>
s
Nous prenons toujours comme sortie y = ( ! )
52
Théoréme 5.4.1 Pour (5.12), le systéme :
( X N §11A31 R S1
$1 = D) (S1in — 51) — kitimaz——— + 151 In | —
1 ()(1 1) 1M1 G+ K 151 (51>
e S1 N R S1
- mar ~ | 1, D(t 1 ~
A T Py ( )} I +Aa2x1 n (81> B
A A S121 S2X2 A S2
S9 = D(t)(S2in — S2) + kattimar———— — K3lbomaz + asSoIn [ = |5.
2 () (s2 2) + kapin e 3442 5 T a3s: (S2>(5 13)

8o+ Ko + <;(—21)

52

So+ Ky + <%>

To = Homaz

59

S
5 = D(t) [)A’JQ + a4£2 In (T2>

\

est un observateur. Définissons ey =Ins; —Insy, es =Inzy —InZy, e3 =Insy —
InSy et e =Inwy — Inay

La dynamique des erreurs est données par :
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(. D(t)s1in k1 ptiimazs121 F1ptimaz 1
é1 = —aje; — —— (e — 1) — eT — 1)+ — (e —1
1 1€1 s ( ) (31 +K1)(S16761 —{—K1>( ) spe~é +K1( )
K max
ég = —a9€1 — L 51 (6761 - ].)

(51 + K1)(sie7® + K;)

. D(t)SQin 3 k?,ulmaxsfxl
- _ _ AT es _ —e1 _ |
€3 ases 5 (e )+ o2(s1 + K1) (s1e—1 + K1)<6 )
k?,ulmaxslxl

_ 6—61—ez+63 -1
So(s1€7¢ + Kl)( )

3U2mazr S22 e
- 5 5 (e7® —1)
(82 + Ky + <IS<—2> > (82663 + Ky + (;{—2) 6263)
k3ﬂ2max$2 —e
- (o)
(826_63 + Ky + (%) 6_263)
k max 2
. 23#2 §5T9 g (6_263 B 1)
K7 (32 + Ky + (;—i) > <826_63 + Ky + (;—i) 6_263)
K max
€4 = —ayez — 5 212 52 5 <€—63 _ 1)
(52 + Ko + <;(—21> ) (82663 + Ky + (;—i) 6263)
MQmaacSQ

(7 —1)e s

+ 5 5
K7 (52 + Ko + (;—i) > (82663 + Ky + (}9{—22) 6263)

Supposons a; > 0 et az > 0 assez grands et ay < 0 et ay < 0 avec |as| et |ay]
assez grands, alors (0,0,0,0) est un point d’équilibre localement uniformément

asymptotiquement stable.
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5.4.5 Convergence du pré-observateur

Preuve. Posons :

D(t)Sh'n
Uy = ———,
S1
Un — Klﬂlmaxsl
! (s1+ K1)2’
_ Fapiimazs171
Sa(s1+ K1)’
k3ﬂ2maxx2
Ug = 92
S9 + K2 + <;(—21)
2
(KQ + (%) ) HomazS2
Uil = o 2
(32 FK+ (2) )
I s1+ Ky
e s1e~ €t + K17
2
S9 + Ko + (%)
U3 = 2 )
$2€7 + Ko + <;(—2> e2es
2
Vg = 52

2
K? (52663 + Ky + (%) 6263)

Le systéme (5.14), devient :
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Uy — k‘1u1mam81$1 U — kl/ﬂmax%
? (s1+ K4)? 7 ’ s14+ Ky
Us — D(t)SZZn _ kQﬂlmaxS%J:l
° Sy 82(81 + Kl)w
k’guzmaxsﬂz
Uug = Nk
<s2 + K+ (32) )
2k3u2maz8%x2
U0 = 9 PR
K? <52 4K+ (ﬂ )
2ﬂ2max5§
Ur2 = o\ 2
K? (32 PEo+ (2) )
S1
Vg = ———————
2 sie e + K ’
S2
Vg4 =

352
K;

2 Y
) 6—263

Spe7 + Ky + (



él = (—a1 — Up + U2)€1 — U3€gy — U1<661 — €1 — 1)

—ug [v1(e™ +ep — 1) +va(e™ — 1ey] +ug [vi(e72 +ea — 1) + va(e™ — 1)eg]
ey = (—ag+ug)e; —uygfvi(e ™ +e; — 1) +vg(e ™ — 1)ey]

é3 = (—ug+ur)er + ures + (—asz — us — uy + ug + uyp)es — ugey — us(e® — ez — 1)
+ug [v1(e™ +e1 — 1) +va(e ™ — 1)ey]
—ur (v (e 7T 4 (61 + €9 —e3) — 1) +va(e™® — 1)(eg + €2 — e3)]
—ug[vs(e™® +e3 — 1) +vg(e™® — 1)es + vs(e 2 — 1)es]
—upg [vz(e723 + 2e3 — 1) + 204(e™ — 1)ez + 2v5(e ™2 — 1)e]
tug [v3(e™ +eg — 1) +vg(e7® — 1)eq + v5(e72% — 1)ey]

(5.15)

ey = (—a4 + Uy — ’LL12)€3 — U1 [03(6763 + e3 — 1) + ’1]4(6763 — 1)63 + ’05(67263 — 1)63]

+upg [v3(e723 + 2e3 — 1) + va(e™% — 1)2e3 + v5(e 2% — 1)2e;3]

Alinsi ce systéme peut s’écrire sous la forme suivante :
¢ = At)e + X(t, )

ot A(t) est une matrice (4 x 4) qui contient la partie linéaire du systéme et x(t, e)

est la partie non linéaire du systéme.

Avec
—a1 — Up + Uy —U3 0 0
—Qo + Uy 0 0 0
A) =] oo
—Ug + U7 U D —ag — Us — Uy + Ug + Uy —Ug
0 0 —Qy + U1 — U2 0
et
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—up(er —ep — 1) —ug [vr(e™ +e; — 1) + va(e™ — 1)ey]

“+usg [U1(6_62 +e9 — 1) + ’02(6_61 — 1)62]

—ug[vi(e ™ + e — 1) +va(e® — 1)ey]

—us(e®® —eg — 1) +ug [vi(e™ +e; — 1) +va(e ™ — 1)ey]

X(t,e) = | —urvi(e™®7%T + (e + e —e3) — 1) +va(e™ — 1)(e1 + es — €3)]
—ug [v3(e™ +e3 — 1) + v4(e™® — 1)ez + vs(e72% — 1)es]
—uyo [v3(€72 + 2e3 — 1) + 204(e7% — 1)es + 2v5(e72 — 1)e3]
tug [v3(e™ + ey — 1) +vg(e7% — 1)eq + vs(e72% — 1)ey]
—upy [v3(e7% 4+ e3 — 1) +vg(e™ — 1)ez + vs(e72 — 1)es)
+ugs [v3(€72 + 2e3 — 1) + vg(e™% — 1)2e3 + vs(e™ 2 — 1)2e3)
Ici, nous allons prendre la norme |le|| = |e1| + |ea| + |es| + |e4], i.e. nous devons

montrer que pour V¢ > T

Ve > 0,35, > 0 tel que (Jer| + |ea| + |es] + |es]) < de ce qui implique

(Xl + IX2| + IXs] + [Xal) < €(ea] + [ea] + les] + lea])

Nous avons :

0 < <s1(t) < S1in
0<z(t) <oy

0 <Py < 53(t) < Soin
0<z(t) <oy

Dmaz n k max
0 < Dypin < g (t) < Zmazlin 0 < uy(t) < TiHimazdt
o K, B
0 < us(t) < pimaz 0 < Dypin < us(t) < %‘SQW
2
k max k ma
0 < ur(t) < PG 0 < ug(t) < Foltomaz02
VAl K22
2k3ﬁb2mam02 s3.
0< U10<t> S T 0< U11 S 1+ K2KZ2 Homaz
S1in + Kl S1in
0<u(t) < —F— 0 < vy(t) <
vi(t) < K, 2 vg(t) < I
Soin + Ko S5; Soin
0=ws(t) = in 0 < vy(t) <
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kl#lmawa 1
K,

k?ﬂlmawgl

0< U3(t) S
0< UG(t) S

0< U,g(t) S

2,U/Qmam S2in

0<upp <
12 > KZQ




Apreés calcul, nous obtenons :

1 Dmazs in §. k maz ¥ N 5 >
( lin §e M Himaz 01 [Slm((ég +1)+ K1)666 + 281m]) de |ex]

< =
|X1| =9 191 € K12
kl,ulmamo-l < Oc N
W [Slin((5€+ 1) +K1)€ —|—2$1ini| 5g|€2|
1
_ Himaz < O <
IX2| < Ve [Slm(((se +1) + Kyp)e™ + 2811‘71} de |ea]
1
_ k max 0 < o= N
Rl < ZET L1 (8 + 1)+ Ka)e™ + 2140 3ellea| + e
1431
DmazSZin S k2ﬂ1max01 |: < S kS,uQmazUQ
6 (B 1) + Ky )e™ + 25y, | 4+ 2E2mer
—|—( 20, e+ 20, K S1in((0e + 1) + K7)€e’ + 2514, | + 2K2
4822'77, N S%in Oc S52in 4k3ﬂ2ma;vo-2
{(Szm (1—|— KZZ )56+73+82+K2)€ + 2S9in 1+Ki2 + KzKiQ

T 289\ = S2, 3 S2in N
[(Szm (§+ K2 >5e+ K2 +82+K2>6 + 259in | 1 + K2 Je |es]

k3 tomaz 02 489in \ = S%m p S2i <
+#Z; Soin 1+ KZ;' (5€—|— KZQ +82+K2 e —|—282m 1+ KZ;Z (5g|€4|

v < 1 ng H2maz 1 482in g S%in K. e 2 1 S2in
‘X4‘ ~ _'_KQKQ 2K2 S92in + e et K2 + So + Ko | €° + 2Soin + K2

4ﬂ2max52in 1 232in _ S%in 5 Soim B
T[(’?{(S%n <§+ K,L2 ) et KZQ + 5o+ Ko ) €% + 2594, | 1+ KZ2 5E|63|

Alors

IX1] + [Xa| + [X3] + [Xa] < 11(0)0e |en| + 12(0)0e ea] + 13(0e) ¢ €3] + 14(d2)de |ea]

01 + 1:| |:Sh'n<<(§g + ].) + f{1>65g + 281ini|) (5€

N 1 Dmaazslin 6& + Himazx 2]{31191 + kQKl
a 2 191 Kl 191K1

S HimazO1 ]{71191 + kQKl ' _ 5 | ~
( 2K1 [ 791K1 |:81m((55 + ].) + K1>€ -+ 2312ni| 55

Homazx
2K,

+ |:Slin((5€ + 1) + Kl)egg + 281mj| +

AN Dmax N §- k max
i ( E) _ S2 o 201 01
2291 2191K1

1L (ko + S P Ao ) 5 S g ) g2y, (14 S
— S2in € S e’ S2in 9
K, 302 Ki2 2 KE Kiz 2 2 2 Ki2
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4ﬂ2max 1 282in N S%m 8 S2in N
+ (k3o + S2in) [<S2m <§ + KiQ ) 0z + Ki2 + 59+ Ky ) €% + 259, | 1+ Ki2 0z

_ ks loman0 489in\ = = S5 5. S2in \ | =
l4(de) = % [(Smn (1 + [?2 ) O¢ + [?3’ + S2 +K2> €% + 2520 (1 + [2(2)] Oe
2 i i ;

)

Ainsi

Notons que la fonction [(J) est continue en & et [(0) = 0, alors pour tout
€ > 0 il existe 0: > 0 tel que [(5;) < €.
Il reste & montrer que (0, 0,0, 0) est uniformément asymptotiquement stable pour

le systéme linéaire

de
— = A(t)e
Pour cela réécrivons la partie linéaire du systéme (5.14) :
¢
é1 = (—ay —uj +uy)e; — uses
éy = (—as+us)e
4 (5.16)
é3 = (—ug+ug)e; +ures + (—az — us — uy + ug + uyg) €3 — Ugey
ey = (—ag—up +up2)es

\

Dans cette partie nous allons prendre la fonction de Lyapunov candidate suivante :
Vei, ez, e3,e4) = Val(er, e2)Va(es, eq)
ol &, B sont strictement positives. Avec
Va(er, ea) = ((@er + eg)* +€3)

et
Vi(es, eq) = ((Bes + e4)? + €2)
Donc
V — VdVE + VQVB

Nous avons :

@[—@((Il + up — Uz) + (—CLQ + U4)] —d2u3 — @(Ch —+ uy — UQ)
+2<—CL2 + U4)
. €1
Va = ( €1 €2 ) ( )
_9 _ _ €2
—a‘uz — ala; + uy — ug) —2aus
+2(—ag + uy)
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Prenons aay + 2a, = 0, ainsi V devient :

—6[2@1 — 20_62(1,61 - UQ) + 20_ZU4 —Q

Va:<€1 62)

—a?uz — aluy — ug) + 2uy

2

—26&U3

-~

Mg

My est définie négative car tr(Mz) < 0 et det(Mgz) > 0. En effet :

tr(My) = —a’a; — 28°(uy — ug) + 2a6(—us3 + uy)

det(My) = 263 uzay + 4aPus(up — up) — 4@%usuy — [—aus — a(uy — ug) + 2uy)?

En prenant a; suffisamment grand, nous avons ¢r(Mz) < 0 et det(Ms) > 0.

Donc

V& S )\max(Mo’)(e% + 6%) S C)\max<M&)VEy

car les normes dans R sont équivalentes, ot \,,q,(Ms) est la plus grande valeur

propre négative de M. Ce qui implique que V@(el, ey) est négative.

Faisons le méme raisonnement pour Vj :

23 [B(—ag — ug — u7 + ug + u1p)
+(—as + urr — u12)]

Vg = ( e3 €y >
B(—as — ug — ur + ug + up)

_BQU/Q + 2(—@4 + Uy — U12)

B(—ag — Ug — U7y -+ us —+ ulo)

—B%ug + 2(—ag + uyp — uo)

—26“9

+2B((—ug + ur)er + ures)(Bes + e4)

Prenons Bas + 2a4 = 0, ainsi Vg devient :

+(u11 — u12)]

VB:<63 e4>

B(—UG — Uy + us + ulo)

—B%ug + 2(u11 — ug2)

—62613 -+ 25) [B(—U(g — U7 +ug + Ulo) ﬁ(—u6 — U7 + Uug + ulo)

—B%ug + 2(uyy — uia)

—28“9

us — @(ul — UQ) + 2U4 <

)

-~

Mg

+2B((—ug + ur)er + ures)(Bes + e4)

M3 est définie négative car tr(Mpz) < 0 et det(Mz) > 0. En effet :

tT(MB) = —B2CL3 —+ 26 [5’(—u6 — Uy + ug — Ug + Ulo) + (UH — ulg)}
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det(MB) = 2B%ugas — 45%ug [B(_UG — ur + ug + uig) + (w11 — Ulz)]
—[—B(—Ub‘ — ur + ug + uyp) — Bug + 2(un — Ulz)]2

De méme, en prenant az suffisamment grand, nous avons tr(Mjz) < 0 et det(Mgz) >
0.

Nous avons

128((—ug + ur)er + uzez)(Bes + e4)| < 28 \/(—UG + uy)? 4 u2 \/e% +e3,/V;3

~~ -~
<ez <vVa

Donc
Vi < c3Amae(M3)V + 2Bean/Var [/ V3

Ot Amas(Mp) est la plus grande valeur propre négative de Mjz. Pour [ assez petit,
nous avons VB négative.
Donc (0,0,0,0) est un point d’équilibre localement uniformément asymptoti-

quement stable. m

5.4.6 Reésultats de simulations

Les simulations ont été réalisées en utilisant les valeurs des parameétres précé-
dents (voir table(5.1) et table(5.2))
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Concentration du Premier Substrat en 50 jours
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FIGURE 5.7 — Concentration du premier substrat s;
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ay = 30, ap = —225, az =5, et ag = —25
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Concentration du Second Substrat en 50 jours
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FIGURE 5.10 — Concentration de la seconde biomasse et son estimation pour
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Le Meéthane
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FIGURE 5.11 — Erreurs correspondantes aux deux biomasses
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FIGURE 5.12 — Le méthane
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Les figures (5.7) et (5.9) représentent les états mesurés s, et so respectivement.
Les figures (5.8) et (5.10) représentent les estimations des deux biomasses z; et
T respectivement. La figure (5.11) représente les erreurs d’estimations pour les
deux biomasses x; et x5 et la figure (5.12) représente la quantité du méthane

produite durant les 50 jours.

_ a
Nous avons pris dans nos simulations @ = 15, f = 10 a; = 30, a; = _Eal’

a3 = 5, et ay = —gag. Nous remarquons que notre observateur converge apres
t ~ 2 jours avec une erreur égale & 10~2 pour la premiére biomasse z; et pour la
seconde biomasse xs.

La quantité du méthane produite par le systéme est donnée par l'expression
suivante :

qm = k36,u2(52)$2

Le méthane peut étre estimé a partir des variables estimées xiet x5 qui confére a

notre observateur le statut d’un capteur numérique pour le méthane.

5.5 Discussion autour de la robustesse

Nous avons perturbé la premiére sortie s; par un bruit blanc additif ensuite,
nous avons observé le comportement du systéme (voir figures (5.13, 5.14)). Nous
remarquons une réponse satisfaisante de ’observateur, ce qui veut dire que notre
observateur est bien robuste face aux bruits de mesures. La méme perturbation

est faite pour s (voir figures (5.15, 5.16)).
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5.6 Etude comparative

Dans ce qui suit, nous allons faire une comparaison entre les différents com-
portements des observateurs précédement étudiés et quelques uns issus de la lit-

térature.

——Lavariablexl

== L'estimation de x1 pour I'observateur linéaire
L'estimation de x1 pour 1'observateur invariant
L'estimation de x1 pour I'observateur asymptotique

45—

Concentration de la premiere biomasse en 10 jours et ses estimations
w

Temps (Jours)

FIGURE 5.17 — Concentration de la premiére biomasse et ses estimation

25
) ——Lavarisblex2

== +L'estimation de la variable x2 pour 1'cbservateur linéaire
L'estiamtion de la variable x2 pour I'observateur invariant
L'estimation de la variable x2 pour I'observateur asymptotique

2E E o

Concentration de la seconde biomasse en 10 jours et ses estimations

Temps (Jours)

FIGURE 5.18 — Concentration de la seconde biomasse et ses estimation

A partir des figures (5.17) et (5.18), nous remarquons que les vitesses de
convergence des deux observateurs celui & dynamique d’erreur linéaire et inva-

riant sont équivalentes. Nous constatons aussi que ces deux observateurs donnent
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de meilleurs résultats par rapport a l'observateur asymptotique. Nous citons
quelques avantages et inconvénients : l'observateur linéaire est facile a écrire,

il a un caractére global de convergence et utilise une cinétique de croissance pu
g . . S1
quelconque. Par contre, il n’est valable que si la sortie est .
S2

Contrairement a 1’observateur invariant qui est valable quelque soit la sortie
pourvu qu’elle soit invariante, il est facile a écrire mais admet une convergence

locale.

5.7 Observateur invariant pour le modéle AM?2

avec la sortie ¢,

Réecrivons le systéme dynamique représentant le modele de la digestion anaé-

robie :
- S1T
Sl(t) = D(t)(SMn — Sl) - klﬂlmaxsl _1+_ }(1
. 81
t) = max —D(t
a1 (t) H1 s+ K, ()] =1
' S1a S
Sg(t) = D(t)(Szm - 82) + k:QMlmaxl—;( - k3p’2m‘“’ = 2(5 17)
S1+ 1 32+K2+<%> '
. 82
) (t) - H2maz o D(t) L2

2
st K+ ()

\

qui a pour sortie y = kgpu(sg, Ka)xs.

Un pré-observateur peut s’écrire comme suit :

A ~ S1T1
t = Dt mn T —k max ~ -
31( ) ( )(51 ] 51) 1M1 G K
2 S1 .
3 = max ~ | 1~ D t
T1(t) |:H1 51 K ()19&1AA B
X R S1T Sok
32(t) - D(t> (SQin - 32) + kQﬂlmawﬁ - k3ﬂ2maa: 222 P}
1 ket () ()
+as [m (ﬁ) I (iﬂ
xQ (L‘Q
. § A~
£i‘2(t) = Homax 2 5 — D(t) i’g + b{f’,‘g |:1Il (g) + In (g)]
59 + Ko + (;(—2> x2 T2
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Ces simulations montrent que notre observateur invariant donne de bon ré-
sultats de convergence méme avec la sortie gM, contrairement aux autres obser-

vateurs cités auparavant.
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Chapitre 6
Conclusion générale

Le principal objectif de ces travaux était de construire des pré-observateurs
invariants pour trois types de modéles de bioprocédés en estimant les variables
non mesurés de ces systémes a partir de l'unique variable mesurée qui est le
substrat et en dernier lieu la sortie méthane. Nous avons présenté de nouveaux
résultats de convergence et de robustesse d’observateurs construits a partir de la
propriété d’invariance.

La mise en évidence d’invariance sous ’action de transformations des variables
est une tache souvent délicate. C’est le choix adéquat des variables jouant le role
de controle qui nous a permis d’accomplir cette tache.

Les observateurs proposés ont d’une part une forme canonique, et d’autre part
possédent des vitesses de convergences réglables. Ceci est une amélioration par
rapport a ceux considérés pour les mémes systémes dans la littérature. De plus
le temps de convergence a été réduit.

Parmi les perspectives de ce travail, nous proposons de mettre en uvre des
observateurs invariants avec des sorties réellement mesurées dans les laboratoires.
Nous proposons aussi de trouver un groupe qui n’agit pas de maniére linéaire et
qui laisse ces systémes invariants. Finalement, nous espérons pouvoir utiliser dans

le futur ce genre d’observateurs dans des boucles de commande.
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Chapitre 7
Annexe A

Dans cet annexe, nous allons donner la maniére dont nous avons trouvé l'in-
variance de chaque systéme présenté dans ce travail. Nous allons présenter des

programmes qui ont été fait sous Maple.

7.1 Invariance du modéle du Chemostat

> a1 = Q; > (99 = f > agy = 0; > as, = 0;
> ayp = 0; > a3 1= 0; > a5 1= 0; > asy = 0;
> agy = 3 > agy = 0; > ayy = 0; > a3 ;= 0;
> ayz = 0; > ags = 0; > ayg = 0; > agy = 0;
> a4 = 0; > as = 0; > ay3 = 0; > 55 = Q

> aq5 = 0; > agy = 0; > ayy = o —

> a9 1= 0; > asg = Q; > ays5 = 0;

Tout d’abord nous avons défini les équations du systéme et appliqué la mé-
thode cité dans le chapitre 3 pour l'invariance. Le but est de mettre les deux
équations F; et Fy en fonction d’une seule variable, le premier “collect”, ensuite
I'égaliser a zéro. Ceci nous permettra d’identifier quelques parameétres a;;, ces
derniers nous les injectons dans les collects suivants jusqu’a obtention de tous
les paramétres donnés ci-dessus. Le méme principe est appliqué dans tout les
systémes étudiés dans cette thése.

> stilde = a115 + a19T + a13Sip + apak + a15K;
> xtilde = a91S + A9 + A23Sin + Aogk + as5K;
> siptilde = as3s;, + asqk + ass K
> ktilde = a3, + aquk + a5 K;
> Ktilde := as38;, + asqk + as5K;
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> fi

>fo= <5+K

> g1

> g2

> E)
> Fy

= D(sin —

:(91—
= (92 —

ms

dfr

> collect(Ey, D);

> collect(Ey, x);

> collect( Ey
> collect( By

Sm)

R);

> collect(Ey, K);

> collect

E27 d)u
> collect(Fy, );
);

> collect(FEs, k);

> collect(Fo

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

, Sin);

> collect(Es, K);

s) —

- D)

kmsx

S—i—K;

= stzlde%—f + atilde—— + smtzlde

7.2
Chemostat
> aq = Qg > a9 = 0
> ajg = 0; > a9 1= f3;
> aq3 = 0; > a9z = 0;
> a4 = 0; > agy = 0;
> aq5 = 0; > a9 1= 0;
> aqg = 0; > agg = 0;
> aqy = 0; > a9y = 0;
> aq8 := 0; > agg = 0;
> aqg := 0; > g9 1= 0;
>ap:=0; > ag:=0;
> aqp = 0; > a1y = 0;
> appg = 0; > agy2 = 0;

0
= stzldeﬁ— + xtilde 8f

9fs
Ox

(a11f1 + a12f2)) (s + K)?;
(ao1f1 + axnfo))(s + K)?;

> azy = 0;
> agg = 0;
> 433 =17,
> agy = 0;
> azs = 0;
> agg = 0;
> agy = 0;
> agg = 0;
> agg = 0;
> agyo = 0;
> azyp = 0;
> agyp = 0;
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dfi
intild
+ s e Ds,.

dfr ofr .
+ ktilde % + Kti lde@K’
df2 dfa

+ ktilde—— + Ktilde—=;

ok

> ayq = Q
> ays = 0;
> ay6 = 0;
> ay7 = 0;
> ayg = 0;
> ay9 = 0;
> a1 = 0;
> ag11 = 0;
> ag12 = 0;
> agy = 0;
> ass = — f;
> asg = 0;

0K

Invariance du modéle de compétition dans le



> aglo - = 0;
> agy = 0;

> agi2 = 0;

I
L

> Qg -

I
L

> ars -

2

> Qg 1=

> Q=

8

o o

> arg :

> Qg 1=

I

> Q1o = 0;
=0
=0

> ar

> are -

I

> stilde

> xitilde

> xotilde

> s;ptilde

> kqtilde

> kotilde

> Kltzlde

> thzlde

> ozntilde

> (19

> Qg1

> Q9o

> agy = 0; > agy = 0; > ajon0 = ;0 > G4 =
> ags = 0; > agg 1= 0; > ajo11 = 0; > Qo5 =
> agg := 0; > agy = —f3; > ayor2 := 0; > Q126 =
> agy = 0; > agrg = 0; > aqa = 0; > Q97 =
> agg 1= Q; > agr1 = 0; > ays = 0; > Qq9g =
> agg = 0; > ag19 1= 0; > ay16 := 0; > Q199 =
> agyo = 0; > a4 := 0; > ayy = 0; > 41210 ¢
>ag11 :=0; > a5 :=0; > ayg = 0; > apon =
>agi2 :=0; > aje :=0; > ang = 0; > 1212 °
> agy = 0; > ajo7 = 0; > ajpp = 0;

> ags = 0; > aqog = 0; > a1111 = —5;

> agg = 0; > ayg9 = 0; > appi2 = 0;

= 118 + 1271 + a13T2 + A14Sin + a15k1 + a6k + a7 K
‘a3 Ky + ajgant + ajipnz + ar110o1 + a1i120i9;

= 218 + A22T1 + A23T2 + U4Sin + Aosk1 + ageky + a7 K
+agg Ky + aggriy + a10012 + 11001 + A2120022;

= a318 + a32T1 + a33T2 + A34Sin + azsky + azeky + azr Ky
+asg Ko + azgani + azipaz + aziiaeor + asipaig;

= A44Sin + a5k + aseko + agr Ky + ag Ko + aggny + agion
+a4110021 + Aq120009;

1= U548in + 55k + aseko + as7 K1 + asg Ko + asoany + asioon
+as11021 + as120002;

i= e4Sin + agsk1 + aecko + as7 K1 + ass Ko + aggrn + agiotiz
+ag110021 + Ag120022;

= 74Sin + azsky + areko + arr K1 + arg Ko + argyy + arioaua
+ar11021 + Ar12Q0002;

1= ag4Sin + agsky + ageko + agr Ky + agg Ko + aggary + agioiz
+ag110021 + ag12io9;

= Q94Sin + g5k + ageka + agr K1 + agg Ko + aggri + agioaiz
+ag11021 + Ag12Q02;

= 1048in + @105k1 + @106k + a107 K1 + ar0s Ko + aigoon:
+a1010012 + @1011021 + A10120022;

= A1148in + a115k1 + aneks + a7 Ky + ang K + angons
+a1110012 + A11110021 + A11120092;

= 1248in + 125K1 + a126ko + a127 K + a108 Ko + ajagon

+a1210012 + Q1211021 + G12120022;
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> fi = D(sin —s) —

mqs
> =
f2 s+ K4
moS
> =
fs s+ Ky
0fi

kymqszy

komosxs

s+ K,

s+ Ky’

—anry — ez — Dy ) xy;

— Q1T — QpaTy — Doy | T9;

df1 ofi

> gl = stilde—=—— + x1ti lde— + xotilde=——

0s

ofr 0
+k2tzlde% + Kiti lde— + KQtzldea— + aqtilde 5 h

0K 11
o Oh of: .
+aptilde + apotilde
S ) = ofs afy
> g2 = stzldea—i + :L'ltzlde f2 + xoti ldeaf + Smtzldeaf + kiti lde—
S’LTL
0fs B 0f 0f
+k:2tzlde— + Kitilde—— + thzlde— + oqqtilde=—— + Oélgt’leG
8/{52 0Kb 8K2 8 (0551
+aptilde f2 + agotilde f2 :
a@agl 8 P
> g3 = stzlde—f + :vltlldei + {Egt ldeﬁ + siptilde—— E + kiti lde—
a(?s afl 8 Smaf k’l a
+k2tlld€— + Kitilde—— 3 + thzlde— + aqqtilde=—— + aotilde
8]{}82 6[% 8K2 80./11
+agtilde I + apatilde IE ;
8(1/21 8()-/22

} 8

+ Siptilde

dfi
Osin

+ kitilde=—

>E = (g1 —annfi — arafo — a3 f3)(s + K1)?(s + K2)%;
> Ey = (g2 — ag1fi — asafo — assf3)(s + K1)*(s + Ks);
> FEs = (g5 — as1f1 — asafo —azsf3)(s + K2)*(s + Ky);

> [1 := simplify(E1);

> collect(I1, D);
> collect(l1, x1);
> collect(l1, x3);
> collect(l1, i );
> collect(I1, ky);
> collect(I1, ky);
> collect(11, K1);
> collect (11, Ks);
> collect(l1, a1 );

(

(

(

)
> collect(l1, aqa);
> collect(l1, agy);

)

> collect(l1, ags);

> [2 := simplify (E2);

> collect(12, D);
> collect(12, x1);
> collect(12, xs);
> collect(12, i );
> collect(12, ky);
> collect(12, ks);
> collect(12, K);
> collect(12, Ks);
> collect(12, a1 );

(

(

(

)
> collect(12, an3);
> collect(12, aay);

)

> collect(12, ags);

99

> [3 := simplify (E3);
> collect(13, D);
> collect(13, x1);
> collect(13, x3);
> collect(13, sin);
> collect(13, ky);
> collect(13, ks);
> collect(13, K;);
> collect(13, Ks);
> collect(13, an1);
(
(
(

)
> collect(13, aq2);
> collect(13, aaq);

)

> collect(13, ags);

+ amtzldeaa !




7.3

> ap = Qp
> a9 1= 0;
> a3 = 0;
> aqy = 0;
> a5 = 0;
> a6 = 0;
> ayy = 0;
> aq8 = 0;
> ap9 1= 0;
> aqqg = 0;
> aqq; = 0;
> aype = 0;
> agr = 0;
> agg 1= 0;
> agg = 0;
> agyo = 0;
> agry = 0;
> agro = 0;
> g = U,
> ags = 0;
> arg = 0;
> arr = o —
> arg = 0;
> arg = U;

Invariance du modéle AM2

> ag = 0; > agy = 0; > ayy = 0; > asy = 0;

> agy = 3 > ag = 0; > ago =0 > ags i=

> agz := 0; > agz = ; > ay3 := 0; > asg = 0;

> agy = 0; > agq = 0; > (g4 = 0; > ag7 = 0;

> a5 = 0; > ags = 0; ;> ays = 0; > asg := 0;

> age = 0; > azg = 0; > Qg 1= 0; > asg = 0;

> ag7 1= 0; > agy = 0; > ay7 = 0; > a1 := 0

> agg = 0; > ags = 0; > aygg :=0; > asp1 = 0;

> agg = 0; > agg = 0; > ag9 = 0; > asig = 0;

> ag = 0; > azio = 0; > ayy0 = 0; > agy = 0;

> a1y = 0; > agy = 0; > aq11 = 0; > ags = 0;

> agie = 0; > agyp = 0; > a1 = 0; > g 1= 7,
> aryo = 0; > agy = 0; > ajo7 = 0; > ajip = 0;
> ar = 0; > ags = 0; > ayo8 = 0; > an =]
> arp = 0; > agg 1= 0; > aq99 = 0; > aj119 = 0;
> agy = 0; > agy = 0; > a0 = ;> agy = 0;
> ags := 0; > agg := 0; > a1 = 0; > ay95 := 0;
> ags = 0; >agy =7 —0;  >aie:=0; > apg:=0;
> agy = 0; > agyg = 0; > ajpg = 0; > aj97 = 0;
>agg =7 —f; > ag = 0; > a5 = 0; > a8 = 0;
> agy = 0; > agr2 = U; > a6 = 0; > 199 1= 0;
> agyo = 0; > a4 = 0; > ayr = 0; > Q1910 1= 0;
> agyy = 0; > a5 = U; > ayg = 0; > aj911 =0
> agiz = 0; > ayoe = 0; > appg = 0; > Q1912 = 1;
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> sytilde

> xytilde

> sqtilde

> xotilde

> syptilde

> Sthilde

> kytilde

> kotilde

> kstilde

> Kitilde

> thzlde

> Ktilde

> fi = D(s1in — 51)

> fy = <—

= a1181 + 1271 + a1352 + A14T2 + Q1551 + A1652in + A17k1
+aigky + agks + a110K1 + a111 Ko + a112K5;

= 2181 + G22T1 + 382 + A4To + A2551in + A2652in + A27ky
+aggks + azgks + a0 K1 + a1 Ko + az12K5;

= a3151 + 3271 + a3352 + A34T2 + A3551in + A36S2in + 37k
+asgky + azgks + az10K1 + a3 Ko + azi2KG;

= a4181 + Q42T1 + Q4382 + AQ4aTo + Ay551in + Qa6S2in + Aarky
+aygks + asgks + as0 K1 + as11 Ko + ag12K5;

1= U5551in T A5652in + As7ky + asgky + asoks + as10K1 + as11K
+as12K;

1= 6551in T A6652in + Ge7k1 + asska + aoks + a0y + agi1 K
+agi2K;

I= 7551in + Q7652 + Arrky + argky + argks + a710 K + a711 Ko
‘a2 K;

1= ag5S1in T Ag6S2in T+ g7k + aggka + aggks + agiofy + agi1 K
+agio K;

1= Q9551in T Ag6S2in + Agrky + aggky + agoks + agio K1 + agi1 Ko
+agr2 K;

= @10551in + A10652in + A107k1 + G108k2 + ai09ks + a10105
+ai011 K2 + a012K5;

= 11551 + A11652in + a1117k1 + 118k + a119ks + ai110K;
+a Ko + a2 KG;

= A12551in + A12652in + A1217k1 + A128ko + a129k3 + a1210K,

+a1211 Ko + a1212K;;

klmlslxl k2m28$2

51+K1 S—l—KQ,

mis;
— D) xq;
S1 + Kl )k ! k:
> f3 — D(s2m —32) 4 2115171 o 3M2S52T2 -
s1+ K YK S9
8 [E—
2 2 Ky

> fy =
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0
>gl = slmdei + xltilde% + SQtilde% + Igtilde% + syntilde %

a51 axl 0s ox 831in
—i—szintz’lde% + kltilde% + kyfz‘ldeé + kgtildeé
gﬁmn gfl %k akiﬂ
Koti UL Kot U pegitde 0L
+ 1tzlde—%Kl + gtzldea—aK2 + thlc;eaKi, , ,
> g2 = sltudeﬁ + xltﬂdeﬁ + sﬁz’ldeﬁ + :cgtﬂdeﬁ + symtilde f2
(95? (9:1781 (953 31‘5 O051in
+82mtild€g(f971 + kltlldeg?j + lefZld@@lj + kgtlldea—kz
. 2 . 2 . 2.
—i—Kltzlde? + thzlal%a—K2 + Kitzl(;ea—Ki, , ,
> g3 = slmdeﬁ + xlmzczeﬁ + sgtudeﬁ + :@tz‘zczeﬁ + Suntilde fs
mtilde—"> + kytilde==> + kotilde—— lde—2
+S9intt eaa]%m + kqte eg]]fl + ko zldeaak + kgtzldeakg
K . 3 . 3 Y _3
+ 1tzlde—%K1 + Kztzldz—aK2 + KztzlgeaKi, , ,
> g3 = sltildeﬁ + a:ltilalei + syfildeﬁ + a:ﬂilalei + suntilde J1
65‘? a%lf a%f 6%2]“ 051in
+52mm‘zczeg]§—; + klmdeg—]]; + kgtilde@: + kgtildea—ki
K tild 4 g 4 » 4
+ Kyt 6_3K1 + gt@lde—aKQ + KztildeaKi,

> FEy = (g1 — a1 fr — arafo — arsfs — arafa) (51 + K1) (52 K7 + Ko K7 + 53);
> Ey = (g2 — an fi — asafo — assfs — asafa)(s1 + K1)*(s2 K7 + Ko K7 + s3);
> B3 = (g3 — as1fi — asafo — assfz — asafa)(s1+ K1)* (52 K7 + Ko K7 + 53)%;
> By = (ga—anfi — aanfo — assfs — asafa)(s1 + K1) (52 K7 + Ko KP4 53)%;

> [1 :=simplify (F1); > 12 :=simplify(E£2); > (3 :=simplify(E3); > l4 := simplify(E£4);

> collect(I1, D); > collect(12, D); > collect(13, D); > collect(l4, D);
> collect(l1, xy); > collect(12, x1); > collect(13, x1); > collect(l4, x1);
> collect(l1, xs); > collect(12, x3); > collect(13, x2); > collect(l4, x3);
> collect(l1, $1in); > collect(12, $1in); > collect(13, s1in); > collect(l4, $1in);
> collect(l1, s9in); > collect(12, $9in); > collect(13, s2in); > collect(l4, $2in);
> collect(l1, ky); > collect(12, ky); > collect(13, k1); > collect(l4, ky);
> collect(l1, ks); > collect(12, ks); > collect(13, ks); > collect(l4, ks);
> collect(l1, ks3); > collect(12, k3); > collect(13, k3); > collect(l4, k3);
> collect(11, K, ); > collect(12, K, ); > collect(13, K1); > collect(14, K, );
> collect(l1, Ks); > collect(12, Ks); > collect(13, Ks); > collect(l4, Ks);
> collect(l1, K;); > collect(12, K;); > collect(13, K;); > collect(l4, K3);
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Chapitre 8

Annexe B

8.1 Stabilité des systémes non linéaires

Théoréme 8.1.1 [29/ Soit (I) C;—f = A(t)x un systéme linéaire sur R"™, unifor-
mément asymptotiquement stable pour to > T.
Soit

Y:RxRI—= R (tx) — x(t, )

une fonction continue et x(t,0) = 0 telle que :

Ve > 0,30, > 0 ||of| < 6 = |x(t,2)|| < ellz||,VE>T (8.1)

d
Soit (1 & Aw x+ x(t,x). Alors la solution x = 0 de (II) est uniformément
dt

asymptotiquement stable pour ty > T.
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Résumé

Cette these est dédiée a 1’application sur la théorie des invariants, appliquée aux
modeles des bioprocédeés issue de la dépollution.
En considérant certaines constantes des systemes étudiés comme contrdle virtuel, ceci
afin de mettre en évidence le groupe linéaire pour que ces systemes soient invariants.
Les observateurs construits dans ce travail, congus pratiquement de toutes les propriétés
du systéeme de départ, présentent une trés bonne vitesse de convergence. Enfin, les
simulations montrent une robustesse vis-a-vis des bruits de mesure.

Abstract

This thesis is dedicated to the application of invariant theory applied to the
bioprocesses models.
Considering some constants of the systems studied as a virtual control to highlight the
linear group for that these systems are invariants.
Observers built in this work, designed practically all the properties of the original
system, show very good convergence rate. Finally, the simulations show a robustness to
measurement noise.
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