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Examinateur K. Busawon Professeur à Northumbria University.
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cen sous la direction conjointe du Professeur Brahim Cherki de l’université de Tlemcen et
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3.4.1 Observateur d’ordre réduit pour les RdPPO . . . . . . . . . . . . . . 73
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1.3 Le séquencement des saisons modélisé par un RdP. . . . . . . . . . . . . . . 20

1.4 Un RdP généralisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.5 Un exemple d’un RdP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.6 Système hybride : interaction du continu et du discret . . . . . . . . . . . . . 25
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de k. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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3.8 Interaction entre la partie discrète et la partie continue . . . . . . . . . . . . 84
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4.14 Le mode réel q et le mode estimé q̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113



Introduction Générale

Contexte et motivations

Dans de nombreux domaines d’application de l’Automatique (la pneumatique, la mécanique,
l’électricité, la chimie,. . . ), le système est souvent représenté par un modèle continu ou par
un modèle à évènements discrets selon les variables utilisées pour décrire l’état du système
et la variable caractérisant le temps.

Pour décrire les systèmes continus par des modèles continus, différents selon la finalité
(statique ou dynamique continu pour l’optimisation, dynamique échantillonné pour la com-
mande autour d’un point de fonctionnement), on utilise des outils mathématiques tels que les
équations différentielles, équations aux différences, les fonctions de transferts, ou encore les
équations d’états. Tandis que, les systèmes à évènements discrets (SED) représentent la classe
de systèmes dynamiques dont les états et les transitions sont modélisés de manière discrète
où le comportement est vu comme l’ensemble des transitions possibles entre différents états.
Ces transitions ne sont plus fonction du temps mais dépendent de l’occurrence asynchrone
d’évènements. Les SED sont classiquement représentés par l’Algèbre de Boole combinée à des
formalismes états–transitions ayant une représentation graphique [33, 108, 113] (les réseaux
de Petri, les automates à états finis, Grafcet,...).

En raison d’une modernisation incessante des outils de production, la majorité des systèmes
deviennent de plus en plus complexes et sophistiqués. Ces systèmes combinent généralement
des processus continus dans lesquels l’état évolue d’une façon continue par rapport au temps
avec des processus à événements discrets où l’évolution de l’état est ordonné suivant une
séquence d’événements. L’interaction entre les deux systèmes a conduit à l’émergence d’une
nouvelle classe qui ne peut être classée ni dans la catégorie des systèmes continus ni dans
la catégorie des systèmes à évènements discrets. Cette classe est dite hybride. Le terme
”hybride” est utilisé lorsqu’un système ou un phénomène est composé de plusieurs compo-
santes de nature différente. Un système dynamique hybride (SDH) permet de représenter
globalement l’interdépendance d’éléments dynamiques continus-discrets au sens classique
d’équations différentielles ou d’équations aux différences, soumis à des éléments décisionnels
discrets ou à événements discrets qu’ils soient de types déterministes et/ou stochastiques.
Ainsi, les systèmes hybrides permettent de représenter une large classe de systèmes réels
dans de nombreux domaines applicatifs tels que les systèmes mécatroniques, les systèmes
embarqués, les convertisseurs de puissance, les procédés chimiques, ...

En effet, durant ces dernières décennies, des efforts particuliers de recherche se sont portés
sur la modélisation des SDH afin d’obtenir des modèles hybrides mieux adaptés permettant
la prise en compte à la fois des dynamiques continues et des dynamiques discrètes ainsi que
l’interaction entre eux. Ces recherches s’articulent principalement sur deux formalismes per-
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10 Introduction Générale

mettant la modélisation de l’aspect hybride : les automates hybrides [80] ou bien les réseaux
de Petri hybrides [96, 54]. Un automate hybride se présente, fondamentalement, comme un
automate à état fini avec des équations différentielles associées à ses états discrets. Malgré
le fait que l’automate hybride représente un puissant formalisme de modélisation des SDH,
leurs avantages sont néanmoins atténués par leur grande sensibilité au problème de l’ex-
plosion combinatoire du nombre d’états (même dans le cas de systèmes simples). D’où le
besoin de disposer de mécanismes de structurations plus puissants comme les réseaux de
Petri (RdP). Le choix de RdP pour décrire l’aspect discret du SDH offre la possibilité de
dépasser cet inconvénient, en fournissant des structures de modélisation beaucoup plus riches
et un net gain d’échelle. Les RdP sont un outil bien adapté pour modéliser les SED, et pour
les études de sûreté de fonctionnement des systèmes dynamiques car ils possèdent deux ca-
ractéristiques importantes [108, 7]. D’abord, de nature graphique, il permet de modéliser et
d’analyser les primitives de comportement telles que la synchronisation, le parallélisme, le
partage de ressources etc. Puis, les résultats théoriques qui les concernent sont abondants et
les propriétés de ces réseaux ont été et sont encore largement étudiées.

L’évolution temporelle des systèmes hybrides est donc caractérisée par l’évolution de
ses variables d’état continues et discrètes qui dépendent des signaux d’excitation appliqués
et des conditions initiales. La connaissance de ces états nécessite la disponibilité de cap-
teurs physiques, provenant de l’instrumentation. Ces capteurs peuvent être soumis parfois
à des contraintes d’ordre technique, technologique ou économique (instrumentation difficile
du système, capteur indisponible ou très onéreux,...). Par contre, le besoin d’information
sur l’état hybride est motivé par le fait qu’elle est une étape importante voire indispensable
pour la synthèse de lois de commande, pour la modélisation (identification), la détection et
le diagnostic de défauts ou la supervision des systèmes industriels.

Objectifs de la thèse

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’analyse d’observabilité et la recherche de
méthodes de synthèse d’observateurs pour quelques classes de systèmes décrits par les RdP.
Nos travaux portent particulièrement sur les SED modélisés par les RdP et les SDH dont
la partie discrète est régie par un RdP. L’estimation d’état pour les SED et les SDH a déjà
attiré beaucoup l’attention des chercheurs et a été étudiée avec un intérêt particulier. Tou-
tefois, ce problème est un problème non encore complètement résolu.

Le problème de l’estimation d’état pour les SED n’est pas limité à l’estimation d’état,
mais aussi au problème de la reconstitution de la séquence de franchissement de transi-
tions qui conduisent à un état donné. En effet, plusieurs travaux ont été présentés dans le
cadre d’estimation d’état notamment dans le cas où seules des informations partielles sur les
évènements sont disponibles. Dans ce cas l’estimation de l’état généralement n’est pas unique,
car les informations peuvent être très limitées et donc l’estimation de l’état est représentée
par un ensemble des états qui sont cohérents avec les séquences d’observations du système
[76, 77, 56, 120, 4]. Dans le cas où des informations partielles des états et des évènements
sont disponibles, l’estimation de l’état doit être unique et exacte [93, 121].

Plusieurs travaux ont été présentés dans la cadre de l’estimation d’état pour les SDH. Ces
travaux peuvent être classés en trois types d’approches, la principale différence entre ces ap-
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proches est liée à la connaissance de l’état discret ou continu. Dans le premier type où l’état
discret est supposé connu, un observateur de type Luenberger commuté est largement utilisé
pour les hybrides à commutations [5, 26, 39, 79]. Dans le deuxième type, l’état continu est
supposé connu et le problème d’estimation revient à identifier le mode actif et les instants de
commutations [42, 24, 67, 110]. Un cas plus difficile est présenté dans le troisième type, par-
ticulièrement, lorsque le mode discret doit être identifié et une estimation de vecteur d’état
continu devrait également être donnée au même temps. Dans ce dernier type, la majorité des
approches existant dans la littérature sont basées sur la combinaison de deux observateurs :
un observateur continu et un observateur discret ainsi que l’interaction entre eux. On peut
citer les observateurs à mode glissant d’ordre supérieur [133, 63], le différentiateur robuste
[123, 28], l’observateur algébrique [141], et l’observateur à mémoire fini [95].

Contributions de la thèse

Nous abordons dans cette thèse les points suivants :

– La présentation d’une nouvelle caractérisation algébrique d’observabilité et la synthèse
d’un observateur à entrée inconnue pour une classe de SED modélisée par un RdP.
L’idée principale est basée sur l’utilisation des techniques d’observation des systèmes
descripteurs. L’utilisation de la théorie des systèmes descripteur est motivée par la
capacité de formuler l’évolution du marquage d’un RdP sous forme d’un système des-
cripteur. Le traitement que nous allons présenter est purement algébrique et donc facile
à comprendre. Parallèlement à l’élaboration de résultats théoriques, une attention est
également accordée à la facilité des résultats pour le calcul numérique.

– L’exploitation des résultats d’observation des RdP, pour l’estimation de l’état discret
pour une large classe de systèmes hybrides où l’état continu, peut être complètement
ou partiellement mesuré. Cette classe peut avoir plusieurs sous-systèmes évoluant si-
multanément avec des dimensions différentes.

– La synthèse d’un observateur hybride pour une classe de systèmes hybrides linéaires à
commutations. Cette classe est caractérisée par des sous-systèmes qui ne vérifient pas
les conditions classiques d’observabilité.

– La synthèse d’un observateur hybride capable de fournir une estimation simultanée de
l’état continu et de l’état discret à chaque instant pour une classe de systèmes hybrides
non linéaires à commutations.

Organisation des chapitres

Cette thèse est organisée en quatre chapitres, comme suit :

Dans le premier chapitre, nous introduirons les notions fondamentales relatives aux SED
et SDH dans lesquels nous souhaitons orienter nos travaux. D’abord, nous présenterons
quelques outils habituellement utilisées pour la modélisation des SED telle que les auto-
mates à états finis et les RdP. Ensuite, nous donnerons une définition générale permettant
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de représenter une large classe de SDH ainsi que leurs classifications. Nous présenterons
également les différentes approches offertes pour la modélisation des SDH, en signalant que
notre attention s’est particulièrement portée sur les modèles dont la partie évènementielle
s’appuie sur les réseaux de Petri.

Le deuxième chapitre sera consacré à un état de l’art sur l’observabilité et la synthèse
d’observateurs pour les SED et SDH. Après un rappel sur le principe d’estimation d’état
des systèmes continus linéaires et non linéaires, nous décrirons quelques approches bien
connues dans la littérature pour les SED, notamment pour les systèmes décrits par les RdP.
Ces approches sont souvent basées sur l’observation des évènements ou bien sur des hy-
pothèses inespérées des propriétés des RdP. Ainsi, nous présenterons dans la deuxième partie
quelques travaux concernant l’observabilité de quelques classes des SDH en temps continu
et en temps discret. Finalement, un bref aperçu du problème de la synthèse d’observateur
pour les systèmes hybrides est abordé dans un cadre général.

Dans le troisième chapitre, nous allons nous intéresser dans la première partie à l’étude
d’observabilité et la synthèse d’un observateur pour les SED modélisés par des réseaux de
Petri partiellement observables. Une nouvelle caractérisation algébrique de l’observabilité
basée sur l’utilisation des techniques d’observation des systèmes descripteurs sera présentée.
Nous proposerons par la suite un observateur à entrée inconnue afin d’estimer à la fois le
vecteur des marquages des places et le vecteur des transitions. Nous allons montrer dans la
deuxième partie de ce chapitre comment exploiter ces résultats pour la détection du mode
actif pour une classe de systèmes hybrides qui peut avoir plusieurs sous-systèmes évoluant
simultanément avec des dimensions différentes.

Dans le quatrième chapitre, nous allons aborder le problème de l’estimation conjointe
de l’état continu et de l’état discret à chaque instant pour quelques classes de systèmes
hybrides où l’évolution de l’état discret est régie par un RdP. Nous présenterons dans un
premier temps, un observateur hybride pour une classe de systèmes hybrides linéaires à
commutations. Cette classe est caractérisée par des sous-systèmes qui ne vérifient pas les
conditions classiques d’observabilité. Nous proposerons par la suite un autre observateur
hybride pour une classe de systèmes non linéaires à commutations. Les deux observateurs
que nous proposons sont composés d’un observateur continu et d’un observateur discret en
interaction.
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Chapitre 1

Généralités sur les SED et les SDH
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1.2 Systèmes à évènements discrets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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1.3.3 Classification des phénomènes hybrides . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.3.4 Exécution des SDH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.3.5 Les classes des SDH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous introduirons une présentation générale sur les systèmes
vers lesquels nous souhaitons orienter nos travaux. Il s’agit des SED et des SDH. Nous
présenterons dans la première partie du chapitre, une définition générale permettant d’intro-
duire une large classe de SED ainsi que les deux classes de modèles habituellement utilisées
pour représenter les SED : les automates à états finis et les RdP. Nous commençons dans
la deuxième partie par une définition et une classification des systèmes hybrides. Nous y
abordons également la notion d’exécution d’un système hybride et nous exposons quelques
classes des SDH auxquelles on s’intéresse dans ce mémoire. La dernière partie du chapitre sera
consacrée aux différentes approches offertes pour la modélisation des SDH. Signalons enfin
que notre attention s’est particulièrement portée sur les modèles dont la partie événementielle
s’appuie sur les RdP, formalisme sur lequel est basé le modèle développé dans nos travaux.

1.2 Systèmes à évènements discrets

Le terme ”système à événements discrets” a été introduit au début des années 1980 pour
identifier une classe de plus en plus importante des systèmes dynamiques en fonction de leur
caractéristique la plus critique : le fait que leur comportement est régi par des événements
discrets qui se produisent de manière asynchrone dans le temps et uniquement responsable
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de la génération des transitions d’état. Le domaine de SED est actuellement très actif. Il
fait l’objet de nombreuses manifestations scientifiques, et a déjà son propre journal spécialisé
(Discrete Event Dynamic Systems journal).
Les SED sont des systèmes dynamiques dont l’état évolue avec l’occurrence d’événements
[51]. Ainsi, tant qu’il n’y a pas d’occurrence d’un événement, l’état du système reste in-
changé. Un événement représente indifféremment une action (une personne appuyant sur un
bouton d’urgence), un début ou une fin de tâche (fin de cycle de nettoyage d’une machine à
laver) ou l’arrivée d’un problème inopiné (impossibilité de sortir le train d’atterrissage). Un
événement peut être provoqué par un être humain, par une machine, par la nature ou par
toute combinaison possible d’actions. Quel qu’il soit, un événement est asynchrone, il n’est
pas synchronisé à une horloge, et instantané. En effet, au lieu de s’intéresser au déroulement
continu des phénomènes, on ne prend en considération que leurs débuts et leurs fins ainsi
que leur enchâınement dynamique. Le temps dans les SED n’est codé que par la suite des
événements, il est donc discrétisé [33].
De nombreuses applications industrielles (systèmes de production, les chaines logistiques, les

Figure 1.1 – Changement d’état par occurrence des événements dans un SED

systèmes de transport, les réseaux de communication, l’informatique,. . . ) sont caractérisées
par une forte complexité et flexibilité ; selon un certain point de vue, elles peuvent être
spécifiées par des modèles à événements discrets. Ce type de systèmes peut être modélisé
sur la base d’événements. Il s’agit de systèmes dont le comportement est vu comme des
transitions possibles entre différents états suite à l’occurrence d’événements.

Un SED est un système dynamique défini par un ensemble d’états discrets et des évolutions,
nommées trajectoires, basées sur une succession des états et des transitions. Les transitions
sont étiquetées par des symboles, appelés événements, définis avec les éléments d’un alpha-
bet. Une approche courante pour l’étude de ces systèmes consiste à ignorer la valeur explicite
du temps et à ne s’intéresser uniquement qu’à l’ordre d’occurrence des événements.

A titre d’exemple, considérons l’exemple du stockage de produits finis au sein d’un
système de production [100]. Quand un nouveau produit est fini, il arrive à la section de
stockage. L’arrivée d’un camion entraine le chargement d’un produit dans le camion pour sa
distribution. Ces deux actions qui respectivement incrémentent et décrémentent le nombre
de produits stockés sont considérées comme des évènements et sont étiquetées par :
e1 : arrivée au stockage d’un produit terminé.
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e2 : départ d’un produit terminé de la section de stockage.

La trajectoire de la Fig (1.1) représente l’évolution du nombre de produits stockés par
rapport à l’occurrence d’événements (e1, e2). L’état du système représente la quantité de
produits dans le stock, il est incrémenté de 1 à chaque évènement e1 et il est décrémenté de
1 à l’occurrence de l’évènement e2. La quantité initiale est supposée être nulle.

Une telle simplification est justifiée lorsque le modèle est utilisé pour l’étude des propriétés
dynamiques indépendantes du temps. Par contre, dans certaines applications, les informa-
tions temporelles sont cruciales et doivent être intégrées au modèle de manière à spécifier
les trajectoires d’événements et leur temps. La théorie des SED peut être divisée en deux
grandes approches [50] :

– L’approche qualitative (logique) : qui ne s’intéresse qu’à l’occurrence des évènements
ou l’impossibilité de cette occurrence (blocage), et à la succession de ces évènements
[118, 138].

– L’approche quantitative : qui s’intéresse à l’aspect évaluation des performances (nombres
d’évènements survenant dans un intervalle de temps donné), et à l’optimisation de ces
performances [82].

L’étude des SED peut être menée avec différents outils tels que : les langages de programma-
tion parallèle/temps réel, les modèles dynamiques algébriques, comme l’algèbre Max Plus,
les automates à états finis et les RdP. Ces deux derniers seront présentés en détail dans la
suite de ce chapitre.

1.2.1 Automate à états finis

La technique la plus ancienne et la plus classique pour représenter les comportements
dynamiques d’un SED est d’utiliser un automate à états finis. Un automate est une machine
à états constituée des états et des transitions associées aux événements. Son comportement
dépend du mot fourni en entrée : l’automate passe d’un état à l’autre, suivant les transi-
tions, à la lecture de chaque symbole de l’entrée. L’automate est dit ”fini” car il possède
un nombre fini d’états distincts [33]. Avant de présenter les automates à états finis, nous
rappelons quelques notions de base de la théorie des langages.

Un alphabet, souvent désigné par Σ, est un ensemble fini de symboles. C’est à partir de
cet ensemble, et des symboles qui le constituent, qu’il est possible de construire des mots.
Un mot (chaine), noté s, sur l’alphabet Σ, est une suite finie, fabriquée par concaténation,
s1, s2, . . . , sn de symboles inclus dans Σ. Pour la simplification, l’écriture s1s2 : est considéré
comme équivalente à s1.s2. Le mot vide est un mot particulier et est communément noté ε.
L’ensemble de tous les mots qu’il est possible de créer avec les symboles de l’alphabet Σ est
appelé Σ∗ (ε est inclus dans Σ∗ ).

La concaténation de deux mots u et v tels que u1, u2, . . . , un et v1, v2, . . . , vn est le mot noté
u.v, ou uv égal à u1, u2, . . . , unv1, v2, . . . , vn obtenu par simple juxtaposition. Cette opération
est associative et non commutative. Lorsqu’un mot s constitué par concaténation de trois
autres mots t, u, v tel que s = tuv, la terminologie est la suivante : t est appelé le préfixe de
s, u est appelé le sous mot de s, et v est appelé le suffixe de s.

Un langage, noté L, est un ensemble de mots constitués avec les symboles de l’alphabet
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Σ. Par conséquent, un langage L est inclus ou égal à l’ensemble Σ∗ constitué par tous les
mots réalisables sur l’alphabet Σ.

De façon générale, un automate est une machine qui a des entrées et des sorties discrètes
et qui réagit à une modification de ses entrées en changeant ses sorties. Formellement un
automate fini A peut être défini de la façon suivante :

Définition 1. Un automate fini A est un quintuplet A = (Q,Σ, δ, q0, Qm) où :
Q est l’ensemble fini des états.
Σ est un ensemble fini de symboles d’entrée (ensemble des événements), appelé alphabet
d’entrée.
δ est la fonction de transition d’états de Q × Σ → Q qui associe un état d’arrivée qk,à un
état de départ qi et à un symbole d’entrée σj : δ(qi, σj) = qk.
q0 ∈ Q est l’état initial.
Qm ⊆ Q est l’ensemble des états marqués (états finaux).

Un automate à états finis peut être décrit par son graphe de transition d’états. Dans
ce graphe, les états sont symbolisés par des cercles et la fonction de transition d’états est
représentée par des arcs orientés associés aux événements de Σ. L’état initial est figuré par
un cercle avec une flèche entrante et les états finaux sont indiqués par des doubles cercles.
La figure (1.2) présente le graphe de transition d’états d’un automate fini déterministe A.

Nous pouvons identifier Q = {q0, q1, q2, q3},Σ = {a, b, c} et Qm = {q3}. La transition
d’état δ(q0, a) = q1 est figurée par un arc orienté de q0 à q1 et étiqueté par le symbole a.

Plusieurs chemins sont possibles pour arriver de l’état initial q0 à l’état final q3, comme
par exemple : (q0, aa) ou (q0, abb) ou bien (q0, cb). On remarque aussi que dans le cas de ce
modèle, la fonction de transition d’état est partielle, dès lors qu’elle n’est pas définie pour
tout élément de produit cartésien Q× Σ . Par exemple δ(q0, b) = ∅ .
Un état q ∈ Q est dit accessible s’il existe une châıne s ∈ Σ∗ telle que q = δ(q0, s), c’est-

Figure 1.2 – Graphe de transition d’états d’un automate fini

à-dire que l’automate peut y accéder depuis l’état initial. Par extension, l’automate A est
accessible si tout état q ∈ Q est accessible.
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Un état q ∈ Q est dit co-accessible s’il existe une châıne s ∈ Σ∗ telle que δ(q, s) ∈ Qm,
c’est-à-dire qu’à partir de cet état l’automate peut atteindre un état marqué. Par extension,
l’automate A est co-accessible si tout état q ∈ Q est co-accessible.

Définition 2. Un automate est dit déterministe, si l’état initial est unique, et si la relation
de transition, appliquée à un couple (qi, σ), définit toujours un état unique δ : Q×Σ→ Q.On
remarque que, l’automate de la figure (1.2) satisfait cette condition donc, il est déterministe.
Au contraire, un automate non déterministe est défini de la même façon qu’un automate
déterministe, excepté qu’il peut avoir plusieurs états initiaux, et sa relation de transition est
définie par δ : Q × Σ → 2Q.Ce qui veut dire qu’à état donné, un même symbole permet
d’atteindre deux états différents, au moins.

1.2.2 Les réseaux de Petri

Les réseaux de Petri ont été créés en 1962 par le mathématicien Carl Adam Petri.
Au début, cet outil permettait de décrire des relations existant entre des conditions et
des évènements. Par la suite, les RdP ont fait l’objet d’enrichissements portant sur tous
les aspects liés à la modélisation des comportements parallèles et distribués [113, 114].
Les RdP sont des outils graphiques et mathématiques permettant de modéliser le com-
portement dynamique des SED. Leur représentations graphique permet de visualiser d’une
manière naturelle la synchronisation, le parallélisme, le partage de ressources [7, 108]. Leur
représentations mathématique permet d’établir les équations d’états, à partir desquelles il
est possible d’apprécier les propriétés du modèle et de le comparer avec le comportement du
système modélisé [92, 108].
De plus, l’un des avantages des réseaux de Petri, par rapport aux autres formalismes du même
type, est qu’ils reposent sur des fondements théoriques permettant de vérifier les propriétés
générales d’un modèle (vérifier que le modèle est vivant, sans blocage, borné, etc.) ainsi que
l’accessibilité de certains marquages [108]. En outre, les RdP ont, par rapport aux automates,
l’avantage d’être un modèle beaucoup plus général, bénéficiant de structures beaucoup plus
riches, s’adaptant parfaitement à la description de certains types de SED.

Concevoir un système (ensemble de procédures, processus ou éléments physiques consti-
tuant une installation industrielle) ou étudier un système existant (en vue de l’améliorer, le
dépanner, etc.) sont les deux situations les plus rencontrées par l’automaticien. Dans le pre-
mier cas, les RdP facilitent la conception de l’architecture du système, en fournissant un outil
de représentation graphique. Ils permettent de poser les problèmes susceptibles d’intervenir
(blocages, incohérences des données, contraintes de temps, conflits d’accès aux ressources,
etc.) et de leur apporter des solutions optimales.
Dans le deuxième cas, ils permettent de réaliser un modèle qui servira à l’analyse du système,
la recherche de ses propriétés et l’évaluation de ses performances. Les RdP peuvent aussi
générer des modèles de référence pour le diagnostic [45].

Parmi les diverses extensions des réseaux de Petri développées pour prendre en compte
de la contrainte du temps pour l’étude des processus, on trouve deux catégories d’approches :
les réseaux de Petri temporisés [104] et les réseaux de Petri temporels [104]. De même, la
notion du marquage réel est introduite à travers les RdP continus.
La prise en compte de l’aspect hybride apparait dans les réseaux de Petri hybrides [6] et
les réseaux de Petri associés à des équations différentielles ou/et algébriques [54]. Dans la
première approche, les variables continues sont représentées par le marquage des places conti-
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nues. Dans la deuxième approche, un système d’équations différentielles et/ou algébriques
est associé à chaque place du RdP pour décrire les variables continues.

Dans cette section nous présenterons d’abord les notions de base de RdP dont nous avons
besoin dans notre travail.

Notations et définitions de base

Un RdP est un graphe orienté comprenant deux types de sommets : les places et les
transitions (figure (1.3)). Une place est représentée par un cercle et une transition par un
trait ou par un rectangle. Les places et les transitions sont reliées entre elles par des arcs.
Le nombre de places est fini et non nul et le nombre de transitions est également fini et
non nul. Un arc relie soit une transition à une place soit une place à une transition. Les

Figure 1.3 – Le séquencement des saisons modélisé par un RdP.

places représentent des conditions spécifiques pour chaque état du système. Elles peuvent
correspondre, soit à l’état booléen d’un dispositif (par exemple, une ressource est disponible
ou pas), soit à un nombre entier (par exemple le nombre de pièces dans un stock). Les
transitions (symbolisées par des traits) représentent les actions qui peuvent provoquer le
changement d’état du système. De manière plus formelle un RdP est défini comme :

Définition 3. Un RdP ordinaire non marqué est défini par un quadruplet R = {P, T, Pré, Post}
tel que :

– P = {p1, p2, . . . , pn} un ensemble fini non vide de places où |P | est le nombre fini de
places du réseau.

– T = {t1, t2, .....tm} un ensemble fini non vide de transitions où |T | est le nombre fini de
transitions du réseau. P ∩ T = ∅ c’est-à-dire que les ensembles P et T sont disjoints
(avec P ∪ T 6= ∅).

– Pré : P × T −→ {0, 1} est l’application places précédentes qui définit les arcs allant
des places vers les transitions.

– Post : P × T −→ {0, 1} est l’application places suivantes qui définit les arcs des
transitions vers les places.

Pré(p, t) : est le poids de l’arc (orienté) reliant la place p à la transition t, Post(p, t) : est
le poids de l’arc reliant la transition t à la place p.
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Exemple 1. Le RdP de la figure (1.3) décrit le séquencement des saisons. L’ensemble des
places est P = {p1, p2, p3, p4} et l’ensemble des transitions est T = {t1, t2, t3, t4}. La présence
d’une marque dans une place indique la saison actuelle. Nous pouvons remarquer que ce
réseau ne peut contenir qu’un jeton et un seul puisqu’une seule saison à la fois a lieu. Le
franchissement (ou tir) d’une transition, indique le passage d’une saison à l’autre. Le tir de
t1 indique la fin du printemps et le début de l’été.

Définition 4. Un RdP généralisé R est défini comme un RdP ordinaire non marqué R, sauf
que : Pré : P × T −→ N et Post : P × T −→ N (N est l’ensemble des entiers naturels).

Les applications Pré (respectivement Post), font correspondre à tout couple (pi, tj)
∈ P × T (respectivement (tj, pi) ∈ P × T ) un entier qui est le poids de l’arc. Lors de la
représentation graphique, en règle générale, si un arc n’a pas de poids associé (appelé aussi
valuation), c’est que ce poids vaut 1, sinon l’arc est biffé et une valuation lui est attribuée.

Par exemple, dans la figure (1.4), on a Pré(p1, t1) = 1, P ré(p2, t1) = 2 et Post(t1, p3) = 1.
La dynamique d’un RdP est liée à son marquage. Le marquage d’un RdP est une application

Figure 1.4 – Un RdP généralisé

de l’ensemble des places P vers N. Chaque place pourra contenir à un instant donné une,
plusieurs ou pas de marques (jetons). La distribution des jetons dans les places détermine
le marquage du réseau. Ce marquage M associe un nombre entier M(pi) (positif ou nul) à
chaque place pi du réseau. On dira qu’un marquage M est binaire si toutes les places du
réseau contiennent au plus un jeton.

Définition 5. Un RdP marqué est défini par 〈R,M〉 avec R un RdP généralisé, M une ap-
plication de P dans N où pour toute place pi ∈ P,M(pi) est le nombre de marques contenues
par la place pi. Le marquage initial est noté M0.

Les notations suivantes sont adoptées :
∗tj : l’ensemble des places en amont de la transition tj (appelées aussi places en entrée de
tj).
t∗j : l’ensemble des places en aval de la transition tj (appelées aussi places en sortie de tj).
∗pj : l’ensemble des transitions en amont de la place pi(appelées aussi transitions en entrée
de pi).
p∗j : l’ensemble des transitions en aval de la place pi (appelées aussi transitions en sortie de pi).
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L’évolution du marquage simule la dynamique du système. Ce changement d’état se
fait par franchissement de transitions. Le franchissement d’une transition peut s’effectuer
seulement si les places en amont de cette transition contiennent au moins un nombre de
jeton égal au poids de l’arc reliant la place à la transition. Le franchissement de la transition
consiste à retirer des places amont, une quantité de jetons égale au poids de l’arc entrant
dans la transition, et à ajouter un nombre égal au poids de l’arc sortant de la transition dans
les places en aval de la transition.

Définition 6. Une transition est validée si et seulement si la pré-condition suivante est
satisfaite :

∀pi ∈ ∗tj M(pi) ≥ Pré(pi, tj)

Une séquence de franchissement S est représentée par une suite de transitions validées
et franchies séquentiellement à partir d’un marquage donnée. Si nous considérons le RdP de
la figure (1.3) et son marquage initial M0 = [ 1 0 0 0 ]T , nous dirons que nous sommes
passés de M0 à M3 = [ 0 0 0 1 ]T en effectuant le tirage de la séquence S = 〈t1t2t3〉et

nous écrivons M0
S−→M3.

Le nouveau marquage M ′ obtenu par le franchissement de la transition tj est donné :

M ′(pi) = M(pi)− Pré(pi, tj) + Post(tj, pi) (1.1)

Avec l’application d’incidence avant Pré peut être représentée par une matrice n×m (n = |P |
et m = |T |) notée W− ∈ Nn×m) comme suit :

W−(pi, tj) =

p1
...
pn

t1 · · · tm Pré(p1, t1) · · · Pré(p1, tm)
... · · · ...

Pré(pn, t1) · · · Pré(pn, tm)


L’application d’incidence arrière peut être représentée par une matrice notée W+ ∈ Nn×m

comme suit :

W+(pi, tj) =

p1
...
pn

t1 · · · tm Post(p1, t1) · · · Post(p1, tm)
... · · · ...

Post(pn, t1) · · · Post(pn, tm)


On peut alors introduire la matrice d’incidence W ∈ Nn×m telle que :

W (pi, tj) = Post(tj, pi)− Pré(pi, tj) ∀pi ∈ P et ∀tj ∈ T

W = W+ −W−

On en déduit alors que l’équation fondamentale qui permet de représenter l’évolution du
marquage d’un RdP M s’écrit comme suit [8] :

Mk = Mi +Wσ (1.2)

Avec σ est un vecteur caractéristique associé à la séquence de franchissement S. C’est un
vecteur de dimension m (le nombre de transitions) où, la composante numéro j correspond
au nombre de franchissements de la transition tj dans la séquence S.



Chapitre 1 : Généralités sur les SED et les SDH 23

Figure 1.5 – Un exemple d’un RdP

Exemple 2. Soit le RdP de la figure (1.5). Le vecteur du marquage initial est donné par M0 =
0
1
1
0

. A partir du marquage initial de ce RdP, on peut avoir les séquences de transitions

suivantes : S1 = 〈t2t3〉 ou S2 = 〈t2t3t1〉. On associe un vecteur caractéristique (le vecteur
de franchissement ) à chacune de ces séquences. Le vecteur caractéristique de S1 est σ1 = 0

1
1

, et celui de S2 est σ2 =

 1
1
1

. La matrice d’incidence avant de ce RdP est : W− =
1 0 0
0 0 1
0 1 0
0 0 1

, celle d’incidence arrière est : W+ =


0 0 1
1 0 0
1 0 0
0 1 0

 et la matrice d’incidence est :

W =


−1 0 1
1 0 −1
1 −1 0
0 1 −1

 . Le franchissement de la transitions t2 depuis le marquage initial

permet d’atteindre le marquage M1 =


0
1
1
0

+


−1 0 1
1 0 −1
1 −1 0
0 1 −1


 0

1
0

 =


0
1
0
1

.

Propriétés des réseaux de Petri

Dans cette section, Nous présentons quelques propriétés des RdP [33, 61, 116] :

Accessibilité Un marquage Mk est accessible à partir du marquage initial M0 s’il existe
une séquence de franchissement S à partir de M0 et on note : M0[S〉Mk. Cette propriété
permet de savoir si un état non désiré risque de se produire.

Bornitude Une place pi est dite bornée pour un marquage initial M0 s’il existe un entier
naturel k, tel que pour tout marquage accessible à partir de M0, le nombre de marques dans
pi est inférieur ou égal à k (on dit que pi est k − borneé ).
Un RdP est borné pour un marquage initial M0 si toutes les places sont bornées pour M0
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(le réseau est k − borné si toutes les places sont k − borneés).
Un RdP est dit sauf (ou binaire) pour un marquage initial M0 si pour tout marquage M
accessible, chaque place contient au plus une marque.

Vivacité Une transition tj est vivante pour un marquage initial M0 si pour tout marquage
M accessible à partir de M0, il existe une séquence de franchissement S qui inclut la transition
tj.
Un RdP est vivant pour un marquage initial M0 si toutes ses transitions sont vivantes pour
M0.

Persistance Un RdP est appelé persistent si, pour n’importe quelle paire de transitions
validées, le franchissement de l’une ne rend pas l’autre infranchissable.

Blocage Un blocage est un marquage tel qu’aucune transition ne peut être validée.

Conflit structurel Un conflit structurel correspond à un ensemble d’au moins 2 transitions
t1 et t2 qui ont une place pi d’entrée en commun.

Conflit effectif Un conflit effectif est l’existence d’un conflit structurel et d’un marquage
M , tel que le nombre de marque dans pi est inférieur au nombre de transitions de sortie de
pi qui sont validées par M .

Réversibilité Un RdP est dit réversible si, à partir de n’importe quel marquage accessible
M , il existe une séquence de transitions franchissables S qui permet de revenir au marquage
initial M0.

Réinitialisabilité et état d’accueil Un RdP a un état d’accueil Ma pour un marquage
initial M0 si pour tout marquage M accessible à partir de M0, il existe une séquence de
franchissement S tel que Ma est accessible depuis M en franchissant S. Le RdP est dit
réinitialisable pour un marquage initial M0 si M0 est un état d’accueil.

Les réseaux de Petri temporisés et temporels et stochastiques

Les SED en général et les RdP en particulier ne prennent pas en compte la notion de temps
car ces systèmes sont décrits avec leur dynamique et l’enchainement des états accessibles.
Cependant, il est difficile de concevoir un outil de production indépendant des contraintes
de temps. La prise en compte des aspects quantitatifs du temps dans les réseaux de Petri a
donné naissance aux RdP temporisés, aux RdP temporels et aux RdP stochastiques.

Dans les RdP temporisés, les temporisations ont d’abord été associées aux transitions
[119] (on dira qu’on a un RdP T-temporisés), puis aux places [126] (on dira qu’on a un RdP
P-temporisés) et le jeton est indisponible pendant toute la duré e de la temporisation ; il est
réservé. La temporisation représente alors la durée minimale de tir ou le temps de séjour
minimum d’un jeton dans une place [52].

Les RdP temporisés ne permettent que de spécifier une durée minimale de traitement
[36, 115]. Différents types de réseaux temporels ont été introduits. Ils diffèrent par l’élément
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auquel est associée une contrainte temporelle de type intervalle (et non plus ponctuel comme
dans le modèle d’un RdP temporisé) : il peut tout aussi bien s’agir des arcs (RdP A-temporels
[1]), des places (RdP P-temporels [92]) ou des transitions (RdP T-temporels [104]). Contrai-
rement aux RdP temporisés, les jetons marquant les places d’entrée de la transition sont ici
disponibles et peuvent éventuellement être engagés dans une autre transition en conflit avec
la transition t.

Les réseaux de Petri stochastiques ont été introduits dans [73, 74, 103] afin de modéliser
efficacement les phénomènes aléatoires. Ainsi, dans un RdP stochastique, les durées de sen-
sibilisation associées aux transitions résultent d’un tirage aléatoire. L’hypothèse la plus cou-
ramment employée est que cette durée est distribuée selon des lois exponentielles.

1.3 Les systèmes dynamiques hybrides

Ces dernières années, le thème des SDH a connu un essor considérable, en effet, les com-
munautés scientifiques des informaticiens et des automaticiens se sont rejoints pour créer
une nouvelle branche. Ceci est très important du fait de l’enjeu économique présenté par les
technologies de l’information et de la communication.

En général, le terme ”hybride” est utilisé lorsqu’un système ou un phénomène est com-
posé de plusieurs composantes de nature différentes. Formellement, un SDH est considéré
dans le domaine de l’automatique, comme un système dynamique dans lequel interagissent
à la fois des phénomènes ou des modèles de type dynamique continu et évènementiel (Figure
(1.6)).

Figure 1.6 – Système hybride : interaction du continu et du discret

Un SDH permet de représenter globalement l’interdépendance d’éléments dynamiques
continus-discrets au sens classique d’équations différentielles ou d’équations aux différences,
soumis à des éléments décisionnels discrets ou à événements discrets qu’ils soient de types
déterministes et/ou stochastiques [10, 11]. De telles représentations sont caractéristiques de
diverses situations :

– Couplage entre un niveau décisionnel discret et des dynamiques continues ; c’est le cas
de la commande hiérarchisée de systèmes de transport par exemple [75].

– Couplage intervenant lors d’une synthèse par bouclage avec multi-régulateurs où le
choix du régulateur dépend du comportement lié au point de fonctionnement du système ;
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c’est le cas par exemple de la commande multi-objectifs [2].
– Couplage entre différents modes de système incluant des commutations entre ces différents

modes ; c’est le cas d’un système faisant intervenir des commutateurs (ou une diode)
par exemple [142].

– Système continu commandé en mode de fonctionnement sain ou dégradé, ici la variable
discrète est stochastique et représente la défaillance [83].

L’aspect hybride est pris en compte dans l’interface entre les deux modèles. La figure
(1.6) illustre une approche d’un SDH où la partie continue est décrite par des équations
différentielles ou aux différences et la partie discrète est régie par un automate à états finis
ou un réseau de petri. Chaque modèle reçoit des entrées (discrète σ, continue u) et fournit
des sorties (discrète ψ, continue y). L’interface (D/C-C/D) permet l’interaction des variables
discrètes et des variables continues.

1.3.1 Modélisation des SDH

Avec la naissance des SDH, plusieurs travaux ont été consacrés à la modélisation de ces
systèmes afin d’obtenir des modèles hybrides mieux adaptés permettant la prise en compte
à la fois des dynamiques continues et des dynamiques discrètes ainsi que l’interaction entre
eux. Ils peuvent être classés en trois groupes principaux. Le premier groupe contient toutes
les approches basées sur une extension de techniques de modélisation de systèmes continus
[106, 107], en introduisant des variables discrètes par l’ajout de variables booléennes afin
de recouvrir toutes les configurations, par exemple le formalisme de bond-graph mixte. Le
deuxième groupe comprend des approches basées sur l’extension de modèles de systèmes à
événements discrets où de nouveaux éléments sont introduits pour représenter la dynamique
continue, tel les réseaux de Petri hybrides [8]. Le dernier groupe contient des approches mixtes
[54, 136, 137] qui combinent un formalisme continu, décrit par des systèmes d’équations, avec
un formalisme discret tel que les réseaux de Petri ou les automates. Nous pouvons citer les
automates hybrides [80] et les réseaux de Petri Prédicats Transitions Différentiels (RdPPTD)
[105, 55].
Dans ce contexte, la partie suivante est consacrée aux différentes approches offertes pour la
modélisation des SDH. Signalons enfin que notre attention s’est particulièrement portée sur
les modèles dont la partie événementielle s’appuie sur les réseaux de Petri, formalisme sur
lequel est basé le modèle développé dans nos travaux.

Extension des modèles continus

Dans le cadre de l’extension des modèles continus vers les systèmes dynamiques hybrides,
une première approche proposée repose sur l’utilisation de variables mixtes. L’extension des
modèles continus est basée sur l’intégration de l’aspect discret au sein de la représentation
continue. Cette intégration consiste à introduire des variables booléennes ou entières au sein
du modèle continu. Par exemple, l’état ”ouvert” ou ”fermé” d’une vanne tout ou rien peut
être représenté par une variable booléenne égale respectivement à un ou à zéro. L’inconvénient
de cette approche est que le système peut rapidement devenir complexe lorsque le nombre
de variables booléennes augmente [143].
Une autre extension consiste à introduire des éléments de commutation dans le modèle
continu. Cela donne naissance à des graphes d’états représentant les modes de fonctionnement
du système. Ils sont associés d’une part, à des systèmes d’équations différentielles modélisant
le comportement de la partie continue, et d’autre part, à des fonctions de saut traduisant les
discontinuités lors des changements de modes.
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Extension des modèles à événements discrets

Les modèles à événements discrets sont basés sur des états discrets et un temps discret
explicité sous la forme d’une suite d’événements qui sont les changements d’états (fonction
”état suivant” d’un automate fini ou franchissement de transition dans un RdP). Un tel
modèle est particulièrement bien adapté pour décrire la succession des configurations d’un
système hybride nécessaire à la fabrication d’un produit. Les SED ont été étendus de diverses
façons pour expliciter le temps de manière quantitative comme les RdP temporisés, temporels
et stochastiques (présentés dans les sections précédentes). Le modèle hybride est alors formé
d’un modèle discret (RdP) qui est complété d’une seule variable continue : le temps. La
condition pour que cette approche soit possible est que toutes les variables d’état continues
soient des fonctions linéaires du temps, calculables à tout instant à partir de l’état discret.
Le champ d’application des RdP a été étendu aux systèmes continus par l’introduction de
nouvelles classes de RdP au sein desquelles la notion de marquage dans l’espace des réels est
apparue. La possibilité d’une évolution continue du marquage en fonction du temps qui en
résulte permet la modélisation de phénomènes continus (franchissement d’une transition par
quantités infinitésimales). Les modèles mixtes dérivés des RdP continus et RdP ordinaires
que sont les RdP hybrides, permettent alors de représenter explicitement l’interaction entre
la partie continue et la partie discrète par l’intermédiaire d’arcs.

Réseaux de Petri continus Les RdP continus ont été introduits par David et Alla [59] à
partir des RdP discrets. Un RdP continu est un modèle dans lequel les nombres de marques
dans les places sont des nombre réels positifs. Le franchissement s’effectue comme un flot
continu en introduisant la notion de vitesse traduite par le nombre de marques franchies
pendant une unité de temps. Une transition continue avec une place continue d’entrée et
une place continue de sortie est l’image exacte d’un sablier, où le jeton s’écoule continument
de la place d’entrée vers la place de sortie. Le modèle de RdP continu peut modéliser soit
un système continu, soit constituer une approximation d’un modèle discret, plus au moins
finement selon la classe utilisée. Dans ce dernier cas, il permet de réduire les durées de
simulations qui deviennent importantes lorsqu’un modèle RdP discret contient un grand
nombre de marques. Ainsi l’évolution du marquage discret décrit par l’équation (1.2) devient :

dM

dt
= Wv(t)

où v(t) représente le vecteur des vitesses de franchissement des transitions en cours de fran-
chissement à l’instant t.
Selon la nature de ces vitesses de franchissement, plusieurs modèles dérivent des RdP conti-
nus. On peut citer les RdP continus à vitesses constantes [60], les RdP continus à vitesses
variables [60], les RdP continus asymptotiques [97].

Réseaux de Petri hybrides Un RdP hybride [96] est une combinaison de la sémantique
d’un RdP continu et celle d’un RdP ordinaire (discret). Un RdP hybride [62] est constitué :

– des places et des transitions discrètes représentant la partie discrète du SDH.
– des places continues dont le marquage est un nombre positif ou nul et des transitions

continues qui correspondent à des écoulements continus. L’ensemble décrit la partie
continue.

Afin d’illustrer le modèle basé sur les RdP hybrides, considérons comme exemple le cas d’un
transfert de matière à travers une vanne, dont le flux continu est à débit constant en régime
permanent. Ce débit est traduit par une vitesse maximale de franchissement d’une transition.
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La figure (1.7) illustre l’interaction entre la partie discrète et la partie continue. Les places
et transitions discrètes, et les places et les transitions continues ont un graphisme différent ;
elles sont respectivement représentées en trait simple et en trait double.

Figure 1.7 – Principe d’un réseau de Petri hybride

Les places continues sont p1 et p3, les transitions continues sont t1 et t2, les places discrètes
p2 et p4, et les transitions discrètes t3 et t4. Les transitions t1 et t3 sont validées, donc fran-
chissables. Alors, si la transition continue t1 sera franchie avec une vitesse maximale, pour
une quantité de franchissement 0.1 on obtient le marquage(2.5, 1, 0.1, 0). On a retiré donc
une quantité de marquage 0.1 de p1 et p2 qui sont les places d’entrée, et l’on a ajouté la
même quantité à p3 et p2 qui sont les places de sortie. On voit que le marquage de la place
discrète p2 est encore un entier, puisque l’on a retiré et ajouté la même quantité. Si la tran-
sition discrète t3 est validée (qui correspond à la fermeture de la vanne), la vitesse maximale
correspondante devient alors nulle.
Plusieurs applications utilisant ce formalisme ont été réalisées. Citons par exemple la modélisation
d’un système de production de la société Motorola [6], la modélisation d’un réseau d’eau po-
table constitué de réservoirs interconnectés par des vannes deux états [7] ou la modélisation
d’un système de production d’énergie hydraulique [8].

Modèles mixtes

Il est bien évident que le formalisme mixte semble le plus précis dans l’interprétation du
comportement hybride. En effet, ce dernier combine les modèles discrets et continus dans une
même représentation. Chacune des deux parties (continue et discrète) est représentée de façon
rigoureuse et explicite et leur interaction est traitée au sein de l’interface qui les relie. Les
modèles mixtes combinent un formalisme continu, décrit par des systèmes d’équations, avec
un formalisme discret tel que les RdP ou les automates (par exemple, les automates hybrides
[9], les RdP prédicats-transitions différentiels [54]. La résolution du modèle continu déclenche
l’évolution des variables au cours du temps et valide certaines transitions. L’évolution du
modèle discret engendre alors la mise en place d’un nouvel état discret qui se traduit par
l’élaboration d’un nouveau système d’équations.

Réseaux de Petri mixtes Les RdP mixtes sont un type de RdP associés à des systèmes
d’équations différentielles et algébriques. Un RdP mixte est constitué d’une partie discrète,
une partie continue et d’une interface hybride qui assure la collaboration entre la dynamique
continue et la dynamique évènementielle. La partie discrète est représentée par l’ensemble
de RdP interprétés [61, 58] synchronisés par des événements internes et la partie continue
décrit par un ensemble des variables continues et des équations.
L’évolution des variables continues est directement, et globalement, définie par un ensemble
d’équations différentielles et algébriques. L’ensemble des équations est défini à partir du
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marquage du RdP et le franchissement des transitions dépend de l’apparition de seuils sur les
variables continues ou leurs dérivées. Dans cette représentation, la place peut être interprétée
soit comme une activité (un système algébro-différentiel lui est alors associé et le nombre
de jetons qu’elle peut accepter est limité à un afin de garantir la cohérence du modèle), soit
comme une condition logique, une ressource disponible ou l’état d’un stock (aucune équation
ne lui est attribuée et le nombre de jetons est illimité).
Cette approche a notamment été utilisée par [130] pour modéliser une unité de stockage de
gaz. Cependant, notons que l’inconvénient majeur des réseaux de Petri mixtes réside dans
l’utilisation de variables globales, ce qui ne contribue aucunement à la structuration des
modèles.

Réseaux de Petri prédicats-transitions différentiels Les Réseaux de Petri Prédicats-
Transitions Différentiels (RdP PTD) combinent un formalisme continu, décrit par des systèmes
d’équations, avec un formalisme discret régi par un RdP. Les systèmes d’équations dans les
RdP PTD sont associés uniquement aux places car les variables continues ne sont pas glo-
bales mais associées localement aux jetons. Le principe du couplage et de l’interaction entre
la partie discrète et la partie continue du SDH s’effectue de la façon suivante [54] : un je-
ton mis dans une place déclenche l’intégration des équations correspondantes. Parallèlement
à l’intégration, un certain nombre de seuils sont surveillés. Chaque seuil est associé à une
transition aval d’une place marquée. Quand le seuil est franchi, cela signifie que l’événement
correspondant est apparu, et la transition associée à ce seuil est franchie. Un nouveau mar-
quage est calculé et l’intégration du nouveau système démarre.
Les places de RdP PTD représentent les différentes configurations du système hybride. Pour
chaque configuration (état discret), est associé un ensemble d’équations. Le passage d’une
configuration à l’autre se fait par le franchissement de transitions. Deux fonctions sont as-
sociées à ces transitions :
- Une fonction de sensibilisation définit des seuils sur les variables continues mises en jeu dans
les équations associées aux places d’entrées. Lorsque la variable atteint le seuil défini pour la
fonction de sensibilisation, la transition sensibilisée à laquelle est associée cette fonction est
franchie.
- fonction de jonction, permet de calculer les valeurs initiales des variables en accord avec
l’état suivant.
Un RdP PTD est défini par le triplet < P, T,M > où P est l’ensemble des places, T l’en-
semble des transitions et M le marquage. Les places de ce modèle sont décrites par la paire
< P,F > où P correspond aux places du réseau (|P | = n, n étant le nombre de places), et
où F est l’ensemble des fonctions associées aux places. F est défini comme suit :

F =

 F1(Ẋ1, X1, t)
...

Fn(Ẋn, Xn, t)

 (1.3)

Xi étant l’ensemble des variables manipulées par les fonctions Fi associées à la place Pi. Nous
avons :

Fi(Ẋi, Xi, t) =

 fi1(Ẋi, Xi, t)
...

fil(Ẋi, Xi, t)

 (1.4)

qui sont des équations représentant l’évolution des variables continues. Ainsi, chaque place
du réseau (qui représente un état discret) peut décrire l’évolution de l’ensemble des variables
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continues Xi (grâce au système d’équations Fi).
Les transitions de ce réseau sont quant à elles décrites par le triplet < T,Ξ,J >, où T
représente l’ensemble des transitions du réseau (|T | = m,m étant le nombre de transitions),
Ξ est l’ensemble des fonctions de sensibilisation, et J est l’ensemble des fonctions de jonction
associées aux transitions. Nous avons alors Ξ qui est défini comme suit :

Ξ =

 E1
...
Em

 (1.5)

Le seuil Ej associé à la transition Tj est défini comme étant la première solution de :

Ej(Ẋj, Xj, t) = 0 (1.6)

Xj étant l’ensemble des variables continues utilisées par Ej. Cette fonction permet de détecter
les événements d’état (une variable atteint une valeur prédéterminée), aussi bien qu’un
événement de temps (t atteint une valeur pré-définie). Les fonctions de sensibilisation sont
activées lorsque leurs transitions correspondantes sont sensibilisées. Lors du franchissement
de transitions, les fonctions de jonction associées sont activées. Elles sont définies par :

J =

 J1
...
Jm

 (1.7)

La fonction Jj associée à la transition Tj lors du franchissement de Tj à la date t calcule les
valeurs des variables ainsi que de leurs dérivées.

Jj :

{
Ẋj(t

+) = JjẊ(Ẋj, Xj, t
−)

Xj(t
+) = JjX(Ẋj, Xj, t

−)
(1.8)

Ce qui signifie que les valeurs des variables et de leurs dérivées juste après t (à t+) sont
calculées à partir des valeurs des variables et de leurs dérivées juste avant t (à t−).
Le dernier élément de ce modèle est M , qui représente le marquage du réseau. Les variables
du système se trouvent réparties dans l’ensemble des jetons du réseau. Lorsqu’une place
comporte plusieurs jetons, chaque jeton instancie le système d’équations correspondant avec
l’ensemble des variables qu’il transporte. Prenons par exemple le cas d’une place Pi contenant
deux jetons a et b. Les équations suivantes seront actives, soit 2l équations :

fi1(Ẋia, Xia, t)
...

fil(Ẋia, Xia, t)

fi1(Ẋib, Xib, t)
...

fil(Ẋib, Xib, t)


(1.9)

1.3.2 Définition formelle

Les SDH constituent l’ensemble des systèmes où interagissent des composantes conti-
nues et des composantes discrètes. En effet, plusieurs définitions des SDH existent dans la
littérature. La définition suivante est motivée par [9, 48, 80, 125].
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Définition 7. Un système dynamique hybride est défini comme [9, 48, 80, 125] :

H = (Q, E , X, U, In, S,G,Re) (1.10)

ou :
– Q est un ensemble fini et non vide d’états discrets (modes discrets).
– E ⊆ Q×Q est un ensemble des arrêtes (transitions).
– X = {Xq, q ∈ Q} est la collection des domaines d’évolution des états continus, X ⊆ Rn.
∀q ∈ Q,Xq est un sous ensemble de X d’intérieur non vide qui représente le domaine
d’évolution de la variable d’état continue quand l’état discret du système est q (nommé
aussi par certains ”invariant”).

– U = {Uq, q ∈ Q} est la collection des domaines de contrôle continu.
– S est la collection des champs de vecteurs, à chaque état discret est associé un système

dynamique ẋ(t) = fq(x(t), u(t)), q ∈ Q.
– In ∈ X× Q l’état initial hybride qui indique le mode discret initial q0 et l’état continu

initial x0.
– G = {Ge, e ∈ E} est une collection de domaines de conditions de garde.
– Re = {Ree, e ∈ E} une collection de fonctions d’actualisation (ou d’initialisation) qui

permettent, lors du franchissement d’une transition discrète, d’actualiser la variable
d’état continu à x = Re(., x).

Un SDH est défini par un état hybride (x, q) où l’évolution de l’état continu est décrite
par un ensemble d’équations différentielles (ou aux différences) et l’évolution de l’état discret
est régie par un automate à état fini ou un RdP. A partir de cette définition, le système peut
être représenté par un graphe orienté où l’état discret est représenté par des sommets afin
de présenter les différents modes de configurations du SDH.
A chaque mode est associé une dynamique continue (un sous-système continu) et les arcs
modélisent les transitions permises entre les configurations. La figure (1.8) montre une
représentation graphique d’un SDH.

Figure 1.8 – Représentation graphique d’un SDH

Le système évolue suivant le champ de vecteur f(x, q, u) jusqu’à ce que la condition de
garde soit atteinte. A cet instant t, une transition change le système d’un mode à l’autre
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et la fonction reset Re met à jour l’état continu x(t−) à x(t+) avec t− et t+ représentant
respectivement les instants juste avant et après la commutation. Cette opération est répétée
pour chaque commutation.
Parfois, les équations différentielles ou aux différences associées à chaque état discret q sont
indépendantes de la commande continue u. On parle dans ce cas de système hybride auto-
nome.
Le passage d’un sous-système à l’autre se fait par le franchissement de transitions (ou com-
mutations). Ces commutations peuvent être autonomes ou déclenchées par des événements
externes. Le franchissement d’une commutation autonome est déclenché par des variables
continues atteignant un certain seuil. Lorsque le franchissement est forcé par un événement
provenant de l’extérieur on parlera d’une commutation contrôlable.
Dans le paragraphe suivant, une classification de ces phénomènes physiques sera donnée selon
le type de l’évènement.

1.3.3 Classification des phénomènes hybrides

De façon générale, un SDH est défini par la donnée d’un ensemble de modèles corres-
pondant aux modes du système et une loi de commutation permettant de passer d’un mode
de fonctionnement à un autre. La représentation mathématique d’un SDH contrôlé dans
l’espace d’état s’écrit sous la forme [34] :{

ẋ(t) = f(x(t), q(t), u(t))
q+(t) = g(x(t), q(t), ud(t))

(1.11)

Avec x ∈ Rn le vecteur d’état continu, u ∈ Rp la commande continue, q ∈ Q ⊂ N l’état
discret et ud ∈ Q ⊂ N la commande discrète. Les champs de vecteurs f sont des vecteurs
de fonctions continues. La fonction g permet de présenter le changement d’un mode q à un
mode successeur q+. Le passage d’un état discret à l’autre peut se faire par un changement
de la dynamique continue (ce qui est véritablement un phénomène de commutation), ou par
un changement de l’état à un instant donné (un phénomène de type saut). Chacun de ces
phénomènes peut se produire de façon autonome ou contrôlée.

Commutation autonome

Ces commutations résultent d’une évolution interne du système, cela veut dire que les
champs de vecteur décrivant le comportement des grandeurs continues changent brusquement
lorsque l’état atteint certaines valeurs. Ce type de commutations est trouvé souvent dans les
systèmes électriques, c’est le cas, par exemple de changement de la configuration du système
quand la tension aux bornes d’une diode change de signe.

Commutation Contrôlée

Dans ce cas, le changement est dû à une action extérieure. Le champ de vecteurs change
de façon instantanée suite à une commande afin d’obtenir un comportement désiré. A titre
d’exemple, considérons le modèle d’une transmission manuelle [143] :{

ẋ1 = x2

ẋ2 = [−a(x2/v) + u]/(1 + v)

Où x1 est la vitesse relative par rapport à un point fixe, x2 la vitesse de rotation de l’engin,
v la position du levier de vitesse v ∈ {1, 2, 3, 4}, u ∈ {0, 1} la position d’accélération et a un
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paramètre du système. Dans cet exemple, le champ de vecteur est commuté par la valeur de
v.

Saut autonome

Lorsque la variable d’état atteint une certaine région de l’espace d’état appelée surface de
commutation, au moment de la commutation, la variable d’état passe de façon discontinue
de sa valeur courante à une autre de façon que sa valeur soit réinitialisée à l’activation de
la deuxième configuration (mode) comme indiquée dans la figure (1.9). C’est le cas dans
l’exemple de la balle rebondissant dans lequel la vitesse change de signe au moment du choc.

Figure 1.9 – Saut autonome

Saut Contrôlé

Ce type de phénomène correspondant à un changement de l’état de façon discontinue
sous l’effet d’une commande. C’est le cas par exemple, pour le débit lors de l’ouverture et la
fermeture d’une vanne dans un procédé physico-chimique sous l’hypothèse que la fermeture
et l’ouverture des vannes sont des gestes instantanés.

1.3.4 Exécution des SDH

Pour la mise en œuvre de la notion d’exécution, on considère qu’un SDH est défini à
chaque instant par une évolution de l’état discret q(t) et une évolution de l’état continu x(t).
La variable discrète q(t) est constante par intervalles de temps Ii = [ti, ti+1], et est donc
entièrement donnée par les séquences des points de discontinuité {ti}, i = 0, . . . , N (N est le
nombre de commutations) et de ses valeurs successives qui traduisent l’état discret q(t). Pour
chaque intervalle [ti, ti+1] est associé un système dynamique continu décrivant la trajectoire
xi(t). Ainsi, pour bien décrire la séquence des instants de transition du système on définit
une trajectoire temporisée.

Définition 8. Une trajectoire temporisée τ d’un SDH est une séquence finie ou infinie
d’intervalles sur lesquels les variables du système hybride q(t) et x(t) évoluent continûment.

τ = (t0, t1, . . . , tN)

On peut la définir aussi comme une séquence non vide semi-ouverte.

τ = ([t0, t1), [t1, t2), . . .) = (τ0, τ1, . . .)
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Une trajectoire temporisée τ peut être séparée en quatre classes principales :

– Finie et limitée : le système hybride effectue un nombre fini de transitions en un temps
fini.

– Finie et illimitée : le système hybride effectue un nombre fini de transitions en un temps
infini.

– Infinie et illimitée : le système hybride effectue une infinité de transitions en un temps
infini.

– Infinie et limitée : le système hybride effectue une infinité de transitions en un temps
fini (exécution de Zenon).

Nous pouvons maintenant définir la notion d’exécution d’un SDH. Une trajectoire de l’état
hybride, nommée aussi exécution hybride, d’un SDH est le triplet (τ, q, x) formé par la
trajectoire temporisée hybride τ = ([t0, t1), [t1, t2), . . .), la séquence d’états discrets q et la
séquence x absolument continue et différentiable dans le temps de valeur dans Rn. Les bornes
des intervalles de la trajectoire temporisée τ représentent les instants auxquels les transitions
se produisent.

Exemple 3. Prenons comme exemple une balle de masse m soumise à l’action de la gravité
terrestre g située à une hauteur h0 avec une vitesse initiale nulle [85]. L’attitude de la balle
h(t) suit donc l’équation différentielle mḧ = −mg . Lors du contact avec le sol la balle perd
une fraction de son énergie, et sa vitesse change instantanément en ḣ(t+) = −cḣ(t−) avec
0 < c < 1, le coefficient de restitution d’énergie.

Figure 1.10 – Exemple de la balle bondissante

Posons : x1(t) = h(t) et x2(t) = ḣ(t) nous obtenons l’équation d’état :{
ẋ1 = x2

ẋ2 = −g
L’exemple de la balle rebondissante correspond à un système hybride avec un seul mode
(Q = q) et une seule transition (q, σ, q) (due la condition de G(q, q) = {x ∈ R2/x1 = 0} et
X(q) = {x ∈ R2/x1 ≥ 0}. Lors du franchissement de la transition, la variable continue x2

est actualisée par −cx2.

1.3.5 Les classes des SDH

Plusieurs efforts ont porté sur l’étude des classes des SDH. En effet, le formalisme des
SDH est très général et englobe de nombreuses classes de modèles telles que les systèmes à
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commutations [48, 44, 131], les systèmes affines par morceaux [35], les SDH stochastiques
[43], les SDH impulsifs [78]. . . Par conséquent, nous présentons dans ce travail celles qui sont
les plus courantes dans la littérature et dans la réalité. Il s’agit des systèmes à commutations
et des systèmes dynamiques affines par morceaux.

Systèmes dynamiques hybrides à commutations

Les systèmes à commutation (SAC) représentent une large classe de SDH. Cette classe
est définie en général par la donnée d’un ensemble de modèles continus correspondant aux
modes discrets du système et une loi de commutation permettant de passer d’un mode de
fonctionnement à un autre. Pour cette raison, on peut dire que ces systèmes sont des systèmes
hybrides où la variable discrète q(t) n’est pas vue comme une variable d’état discrète mais
comme une variable de contrôle de la dynamique continue.
Nous avons mentionné dans les paragraphes précédents que le passage d’un mode discret à
l’autre peut se faire par un changement de la dynamique continue (phénomène de commuta-
tion), ou par un changement de l’état à un instant donné (un phénomène de saut). Chacun de
ces phénomènes peut se produire de façon autonome ou contrôlée. Le franchissement d’une
commutation autonome est déclenché par des variables continues atteignant un certain seuil.
Lorsque le franchissement est forcé par un événement provenant de l’extérieur ou par un
événement temporel on parlera d’une commutation contrôlable.
Selon la classification de Branicky, les SAC peuvent être séparés en deux classes [48] :

– Systèmes hybrides autonomes à commutation avec ou sans saut [12, 64, 122].
– Systèmes hybrides contrôlés à commutation avec ou sans saut [25, 47, 139].
Dans cette classification, les termes ”autonome” et ”contrôlé” dépendent du système

(c.à.d. le système qui est autonome et non la commutation).

Systèmes hybrides autonomes à commutation avec ou sans saut Les systèmes
hybrides autonomes à commutation se décrivent par l’évolution de la variable continue x(t)
régie par une équation différentielle sans entrée (un système autonome) et par l’évolution
de l’état discret q(t) définie par une loi de commutation permettant le passage d’un mode
à l’autre. Ces commutations sont présentées par des contraintes temporelles, des variables
continues atteignant un certain seuil et/ou par des variables externes. Lorsque la variable
x(t) passe de façon discontinue de sa valeur courante à une autre, le système est dit avec
saut.
Les sauts des systèmes à commutations peuvent être dus à une variation physique d’énergie
dans le système d’origine comme dans le cas des systèmes impulsionnels [124] qui sont une
classe particulière de systèmes à commutations avec sauts. Ce sont des systèmes possédant un
seul mode et une transition autorisant la réinitialisation de la variable continue via la fonction
de reset Re. A titre d’exemple, on considère l’exemple classique d’une balle rebondissant
(présenté précédemment).
Formellement, un système autonome à commutation est défini par :{

ẋ(t) = fq(x(t))
y = hq(x(t))

(1.12)

Avec x ∈ Rn est le vecteur d’état continu, y ∈ Rp est la sortie du système, q est l’indice
du mode actif, il prend sa valeur dans un ensemble fini d’indices q ∈ Q = {1, 2, ..., s}, avec
s le nombre de sous-systèmes continus et fq les champs des vecteurs décrivant les différents
régimes de fonctionnement du système.
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Systèmes hybrides contrôlés à commutation avec ou sans saut La classe des
systèmes hybrides contrôlés à commutations est une classe de SDH caractérisée par un état
hybride composé d’un état continu x(t) où l’évolution est régie par une collection de sous-
systèmes continus (linéaire ou non linéaire) et d’un état discret q(t) où l’évolution est régie
par une loi de commutation.
Les systèmes à commutations contrôlés en temps continu sont représentés mathématiquement
dans le cas non linéaire comme suit :{

ẋ(t) = fq(x(t), u(t))
y = hq(x(t))

(1.13)

Avec x ∈ Rn est le vecteur d’état continu,u ∈ Rpest l’entrée du système, y ∈ Rp est la sortie
du système, q est l’indice du mode actif, il prend sa valeur dans un ensemble fini d’indices
q ∈ Q = {1, 2, ..., s},avec s le nombre de sous-systèmes continus, fq les champs des vecteurs
décrivant les différents régimes de fonctionnement du système.
A titre d’exemple, on considère un véhicule motorisé en déplacement sur un axe [34]. On note
x1(t) la position du véhicule sur l’axe et x2(t) sa vitesse de déplacement. Le conducteur agit
sur ce véhicule de deux façons différentes. D’abord, via la pédale d’accélération, il contrôle
l’alimentation en carburant représentée par la variable u(t) ∈ [0, umax], ensuite avec la bôıte
à vitesses, il change le rapport actif de la vitesse.
Pour simplifier le modèle du système véhicule, on suppose que la bôıte à vitesses a seulement
deux rapports actifs que l’on note q(t) ∈ {1, 2} et que le conducteur peut passer ces rapports
de vitesse librement. Le système est alors décrit par les équations :{

ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = u(t)gq(x2(t))− kx2(t)

Les deux rapports de la bôıte de vitesse sont caractérisés par les fonctions g1 et g2 (figure
(1.11)). Elles représentent le rendement du moteur et relient l’accélération du véhicule, sa
vitesse, l’apport de carburant et le rapport de sélection.

Figure 1.11 – Caractéristique de la bôıte de vitesse

D’après la définition (7), le véhicule peut donc être modélisé par le système hybride
suivant :
Q = {1, 2}.
T = {(1, 2), (2, 1)}.
Inv1 = Inv2 = R2.
U1 = U2 = [0, umax]
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fq(x1, x2, u) = (x2(t), u(t)gq(x2(t))− kx2(t)), q ∈ Q.
G(1,2) = G(2,1) = R2.
Re(1,2) = Re(2,1) = x.

Systèmes dynamiques affines par morceaux :

Les systèmes dynamiques affines par morceaux sont utilisés pour modéliser un grand
nombre de processus physiques, ou pour approximer une dynamique non linéaire via la
linéarisation du comportement non linéaire en différents points de fonctionnement. Cette
classe présente une classe particulière des SDH, caractérisée par l’évolution d’un ensemble
de sous-systèmes linéaires (affine) partageant un même état continu. Chaque dynamique
est définie dans une région (sous-domaines d’invariant X(q), q ∈ Q) déterminée par une
partition de l’espace entrée/état du système. Ainsi, l’ensemble des domaines est délimité par
des frontières où les sous-systèmes peuvent évoluer. Ces limites constituent les conditions
portées sur l’invariant définissant le domaine de validité de chaque sous-système.
La figure (1.12) montre un exemple de trajectoire du vecteur d’état continu x(t) dans deux
régions voisines Dq1 et Dq2 avec deux dynamiques continues Sq1et Sq2 . Si x(t0) appartient
à l’intérieur du domaine Dq1 , alors x(t) est solution de l’équation différentielle associée au
sous-système Sq1 jusqu’à l’instant t1 où x(t) atteint la frontière séparant le domaine Dq1 du
domaine Dq2 , alors x(t) devient solution de l’équation différentielle associée au sous-système
Sq2 .

Figure 1.12 – Trajectoire d’état continu x(t) dans l’espace d’état

1.4 Conclusion

Ce chapitre présente une introduction aux systèmes à évènements discrets et les systèmes
dynamiques hybrides dans lesquels nous souhaitons orienter nos travaux. Nous avons donné
dans la première partie du chapitre un aperçu sur les systèmes à évènements discrets en met-
tant l’accent sur les RdP, formalisme sur lequel est basé le modèle développé dans nos travaux.
Ensuite, une définition générale a été présentée permettant de passer en revue une large classe
des systèmes dynamiques hybrides. Nous avons présenté également quelques notions relatives
aux systèmes hybrides tels que la notion d’exécution et les phénomènes hybrides. La dernière
partie du chapitre a été consacré aux différentes approches de modélisation utilisées dans le
développement du modèle de systèmes hybrides.
Dans le prochain chapitre, nous nous intéresserons aux méthodes d’analyse d’observabilité
et synthèse d’observateur pour les SED et les SDH.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter un état de l’art sur l’observabilité et la synthèse
d’observateurs pour quelques classes de SED et de SDH. Nous rappellerons dans un pre-
mier temps le principe d’estimation et quelques concepts d’observabilité des systèmes conti-
nus linéaires et non linéaires. Nous présentons dans la deuxième partie quelques travaux
concernant l’observation des SED. Ensuite, plusieurs approches concernant l’observabilité de
quelques classes des SDH en temps continu et discret seront détaillées. Il s’agit des systèmes
hybrides à commutations linéaires et non linéaires auxquels nous nous intéressons plus par-
ticulièrement dans cette thèse. Finalement, nous terminons par un aperçu sur la conception
des observateurs afin d’estimer l’état continu et/ou l’état discret des SDH.
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2.2 Principe d’observation

Le comportement dynamique d’un système physique peut être décrit à l’aide d’un modèle
mathématique qui fait intervenir un ensemble d’équations différentielles mettant en relation
un nombre fini de variables internes, appelées également variables d’état. L’évolution tem-
porelle du système est donc caractérisée par l’évolution de ses variables d’état qui dépendent
des signaux d’excitation appliqués et des conditions initiales [111]. La connaissance de ces
états nécessite la disponibilité de capteurs physiques, provenant de l’instrumentation. Ces
capteurs peuvent parfois être soumis à des contraintes d’ordre technique, technologique ou
économique (instrumentation difficile du système, capteur indisponible ou très onéreux,...).
Par contre, le besoin d’information sur l’état est motivé par le fait qu’elle est une étape
importante voire indispensable pour la synthèse de lois de commande, pour la modélisation
(identification), la détection et le diagnostic de défauts ou la supervision des systèmes in-
dustriels [37]. Ceci est illustré par la figure (2.1) [38, 140]. Les processus physiques sont très

Figure 2.1 – Schémas de commande d’un système industriel

souvent représentés par des modèles décrits sous la forme suivante (représentation d’état
dans le cas linéaire) : {

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(2.1)

avec x ∈ Rn est le vecteur d’état, u ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y ∈ Rp est le vecteur de
sortie. A,B,C sont des matrices constantes de dimension appropriée.
En général, seules les variables d’entrée et de sortie sont connues. La question que l’on doit
poser est la suivante : ”Peut-on déterminer l’état du système à partir de la connaissance
des variables d’entrée-sortie sur un intervalle de temps fini ?” Si la réponse est oui, alors le
système est dit observable. Dans ce cas, un observateur ou estimateur d’état, qui donne une
estimation de l’état complet, à partir des mesures et des entrées, doit alors être utilisé. Un
observateur peut également servir à la surveillance des systèmes, en particulier la détection
de panne, ou même à l’identification de paramètres, en considérant un système augmenté,
avec ces paramètres comme nouvelles variables d’état [140].
Un observateur est un système dynamique qui fournit en sortie une estimation de l’état
du processus à partir des entrées, des sorties et du modèle du système. Pour les systèmes
linéaires, les observateurs ont habituellement la structure suivante :{ .

x̂(t) = Ax̂(t) +Bu(t) + L(y(t)− ŷ(t))
ŷ(t) = Cx̂(t)

(2.2)
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Le gain de l’observateur L est à déterminer pour que l’erreur d’estimation e(t) = x(t)− x̂(t)
converge vers 0 lorsque t tend vers l’infini. Lorsque cette propriété est satisfaite, l’observateur
est dit asymptotique. En conséquence, il faudra choisir L telle que la matrice A − LC est
stable. Si la paire (A,C) est observable, alors les valeurs propres de A − LC peuvent être
fixées arbitrairement.

2.3 Observabilité

Dans cette section, nous discuterons certaines conditions requises sur le système pour
avoir les solutions possibles au problème d’observation. Ces conditions correspondent à ce
que l’on appelle généralement ”observabilité du système”. L’observabilité d’un système, est
la possibilité de reconstruire l’état initial à partir des mesures et des entrées effectuées sur le
système pendant un intervalle de temps fini.
Avant de passer en revue différents travaux concernant l’observabilité des SED et des SDH,
nous rappellerons la notion d’observabilité d’un système linéaire continu, et nous en donne-
rons également la généralisation aux systèmes non linéaires.

2.3.1 Observabilité des systèmes linéaires

La notion d’observabilité a été introduite par Kalman [90] pour les systèmes linéaires. Le
système (2.1) est dit observable à l’instant t1 si à partir de la connaissance du vecteur de
sortie y et du vecteur d’entrée u, il est possible en un temps fini t2 > t1 de déterminer l’état
x(t1). Le critère d’observabilité de Kalman est donné par la matrice d’observabilité :

O =


C
CA

...
CAn−1


La dimension du sous-espace d’état observable est égale au rang de la matrice d’observabilité.
Le résultat classique d’observabilité du système (2.1) énoncé par Kalman est le suivant :

Théorème 1. [90] Une condition nécessaire et suffisante d’observabilité pour (2.1) est :

rang(O) = n

avec n étant la dimension du vecteur d’état x(t).

Remarque 1. A noter que l’observabilité du système (2.1) est indépendante de l’entrée u
et/ou de de la matrice B.

2.3.2 Observabilité des systèmes non linéaires :

L’observabilité est caractérisée par le fait qu’à partir de la sortie mesurée, il faut être
capable de discerner les différents états initiaux. De ce fait, l’observabilité des systèmes non
linéaires est définie à partir de la notion d’indiscernabilité [41, 81]. Un système non linéaire
est de la forme : {

ẋ(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = h(x(t))

(2.3)
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où x(t) ∈ Rn représente l’état, u(t) ∈ Rm l’entrée et y(t) ∈ Rp la sortie du système. Les
champs de vecteurs f(., .) et h(t) sont des fonctions analytiques supposées suffisamment
différentiables.

Définition 9. [41] (Indiscernabilité) Deux états initiaux x(t0) = x1 et x(t0) = x2 sont dit
indiscernables pour le système(2.3) si ∀t ∈ [t0, t1] , les sorties correspondantes y1(t) et y2(t)
sont identiques quelle que soit l’entrée admissible u(t) du système.

La notion d’indiscernabilité de deux conditions initiales a permis de donner une nouvelle
définition de l’observabilité :

Définition 10. [41] (Observabilité) Le système non linéaire (2.3) est dit observable s’il
n’admet pas de paire indiscernable.

Un système est observable s’il n’existe pas d’états initiaux distincts qui ne puissent être
distingués à partir de la sortie du système. Contrairement au cas linéaire.
Une condition équivalente à celle du théorème (1), est donnée pour le système non linéaire
(2.3) par le théorème suivant :

Théorème 2. [102] Le système non linéaire (2.3) est dit observable si :

rang


dh
dLfh

...
dLn−1

f h

 = n

où Lfh est la dérivée de Lie de la fonction h dans la direction du champ de vecteurs f .

Remarque 2. La condition donnée par le théorème (1) peut être obtenue par la condition
du théorème (2), en posant :
f(x, u) = Ax+Bu et h(x) = y = Cx, Ce qui signifie que :

dh(x) = C
dLfh = d(dh

dx
ẋ) = d(CAx) = CA

...
d Ln−1

f h = CAn−1

(2.4)

2.4 Observabilité et observateurs pour les systèmes à

évènements discrets

2.4.1 Observabilité des systèmes à évènements discrets

L’observabilité est une propriété importante des systèmes dynamiques, car elle implique
la possibilité d’estimer les états du système qui ne peuvent être mesurés directement. L’ob-
servabilité est définie dans les systèmes continus linéaires comme la possibilité de déterminer
l’état initial du système en un temps fini en utilisant la connaissance des entrées du système,
des sorties et de la structure. Dans le domaine des SED, plusieurs définitions et notions
d’observabilité ont été présentées.
Pour les SED modélisés par les automates à états finis, Ramadge [117] aborde le problème
de la détermination de l’état actuel du système sous l’hypothèse de la connaissance partielle
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de l’état du système et d’une partie des événements. Dans [112], l’observabilité est définie
comme ayant une parfaite connaissance de l’état actuel à des instant séparés par un nombre
borné de transitions à partir de l’observation d’un sous-ensemble des événements.

Une approche présentée dans [49] pour reconstruire un ensemble des états cohérents avec
le comportement observé à l’aide des informations fournies par les séquences d’observations
précédentes. Certaines définitions de l’observabilité ont été exposées en terme de langage
régulier, où le concept d’observabilité a été lié au problème de l’existence de superviseur. Par
exemple, dans [138] le problème de l’observabilité a été étudié de point du vue du contrôle
utilisant des machines à états finis sous l’observation partielle d’événements.

Une propriété appelée observabilité locale est donnée par Tripakis dans [129], Tripakis
a montré que la propriété est décidable pour les langages arbitraires quand les mots sont
d’une longueur limitée. Au contraire, dans le cas où la longueur d’un mot peut être ar-
bitrairement longue, la propriété est indécidable même lorsque les langages sont réguliers.
Finalement, l’observabilité est définie dans [109] comme la capacité de déterminer l’état ac-
tuel du système basé uniquement sur la sortie du système et les événements liés à l’état
actuel courant.

Dans le cadre des SED représentés par des RdP, le problème de l’observabilité a attiré
beaucoup d’attention et plusieurs résultats sont disponibles dans la littérature. En général,
les capteurs dans un RdP peuvent être classés en deux grandes catégories [121] : capteurs
de places (par exemple, des capteurs qui comptent les jetons contenus dans une place, par
exemple, les capteurs de vision) et des capteurs de transitions (capteurs qui peuvent détecter
l’occurrence d’un évènement, par exemple, des détecteurs de mouvement). En effet, plusieurs
travaux ont été présentés dans le cadre d’estimation d’état notamment dans le cas où seule-
ment des informations partielles sur les transitions sont disponibles.

En particulier, dans [76], plusieurs notions d’observabilité ont été présentées. La notion,
”uniformément observable” signifie qu’il possible de récupérer le marquage des places s’il
existe une observation de séquence de franchissement et si le marquage initial est connu.
Contrairement à l’observabilité uniforme qui repose sur la connaissance du marquage initial,
l’observabilité structurelle est donnée dans le même papier [76] et ne dépend que de la struc-
ture du RdP. L’observabilité structurelle est définie de telle sorte que l’état actuel peut être
reconstruit s’il existe une observation de séquence de franchissement pour n’importe quel
marquage initial. Une autre définition de l’observabilité a été donnée dans [120] comme la
possibilité de récupérer le marquage initial d’un RdP lorsque, seules des informations par-
tielles de la séquence de franchissement de transitions sont disponibles.

Dans le cas où les capteurs des places et des transitions sont disponibles, l’estimation du
vecteur du marquage doit être unique et exact. Dans ce cas, le RdP dite un RdP partiellement
observable. Dans ce contexte, une notion d’observabilité structurelle est formulée dans [121]
comme la capacité de déterminer de façon unique le vecteur du marquage à chaque instant,
en se basant sur la connaissance du marquage initiale et sur les informations fournies par les
capteurs des places et des transitions. Cette approche a été utilisée pour choisir le nombre
minimal des capteurs afin de maintenir l’observabilité structurelle.

Dans un RdP, les changements du marquage se font par les franchissements des transi-
tions. Ainsi, si chaque changement produit une modification dans le symbole de sortie, alors
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l’apparition d’un événement du système peut être détectée par ces modifications. Cela signi-
fie que les informations fournies par les capteurs des places sont suffisantes pour distinguer
le passage d’un état à un autre et, en conséquence, la détection des franchissements des
transitions. Cette discussion motive la notion de détectabilité des événements. Cette notion
est définie comme suite :

Définition 11. Un RdP est dit événement détectable si tout franchissement de transitions
peut être déterminé uniquement en se basant sur des informations fournies par les capteurs
des places et des transitions.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour la notion de détectabilité des événements
sont données dans le lemme suivant :

Lemme 1. [3, 101] Un RdP est dit événement détectable si et seulement si :

1. ∀ti, tj ∈ T tel que η(ti) = η(tj) ou η(ti) = ε⇒ ϕW (:, i) 6= ϕW (:, j), et

2. ∀tx ∈ T ⇒ ϕW (:, x) 6= 0.

Avec η(t) est une fonction de franchissement de la transition t, ε représente une transition
non observable et ϕW (:, i) est la ieme colonne de la matrice formée par la ligne de la matrice
d’incidence W correspondant aux places mesurables du RdP.
Ce résultat peut être expliqué comme suit : Si la matrice ϕW a une colonne nulle, cela veut
dire que la transition associée à cette colonne n’a pas une place d’entrée ou de sortie mesurable
et dans ce cas, le franchissement de cette transition ne produit pas un changement dans la
sortie. Donc, le franchissement de la transition ne peut pas être détecté. D’autre part, s’il y a
deux colonnes égales dans la matrice ϕW , les transitions correspondantes ont une ou plusieurs
places mesurables communes et cela veut dire que leurs franchissements produisent le même
effet dans la sortie du système. Alors, les franchissements de ces transitions ne peuvent pas
être distingués les uns des autres, à moins que leurs symboles d’entrée soient différents. En
se basant sur la notion de détectabilité des événements, une caractérisation géométrique de
l’observabilité a été généralisée dans [101] de sorte que la séquence de marquage atteinte par
le système peut être déterminée de façon unique pour toute séquence des signaux d’entrée-
sortie. Une autre définition de l’observabilité a été donnée dans [120] comme la possibilité
de récupérer le marquage initial d’un RdP lorsque seules des informations partielles de la
séquence de franchissement de transitions sont disponibles.

2.4.2 Observateurs pour les systèmes à évènements discrets

Le problème de la synthèse d’observateur pour les systèmes à évènements discrets n’est
pas limité à l’estimation d’état, mais aussi au problème de la reconstitution de la séquence
de franchissement de transitions qui conduisent à un état donné.
Pour les SED représentés par des automates finis, Ramadge [117] a été le premier à montrer
comment un observateur pourrait être synthétisé pour un système partiellement observé.
Caines et al [49] ont montré comment il est possible d’utiliser l’information contenue dans
la séquence d’observations passées pour calculer l’ensemble des états cohérents avec l’ob-
servation. Une approche similaire a également été présentée dans [144] lorsque la définition
d’observateurs est donnée dans le cadre de surveillance par des contrôleurs dynamiques. Dans
[112], une approche a été proposée pour la construction d’observateurs afin de reconstruire
l’état des automates finis après l’observation d’un mot de longueur finie. Dans le même pa-
pier, les auteurs montrent que l’observateur peut avoir un nombre exponentiel d’états.
Pour les SED modélisés par les RdP, le problème d’estimation d’état revient à déterminer
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le vecteur du marquage des places. Les places dans un RdP représentent des conditions
spécifiques pour chaque état du système, elles peuvent correspondre, soit à l’état booléen
d’un dispositif (par exemple : marche, arrêt, panne, une ressource est disponible ou pas,. . . ),
soit à une quantité physique (par exemple le nombre de pièces dans un stock, nombre de
bobines, . . . ). Les transitions représentent les actions qui peuvent provoquer le changement
d’état du système (les événements discrets). Comme mentionné précédemment, les capteurs
dans un RdP peuvent être classés en deux grandes catégories [121] : capteurs des places et
capteurs des transitions. En effet, plusieurs travaux ont été présentés dans le cadre d’esti-
mation d’état notamment dans le cas où seules des informations partielles sur les transitions
sont disponibles. Dans ce cas l’estimation de l’état généralement n’est pas unique, car les
informations peuvent être très limitées et donc l’estimation de l’état est représentée par un
ensemble des marquages qui sont cohérents avec les séquences d’observations de système.
Un algorithme a été présenté par Guia [76], pour estimer le marquage actuel d’un RdP
basée sur l’observation des transitions et la connaissance de la structure du réseau mais
sans connaissance du marquage initial. Dans un autre travail, Guia et al [77] ont abordé
le problème de l’estimation du marquage d’un RdP dans la présence des transitions non
déterministes (transitions qui partagent la même étiquette et qui peuvent être franchies si-
multanément). Les auteurs montrent qu’un ensemble de marquages cohérents peut être la
solution d’un système linéaire. Ce système linéaire dépend de certains paramètres qui peuvent
être calculés de manière récursive. Cette approche a été utilisée dans [56] pour résoudre le
problème d’estimation d’état pour les RdPs avec transitions silencieuses (transitions dont le
franchissement ne peut pas être observé).
Dans [120], Ramirez et al tentent de résoudre le problème du calcul du marquage initial
d’un RdP lorsque seulement des informations partielles de la séquence de franchissement
de transitions sont disponibles. Dans ce cas, une définition de l’observabilité a été donnée
et un observateur prend en compte les informations de sortie du système a été synthétisé.
Une procédure de construction d’un observateur asymptotique sous l’observation partielle
de l’état est fournie dans [4] pour une classe de SED représentée par les RdP interprétés.
Dans le cas où les capteurs des places et des transitions sont disponibles, l’estimation du
vecteur du marquage doit être unique et exact. Un observateur d’ordre réduit a été proposé
dans [93] pour un RdP généralisé où l’évolution du jeton dans le réseau est donnée par une
équation d’état similaire à celle utilisée pour les systèmes dynamiques discrets. Ce travail est
à la base de nos travaux dans le prochain chapitre.

2.5 Observabilité des systèmes dynamiques hybrides

Les systèmes dynamiques hybrides faisant intervenir explicitement et simultanément des
phénomènes ou des modèles de type dynamique continu et évènementiel. C’est une collabo-
ration de deux sous modèles, le premier décrit l’aspect évènementiel, qu’on appellera partie
discrète, et le deuxième est formalisé par des équations d’état, qu’on appellera partie conti-
nue [143].

Parmi les problèmes à traiter pour les SDH, celui de l’observation est particulièrement
important pour le contrôle et le diagnostic. La notion d’observabilité dans les SDH concerne
à la fois l’évolution de l’état continu et l’état discret, cela consiste en l’établissement des
conditions sur lesquelles il est possible de reconstruire d’une manière unique les états du
SDH à partir des mesures disponibles des sorties et des entrées du système hybride.
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L’étude d’observabilité des systèmes dynamiques hybrides a déjà attiré beaucoup l’at-
tention des chercheurs et a été étudié avec un intérêt particulier. Toutefois, ce problème est
un problème non encore complètement résolu. En effet, diverses recherches se sont focalisées
sur l’étude et l’analyse d’observabilité des systèmes hybrides. Parmi lesquels on peut citer
[71] dont les auteurs ont étudié l’observabilité et la contrôlabilité de la classe des systèmes
linéaires à commutation en temps continu où les commutations sont connues et périodiques.
Une méthodologie a été présentée dans [26, 27] pour la conception d’observateurs pour les
systèmes hybrides. Dans [134, 135], une définition de l’observabilité basée sur le concept de
l’indiscernabilité des états initiaux continus pour la classe de systèmes à commutations avec
saut en temps continu a été donnée. Des conditions nécessaires et suffisantes pour l’obser-
vabilité de cette classe ont été présentées et sont vérifiées par des tests de rang de matrices
liées aux paramètres du système.

Une approche présentée dans [127], où l’observabilité est considérée comme propriété
duale de l’atteignabilité. Les auteurs ont donné des conditions d’observabilité pour la classe
particulière des systèmes à commutations où l’état discret est connu. Dans [23], l’observabi-
lité d’un système à commutation en temps discret sans imposer un temps de séjour minimum
dans chaque mode est étudiée. Selon la possibilité d’observer le mode courant, et la possibi-
lité de récupérer l’état continue ou la séquence de mode, plusieurs concepts d’observabilité
sont définis.

Dans [70], les auteurs ont introduit la notion de ∆-observabilité, qui est basée sur la
reconstruction de l’état hybride au moins dans certains (mais pas nécessairement tous) in-
tervalles de temps. Il faut que δ > ∆, où ∆ est le temps limite (après cela le ∆-observateur est
capable d’estimer l’état du système) et où δ représente le temps de séjour minimum. Il faut
noter que l’existence du ∆-observateur nécessite que le système hybride soit ∆-observable,
par contre, la ∆-observabilité n’implique pas l’existence de ∆-observateur.

Une approche algébrique a été adaptée dans [53] à une classe de systèmes hybrides
linéaires dont l’évolution de l’état discret est régit par une fonction de commutation linéaire.
Les auteurs présentent dans le même papier, des conditions géométriques pour des systèmes
hybrides non linéaires avec une fonction de commutation non linéaire. Un autre travail pour
les systèmes hybrides non linéaires a été donné dans [29, 30] ; il porte sur des systèmes dont
le mode a une dynamique linéaire, contrairement à l’état continu. Les instants de commu-
tation y sont, à la différence du mode, supposés connus. Un observateur à modes glissants
est également synthétisé. Un nouveau concept d’observabilité pour une classe de systèmes
hybrides où les sous-systèmes ne sont pas observables a été présenté dans [128].

L’objectif de cette partie est de donner quelques approches concernant l’observabilité
de quelques classes de systèmes dynamiques hybrides les plus souvent rencontrés dans la
littérature et dans la réalité. Il s’agit des systèmes à commutations linéaires et non linéaires.

2.5.1 Observabilité des systèmes hybrides linéaires à commuta-
tions

Cette section est réservée à la présentation de quelques travaux récents consacrés à l’ob-
servabilité de quelques systèmes à commutation (SAC) qui représentent une large classe
de SDH. Il s’agit des systèmes hybrides linéaires autonomes à commutations, des systèmes
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hybrides linéaires contrôlés à commutations et des systèmes hybrides non linéaires à com-
mutations.

Observabilité des systèmes linéaires autonomes à commutations

Contrairement aux systèmes linéaires classiques, il existe des différences entre le cas temps
discret et continu pour les systèmes à commutations linéaires, et il est donc obligatoire
de les étudier indépendamment. Nous allons présenter dans un premier temps les résultats
concernant l’observabilité de cette classe de systèmes en temps continu. Ensuite, le cas temps
discret sera considéré.

Cas temps continu Un système hybride linéaire autonome à commutations en temps
continu est donné par : {

ẋ(t) = Aqx(t)
y(t) = Cqx(t)

(2.5)

Avec x ∈ Rn est le vecteur d’état continu, y ∈ Rp est la sortie du système, q est l’indice du
mode actif, il prend sa valeur dans un ensemble fini d’indices q ∈ Q = {1, 2, ..., s}, avec s est
le nombre de sous-systèmes continus, Aq ∈ Rn×n et Cq ∈ Rp×n.
Nous allons présenter les conditions d’observabilité proposées dans [134]. Dans ce travail, une
analyse d’observabilité a été principalement réalisée sous l’hypothèse d’un temps de séjour
minimum δm > 0 séparant deux commutations consécutives. Le but de cette approche est
de récupérer l’état hybride initial (q0, x0), et le premier instant de commutation, en utilisant
la sortie y(t) et ses dérivées successives. Pour comprendre ce résultat, nous allons d’abord
donner quelques définitions.

Définition 12. (Matrice d’observabilité étendue d’ordre γ) Pour un sous-système Sq =
(Aq, Cq), la matrice définie par :

Oγ(i) =


Cq
CqAq

...
CqA

γ−1
q


est appelée matrice d’observabilité étendue.

Définition 13. (Matrice commune d’observabilité étendue) Pour deux sous-systèmes différents
Sq1 , Sq2, la matrice commune d’observabilité étendue associée aux deux sous-systèmes est ob-
tenue par la concaténation de deux matrices d’observabilité étendues :

Oγ(q1, q2) = [ Oγ(q1) Oγ(q2) ]

Définition 14. (Indice commun d’observabilité) L’indice commun d’observabilité est le plus
petit entier γ tel que le rang de la matrice Oγ(q1, q2) cesse d’augmenter. Il est noté par
γ(q1, q2).

Observabilité de l’état hybride initial On commence par l’observabilité de l’état
initial. Rappelons que deux états hybrides initiaux (q1, x1); (q2, x2) sont indiscernables sur
l’intervalle t ∈ [t0, t1] si leurs sorties respectives sont identiques, c’est-à-dire :

Cq1e
Aq1(t−t0)x1 = Cq2e

Aq2 (t−t0)x2 t ∈ [t0, t1] (2.6)
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On réécrit cette condition après le développement en série de Taylor autour de t0 des deux
côtés de l’égalité :

Cq1A
i
q1
x1 = Cq2A

i
q2
x2 i = {0, 1, 2, ...}

En utilisant la notion de matrice commune d’observabilité étendue et l’indice commun d’ob-
servabilité γ = maxq1 6=q2∈Q{γ(q1, q2)}, l’état initial est observable si :

∀q1, q2 ∈ Q; si q1 6= q2, rang([ Oγ(q1) Oγ(q2) ]) = 2n

Ainsi la condition d’indiscernabilité peut être exprimée par :

Yγ(t0) =


y(t0)
ẏ(t0)

...
yγ−1(t0)

 = Oγ(q1(t0))x1(t0) = Oγ(q2(t0))x2(t0) (2.7)

Avant d’énoncer le résultat de [134], nous rappelons un résultat bien connu sur la résolution
des systèmes linéaires Ax = y.

Théorème 3. Le système Ax = y est soluble si et seulement si :

rang(A) = rang([ A y ])

L’ensemble des solutions x est donné par :

x = A†y + (In − A†A)z

où A† est une inverse généralisée de A et z ∈ Rn est un vecteur arbitraire.

A partir de l’équation (2.7) et Théoreme 3 , nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Lemme 2. [134](Observabilité de l’état hybride initial) étant donné le système (2.5), si
l’hypothèse de temps séjour est respectée t1 − t0 < δ, alors l’état hybride initial (q(t0), x(t0))
est observable si pour tout q1 6= q2 ∈ {1, 2, ..., s}, nous avons :

rang([ Oγ(q1) Oγ(q2) ]) = 2n (2.8)

l’état discret initial est donné par :

q(t0) = {qi ∈ Q : rang([ Oγ(qi) Yγ(t0) ]) = n} (2.9)

l’état continu initial est donné par :

x(t0) = Oγq(t0)+Yγ(t0) (2.10)

où ()+ est la pseudo-inverse de Moore-Penrose donnée par ()+ = (()T ())−1()T .

Remarque 3.
– La condition rang([ Oγ(q1) Oγ(q2) ]) = 2n implique que chaque sous-système linéaire

doit être observable, parce qu’elle implique que rang([Oγ(q1)] = n pour tout q1 ∈ Q.
– La condition rang([ Oγ(q1) Oγ(q2) ]) = 2n implique que l’intersection des sous-espaces

d’observabilité de chaque paire (Aq, Cq)de systèmes linéaires doit être triviale.
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Observabilité du premier instant de commutation Puisque q(t) est constant entre
deux instants de commutation, nous allons nous focaliser sur les conditions pour lesquelles
le premier instant de commutation t1 peut être observé (ou détecté). Les sorties y(t) sur
les intervalles [t0, t1) (avant la commutation) et [t1, t2) (après la commutation) s’expriment
comme :

y(t) =

{
Cq(t0)e

Aq(t0)(t−t0)x(t0) pour t ∈ [t0, t1)

Cq(t1)e
Aq(t1)(t−t1)eAq(t0)(t1−t0)x(t0) pour t ∈ [t1, t2)

L’instant de commutation t1 est donc indiscernable sur l’intervalle [t1; t) si :

Cq(t0)e
Aq(t0)(t−t1)eAq(t0)(t1−t0)x(t0) = Cq(t1)e

Aq(t1)(t−t1)eAq(t0)(t1−t0)x(t0)

Le développement en série de Taylor autour de t1 des deux côtés de l’égalité donne :

Cq(t1)A
γ
q(t1)x(t1) = Cq(t0)A

γ
q(t0)x(t0), γ = {0, 1, 2, ...}

Nous pouvons exprimer la condition d’indiscernabilité de l’instant t1 comme :

Oγ(q(t0))x(t0) = Oγ(q(t1))x(t0)

Nous pouvons maintenant annoncer le deuxième résultat de vidal et al :

Lemme 3. [134] (Observabilité du premier instant de commutation)
étant donné un système à commutations (2.5), si t1 − t0 < δm > 0 alors le premier instant
de commutation t1 est observable si pour tout q1 6= q2 ∈ {1, 2, ...s} nous avons :

rang([Oγ(q1)−Oγ(q2)]) = n

le premier instant de commutation t1 est donné par :

t1 = min{t〉t0 : yγ(t
−) 6= yγ(t

+)}

Une fois l’état hybride initial (q(t0), x(t0)) et le premier instant de commutation t1 ob-
tenus,il est évident que la même démarche sera utilisée pour les commutations suivantes. Il
suffit de répéter la même procédure en considérant (q(t1), x(t1)) comme le nouvel état initial
et l’instant t2 comme le nouveau premier instant de commutation.

Cas temps discret Un système hybride linéaire autonome à commutations en temps
discret est donné par : {

x(k + 1) = Aqx(k)
y(k) = Cqx(k)

(2.11)

où q ∈ Q = {1, 2, ..., s} est l’indice du sous-système actif à l’instant de temps k.
Contrairement à [134], Babaali et Egerstedt [23] ont amélioré l’analyse de l’observabilité
du système (2.11) sans imposer un temps de séjour minimum dans chaque mode. Avant de
présenter leurs travaux, nous allons présenter la notion de chemin utilisée dans le travail de
[23].
Une séquence d’indice de mode ( ou une séquence de commutation) θ = q1q2 · · · qN forme un
chemin de longueur N où N est la longueur de la séquence θ. Le chemin θ[1;N ′] représente
le chemin obtenu en ne considérant que les N ′ premiers modes du chemin θ et ΘN désigne
l’ensemble des chemins de longueur N .
Dans [23], l’observabilité des systèmes hybrides linéaires autonomes à commutations en temps
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discret (2.11) est formulée en termes de détermination de l’état continu sous un chemin connu
et l’état discret sous un chemin inconnu.
Les sorties y(k) ; k = 1, ..., N , à partir de l’état initial x1 ∈ R suivant le chemin discret
θ ∈ ΘN sont définies par :

Yθ(x1) =


Cq1

Cq2Aq1
...

CqNAqN−1
· · ·Aq1


︸ ︷︷ ︸

Oθ

x0 (2.12)

Nous remarquons que la matrice Oθ est semblable à la matrice d’observabilité de Kalman
pour les systèmes linéaires. cette matrice Oθ est la matrice d’observabilité associée au chemin
θ ∈ ΘN .
Si le chemin θ est connu, l’état continu initial x0 ne peut alors être reconstruit à partir des
mesures Yθ(x1) que si et seulement si :

rang(Oθ) = n.

Pour caractériser l’observabilité de l’état lorsque les modes successifs sont connus, [23] ont
introduit la notion d’observabilité par chemin.

Définition 15. [23] (Observabilité par chemin) Un chemin est observable si et seulement si
la matrice d’observabilité associée à ce chemin est de rang plein.
L’ensemble des paires (Aq, Cq), ..., (As, Cs) sont observables sur un chemin si et seulement
s’il existe un nombre entier N tel que tous les chemins de longueur N sont observables.

Considérons maintenant deux chemins θ1, θ2 ∈ ΘN inconnus, avec ΘN l’ensemble de tous
les chemins de longueur N . Les deux chemins différents θ1et θ2 sont indiscernables si à partir
de deux conditions initiales différentes x1, x2, les sorties associées aux deux chemins sont
identiques. Pour cela, Babaali et Egerstedt [23], ont donné une définition pour l’observabilité
du mode du système (2.11).

Définition 16. [23] Les modes du système (2.11) sont observables sur tout chemin de lon-
gueur N s’il existe un entier N ′ tel que pour tout θ1, θ2 ∈ ΘN+N ′ ,∀x1, x2 ∈ R,

θ1
[1,N ] 6= θ2

[1,N ] =⇒ Yθ1(x1) 6= Yθ1(x2)

L’indice d’observabilité en N du mode est le plus petit indice N ′ vérifiant cette condition.

En utilisant la propriété donnée dans le Théorème 3, nous pouvons donc trouver un
chemin θ ∈ ΘN en utilisant l’équation suivante :

θ = arg
η∈ΘN

{
rang(

[
Yη(x1) Oη

]
= rang(Oη)

}
Les auteurs de [23] se sont également intéressés à l’observabilité de l’état continu en se basant
sur la définition suivante :

Définition 17. L’état continu du système (2.11) est observable s’il existe un entier N tel
que : ∀x1, x2 ∈ Rn et ∀θ1, θ2 ∈ ΘN ,

x1 6= x2 =⇒ Y(θ1, x1) 6= Y(θ2, x2)

En d’autres termes, l’état continu d’un système est observable si n’importe quelle séquence
de N mesures consécutives Y(θ1, x1) permet en ne connaissant pas le mode q de déduire une
unique valeur de x1.
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Observabilité des systèmes linéaires contrôlés à commutations

Nous nous intéressons dans cette partie à l’observabilité des systèmes linéaires contrôlés
à commutations en temps continu ainsi que dans le cas temps discret.

Cas temps continu Un système hybride linéaire contrôlé à commutations en temps
continu est donné par : {

ẋ(t) = Aqx(t) +Bqu(t)
y(t) = Cqx(t)

(2.13)

Avec x ∈ Rn est le vecteur d’état continu, u ∈ Rmest l’entrée du système, y ∈ Rp est la sortie
du système, q est l’indice du mode actif, il prend sa valeur dans un ensemble fini d’indices
q ∈ Q = {1, 2, ..., s}, avec s est le nombre de sous-systèmes continus, Aq ∈ Rn×n;Bq ∈ Rn×m

et Cq ∈ Rp×n.
Deux approches seront présentées dans le cadre de l’observabilité des systèmes hybrides
linéaires contrôlés en temps continu. La première est celle de Sun et al [127] où la notion
observabilité est abordée en terme de conditions permettant de reconstruire l’état initial
continu à partir des sorties et des entrées continues sachant que l’état discret est connu.
La deuxième approche est algébrique présentée dans [53]. Cette approche est adaptée à une
classe de systèmes hybrides dont l’évolution de l’état discret est régie par une fonction de
commutation linéaire.

Approche de Sun et al [127] Dans l’article de Sun et al [127], les problèmes de
commandabilité et d’atteignabilité des systèmes linéaires à commutation (2.13) sont d’abord
discutés. Les conditions nécessaires et suffisantes pour l’observabilité énoncées par les auteurs
ne sont qu’une transposition des conditions déjà établies pour caractériser l’atteignabilité.
Pour expliquer ce résultat il est nécessaire de présenter quelques notations.
Nous allons noter R(Π) pour désigner le sous-espace engendré par les lignes de la matrice
Π. Pour deux matrices Π1,Π2 ∈ Rn×n et un sous espace S ⊆ Rn nous définissons :

ΓΠ1S = S + Π1S + ....+ Πn−1
1 S (2.14)

ΓΠ2ΓΠ1S = ΓΠ2(ΓΠ1S) (2.15)

Le résultat de [127] sur l’observabilité de la classe des systèmes SLS s’énonce comme suit :

Théorème 4. [127](observabilité des systèmes linéaires à commutation) Le système (2.13)
est observable si et seulement si Ω = Rn où

Ω =
∞∑
j=0

Ωj; Ω1 =
∑
q∈Q

R(CT
q ); et Ωj+1 =

∑
q∈Q

ΓATq Ωj

On peut voir assez facilement que ce test d’observabilité est déduit de l’atteignabilité. En
effet, au début nous construisons un sous-espace Ω1union de toutes les combinaisons linéaires
des lignes des matrices CT

q ; q = 1, ..., s. Ensuite, à partir de Ω1, nous calculons l’ensemble
des sous-espaces atteignables :

ΓATq Ω1 = Ω1 + ATq Ω1 + ...+ (An−1
q )TΩ1

L’union des ensembles des sous-espaces atteignables donne Ω2. Nous répétons la même
procédure avec Ω2 afin obtenir Ω3. Finalement, nous testons si tous les sous-espaces Ωj =
1, ...,∞ forment Rn. Autrement dit ∀x ∈ Rn, l’état continu est observable.
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Approche de Chaib et al [53] Dans cette approche, l’étude d’observabilité est limitée
aux systèmes hybrides bi-modèles c. à. d q ∈ Q = {1, 2}. Cette approche s’appuie sur la
reconstruction de la frontière de la fonction de commutation. L’état discret est régit par :{

q = 1 si Hx(t) ≤ 0
q = 2 si Hx(t) > 0

où H est une matrice 1 × n. L’hyperplan défini par le noyau de H sépare donc les deux
moitiés de l’espace dans lequel l’état évolue.
Sous l’hypothèse de temps de séjour minimum c’est-à-dire que la durée d’évolution τq ”temps
de séjour” pour chaque sous-système de (2.13) est mesurable, la matrice d’observabilité Oq

de chaque sous système q est donnée par :

Oq =


Cq
CqAq

...
CqA

n−1
q

 (2.16)

Définissons pour tout entier r ≥ 1 la matrice suivante :

Gr =


C1 C2

C1A1 C2A2
...

...
C1A

n−1
1 C2A

n−1
2

 (2.17)

Comme on travaille dans un espace de dimension finie Rn alors, il existe µ ≤ 2n, tel que :

rang(Gr) =

{
r ∀r < µ
µ ∀r ≥ µ

(2.18)

Nous appellerons µ l’indice global d’observabilité jointe si µ = Max
r≥1

[rang(Gr)] , et Gµ la

matrice d’observabilité jointe associée au système (2.13).
Pour α > 0, on pose :

hα = ( H αH )

et finalement notons par :

Y(t) =


y
ẏ
...

y(n−1)

 ,U(t) =


u
u̇
...

u(n−1)



Bq =


0 0 · · · 0 0

CqBq 0 · · · 0 0
CqAqBq CqBq · · · 0 0

...
...

. . .
...

...
CqA

n−1
q Bq CqA

n−2
q Bq · · · CqBq 0


La dérivation successive de la sortie de chaque sous-système nous donne la relation suivante :

Y(t) = Oqx(t) + BqU(t) (2.19)

Nous pouvons maintenant donner les conditions suffisantes pour l’observabilité de l’état
discret du système (2.13) dans le théorème suivant :
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Théorème 5. [53] L’état discret du système hybride (2.13) est observable pour toute com-
mande u si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
i) ∃α > 0, et ∃k, 0 ≤ k ≤ µ tel que hTα ∈ Im

[
GT
k

]
ii) C1A

i
1B1 = C2A

i
2B2, ∀i = {0, · · · , k − 1}.

La condition hTα ∈ Im
[
GT
k

]
signifie que rang

[
GT
k hTα

]
= k cela veut dire que le vecteur

hα est une combinaison linéaire des lignes de Gk. Donc, il existe β = (β0, . . . , βk−1)T solution
des équations algébriques suivantes :

GT
k

 β0
...

βk−1

 = hTα (2.20)

Alors, nous pouvons écrire l’équation (2.20) sous la forme :

hα =
k−1∑
i=0

βi
([

C1A
i
1 C2A

i
2

])
(2.21)

ce qui donne deux valeurs pour Hx(t) :

H1x(t) = βTOq1x(t) (2.22)

= βT [Y(t)− Bq1U(t)]

αH2x(t) = βTOq2x(t) (2.23)

= βT [Y(t)− Bq2U(t)]

Les deux équations (2.22) et (2.23) deviennent :

H1x(t) = β0y +
k∑

m=1

βm

(
y(m) −

m−1∑
i=0

C1A
m−1−i
1 B1u

(i)

)
(2.24)

H2x(t) =
1

α

[
β0y +

k∑
m=1

βm

(
y(m) −

m−1∑
i=0

C2A
m−1−i
2 B2u

(i)

)]
(2.25)

A partir de la condition ii) du Théorème 5 et pour α > 0, les deux équations (2.24) et (2.25)
seront de même signe. Pour α = 1, on obtient Hx(t) = H1x(t) = H2x(t) et l’évaluation du
signe de Hx(t) nous permet de détecter le mode actif à l’instant t.

Remarque 4. Si chaque sous-système est observable, rang(Oq) = n, pour q = {1, 2}et si les
conditions i) et ii) du Théorème (5) sont satisfaites, alors nous pouvons reconstruire tous
les états : le continu et le discret.

Cas temps discret Un système hybride linéaire contrôlé à commutations en temps continu
est donné par : {

x(k + 1) = Aqx(k) +Bu(k)
y(k) = Cqx(k)

(2.26)

où x ∈ Rn, u ∈ Rm et y ∈ Rp désignent respectivement le vecteur d’état, le vecteur d’entrée et
le vecteur des sorties à l’instant k. Les valeurs possibles pour l’état discret q ∈ Q = {1, ..., s}
de telle sorte que les matrices A, B et C peuvent prendre s valeurs différentes.
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L’observabilité du système (2.26) a été caractérisée dans [23]. Ce travail montre l’intérêt de
la commande pour l’observabilité du mode.
Soit la matrice Oθ définie de la façon suivante pour un chemin θ = q1q2 · · · qN donné :

∆θ =


0 · · · 0 0

Cq2Bq1 · · · 0 0

Cq3Aq2Bq1 · · · ... 0
... · · · 0

...
CqNΦ(θ[2,N−1])Bq1 · · · CqNBqN−1

0

 (2.27)

où Φ(θ[2,N−1]) est la matrice de transition donnée par Φ(θ[2,N−1] = AqN−1
· · ·Aq2 .

Nous pouvons alors écrire :

Yθ(x,U) = Oθx+ ∆θU

avec U =
[
uT1 · · ·uTN

]T
un vecteur de commande dans RmN . Yθ(x,U) correspond aux N

sorties consécutives obtenues par le système (2.26) qui, étant soumis aux entrées U , évolue
à partir de l’état continu x et dont le mode suit le chemin θ.
Pour une entrée U donnée, les ensembles {Yθ1(x,U)|x1 ∈ Rn} et {Yθ2(x,U)|x2 ∈ Rn} sont
des sous-espace affines (respectivement : Im(Oθ1) +Oθ1U et Im(Oθ2) +Oθ2U ) qui d’après
les résultats classiques d’algèbre linéaire peuvent être totalement disjoints si U 6= 0. Ainsi
les auteurs de [23] ont pu donner une définition plus forte de l’observabilité du mode lorsque
des entrées sont appliquées.

Définition 18. [23] (Observabilité forte des modes) Les modes du système (2.26) sont for-
tement observables sur tout chemin de longueur N s’il existe un entier N ′ et un vecteur U
tels que pour tout x1 ∈ Rn et pour tout θ1 ∈ ΘN+N ′,

θ1
[1,N ] 6= θ2

[1,N ] =⇒ Yθ1(x1,U) 6= Yθ1(x2,U)∀x2 ∈ Rn

Un tel vecteur U est appelé une entrée discernante.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour l’observabilité du mode sont données dans
le théorème suivant :

Théorème 6. [23] Les modes du système (2.26) sont observables sur tout chemin de longueur
N si et seulement si il existe un entier N ′ tel que pour tous les chemins différents θ1, θ2 ∈ ΘN

et pour λ1, λ2 ∈ ΘN ′ :

(I − P(θ1λ1, θ2λ2))(Oθ1λ1 −Oθ2λ2) 6= 0

où P(θ1λ1, θ2λ2) est une matrice de projection sur Im( Oθ1λ1 Oθ2λ2 ).

2.5.2 Observabilité des systèmes hybrides non linéaires à commu-
tations

La majeure partie des travaux sur l’observabilité des SDH s’est concentrée sur les systèmes
hybrides linéaires. A notre connaissance, il y a très peu de résultats généraux pour les
systèmes hybrides non linéaires. Deux approches géométriques basées sur la notion de trans-
versalité ont été présentées dans [46] et [53] pour caractériser l’observabilité d’une classe de
systèmes hybrides non linéaires à temps continu. Des conditions suffisantes ont été données
dans le travail de [89] pour assurer l’observabilité des systèmes hybrides non linéaires en
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temps discret. Les auteurs de ce papier se sont basés sur les notions d’observabilité intro-
duites par Babaali et Egerstedt [23]. L’observabilité pour une classe particulière de systèmes
hybrides non linéaires dite hybride en l’état a été abordée dans [29, 30]. Cette classe est ca-
ractérisée par des états continus et des états à temps discrets où les instants de commutation
sont supposés connus.
Dans ce paragraphe, nous nous limiterons à rappeler l’approche présentée dans [46] qui nous
semble la plus appropriée pour une classe qui sera étudiée dans la suite de ce chapitre. Cette
approche est généralisée aux systèmes hybrides non linéaires bi-modèles (q ∈ {1, 2}) de la
forme : {

ẋ = fq(x)
y = hq(x)

pour q = 1, 2 (2.28)

avec q est l’indice de mode actif. Il est défini comme suit :{
q = 1 si σ(x) ≤ 0
q = 2 si σ(x) > 0

fq(x), hq(x) sont des fonctions suffisamment dérivables. et σ(x) est la fonction de commuta-
tion.

Hypothèse 1. On suppose dans ce travail que chaque sous-système est observable c-à -d
pour q = 1, 2 :

rang


dhq

dLfqhq
...

dLn−1
fq hq

 = n

avec Lfh est la dérivée de Lie de la fonction h dans la direction du champ de vecteurs f .

Cette hypothèse implique que le système (2.28) est localement faiblement observable
et aussi le système (2.28) peut être transformé sous la forme canonique d’observabilité en
utilisant le difféomorphisme suivant : Pour q = 1, 2

z = {z1, z, . . . , zn} =
{
hq, dhq, · · · , dLn−1

fq hq
}

Le système hybride sous la forme canonique d’observabilité s’écrit sous la forme suivante :
żqi = zq2
...
żqn = gq(z

q
1, . . . , z

q
n)

pour i = 1, . . . , n (2.29)

avec : {
q = 1 si σ = φ−1(z1

1 , . . . , z
1
n) ≤ 0

q = 2 si σ = φ−1(z2
1 , . . . , z

2
n) > 0

L’analyse d’observabilité dans cette approche est basée sur la comparaison de gq (g1 et g2)
d’une part, et de σq (σ1 et σ2) d’autre part. Pour cela, nous devons évaluer de telles fonctions
par rapport aux mêmes variables. Ces variables sont données naturellement par la sortie y
et ses dérivées successives. Considérons les ensembles suivant :{

M = {ν ∈ Rn/g1(ν) = g2(ν)}
S = {ν ∈ Rn/σ1(ν) = σ2(ν)}

et l’ensemble des singularités communes des sous-systèmes de (2.28) :

L = {x ∈ Rn/f1(x) = f2(x) = 0}

Le résultat principal est rappelé dans le théorème suivant :
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Théorème 7. [46] 1) Si M est un ensemble discret alors le système (2.28) est observable
pour toute commutation σ pour laquelle on a σ(L) ≤ 0 ou sinon σ(L) > 0.
2) Si les deux dynamiques de (2.29) pour q = 1, 2 sont transverses par rapport à M excepté
dans un sous-ensemble discret alors le système est observable pour toute commutation σ pour
laquelle on a σ(L) ≤ 0 ou sinon σ(L) > 0.
3) Si S = Rn alors le système (2.28) est observable.

2.6 Synthèse d’observateurs pour les systèmes dyna-

miques hybrides

Le problème d’estimation d’état pour les SDH est un problème non encore complètement
résolu. En général, il existe trois types d’approches pour le problème de la synthèse de l’ob-
servateur pour les SDH. La principale différence entre ces approches est liée à la connaissance
de l’état discret ou continu. Dans le premier type, le mode discret du SDH est supposé connu
qui permet de modifier en conséquence le mode de l’observateur (figure (2.2)). Dans le se-

Figure 2.2 – Schéma d’observations de l’état continu

cond type d’approche où l’état continu est supposé connu, le problème d’estimation revient
à détecter le mode actif du système à chaque instant ( figure(2.3)). Un cas plus difficile est
présenté dans le dernier type, particulièrement, lorsque le mode discret doit être identifié
et une estimation de vecteur d’état continu devrait également être donnée au même temps
(figure(2.4)).
Dans cette section, nous verrons quelques travaux sur l’estimation de l’état continu et/ou

discret des SDH. En effet, divers travaux ont porté sur l’estimation de l’état hybride pour les
SDH tels que, par exemple, observateurs de Luenberger [5, 26], les observateurs algébriques
[72], observateurs à mode glissant [28, 32, 69, 123], observateurs Adaptatifs [65], observateurs
d’ordre supérieur [31] et autres.

2.6.1 Observateur avec état discret connu

Dans le cas où l’état discret q(t) est disponible, l’estimation d’état pour un SDH revient
à calculer une estimation du vecteur d’état continu suivant la structure de la figure (2.2).
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Figure 2.3 – Schéma d’observations de l’état discret

Figure 2.4 – Schéma d’observations de l’état continu et de l’état discret

Un observateur à mode glissant d’ordre supérieur a été proposé dans [32] afin de fournir une
estimation de l’état continu en temps fini malgré la présence des entrées inconnues. De même
dans [95], l’état continu est estimé par un observateur à mémoire fini pour les systèmes à
commutations en temps discret sous l’hypothèse de l’inversibilité de la matrice d’état Aq
pour chaque mode q.
Un observateur de type Luenberger commuté est largement utilisé pour les hybrides à com-
mutations de type (2.13) [5, 26, 39, 79], il est donné par :{

ẋ(t) = Aqx̂(t) +Bqu(t)− Lq(y − ŷ)
y(t) = Cqx̂(t)

(2.30)

La synthèse de cet observateur consiste à déterminer les gains Lq avec q = 1, . . . , s tels que
la dynamique de l’erreur d’estimation e = x− x̂ dont l’évolution est donnée par :

ė = (Aq − LqCq)e (2.31)
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soit asymptotiquement stable. Cette dynamique se comporte comme un système à commu-
tation, donc une fonction de Lyapunov commune est recherchée pour assurer la stabilité.
Ainsi, nous énonçons le théorème suivant :

Théorème 8. Considérons le système hybride à commutation (2.13) et son observateur
(2.30). S’il existe une matrice définie positive P et des gains de l’observateur Lq avec q =
1, . . . , s tel que :

(Aq − LqCq)TP + P (Aq − LqCq) < 0, pourq = 1, . . . , s.

alors l’observateur est asymptotiquement stable.

Cette approche consiste à déterminer la matrice de Lyapunov commune P qui garantit
la stabilité de l’observateur, puis de déduire les gains Lq qui correspondent à chaque mode.
La détermination d’une fonction de Lyapunov commune pour le système (2.13) peut être
difficile lorsque le nombre de sous-systèmes est important. Donc, le choix de cette matrice
est souvent ramené aux fonctions de Lyapunov quadratiques multiples même si le nombre
de de sous-systèmes est supérieur à celui correspondant à l’utilisation d’une fonction de
Lyapunov commune.

2.6.2 Observateur avec état continu connu

L’estimation de l’état discret a fait l’objet de plusieurs travaux pour les SDH où l’état
continu peut être complètement ou partiellement mesuré figure(2.3). Une approche pour
l’identification du mode actif et les instants de commutations pour une classe des systèmes
linéaires à commutations a été faite dans [42]. Dans [110], une méthode basée sur la théorie
des modes glissants est présentée pour construire l’état discret pour une classe de systèmes
non linéaires en supposant que l’état continu est mesuré. Les auteurs ont prouvé que le temps
nécessaire pour la reconstruction de l’état discret peut être arbitrairement petit en augmen-
tant suffisamment un certain paramètre d’observateur. D’autres travaux ont été présentés
dans le cadre d’observation de l’état discret. On peut citer par exemple [67] pour les systèmes
multi-robots, [13] pour les systèmes mécatroniques hybrides et [24] dans la présence des
entrées inconnues.

2.6.3 Observateur pour l’état hybride

Malgré la difficulté du problème d’estimation de l’état hybride pour les SDH, divers ap-
proches ont été proposées afin de donner une estimation de l’état continu et de détecter en
même temps le mode discret dans lequel évolue le système à chaque instant. Dans ce contexte,
la majorité des approches existant dans la littérature sont basées sur la combinaison de deux
observateurs : un observateur continu et un observateur discret pour les systèmes hybrides
linéaires et non linéaires.

Une approche est présentée par [26] dans laquelle une combinaison de deux observateurs
a été proposée. Un observateur discret basé sur la théorie des automates à états finis utilisant
les entrées/sorties discrètes afin d’estimer l’état discret du SDH. Un banc d’observateurs de
Luenberger a été synthétisé et les gains de différents observateurs sont fixés pour garantir
leur convergence avant le changement du mode et donc l’hypothèse de temps de séjour mi-
nimal doit être respectée.
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De même, [86] a également fait la synthèse d’un observateur de Luenberger pour une
classe des systèmes hybrides linéaires où le mode discret dépend d’une fonction de commu-
tation Hx(k). L’état discret est déterminé à partir de la fonction de commutation Hx(k). La
convergence de l’observateur continu est assurée sous certaines hypothèses et si la dynamique
du système est globalement continue. Dans le cas où la dynamique du système présente une
discontinuité lors du changement du mode, il est toutefois possible d’assurer la bornitude de
l’erreur d’estimation. Deux prototypes d’observateurs basés sur les erreurs de prédiction ont
été proposés dans [68]. Le premier est basé sur l’observation d’un système en temps discret
augmenté. Le second estime l’état des sous- systèmes continus à chaque instant à partir des
conditions initiales.

Dans [40], est définie une méthode combinant une approche par mode glissant pour la re-
construction du mode avec un observateur de Luenberger pour l’estimation de l’état continu.
Cette méthode se base sur la reconstruction de loi de commutation à partir des sorties du
système sur un horizon fini. Sous les hypothèses que la condition de temps de séjour mini-
mum dans chaque mode est respectée et que chaque sous-système est observable, l’auteur a
montré qu’il est possible d’exprimer la loi de commutation comme une combinaison linéaire
des échantillons de sortie du système. Une fois la loi de commutation donnée, on peut fa-
cilement détecter lequel des sous-systèmes est en cours d’évolution. L’observateur continu
utilise l’estimation de l’état discret fourni par l’observateur discret.

Un schéma d’observation pour des systèmes linéaires à commutations modélisés par des
réseaux de Petri différentiels est présenté dans [79]. L’observateur proposé est composé d’un
observateur discret et d’un observateur continu en interaction. L’observateur discret est un
observateur de type Luenberger d’ordre réduit, son rôle est de fournir le mode discret et
les instants de commutation du système à chaque instant par l’estimation du vecteur des
marquages des places et le vecteur des transitions. L’observateur continu est un observa-
teur de Luenberger commuté. La convergence de cet observateur a été donnée sous forme de
conditions LMI (Linear Matrix Inequality).

Dans [141], le problème de l’estimation de l’état hybride (continu et discret) ainsi que
les instants de commutations pour des systèmes linéaires à commutation en temps continu
a été faite. L’identification du mode discret et les instants de commutations sont basées sur
une approche algébrique où une expression formelle de l’estimation de l’instant de commu-
tation en fonction des intégrales de la sortie et de l’entrée est donnée. Une autre approche
algébrique où les dérivées successives de la sortie sont exprimées en fonction des intégrales
des mesures et des entrées a été également proposée afin d’estimer l’état continu.

Un observateur hybride a été proposé dans [66], pour une classe des systèmes à commu-
tations soumis à une entrée inconnue. Cette classe est caractérisée par des sous-systèmes qui
ne sont pas observables au sens classique. Un observateur par modes glissants d’ordre deux
associé à une logique de décision a été proposé afin d’identifier le mode discret ainsi que
l’entrée inconnue en temps fini. Afin d’estimer l’état continu, un second observateur basé
sur les techniques de mode glissant d’ordre supérieur a été présenté. Cet observateur utilise
les informations partielles disponibles de l’état provenant de chaque mode de fonctionnement.

Pour la classe des systèmes à commutations non linéaires, l’observateur par modes glis-
sants d’ordre 1 a été employé pour l’estimation de l’état continu pour ses avantages tels que
la convergence étape par étape en temps fini et sa capacité à tenir naturellement compte de
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la structure variable. Malheureusement, l’inconvénient de ce type d’observateur est l’appari-
tion du phénomène du chattering. Ceci peut entrâıner une mauvaise décision de commutation
entre les sous-systèmes lorsque la trajectoire est au voisinage de la surface de commutation.
Ce problème est traité dans [69] par l’utilisation d’un filtre passe bas durant le calcul du vec-
teur équivalent. Malheureusement cette solution bien qu’elle élimine le chattering, introduit
un retard entre la condition de commutation et son estimée. De même, les auteurs dans [123]
résolvent ce problème par la synthèse d’un observateur à modes glissants d’ordre supérieur
(le différentiateur robuste) pour un système mécanique à commutations. Un travail similaire
a été présenté par [28] pour une classe de systèmes à commutations non linéaires avec sauts,
après la mise du système d’origine sous forme canonique. Les commutations considérées
dans ces travaux sont induites par le franchissement de seuils des états continus uniquement.
Une combinaison entre un observateur de mode glissant avec un observateur de RdP pour
une classe des systèmes à commutations non linéaires a été présentée dans [15] où la classe
considérée est caractérisée par des lois de commutations qui peuvent dépendre à la fois des
états continus et des événements externes. Une approche basée sur les techniques de mode
glissant d’ordre supérieur pour les systèmes à commutations non linéaires dans la présence
de l’entrée inconnue a été proposée par [63]. Sous certaines conditions d’observabilité et à
partir de la sortie du système, l’observateur proposé fournit une estimation conjointe de l’état
continu et de l’état discret en temps fini. Une batterie d’observateurs par modes glissants,
associés à une logique de décision a été proposée dans [133] pour une classe particulière des
systèmes à commutations soumise à une entrée inconnue où les sous-systèmes ne sont pas
observables au sens classique .

2.7 Conclusion

Nous avons consacré ce chapitre aux différentes approches d’observabilité et synthèse
d’observateurs pour des SED et des SDH. Nous avons vu que le problème d’observation pour
les SED n’est pas limité à l’estimation d’état, mais aussi au problème de la reconstitution
de la séquence de franchissement de transitions qui conduisent à un état donné.
La notion d’observabilité dans les SDH concerne à la fois l’évolution de l’état continu et
l’état discret, cela consiste à trouver des conditions sous lesquelles il est possible de re-
construire d’une manière unique les états du SDH à partir des sorties et des entrées du
système hybride. En effet, il est remarquable qu’il existe plusieurs approches d’observabilité
complètement différentes pour certaines classes des SDH.
Dans le cadre de la conception des observateurs, les travaux présentés dans ce chapitre sont
classés en trois groupes. La principale différence entre ces groupes est liée à la connaissance
de l’état discret ou continu. Le premier groupe contient les approches qui considèrent uni-
quement l’état continu sous l’hypothèse de la disponibilité de l’état discret. Les approches
traitant la détection du mode actif où l’état continu peut être complètement ou partielle-
ment connu sont classées en deuxième groupe. Le troisième groupe comporte toutes les ap-
proches qui concernent l’estimation conjointe de l’état continu et de l’état discret. Malgré une
littérature abondante autour du problème de l’estimation d’état pour les SDH, ce problème
reste toujours ouvert et n’est pas encore complètement résolu.
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3.2.2 Représentation d’état d’un Réseau de Petri partiellement observable 63
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3.1 Introduction

Ce chapitre est centré sur deux parties principales. La première partie est consacrée à
l’analyse d’observabilité et la synthèse d’observateurs pour les SED modélisés par des réseaux
de Petri partiellement observables (RdPPO) c’est à dire les RdP équipés par des capteurs des
places qui indiquent le nombre de jetons contenus dans certaines places (places mesurables
ou connues) et des capteurs des transitions qui détectent les franchissements de certaines
transitions (transitions mesurables ou connues). Après un rappel sur les RdPPO, une nou-
velle caractérisation algébrique de l’observabilité basée sur les informations fournies par les
capteurs des places et des transitions est présentée. Ensuite, un observateur à entrée inconnue
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est synthétisé afin d’estimer à la fois le vecteur des marquages des places et le vecteur des
transitions. Nous montrons dans la deuxième partie comment exploiter les résultats obtenus
dans la première partie pour la détection du mode actif pour une classe de SDH.

3.2 Présentation des SED modélisés par les réseaux de

Petri partiellement observables :

La classe des SED a été largement étudiée dans la littérature. Son intérêt est justifié
par l’existence d’un grand nombre de systèmes réels évoluant à l’occurrence d’évènements.
Plusieurs outils de modélisation des SED ont été proposés permettant l’étude et l’analyse des
SED dans divers contextes. Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à une classe de SED
modélisée par des RdPPO. Nous présentons d’abord les RdPPO d’une manière formelle.
Ensuite, nous montrons que l’évolution du jeton dans un RdPPO est présentée par des
équations d’états similaires à celles utilisées pour les systèmes descripteurs.

3.2.1 Réseaux de Petri partiellement observables

Un RdPPO est un RdP équipé de capteurs des places et des transitions. En général, les
capteurs dans un RdP peuvent être classés en deux grandes catégories [121] :

– Capteurs des places qui indiquent le nombre de jetons contenus dans une place (place
observable), par exemple, des capteurs de vision.

– Capteurs des transitions qui peuvent détecter l’occurrence d’un évènement (transition
observable), par exemple, des détecteurs de mouvement.

Remarque 5. Le terme ”état observable” classiquement utilisé pour les SED signifie que
l’état est connu ou mesurable (appartient à l’ensemble des sorties), et non observable signifie
inconnu (n’appartient pas à l’ensemble des sorties).

Définition 19. Un RdPPO Q peut être défini par un quadruplet {R, Po, To,M0} tel que :
– R est un RdP généralisé avec n places et m transitions.
– Po ⊆ P est l’ensemble de n1 places observables avec 0 ≤ n1 ≤ n.
– To ⊆ T est l’ensemble de m1 transitions observables avec 0 ≤ m1 ≤ m.
– M0 est le marquage initial.

Dans un RdPPO, l’ensemble de places P est partitionné comme 1 P = Po
⊎
Pno : Po est

l’ensemble des places observables, et Pno est l’ensemble des places non observables. Une
place observable p ∈ Po peut avoir un capteur qui compte le nombre de jetons contenus
dans cette place. Cependant, une place non observable p ∈ Pno = P − Po ne peut pas avoir
de capteur. Nous pouvons toujours renommer les places pour assurer que les n1 premières
places sont observables c-à-d Po = {p1, . . . , pn1}.
De la même manière, l’ensemble de transitions T est partitionné comme T = To

⊎
Tno : To est

l’ensemble des transitions observables, et Tno est l’ensemble des transitions non observables.
Une transition observable t ∈ To peut avoir un capteur qui détecte le franchissement de cette
transition. Cependant, une transition t ∈ Tno = T − To non observable ne peut pas avoir de
capteur. Nous pouvons toujours renommer les transitions pour assurer que les m1 premières
transitions sont observables c’est à dire To = {t1, . . . , tm1}.
Une transition t est dite validée ou franchissable à partir d’un marquage M , on note M [t〉, si

1. Pour les ensembles A,B et C, A = B
⊎

C signifie que A = B ∪ C et B ∩ C = ∅
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toute place d’entrée p de t contient un nombre de jetons au moins égal au poids de l’arc qui
relie p à t. On note M [t〉M ′ le passage du marquage M vers le marquage M ′ en franchissant
la transition t.
On note M [S〉M ′ le passage du marquage M vers le marquage M ′ à travers la séquence de
franchissement S. L’ensemble des séquences finies qui sont franchies à partir du marquage
initial M0 est noté L(R,M0), c’est à dire :

L(R,M0) = {S ∈ T ∗ |M0[S〉}.

Le franchissement consécutif des transitions non observables est noté Sno, et on noteM [Sno〉M ′

le passage du marquage M vers le marquage M ′ à travers la séquence Sno. Aussi, l’ensemble
des séquences finies des transitions non observables qui sont franchies à partir d’un marquage
M est noté Lno(R,M), i.e., Lno(R,M) = {Sno ∈ T ∗no |M [Sno〉}.
Le sous-RdP noté Qno est un RdP associé par le franchissement de la séquence Sno ∈
Lno(R,M) à partir du marquage M .

Définition 20. Le sous-RdP Qno est cyclique à partir du marquage M si le franchissement
de la séquence Sno ∈ Lno(R,M) donne le marquage M c’est à dire M [Sno〉M .

Une fonction de franchissement η : T → Σ ∪ {ε} qui associe à chaque transition un
alphabet (un symbole) et vérifie :

η(t) = ε pour chaque t ∈ Tno.

avec Σ est définie de telle sorte que, pour chaque ν ∈ Σ, il existe une transition t ∈ To
satisfaisant η(t) = ν. Par conséquent, |Σ| représente le nombre de capteurs des transitions.
Lorsqu’une transition observable t ∈ To est franchie, sa fonction correspondante η(t) est
observée et donc si η(t1) = η(t2) pour deux transitions observables t1 et t2, on ne peut
pas distinguer le franchissement de t1 et t2 à partir de la fonction de franchissement η(t)
et dans ce cas, les transitions t1 et t2 sont dites non déterministes. De plus, si η(t) = ε, le
franchissement de la transition t n’est pas observé.

Hypothèse 2. On suppose tout au long de ce travail que :
– Sans perte de généralité, il n’existe pas de transitions ayant le même comportement 2.
– Dans le RdPPO considéré, on peut avoir plus d’une transition franchie en même temps.

3.2.2 Représentation d’état d’un Réseau de Petri partiellement
observable

La dynamique du vecteur de marquage notée M dans un RdPPO est régie par l’équation
suivante [18, 19, 93, 108] :

Mk+1 = Mk +Wσk+1, (3.1)

où Mk est le vecteur de marquage des places et σk le vecteur de franchissement des transitions
à l’étape d’évolution k (itération). W est la matrice d’incidence où les lignes représentent les
places et les colonnes représentent les transitions.
Nous avons mentionné que le RdPPO se compose de places observables et de places non
observables. Respectivement, le RdPPO est caractérisé par des transitions dont le franchis-
sement est observé (transitions observables) et des transitions dont le franchissement est

2. Deux transitions t1 et t2 ayant le même comportement si W (:, t1) = W (:, t2) où W (:, t) désigne la
colonne de la matrice d’incidence W correspondant à une transition t
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inobservé (transitions non observables). Le vecteur de marquage et le vecteur de transitions
sont réarrangés de la manière suivante :

Mk =

[
M1

k

M2
k

]
et σk =

[
σ1
k

σ2
k

]
, (3.2)

où M1
k ∈ Nn1 ,M2

k ∈ Nn2 sont respectivement le marquage des places observables et le
marquage des places non observables. σ1

k ∈ Nm1 , σ2
k ∈ Nm2 sont respectivement le vecteur de

transitions observables, et le vecteur de transitions non observables, avec n = n1 + n2, et
m = m1 +m2.
Il est bien remarquable que l’équation du marquage (3.1) d’un RdP est similaire de celle
utilisée pour les systèmes linéaires de la forme :{

xk+1 = Axk +Buk
yk = Cxk

. (3.3)

Donc, on peut utiliser les techniques d’observation du système (3.3) afin de résoudre le
problème d’observation pour le système (3.1). Si on réécrit le système (3.1) avec l’équation
de sortie, on obtient : {

Mk+1 = Mk +Wσk+1

ȳk = C̄Mk = M1
k

, (3.4)

avec ȳ représente les places observables et la matrice C̄ donnée comme suit :

C̄ =

[
In1 0n1×n2

0n2×n1 0n2×n2

]
.

Maintenant, si on applique la condition nécessaire et suffisante d’observabilité sur le système
(3.4), on trouve :

rang


C̄
C̄I
...

C̄In−1

 = rang[C̄] = n1. (3.5)

La condition d’observabilité du système (3.4) ne porte que sur C̄, ce qui implique que pour
être observable, l’état d’un tel système doit être entièrement mesuré c’est à dire n1 = n.
Dans le cas où n1 < n, le système (3.4) n’est pas observable et les informations fournies par
les places observables ne sont pas suffisantes pour connaitre le vecteur de marquage complet
Mk. Cependant, on peut renforcer la sortie du système (3.4) par les informations des transi-
tions observables en considérant que l’état du système est constitué du vecteur de marquage
Mk et du vecteur de transitions σk. Dans ce cas, on obtient un système singulier que l’on
appelle aussi un système descripteur ou système généralisé.
Dans la suite, nous allons montrer que l’évolution du marquage dans un RdPPO peut être
représenté sous forme d’un système descripteur par deux modèles différents mais équivalents.

Modèle 1
En remplaçant l’expression de (3.2) dans (3.1), nous obtenons :

[
In −W

] [ Mk+1

σk+1

]
=
[
In 0

] [ Mk

σk

]
. (3.6)
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Nous considérons que l’ensemble des places observables et des transitions observables comme
les sorties du RdPPO accessibles à la mesure. On note ψ l’ensemble des sorties du RdPPO.
On obtient l’équation d’état et de sortie comme :{

EΠ1
k+1 = AΠ1

k

ψk = CΠ1
k

, (3.7)

où Π1
k, ψk sont respectivement le vecteur d’état généralisé et le vecteur de sortie définis

comme [14] :

Π1
k =

[
Mk

σk

]
∈ Nn+met ψk =

[
M1

k

σ1
k

]
∈ Nn1+m1 .

Les matrices E, A et C sont définies comme :

E =
[
In −W

]
, A =

[
In 0n×m

]
, C =

[
In1 0n1×n2 0n1×m1 0n1×m2

0m1×n1 0m1×n2 Im1 0m1×m2

]
. (3.8)

Modèle 2
Ce modèle est basé sur la décomposition de la matrice d’incidence W . Pour cela, on considère
que la matrice W peut être décomposée comme suit :

W = [W1 |W2 ] =

[
W11

W21

∣∣∣∣ W12

W22

]
,

avec W11 ∈ Rn1×m1 ,W12 ∈ Rn1×m2 ,W21 ∈ Rn2×m1 , et W22 ∈ Rn2×m2 .

Après la décomposition de W , le système (3.1) devient :

Mk+1 = Mk +W1σ
1
k+1 +W2σ

2
k+1. (3.9)

De la même façon que pour le modéle 1, en utilisant l’expression de (3.2) et (3.9), on obtient :

[
In −W1

] [ Mk+1

σ1
k+1

]
=
[
In 0

] [ Mk

σ1
k

]
+W2σ

2
k+1, (3.10)

la sortie du RdPPO reste la même pour ce modèle et donc, l’équation d’état et de sortie sont
données par : {

EΠ2
k +1 = AΠ2

k +W2 σ
2
k+1

ψk = CΠ2
k

, (3.11)

avec Π2
k est le vecteur d’état généralisé :

Π2
k =

[
Mk

σ1
k

]
∈ Nn+m1 .

Les matrices E , A et C sont définies comme :

E =
[
In −W1

]
,A =

[
In 0n×m1

]
, C =

[
In1 0n1×n2 0n1×m1

0m1×n1 0m1×n2 Im1

]
. (3.12)

Proposition 1. Le modèle 1 représenté par le système (3.7) est équivalent au modèle 2
représenté par système (3.11).
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Preuve :

{
EΠ1

k+1 = AΠ1
k

ψk = CΠ1
k

⇐⇒



 In
−W1

−W2

T  Mk+1

σ1
k+1

σ2
k+1

 =

 In
0
0

T  Mk

σ1
k

σ2
k


ψk =

[
In1 0
0 0

∣∣∣∣ 0
Im1

∣∣∣∣ 0
0

] Mk

σ1
k

σ2
k



⇐⇒


[
E
−W2

]T [
Π2
k+1

σ2
k+1

]
=

[
A
0

]T [
Π2
k

σ2
k

]
ψk =

[
C 0

] [ Π2
k

σ2
k

]
Donc on obtient :

{
EΠ1

k+1 = AΠ1
k

ψk = CΠ1
k

⇐⇒
{
EΠ2

k+1 = AΠ2
k +W2σ

2
k+1

ψk = CΠ2
k

.

Remarque 6. Les transitions observables dans notre travail ne sont pas représentées par
des alphabets ou des symboles comme c’est souvent le cas dans les SED, mais par un nombre
binaire {0, 1} c’est à dire lorsqu’une transition observable tj(j = 1, . . . ,m1) est franchie, sa
valeur à la sortie vaut 1. Alors, toutes les transitions observables peuvent être distinguées à
partir de la sortie ψk, même dans le cas où se trouvent des transitions non déterministes.

3.3 Observabilité des SED modélisés par les RdPPO

L’observabilité est une propriété importante des représentations structurelles des systèmes
dynamiques qui permet, à travers une entité appelée observateur, le calcul des valeurs de
variables d’états des systèmes dynamiques qui ne peuvent pas être mesurées directement.
Dans le cadre des SED, l’observabilité a attirée beaucoup d’attention et plusieurs travaux
ont été présentés notamment pour les RdP. En effet, la plupart des définitions d’observabilité
existantes à base des RdP, se base soit sur l’observabilité des évènements ou bien sur d’autres
hypothèses inspirées des propriétés des RdP. Pour l’instant, on peut citer, l’observabilité
uniforme et fortement uniforme [76], l’observabilité structurelle [121], l’observabilité des RdP
interprétés [3, 101].
Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à l’étude d’observabilité pour les SED modélisés
par les RdPPO. L’idée principale est basée sur l’utilisation des techniques d’observabilité
des systèmes descripteurs pour caractériser l’observabilité des RdPPO après l’écriture de
l’évolution du marquage d’un RdPPO sous forme d’un système descripteur comme nous
l’avons vu précédemment. Pour cela, une nouvelle caractérisation algébrique d’observabilité
dite ”causale” pour les RdPPO sera présentée.
Avant de présenter l’étude d’observabilité, nous rappelons quelques définitions et conditions
concernant l’observabilité des systèmes descripteurs.

3.3.1 Rappel sur l’observabilité des systèmes descripteurs

Les systèmes descripteurs ou systèmes singuliers peuvent être considérés comme une
généralisation des systèmes dynamiques. Ils constituent un puissant outil de modélisation
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dans la mesure où ils peuvent décrire des processus régis à la fois par des équations différentielles
(dynamiques) et des équations algébriques (statiques). Ce formalisme représente les phénomènes
physiques dont le modèle ne peut pas être décrit par des équations différentielles ordinaires.
On les rencontre dans des domaines aussi variés que les industries chimiques et minérales, la
robotique et le domaine électrique [145].
Un système descripteur en temps discret peut être décrit sous la forme suivante :{

Ēxk+1 = Āxk + B̄uk
yk = C̄xk

, (3.13)

où xk ∈ Rα, uk ∈ Rγ, yk ∈ Rδ sont respectivement le vecteur d’état, l’entrée et la sortie du
système (3.13) à l’instant k. Ē, Ā ∈ Rβ×α avec rank Ē < α, B̄ et C̄ sont des matrices réelles,
constantes et de dimensions compatibles avec les dimensions de xk, uk et yk.
Le système (3.13) est appelé un système descripteur, système généralisé, ou système singu-
lier. Ainsi, le système (3.13) représente la classe la plus générale des systèmes descripteurs
linéaires. Si β = α, le système (3.13) est dit carré et si

∣∣λĒ − Ā∣∣ 6= 0, le système (3.13) est
dit régulier. Si β 6= α, le système (8) est dit rectangulaire ou non carré.
Une partie importante des activités de recherche en automatique s’est focalisée sur le problème
d’observabilité et la synthèse d’observateurs pour les systèmes descripteurs en temps continu
[84, 94] et en temps discret [57]. Dans [57], l’auteur prouve que les systèmes descripteurs en
temps discret et en temps continu ont la même observabilité (voir théorème 8-2.1 dans [57]).
Généralement l’observabilité des systèmes descripteurs est inspirée de la théorie de système
linéaire et peut être formellement proposée comme suit :

Définition 21. [57] Le système (3.13) est dit observable, si la condition initiale x0 peut être
déterminée de manière unique à partir de l’entrée uk et la sortie yk, pour tout k ≥ 0.

Cette définition de l’observabilité est générale et correspond à celle des systèmes stan-
dards. Une autre notion d’observabilité appelée observabilité causale a été présentée dans [57]
pour les systèmes descripteurs en temps discret et dans [84] pour les systèmes descripteurs
en temps continu. Pour définir cette observabilité, une discussion sur la notion de causalité
est nécessaire.

Définition 22. [57, 84] Le système (3.13) est dit causal, si l’état du système xk (0 < k)
peut être déterminé complètement à partir de la condition initiale x0, l’entrée uk et la sortie
yk, pour tout k ≥ 0.

Le théorème suivant donne la condition de causalité :

Théorème 9. [84] Le système (3.13) est causal si :

rang

[
Ē Ā
0 Ē

]
= normal-rang(λĒ − Ā) + rangĒ.

Le rang normal d’une matrice est défini comme son rang maximal.

Il faut bien noter que, la condition de test de la matrice de causalité des systèmes des-
cripteurs en temps continu est valable pour les systèmes descripteurs en temps discret [84].
Maintenant, on peut définir l’observabilité causale comme suit :

Définition 23. [57, 84] Le système (3.13) est dit causal observable (Y−observable), si l’état
du système xk (0 < k) peut être déterminé de manière unique à partir de la condition initiale
x0, l’entrée uk et la sortie yk, pour tout k ≥ 0 ( Y vient de la première lettre du mot chinois
pour le terme ”causalité”).
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Le théorème suivant résume les résultats obtenus dans [57, 84, 94].

Théorème 10. [57, 84, 94]

1. Le système (3.13) est causal observable ssi :

rang

 Ē Ā
0 Ē
0 C̄

 = α + rangĒ ou rang

[
Ē
C̄

]
= α.

2. Le système (3.13) est observable ssi il est causal observable et :

rang

[
λĒ − Ā
C̄

]
= α, ∀λ ∈ C, |λ| ≥ 1.

Avec α est la dimension du vecteur d’état xk.

3.3.2 Observabilité des réseaux de Petri partiellement observables

En se basant sur le paragraphe précédent, une nouvelle caractérisation algébrique de
l’observabilité sera proposée pour les RdPPO. Le traitement que nous allons présenter est
purement algébrique et donc facile à comprendre. Parallèlement à l’élaboration de résultats
théoriques, une attention est également accordée à la facilité des résultats pour le calcul
numérique. L’utilisation de la théorie des systèmes descripteurs est motivée par la capacité
de présenter le RdPPO sous forme d’un système descripteur (3.13).
Dans le système (3.7), l’indice k ne correspond pas à la kème période d’échantillonnage
(comme c’est souvent le cas dans les systèmes discrets), mais correspond à l’instant d’occur-
rence d’événement (le kème franchissement de transition). Ensuite, si on considère la durée
entre l’occurrence des deux événements consécutifs comme une période d’échantillonnage, le
système descripteur (3.7) peut être traité comme un système à entrainement temporel. Par
conséquent, la théorie des systèmes descripteurs en temps discret reste valable.
Contrairement au système (3.7), le système (3.11) n’a pas la même forme que système (3.13),
car le système (3.11) comporte un terme σ2

k+1 qui représente une entrée inconnue (transitions
non observables) et donc, on ne peut pas appliquer directement les techniques d’observabilité
du système (3.13) sur le système (3.11). Par conséquent, l’observabilité dans ce document est
basée sur la sortie d’un système RdPPO et il est facile de remarquer que les deux systèmes
(3.7) et (3.11) ont la même sortie. Donc, le modèle (3.7) et son équivalent ont la même
propriété d’observabilité (c’est à dire système (3.7) est observable ⇐⇒ le système (3.11) est
observable). Pour cela, l’observabilité du système (3.11) est caractérisée à partir de celle du
système (3.7).

D’après le théorème (9), on peut donner la proposition suivante :

Proposition 2. Le RdPPO représenté par système (3.7) est causal i.e.

rang

[
E A
0 E

]
= normal-rang(λE − A) + rangE.

Preuve : rang

[
E A
0 E

]
= rang

[
In −W In 0
0 0 In −W

]
= 2n,

rang [E] = rang
[
In −W

]
= n, et

normal-rang(λE − A) = normal-rang(

[
λIn
−λW

]T
−
[
In
0

]T
)
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= normal-rang(
[

(λ− 1)In −λW T
]
) = n

Alors, rang

[
E A
0 E

]
= normal-rang(λE − A) + rangE = 2n.

Remarque 7. L’état initial Π1
0 du système (3.7) (Π2

0 du système (3.11)) est composé du
vecteur de marquage initial M0 et du vecteur initial des transitions σ0 ( σ1

0 pour le système
(3.11)).
On suppose qu’aucune transition n’est franchie à l’instant initial k = 0. Alors, les vecteurs
Π1

0 et Π2
0 sont donnés par :

Π1
0 =

[
M0

0m

]
et Π2

0 =

[
M0

0m1

]
.

La remarque (7) signifie que la connaissance de Π1
0 ou Π2

0 nécessite la connaissance de
M0. Dans notre étude de l’observabilité, le vecteur du marquage M0 sera utilisé au lieu de
Π1

0 ou Π2
0.

Dans la suite, nous allons présenter quelques résultats concernant l’observabilité d’un
RdPPO décrit par le système (3.7), en utilisant les techniques des systèmes descripteurs.
Ensuite, nous allons exploiter ces résultats pour la caractérisation de l’observabilité pour le
système (3.11).

Nous utilisons le même raisonnement pour le système (3.13), l’observabilité causale d’un
RdPPO décrit par système (3.7) peut être formulée comme suit :

Définition 24. Un RdPPO décrit par le système (3.7) est dit causal observable si pour un
marquage initial M0 connu, les informations fournies par l’ensemble des places observables
Po et transitions observables To sont suffisantes pour déterminer de manière unique le vecteur
de marquage Mk et le vecteur de transitions σk à chaque instant k.

La définition ci-dessus signifie qu’il est possible de récupérer d’une façon unique le mar-
quage des n2 places non observables et de détecter le franchissement des m2 transitions non
observables à chaque instant k à partir de la connaissance du marquage initial M0 et de
l’observation des n1 places et m1 transitions. A partir de cette définition, on peut constater
que la propriété d’observabilité n’est pas basée seulement sur la structure du RdP, mais aussi
sur la connaissance du marquage initial M0.
Une caractérisation d’observabilité similaire dite structurelle a été formulée dans [121],
comme la capacité de déterminer d’une façon unique l’état du système (le marquage des
places) à chaque instant, basée sur les informations des capteurs des places et des transi-
tions et sur la connaissance du marquage initial. Dans [76], une notion d’observabilité dite
uniforme a été présentée. Les auteurs ont montré que cette observabilité a une importance
lorsque le marquage initial est connu.
Dans le cas où le marquage initial est inconnu, l’observabilité peut être définie comme :

Définition 25. Un RdPPO décrit par le système (3.7) est dit observable si les informations
fournies par l’ensemble des places observables Po et transitions observables To sont suffisantes
pour déterminer de manière unique le marquage initial M0, le vecteur du marquage Mk et le
vecteur de transitions σk à chaque instant k.

L’observabilité dans la définition (25) est formulée comme la capacité de récupérer le
vecteur du marquage initial M0 et de déterminer d’une façon unique le marquage des n2
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places non observables et le franchissement des m2 transitions non observables. Plusieurs
définitions qui sont liées à cette notion d’observabilité sont présentées dans la littérature.
Dans [101], une caractérisation de l’observabilité pour les RdP interprétés est généralisée de
telle sorte que pour importe quelle séquence entrée/sortie (l’entrée désigne les transitions
observables et la sortie désigne les places observables), le marquage des places peut être
déterminé uniquement. Dans le même papier, une caractérisation géométrique a été présentée.
Contrairement à l’observabilité uniforme présentée dans [76], qui est basée sur la connaissance
du marquage initial, l’observabilité structurelle du marquage est donnée dans le même papier
et dépend seulement de la structure du RdP. Cette observation est définie de telle sorte que
le marquage actuel peut être reconstruit si la séquence de transitions est observable pour
importe quel marquage initial.

Remarque 8. Si le système (3.7) n’est pas observable, mais causal observable, l’état du
système Π1

k peut être déterminé uniquement à partir de la sortie ψk et la connaissance du
marquage initial M0.

Suite à la définition (24) et Théorème (10), on peut formuler le théorème suivant :

Théorème 11. Un RdPPO décrit par le système (3.7) est causal observable si et seulement
si :

1. Le nombre des places observables est supérieur ou égal au nombre des transitions non
observables c’est à dire n1 ≥ m2.

2. rang [W2] = rang

[
W12

W22

]
= m2.

Preuve : Nous allons prouver que la condition 1 du Théorème (10) est satisfaite si les
conditions 1 et 2 du Théorème (11) sont satisfaites.

rang

[
E
C

]
= rang


In1 0 −W11 −W12

0 In2 −W21 −W22

In1 0 0 0
0 0 Im1 0

 ,
si n1 ≥ m2 alors le nombre des lignes de

[
E
C

]
est satisfait .

n1 + n2 + n1 +m1 ≥ n+m1 +m2 = n+m.

Le rang de la matrice

[
0 −W12

In2 −W22

]
est toujours égal à n2 + rank

[
W12

W22

]
, parce que :

– Si W12 est une matrice nulle, alors W22 ne peut être ni une matrice nulle, ni une matrice
d’identité à cause des propriétés de la matrice d’incidence (c’est à dire, chaque colonne
de la matrice d’incidence contient au moins deux éléments 1 et -1).

– Si la matrice W12 n’est pas complètement nulle, donc le résultat est évident.

Donc, si rang[W2] = rang

[
W12

W22

]
= m2, alors rang

[
E
C

]
= n1 + n2 +m1 +m2 = n+m

ce qui signifie que la condition 1 du Théorème (10) est satisfaite.

Nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Théorème 12. Un RdPPO décrit par le système (3.7) est observable si et seulement si :

1. Toutes les places du RdP sont observables et le nombre de ces places doit être supérieur
ou égal au nombre des transitions non observables c’est à dire n1 = n ≥ m2.
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2. rang [W2] = rang

[
W12

W22

]
= m2.

Preuve : Nous allons prouver que la condition 2 du Théorème (10) est satisfaite si les
conditions 1 et 2 du Théorème (12) sont satisfaites.
Les conditions 1 et 2 du Théorème (12) signifient que le RdPPO est causal observable par
le Théorème (11) et il reste à prouver que :

rang

[
λE − A
C

]
= n+m,∀λ ∈ C, |λ| ≥ 1.

[
λE − A
C

]
=


λIn1 − In1 0 −λW11 −λW12

0 λIn2 − In2 −λW21 −λW22

In1 0 0 0
0 0 Im1 0

 .
Alors, les conditions 1 et 2 du Théorème (12) impliquent que

rang

[
λE − A
C

]
= n+m,∀λ ∈ C, |λ| ≥ 1.

La condition rang [W2] = m2 signifie que les transitions non observables doivent être
linéairement indépendantes c’est à dire que le sous-RdP Qno formé par le franchissement
consécutif des transitions non observables ne doit pas être cyclique (définition (20)).
En outre, la condition 1 du Théorème (11) représente le nombre suffisant de places observables
telles que les transitions non observables peuvent être détectées et cela conduit à la notion de
la détectabilité des événements telle que présentée dans [3, 101]. La notion de détectabilité
des événements est définie dans [3], [101] comme la possibilité de détecter le franchissement
de chaque transition en se basant sur des informations fournies par les capteurs des places et
des transitions. Nous rappelons les conditions nécessaires et suffisantes pour la détectabilité
des événements qui sont déjà présentées dans le lemme (1) dans la section 2.4.1 :

Lemme 4. [3, 101] Un RdP est dit événements détectable si et seulement si :

1. ∀ti, tj ∈ T tel que η(ti) = η(tj) ou η(ti) = ε⇒ ϕW (:, i) 6= ϕW (:, j), et

2. ∀tx ∈ T ⇒ ϕW (:, x) 6= 0.

Avec η(t) est une fonction de franchissement de la transition t, ε représente une transition
non observable et ϕW (:, i) est la ieme colonne de la matrice formée par la ligne de la matrice
d’incidence W correspondant aux places mesurables (observables) du RdP.
Ce résultat signifie que s’il y a deux transitions non déterministes ou non observables qui
ont deux colonnes identiques dans la matrice ϕW , cela veut dire que leurs franchissements
produisent le même effet dans la sortie du système. Alors, les franchissements de ces transi-
tions ne peuvent pas être distingués les uns des autres, à moins que leurs symboles d’entrée
soient différents. D’autre part, si la matrice ϕW a une colonne nulle, cela veut dire que la
transition associée à cette colonne n’a pas une place d’entrée ou de sortie mesurable et dans
ce cas, le franchissement de cette transition ne produit pas un changement dans la sortie.
Donc, le franchissement de la transition ne peut pas être détecté.
Maintenant, si on applique la notion de détectabilité des événements pour le RdPPO décrit
par le système (3.7), le cas des transitions non déterministes peut être ignoré car toutes
les transitions observables peuvent être distinguées à partir de la sortie du système (3.7)
comme nous l’avons mentionné dans la remarque (6). Alors, on peut reformuler les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour la détectabilité des événements du système (3.7) dans la
proposition suivante :
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Proposition 3. Un RdPPO décrit par le système (3.7) est à événements détectable si et
seulement si :

1. ∀ti, tj ∈ Tuo =⇒ ϕW2(:, i) 6= ϕW2(:, j), et

2. ∀tx ∈ Tuo =⇒ ϕW2(:, x) 6= 0.

où W2 est la matrice formée par les colonnes de la matrice d’incidence W correspondant aux
transitions non observables.

Preuve : (Suffisance) S’il existe deux transitions observables de telle sorte que chaque
transition a une combinaison unique avec une colonne de la matrice ϕW , cela veut dire que
leurs franchissements produisent un changement dans la sortie du système. Alors, leurs fran-
chissements peuvent être distingués les uns des autres.
(Nécessité) 1) S’il existe deux colonnes identiques dans la matrice ϕW , les transitions non
observables correspondantes ont au moins une place observable commune, et donc, leurs fran-
chissements produisent le même effet dans la sortie du système. Alors, les franchissements
de ces transitions ne peuvent pas être distingués les uns des autres. 2) Si la matrice ϕW a
une colonne nulle, cela veut dire que la transition non observable associée à cette colonne
n’a pas une place observable et dans ce cas, le franchissement de cette transition ne produit
aucun changement dans la sortie. Donc, le franchissement de la transition ne peut pas être
détecté.

Le théorème suivant résume les dérivations précédentes et donne les conditions nécessaires
et suffisantes de l’observabilité d’un DES modélisé par un RdPPO.

Théorème 13. Un RdPPO décrit par le système (3.7) est causal observable si et seulement
s’il est à événement détectable.

Preuve : (Suffisance) Si le RdPPO est à événements détectable, donc les transitions non
observables peuvent être détectées uniquement en se basant sur les capteurs des places et
des transitions. Puisque le marquage initial est connu, l’état du système peut être déterminé
uniquement en utilisant le système (3.7) ou bien le système (3.1).
(Nécessité) Si le RdPPO n’est pas à événements détectable, il existe un marquage initial M0

et deux transitions t1 e t2 telles que leurs franchissements ne peuvent pas être distinguables
à partir des informations des capteurs. Le marquage Mk est produit par des séquences de
franchissement contenant t1 e t2, et les franchissements des t1 e t2 donnent des marquages
différents car il n’y a pas de transitions qui ont le même comportement. Dans cette situation,
on ne peut pas déterminer uniquement les marquages des systèmes avant le marquage Mk

et donc, le RdPPO n’est pas observable causal.

Maintenant, nous nous intéressons à l’observabilité de système (3.11) et comme mentionné
précédemment, le système (3.7) et son équivalent (3.11) ont la même sortie et représentent
le même RdPPO. Par conséquent, l’observabilité du système (3.7) et de système (3.11) sont
équivalentes et donc, l’observabilité du système (3.11) peut être déduite de l’observabilité du
système (3.7).

Théorème 14. Les résultats suivants concernant l’observabilité du système (3.11) sont
équivalents.

1. Un RdPPO décrit par le système (3.11) est causal observable si et seulement si :

rank

[
E −W2

C 0

]
= n+m.
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2. Un RdPPO décrit par système (3.11) est causal observable si et seulement si :

(a) le nombre des places observables est supérieur ou égal au nombre des transitions
non observables c’est à dire n1 ≥ m2.

(b) rank [W2] = m2.

Preuve : La condition 1 du Théorème (14) est déduite de l’observabilité du système
(3.7) c’est à dire :

rank

[
E
C

]
= n+m⇔ rank

[
E −W2

C 0

]
= n+m.

Maintenant, il est facile de démontrer que les conditions 1 et 2 du Théorème (14) sont
équivalentes.[
E −W2

C 0

]
=

[
E
C

]
et on utilise la démonstration du Théorème (11).

De la même façon, on peut énoncer le résultat suivant :

Théorème 15. Un RdPPO décrit par le système (3.11) est observable si et seulement si :

1. Toutes les places du RdP sont observables et le nombre de ces places doit être supérieur
ou égal au nombre des transitions non observables c’est à dire n1 = n ≥ m2.

2. rank [W2] = m2.

Preuve :

[
E −W2

C 0

]
=

[
E
C

]
, et on utilise la démonstration du Théorème (12).

3.4 Synthèse d’observateurs pour les SED modélisés

par les RdPPO

Dans cette section, nous nous intéressons à la synthèse d’observateurs pour les SED
modélisés par les RdP. Nous avons vu dans le chapitre précédent que le RdPPO peut être
représenté par deux systèmes descripteurs (3.7) et (3.11). Dans ce paragraphe, nous al-
lons aborder le problème d’estimation d’état pour les RdPPO basés sur les principes de la
synthèse d’observateurs pour les systèmes descripteurs. Nous rappellerons dans un premier
temps, l’approche de Koenig et bourjij [93] qui s’appuie sur le principe d’un observateur
de Luenberger d’ordre réduit pour les RdP décrits par le système (3.7). Nous présenterons
par la suite, une approche basée sur la synthèse d’un observateur à entrée inconnue pour
les RdPPO représentés par le système (3.11), en considérant les transitions non observables
comme des entrées inconnues.

3.4.1 Observateur d’ordre réduit pour les RdPPO

Nous présentons dans ce paragraphe, une méthode de synthèse d’un observateur de type
Luenberger d’ordre réduit développée dans [93] pour un RdPPO représenté par système
(3.7). L’observateur proposé est utilisé afin de reconstruire le vecteur global (composé par
le vecteur des marquages des places complet Mk et le vecteur des transitions complet σk) à
chaque instant k à partir d’un ensemble de marquages des places observables et des transitions
observables.
Avant de donner l’équation de l’observateur, nous supposons que le système (3.7) est au
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moins observable causal.
Suivant le principe de construction des observateurs, l’observateur de Luenberger d’ordre
réduit proposé est de la forme : {

ζk+1 = Fζk +Gψk
Π̂k = V ζk +Dψk

, (3.14)

où ζk ∈ Rn est l’état de l’observateur et F,G,H et D sont des matrices de dimensions
appropriées à calculer.
Le problème de la construction de l’observateur consiste à trouver les matrices F,G, V et
D telles que le vecteur global d’état estimé Π̂k converge vers le vecteur d’état Πk. Ainsi, le
calcul des matrices de l’observateur (3.14) est donné dans l’annexe (4.4).

3.4.2 Observateur à entrée inconnue pour les RdPPO

Nous nous intéressons au problème de l’estimation de l’état discret (marquage des places)
et de la séquence de franchissement (vecteur de transitions) d’un système modélisé par un
RdPPO décrit par système (3.11).
L’idée principale est basée sur l’écriture de l’équation de marquage (3.1) sous forme d’un
système descripteur (3.11), et nous supposons que les transitions non mesurées σ2

k comme
des entrées inconnues du système (3.11). Par conséquent, un observateur à entrée inconnue
(OEI) est proposé afin d’estimer à la fois le vecteur des marquages des places et le vecteur
de franchissement des transitions.
L’observateur proposé fournit à chaque instant k, le vecteur global généralisé Π2

k composé
du vecteur du marquage Mk et le vecteur de transitions mesurées σ1

k. Une fois que le vecteur
global Π2

k est donné, nous pouvons calculer les transitions non mesurées à partir de l’équation
du système (3.11).

Estimation de l’état discret

Notre objectif est de synthétiser un observateur à entrée inconnue pour le système des-
cripteur (3.11) en utilisant des méthodes traditionnelles pour les systèmes descripteurs afin
d’estimer le vecteur global Π2

k.
Avant de donner l’équation de l’observateur, nous supposons que le système (3.11) est causal
observable. Sous cette hypothèse, un OEI pour le système (3.11) est décrit par l’équation
suivante : {

Λk+1 = NΛk + Lψk
Π̂2
k = Λk +Hψk

, (3.15)

où Λk ∈ Nn+m1 est l’état de l’observateur, ψk est la sortie du système à l’instant k et N,L
et H sont des matrices de dimensions appropriées à calculer.
Le problème de la conception d’un observateur (3.15) pour le système (3.11) se réduit à
trouver des matrices N,L et H telles que le vecteur global estimé Π̂2

k converge vers le vecteur
de l’état Π2

k.
Lorsque l’observateur (3.15) est appliqué au système (3.11) l’erreur de l’estimation est définie
comme :

ek = Π2
k − Π̂2

k

= Π2
k − Λk −HCΠ2

k

= (Is −HC)Π2
k − Λk.
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avec s = n+m1

Soit U ∈ Rs×n une matrice réelle telle que :

UE = Is −HC.

L’erreur d’estimation devient :

ek = UEΠ2
k − Λk. (3.16)

A l’instant tk+1, l’erreur d’estimation est :

ek+1 = UEΠ2
k+1 − Λk+1

= (UAΠ2
k +W2 σ

2
k+1)−NΛk − LCΠ2

k

= UAΠ2
k −N(UEΠ2

k − ek)− LC Π2
k + UW2σ

2
k+1.

Par conséquent, l’évolution de l’erreur d’estimation est décrite par :

ek+1 = Nek + (UA −NUE − LC)Π2
k + UW2σ

2
k+1. (3.17)

L’erreur d’estimation converge vers zéro si les conditions suivantes sont satisfaites :

UE = Is −HC, (3.18)

N est stable, (3.19)

UA = NUE + LC, (3.20)

UW2 = 0. (3.21)

Maintenant, nous discuterons brièvement comment calculer les matrices U , N, L et H.

D’après (3.18) et (3.21), on obtient :

[
U H

] [ E W2

C 0

]
= [Is 0s×m2 ].

La matrice

[
E W2

C 0

]
est supposée de rang plein, car elle représente la condition d’obser-

vabilité causale comme mentionné dans le théorème (14). Alors, nous pouvons obtenir les
matrices U et H comme suit :

[
U H

]
= [Is 0s×m2 ]

[
E W2

C 0

]+

, (3.22)

où la pseudo-inverse d’une matrice () est définie comme ()+ = ()T × (()× ()T )−1.
Remplaçant (3.18) dans (3.20), nous obtenons :

UA = N(I −HC) + LC ⇒ N = UA− (L−NH)C.
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En posant :
K = L−NH. (3.23)

On obtient :
N = UA−KC, (3.24)

L = K +NH. (3.25)

L’erreur d’estimation peut être réécrite en utilisant l’équation (3.17) et (3.24) sous la forme :

ek+1 = (UA−KC)ek. (3.26)

Donc, l’erreur d’estimation converge vers zéro si la matrice (N = UA−KC) est stable. Cette
matrice peut être stabilisée par la matrice de gain K si la paire (UA, C) est détectable.
Le théorème suivant résume les dérivations précédentes et donne des conditions nécessaires
et suffisantes pour l’existence de l’observateur (3.15) :

Théorème 16. Il existe un observateur (3.15) pour le système (3.11) si et seulement si les
conditions suivantes sont satisfaites :

1. La paire (UA, C) est détectable c’est à dire :

rang

[
λIs − UA
C

]
= s,∀λ ∈ C, |λ| ≥ 1.

2. L’initialisation de l’observateur doit être donnée comme :

Λ0 = UEΠ2
0,

avec la matrice U ∈ Rs×n calculée à l’aide de l’équation (3.22).

Preuve : La condition 1 du Théorème (16) a déjà été prouvée précédemment.
Ci-après, nous allons montrer que la condition 2 est nécessaire lorsque l’erreur initiale ap-
partient au sous-espace non observable.
La condition 1 du théorème (16) implique que ∀λ ∈ C, |λ| ≥ 1,

rang

[
λUE − UA+ λHC

C

]
= s,

il existe une matrice [ U H ] de rang complet telle que :

= rang

[ U H 0
0 0 Iµ

] λE − A
λC
C

 ,

avec µ = n1 +m1

= rang

[
λE − A
C

]
.

En utilisent l’équation (3.12), on obtient :

= rang


λIn1 − In1 0 −λW11

0 λIn2 − In2 −λW12

In1 0 0
0 0 Im1

,
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= n1 + rang

 0
λIn2 − In2

0

+m1.

Alors, pour λ = 1 le rang de la matrice

[
λIs − UA
C

]
est inférieur à (n+m1) ce qui signifie

que la paire (UA, C) n’est pas complètement observable. Le sous-espace non observable est

engendré par
[

0 In2 0
]T

et correspond à la valeur propre λ = 1. Ainsi, pour éviter
l’instabilité de l’observateur, l’erreur d’estimation doit être nulle à l’instant initial. Ainsi,
l’erreur initiale doit vérifier e0 = UEΠ2

0 − Λ0 = 0⇒ Λ0 = UEΠ2
0.

Estimation de la séquence de franchissement

Nous avons vu dans le paragraphe précédent, comment estimer le vecteur de marquage
des places du RdPPO. Maintenant, nous nous intéressons au problème de l’estimation de
la séquence de franchissement d’un SED modélisé par un RdPPO. Ce problème revient à
déterminer le vecteur de transitions σk composé d’un ensemble de transitions observables
σ1
k et un ensemble de transitions non observables σ2

k. Par conséquent, les transitions non
observables σ2

k sont calculées dans le théorème suivant :

Théorème 17. Les transitions non observables σ2
k sont calculées par l’équation suivante :

σ2
k+1 = W+

2 EΠ2
k+1 −W+

2 AΠ2
k. (3.27)

Preuve : Sous l’hypothèse que le système (3.11) est causal observable c’est à dire
rang [W2] = m2, on peut donc estimer les transitions non observables de l’équation (3.11)
par l’équation (3.27).

3.5 Résultats de simulation

Dans cette section, nous allons présenter quelques résultats de simulation afin d’illustrer
l’efficacité de l’approche proposée.

3.5.1 Exemple 1

On considère le RdP présenté dans la figure (3.1), initialement marqué avec un jeton dans
la place p1.

Figure 3.1 – Le modèle du RdP
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La matrice d’incidence W et le vecteur de marquage initial M0 associés au modèle du
RdP présenté dans la figure (3.1) sont donnés par :

W =


−1 0 0 0 1 1
1 −1 −1 0 0 0
1 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 −1 −1

 et M0 =


1
0
0
0
0
0

.

Dans ce système, nous supposons que les places p1, p2 et p3 sont observables, et les transitions
t2, t3, t5 et t6 sont observables c’est à dire (n1 = 3, n2 = 3,m1 = 4 et m2 = 2). Aussi, nous
supposons que la transition t4 est franchie en même temps que la transition t2 ou t3 c’est à
dire les paires (t4, t2) ou (t4, t3) peuvent être franchies en une seule étape.
Le modèle mathématique correspondant au RdP indiqué sur la figure (3.1) peut être représenté
par un système descripteur de type (3.7) ou (3.11).

En utilisant notre approche algébrique pour décider de l’observabilité en se basant sur le
test du rang d’une matrice, on obtient :

rang

[
E
C

]
= rang

[
E −W2

C 0

]
= 12.

Donc, le RdP étudié est causal observable.
Maintenant, en utilisant l’approche structurelle pour les RdP comme dans [3] et [101], nous
constatons que le RdP donné dans la figure (3.1) est observable car toutes les transitions
sont détectables. Cependant dans le cas où les transitions t2 et t3 ont le même symbole (al-
phabet) et de même pour les transitions t5 et t6 (c’est à dire η(t2) = η(t3) et η(t5) = η(t6)),
le RdP n’est pas observable parce que les transitions ne peuvent être distinguées et l’estima-
tion d’état n’est pas unique. Alors qu’avec notre approche, le RdP reste causal observable
grâce à la représentation binaire des franchissements des transitions dans la sortie du système.

Maintenant, pour la conception de l’observateur à entrée inconnue (3.15), nous devons
trouver les matrices U , H,K,N et L telles que l’estimation du vecteur global Π2

k (composé
des marquages des places et des transitions observables) peut être reconstruit exactement à
n’importe quelle étape k. Pour cela, on peut calculer les matrices U et H de l’équation (3.22),
la matrice K doit être choisie de telle sorte que la matrice N soit stable. Enfin, N et L sont
calculées respectivement à partir des équations (3.24) et (3.25). Les valeurs numériques de
ces matrices sont données en annexe (4.4).

L’état initial du système est Π2
0 =

[
M0 04

]T
et l’état initial de l’observateur est Λ0 =

UEΠ2
0, nous obtenons le vecteur complet d’états comme :
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Π̂2
k =



p̂1

p̂2

p̂3

p̂4

p̂5

p̂6

t̂2
t̂3
t̂5
t̂6


=



k=0

1
k=1

0
k=2

0
k=3

1
k=4

0
k=5

0
k=6

1
k=7

0
k=8

0
k=9

1
k=10

0
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0


,

Figure 3.2 – Haut Le mode réel et estimé du p1 en fonction de k. Milieu Le mode réel et
estimé du p2 en fonction de k. Bas Le mode réel et estimé du p3 en fonction de k.

Les résultats des simulations apparaissent sur les figures (3.2) et (3.3). Figure (3.2)
représente les modes réels et les modes estimés des places observables p1, p2 et p3, et la
figure (3.3) représente les modes réels et les modes estimés des places non observables p4, p5

et p6, respectivement. Nous remarquons que les modes estimés sont identifiés correctement
ce qui montre l’efficacité de l’observateur proposé. Finalement, à partir de l’équation (3.27),
nous pouvons obtenir les entrées inconnues (les transitions non observables), comme indiqué
dans le vecteur des transitions complet :
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Figure 3.3 – Haut Le mode réel et estimé du p4 en fonction de k. Milieu Le mode réel et
estimé du p5 en fonction de k. Bas Le mode réel et estimé du p6 en fonction de k.

σ̂k =



t̂1
t̂2
t̂3
t̂4
t̂5
t̂6

 =



k=0

0
k=1

1
k=2

0
k=3

0
k=4

1
k=5

0
k=6

0
k=7

1
k=8

0
k=9

0
k=10

1
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0


,

On peut remarquer que les transitions t2 et t4 sont franchies simultanément à k = 2, k = 8
et la même chose pour t3 et t4 à k = 5.

3.5.2 Exemple 2

Dans cet exemple, quelques résultats de simulation seront présentés pour un simple
système de production afin de démontrer l’efficacité de l’approche proposée. Le système
étudié est représenté sur la figure (3.4), il présente un fonctionnement d’un stock à capacité
3 entre deux machines identiques MCH1 et MCH2. La machine MCH1 dépose les pièces dans
le stock, s’il y a un espace disponible, et la machine MCH2 déplace les pièces si le stock n’a
pas un espace vide.

Le modèle RdP correspondant au système de production étudié est représenté sur la
figure (3.4), avec des jetons en p1, p3 et p6 .

Dans cet exemple, nous supposons que les places p1, p2, p5 et p6 et les transitions t1, t4 qui
représentent les machines MCH1 et MCH2 sont connues (observables). Les places p3 et p4 qui
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Figure 3.4 – Le système de production

Figure 3.5 – Le modèle RdP du système de production

représentent respectivement l’état du stock et le nombre de pièces en stock sont supposées
inconnues (non observables).
Par conséquent, le rôle de l’observateur proposé consiste à estimer le nombre de pièces dans
le stock (en estimant le marquage des places p3 et p4), ainsi que les instants de franchissement
des transitions (t2 et t3 ) qui correspondent respectivement aux évènements de dépôt et de
retrait c’est à dire (n1 = 4, n2 = 2,m1 = 2 et m2 = 2).

La matrice d’incidence W et le vecteur de marquage initial M0 associés au modèle du
RdP présenté dans la figure (3.5) sont donnés par :

W =


1 0 −1 0
−1 0 1 0
0 1 0 −1
0 −1 0 1
0 0 −1 1
0 0 1 −1

 et M0 =


1
0
3
0
1
0

 .

A partir du modèle mathématique correspondant au RdP indiqué sur la figure (3.5), le RdP
est causal observable car :

rank

[
E
C

]
= rank

[
E −W2

C 0

]
= 10.

Avec l’état initial de l’observateur Λ0 = UEΠ2
0, nous obtenons le vecteur d’état complet

comme :
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Π̂2
k =



k=0

1
k=1

0
k=2

1
k=3

0
k=4

1
k=5

0
k=6

1
k=7

1
k=8

1
k=9

1
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
3 2 2 1 1 0 0 1 1 2
0 1 1 2 2 3 3 2 2 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0


,

Figure 3.6 – Le mode réel et le mode estimé de p3

Les modes réels et estimés des places non observables p3 et p4 sont présentés respective-
ment dans la figure (3.6) et la figure (3.7). La figure (3.6) représente la variation du nombre
d’espaces libres en stock. On remarque que, les modes sont correctement identifiés. La figure
(3.7) montre le nombre de pièces disponibles dans le stock à chaque instant k. Le stock est
vide à k = 0, ce qui correspond à l’état initial et il est plein à k = 5. Finalement, le vecteur

Figure 3.7 – Le mode réel et le mode estimé de p4

des transitions est arrangé comme suit :

σ̂k =


t̂1
t̂2
t̂3
t̂4

 =


k=0

0
k=1

0
k=2

1
k=3

0
k=4

1
k=5

0
k=6

1
k=7

0
k=8

0
k=9

0
0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0


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3.6 Détection du mode actif pour les systèmes dyna-

miques hybrides

Après avoir présenté, aux sections précédentes, des résultats concernant l’observabilité
et la synthèse d’observateurs des SED modélisés par les RdP. Dans cette section, nous al-
lons exploiter ces résultats pour l’estimation de l’état discret (détection du mode actif) d’un
système hybride à commutations où la partie discrète est régie par un RdP et la partie conti-
nue décrite par des équations différentielles ou aux différences.
Le problème de l’estimation de l’état discret pour les systèmes hybrides a déjà attiré beaucoup
l’attention des chercheurs et a été étudié avec un intérêt particulier. Toutefois, ce problème
n’a pas encore été complètement résolu.
A notre connaissance, le premier observateur prenant en charge l’estimation de l’état discret
d’un système hybride a été présenté dans [27]. Cet observateur est basé sur un détecteur de
mode, inspiré de la théorie des automates à état finis. Dans [40], une méthode d’estimation
de l’état discret pour une classe de systèmes hybrides à commutations basée sur la recons-
truction de loi de commutation à partir des sorties du système sur un horizon fini a été
présentée. L’auteur a montré qu’il est possible d’exprimer la loi de commutation comme une
combinaison linéaire des échantillons de sortie du système. Une fois la loi de commutation
donnée, on peut facilement détecter lequel des sous-systèmes est en cours d’évolution. Un
estimateur robuste d’état discret, utilisant les techniques des modes glissants, est défini dans
[110], pour une classe de systèmes non-linéaires incertains à commutations sous l’hypothèse
de la connaissance de l’état continu.
Le problème de l’identification du mode actif et les instants de commutations pour une classe
de systèmes linéaires à commutations a été formulé dans [42] comme un problème d’opti-
misation impliquant des données entrées/sorties du système. L’approche proposée est basée
sur des techniques d’optimisation par Essaim Particulaire afin d’attribuer à chaque ensemble
des données son sous-système correspondant et d’estimer les instants de commutations sur
une fenêtre d’observations. D’autres travaux ont été présentés dans le cadre d’observation
de l’état discret. On peut citer par exemple [67] pour les systèmes multi-robots et [24] pour
la présence des entrées inconnues. Les classes des SDH considérés dans ces travaux sont ca-
ractérisées par l’évolution d’un seul sous-système continu à chaque instant de temps.

Dans ce contexte, nous allons aborder le problème de l’estimation de l’état discret pour
une classe des systèmes hybrides qui peut avoir plusieurs sous-systèmes évoluant simul-
tanément avec des dimensions différentes. Nous présenterons dans le second paragraphe,
la classe des systèmes hybrides à commutations considérées. Le troisième paragraphe sera
consacré à la détection du mode actif. Finalement, un système électromécanique sera présenté
comme un exemple d’application pour monter l’efficacité de l’approche proposée.

3.6.1 Présentation de la classe de SDH considérée

Dans cette section, on considère la classe de SDH définie par un état hybride composée
d’un état discret dont l’évolution est régie par un RdP et d’un état continu dont l’évolution
est décrite par des équations différentielles ou aux différences. Cette classe représente le cas
le plus général de SDH, car elle peut avoir plusieurs sous-systèmes évoluant simultanément
avec des dimensions différentes. Cette classe se trouve souvent dans les systèmes industriels
tels que les systèmes mécatroniques et les systèmes de production.
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Figure 3.8 – Interaction entre la partie discrète et la partie continue

La classe considérée dans ce travail est décrite comme suit [17, 21] :

Ẋ = QF(X ), (3.28)

avec le vecteur d’état continu X , le champs de vecteur du dynamique continu F(X ) et la
matrice de localisation Q définis :

X =


X1

X2
...
Xn

 , F(X ) =


F1(X1)
F2(X2)

...
Fn(Xn)

 et Q =


q1 0 0 0
0 q2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 qn

 .
Avec 0 une matrice de dimension appropriée et les dimensions des sous-systèmes pouvant
être différentes et définies par :

dim(X ) =
n∑
i=1

dim(Xi) =
n∑
i=1

li.

Le système (3.28) est réécrit comme suit :
Ẋ1 = q1F1(X1)

Ẋ2 = q2F2(X2)
...

Ẋn = qnFn(Xn)

avec q̂i = diag{qi1, . . . , qili} for i = 1, ..., n, (3.29)

avec : Xi =


xi1
xi2
· · ·
xili

 ,Fi(Xi) =


fi1(xi1)
fi2(xi2)
· · ·

fili(xili)

 et qi1 = qi2 = . . . = qili ∈ {0, 1}.

Où i est l’indice du mode actif, il prend sa valeur dans un ensemble fini d’indices
i ∈ {1, 2, . . . , n} avec n le nombre de sous-systèmes continus et représente aussi le nombre
des places du RdP. Ce dernier représente les différentes configurations du SDH.
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Le principe du couplage et de l’interaction entre la partie discrète et la partie continue du
SDH s’effectue de la même manière qu’un modèle de type automate hybride. Pour chaque
configuration (place ou mode discret), un sous-système continu est associé, comme illustré
dans la figure (3.8). L’activation de chaque sous-système est spécifiée selon le marquage des
places pi, pi = 1 (ce qui signifie que pi = 1 si qi = diag{1, 1, . . . , 1}) indique que le mode
i est actif. En outre, on peut voir que plusieurs sous-systèmes peuvent être activés simul-
tanément, comme illustré dans la figure (3.9). A l’instant de désactivation, le système activé
reste constant avec sa valeur finale ou revient à son état initial.
Le passage d’un sous-système à l’autre se fait par le franchissement de transitions. Ces

Figure 3.9 – L’évolution de la partie discrète

transitions peuvent être autonomes ou déclenchées par des événements externes. Le franchis-
sement d’une transition autonome est déclenché par des variables continues atteignant un
certain seuil. Lorsque le franchissement est forcé par un événement provenant de l’extérieur
on parlera d’une transition contrôlable ou transition inconnue.
L’équation de la sortie du SDH est donnée comme :

Y(X ) =
n∑
i=1

pih(xi1, . . . , xili) avec pi ∈ {0, 1}, (3.30)

avec h(xi1, . . . , xili) la sortie de chaque sous système continu.
L’équation signifie que la sortie du SDH dépend de l’activation de sous-systèmes continus
c’est à dire, si une place pi (mode discret) est active (marquée), la sortie du SDH qui apparait
est celle de sous-système continu associé à la place pi et s’il y a plusieurs sous-systèmes activés
en même temps, la sortie dans ce cas est la somme des sorties des sous-systèmes activés.
Finalement, on suppose que cette classe de systèmes satisfait l’hypothèse de temps de séjour
minimum pendant lequel aucune transition discrète ne se produit.

Hypothèse 3. La durée d’évolution δi ”temps de séjour” pour chaque mode (état discret)
du système hybride est mesurable :

min(δi) > δmin > 0.

L’hypothèse de temps de séjour signifie que les systèmes avec phénomène de Zénon ne
sont pas considérés.
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3.6.2 Détection du mode actif

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la détection du mode en cours d’évolution et
les instants de commutation pour une classe des systèmes hybrides, où l’évolution de l’état
discret est régie par un RdP. En particulier, nous proposons de synthétiser un observateur à
entrée inconnue (3.15) (présenté dans le paragraphe (3.4.2) pour la partie discrète du SDH.

Figure 3.10 – Schéma d’observation d’état discret

Sous l’hypothèse que l’état continu peut être complètement ou partiellement mesuré,
certaines conditions de commutation sont connues, par exemple, des conditions de commu-
tations qui dépendent des évènements externes connus, des sorties, ou des états mesurés du
système, ces commutations sont considérées comme des transitions observables du RdP (σ1

k).
A partir de ces transitions, certains modes sont détectés. Ces modes (quelques places du
RdP) sont considérés comme des places observables (M1

k ).
Les modes et les commutations restantes (les transitions non observables (σ2

k) qui dépendent
par exemple des événements externes inconnus ou bien des états du système non mesurés)
sont considérées respectivement comme des places non observables (M2

k ) et des entrées in-
connues. A partir de ces données (M1

k ,M
2
k , σ

1
k et σ2

k), on peut présenter la partie discrète du
SDH sous la forme du système (3.11).

Le problème d’estimation de l’état discret est équivalent à la conception d’un observateur
de type (3.15) pour le système (3.11) en temps discret avec un pas d’échantillonnage variable,
car l’indice k dans système (3.11) ne correspond pas à la kème période d’échantillonnage
(comme c’est souvent le cas dans les systèmes discrets), mais correspond au kème instant
de commutation. La durée entre deux commutations consécutives représente les temps des
séjours des modes discrets sachant que chaque mode peut avoir des temps de séjour différents.
On note δik pour désigner le temps de séjour du mode i à l’étape k.

Par conséquent, afin d’étudier la stabilité de l’observateur proposé en utilisant la théorie
du système discret avec un pas d’échantillonnage fixe, nous introduisons l’artifice suivant :
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Figure 3.11 – Conjoncteur-disjoncteur électromécanique

Soit θ le plus grand diviseur commun (PGCD) des temps des séjours des modes discrets c’est
à dire :

δik = βikθ for i = 1, · · · , n,

avec βik un nombre entier non nul.

Si on choisit comme une période d’échantillonnage fixe, le plus grand diviseur commun
de temps de séjour de chaque place, on peut faire fonctionner l’observateur avec un pas
fixe et ne retenir comme valeurs des états estimés que celles qui correspondent aux commu-
tations réelles. Dans ce cas, l’observateur doit calculer l’état du système avec une période
d’échantillonnage fixe juste après la commutation et garder la même valeur de l’état jusqu’à
l’arrivée de la prochaine commutation et ainsi, la théorie des systèmes discrets reste valable.

3.6.3 Exemple d’application

Dans ce paragraphe, l’approche de la détection du mode actif proposée dans le paragraphe
précédent est appliquée à un exemple d’un système conjoncteur disjoncteur électromécanique.
Le rôle du système électromécanique présenté dans la figure (3.11) est de fournir une pression
suffisante pour les systèmes hydrauliques (par exemple les systèmes de freinage, la suspension
hydraulique et la bôıte de vitesses) par le contrôle de la pression d’huile dans un accumula-
teur [87].
Un accumulateur, représenté par une sphère, est composé de deux chambres séparées par

une membrane flexible. La première est fermée et contient de l’azote, et la seconde est ou-
verte sur le circuit d’huile. La tâche du calculateur consiste à contrôler une électrovanne à
partir des informations sur la pression de l’accumulateur fourni par le capteur. La fermeture
et l’ouverture de la vanne électrique sont spécifiées en fonction de la variation de la pression
Pr c’est à dire, l’électrovanne est ouverte si Pr ≤ Prmin et fermée si Pr ≥ Prmax . Une
alarme est déclenchée lorsque Pr < Pralarm min or Pr > Pralarm max.
Le système conjoncteur disjoncteur est considéré comme un système hybride où la dyna-
mique continue est associée à la variation de la pression et le flux du système hydraulique
et la partie discrète est représentée par les configurations différentes de la variation de la
dynamique continue du système et le contrôle numérique de l’électrovanne.
Initialement, l’accumulateur est plein de gaz, avec une pression Pr0, un volume V0 et l’électrovanne
est fermée. Alors que le capteur mesure le niveau actuel de pression Pr dans l’accumulateur,
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Figure 3.12 – Le modèle RdP de la partie discrète du système électromécanique

le calculateur ouvre l’électrovanne. Un volume V d’huile est injecté dans l’accumulateur, et
donc la pression augmente (la phase de conjonction). Dans ce cas, la pression et le volume
sont représentés par la formule :{

Pr = Pr0(V0/(V0 − V )α)
dV = φindt− φconsdt

avec α = 1.4, (3.31)

où V est le volume, φin est l’entrée du flux d’huile, φcons est la sortie du flux d’huile. Lorsque
Pr > Prmax, le calculateur ferme l’électrovanne. Par conséquent, la pompe est raccordée
au réservoir, et donc la pression diminue (la phase de disjonction). La variation de volume
devient :

dV = −φconsdt. (3.32)

Lorsque Pr < Prmin, une nouvelle phase de conjonction commence, et ainsi de suite...
En fonction de l’état de l’électrovanne (ouverte ou fermée) et de la consommation des circuits
hydrauliques (niveaux de consommation haut ou bas), on distingue quatre configurations du
système [88] :

– La phase de conjonction à haute consommation lorsque l’électrovanne est ouverte et
les circuits hydrauliques fortement sollicités ; la pression de l’huile dans l’accumulateur
est par conséquent croissante durant cette phase.

– La phase de disjonction à forte consommation pendant la fermeture de l’électrovanne
et la sollicitation des circuits hydrauliques ; la pression est donc décroissante.

– La phase de disjonction à faible consommation (ici supposée nulle) lorsque l’électrovanne
est fermée et la consommation nulle ; la pression est alors constante.

– La phase de conjonction à faible consommation où l’électrovanne est ouverte et la
consommation nulle ; par conséquent la pression est croissante.

La partie discrète du système électromécanique est modélisée par un RdP comme montrée
dans la figure (3.12).Les places p1 et p4 représentent les configurations des phases de conjonc-
tion du système (à haute consommation et à faible consommation). Les places p2 et p3

représentent les configurations des phases de disjonction du système (à forte consommation
et à faible consommation). Les places p5 et p6 représentent les états de l’électrovanne respec-
tivement en ouverture et en fermeture.
Les transitions t1, t2, t3 et t4 modélisent le changement de consommation, soit vers la baisse
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pour t2 et t4 ou vers la hausse pour t1 et t3. Les transitions t5, t6 et t7 représentent les
ordres du calculateur pour commander la fermeture de l’électrovanne (pour t6 et t7) quand
P ≥ Pmax ou son ouverture (pour t5) quand P ≤ Pmin.
La matrice d’incidence W et le vecteur de marquage initial M0 associés au modèle du RdP
de la partie discrète du système présenté dans la figure (3.11) sont données par :

W =


−1 1 0 0 1 0 −1
0 0 −1 1 −1 0 1
0 0 1 −1 0 1 0
1 −1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 1 −1 −1

 et M0 =


0
1
0
0
1
0

 .
Dans ce système, nous supposons que les places p1, p2 et p5 sont observables, et les transitions
t2, t4, t5 et t7 sont observables c’est à dire (n1 = 3, n2 = 3,m1 = 4 et m2 = 3). Les résultats

Figure 3.13 – Haut Le mode réel et estimé du p1 en fonction de k. Milieu Le mode réel
et estimé du p2 en fonction de k. Bas Le mode réel et estimé du p3 en fonction de k.

des simulations apparaissent sur les figures (3.13) et (3.14).
Les figures (3.13) et (3.14) montrent que les temps de séjour dans chaque mode (mode ou
la configuration) sont différents, sauf la troisième place p3. Aussi, nous pouvons remarquer
l’activation simultanée des modes discrets (p5 avec p2 ou p3 et p6 avec p1 ou p4).

On peut remarquer que les deux modes (réel et estimé) de chaque mode ont les mêmes
conditions initiales. Cela est dû à l’initialisation de l’observateur (3.15) donnée par Λ0 =
UEΠ2

0 (Condition 2 du Théorème (16)).
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Figure 3.14 – Haut Le mode réel et estimé du p4 en fonction de k. Milieu Le mode réel
et estimé du p5 en fonction de k. Bas Le mode réel et estimé du p6 en fonction de k.

3.7 Conclusion

Dans la première partie de ce chapitre, nous nous sommes intéressés à l’analyse d’ob-
servabilité et la synthèse d’observateurs pour les SED modélisés par des réseaux de Petri
partiellement observables. L’idée principale est basée sur l’utilisation des méthodes tradition-
nelles d’observabilité des systèmes descripteurs pour caractériser l’observabilité des RdPPO.
Le traitement que nous avons présenté est purement algébrique et donc facile à comprendre.
Aussi, les résultats d’observabilité présentés sont très importants pour résoudre le problème
du choix du nombre optimal des capteurs pour les SED décrits par RdPPO surtout quand
nous avons la liberté de placer les capteurs (par exemple, lorsque nous concevons le système),
et donc, nous pouvons minimiser leur nombre. Nous avons également synthétisé un observa-
teur qui permet de résoudre à la fois le problème d’estimation du marquage des places et le
problème de la reconstitution de la séquence de franchissement de transitions. Une condition
nécessaire de l’observateur proposé est la connaissance du marquage initial.
Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous avons utilisé l’observateur synthétisé dans la
première partie pour la détection du mode discret pour une classe de SDH où la partie
discrète est régie par un RdP sous l’hypothèse que l’état continu peut être complètement
ou partiellement mesuré. La classe de SDH considérée représente le cas le plus général de
SDH, car elle peut avoir plusieurs sous-systèmes évoluant simultanément avec des dimensions
différentes. Nous avons choisi le plus grand diviseur commun de temps de séjour de chaque
mode discret comme une période d’échantillonnage fixe de l’observateur afin de résoudre le
problème des temps des séjours des modes discrets qui peuvent être différents.
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4.2.3 Synthèse de l’observateur hybride . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.2.4 Résultats de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
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4.3.2 Synthèse de l’observateur hybride . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.3.3 Résultats de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4.3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.1 Introduction

Nous avons présenté, dans le chapitre précédent, le problème d’estimation de l’état dis-
cret pour une classe de systèmes hybrides où l’état continu est supposé partiellement ou
complètement connu. Dans ce chapitre, nous allons aborder le problème de l’estimation
conjointe de l’état continu et de l’état discret à chaque instant pour quelques classes des
systèmes hybrides où l’évolution de l’état discret est régie par un RdP. Il s’agit des systèmes
linéaires à commutations et des systèmes non linéaires à commutations.

Nous allons présenter dans la première partie de ce chapitre, une contribution à la synthèse
d’un observateur hybride pour une classe des systèmes hybrides linéaires à commutations [20].
Cette classe est caractérisée par des sous-systèmes qui ne vérifient pas les conditions classiques
d’observabilité. Le but de cette partie est de concevoir un observateur hybride capable de
fournir une estimation simultanée de l’état continu et de l’état discret à chaque instant. Le

91
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Figure 4.1 – Structure de l’observateur hybride 1

schéma d’observation proposé est basé sur l’estimation de l’état discret par un observateur
discret en utilisant les entrées et les sorties continues du système hybride. Ensuite, on utilise
l’estimation de l’état discret comme une entrée de l’observateur continu afin de donner une
estimation de l’état continu comme illustré dans la figure(4.1).
Dans la deuxième partie du chapitre, nous allons proposer un observateur hybride pour une
classe de systèmes non linéaires à commutations [14, 16]. Cette classe est caractérisée par des
lois de commutations qui peuvent dépendre à la fois des états continus et des événements
externes. Le schéma d’observation proposé est composé d’un observateur continu et d’un
observateur discret en interaction (figure(4.2)). Sous l’hypothèse d’observabilité des sous
systèmes, l’observateur continu est synthétisé pour la construction de l’état continu sans
utiliser aucune information sur l’état discret. A partir de ces états continus, un observateur
discret est synthétisé afin de donner une estimation globale de l’état discret à chaque instant.

Figure 4.2 – Structure de l’observateur hybride 2

Dans ce chapitre, on suppose que les classes de systèmes considérées satisfont l’hypothèse
(3) et l’hypothèse suivante :
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Hypothèse 4. On suppose tout au long de ce chapitre que :
– La dimension du sous-système ne change pas après le passage d’un mode à un autre.
– L’état continu du système hybride est supposé borné en temps fini sans saut.

L’hypothèse de bornitude de l’état doit concerner la globalité du SDH. En effet, les sous-
systèmes peuvent parfaitement être stables alors que le système global est instable à cause
des phénomènes de commutations (voir l’exemple dans [69]).

4.2 Synthèse d’observateur pour des systèmes linéaires

à commutations

Nous nous intéressons dans cette section à la synthèse d’un observateur hybride pour
une classe de systèmes linéaires à commutations. En général, un système à commutation est
défini par la donnée d’un ensemble de modèles correspondant aux modes du système et une
loi de commutation permettant de passer d’un mode de fonctionnement à un autre.

La classe considérée dans cette section est définie par un état hybride (q, x) composé d’un
état continu x dont l’évolution est déterminée par un ensemble de sous-systèmes linéaires et
d’un état discret q dont l’évolution est représentée par un réseau de Petri.

Nous allons présenter dans le second paragraphe, la classe des systèmes linéaires à com-
mutations considérée et le schéma d’observation proposé. Dans le troisième paragraphe, nous
allons présenter en détail l’observateur hybride proposé et nous terminons par un exemple
illustratif pour montrer l’efficacité de l’approche proposée.

4.2.1 Formulation du problème

On considère la classe de systèmes linéaires à commutations où l’évolution de l’état discret
est régie par un RdP, donnée sous la forme suivante :{

ẋ(t) = Aqx(t) +Bqu(t)
y(t) = Cx(t)

(4.1)

Avec x(t) ∈ Rn est le vecteur d’état continu, y(t) ∈ Rp est la sortie du système, u(t) ∈ Rh

est l’entrée du système, q est l’indice du mode actif, il prend sa valeur dans un ensemble fini
d’indices q ∈ {1, 2, ..., s} avec s le nombre de sous-systèmes linéaires qui représente aussi le
nombre des places du RdP. Ce dernier représente les différentes configurations du système à
commutation.

Pour chaque configuration (place ou mode discret), un sous-système continu est associé.
L’état discret q (mode discret) et les instants de commutation sont spécifiés suivant le mar-
quage des places et les instants de franchissement de transitions. L’activation de chaque
sous-système est spécifiée selon le vecteur de marquage de places Mk = [p1, . . . , ps]

T ( k
représente l’instant correspondant aux kème commutations), c’est à dire pq = 1, indique que
le mode q est actif.

Le passage d’un sous-système à l’autre se fait par le franchissement de transitions. Ces
transitions peuvent être déclenchées par des variables continues atteignant un certain seuil
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ou déclenchées par des événements externes.

Hypothèse 5. On suppose que la classe des systèmes considérés est caractérisée par un en-
semble de sous-systèmes continus qui ne vérifient pas les conditions classiques d’observabilité
(i.e., les paires (Aq, C) ne sont pas supposées observables au sens classique).

Figure 4.3 – Structure de l’observateur hybride proposé

Notre objectif est de synthétiser un observateur hybride capable d’identifier le mode dis-
cret q et donner une estimation pour le vecteur d’état continu x(t). Le schéma d’observation
proposé est basé sur une combinaison d’un observateur discret et d’un observateur continu
en tenant compte de l’interaction des deux observateurs [20]. La structure de l’observateur
hybride est indiquée sur la figure (4.3).

L’observateur discret est composé de deux blocs :
– Le premier est un identificateur des modes et des commutations. Il reçoit en entrées,

l’entrée continue u(t) et la sortie continue y(t). Son rôle est de fournir quelques modes
(places du RdP) et quelques commutations (transitions du RdP) qui dépendent de
l’entrée continue u(t) et la sortie continue y(t). Les modes et les commutations sont
fournis sous forme d’un vecteur de marquage des places observables M1

k et d’un vecteur
de transitions observables σ1

k.
– Le deuxième bloc est un observateur à entrée inconnue qu’on a présenté dans le cha-

pitre précédent. Il reçoit comme des informations, les sorties du premier bloc afin de
donner une estimation de l’état discret q̂. Cet observateur est synthétisé pour la partie
discrète sous la forme d’un système descripteur comme indiqué dans la figure(4.3).

L’observateur continu est basé sur les techniques des modes glissants d’ordre supérieur, il
reçoit comme entrées, l’entrée continue u(t), la sortie continue y(t) et l’état discret estimé
q̂ fourni par l’observateur discret. L’observateur continu utilise les informations partielles
disponibles de chaque mode pour reconstruire l’état continu x̂.
Avant de présenter l’observateur hybride permettant d’estimer l’état hybride du système
(4.1), nous allons réaliser dans le paragraphe suivant une analyse d’observabilité pour le
système (4.1).
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4.2.2 Analyse d’observabilité

Dans ce paragraphe, une analyse d’observabilité est réalisée pour une classe de systèmes
linéaires à commutations décrite par le système (4.1) où les paires (Aq, C) ne sont pas sup-
posées observables au sens classique. Nous nous basons dans cette analyse d’observabilité sur
une approche géométrique d’observabilité développée dans [128].

Définition 26. L’ensemble (qi, ui, yi, xi) sur l’intervalle de temps [t0, tf ] définit une trajec-
toire du système (4.1) avec i = 1, 2. Le système (4.1) est dit [t0, tf ]-observable si l’égalité :

(q1, u1, y1) = (q2, u2, y2) implique x1(t0) = x2(t0)

La Définition (26) donne une analyse de l’observabilité sur une trajectoire hybride du
système. Cela implique que si le système (4.1) n’est pas observable au sens classique, il est
possible de déterminer l’état, sur un intervalle de temps incluant N modes de fonctionnement
mais non pas sur un mode.

Proposition 4. [128] Le système (4.1) est [t0, tf ]-observable si et seulement si une entrée
nulle et une sortie nulle sur l’intervalle de temps [t0, tf ] implique un état x(t0) = 0.

En se basant sur la Proposition (4), l’analyse de l’observabilité du système (4.1) revient
à l’étude du système suivant : {

ẋ(t) = Aqx(t)
y(t) = Cx(t)

(4.2)

Si le système (4.2) est observable selon la Définition (26), alors le système (4.1) est également
observable d’après la Proposition (4).

Remarque 9. Pour le système (4.2), le mode discret q change sa valeur à chaque instant
de commutation k, et on note q = qk pour t ∈ [tk−1, tk].

On note Nw
k , (w ≥ k) : l’ensemble des états à t = tk−1 du système (4.2) qui génère une

sortie nulle dans l’intervalle de temps [tk−1, tw−1], c’est à dire :

Nw
k = {x(tk−1) ∈ Rn|y(t) = 0, t ∈ [tk−1, tw−1]} (4.3)

Nw
k est appelé le sous-espace non-observable dans l’intervalle [tk−1, tw−1].

Sur [tk−1, tk] la matrice d’observabilité classique est représentée par :

Gqk =


C

CAqk
...

CAn−1
qk


A partir de la matrice d’observabilité Gqk , on peut calculer le sous-ensemble non-observable
associé à un mode qk. Cet ensemble est donné par :

N k
k = ker(Gqk)

Le sous espace non-observable associé au système (4.2), sur l’intervalle de temps [t0, tk],
est donné par Nw

1 , calculé par la relation suivante [128] :

Nw
1 = ker(G1) ∩ (

w⋂
i=2

i−1∏
j=1

eAqj δj ker(Gqi)) (4.4)

où δj représente le temps entre deux instants de commutation tj−1 et tj (temps de séjour).
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Théorème 18. [128] Le système (4.2) est [t0, tw−1]-observable si et seulement si :

Nw
1 = {0} (4.5)

La constante w peut être alors interprétée comme le nombre minimal de modes par lesquels
le système doit passer pour obtenir l’observabilité globale de l’état.

En utilisant les mesures sur l’intervalle [tk−1, tw−1], en général, de plus en plus d’in-
formations peuvent être obtenues afin de reconstruire l’état. Donc, la dimension du sous-
espace non-observable diminue. La figure (4.4) présente le principe de l’observabilité avec la
réduction du sous-espace non-observable [132].

Figure 4.4 – Schéma du principe de l’observabilité sur un intervalle de temps hybride.

Remarque 10. Cette notion d’observabilité est similaire à la Z(TN)-observabilité introduite
dans [91].

4.2.3 Synthèse de l’observateur hybride

L’objectif de cette section est la conception d’un observateur hybride capable d’estimer
l’état continu x(t) et l’état discret q du système (4.1) à chaque instant. L’observateur proposé
est composé d’un observateur discret proposé dans le chapitre précédent, et d’un observateur
basé sur la théorie des modes glissants.

Synthèse de l’observateur discret

Le problème d’estimation de l’état discret ainsi que des instants de commutations du
système (4.1) revient à identifier le vecteur de marquage de places Mk et le vecteur de
transitions σk. L’observateur discret proposé reçoit comme entrées, l’entrée continue u(t) et
la sortie continue y(t), et son rôle est de fournir une estimation de l’état discret q̂. Comme
illustré sur la figure(4.3), l’observateur discret est une combinaison entre deux blocs :
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Identificateur de modes et de commutations Le rôle de cet identificateur est d’iden-
tifier en premier temps les commutations qui dépendent des variables continues connues, par
exemple, les commutations qui dépendent de l’entrée continue u(t) et/ou la sortie continue
y(t). A partir de ces commutations, certains modes discrets seront détectés. Les sorties de
ce bloc sont fournies sous forme d’un vecteur de marquage des places observable M1

k et d’un
vecteur de transitions observables σ1

k. Ces sorties sont considérées comme des entrées pour
le deuxième bloc afin de donner une estimation du vecteur de marquage complet Mk.

Observateur discret C’est un observateur de RdP, il utilise les informations de certaines
places et transitions fournies par le premier bloc afin de donner une estimation du vecteur
de marquage des places Mk et le vecteur de transitions σk. Une fois le vecteur du marquage
donné le mode discret est estimé.
Nous rappelons la forme de l’observateur :{

Λk+1 = NΛk + Lψk
Π̂2
k = Λk +Hψk

(4.6)

Où Λk ∈ Nn+m1 est l’état de l’observateur, ψk est la sortie, k est l’instant de commutation
et N,L et H sont des matrices de dimensions appropriées à calculer.
L’observateur (4.6) proposé est utilisé afin de reconstruire le vecteur global composé par s
places et m1 transitions à chaque instant à partir d’un ensemble de marquages des places
observables et des transitions observables fournies par l’identificateur de modes et de transi-
tions. Une fois le vecteur global donné le mode discret est estimé et on peut définir l’instant
de commutation estimé t̂k comme étant :

t̂k = min(t ∈ R+ | t > t̂k−1 + δ et Π̂k 6= Π̂k−1) (4.7)

Synthèse de l’observateur continu

Dans cette partie, nous proposons un observateur basé sur les techniques des modes glis-
sants d’ordre supérieur et sur l’estimation de l’état discret q̂ fournis par l’observateur discret.
L’observateur proposé est composé de deux observateurs, l’un qui assure la reconstruction
de l’erreur d’observation et l’autre qui intervient à chaque instant de commutation de l’ob-
servateur. Le but est de rassembler les informations partielles de chaque mode du système
hybride afin de reconstruire l’état continu x̂ .
Avant de détailler l’observateur proposé, on considère l’hypothèse suivante.

Hypothèse 6. On suppose que :

Le système (4.1) est [t0, tw−1]-observable. A partir de la Définition (26) et du Théorème
(18) , on en déduit qu’il existe une constante w ∈ N telle que :

Nw+1
1 = {0}

La constante w peut être interprétée comme le nombre minimal de commutations requis pour
obtenir l’observabilité globale de l’état.

Remarque 11. Si l’hypothèse (6) est vérifiée, Le système (4.1) est observable de manière
persistante, cela signifie qu’il existe une constante w ∈ N telle que pour chaque instant k :

N k
k−wk = {0} ∀k ≥ w + 1
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Les constantes wk peuvent être interprétées comme le nombre de commutations nécessaires
pour reconstruire l’état à chaque instant tk.

Considérons l’observateur proposé décrit par :

˙̂x(t) = Aq̂k x̂(t) +Bq̂ku(t), t ∈ [t̂k−1, t̂k) (4.8a)

x̂(t̂k) = x̂(t̂−k )− ξq̂k(t̂−k ) (4.8b)

L’observateur proposé (4.8) combine une équation (4.8a) composée des mêmes matrices
que le système (4.1) et une équation (4.8b) qui assure la convergence de l’erreur d’estimation.
Le vecteur de correction ξq̂k peut être vu comme l’approximation de l’erreur d’estimation de
l’état et intervient à chaque instant de commutation. Il résulte d’un observateur à modes
glissants d’ordre supérieur qui accumule les informations partielles sur l’état afin de faire
converger vers zéro l’erreur d’observation :

x̃ = x̂− x (4.9)

Les matrices d’observabilité Gq̂k peuvent être calculées pour chaque paire (Aq̂k , C). On
choisit une matrice Z q̂k telle que ses colonnes forment une base orthonormée de Im(GT

q̂k
)

et une matrice Z̄ q̂k telle que ses colonnes forment une base orthonormée de ker(Gq̂k). Par
construction, Z q̂k(resp. Z̄ q̂k) représente la partie observable (resp. non observable) de l’état.
Ainsi, sur l’intervalle de temps [t̂k−1, tk), nous obtenons :

zk = (Z q̂k)T x̃
z̄k = (Z̄ q̂k)T x̃

Sq̂k(Z
q̂k)T = (Z q̂k)TAq̂k

Rq̂k(Z
q̂k)T = C

(4.10)

avec zk ∈ Rl représente la partie observable de x̃, z̄k ∈ Rn−l est la partie non-observable de
x̃, Sq̂k ∈ Rl×l et Rq̂k ∈ Rp×l.

On peut mettre en évidence que la paire (Sq̂k , Rq̂k) est observable i.e.

rang(Fq̂k) = rang


Sq̂k

Sq̂kRq̂k
...

Sq̂kR
l−1
q̂k

 = l

Un observateur à modes glissants peut être utilisé afin de reconstruire la partie observable
zk. Il s’exprime de la manière suivante :

˙̂zk(t) = Sq̂k ẑ
k(t) + F−1

q̂k
ϑk(t), ∀t ∈ [t̂k−1, t̂k)

ẑk(t̂k−1) = 0
(4.11)

où les termes de correction sont définis par :

ϑk =


−β1J

1
l |Rq̂k ẑ

k − ỹ| l−1
l sign(Rq̂k ẑ

k − ỹ)

−β2J
1
l−1 |νk2 − ν̇k1 |

l−2
l−1 sign(νk2 − ν̇k1 )

...
−βlJsign(νkl − ν̇kl−1,i)

 (4.12)
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Le différentiateur par modes glissants d’ordre supérieur [99] est utilisé comme une dynamique
auxiliaire. Il a la forme suivante :

ν̇k1 = νk2 − β1J
1
l |Rq̂k ẑ

k − ỹ| l−1
l sign(Rq̂k ẑ

k − ỹ)

ν̇k2 = νk3 − β2J
1
l−1 |νk2 − ν̇k1 |

l−2
l−1 sign(νk2 − ν̇k1 )

...
ν̇kl = −βlJsign(νkl − ν̇kl−1)

(4.13)

D’après [99], J est une constante de Lipschitz connue pour la fonction Rq̂kS
l
q̂k
zk. Les

constantes βj sont choisies récursivement et suffisamment élevées.

Théorème 19. [20] Utilisant l’observateur par modes glissants (4.11) avec les termes de cor-
rection (4.12) et supposant que les constantes βj et J sont bien choisies, l’erreur d’estimation
sur l’état ez(t) = ẑk(t)− zk(t) converge vers zéro en temps fini, i.e.

ez(t) = O(δ), ∀t ∈ [t̂k−1 + ∆, tk) (4.14)

où δ représente le temps entre deux instants de commutation tk−1 et tk et δ > ∆ > 0.

Preuve : D’après (4.9), l’erreur d’observation est donnée par :

˙̃x = Aq̂k x̃ (4.15)

A partir de (4.10) et (4.15), la dynamique de l’état observable satisfait :

żk(t) = Sq̂kz
k(t), t ∈ [t̂k−1, tk)

ỹ(t) = Rq̂kz
k(t)

(4.16)

En utilisant la transformation πq̂k = Fq̂kz
k(t), le système linéaire observable (4.16) peut

être transformé sous la forme triangulaire d’observabilité suivante : ∀j = 1, . . . , p

π̇j = S̄jπj + T̄j
ỹj =

[
1 0 . . . 0

]
πj

(4.17)

avec :

πq̂k =

 π1
...
πp

 , S̄j =


0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . . 0

...
...

. . . . . . 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 ∈ Rl×l et T̄j =


0
...
0

RjS
l
jz

 ∈ Rl

D’après [99], l’observateur suivant

˙̂πq̂k = S̄q̂k π̂q̂k + vk (4.18)

avec

S̄q̂k =


S̄1 0 · · · 0
0 S̄2 · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 S̄p


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assure la stabilisation de l’erreur d’observation π̂q̂k − πq̂k en temps fini. Utilisant le chan-
gement de coordonnées πq̂k = Fq̂kz

k(t), on peut donc conclure que l’observateur par modes
glissants (4.11), avec le terme de correction (4.12), fournit une convergence de l’erreur d’ob-
servation ez(t) = ẑk(t)− zk(t) en un temps fini.

L’information partielle de l’état est alors accumulée pour obtenir une approximation
de l’erreur d’estimation. Cette approximation est projetée à l’instant actuel en utilisant la
matrice de projection d’état suivante :

Φj
i =

i+1∏
l=j

(eAq̂lδl), j > i (4.19)

avec Φi
i = I. On définit également la matrice Θk

i telle que :
∀i ∈ {k − w, . . . , k},

Im(Θk
i ) = Im(Φk

iZ
q̂i)⊥ (4.20)

L’expression de Θk
i dans (4.20) représente les différentes composantes observables du système

qui ont été transportées à l’instant t−k . On peut ensuite rassembler les différents Θk
i calculés

pour les w derniers modes, i.e :

Θk =
[
Θk
k . . .Θ

k
k−w
]

Finalement, en introduisant le vecteur suivant :

Ωk =


(Θk

k)
TΦkZ q̂k ẑk

...

(Θk
k−w)T

(
Φk
k−wZ

q̂k−w ẑk−w −
∑k−1

l=k−w Φk
l ξq̂l

)
 (4.21)

et utilisant les informations sur l’intervalle de temps [t̂k−w−1, t̂k), on peut calculer le vecteur
de correction :

ξq̂k(t̂
−
k ) =

{
((Θk)

T )†Ωk if k > w
0 else

(4.22)

avec (ΘT
k )† = (Θk(Θ

T
k ))−1Θk. La valeur de ξ ainsi calculée représente une reconstruction

de l’erreur d’estimation en fonction des données observables. Elle peut être ensuite prise en
compte au niveau des instants de commutation de l’observateur et ainsi faire converger l’état
estimé.

Théorème 20. [20] Considérons le système (4.1). Utilisant l’observateur discret (4.6), l’ob-
servateur hybride continu, défini par les équations (4.8a-4.8b), assure que l’erreur d’estima-
tion x̃ converge vers zéro.

Preuve : En utilisant l’observateur discret (3.15), on obtient des estimations exactes de
l’état discret et le temps de commutation.
D’après [128], à l’instant t−k , l’erreur d’estimation est définie comme :

x̃(t−k ) = Zqkzk(t−k ) + Z̄qk z̄k(t−k ) (4.23)

En utilisant la matrice de projection, on peut obtenir la relation suivante :

x̃(t−j ) = Φj
i x̃(t−i )−

j−1∑
l=i

Φj
l ξl(t

−
l ) (4.24)
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Puisque Θk
i est orthogonal à Im(Φk

i Z̄
qi), ∀i = k, . . . , k − w, on peut en déduire :

(Θk
i )
T x̃(t−k ) = (Θk

i )
T

(
Φk
iZ

qizi(t−i )−
k−1∑
l=i

Φk
l ξl(t

−
l )

)
(4.25)

Utilisant (ΘT
k )†, on peut estimer x̃(tk) comme :

x̃(tk) = −
[
V k
k . . . V k

k−w
]  Zqkez(t

−
k )

...
Zqk−wez(t

−
k−w)

 (4.26)

avec

[
V k
k . . . V k

k−w
]

= (ΘT
k )+


ΘkT
k Φk

k 0 . . . 0

0
. . .

...
...

. . . 0
0 . . . 0 (Θk

k−w)TΦk
k−w


D’après le Théorème (19), l’erreur d’estimation converge vers zéro.

4.2.4 Résultats de simulation

Nous présentons dans cette partie quelques résultats de simulation afin de montrer l’effi-
cacité de l’observateur hybride proposé [20].
Considérons le système linéaire à commutation donnée dans l’équation (4.1), avec x =[
x1 x2 x3 x4

]T
, q = {1, 2, 3, 4}, et les matrices qui correspondent aux différents modes,

définies comme suit :

A1 =


−2.5 −2.5 1 −2
−2.5 −2.5 1 −2
−1 −1 0 0
0 0 0 0

 A2 =


−0.53 −0.67 1.61 0
0.17 0.03 −1.21 0

0 0 −1 0
−1 −1 0 −4



A3 =


−0.07 −0.21 0 4.34
−0.78 −0.92 0 −4.14

0 0 −7 0
−1 −1 0 −10

 A4 =


0.91 −1.91 0 0.81
0.91 −1.91 0 −0.61
10.6 −10.6 0 0
−1 −1 0 −10



B1 =


−5
−5
0
0

 B2 =


10
10
0
0

 B3 =


−10
−10

0
0

 B4 =


−10
−10

0
0


C =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
La partie discrète du système considéré est modélisée par un RdP comme illustrée dans

la figure (4.5). Les places p1, p2, p3 et p4 représentent les différentes configurations (modes
discrets) du système à commutation (4.1). Les transitions représentent les conditions des
commutations entre les sous-systèmes continus et sont données dans la figure (4.5).
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Figure 4.5 – Le modèle RdP et les conditions de transition associées.

Avant de synthétiser l’observateur hybride, il faut noter que les sous-systèmes continus
représentés pas les matrices d’observabilité suivantes :

Fq̂=1 =



1 0 0 0
0 1 0 0
−2.5 −2.5 1 −2
−2.5 −2.5 1 −2
11.5 11.5 −5 10
11.5 11.5 −5 10
−52.5 −52.5 23 −46
−52.5 −52.5 23 −46


, Fq̂=2 =



1 0 0 0
0 1 0 0

−0.53 −0.67 1.61 0
0.17 0.03 −1.21 0
0.16 0.33 −1.65 0
−0.08 −0.113 1.44 0
−0.03 −0.1 1.51 0
0.02 0.05 −1.44 0



Fq̂=3 =



1 0 0 0
0 1 0 0

−0.07 −0.21 0 4.34
−0.78 −0.92 0 −4.14
−4.17 −4.13 0 −42.83
4.91 5.15 0 41.82
46.34 47.51 0 427.34
−46.18 −47.59 0 −418.23


,Fq̂=4 =



1 0 0 0
0 1 0 0

0.91 −1.91 0 0.81
0.91 −1.91 0 −0.61
−1.72 1.1 0 −1.33
−0.3 2.52 0 4.34
0.77 2.52 0 3.28
−2.32 −8.58 0 −19.14


.

ne sont pas observables au sens classique(le rang de chaque matrice Fq̂ n’est pas plein).

La matrice d’incidence W et le vecteur de marquage initial M0 associés au modèle du
RdP présenté dans la figure (4.5) sont donnés par :

W =


−1 1 0 0 0 1
1 −1 −1 0 0 0
0 0 1 −1 1 0
0 0 0 1 −1 −1

 M0 =


1
0
0
0

 .

Les transitions qui dépendent des variables d’états continues x1 et x2 (les sorties me-
surées du système considéré) sont considérées comme des transitions observables σ1

k. Par
conséquent, les places p1 et p3 sont des places observables i.e M1

k (car elles peuvent être
détectées à partir des transitions observables).
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À partir de la valeur connue ψk = [M1
k , σ

1
k]
T , l’observateur discret est synthétisé afin

d’estimer l’état discret q̂ en temps réel. La figure (4.6) montre le mode discret réel et le mode
discret estimé.

Figure 4.6 – Le mode réel q et le mode estimé q̂

On peut constater à partir de la figure (4.6) que les modes sont correctement identifiés
et aussi, on peut remarquer que les deux modes (réel et estimé) possèdent la même condi-
tion initiale, et cela est dû à l’initialisation de l’observateur (4.6) qui doit être donné par
Λ0 = UEΠ2

0 (Condition 2 du Théorème (16)).

A partir de l’état discret estimé q̂, On peut synthétiser un observateur continu de type
(4.8) afin de reconstruire l’état continu x̂ à chaque instant.

Pour que l’hypothèse d’observabilité (6) soit satisfaite, on prend le nombre minimal de
commutations w = 3 afin d’obtenir l’observabilité globale de l’état. La valeur de w est cal-
culée en fonction de l’état discret q̂ à partir de l’équation (4.4) et de la remarque (11).

Calculons maintenant les matrices Z q̂k associées à la base orthonormée de Im(GT
q̂k

) :

Z q̂=1 =


−0.58 0.7 −0.4
−0.58 −0.7 −0.4
0.25 0 −0.36
0.5 0 0.73

 , Z q̂=2 =


−0.12 0.59 −0.79
−0.16 0.77 0.61
0.97 0.21 0

0 0 0

 ,

Z q̂=3 =


−0.1 −0.59 0.79
−0.11 −0.79 −0.60

0 0 0
−0.98 0.15 −0.01

 , Z q̂=4 =


−0.1 0.57 −0.81
−0.42 −0.76 −0.48

0 0 0
−0.9 0.29 0.32


Il est remarquable que les modes ont un sous-espace observable de dimension 3, c’est à

dire rangZ q̂k = 3 pour q = 1, 2, 3, 4. Donc, à partir de l’équation (4.10) et l’équation (4.15),
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Figure 4.7 – Les états continus réels xj et les états estimés x̂j avec j = 1, . . . , 4

les matrices d’état S q̂k de l’état observable zk sont données comme :

S q̂=1 =

 −4.56 0 0.0027
0 0 0

−3.79 0 −0.43

 , S q̂=2 =

 −0.97 −0.12 0.01
−0.08 −0.44 −0.08
−2.13 0.31 −0.08

 ,

S q̂=3 =

 −9.99 −0.003 0
0.69 −0.97 −0.001
−6.17 0.36 −0.01

 , S q̂=4 =

 −4.24 −0.11 −0.05
0.22 −0.40 0.26
0.73 −2.99 −0.34


et les matrices des sorties Rq̂k de l’état observable zk sont :

Rq̂=1 =

[
−0.58 0.70 −0.4
−0.58 −0.7 −0.4

]
, Rq̂=2 =

[
−0.12 0.59 −0.79
−0.16 0.77 0.61

]
,

Rq̂=3 =

[
−0.1 −0.59 0.79
−0.11 −0.79 −0.6

]
, Rq̂=4 =

[
−0.1 0.57 −0.81
−0.42 −0.76 −0.48

]

Les résultats de simulation pour l’observateur continu sont illustrés dans les figure (4.7)
et (4.8). La figure (4.7) représente les états continus réels xj et les états estimés x̂j avec
j = 1, . . . , 4. On peut constater que les états continus estimés convergent vers les états
continus réels de système en temps fini.
La figure (4.8) représente les erreurs d’estimation de l’état continu x̂j−xj avec j = 1, . . . , 4 et
on remarque que l’erreur d’estimation de l’état continu tend vers zéro après que le système
ait commuté 3 fois. Ce nombre de commutations représente le nombre de commutations
nécessaires pour reconstruire l’état continu.
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Figure 4.8 – Les erreurs d’estimation x̂j − xj avec j = 1, . . . , 4

4.2.5 Conclusion

Dans cette section, un observateur hybride a été conçu afin de résoudre le problème de
l’estimation conjointe de l’état continu et de l’état discret à chaque instant pour une classe de
systèmes linéaires à commutations où l’évolution de l’état discret est régie par un RdP. Cette
classe peut avoir des modes dans lequel l’état continu n’est pas complètement observable.
L’observateur hybride proposé est composé d’un observateur discret et d’un observateur
continu en interaction. L’observateur discret est basé sur un observateur à entrée inconnue
pour détecter le mode actif à partir de la connaissance de certaines conditions de commu-
tations qui dépendent de l’entrée continue u(t) et de la sortie continue y(t). L’observateur
continu est basé sur les techniques d’observation par modes glissants d’ordre supérieur, il uti-
lise l’estimation de l’état discret fournie par l’observateur discret et les informations partielles
disponibles de chaque mode pour reconstruire l’état continu. Les résultats des simulations
montrent la convergence de l’observateur et confirment le bien fondé de la méthode proposée.

4.3 Synthèse d’observateur pour des systèmes non linéaires

à commutations

Dans cette section, nous nous intéressons à la synthèse d’un observateur hybride pour
une classe de systèmes non linéaires à commutation, où l’évolution de l’état discret est régie
par un RdP. Les systèmes à commutations considérés, sont caractérisés par des lois de com-
mutation qui peuvent dépendre à la fois des états continus et des événements externes.
L’observateur proposé est composé d’un observateur discret et d’un observateur continu en
interaction. L’observateur continu est basé sur une approche par modes glissants pour la
construction de l’état continu sans utiliser aucune information sur l’état discret, après la
mise du système d’origine sous la forme canonique d’observabilité. L’observateur discret est
un observateur de type Luenberger d’ordre réduit, son rôle est de fournir le mode discret et
les instants de commutation du système à chaque instant par l’estimation du vecteur des
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marquages des places et le vecteur des transitions [14, 22].

Nous présenterons dans un premier temps, la classe de systèmes considérés et le schéma
d’observation proposé. Ensuite, un observateur hybride composé d’une partie continue et
d’une partie discrète sera proposé afin de donner une estimation de l’état hybride. Enfin,
nous terminerons par un exemple académique permettant d’illustrer la méthode proposée.

4.3.1 Formulation de problème

De façon générale, un système à commutation est défini par la donnée d’un ensemble
de modèles correspondant aux modes du système et une loi de commutation permettant
de passer d’un mode de fonctionnement à un autre. On considère le système hybride non
linéaire à commutation où l’évolution de l’état discret est régie par un RdP, donné sous la
forme suivante : {

ẋ = Fq(x)
y = h(x)

pour q = {1, ..., s} (4.27)

Avec x ∈ Rn est le vecteur d’état continu, y ∈ R est la sortie du système. q est l’indice
du mode actif, il prend sa valeur dans un ensemble fini d’indices q = {1, 2, ..., s} avec s le
nombre de sous-systèmes non linéaires, il représente aussi le nombre des places du RdP. La
sortie du système y = h(x) a la même expression indépendamment du mode discret q, et
donc on ne peut pas déterminer l’état discret à partir de la connaissance de l’expression de
h(x).

L’état discret q (mode discret) et les instants de commutation sont spécifiés suivant le
marquage des places et les instants de franchissement de transitions. La présence d’un jeton
dans une place q du RdP indique que le sous-système Fq(x) est actif avec q = {1, 2, ..., s}.
Le passage d’un sous-système à l’autre se fait par des lois de commutation. Ces commuta-
tions (transitions) peuvent dépendre à la fois des états continus et des événements externes.

Avant de présenter la structure de l’observateur proposé, une question doit évidemment
être posée : le système est-il observable ou non ? Cette question a été résolue dans [46] dans
le cadre de systèmes à commutations d’un point de vue algébrique pour les systèmes linéaires
et d’un point de vue géométrique pour les systèmes non linéaires.
Pour garantir l’observabilité du système hybride, nous considérons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 7. On suppose tout au long de cette section que :

Pour q = {1, ..., s} la codistribution :{
dhq, dLFqhq, · · · , dLn−1

Fq hq
}

est de rang n au point considéré, ceci implique que chaque sous-système est localement
régulièrement observable.

Sous l’hypothèse (7), le système (4.27) peut être transformé sous la forme canonique
d’observabilité en utilisant le difféomorphisme suivant :

pour q = 1, ..., s

z = φq(x) = {z1, z2, ..., zn} (4.28)
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=
{
h, dh, dLFqh, · · · , dLn−1

Fq
h
}

Finalement, le système hybride sous la forme canonique d’observabilité s’écrit sous la
forme suivante : 

ż1 = z2

ż2 = z3
...
żn−1 = zn
żn = fq(z)
y = hq(z) = z1

for q = {1, ..., s}

(4.29)

où z ∈ Rn est le vecteur d’état, le champs de vecteur fq(z) est suffisamment dérivable, y
est la sortie du système.

On remarque que pour le système (4.27), il est nécessaire de savoir lequel des sous-
systèmes est actif afin de reconstruire l’état continu. Alors, qu’il n’est pas nécessaire de
connaitre le mode discret après la transformation du système (4.27) en système (4.29). Ainsi,
la forme canonique d’observabilité est utilisée afin d’obtenir l’estimation de z sans utiliser
aucune information sur la dernière ligne de la dynamique et sans avoir aucune information
sur l’état discret q. Le schéma global de l’observateur proposé est donné dans la figure (4.9).

Figure 4.9 – Structure de l’observateur hybride

L’objectif de l’observateur hybride est d’estimer le mode discret et l’état continu du
système hybride à chaque instant. Le schéma d’observation proposé dans la figure (4.9) est
composé d’un observateur continu et d’un observateur discret en interaction. Après la mise
du système d’origine sous la forme canonique d’observabilité, un observateur par modes glis-
sants est synthétisé afin de reconstruire l’état continu sans utiliser aucune information sur
l’état discret.

A partir de ces états continus, l’observateur continu peut détecter quelques modes dis-
crets par la détermination de la fonction de commutation lorsque la commutation dépend de
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l’état continu. Par contre, dans le cas où la commutation dépend d’un événement externe,
les modes discrets estimés par l’observateur continu sont considérés comme des modes ob-
servables par l’observateur discret afin de donner une estimation globale de l’état discret à
chaque instant.

L’observateur discret est un observateur de type Luenberger d’ordre réduit, son rôle est
de fournir le mode discret et les instants de commutation du système à chaque instant.

4.3.2 Synthèse de l’observateur hybride

Nous nous intéressons dans cette partie à la synthèse d’un observateur hybride pour des
systèmes à commutations non linéaires où l’évolution de l’état discret est représentée par
un RdP. Nous proposons un observateur hybride composé d’un observateur discret et d’un
observateur continu. l’approche que nous proposons pour l’estimation du marquage discret
du système est inspirée de celle développée dans [93], aussi, nous nous intéresserons aux
observateurs à mode glissant d’ordre supérieur et notamment le différentiateur exact [98].
Nous insisterons particulièrement sur l’utilisation de ce type d’observateur pour les systèmes
à commutations mis sous forme canonique d’observabilité pour obtenir les états continus du
système.

Observateur continu

La technique des modes glissants est liée à la théorie des systèmes à structure variable.
Elle dispose d’avantages indéniables tels que la robustesse vis à vis des perturbations et la
capacité de tenir naturellement compte de la structure variable des SDH. Malheureusement,
quelques difficultés peuvent apparâıtre à cause du phénomène de chattering, cela peut en-
trâıner une mauvaise décision de commutation entre les sous-systèmes lorsque la trajectoire
est au voisinage de la surface de commutation.
Afin d’éviter complètement ce problème, nous proposons un observateur à mode glissant
d’ordre 2 (le différentiateur robuste) basé sur le (Super Twisting Algorithm) pour les systèmes
non linéaires à commutations après la transformation du système d’origine sous forme cano-
nique.

Le différentiateur robuste basé sur le ”Super Twisting Algorithm” a été introduit dans
[98]. Cet algorithme a été utilisé pour un système mécanique à commutations dans [123]. Le
“Super Twisting Algorithm” (représenté dans la figure (4.10)) est donné par les équations
suivantes [98] :

Σobs =

 u(e1) = u1 + λ1 |e1|1/2 sign(e1)
u̇1 = α1sign(e1)
λ1, α1 > 0

(4.30)

e1 est la différence entre l’état réel et l’état estimé, λ1, α1 sont des paramètres positifs de
l’observateur, u1 est la sortie du différentiateur et

la fonction sign est définie comme :

sign(e1) =


+1 if e1 > 0
−1 if e1 < 0
∈ [−1, 1] if e1 = 0
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Figure 4.10 – Structure de l’observateur ”Super Twisting Algorithm”

Le différentiateur est appliqué au sous-système de (4.29)et la structure du différentiateur
appliquée pour un système d’ordre n sous la forme canonique est donnée dans la figure
(4.11).
L’observateur à modes glissants d’ordre 2 proposé est de la forme [28] :

˙̂z1 = z̃2 + λ1 |e1|1/2 sign(e1)
˙̃z2 = α1sign(e1)
˙̂z2 = E1[z̃3 + λ2 |e2|1/2 sign(e2)]
˙̃z3 = E1α2sign(e2)
...
˙̂zn−1 = En−2[z̃n + λn−1 |en−1|1/2 sign(en−1)]
˙̃zn = En−2αn−1sign(en−1)
˙̂zn = En−1[fq̂(z̃) + λnsign(en)]

(4.31)

Où ei = z̃i − ẑi, avec z̃1 = ẑ1 pour i = 1, ..., n, et Ei sont définies comme suit :

Ei = 0 si z̃i − ẑi 6= 0 sinon Ei = 1.

Nous nous intéressons ici à l’estimation de l’état continu d’une classe de systèmes non linéaires
à commutations. L’avantage de l’observateur à mode glissant d’ordre 2 est la capacité de re-
construire le vecteur d’état après (n − 1) étapes sans besoin d’aucune information sur le
mode discret.
La convergence de l’observateur en temps fini noté Tc est assurée par un choix judicieux des
λi et αi de telle sorte que Tc << δq.
La convergence est assurée étape par étape dans cet ordre : (ė1 = e2, e1) → (0, 0) dans
un temps fini T1 dans la première étape. (ė2 = e3, e2) → (0, 0) dans un temps fini T2

dans la seconde étape. (ėi = ei+1, ei) → (0, 0) en un temps fini Ti dans l’étape i et
(ėn−1 = en, en−1) → (0, 0) en un temps fini Tn−1 dans l’étape (n − 1). Le temps fini glo-
bal de la convergence de tout l’état est [28, 123] :

Tc =
n−1∑
i=1

Ti

Enfin, les états estimés sont utilisés par l’observateur continu afin de fournir quelques
modes discrets par la détermination de la fonction de commutation lorsque la commutation
dépend de l’état continu. Les modes discrets estimés par l’observateur continu sont considérés
comme des modes observables par l’observateur discret afin de donner une estimation globale
de l’état discret à chaque instant.
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Figure 4.11 – Structure du différentiateur étape par étape

Observateur discret

Dans cette partie, nous proposons un observateur discret pour la partie discrète du
système hybride considéré afin de détecter les instants de commutation et d’estimer le
mode en cours d’évolution. La partie discrète du système est régie par un RdP et peut
être représentée sous forme d’un système descripteur (3.7). L’état discret q (mode discret)
et les instants de commutation sont spécifiés suivant le marquage des places et les instants
de franchissement de transitions.

L’approche proposée pour l’estimation de l’état discret est inspirée de celle présentée dans
[93] et basée sur l’estimation du vecteur de marquage des places et le vecteur de transitions.
Tout d’abord, nous rappelons que la partie discrète du système (4.27) est donnée par :{

EΠ1
k+1 = AΠ1

k

ψk = CΠ1
k

(4.32)

où Π1
k, ψk sont respectivement le vecteur d’état généralisé et le vecteur de sortie définis

comme :

Π1
k =

[
Mk

σk

]
∈ Ns+met ψk =

[
M1

k

σ1
k

]
∈ Ns1+m1

Les matrices E, A et C sont définies comme :

E =
[
Is −W

]
, A =

[
Is 0s×m

]
,

C =

[
Is1 0s1×s2 0s1×m1 0s1×m2

0m1×s1 0m1×s2 Im1 0m1×m2

]
.
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Dans ce travail, les transitions observables (σ1
k) sont représentées par les commutations

qui dépendent des états continus estimés. De la même manière, les places observables (M1
k )

sont représentées par des modes discrets donnés par l’observateur continu à partir de la
détermination de la fonction de commutation lorsque la commutation dépend de l’état
continu estimé.

Avant de présenter l’observateur discret, nous supposons que le système (4.32) est causal
observable selon le Théorème (11). Suivant le principe de construction des observateurs,
l’observateur de Luenberger d’ordre réduit proposé est de la forme :{

ζk+1 = Fζk +Gψk
Π̂1
k = V ζk +Dψk

(4.33)

où ζk ∈ Rs est l’état de l’observateur et F,G,H et D sont des matrices de dimensions
appropriées à calculer.
Le problème de la construction de l’observateur consiste à trouver les matrices F,G, V et D
telles que le vecteur global d’état estimé Π̂1

k converge vers le vecteur d’état Π1
k.

L’observateur proposé est utilisé afin de reconstruire le vecteur global composé par s
places et m transitions à chaque instant à partir d’un ensemble de marquages des places
observables et des transitions observables fournies par l’observateur continu. Une fois le
vecteur global donné le mode discret est estimé.

4.3.3 Résultats de simulation

Nous présentons ici, un exemple académique afin de montrer l’efficacité du schéma d’ob-
servation proposé.
Soit un système à commutations sous la forme canonique d’observabilité :

ẋ1 = x2

ẋ2 = fq(x)
y = x1

(4.34)

avec q = 1, 2, 3, 4. et la dynamique continue fq est définie comme suit :

fq =


f1 = −40 cos(x2) + 0.4
f2 = 5 cos(x1) + π/2− 0.5
f3 = cos(10x1) + π/2 + 1
f4 = cos(x1) + x2

La partie discrète du système non linéaire à commutation (4.34) est modélisée par un
RdP. Ainsi, les modes de configuration du système sont présentés par des places p1, p2, p3 and
p4 et les commutations par des transitions t1, ..., t6 comme illustrées dans la figure (4.12).

La matrice d’incidence W et le vecteur de marquage initial M0 associés au modèle du
RdP présentés dans la figure (4.12) sont donnés comme :

W =


−1 1 0 0 0 1 1
1 −1 −1 0 0 0 0
0 0 1 −1 1 0 −1
0 0 0 1 −1 −1 0

 M0 =


1
0
0
0


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Figure 4.12 – Le modèle RdP et les conditions de transitions associées

Figure 4.13 – Les états continus réels xj et les états estimés x̂j aves j = 1, 2

Il est facile de vérifier que chaque sous-système est localement régulièrement observable.
L’observateur associé au système (4.34) prend la forme suivante :

˙̂x1 = x̃2 + λ1 |e1|1/2 sign(e1)
˙̃x2 = α1sign(e1)
˙̂x2 = E1[x̃3 + λ2 |e2|1/2 sign(e2)]
˙̃x3 = E1α2sign(e2)
˙̂x3 = E2[fq + λ3sign(e3)]

(4.35)

Les résultats de simulation pour l’observateur à mode glissant d’ordre 2 sont présentés
dans la figure (4.13). Les conditions initiales pour les états continus du système hybride (4.34)

sont x0 =
[
−1 0.5

]T
et pour l’observateur x̂0 =

[
1 −2

]T
. La figure (4.13) montre la

convergence étape par étape des états estimés vers les états réels du système en temps fini.

Les états continus estimés par l’observateur continu sont utilisés pour déterminer les
modes discrets qui dépendent de ces états. Ainsi, dans cet exemple, l’observateur continu
délivre des informations sur les deux modes p1 et p3 à partir des transitions observables qui
dépendent des variables d’états continus. Ces informations sont utilisées par l’observateur dis-
cret comme des entrées pour donner une estimation globale de l’état discret à chaque instant.
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Figure 4.14 – Le mode réel q et le mode estimé q̂

L’observateur discret est un observateur classique de type Luenberger d’ordre réduit, il
reçoit comme entrées les places observables et les transitions observables fournies par l’ob-
servateur continu. Son rôle est de fournir le mode discret et les instants de commutation du
système à chaque instant par l’estimation du vecteur de marquages des places et le vecteur
des transitions.

La figure (3.14) montre le mode discret réel et le mode discret estimé. On peut constater
que les modes sont parfaitement identifiés.

4.3.4 Conclusion

Nous avons abordé dans cette section, le problème de l’estimation d’état pour une classe
de systèmes non linéaires à commutations, où l’évolution de l’état discret est régie par un
RdP dans le cas où quelques commutations dépendent de l’état continu et les autres des
évènements externes. L’observateur continu est basé sur une approche par modes glissants
pour la construction de l’état continu sans utiliser aucune information sur l’état discret, après
la mise du système d’origine sous la forme canonique d’observabilité. Ainsi, l’état discret est
déterminé dans le premier cas à partir de l’état continu fourni par l’observateur continu
et par l’observateur discret dans le second cas. Les résultats des simulations montrent la
convergence de l’observateur et confirment le bien fondé de la méthode proposée.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au problème de synthèse d’observateurs
hybrides pour quelques classes de systèmes hybrides afin de fournir une estimation simul-
tanée de l’état continu et de l’état discret à chaque instant. L’évolution de l’état discret dans
les systèmes hybrides considérés est régie par un RdP. Nous avons présenté deux schémas
d’observations pour deux classes de systèmes hybrides. Il s’agit des systèmes linéaires à com-
mutations et des systèmes non linéaires à commutations.

Nous avons présenté dans la première partie de ce chapitre, un observateur hybride pour
une classe de systèmes linéaires à commutations afin de résoudre le problème de l’estimation
conjointe de l’état continu et de l’état discret à chaque instant. Cette classe est caractérisée
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par des modes dans lesquels l’état continu n’est pas complètement observable au sens clas-
sique (les paires (Aq, C) ne sont pas supposées observables au sens classique). Nous avons
utilisé un observateur discret basé sur un observateur à entrée inconnue pour détecter le
mode actif à partir de la connaissance de certaines conditions de commutations par l’utilisa-
tion des entrées et des sorties continues du système hybride. L’observateur continu proposé
est composé de deux observateurs, l’un qui assure la reconstruction de l’erreur d’observation
et l’autre qui intervient à chaque instant de commutation de l’observateur. Il est basé sur
les techniques d’observation par modes glissants d’ordre supérieur, il utilise l’estimation de
l’état discret fournie par l’observateur discret et les informations partielles disponibles de
chaque mode pour reconstruire l’état continu.

Dans la deuxième partie du chapitre, un observateur hybride a été conçu pour une classe
de systèmes non linéaires à commutations. Cette classe est caractérisée par des lois de com-
mutations qui peuvent dépendre à la fois des états continus et des événements externes.
L’observateur continu est basé sur une approche par modes glissants pour la construction de
l’état continu sans utiliser aucune information sur l’état discret, après la mise du système
d’origine sous la forme canonique d’observabilité. A partir de ces états continus estimés, l’ob-
servateur continu peut détecter quelques modes discrets par la détermination de la fonction
de commutation lorsque la commutation dépend de l’état continu. Par contre, dans le cas
où la commutation dépend d’un évènement externe, les modes discrets estimés par l’obser-
vateur continu sont considérés comme des modes observables par l’observateur discret afin
de donner une estimation globale de l’état discret à chaque instant.
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Dans ce travail nous nous sommes intéressés à l’analyse d’observabilité et la synthèse
d’observateurs pour quelques classes des systèmes décrits par les réseaux de Petri. Il s’agit
des SED modélisés par les RdP et les systèmes hybrides à commutations dont la partie
discrète est régie par un RdP. L’objectif visé dans ce travail est d’apporter une solution
originale au problème d’observation pour ces systèmes.

Nous avons présenté au début du premier chapitre une introduction aux SED en mettant
l’accent sur les réseaux de Petri, formalisme sur lequel est basé le modèle développé dans nos
travaux. Nous avons donné une présentation générale sur les SDH en introduisant quelques
notions relatives aux systèmes hybrides telles que la notion d’exécution et les phénomènes
hybrides. Nous avons présenté également différentes approches de modélisation utilisées dans
le développement des modèles de systèmes hybrides.

Dans le deuxième chapitre, nous avons réalisé un état de l’art sur l’observabilité et la
synthèse d’observateurs pour les SED et les SDH. Nous avons vu dans la première partie du
chapitre que la plupart des méthodes d’estimation existantes à base de RdP, se basent soit
sur l’observabilité des évènements ou bien sur d’autres hypothèses inspirées des propriétés
des RdP. Ainsi, le problème d’observation pour les SED n’est pas limité à l’estimation d’état,
mais aussi au problème de la reconstitution de la séquence de franchissement de transitions
qui conduisent à un état donné. Nous avons présenté dans la deuxième partie quelques ap-
proches concernant l’observabilité de quelques classes des SDH. Nous avons constaté qu’il
existe plusieurs approches d’observabilité complètement différentes pour certaines classes des
SDH. Le problème de la synthèse d’observateur pour les SDH a été abordé et les travaux
présentés sont classés en trois groupes. La principale différence entre ces groupes est liée à
la connaissance de l’état discret ou continu.

Dans le troisième chapitre, nous avons consacré la première partie à l’analyse d’obser-
vabilité et la synthèse d’un observateur pour les SED modélisés par des réseaux de Petri
partiellement observables c’est à dire, le RdP équipé de capteurs de places qui indiquent le
nombre des jetons contenus dans certaines places (places mesurables ou connues) et des cap-
teurs des transitions qui détectent les franchissements de certaines transitions (transitions
mesurables ou connues). En effet, une nouvelle caractérisation algébrique de l’observabilité
inspirée de la théorie des systèmes descripteurs a été présentée. Cette caractérisation de l’ob-
servabilité est basée sur le test du rang de certaines matrices ce qui rend la compréhension
de cette approche facile. En outre, nous avons proposé un observateur à entrée inconnue
synthétisé afin d’estimer à la fois le vecteur des marquages des places et le vecteur des tran-
sitions. Une condition nécessaire de l’existence de l’observateur proposé est la connaissance
du marquage initial. Nous avons montré dans la deuxième partie de ce chapitre comment ex-
ploiter ces résultats pour la détection du mode actif pour une classe de systèmes hybrides qui
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peut avoir plusieurs sous-systèmes évoluant simultanément avec des dimensions différentes.

Dans le quatrième chapitre, nous nous sommes intéressés au problème d’estimation si-
multanée de l’état continu et de l’état discret pour quelques classes de systèmes hybrides où
l’évolution de l’état discret est régie par un RdP. Nous avons proposé dans un premier temps
un observateur hybride composé d’un observateur continu et d’un observateur discret pour
une classe de systèmes linéaires à commutations caractérisée par des modes dans lesquels
l’état continu n’est pas complètement observable au sens classique. L’observateur discret est
observateur du RdP, son rôle est de détecter le mode discret actif. L’observateur continu est
basé sur les techniques de modes glissants, il utilise l’état discret estimé fourni par l’obser-
vateur discret et les informations partielles disponibles de chaque mode afin de reconstruire
l’état continu. Nous avons présenté également une structure d’un observateur hybride pour
une classe de systèmes hybrides non linéaires à commutations. Après la mise du système
d’origine sous la forme canonique d’observabilité, un observateur à modes glissants d’ordre 2
a été synthétisé pour la reconstruction de l’état continu sans utiliser aucune information sur
l’état discret. Les états continus estimés sont utilisés par l’observateur discret afin de donner
une estimation globale de l’état discret à chaque instant.

A l’issue de cette thèse, plusieurs investigations demeurent ouvertes. Nous présentons ici
celles qui nous semblent être le cadre de travaux futurs où des avancées importantes sont
tout à fait envisageables.

Les conditions d’observabilité présentées dans le troisième chapitre permettent de déterminer
le nombre optimal de capteurs des places et des transitions qui garantit l’observabilité du
RdP. De ce fait, il serait intéressant de traiter le problème de placement de capteurs afin
de recouvrir les conditions d’observabilité du RdP. L’objectif que nous nous fixons est de
trouver des éléments de réponse à la question ”où faut-il placer des capteurs des places et/ou
des transitions pour qu’un RdP soit observable ?” Une piste est l’utilisation des algorithmes
d’optimisation heuristique. Des travaux récents [4, 121] nous encouragent à explorer cette
voie.

Une des perspectives de recherche peut porter sur l’étude de la contrôlabilité et la synthèse
d’un contrôleur pour les RdP, en présence des transitions incontrôlables. De façon classique,
la commande des SED est le pilotage de ces transitions en vue d’obtenir un comportement
spécifié pour le système. La théorie de systèmes descripteurs que nous avons utilisé pour l’ob-
servation des RdP peut être généralisée pour la commande des RdP. Une autre perspective
sur laquelle nous travaillons actuellement est le diagnostic de ce type de systèmes. L’idée
principale est de supposer les transitions non observables comme les défauts des RdP. On
peut aussi considérer deux types de défauts : défaut de place et défaut de transition.

Dans la deuxième partie du chapitre trois, nous avons proposé une méthode permettant
l’estimation de l’état discret pour une classe de SDH sous l’hypothèse que l’état continu
est partiellement ou complètement mesuré. Cette classe peut avoir plusieurs sous-systèmes
évoluant simultanément avec des dimensions différentes. Une perspective importante de ce
travail consiste à synthétiser un observateur continu en interaction avec l’observateur discret.
Une solution serait de transformer l’équation (3.29) sous la forme de l’équation (4.27), en
supposant que l’indice q dans l’équation (4.27) représente une combinaison des places actives
c’est à dire, q peut prendre sa valeur entre 1 et 2n (avec n est le nombre de places). Par
exemple, si on considère le SDH représenté dans la figure (3.8), l’indice q dans l’équation
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(4.27) peut prendre sa valeur dans l’ensemble {1, 2, 3} qui représente respectivement l’activa-
tion des places (p1, (p2, p3), (p2, p4)). Dans ces conditions, l’approche que nous avons proposée
dans la première partie du chapitre quatre peut être valable, car le SDH peut avoir des sous-
systèmes continus qui ne vérifient pas les conditions classiques d’observabilité.

De manière plus générale, notre contribution est restée dans le domaine de la théorie. Une
des perspectives est d’appliquer les résultats obtenus à des systèmes réels. Une des applica-
tions est le convertisseur multicellulaire qui est représenté par un modèle hybride résultant de
l’expression des dynamiques continues des tensions des condensateurs et du courant de sortie
en fonction des variables discrètes associées aux états des cellules de commutations. L’esti-
mation des tensions aux bornes des condensateurs ainsi que les instants de commutations
est donc une stratégie intéressante car seule la mesure du courant de sortie est accessible à
la mesure.
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Annexe

Le calcul des matrices de l’observateur (3.14)

Le calcul des matrices de l’observateur (3.14) se base sur la transformations suivante :

La matrice E est de rang plein en lignes, nous pouvons trouver une matrice P vérifiant
l’équation suivante :

EP = E
[
E+

1 P
]

=
[
In 0n×m

]
(36)

où E+est la pseudo inverse de la matrice E et elle est donnée par :

E+ = ET (E × ET )−1

et P1 = Ker(E) ∈ R(n+m)×m est le noyau de la matrice E avec :

PT1 P1 = Im.

La matrice P est une matrice inversible avec PP−1 = P−1P = In+m et sa matrice inverse
est :

P−1 =

[
E
PT1

]
(37)

Maintenant, en posant :[
Υ1
k

Υ2
k

]
= P−1Πk,

[
A1 A2

]
= AP ,

[
C1 C2

]
= CP (38)

En remplaçant (38) dans le système (3.7) , on obtient :{
Υ1
k+1 = A1Υ1

k + A2Υ2
k

ψk = C1Υ1
k + C2Υ2

k

(39)

De la même manière que précédemment, si la matrice C2 est de rang plein, nous pouvons
trouver une matrice P2, telle que :

P2C2 =

[
P3

C+
2

]
C2 =

[
0(n1+m1−m)×m

Im

]
(40)

où P3 = Ker((C2)T ) et C+
2 = ((C2)TC2)−1(C2)T .

Par pré-multiplication par P2 des deux côtés de l’équation de mesure dans système ( 39)
nous obtenons :

P3ψk = P3C1Υ1
k (41)
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Υ2
k = C+

2 ψk − C+
2 C1Υ1

k (42)

Ensuite, nous remplaçons, l’équation (41) dans la première équation de (39), nous obte-
nons : {

Υ1
k+1 = ĀΥ1

k + A2C
+
2 ψk

ψ̄k = C̄Υ1
k

(43)

avec : 
Ā1 = (A1 − A2C

+
2 C1)

C̄ = P3C
ψ̄k = P3ψk

Ainsi, pour une paire (Ā, C̄) détectable, il est possible de synthétiser un observateur
capable d’estimer les vecteurs Π̂1

k, Υ̂
1
k et Υ̂2

k. En tenant compte de la forme de l’équation
d’état (43), l’équation de l’observateur (3.14) devient :

ζk+1 = (Ā−RC̄)ζk + (A2C
+
2 +RP3)ψk

Υ̂2
k = C+

2 (ψk − C1ζk)

Π̂1
k =

[
E+ P1

]( ζk
Υ̂2
k

) (44)

Finalement, l’observateur d’ordre réduit (3.14) est obtenu en choisissant les matrices
F,G, V et D de la manière suivante :

F = (Ā−RC̄)
G = (A2C

+
2 +RP3)

V = (E+ − P1C
+
2 C1)

D = (P1C
+
2 )

(45)

avec R une matrice gain à calculer. Elle est choisie pour que (Ā−RC̄) soit stable.

Les matrices de l’observateur pour l’exemple (3.5.1)

En utilisant (3.22), on obtient U et H comme :

U =



0.125 0.125 0 0 0 0
0.125 0.125 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0.75 −0.25 1 1 0 0
0.25 0.25 0 0 1 0
0.25 0.25 0 0 0 1
0.125 0.125 0 0 0 0
0.125 0.125 0 0 0 0
−0.125 −0.125 0 0 0 0
−0.125 −0.125 0 0 0 0


,
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H =



0.875 −0.125 0 −0.125 −0.125 0.125 0.125
−0.125 0.875 0 −0.125 −0.125 0.125 0.125

0 0 1 0 0 0 0
−0.75 0.25 −1 0.25 0.25 −0.25 −0.25
−0.25 −0.25 0 0.75 −0.25 −0.75 0.25
−0.25 −0.25 0 −0.25 0.75 0.25 −0.75
−0.125 −0.125 0 0.875 −0.125 0.125 0.125
−0.125 −0.125 0 0.125 0.875 0.125 0.125
0.125 0.125 0 0.125 0.125 0.875 −0.125
0.125 0.125 0 0.125 0.125 −0.125 0.875


La matrice K est choisie de telle sorte que les valeurs propres de l’observateur sont à

l’intérieur du cercle unité, frontière comprise.

K =

1.3103 0.7196 0.5719 0.5093 1.3079 1.3079 0 0 0 0
0.6722 1.3474 −0.6668 −0.6336 1.8722 1.8722 0 0 0 0
0.3919 −0.5119 0.8698 0.7506 −0.5078 −0.5078 0 0 0 0
0.1250 0.1250 0 0 0 0 −0.9000 0 0 0
0.1250 0.1250 0 0 0 0 0 0.0010 0 0
−0.1250 −0.1250 0 0 0 0 0 0 0.8000 0
−0.1250 −0.1250 0 0 0 0 0 0 0 0.0010


Les valeurs propres de l’observateur sont -0.001, -0.0001, -0.001, 0, 0.2, 1, 0, 0.2718, 1,

and 1.
Finalement, N et L sont calculées respectivement à partir des équations (3.24) et (3.25) et
sont données comme :

N =



−1.1853 −0.5472 −0.3919 0 0 0 −0.125 −0.125 0.125 0.125
−0.5946 −1.2224 0.5119 0 0 0 −0.125 −0.125 0.125 0.125
−0.5719 0.6668 −0.8698 0 0 0 0 0 0 0
0.2407 0.3836 0.2494 1 0 0 0 0 0 0
−1.0579 −1.6222 0.5078 0 1 0 0 0 0 0
−1.0579 −1.6222 0.5078 0 0 1 0 0 0 0

0.125 0.125 0 0 0 0 0.9 0 0 0
0.125 0.125 0 0 0 0 0 −0.001 0 0
−0.125 −0.125 0 0 0 0 0 0 −0.8 0
−0.125 −0.125 0 0 0 0 0 0 0 −0.001



L =



0.4041 0.4041 0 0.2791 0.2791 −0.2791 −0.2791
0.4146 0.4146 0 0.2896 0.2896 −0.2896 −0.2896
−0.0119 −0.0119 0 −0.0119 −0.0119 0.0119 0.0119
−0.0780 −0.0780 0 0.1720 0.1720 −0.1720 −0.1720
0.3350 0.3350 0 1.0850 0.0850 −1.0850 −0.0850
0.3350 0.3350 0 0.0850 1.0850 −0.0850 −1.0850
−0.0188 −0.0188 0 −0.1438 −0.1437 0.1438 0.1438
0.0939 0.0939 0 −0.0311 −0.0311 0.0311 0.0311
−0.1937 −0.1938 0 −0.0688 −0.0688 0.0687 0.0687
−0.0939 −0.0939 0 0.0311 0.0311 −0.0311 −0.0311


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systèmes hybrides, Automation of Mixed Processes (ADPM 94), pp. 17-25, Novembre,
Bruxelles, Belgique, 1994.

[8] H. Alla and R. David, Discrete, Continuous, and Hybrid Petri Net, Book, Springer
edition, 2004.

[9] R. Alur, C. Courcoubetis, N. Halbwachs, T. A. Henzinger, P. H. Ho, X. Nicollin , A.
Olivero, J. Sifakis , S. Yovine, The algorithmic analysis of hybrid systems, Theoretical
Computer Science, Vol. 138, pp.3-34, 1995.

[10] D. Andreu, Commande et Supervision des Procédés Discontinus : Une Approche Hy-
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France, 2009.

[35] A. Bemporad, G. Ferrari, and M. Morari, Observability and controllability of piece-
wise affine and hybrid systems, IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. 45, pp.
1864–1876, 2000.

[36] B. Berthomieu and M. Diaz, Modeling and verification of time dependent systems using
Time Petri nets, IEEE Transaction on Software Eng, Vol. 17, No. 3, pp. 259-273, 1991.
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recours au calcul formel, Thèse de doctorat, Institut National Polytechnique de Gre-
noble, France, 1996.
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de production, Manuels Informatiques Masson, 1995.

[117] P. J. Ramadge, Observability of discrete-event systems, In Proc. 25th IEEE Conference
on Decision and Control, pp. 1108-1112, Athens, Greece, 1986.

[118] P.J. Ramadge, Some tractable Supervisory control problems for discrete event systems
modeled by buchi automata, IEEE Trans. on Automatic Control, Vol. 34, No. 1, 1989.

[119] C. Ramchandani, Analysis of Asynchronous Concurrent Systems by Timed Petri Nets,
PhD thesis, Massachussets Institute of Technology, Cambridge, Etats-Unis, 1974.

[120] A. Ramirez-Trevino, I. Rivera-Rangel and L. Lopez-Mellado, Observability of discrete
event systems modeled by interpreted Petri nets, IEEE Transaction on Robotics and
Automation, Vol. 19, No. 4, pp. 557-565, 2003.

[121] Y. Ru and C. N. Hadjicostis, Sensor selection for structural observability in discrete
event systems modeled by Petri nets, IEEE Transactions on Automatic Control, Vol.
55, No., pp. 1751-1764, 2010.



130 BIBLIOGRAPHIE
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de doctorat de l’école centrale de Lille, 2010.

[141] T. Yang, T. Floquet, L. Belkoura, and W. Perruquetti. Algebraic switching time iden-
tification for a class of linear hybrid systems. In Journal of Nonlinear Analysis : Hybrid
systems, Vol. 5, No. 2, pp. 233–241, 2011.

[142] M. Zainea, H. Cormerais, J. Buisson, H. Guéguen and E. Godoy, Analyse des commu-
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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’analyse d’observabilité et la recherche de
méthodes de synthèse d’observateurs pour quelques classes de systèmes décrits par les réseaux
de Petri (RdP). Nos travaux portent particulièrement sur les systèmes à évènements discrets
(SED) modélisés par les RdP et les systèmes dynamiques hybrides (SDH) dont la partie
discrète est régie par un RdP. Dans le cadre des SED modélisés par les RdP, Une nouvelle
caractérisation algébrique de l’observabilité basée sur l’utilisation des techniques d’observa-
tion des systèmes descripteurs a été présentée. Nous avons proposé également un observateur
afin d’estimer à la fois le vecteur des marquages des places et le vecteur des transitions. Pour
les SDH, nous avons proposé deux observateurs hybrides pour l’estimation conjointe de l’état
continu et de l’état discret. Les deux observateurs sont composés d’un observateur continu
et d’un observateur discret en interaction. Les résultats des simulations confirment le bien
fondé de la méthode proposée.

Mots clés : Observabilité, Observateurs, Réseaux de Petri, Systèmes dyna-
miques hybrides, Systèmes à évènements discrets.

Abstract

In this thesis, we focus on the observability analysis and research methods of synthesis
of observers for some classes of systems described by Petri nets (PN). Our work particu-
larly focuses on discrete events systems (DES) modeled by PN and hybrid dynamic systems
(HDS), where discrete part is governed by a PN. In the framework of DES modeled by PN,
an algebraic characterization of observability based on the theory of descriptor systems was
presented. We also proposed an observer to estimate both the place’s marking vector and the
transitions’ firing vector. For HDS, we proposed two hybrid observers in order to estimate
both the continuous state and the discrete state. Both observers are composed of a conti-
nuous and a discrete observer in interaction. Simulation results confirm the appropriateness
of the proposed method.

Keywords : Observability, observers, Petri nets, hybrid dynamical systems,
discrete events systems.
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