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Résumé

Le but de ce travail est d’explorer d’autres voies d’identification de parametres,
appliquées dans le domaine de la biotechnologie. Ce choix est justifié pour plusieurs
raisons, comme les différents Bugs informatiques causés par les erreurs d’arrondis.
L’approche ensembliste basée sur I'arithmétique des intervalles est bien adaptée dans
ces cas, c’est a dire quand l'intervalle d’erreur introduit pendant ’acquisition des
données est trop large comme c’est le cas en biologie ou sciences médicales...Dans
ce contexte une variable est représentée uniquement par un ensemble X, appelé en-
semble de vraisemblance ou domaine, supposé contenir la valeur réelle x. Nous tes-
tons deux approches, I'identification se fait via une intégration numérique garantie
utilisant la théorie de comparaison des inégalités différentielles. Cette approche est
développée pour des systemes d’équations différentielles monotones dans le contexte
fixé par une regle déduite du théoreme de Miiller. Le but de la méthode consiste a
transformer le probleme avec les conditions initiales sont incertaines, donc appar-
tenant a un intervalle, en deux problemes déterministes dont la résolution fournit
les trajectoires inférieures et supérieures qui englobent de maniere garantie toute les
solutions d’état générées. Par la suite, nous testons la méthode LSCR (Leave-out
Sign-dominant Correlation Regions) développé par Campi qu’on a associé a une mé-
thode d’identification utilisant I'inversion ensembliste. Nous procédons aussi a une

étude comparative avec la méthode des moindres carrés.

Mots-clefs

identification, bioréacteur, inversion ensemblistes, arithmétique des intervalles.




Abstract

The purpose of this work is to explore other ways of identification parameters,
applied in the field of biotechnology. This choice is justified for several reasons, such
as different computer Bugs caused by rounding errors. The set-approach based on
interval arithmetic is well suited in these cases, when the range of error introduced
during the acquisition of data is too large, as is the case in biology or medical sciences
... The ensemblist method based on interval arithmetic is well suited in these cases.
In this context a variable is represented only by a set X, called set likelihood or field
suposed to contain the real value x. We test two approaches, the identification is done
via a guaranteed numerical integration using the theory of comparing differential
inequalities. This approach is developed for monotonous differential equations in the
context set by a deduced rule from the Miiller theorem. The aim of the method is to
transform the problem with the initial conditions are uncertain, thus belonging to
an interval, into two deterministic problems whose resolution provides the lower and
upper trajectories that include all generated solutions so guarantees . Subsequently,
we test the method LRCS (Leave-out Sign-dominant Correlation Regions) developed
by Campi then we have associated with a method of identification using the set

inversion. We also perform a comparative study with the least squares method

Keywords

identification, bioreactor, set-inversion, interval arithmetic.
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Introduction

« Tout le monde croit que les erreurs sont normales,
les mathématiciens parce qu’ils pensent que c’est un fait expérimentalement établi et les

expérimentateurs parce qu’ils croient que c’est un théoréme »

Gabriel Lippmann (prix Nobel de physique)

Comme 1'a si bien dit E.Walter [95], « L’identification est plus un art qu’une
science exacte ». Dans le but de simuler ou commander un processus, on doit recher-
cher le modele qui décrit ce processus le plus parfaitement possible. La littérature
abonde de techniques d’identification qui sont utilisées parfois intuitivement selon
le domaine appliqué, en fonction du protocole d’acquisition de mesures ainsi que la
nature du processus étudié : linéaire ou non linéaire, déterministe ou stochastique.
L’identification des parametres d’'un modele mathématique est donc une étape clé
pour élaborer un modele qui décrit le plus fidelement possible un systéme dynamique
puis réussir les commandes basées sur ce modele. Les techniques les plus utilisées
sont les moindres carrés ou leurs variantes, techniques tres attrayantes pour leur
facilité d’utilisation, rapidité et le faible cotit de calcul. Cependant elles présentent
des problemes de convergence et un bais d’estimation di a des perturbations causées
par les erreurs de modélisation et aux bruits de mesures. Selon E.Walter[95], on
ne peut plus compter que sur les méthodes classiques d’identification et ceci pour
plusieurs raisons : la minimisation d’une fonction de cotit se fait sur des hypotheéses

parfois trop simplifiées :
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1. T'utilisation de techniques itératives locales pour I'estimation de parametres de
systemes non linéaires peut nous piéger vers des minimum locaux a cause d’'un
mauvais choix de valeurs initiales ou du critere d’arrét. Certaines méthodes
d’identifications, comme des algorithmes génétique ou recuit simulé, peuvent

pallier a ce probléeme mais sans pour autant garantir le résultat

2. En identification les algorithmes itératifs utilisent le calcul du gradient de la
fonction de cofit qui se fait parfois par différence finie ce qui peut compliquer

les calculs et ne fournir a la fin qu’un résultat approximatif.

3. Quand on résout une équation différentielle non linéaire par des méthodes
numériques, on ne peut rien conclure sur l'erreur globale commise sur la
solution obtenue. Une erreur qui peut étre considérable d’autant plus si 'on

se place dans le cadre de parametres et de conditions initiales incertaines.

4. L’erreur de faire trop souvent I’hypothese d'une erreur gaussienne qui découle
du théoréme de la limite centrale. Grace a ces hypotheses, les méthodes de
maximum de vraisemblances sont appliquées pour minimiser la fonction de
colt quadratique. Cependant, ces hypotheses restent non réalistes a cause du
caractere approximatif du modele utilisé, aux pannes des capteurs qui peuvent
provoquer l'introduction de données aberrantes pouvant avoir des conséquences

catastrophiques.

5. les formules mathématiques classiques sont parfois inadaptées pour la mise en
ceuvre informatique. En effet, utiliser la solution optimale obtenue par minimi-
sation de la fonction de cotit au sens des moindres carrés pour 'implémentation
numérique est a éviter. Ceci est dli au mauvais conditionnement du régresseur.
I1 est plus correct de passer par une factorisation QR ou a une décomposition en
valeurs singulieres. D’autre part, Les calculs effectués en virgule flottante par
les ordinateurs introduisent des erreurs d’arrondis qui se propagent jusqu’a
fausser le résultat final. Beaucoup d’exemples de bugs informatiques liés a
ce probléme et ayant eu des répercussions catastrophiques sont cités dans la
littérature [1]. Parmi eux, le fait marquant de la destruction de la fusée Ariane
en 1996, le nouveau lanceur implanté a dévié de sa trajectoire puis explosé a
cause du logiciel utilisé. En effet, 'ordinateur ne peut fonctionner que sur un
nombre fini de bits, tous les autres ne sont qu’approchés, cependant quand il

effectue trop d’opérations, les erreurs d’arrondi s’accumulent et le résultat final
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devient trop loin de celui escompté. C’est cette méme raison qui a provoqué la
catastrophe pendant la guerre du golf lorsqu’un missile a dévié de sa trajectoire

et a frappé les troupes américaines

Pour mieux comprendre les défaillances de I'arithmétique flottante S.M.Rump
[91] a exposé I'exemple suivant :

Considérons la fonction suivante :
f(a,b) = 333.750° + a* (11a2b® — b° — 121" — 2) + 5.50° + &

le calcul de cette fonction pour a = 77617 et b = 33096 pour différentes précisions

nous donne les résultats suivants :

Précision Résultat

Simple précision 1.172603
Double précision 1.1726039400531
Précision étendu || 1.172603940053178

En examinant ces trois précisions, on remarque que les sept premiers chiffres sont
pareils. On peut éventuellement conclure que le résultat est exact. Ce n’est pourtant
pas le cas car le résultat est complétement faux pour les trois cas. La valeur correcte
de f est :

f = —0.8273960599468213

En effet, pour obtenir la valeur exacte, il faut factoriser correctement la fonction
f et Dévaluer en utilisant des entiers, la méthode plus détaillé est donné par
E.Loh[61] C’est toutes ces raisons qui ont poussé la communauté scientifique a
rechercher d’autres techniques d’identification plus robustes. Par conséquent, la
nécessité d’introduire I'arithmétique des intervalles s’est fait ressentir lorsque 1’on
a remarqué les défaillances concernant l'arithmétique flottante. Dans ce contexte
une variable est représentée uniquement par un ensemble X, appelé ensemble de
vraisemblance ou domaine, supposé contenir la valeur réelle x
En vérité, larithmétique des intervalles remonte a beaucoup plus loin, quand

Archimede réussit a encadrer le nombre pi dans un intervalle. Plus tard, en 1931 dans
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sa these, C.YOUNGI98] a utilisé 'arithmétique des intervalles pour le calcul des inté-
grales de Riemann. En 1958, le japonais T.SANUGA[93] a appliqué ces techniques en
analyse numérique. Cependant, Les bases de cette arithmétique ont été fondées par
R. MOORE|68; 70; 69] puis NEUMAIER|[74] et HANSEN|[38]. C’est en Allemagne,
vers 1980 que I'arithmétique des intervalles connu un réel progrés quand ’entreprise
Nixdorf I’a implémenté sur calculateur grace & UW Kulisch [58], puis il fut suivi par
I’entreprise IBM qui a mit au point un compilateur. C’est en cette méme période
qu’est née la norme IEEE 754 qui a facilité 'implémentation de 'arithmétique des
intervalles. Les méthodes ensemblistes trouvent actuellement des applications dans
plusieurs domaines. On peut citer des applications en électrochimie, dans le but d’un
étalonnage, on a utilisé ces techniques pour 'estimation de parametres incertains
d’un dispositif de mesures de grandeurs thermiques [18; 19; 16], beaucoup plus
récemment des approches ensemblistes ont permis I'analyse et une estimation plus
robuste de systémes hybrides non linéaires [64; 85; 83]. Il existe aussi des applications
dans le domaine de la robotique pour la résolution de problemes d’étalonnage
[10], d’estimation et d’identification [50; 78; 87; 86], ainsi que les planifications de
trajectoires et la localisation [54; 47; 46]. Plus connue par méthode d’estimation
dans le contexte & erreurs bornées [82; 88; 65; 66|, 'approche ensembliste permet de
résoudre en automatique des problémes d’estimations non linéaire dont le traitement
par une approche probabiliste reste difficile voir impossible. Dans cette these nous
allons tester deux techniques d’estimation : L’intégration numérique d’équations
différentielles ordinaires en présence d’incertitudes [64; 85; 73; 55]. Le but est de
déterminer des trajectoires englobantes qui encadrent toutes les solutions de maniere
garantie. Pour l'identification des parametres, on associe l'inversion ensembliste
a l'intégration numérique garantie. La deuxieme approche consiste a utiliser une
méthode appelé LSCR(Leave-out Sign-dominant Correlation Regions), développée
par Campi [20], permettant d’obtenir une région de confiance qui doit satisfaire deux
conditions : avoir une probabilité garantie et étre concentré autour du parametre
souhaité. La région de confiance obtenue est exacte et non asymptotique. Cette
méthode est intéressante car elle ne nécessite pas beaucoup d’hypotheses sur le bruit
pour la construction de régions de confiance et reste efficace méme en présence des
dynamiques non modélisées. La théorie de cette approche est aussi développée dans

[21] et [22]. L’inconvénient de cette approche est qu’elle nous fournit des résultats
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par maillage et ne nous procure pas un résultat numérique garanti. Pour y remédier,
M.Kieffer [56] combine l'inversion ensembliste & cette approche afin de caractériser
ces régions de maniere garantie. On ne peut négliger dans cette étude, 1'utilisation
de la technique des moindres carrés afin de procéder a une comparaison avec les
méthodes ensemblistes.

Notre étude s’applique au domaine de la biotechnologie, nous nous intéressons
a l'identification des parametres d’'un modele de bioprocédé aérobie de traitement
des eaux usées. Parmi les premiers modeles décrivant ce processus, on peut citer
ceux décrit par I'association internationale de la recherche sur la pollution des eaux
TAW [24] comme le modele & boues activées [41] utilisant des cinétiques de Monod.
C’est un modele complexe comprenant beaucoup de parametres dont 1'identification
par les méthodes statistiques s’avere difficile voir impossible. C’est des modeles
inadaptés pour un control en ligne. Un modele plus réduit [51] suggere 1'utilisation
d’un modele déterministe avec des entrées stochastiques pour un control optimal.
Une commande adaptative non linéaire d’un processus de nitrification est considéré
dans [77]. On peut citer d’autres modeles pour le contréle en ligne de processus de
boues activées utilisant des modeles ARMAX [76], la logique floue [27] et les réseaux
de neurones [12; 31]. Les deux derniéres méthodes permettent une manipulation plus
aisée des non linéarités. Des auteurs [92] proposérent d’identifier des paramétres d’'un
chémostat a l'aide d’algorithmes génétiques. La synthese d’observateurs intervalles
pour les modeles incertains a été étudié dans [35; 36; 37]. Les méthodes ensemblistes
sont bien adaptées pour les applications en biotechnologie en raison de l'intervalle
d’erreur important introduit pendant l’acquisition des mesures. Cette these est

structurée comme suit :

Le chapitre 1 sera consacré a la description du dispositif expérimental utilisé
pour les différentes simulations testées. C’est un modele de chémostat qui réalise
le processus de nitrification et qui se trouve au laboratoire de biotechnologie de
I'environnement (LBE), INRA, Narbonne. Dans un premier temps, on procede
d’abord a la description du principe de traitement des eaux par boues activées,
puis le traitement biologique de l’azote, pour aboutir aux équations décrivant les
étapes de la nitrification et les bactéries mises en jeu.

Un modele mathématique de chémostat modélisant deux populations de bactéries
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est présenté par la suite.

Le chapitre 2 est dédié a la définition des outils et aux principes de bases de
I’arithmétique des intervalles. Nous présentons aussi les méthodes ensemblistes,
particulierement I'inversion ensembliste utilisée pour l'identification des parametres
du bioréacteur. Les contracteurs seront introduit, ils seront associés a l'inversion
ensembliste afin de diminuer le pessimisme, notion qui sera aussi définie dans ce
chapitre. Le principe de l'identification dans le contexte a erreurs bornées sera
présenté dans le chapitre 3. Nous commenons par rappeler les méthodes classiques
d’identification ainsi que les études statistiques sur lesquelles elles sont basées.
Nous procédons par la suite a une comparaison des méthodes probabilistes avec les
méthodes ensemblistes. Nous terminons ce chapitre par un exemple de I'identification
dans le contexte a erreurs bornées appliquée a l'identification des parametres d’un
robot scara.

Le chapitre 4 présente notre contribution dans cette these et qui consiste a I'iden-
tification des parametres d’'un chémostat en utilisant les techniques ensemblistes
associées a l'arithmétique des intervalles. Nous avons testé deux méthodes, la
premiere est l'intégration numérique garantie utilisant la théorie de comparaison
des inégalités différentielles, pour cela nous avons besoin de définir les notions de
systemes monotones, les systemes coopératifs et décrire le théoreme de Miiller. La
deuxieme partie sera consacrée a la description de la méthode LSCR (Leave-out Sign-
dominant Correlation Regions) utilisant les fonctions de corrélation. Cette méthode
sera ensuite associée a l'inversion ensembliste en vue de garantir le résultat. On

terminera par une conclusion générale.



Notations

R : L’ensemble des nombres réels. (Tous les ensembles sont désignés par des
caracteres doublés A, B,...).

R™ : L’ensemble des vecteurs ou les fonctions vectorielles

IR : Ensemble de tous les intervalles de R

I[R"™ : Ensemble de toutes les boites de R”

N H3 : Ammoniaque

NH4" : Ammonium

N5 : Azote gazeux

X : Concentration en biomasse gDCO.L™!
S : Concentration en substrat mg.L1
V : volume dans la chambre du réacteur. (m?)

D : Taux de dilution h!

Y : Coefficient de rendement

TSH : Le temps de séjour hydraulique.

Qin : Débit d’entrée.

Qout - Débit de sortie.

Sin : Concentration en substrat initiale mg.L*

K : Constante de Michaelis-Menten ou constante de demi saturation (constante

d’affinité pour le substrat S) mgS.L™1
1 Taux de croissance spécifique g1
Imae - Taux de croissance spécifique maximal gt
AOB, XB : Bactéries Ammonium Oxydantes (nitritante) mgDCOL™!
NOB, XB : Bactéries Nitrite Oxydante (nitratante) mgDCOL™1

kq : Rendement de dégradation de S; par X;
ks : Rendement de production de S, par X; & partir de 57
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p1(S1) = Taux de croissance spécifique de X sur S) (d1)

p2(S2) : Taux de croissance spécifique de Xy sur Sy (d=1)

ks : La constante de demi-saturation pour la croissance correspondant a l’affinité
des cellules pour le substrat S;.

ks : La constante de demi-saturation pour la croissance correspondant a l’affi-
nitdes cellules pour le substrat .Ss.

EDO : Equations différentielles ordinaires.



Chapitre 1

Modele du Bioréacteur pour la

Nitrification

« Bt nous avons produit a partir de l’eau toute chose vivante »

Noble coran (Sourate des Prophétes, v30)

1.1 Introduction

FIGURE 1.1 — L’eutrophisation des eaux

L’eau c’est la vie, malheureusement des images telles que celle de la figure 1.11,
deviennent de plus en plus fréquentes. La cause est due aux mauvaises habitudes de

I’homme. En effet, régulierement des eaux usées sont déversées dans les rivieres et les

1. http ://www.servimg.com/view/11558293 /1746
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fleuves. Elles proviennent de rejets domestiques contenant des matieres organiques,
minérales et des graisses, des matieres difficilement biodégradables (le plastique met
presque 1000 ans pour de désagréger naturellement). D’autres rejets proviennent
des commerces, des hopitaux et de 'industrie,. .. qui peuvent déverser des matieres
toxiques et des métaux lourds. Tous ces rejets provoquent un exces de phosphore, de
nitrite, et un manque d’oxygene qui sont responsables de 1’eutrophisation des eaux

figure 1.1.

1.2 Traitement des eaux par boues activées

Des stations d’épuration des eaux usées figure 1.22 ont été construites pour traiter
des effluents domestiques ou industriels, en se basant sur un traitement physico-
chimique puis biologique.

Le principe étudié dans cette these est le traitement par boues activées, procédé
di a J.P CANLER [23] et qui consiste en une suspension boueuse contenant des
populations bactériennes épuratrices des bassins d’aération.

Le traitement des eaux usées par boues activées dans une station d’épuration suit

les étapes suivantes :

Relevage et dégrillage : élimination de gros déchets (branches, sachets, bou-

teille. . . etc).
Dessablage : extraction du sable et cailloux.
Déshuilage : récupération des huiles et des matieres grasses.

Traitement biologique des eaux usées : c’est cette phase qu’on étudie. L’ac-
tion des bactéries ou biomasse qui consiste a se nourrir petit a petit de certaines

matieres polluantes appelées substrats.

Traitement des boues : extraction d’une partie des bactéries sous forme de «boues

» dans I’eau pour incinération en usine.

continuité du cycle de traitement : par réinjection de 'autre partie de bacté-

ries dans les bassins de traitement.

Rejet de ’eau épurée : 'eau propre méme si elle n’est pas potable, peut étre

rejetée dans les rivieres et les fleuves.

2. https ://www.u-picardie.fr/beauchamp/conférences/assainissement-coll.html
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Tous les déchets, sable, cailloux, huiles, graisses et boues sont envoyés dans des
centres de traitements ou d’incinération.
Afin de mieux comprendre le fonctionnement de dégradation biologique, les scienti-

fiques ont élaboré des bioréacteurs qu’on va décrire en détail dans ce chapitre.

FIGURE 1.2 — Station d’épuration des eaux usées

1.3 Cycle de ’azote

L’azote est présent dans toutes les réactions biologiques de croissance, d’autant
plus qu’il représente plus de 78 % de I'atmosphere gazeuse. Le cycle de 1'azote fait
intervenir un ensemble de réactions : de fixation, d’assimilation, d’ammonification,
de nitrification, et de dénitrification. L’azote est considéré comme une importante
source de pollution, avec le carbone et le phosphore. On le retrouve dissous dans
I’'eau sous forme d’ammoniac, de nitrite ou de nitrate, une trop forte concentration
d’azote dans les eaux des rivieres est responsable de beaucoup de probléemes qui
peuvent se répercuter sur la santé de 'homme. Il devient donc impératif de traiter

I’azote dans les procédés de dépollution des eaux usées.

1.4 Traitement biologique de ’azote

Dans les eaux usées, 'azote organique N, se transforme automatiquement en

azote ammoniacal (N H4"), ¢’est 'ammonification. Le traitement de ’eau consiste
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a ¢liminer cet azote ammoniacal. Pour se faire, on procede a des traitements
biologiques qui sont effectués a ’'aide de certaines populations de bactéries sous
des contraintes environnementales comme la chaleur, I'oxygene et le pH de 1'eau. Le
; , A s o o . P .
processus s’effectue par étapes grace a des réactions de nitrification-dénitrification.

La transformation chimique de 'azote ammoniacal est décrite par la figure 1.3

1.5 La nitrification

La nitrification est un processus biologique responsable de la production de
nitrates dans l'environnement [13]. Elle est réalisée en aérobie par des micro

organismes autotrophes et s’effectue en deux étapes :

Nitritation : ou (Nitrosation) qui correspond a l'oxydation de I'ammonium en
nitrite due a des bactéries nitrosantes qu’on nomme aussi
AOB (Ammonia Ozxidizing Bacteria) [80]. La réaction stcechiométrique don-

née par la littérature [15].

55N H{ +7605+109HCO;5 — CsHrNOy+54NO5 +57HyO+104H,CO5 (1.1)

Nitratation : correspondant a ’oxydation des nitrites en nitrates par des bactéries
nitratantes appelées aussi NOB (Nitrite Oxidizing Bacteria) [80] et dont la

réaction est :

400N O +N H} +4H,CO3+HC05 419505 — Cs Hy N O +3H,0+400NO5 (1.2)
Nitritation : Nitratation
NvH4Jr > NOZ ) > NO_“,_
Ammonium L@ Nitrite f\> Nitrate

3/2 0, 2H* +H, | o
H 2

FIGURE 1.3 — Les deux étapes de la nitrification
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1.5.1 Les bactéries nitrifiantes

Les micro-organismes responsables de la réaction de nitrification ont été identifiés
par Winogradsky (1890) [97]. Il s’agit de deux types de bactéries :
Nitrosomonas, capable d’oxyder 'ammonium en nitrite et Nitrobacter qui trans-
forme les nitrites en nitrates pendant ’étape de la nitrification. C’est des bacté-
ries lithotrophes, c’est-a-dire des bactéries autotrophes qui utilisent comme source

d’énergie pour leur croissance, des éléments inorganiques comme 'azote minérale.

1.5.2 Facteurs influents sur la nitrification

L’accroissement ou l'inhibition des bactéries nitrifiantes dépend fortement de
certains facteurs environnementaux tel que le pH, la température, ou la quantité
d’oxygene.

Influence du pH : Au début de la réaction de nitrification, la libération des ions
H*, provoque l'acidification du milieu donc une diminution du pH [8]. La
valeur optimale du pH se situe entre 7 et 8. En dehors de ces valeurs, la

réaction de nitrification risque d’étre inefficace.

Influence de la température : Que se soit pour nitrosomonas ou nitrobacter, la
vitesse maximale de croissance et 'affinité pour le substrat varient avec la
température. La stratégie du procédé SHARON (Single reactor system for High
activity Ammonia Removal Over Nitrite) [40], situe la température optimale
de croissance de Nitrosomonas 30°C' et 36°C' alors que pour Nitrobacter, elle

se situe entre 28°C' et 36°C .

Influence de 'oxygene : Une réaction d’oxydation nécessite forcément la pré-
sence d’oxygene. Il n’est pas indispensable d’avoir des concentrations élevées en
oxygene dissous dans un milieu nitrifiant, 4mg/1 sont suffisants sauf dans le cas
de compétition entre différents types de bactéries [32]. Les constantes de demi-
saturation Kg représente I'affinité plus au moins importante pour l'oxygene en
fonction des especes. Par exemple, Nitrobacter peut étre sensible a des faibles

concentrations d’oxygene dissous ce qui n’est pas le cas de Nitrosomonas.

Les bactéries nitrifiantes possedent une forte capacité d’adaptation dans un milieu,
cependant la nitrification peut étre inhibée en présence de certains composés comme

les métaux lourds (zinc, cuivre, cobalt . ..) des phénols ou des amines.
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Remarque

Le taux de croissance spécifique des bactéries nitrifiantes est faible et le temps de
génération est tres long : de 7 a 24h pour les bactéries nitritantes, de 10 a 140h pour
les nitratantes [14].

Les rendements et concentrations cellulaires résultants des réactions d’oxydation

d’ammonium et de nitrites sont faibles méme dans le cas de taux élevés.

1.5.3 La dénitrification

La dénitrification est un processus anoxique qui retourne ’azote sous sa forme
moléculaire N, vers 'atmosphere apres réduction des nitrates par des bactéries
hétérotrophes aérobies. Les bactéries hétérotrophes sont des micro organismes inca-
pables d’effectuer eux mémes les syntheses de leurs constituants a partir d’éléments

minéraux. L’équation stoechiométrique de la réaction biologique est :

NO; +0.071C18H1g0g N+H* — 0.5N5+1.214CO5+0.071HCO3 +0.07IN H +H,0O (1.3)

1.6 Les réacteurs biologiques

Les bioréacteurs de laboratoires figure 1.4 sont des dispositifs qui permettent

d’étudier la croissance de micro-organismes. Leurs principales composantes sont :

Un substrat S qui est un milieu de culture contenu dans la chambre du bioréacteur
nécessaire a la croissance des micro-organismes et controlé par un flux de

matiere entrant S;,

Une biomasse X constituée de bactéries, ou phytoplancton ou bien encore de
champignons. Dans le cadre d'un procédé de dépollution, elle peut contenir

des centaines d’especes.

Les dérivés synthétisés par les micro-organismes, résultats des réactions biochi-
miques sous l'influence de la température, le pH, 'oxygene,...et de certains

catalyseurs parfois.
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Agitation
Oxygénation (facultatif)

I é::l p=p Echappementdugaz
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Flux de matiére entrant S;,
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:O:D —p Flux de matiére sortant S, X
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000 |—I-O

[

FIGURE 1.4 — Le Bioréacteur

1.7 Mode de fonctionnement d’un bioréacteur

Les débits d’entrée notés @);,, et de sortie notés (),,; d'un bioréacteur peuvent étre
choisis par I'expérimentateur ou peuvent résulter d’une loi de controle dépendant de

I’état du systeme. On distingue trois grands modes d’alimentation.

1.7.1 Le fonctionnement discontinu

En fonctionnement discontinu ou (batch), Les especes sont introduites a I'instant
initial (inoculation) puis le bioréacteur est maintenu fermé et le volume constant
ce qui produit une croissance exponentielle des organismes. Cette méthode permet
d’éviter la contamination par d’autres micro-organismes. La durée d'une expérience
dans un réacteur batch est limitée. Ce type de bioréacteur est plus utilisé dans

I'industrie pour la production d'un métabolite ou de biomasse.

1.7.2 Le fonctionnement semi-discontinu

En fonctionnement semi-discontinu ou (fed batch), il y a le flux entrant de matiere
mais la sortie est nulle durant le temps de I'expérience qui est limité. Ce type de
fonctionnement est utilisé pour le controle en boucle fermée du débit d’entrée afin

d’étudier la croissance des micro-organismes.

1.7.3 Le fonctionnement en continu

Un bioréacteur en fonctionnement continu est aussi appelé chémostat. Son

concepteur est Szilard [75] qui fut le premier a introduire ce réacteur dans le cadre
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de son étude sur la croissance de Escherichia coli en collaboration avec J.Monod [67].
Les chémostats sont les plus utilisés dans le domaine de I’épuration des eaux usées.
Leurs caractéristiques sont : un volume constant dans la chambre du réacteur, c’est
dire que le débit d’entrée est égal au débit de sortie.

La quantité de nutriments introduite par heure divisée par le volume de la chambre
du réacteur est connue comme taux de dilution D. On peut donc ajuster la dilution
en fonction de I’évolution des conditions dans le chémostat.

Dans les théories classiques des chémostats, quand le débit d’entrée est fixe, une
espece de bactérie va éliminer toutes celles qui cohabitent avec elle dans la chambre
du réacteur : ¢’est le principe de ’exclusion compétitive. Cette théorie est contredite
par les écosystémes ou plusieurs especes peuvent cohabiter pendant un long terme.

C’est le principe de compétition des espéeces.

1.8 Dynamique des bactéries en chémostat

La modélisation d’un chémostat comporte deux parties, la partie physique qui
tient compte de la circulation des matieres due aux flux entrants et aux flux
sortants puis aussi de la partie processus biologique a l'intérieur du chémostat. La
modélisation de ce processus respecte la loi de conservation de LAVOISIER : « Rien

ne se perd, rien ne se crée, tout se transforme ».

1.8.1 Mise en équation

Les équations qui régissent le fonctionnement du chémostat sont obtenues en

faisant le bilan des matieéres d’entrées et des sorties.

Le taux de croissance p est décrit par un modele dit de Monod [67] qui s’exprime

en fonction de la concentration du substrat S comme suit :

N:Mmam‘ﬁ (1.4)

La constante i, est la vitesse de croissance spécifique maximale et La

constante K¢ traduit 'affinité de la cellule pour le substrat S. Elle est appelée
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constante de demi-saturation pour la croissance.

La concentration de I'un des constituants du milieu peut limiter la croissance des
micro-organismes (facteur limitant). Dans un chémostat la concentration du
substrat limitant est S (¢g/L). L’augmentation de la concentration du substrat

est due a 'apport de milieu S,.

(%), =D.Si, (1.5)

dt

D représente le taux de dilution. La diminution de la concentration du substrat

due a la sortie est :

(%)out =-D.5 (1.6)

Apres consommation par les micro-organismes, il y’a diminution de la concen-

tration du substrat :

(%) =-p¥ (1.7)

Y représente le rendement de la transformation de substrat en biomasse. Il
mesure la quantité de biomasse produite par unité de substrat consommé, On

le définit aussi par :

(%)n ~S (1.8)

La concentration de la biomasse dans le chémostat est X (g/L). Son augmentation
est proportionnelle a la biomasse. Elle est due a la croissance des micro-

organismes

<%)croiss - /JJX (19>

D’autre part, La diminution de la biomasse due a la sortie est décrite par :
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(&) =-D.X (1.10)

avec D = %, le taux de dilution appelé aussi taux de renouvellement. Q
, s C R R
représente le volume de milieu qui s’écoule a l'intérieur et a l'extérieur du

réacteur par unité de temps. V est le volume occupé par le milieu de culture.

1.8.2 Modele de Chémostat avec cinétique de Monod

Il existe de nombreuses équations algébriques qui ont été établies pour décrire la
fonction de croissance des microorganismes. Certaines tiennent compte de I'influence
de la température ou du pH [43; 11]. Le modele de Cantois [26] considere que la
fonction de croissance dépend du ratio de substrat par organisme. Dans le cas de
I'inhibition de la croissance causée par 'accumulation dans le milieu de produits
métaboliques un modele de Haldane est proposé puis repris par Andrews [7] est
proposé.

Dans le cadre de cette these, on a utilisé le modele de Monod qui fut le premier
a modéliser une population microbienne. En se basant sur le bilan de matiere et
les équations décrites au paragraphe 1.8.1, le modele du chémostat basé sur une

cinétique de Monod est décrit par les équations suivantes :

2 =X.(u—D) (1.11)
43 = D.(Sin — S) — p.3 (1.12)
n = Mmawﬁigs (113)

Parmi toutes les fonctions de croissance, celle de Monod reste la plus utilisée car

mathématiquement, ses parametres sont plus simples a exploiter.

Analyse de la fonction de croissance de MONOD

Les différents états stationnaires sont obtenus par les équations suivantes :

X = X.(u(s) — D) =0 (1.14)

dt
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Donc pour X =0 ou pu(s) =D
Un chémostat vide de tout micro organismes, représente le premier état station-
naire.

Ce qui correspond un état en substrat suivant :
D.(S;n —S) =0 et donc, S, =5 (1.15)

Ce qui prouve qu’en absence de la biomasse, il n’y a pas de consommation de
substrat qui reste égale a la valeur d’entrée. Un autre état stationnaire est atteint

pour la valeur u(s) = D, correspondant & un état de substrat :

S

[tmaz (51 RSy = D et par conséquent, S = —2:Ks_ (1.16)

Mmax —-D

Et un état en biomasse défini par :

B =D.(Sin—8)—p3 =0 dot X =Y(S;, —S) (1.17)
Ce qui correspond a un état d’équilibre car l'accroissement de la biomasse

diminue puis s’arréte avec le temps.

Remarque
Au début de 'expérimentation, il est peu probable d’obtenir un état d’équilibre. En

effet :

1. Si u(S) < D, il y’a une diminution progressive de la concentration cellulaire
dans le bioréacteur, ce qui produit une augmentation de la concentration en
nutriments et par conséquent une augmentation du taux de croissance jusqu’a

une valeur maximale proche de la valeur de D.

2. Si u(S) > D, il y a diminution de la concentration en substrat, ce qui

provoquera une diminution de la croissance u(S) qui tend par la valeur de

D.
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3. Si la valeur de D est tres élevé, la biomasse va diminuer jusqu’a disparaitre

completement du Bioréacteur

1.9 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental qui réalise le processus de nitrification sur lequel s’est
portée notre étude est situé au laboratoire de biotechnologie de l’environnement
(LBE), INRA, Narbonne [30] . Ce dispositif est constitué de cinq réacteurs biolo-
giques fonctionnant en continu. On ne s’intéresse qu’aux deux premiers des réacteurs,
identiques car soumis aux mémes conditions et a la méme entrée.

Le milieu de culture utilisé est constitué d’une solution minérale tres concentrée en
azote ammoniacal (0,5 a 2gN.L™1).

Les différents composés du milieu sont dissous avec de l'eau déminéralisée. La
solution obtenue est tamponnée par des bicarbonates afin de minimiser les variations
de pH qui est fixé a 7. Les températures sont maintenues basses et le débit d’entrée
constant. On définit le temps de séjour hydraulique (TSH) comme la durée pendant
laquelle une bactérie est en contact avec le milieu de culture dans la chambre du
réacteur puis éliminée par une pompe de soutirage. C’est aussi le rapport du volume
utile sur le débit exprimé en heure ou jour.

Un TSH de huit jours a été choisi pour les réacteurs afin d’éviter le lessivage (cas de
purge cellulaire supérieure a 'augmentation de la biomasse) des bactéries nitratantes
a cinétique trop rapide au profit des bactéries nitritante dont la cinétique est plus
lente, ce qui permet d’étudier chaque étape de la nitrification. Les espéces nitrifiantes
présentes dans les chémostats ainsi que leur quantification relative ont été mises en
évidence grace a des analyses microbiologiques. D’autre part, la technique de mesure
de la masse seche[30] permet la quantification de la biomasse totale présente dans

les chémostats. Pour plus de détails sur le dispositif de expérimental se référer & [30].

1.9.1 Modélisation de plusieurs populations en chémostat

Des analyses chimiques et physiques régulieres sont réalisées sur les deux chémo-
stats A et B, ce qui a permis d’obtenir de précieux renseignements sur la dynamique

de la biomasse ainsi que sur toutes les composantes intervenants dans la réaction de
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nitrification.

En sa basant sur ces cinétiques et a partir d’'un premier bilan de matiere, un modele
dynamique dit « macroscopique » basé sur le modele de Monod est obtenu. Il décrit
le cas de compétition entre deux populations : I'oxydation de I’azote ammoniacal en
nitrite par des bactéries ammonium-oxydantes (AOB) représentées par la variable
X et loxydation du nitrite en nitrate par des bactéries nitrite-oxydantes (NOB),
représentées par la variable X,. Par la suite, la synthese d'un observateur a permis

d’estimer les concentrations de biomasse relatives aux deux types de bactéries.

1.9.2 Modele mathématique

Les bioréacteurs sont considérés comme des systemes dynamiques avec des
entrées (débit, concentrations ...) et des sorties (concentrations de composants de
la réaction) bien définies.

Pour représenter donc 1’état de ce bioréacteur, six variables sont nécessaires : les
concentrations de bactéries, appelées biomasses et désignés par X; et X, ainsi que
les concentrations de substrat Sp, Sy et S3, sachant que la nitritation est réalisée par
des bactéries nitritantes X; qui transforme azote ammoniacal (S7) en nitrites (.Sz)
et que la nitratation est réalisée par les bactéries Xy qui transforme les nitrites (Sz)
en nitrates (S3). S;, est la concentration du substrat entrant . Le modele ci-dessous

représente ’évolution dynamique de ces variables d’état[30] .

S1 = D(Sin — S1) — ki1 (S1) X4

X1 = (m(S1) — D)X,

52 = ki (Sl) X — k’zuz(sz)X2 — SyD

Xz = (12(52) — D)X (1.18)
Sy = kopt2(S2) Xy — S3D

avec p1(S1) = Mmam(gliiisn

(1.19)

M2<S2> = Umaz2 (525252)
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p1(S1) et pa(Sz) sont les taux de croissance de la biomasse. Ils sont modélisés
par la cinétique de Monod [67]. fimaz1(S1) €t fimaz2(S2) sont le taux de croissance
spécifique maximum, k; et ks sont les coefficients stoechiométriques qui représentent
les rendements respectifs de biomasses X; et X5, kg1 et kg sont les constantes
de demi-saturation pour la croissance correspondant a ’affinité des cellules pour
le substrat de chaque population bactérienne. D est le taux de dilution, tel que

D= \%

, oll (;,, est le débit d’entrée du bioréacteur et V son volume. Depuis le début
de l'expérimentation jusqu’au jour 183, seule la production de nitrite a été réalisée
efficacement. La fonction de nitratation a été obtenu seulement apres une diminution
de la température de 30 °© C a 25 ° C le jour 183. Cependant l'augmentation de la

concentration du substrat d’entrée provoque l'inhibition de la nitratation.

Remarque
Le modeéle mathématique peut étre simplifié si 'on introduit un parametre J; relatif

a chaque population i tel que :

Ji = Ksi2—p, i=1 ou 2, (1.20)
L’étude asymptotique du modele mathématique met en évidence deux états d’équi-
libres : Le lessivage d’une population ou des deux populations.

Le cas ou les deux populations sont lessivés se présente, lorsque la concentration du
substrat limitant est inférieure aux deux valeurs de J.

Sinon c’est la population qui présente la plus faible valeur de J qui va persister dans
le chémostat.

Nous pouvons conclure qu’il y a coexistence de deux populations a ’équilibre lorsque
leur valeur J sont égales ou supérieurs a la valeur de la concentration du substrat

limitant. Ce qui se traduit mathématiquement par :

(1.21)

Pour des valeurs pi,., et Kg considérées fixes, I’équation (1.21) ne va dépendre

que du taux de dilution D. Plusieurs cas peuvent se présenter.
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1. flmazt = fmaz2 €t Kg1 = Kgo, ’équation admet une infinité de solutions, ce

qui veut dire que les bactéries possedent les mémes parametres de Monod.

2. Hmazl > HUmaz2 et KSI > KSQ Ou  fUmazl < HUmaz2 et KSl < KS'27 ljéquation

n’admet pas de solutions, donc il n’y a pas de coexistence.

3. Hmazl < Hmaz2 et KSl > KSQ ou  Umazl < Hmaz2 et KSl > KSQ, l’équation
admet une solution unique de D, cependant il est pratiquement impossible de

maintenir un taux de dilution & une valeur constante.

Les valeurs des concentrations des substrats, Sy, Ss, et S;, ainsi que celle de
la biomasse totale X = X1 + X2 sont issues de la littérature [30]. Les conditions
expérimentales sont décrites avec plus de détails dans [30] Ces données représentent
les connaissances a priori utilisées pour notre procédure de 'identification que nous

allons présenter dans les chapitres suivants.

1.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit les différentes composantes d’un bioréacteur
ainsi que son fonctionnement afin de mieux comprendre le principe du traitement des
eaux usées par boues activées, la description du cycle de I'azote et les deux étapes de
la nitrification. On s’est particulierement intéressé au bioréacteur en fonctionnement
continu qu’on appelle chémostat. La biomasse est constituée de micro organismes
ou deux types de bactéries prédominent. Celles qui participent a l'oxydation de
I’ammonium : la nitritation et celle qui est responsable de la nitratation. A partir
des bilans de matiere et I’étude des différentes cinétiques participant a la réaction

de nitrification, un premier modele mathématique est congu.



Chapitre 2

Analyse ensembliste

2.1 Introduction

La nécessité d’introduire 'arithmétique des intervalles s’est fait ressentir lorsque
I’on a remarqué des défaillances concernant ’arithmétique flottante. Les ordinateurs
manipulent des nombres réels avec un nombre de bits limités (16 pour les entiers,
64 pour les réels en virgule flottante) donc seul un nombre limité de réels sont
représentables exactement en machine, les autres sont approchés. Lorsque des
millions d’opérations sont effectuées, les incertitudes s’accumulent et le résultat
final peut étre tres éloigné du résultat exact. Cette préoccupation de déterminer
les plages de variation des variables est a l'origine de la naissance de 'arithmétique

des intervalles, qui vont nous permettre de manipuler des ensembles.

2.2 Opérations sur les ensembles

Les opérations effectuées avec les ensembles sont de deux types :

2.2.1 Opérations ensemblistes pures

Soit X et Y deux sous-ensembles de R™. X est inclus dans Y si et seulement si

tout élément de X appartient a Y. Il vient de ce fait :

XCY& (VreXzeY) (2.1)
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Les opérations suivantes s’appliquent sur des sous-ensembles de R™ en général.
Elles concernent 1'union, l'intersection, le produit scalaire et la projection. Etant
donnés X et Y deux sous-ensembles de R™ et R™, Nous avons :

XNny2 {r e R"|z € X et v € Y} avec n=m

XUYé{xER”MEXouxEY} avec n=m (2.2)

XxYé{(a:,y)6R"+m]a:EXety€Y}

Projx (Z) 2 {z € X [Ty €Y tel que (z,y) € Z}

X
XNY XUY
Y
Y
A
Y —_— 7
— Projy(Z
X < N Jx(Z)
7
X
Xc¥Y
Y
Y
XxY
/'/v

¥

FIGURE 2.1 — Opération ensemblistes pures
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2.2.2 Opérations ensemblistes étendues

Soit P (X) l'ensemble des parties de X. On définit l'opération o étendue sur
P (X xY) tel que :

XoY 2 {zoylzeX,yeY} (2.3)
Comme par exemple 'addition :
X+YE{z+ylreX yecY} (2.4)

Remarque : I'expression Z = X + Y n’est pas équivalente a : X =7 —Y

Exemple 2-6

Soit X =[1,0], Y = [-1,0], Z = {0}
Z—-Y=[0]-[-1,0]=[0,1] =X
alors que :
X+Y=[0,1]+[-1,0] = [-1,1] D Z

2.2.3 Représentation d’ensembles

La mise en ceuvre informatique des techniques ensemblistes doit s’intéresser
comment représenter un ensemble sur machine, puis comment réaliser des opé-
rations en grand nombre sur ces ensembles, puis enfin il faut que tous les élé-
ments de ces ensembles vérifient une méme propriété P. Les approches clas-
siques de représentation sont la représentation par nuage de point qui consiste
a représenter un ensemble X par un nuage de points contenu dans X, On uti-
lise, par exemple la méthode de Monté Carlo ou un balayage déterministe, la
méthode est trés simple mais reste approximative et donc non garantie. Il y a

aussi la représentation par équations et inéquations, c’est une méthode qui
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permet une manipulation exacte des ensembles, mais utilise des algorithmes assez
complexes en plus du coflit en temps de calcul et de mémoire utilisée. Il y a enfin
la représentation par recouvrement, ou 'on dispose d'une classe d’objets qui
sont des sous ensembles de R™ et qu’on nomme récipients. Le but est de pouvoir
étudier des ensembles qui nous intéressent contenus dans ces récipients pouvant
prendre différentes formes comme les ellipsoides, les polytopes, les zonotopes, les
pavés. ... Cette méthode est simple et nous procure des résultats garantis. Dans le
cadre de cette these, la représentation utilisée est celle par encadrement c’est-a-dire
que les récipients utilisés sont des pavés. c’est une représentation aisée en machine

et qui consiste a encadrer tout compact X de R”, par deux récipients X et X tel que :

X<X<X (2.5)
On en déduit que :

Vol (X) < Vol (X) < Vol (X) (2.6)

I’encadrement par un pavé nous permet de vérifier une propriété P de maniere
garantie sur X, par exemple si X n’est pas vide alors X n’est pas vide.

Les pavés représentent la classe de récipients considérée dans la suite de notre
étude. Soit o une opération de X x Y dans X, et soient 2 sous-ensembles X et ) tels

que :
XoY={xoylre X,yec)} (2.7)

I’extension de cette opération pour les récipients nous permet d’écrire :
X[o]Y =[{zroylr e X,yc Y} =[X o)) (2.8)

[X] est le plus petit récipient contenant X, appelé enveloppe de X. On définit

I'opérateur union || pour les pavés, tel que :
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2.3 Arithmétique des intervalles

Un intervalle, noté par [x] est un ensemble borné et connexe de R, il est défini

par

[z] =]z, 7| ={r eR |z <z <7} (2.10)

Les nombres réels x et T sont respectivement les bornes inférieures et supérieures

[x], tous les intervalles de R sont notés IR, soit [z] € IR.

On définit :

Sa borne inférieure : inf ([z]) =z

Sa largeur : w([z])=T—2 >0 (2.11)
Son milieu : mid ([z]) =

Son rayon : rad([z]) = %2

2.3.1 Calcul par Intervalles

Les opérations mathématiques élémentaires sont étendues aux intervalles. Le
résultat d’une opération entre deux intervalles de bornes finies est un intervalle
obtenu en travaillant seulement sur leurs bornes.

Soit [z] et [y] € IR, et un opérateur binaire o € {+, —, *, /}

On définit :
[z] o [yl = {z oylz € [z],y € [y]} (2.12)

(] % [y] = [min (zy, 27, 7y, 77) ,maz (zy, 27, 7y, 77) | (2.13)
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avec :
0 si [x]
:[;1 szow
1 = [], SZ:L‘—O@t.I’>O
Wl | = | stz <0etxT=0
= [—0o0 si z<0etT>0
Exemple 2-1

3,18+ 5,2/ =[8,20]
10, 17] - [- 8, 12] =[- 22 , 25]
-2, 3] #[-1,5] = [-10,15]

1,3 /2,5 =[1/2,3/2]

2.3.2 Définition d’un pavé

On appelle pavé ou vecteur intervalle [x] de R", le produit cartésien de n

intervalles :

(2] = [z, T1] X - .. X [, Tn] (2.14)
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[X]
F'y
Xy, |osisiziaao: l
[x1]
X1 ; !
: : > X2
X2 [ x2] X7

FIGURE 2.2 — Pavé

qui s’écrit aussi :

FIGURE 2.3 — Composantes de vecteurs intervalles

La longueur d’'un pavé (en anglais : the width) correspond a la plus grande

longueur de ses composantes.

w([z]) = max w([z;]) (2.15)

i=1,....,m

son centre est défini aussi par :

mid ([z]) = (mid ([z1]) , mid ([x2]) , . . ., mid ([z,]))T (2.16)



2.4. FONCTION D’INCLUSION 46

et son volume par :

Vol ([z]) = (T1 —z1) - (T2 = 22) 5., (Tn — ) (2.17)
Remarque :

Un intervalle dont les deux bornes sont égales est dit dégénéréie : x =T ==

2.4 Fonction d’inclusion

Considérons deux ensembles X et Y ainsi que deux récipients X' et ) contenant
les ensembles X et Y respectivement. Soit un sous ensemble X; de X.

Si Xy € X, alors on peut étendre une fonction f : X — Y aux récipients tels que :

[F](X1) = {f(x)[x € X4}] (2.18)

et encore :
[f1(X;) D f(Xy) (2.19)
Ce qui introduit la notion de fonction d’inclusion.

Considérons f une fonction de R — R™, la fonction intervalle [f] de IR" — IR™

est une fonction d’inclusion de f si

Vix] e R f[x] € [f] ([x])

ou [f] () > {f(x)x € [x]} (220

Propriétés

La convergence : Une fonction d’inclusion [f] d’une fonction f est convergente si

pour une suite de pavés [z]x
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lim w([e]e) = 0 = lim w([f][]s) = 0 (2.21)

l—00 —00

La monotonie : Une fonction d’inclusion [f] d’une fonction f est monotone si :

[z < [y] = [F1([=]) < [f1(l) (2.22)

2.4.1 Fonction d’inclusion naturelle

Considérons f :R™ — R™, une fonction de plusieurs variables construite a partir
de compositions d’opérateurs arithmétiques (4, —, ., /) et de fonctions élémentaires
usuelles (tan, log, exp, \/6) Une fonction d’inclusion naturelle est obtenue en rem-
plagant chaque variable réelle x; par son intervalle [z;] (i = 1,2,...,n). Cependant, la
fonction d’inclusion naturelle n’est pas minimale a cause du probléeme de pessimisme,
notion qu’on définira par la suite. Une fonction d’inclusion continue est minimale si
chaque variable n’apparait qu'une seule fois comme le montre ’exemple académique

suivant [81]

Exemple 2-2

Considérons la méme fonction f écrite de 4 facons différentes :

fi=a2*+2x
fo=xz(x+2)
fs=xax+ 2

f4 = (23 + 1)2 —1
Si on évalue les fonctions d’inclusions naturelles de ces 4 fonctions pour un intervalle

[z] = [—1,1]. On obtient les résultats suivants :

On constate que la taille les intervalles obtenus differe en fonction de I’écriture

de la fonction. La fonction f; est minimale car le parametre x n’apparait qu’'une
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seule fois, elle nous fournit donc le plus petit intervalle contenant I'image de [x]| par
f.

Dans la figure 2.4 suivante, 'image d’un pavé [z] par une fonction f est un ensemble
quelconque, la fonction d’inclusion [f]([z]) est un pavé qui encadre cet ensemble mais
qui n’est pas minimal, ¢’est ce qui traduit cet effet d’enveloppement. Par contre, La

fonction représentée par [f]*([x]) est minimale.

Y2

[X]
t l (x4

X1 feememma f([x])

[x1] __<_/ N
; ! [f1"(1x]] /

&

» X3 »

X [ x2] X2 Y1

FIGURE 2.4 — Différentes images d’un pavé [x] par une fonction f, sa fonction
d’inclusion [f] et sa fonction d’inclusion minimale [f]*

2.4.2 Fonction élémentaire

Etant donnés X et Y, deux sous ensembles de R. Une fonction f définie de X
dans Y est appelé fonction élémentaire, s’il est possible de disposer d’une fonction

d’inclusion minimale [f]* : IR — IR tel que :

17 ([2]) = {f (@)]x € [2]}] (2.23)

Remarque
Toute fonction élémentaire f, continue et monotone, possede une fonction d’inclusion

minimale :

[f17([2]) = [min(f(z), f(x)), maz(f (), f(T))] (2.24)

Exemple 2-3

La fonction exponentielle étant continue et croissante sur R, on a donc :
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lexp(x)] = [exp(x), exp(T)]

2.4.3 Fonction d’inclusion centrée

Afin de diminuer le probleme de multioccurences, c’est a dire le fait qu’une
variable apparait plusieurs fois dans une méme fonction, on peut utiliser la forme
centrée[39]. En utilisant le théoréme de la valeur moyenne [74], on considére une
fonction f :R™ — R différentiable sur un domaine D contenant un pavé [x]

On définit par # le milieu du pavé [x]. On a

Vo € [a],3 €€ [2][f(z) = f(2) + J(E)(x - 2) (2:25)

ou J représente le Jacobien de la fonction f. Soit [J], une fonction d’inclusion de

J, alors on a :

Vo € [a], f(x) € f(2) + [J]([2])(z — £) (226)

f sera notée f,. forme centrée. On a par la suite :

f([=]) € fe(l2]) = f(2) + [J)([2])([2] = 2) (2:27)

la fonction d’inclusion centrée n’est efficace en général que dans le cas d’intervalles

de petite taille.

2.4.4 Fonction d’inclusion de Taylor

On peut réduire le pessimisme de maniére significative, toujours pour des petits

pavés, quand on utilise la forme de Taylor définie par :

Sz (2]) = £(2) + J([2D)([2] = 2) + 5[] = 2)" [H]([])([2] — 2) (2.28)

DO =

Ou [H] représente une fonction d’inclusion du Hessien de la fonction f.
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2.4.5 Définition d’un sous-pavage

Un sous-pavage X C R" est une unions de pavés ([z])i=1,., dont les intérieurs
sont disjoints. Lorsque un sous-pavage P recouvre tout le pavé [x], il est appelé
pavage de [x]. Pour déterminer les élements d’'un sous pavage, on doit vérifier s'ils
possedent des éléments vérifiants une méme propriété donnée. Pour cela, on utilise

un test appelé test d’inclusion.

Test d’inclusion

On définit ’ensemble des intervalles booléens IB C IR, tel que :
IB = {2,[0], [1],[0, 1)} (2.29)
ou I’élément [1] correspont a vrai, [0] a faux ,[0,1] & indéterminé et @ pour
impossible.
On définit une fonction test ¢t : R” — B. Avec B = {vrai, fauz}

Comme pour les réels, la notion de fonction d’inclusion est étendue aux booléens.

La fonction [t] : IR" — IB est appelée test d'inclusion pour t si V [z] € R :
t([z]) =1=Vz € [z],t(z) =1
[t]([z]) = 0= Vz € [z],t(x) =0 (2.30)
Exemple 2.2
Soit le test ¢ : R* — {0,1}
(z1,22)T — (21 + 29 < 10)

ce qui veut dire :

1 si (x1 4+ 22) < 10)

=1 0 (1 + ) > 10)

La fonction d’inclusion [t] est définie par :
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1 si (7, +T2) < 10)
(t](z) = 0 si (z; +z9) > 10)

[0,1] ailleurs

qu’on peut réécrire aussi :
[t)(z) < ([x1] 4 [22]) < 10

2.4.6 Reéduction d’un pavé

Afin d’évaluer une fonction d’inclusion sur un sous-pavage, tout en essayant
de réduire le phénomeéne d’enveloppement, on est amené a réduire un pavé par la

technique de bissection.

La bissection
soit un pavé [z] C R” tel que :
2] = [1] X [22], ..., [24] (2.31)
et soit 'index j sa premiére composante de largeur maximale, c’est a dire.
= min{i | w([zi]) = w ([z]) (2.32)

On appelle bissection, une opération qui consiste & obtenir des pavés notés L[x]

et R[x] a partir de [x], tel que :

(2.33)

avec : To; = =
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i est l'indice correspondant au pavé de plus grande taille. Les pavés L[x] et R|x]

sont dits freres et fils du pavé pere [z] = L[z] U R|x]

Exemple 2.3
Soit x = [1,2] x [2,4] x [1,3], On a w ([z]) = 2 donc j = 2, par conséquent :

L(z) =[1,2] x [2,3] x [1.3] et R(z)=[1,2] x [3,4] x [1,3]

lVBissectN
X

A X1 A
L(x\ R(x)
4

[x]

> >
X2 z

FIGURE 2.5 — Bissection d’un pavé

2.5 Pessimisme

Lorsque le résultat des opérations entre intervalles n’est pas minimal, on parle
alors de pessimisme. Le pessimisme est une conséquence du phénomene d’envelop-

pement (wrapping effect) et du phénomene de dépendance (ou multioccurence).

2.5.1 Phénomene d’enveloppement

Ce phénomene se produit quand on veut représenter un ensemble quelconque par
un pavé. Il provoque une surestimation du pavé résultant. L’exemple suivant permet

de mieux comprendre cet effet :

Exemple 2-4

Soit le pavé [x] = [x1] X [x2], si on fait subir & ce pavé des rotations successives

a 'aide de la matrice A définie par :
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cost  sinb

—sinf cosf

avec 0 =7
La représentation de ce pavé image est un rectangle qui I'enveloppe. Apres
plusieurs rotations successives, ce rectangle augmente, ce qui provoque une sur-

estimation du résultat final.

A

F1GURE 2.6 — Effet d’enveloppement conséquent a la rotation d’un pavé

2.5.2 Phénomene de dépendance

Encore appelé phénomene de multioccurences, le phénomeéne de dépendance
suggere que chaque variable est considérée différente. En d’autres termes, ce pes-

simisme est dii au fait que U'ensemble X — X = {z —y,z € X,y € X} est différent
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de Pensemble {x —z,2 € X} =0

Exemple 2-5

Soit [2] = [~1,1] , alors [z] — [2] = [1,1] — [~1,1] = [~2,2] £ 0

2.6 Image directe et inverse d’un ensemble

Soit X un ensemble de R™, Y un ensemble de R et f : R — R™, une fonction

vectorielle. On définit : 'image direct de X par f :
fX)={yeR" [Tz eX f(x) =y} (2.34)

Il est difficile d’obtenir I'image d’un pavé ou d’un sous ensemble par une méthode
ponctuelle car on ne peut le faire que pour un nombre fini de points, or un ensemble
contient une infinité de points. D’autre part 'image d’'un pavé est un ensemble
quelconque qui ne correspond pas & un pavé. Un algorithme (ImageSp) pour le calcul
de 'image d’un sous-ensemble a été développé par Kieffer [54]. On peut décrire le
principe, en considérant un ensemble X dont on cherche a approximer I'image Y par

une fonction f, ce qui revient a caractériser :

f R 5 R™ (X)={f(z)]z € X} (2.35)

=

[
L

L 4

Y2
X2

FIGURE 2.7 — Image directe d’un sous ensemble
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La procédure se fait en 3 étapes, la premiere est le hachage qui consiste a
partitionner X en une liste L, de pavés [x]. La seconde étape est L'evaluation dans
laquelle on évalue les pavés [x] issue de L,, c’est la premiére approximation de Y,
puis la derniere étape est La régularisation qui permet d’approximer plus finement
I’ensemble Y en utilisant I’algorithme Sivia qu’on décrira plus loin. La procédure est
plus détaillé dans [49]

On définit aussi : L'image inverse de X par f :
L) ={z eR" 3y e, f(z) =y} (2.36)
C’est ce principe, connu aussi sous le non d’inversion ensembliste qui a le
plus d’application en automatique notamment pour la résolution des problemes

d’estimation.

On a les propriétés suivantes :

FXNXy) C f(X) N f(Xy)

XL UXy) = f(Xp) U f(Xy) (2.37)

Y UYy) = 1Y) U fH(Ys)

fHYLNYy) = 1Y) N fH(Yo)

2.7 Contraction

2.7.1 Probléeme de satisfaction de contraintes

Le probleme de satisfaction de contraintes est plus connu par la communauté

informaticienne, spécialisée en intelligence artificielle.
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Soit une fonction f C R” — R™ avec X un domaine de variables initiales et

x = (x1,2,...,x,) un vecteur variable. Nous considérons un systéme d’équations.

fl(ZL'l,ZL’Q, e ,l‘n> =0

f@)=0& 4 filxy,29,...,2,) =0 n<m (2.38)

fm(x17x27 .. 73771) - 0

Nous appelons probleme de satisfaction de contraintes H, la détermination de
toutes les solutions du systeme d’équations a résoudre (2.38), contenues dans le

domaine de recherche initial X.

On note : H:(f(x) =0,z € X) (2.39)

Si S; est un ensemble de solutions de la contrainte f; (z1,22,...,23) = 0, alors

la solution du probleme de satisfaction de contraintes est obtenue par :

S =S, (2.40)

Les techniques de contractions ont été élaboré [49; 82] afin de réduire des pavés
sans avoir recours parfois aux bissections. Donc, un contracteur C est un opérateur
qui permet de contracter ou réduire un pavé de recherche initial sans bissection et
en gardant l'intégralité des solutions, c’est a dire éliminer les valeurs inconsistantes.

Un contracteur doit donc vérifier les deux propriétés suivantes :

Vix] € X,Cs ([z]) C [z] (contractance)

V[z] € IR™
Vizg] € X, [z] NS C C, ([x]) (Complétude) (2.41)
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A / [X]

¥ C, ([x])

%

[
-

FIGURE 2.8 — Contraction d’'un ensemble

Pour résoudre des problemes de satisfaction de contraintes non linéaires, on
a développé différents types de contracteur : Le contracteur de Newton [38], Le
contracteur de Krawczyk [74], Le contracteur de propagation-rétropropagation. On
dispose aussi d'un contracteur de Gauss-Seidel valable pour les cas linéaires. Dans

le cadre de ce travail, on a utilisé un contracteur par projection.

2.7.2 Notion de consistance

Dans un premier temps, nous considérons une seule contrainte H;. Soit un pavé
[z] C X. La valeur z; € [;] est dite consistante avec H;, s'il est possible d’instancier
les autres composantes z; de x, de maniere que la relation f;(x) = 0 soit satisfaite.
En d’autres termes :

7; représente la projection de S; N [z] sur [z;]

Exemple 2-7

Soient les variables x, y et z suivantes telle que : = € [1,5] , y € [2,4] et z € [6, 10]
et soit la contrainte z =z +y = [3,9].

On constate que les valeurs 1 pour x et 10 pour z sont dites inconsistantes .



2.7. CONTRACTION 5H&

2.7.3 Projection de contraintes

Considérons un ensemble S, nous notons C; ([z]) le plus petit pavé contenant [x].
l'opérateur de contraction Cy est en mesure de remplacer une boite [z] par un pavé
S N [z] de plus petite taille tout en conservant I’ensemble solution au complet. Ce
procédé que nous allons décrire dans le paragraphe suivant est basé sur le principe

de projection de contraintes utilisant des sous résolveurs [17].

2.7.4 Sous-résolveurs

Un sous résolveur est un algorithme qui permet de calculer une composante z; du
vecteur x en fonction des autres composantes. Ce qui va nous permettre par la suite
d’appliquer des contractions par projection inspiré du principe branch and bound et

le calcul par intervalle

Soit 7 = (p1,D2, - - - ,pn)T un vecteur de R™.

Un sous ensemble P; de R™ est une contrainte [17] telle que :

Pr={T7 eR"f(P) ey} =r"(ly) (2.43)

ol [y] est un intervalle et f une fonction continue. Considérons un pavé [ ], Le
probleme de réduction consiste a obtenir un pavé [z] le plus petit possible sans avoir

recours a des bissections et qui contient ’ensemble :

Si=f" ()N (7] (2.44)

On suppose qu’il est possible d’isoler p; de I'expression y = f (?), c.a.d. il existe

une fonction g telle que :

f (?) =Y <=pi =G (17; Y) (2.45)

ou 1? = (P1,...Di1,Dit1, -, Pn)L et g; la fonction solution appelée aussi sous
résolveur, associée a p;, soit m; 'opérateur de projection sur le i.,. axe et [g;] la

fonction d’inclusion associée a g;
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Theorem 1. Supposons qu’il existe un sous résolveurs g; d’entrée ‘p et de sortie p

associé au probléme de satisfaction de contraintes (2.39) On peut écrire :

m (51) € g ([P [y) 0 [pi] (2.46)

Si g; est continu et [g;] est minimale, alors la relation (2.46) devient égalité.

Supposons maintenant que pour j € {1,...,m} et i € {1,...,n}, il est possible
d’isoler la variable p; dans ’expressionf; (?) = y; c.a.d. qu’il existe une fonction

solution g? qui satisfait :

H(P) =y ep=g (7. (2.47)
En tenant compte du théoreme 2.1, On a :

7 (85) € [¢8] FI7): al) 0 [pi) (2.48)
Par la suite,
Vie{l,...,m} et ie€{l,...,n}, m(S;) est inclus dans l'intervalle

W] (7 ) |61] (171, ) N [pi] si g existe

[pi] autrement (2.49)

Exemple 2.8

Soit la contrainte p1py €[8,40] et un pavé [p] = [1,4] x [1, 4] On peut obtenir un
encadrement de &; en réduisant [p] comme suit [44].

Pip2 =Y & D1 = p% S py = p% pour p; # 0 Les fonctions solutions sont :

g1 (pz;y) = p% et g2 (phy) = p%

En tenant compte du théoreme 2.1, la projection de Sy est :
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7 (1) = [g91) (Ipa). ) N 1) = 1 ([

72 (81) = [92] ([p1), ) N (2] = 12 N1 2]

par conséquent l'intervalle enveloppe de S; est

(S1] = [2,4] x [2,4]

2.8 Inversion ensembliste

Considérons un ensemble dans R" et une fonction f :R™ — R™. Soit Y un sous

ensemble de R™ défini comme suit :
X = f(Y) (2.50)

L’inversion d’ensembles nous permet de déterminer I’ensemble X, comme image

réciproque par la fonction f de I'ensemble Y :
S={zx eR"|f(x) e Y} = f1(Y) (2.51)

On peut résoudre un probleme d’inversion ensembliste par le biais de I’algorithme
SIVIA (Set Inversion Via Interval Analysis)[49]. SIVIA est un algorithme récursif
permettant d’obtenir, a partir d’'un pavé initial suffisamment large, deux sous

ensembles encadrant 1’ensemble solution, tel que :

1}
IA
22}
IA
2]

(2.52)

L’approximation, ou encadrement, intérieure S représente ’ensemble des pavés

dits acceptables ou faisables. C’est I’ensemble contenant toutes les solutions recher-
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chées. Cependant il peut y avoir des solutions admissibles qui ne sont pas contenues
dans S. Si on démontre que [z] N'S = () alors le pavé [z] est inacceptable et sera
supprimé. Dans le cas ou le pavé est ni acceptable, ni inacceptable, on dit alors que
le pavé [z] est indéterminé. L’algorithme va donc découper ce pavé le long du plus
grand coté en deux sous-pavés qui vont étre testés a leur tour afin de vérifier s’ils
peuvent étre gardés ou rejetés. Le processus est itéré a nouveau jusqu’a ’obtention
d’un pavé dont la largeur atteint un certain seuil ¢, fixé par I'expérimentateur. Dans
tous les autres cas, le pavé sera dit indéterminé.

[f1([x1]) [y]

L

s \*

[x4]

[x)] |

[f1([x21)

[£1([xsD)

FIGURE 2.9 — Sivia

La description de ’algorithme Sivia est donc :

2.8.1 L’algorithme

SIVIA (entrée : [t], [2], € sorties : S,5),
1. si [t] ([z]) = [0] rejeter [x];
2. si [t] ([2]) = [1],8:=8U[z],S :=S U [a]
3. siw([z]) <e,S:=SU[z]
4. bissecter [z] en ([z1], [22])
SIVIA(e: [t],z1,¢5:S,§);
SIVIA(e [t], 22,65 S, S)
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Résoudre un probleme d’inversion ensembliste en ayant recours au principe des
bissections est un probleme NP-dur dont la résolution se limite au cas ou le nombre
de variables est réduit. C’est pour cette raison qu’on a développé des techniques de
contractions [48; 25| permettant de réduire les domaines solutions. Si 'on integre
un contracteur par projection a l'algorithme Sivia afin de diminuer le nombre de

bissection, on obtient 1’algorithme SiviaP

2.8.2 L’algorithme SiviaP

SiviaP (entrées : C,[pl, [y], € sorties : S, S)

3. st [f]([p]) < [y] alors

4. siw([p]) < e, alors S :=S U |[z]
5. bissecter [p]en [pl] et [p2]
6. SiviaP ([pl]), SiviaP ([p2])

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différentes définitions de I'arithmétique
des intervalles telles qu’elles furent posées initialement par R.Moore. Puis nous avons
vu comment ’on peut manipuler les ensembles a 1’aide de cette arithmétique, en les
enveloppant dans des pavés, puis comment les réduire par bissection. On a vu aussi
comment déterminer 'image directe et inverse d’un ensemble par ’application de la
fonction d’inclusion. On a défini ensuite une notion importante qui est 'inversion
ensembliste, qui associée a un contracteur va nous servir pour notre application dans

les chapitres suivants.



Chapitre 3

Identification dans le contexte a

erreurs bornées

3.1 Introduction

Le principe de l'identification est de développer un modele mathématique issu
d’une classe de modeles bien connue. Puis on soumet ces modeles a des signaux
d’entrées tests, afin de produire une réponse qui soit la plus proche possible que
celle obtenue par le systeme réel.[94]. L’identification du systéme se concentre donc
sur la modélisation des systemes dynamiques a partir de données expérimentales.
Les applications concernent de nombreux domaines des sciences et de I'ingénierie,
méme si ¢’est une tache assez cotiteuse, I'identification est nécessaire pour construire

des systémes de controle en boucle fermée.

3.2 Meéthodes classiques d’identification

> Perturbation
|| o systTEME] |/\/
Sortie

t

e(t) S(t)

t

FIGURE 3.1 — Etude de systéme dynamique
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Selon les informations disponibles concernant le systeme dynamique étudié, deux

structures sont proposées :

Le modele comportementale : modeéle purement mathématique pouvant décrire
un phénomene trop complexe. Le vecteur parametre a identifier n’a pas

vraiment de signification physique.

Le modele de connaissance : C’est un modele obtenu a partir des lois physiques,

dans ce cas les parametres ont un sens physique

Lors de la modélisation, on peut se trouver dans un cas ou I’on cherche a évaluer
des parametres pour lesquels on ne dispose pas d’appareils de mesure, on fournit donc
une estimée 7 de x, c’est une mesure indirecte de x, on parle aussi de capteur logiciel(
ou observateur), treés utilisé pour 1’étude de systémes chimiques ou biologiques .

Le choix d’une structure est une tache difficile, pour trancher entre deux structures,
il est conseillé de procéder a une analyse de discernabilité ainsi qu’a 1'étude
d’identifiabilité. Ce qui va permettre a ’expérimentateur de choisir les bons capteurs
déterminés par un cahier de charges, pour recueillir les données expérimentales. C’est
I’étape a priori ou l'on planifie un protocole expérimental. Dans 1’étape a postériori,
les données recueillies subissent un pré-traitement, filtrage débruitage, puis le choix
d’un bon estimateur va permettre d’ajuster la valeur du parametre x de maniere a
minimiser une distance entre le systeme étudié et le modele mathématique choisi,

au sens d’'un critere a définir appelé fonction de cofit.
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h

Réponse indicielle.

¥ K,t.,0
» Niveau de bruit
¥ Conditionnement des signaux

Expérimentation

>

h 4

Régression linéaire.(ARX)

¥ n,m

» Aiustement de d

Expérimentation

h 4

Régression non linéaire.
» ARMAX

» OE
» BJ

Validation de modéle.

» Comparaison avec nouvelles données.
» Corrélation et intercorrélation

» Position des poles et des zéros

Non

Bon

Modele?

FIGURE 3.2 — Procédure d’identification

Une procédure d’identification va nous permettre de faire un choix parmi les

différentes structure de systemes et leurs variables de conception en termes de leur

influence sur le biais et la variance. Elle va permettre aussi une utilisation efficace

de la connaissance a priori concernant le systeme a identifier et les exigences de

performance de l'application envisagée (par exemple, la simulation, la prédiction, le

contrdle en boucle fermée. Les exigences des procédures d’identification concernent :

1. les problemes de niveau de compétence : 'existence de nombreuses méthodes
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d’identification du systeme suppose que l'utilisateur possede une vaste expé-
rience dans les statistiques, traitement du signal, systemes a temps discret, et

I'optimisation.

. Le Choix du signal d’entrée : binaire aléatoire, binaires pseudo-aléatoires

(PRBS), choix du temps , amplitude,(gain K, constante de temps 7, retard
0) ...

. Phase de prétraitement des données : préfiltrage , ’élimination des valeurs

aberrantes, etc.

. La sélection d’un modele de structure pour I'estimation des parametres : ARX,

ARMAX, Erreur de sortie, Box-Jenkins. Fixer I'ordre du modele.

. La validation du modele : simulation, validation croisée, analyse de corrélation,

représentation pole-zéro, et les réponses impulsionnelles.

L’estimation des parametres est obligatoirement associée a une étude statistique

afin d’évaluer la qualité des résultats

— Variance : Les erreurs aléatoires introduites par la présence de bruit dans

les données ne permettent pas au modele de reproduire exactement la sortie.
La variance mesure la dispersion des données autour de la moyenne ou son
espérance.

Elle est définie par :
Var(X) = E[(X — E[X])?] = %Z(wl —m)? =o? (3.1)

E représente I'espérance mathématique, c¢’est la moyenne des valeurs attendues,

apres répétition de n expériences. o est appelé écart type.

Biais : c’est un écart entre la vraie valeur et la valeur estimée. Les er-
reurs systématiques sont causées par une entrée caractéristique du signal par
exemple, le degré d’excitation, le choix de la structure du modele, le mode de

fonctionnement (boucle fermée ou boucle ouverte).
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F3

A 4

Biais

FIGURE 3.3 — Trois estimateurs pour un parametre 6

Sur la figure (3.3), sont représentés trois estimateurs F1, F2 et F3 pour la variable
aléatoire . F1 et F2 sont deux estimateurs sans biais avec :
Var(F1) < Var(F2). L’estimateur F3 est biaisé.

Il est donc indispensable de faire appel, pour identifier les parametres, a des tech-
niques statistiques dont I'efficacité dépend en partie de la modélisation du probléme,

de la procédure d’acquisition de données ainsi que de I'algorithme d’estimation choisi.

3.2.1 Statistiques en identification

L’estimation d’'une grandeur incertaine passe obligatoirement par un calcul
statistique, c’est a dire déterminer la loi de probabilité qui décrit la variable estimée.
Une estimation peut étre ponctuelle : ¢’est a dire, on calcule une estimé = de x ou
bien elle peut étre intervalle : on cherche a déterminer un intervalle dans lequel
I'estimé & se trouve avec une grande probabilité. Dans [45] Jaulin procede a une
étude comparative entre les deux approches statistiques : I’'approche probabiliste et
I’approche ensembliste. En effet, dans 'approche probabiliste une variable réelle ou

vectorielle est décrite par sa densité de probabilité qu’on appelle loi, tel que :

soit 7:R*" = Rt [pom(z)de =1 (3.2)

ce calcul nous fournit un ensemble ou support :

X = {z € R" | 7(z) # 0} (3.3)

qui contient avec certitude la variable incertaine et il nous renseigne aussi sur la
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maniere dont elle est distribuée sur ce support.

Dans 'approche ensembliste, la variable incertaine est représentée juste par un
ensemble X censé la contenir et qu’on appelle ensemble de vraisemblance ou domaine.
Par conséquent, cette approche permet de manipuler les variables plus facilement
sans pour cela nécessiter des connaissances statistiques sur ces variables, ce qui va

permettre donc, de résoudre beaucoup plus de problemes.

Exemple 3-1

Considérons trois variables aléatoires x, y, et z reliées par la contrainte z = = +
y. Il s’agit de déterminer les propriétés statistiques de ces variables par les deux
approches, 'approche probabiliste puis ensembliste. [45]

Approche probabiliste :

On suppose que x et y ont des densités de probabilité uniforme 7(z) = % sur

un intervalle [0,5] et m(y) = 5 sur un intervalle [1,3]. On suppose aussi que

les variables x et y sont indépendantes. Ce que nous permet de considérer une
densité uniforme du couple 7(z, y) tel que : m(x,y) = 75 sur le pavé [0, 5] x [1, 3].
Le calcul de la densité de probabilité 7(z) se fait a partir du calcul intégrale

suivant :

72(2) = [F2m. ()7, (2 — t)dt (3.4)

Les variables aléatoires x et y étant indépendantes, leurs densités respectives

sont :
Lsitelo,5
() =14 ° 0,5
0 ailleurs
et
Lsitell,3
m = 2t e

0 ailleurs
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On a aussi :

Lsiz— e: z—3<t<z—
(e — 1) = ssiz—te[l3lie: z-3<t<z—1
0 awlleurs

Pour chaque intervalle, le calcul intégrale nous donne le résultat suivant :

m(z)=0si2<1

m(z) = 15(z — 1) si € [1,3]
m(z) =% si z € [3,6]

m(2) = L(—2+8) si z € 6,8
m(z) =0siz>8

Approche ensembliste :
Dans ce cas, c’est un ensemble qui décrit I'incertitude associée a x et a y.
Si nous considérons dans ce cas aussi x = [0, 5] et y = [1, 3] et en raisonnement
ensembliste, il est logique que z = [0 + 1,5 + 3] = [1, 8]. On remarque que le
calcul par I'approche ensembliste est plus simple et nécessite aucune hypothese
concernant la loi de probabilité m(x) relative a la variable aléatoire x. Tout ce
que 'on sait, ¢’est qu'un ensemble X contient la variable x ainsi que le support

de sa loi de probabilité, qu’elle soit uniforme ou non.

3.2.2 Les moindres carrés

Dans tous les domaines de l'ingénierie, lorsqu’on dispose de séries de mesures
expérimentales de taille n {zq,x9,...,2,} et {y1,92,...,yn} pouvant étre reliées
entre eux par une relation affine du type y = ax + b, on parle de régression linéaire.
Tenant compte des erreurs de mesures, on considere les mesures x; et y; qu’on peut

représenter par un nuage de points, comme des réalisations de variables aléatoires

XetY.
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FIGURE 3.4 — Nuage de points et droite de regréssion

Lorsqu’on recherche une relation affine entre X et Y, on cherche a ajuster la
meilleur droite appelée régression linéaire, au nuage de point. La meilleur de ces
droites c’est celle qui minimise la somme des carrés des écarts des valeurs mesurées
a la droite estimée yj; = az;+b. La méthode des moindres carrés consiste a déterminer

a et b qui minimisent le carré de la norme de 'erreur ¢
Y (lell®) =D _(yi — (adi +1))* = €"e (3.5)

i=0 =0

qui peut se réécrire sous forme matricielle en considérant aussi un bruit additif e :

Y1
I 1
Y2 1 €1
i) a
= + (3.6)
b
€n
Tp—1 1
Yn

La fonction de cotit & minimiser est :

J(a,b) = Zef = zn:(yi — (a#; +b))? (3.7)

n
1=0 =0
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La solution optimale obtenue est :

a

L | = (3.8)
avec .
T 1
i) 1
w = (3.9)
Tp—1 1

Le théoreme suivant permet d’obtenir des estimations a et b

Theorem 2. Si la variance Var(X) de la série statistique X = (x;) est non nulle,

il existe une droite unique qui minimise le critére J(a,b). Elle vérifie :

a= et b=7-az (3.10)
avec :
0‘33 — %Z(IZ — I)Z et CO’Umy - %Z(mz - f)2(yl - y)2 (311>
i=0 i=0

Afin d’évaluer la qualité de 'approximation d’un nuage de point par une droite
déterminée par moindres carrés, on calcul le coefficient de corrélation linéaire défini

par :

Tuy = Z":—;j (3.12)
Sachant que si : |ry,| est proche de 1, 'approximation par moindres carrés est de
bonne qualité.

Dans le cas ou le systeme est non linéaire, on utilise des itérations successives
en se basant sur une version linéarisée du modele initial. Le principe est de
calculer la matrice Jabobienne tenant compte d’un point de départ et d’un critere
d’arrét. Il existe d’autres variantes des moindres carrés, comme les moindres carrées

généralisées ou pondérées.
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Dans le cadre de notre these, nous avons utilisé la fonction ’Lsqnonlin’ de Matlab

qui représente des moindres carrés non linéaires.

3.3 Identification dans le contexte a erreurs

bornées

Résoudre un probléme d’inversion ensembliste en utilisant le principe de bissec-
tions est un probleme NP-dur dont la résolution est limitée aux cas ou le nombre de
variables est réduit.

Les parametres estimés par des méthodes classiques sont des valeurs optimales
obtenues par optimisation d’un critere comme celui des moindres carrés décrit au
chapitre précédent mais leur qualité et fiabilité dépend de ’espérance mathématique
et la matrice de covariance de ’estimateur choisi, cela suppose donc qu’on travaille
avec des variables aléatoires caractérisées par une densité de probabilité et une
covariance. En pratique, ces données sur les erreurs introduites ne sont pas toujours
disponibles ce qui conduit a une estimation parfois biaisée voir erronée. Dans le
contexte ensembliste, on suppose connaitre les bornes sur ces erreurs et donc on n’a
besoin d’aucune hypothese concernant leur distribution statistique. Le résultat de
I'identification se présentera sous la forme d’un ensemble de tous les parameétres com-
patibles avec les bornes des erreurs introduites. On parle d’identification ensembliste

dans le contexte a erreurs bornées

Ye

Systeme S

Modele mathématique » Ym
> M(p)

FIGURE 3.5 — Modele d’identification

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l'identification d'un vecteur p d’'un modele
mathématique M (p) de sortie y,,(t;), a partir de données expérimentales y.(t;)
disponibles a la sortie d'un systeme S a tout instant ¢;.

D’autre part on définie un vecteur [y.(t;)] tel que :
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ye<ti) € [ye(tz)] (313)

Identifier les parameétres du modele M(p) revient & rechercher ’ensemble des

valeurs de p tel que :
Ym(t;) € [ye(t;)] pouri=1,....n (3.14)

On définit 'erreur de sortie comme I’écart entre les deux vecteurs de sorties figure

3.5 :
e (p) = ye(ti) — ym(t:) (3.15)

Si le vecteur e(p) appartient a un vecteur intervalle [e] = [—d., 0] alors le vecteur
Ym(t;) de M(p) doit appartenir a 'intervalle [y, (t;)] = ym(t;) +[—0e, de]. Une estimée
p du vecteur parametre p est dite acceptable si et seulement si y,,(¢;) (p) € [ye]. I
s’agit donc de déterminer un ensemble de tous les p acceptables appartenant a un

espace de recherche P connu a priori.

S={p € P/ym(ti,p) € [ye(t:)]} (3.16)

La relation (3.16) peut se réécrire avec la notation ensembliste qu’on appelle

inversion ensembliste.

S = Ym(ti, )" N [ye(ts)] (3.17)

3.4 Application en robotique

Le robot scara étudié est un robot plan a deux degrés de liberté figure 3.6 pour
définir sa structure on a adopté les conventions de Denavit-Hartenberg modifiées

[53], les parametres articulaires sont regroupés dans le tableau 3.1.
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1zl g L

FiGURE 3.6 — Robot scara

Tableau 3.1 — Parameétres articulaires

J O']' Oéj dj c9j Tj

1010105 q:|0

211 0] 0]05|qg| 0

Le modele dynamique obtenu a partir des équations de Lagrange est donné par

les équations suivantes :

Uy = ZZqy + ZZ2 (G + G2) + 2M Xacos (q2) i — sin(q2) G5 + cos (q2) Go —
25in (qa) G142 + 2M Yasin (qz) G1 + cos (q2) G5 + sin (qz) Go + 2¢0s (¢2) G1G2 + Fvidy +
F'sysign (qz)

(3.18)

Dy = ZZ2 (41 + o) + M Xocos (g2) Gr + sin (g2) G5 + MYasin (¢2) ¢1 — cos (g2) ¢1° +
Fuygo + Fsasign (o)

Ce modele dépend de sept parameétres inertiels standards relatifs a chaque axe :
Les éléments de la matrice d’inertie (ZZ Ry, ZZR,), les premiers moments d’inertie
(M Xy, MYs) ainsi que les frottements secs et visqueux (F'sy, F'sq, Fuy, Fug)

Nb : en simulation, la valeur de MY5 a été négligée en raison de la symétrie du

second bras.
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L’application de la convention de DENAVIT-HARTENBERG modifiée [52] ainsi
que les méthodes de regroupements et de simplifications [33] ont permis d’obtenir

un modele de robot simplifié décrit par les parametres de bases suivants :

X =[ZZR, ZZRy, MX, MY,]" (3.19)
Avec :
ZZRy = 77|+ MyD2 + Iay ZZRy = ZZs + Lay
lay et Tas représentent les moments d’inerties des moteurs relatifs a chaque
articulation, My la masse et Dy la longueur du deuxieme segment. En modélisant

les frottements secs et visqueux, les parametres dynamiques a identifier sont :

X = [ZZR1 Fuvl Fv2 ZZR2 MX2 MY?2 Fv2 Fs2]” (3.20)

3.5 Identification des parametres

3.5.1 Meéthode des moindres carrés

Il existe plusieurs techniques d’identification des robots, mais la plupart pré-

sentent les trois points communs :

1/L’utilisation d’un modele de connaissance (dynamique ou énergétique) linéaire

part rapport aux parametres a identifier :

Y = W.X (3.21)
y (1) d(1)
Y = et W = :
y(r) d(r)

2/La construction d’'un systéme linéaire surdéterminé par échantillonnage du

modele le long de trajectoires dites « excitantes »
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Y =W.X +p (2.22)

avec p vecteur (r X 1) des erreurs
3/ L’estimation des parametres par minimisation d’une fonction cofit, utilisant les
techniques des moindres carrés ordinaires ou autres variantes. L’estimée I de x

solution du systéeme (3.22) au sens des moindres carrés ordinaires est donnée par :
& = Argmin||p||? (3.23)
X

Si la matrice d’observation W est de rang maximal, I’expression formelle de &

est donnée par :

d=(wrw)  wry 2.24
( ) (2.24)

3.6 Résultats

Pour expérimenter la méthode ensembliste, nous avons élaboré un modele
simulink (cf.Annexel) composé de deux parties, la premiere représente notre robot
dont les consignes sont générées par une loi de commande du type proportionnel-
dérivée (commande PD). Les connaissances a priori ont été prise de la these de
C.Pressé [79] et la seconde partie représente notre modele dynamique inverse du
robot. Afin d’éviter la perte de rang numérique de la matrice d’observation W
due aux perturbations, il faut garantir ’excitation des parametres dynamiques par
I'utilisation de trajectoires dites « excitantes ». Notre choix s’est porté sur un
interpolateur d’ordre 5 obtenu par minimisation du conditionnement de la matrice
d’observation figure 3.8.

Les Couples appliqués aux axes du robot simulé ainsi que sur le modele sont illustrés
par les figure 3.9. L’application de la méthode des moindres carrés permet par la suite
d’obtenir une estimation des valeurs des parametres dynamiques du robot scara.

Ces valeurs sont regroupées dans le tableau 3.2 suivant :
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Tableau 3.2 — Parametres estimés par moindres carrés

Parametres Po D
27R,4 3.68 | 3.6834
Fvy 0.073 | 0.0803
Fs; 0.62 | 0.5786

Z7Rs 0.078 | 0.0780

MX, 0.284 | 0.2837
MY, 0.000 | 0.000
Fvo 0.015 | 0.0118
Fsy 0.1560 | 0.1463

Pour utiliser les techniques ensemblistes, plusieurs bibliotheques et logiciels ont
été élaboré pour I'implémentation du calcul par intervalle. La bibliotheque LINBOX
[29] a été utilisée pour les manipulations de matrices. Sous Matlab, une toolbox
INTLAB a été développé par Rump [89], il existe aussi une bibliotheque VNODELP
[72] écrite en ¢t pour la résolution d’équations différentielles avec des intervalles,
on peut aussi citer BOOST (2] et plus récemment IBEX [3] con¢u pour manipuler
les contracteurs. Dans notre application, nous avons utilisé Intlab sous Matlab sur
un core i3. Deux solveurs, Interval peeler et Proj2d ont été élaborée par Xavier
Baguenard [9] et Massa Dao [28],[4] respectivement. Ils sont basés sur le principe
de propagation de contraintes et la projection de contraintes 2D. Nous les avons
utilisés afin de comparer les résultats obtenus par 'inversion ensembliste sous Intlab.
Pour une erreur surajoutée sur les couples, I'inversion ensembliste nous permet
d’obtenir pour différentes précisions, un encadrement des solutions garanties. Un des
problemes auxquelles sont confrontées les méthodes ensemblistes est 'augmentation
exponentielle du temps de simulation avec le nombre de parametres a identifier figure

3.7
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Tempe

o : :
0 0.001 0002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0o
epsilon

F1GURE 3.7 — Temps de simulation en fonction de la précision €

3.7 Discussion

Dans un premier temps, nous avons procédé a l'identification de deux para-
metres : le parametre inertiel ZZ R, et le frottement sec F's; du premier axe,
les autres ont été maintenus constants, pour les mémes conditions de simulation,
précision € = 0.01 et erreur sur le couple e = 0.05, la figure 3.10 est obtenu par
Ialgorithme Sivia et la figure 3.11 par SiviaP (Sivia associé a une réduction par
contraintes). Le pavé initial de recherche est :py = [2,5] % [0.1,0.7] x [0.078,0.0.078] x
[0.284,0.284] x [0.156,0.156].

position axe 1 Vitesse axe 1 acceleration axe 1
5 4 2
9 it i
/[‘J y |
0 0~ 0
0 50 100 0 50 100 O 50 100
position axe2 Vitesse axe2 acceleration axe2
0r— 0 Or
\\_\ N\ |
5 ‘ PSRN A .
N\ . \7’//,
-10 4 2
0 50 100 0 50 100 O 50 100

FIGURE 3.8 — Trajectoires excitantes



3.7. DISCUSSION

CouplesM axe 1 CouplesM axe2
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P, FS,

25 3 35 4 4.5
P1=ZZR,

(4]

FIGURE 3.10 — Sous Pavage obtenu par Sivia pour une précision ¢ = 0.01

Avec T = T787.97s, ZZR1 = [3.3437,4.0157] et Fsl =[0.4812,0.6750]
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065

oG

P,=FS,
L1 = —}
L1} -1
0.4 L E E E N E L N
22 =4 2.5 20 27 = 2.8 < 4.1 4.
P1=27R,

FIGURE 3.11 — Sous Pavage obtenu par SiviaP pour une précision ¢ = 0.01

Avec T = 25.1316s , ZZR1 = [3.3491,4.0051] et Fsl = [0.4853,0.6735]

Afin de mieux expliciter le caractére garanti des résultats, on a représenté les
couples obtenus a partir des valeurs aux bornes des intervalles obtenus pour chaque
parametre identifié. Le couple obtenu avec la valeur du parameétre a priori est
représenté par les cercles figure.3.12-a. On trace également la trajectoire par rapport
a la valeur du milieu de l'intervalle, on constate qu’il coincide sensiblement avec le

trajet initial figure 3.12-b
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TorqueM axis 1 TorqueM axis 2
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(a) Les couples aux bornes des intervalles
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-
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(b)
FIGURE 3.12 — (a) Couples, (b) Zoom de la Fig 3.9

On constate bien que les résultats obtenus Tableau 3.3 par SiviaP sont nettement
meilleurs, l'intervalle obtenu est plus précis et le temps de calcul plus court, de plus
SiviaP nous permet d’améliorer les résultats en augmentant la précision méme si ¢’est
toujours au dépend du temps qui augmente proportionnellement avec la précision.
Nous avons ainsi pu identifier par la suite, en utilisant 1'algorithme SiviaP, trois,
puis quatres parametres, les parametres MY, Fvy et Flug ont été négligé pour leur

faible contribution ou leur valeur pratiquement nulle. La figure 3.13 est le résultat
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obtenu par Intlab pour identifier les quatres parametres et ceci pour une erreur

sur le couples e = 0.06 et une précision ¢ = 0.01. Le pavé initial de recherche

est o = [2,4] x [0.2,0.7] x [0.1,0.3] x [0.1,0.3]

Avec T = 28422.26s , ZZR1 = [3.4231,4.000] et Fs1 = [0.5051, 0.6683]

07

0.65

Py= FS,

0.55

0.5

0.45
3.

r r
33 3.4

FIGURE 3.13 — Sous Pavage obtenu par SiviaP
avec une précision € = 0.05

On a regroupé les résultats concernant I'identification des deux parametres dans

le tableau suivant :

Tableau 3.3 — Identification des parametres ZZ Ry et F'sl

A

Parametres || p Sivia SiviaP Proj2d Intervalpeeler
Z7Rq 3.6834 | [3.3437,4.0157] | [3.3491,4.0051] | [3.4439,3.9163] | [3.4215,3.9386]
Fsy 0.5786 | [0.4812,0.6750] | [0.4853,0.6735] | [0.55040,0.6077] | [0.54808,0.6100]
T (s) 1.7 787.977 25.1316 10.54 0.016
Précisione || - 0.01 0.01 0.001

La Figure 3.14 et la Figure 3.15 représentent la projection des parametres ZZ Ry

et F'sy obtenus par Proj2d dans les mémes conditions de simulation que ceux réalisées

sous Intlab. Par contre dans ce cas 1a, on a pu obtenir des résultats avec une erreur e

= 0.01 et une précision allant jusqu’a e = 0.001. ZZ R, est le seul parametre qui n’a

pas pu étre identifié, probablement a cause de sa valeur tres faible. Tous les résultats

pour l'identification de quatre parametres sont regroupés dans le tableau 3.4.
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FIGURE 3.14 — Sous Pavage obtenu par Proj2d avec une précision € = 0.01
pour identifier les 2 parametres : ZZRietF'sq

e

FIGURE 3.15 — Sous Pavage obtenu par Proj2d,avec une précision € = 0.01
projection de MXsetF'so

Tableau 3.4 — Résultats comparatifs

Parametres || p SiviaP Proj2d Intervalpeeler
77Rq 3.6834 | [3.4231,4.000] | [3.4695,3.9440] | [3.0670,4.3880]
Fs; 0.5786 | [0.5051,0.6683] | [0.5543,0.6019] | [0.4714,0.685]
MX; 0.2837 | [ 0.1750,0.3] [0.2043,0.3565] | [0.0519,0.4]
Fs, 0.1463 | [ 0.1,0.1624] [0.1325,0.1797] | [0.0912,0.1957]
T (s) — 28422.267 148.778 0.03
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3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait un rappel des méthodes classiques d’identifica-
tion, afin de procéder a une comparaison avec ’approche ensembliste, particuliere-
ment le contexte a erreurs bornées. On est arrivé a la conclusion que 'approche en-
sembliste permet de manipuler le non linéaire plus aisément, puisqu’elle ne nécessite
pas de calculs compliqués de lois de probabilité, ni aucune connaissance statistique
sur les variables aléatoires. Cependant, dans le cas de problemes linéaire, gaussiens
I’approche probabiliste est si simple et efficace que I'approche ensembliste n’apporte
aucun intérét supplémentaire. Nous avons par la suite décrit l'identification dans
le contexte a erreurs bornées en utilisant l'inversion ensembliste. L’exemple de
I'identification de parametres dynamique d'un robot Scara par inversion ensembliste

a illustré cette approche.



Chapitre 4
Applications au bioréacteur

Dans ce chapitre, nous présentons deux méthodes d’identification ensemblistes
pour estimer les parametres d’un chémostat. La premiere concerne l'intégration
numérique garantie utilisant la théorie de comparaison des inégalités différentielles
que nous présentons en premiere partie, puis dans la seconde partie, la méthode
LSCR(Leave-out Sign-dominant Correlation Regions), une méthode basée sur le
calcul des fonctions de corrélation associées a l'inversion ensembliste qui va permettre

de caractériser les solutions de maniere garantie.



Premiere partie

Théorie de comparaison des

inégalitées différentielles
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution d’équations différentielles en
associant les méthodes ensemblistes. En effet, les techniques ensemblistes basées sur
I’arithmétique des intervalles permettent de déterminer un encadrement garanti des
solutions des équations différentielles incertaines dont le principe est de transformer
un probleme incertain en deux problemes déterministes. La résolution de ce probléeme
déterministe permet 1’obtention de deux solutions minimales et maximales qu’on
nomme trajectoires englobantes et qui encadrent toutes les trajectoires solutions
de maniére garantie. Pour se faire, on utilise la théorie des inégalités différentielles
développée par [42; 90] pour les systémes autonomes et celle utilisant le théoréme

de Miiller [71; 62; 96]dans le cas général.

4.2 Définitions

4.2.1 Systemes monotones

Les équations différentielles sont dit monotones si les solutions d’état obtenues
respectent une relation d’ordre ” > 7 définie sur un domaine précis et tenant compte
des conditions initiales.

soit I’équation différentielle :

#(t) = f(x(t), u(t)) (4.1)

soit z (t, 29, u1) et y(t, yo, uz) deux trajectoires de solutions de (4.1)

A partir des conditions initiales :

x(to) = zo,u(t) = uy et x(ty) = yo, u(t) = ug, respectivement, le systéme est dit

monotone si :

Yo > 2 et ug > uy = y (t, yo, uz) > 2 (t, 20, u1) YVt > 1o (4.2)
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Remarque

Si n et m représentent les dimension de x et u, on a :

yO,i Z 2071‘ VZ - {]_, e ,TL} et UQJ‘ Z UL]‘ \V/j - {17 e ,m} (43)

Ce qui veut dire que la relation d’ordre ” > ” doit étre respectée composante par
composante. La vérification de la monotonie d’un systéme peut se faire a travers de

la notion de préservation d’ordre.

4.2.2 Systemes préservateurs d’ordre

Soit une relation d’ordre quelconque, un systeme d’équations différentielles est
dit préservateur d’ordre par rapport a cette relation d’ordre s’il est possible de

déterminer deux matrices diagonales de dimensions n x n et m x m telle que :

D = diag[(-1)%,...,(=1)*] & € {0,1}
et (4-4)

P = diag|(—-1)7,...,(=1)"] ¢; € {0,1}

tel que :

Dyo > Dz et Puy > Puy = Dy(t,yo,uz) > Dy(t, z9,u1) Yt >t (4.5)

le principe de préservation d’ordre est basé sur une méthode graphique qu’on va

décrire dans le paragraphe suivant.

4.2.3 Représentation graphique

Afin de vérifier la préservation d’ordre, on construit un graphe d’incidence associé
a I’équation (4.1). Ce graphe est constitué d’un ensemble de nceuds représentant les
variables x;, ...,z et ug, ..., uy et d'un ensemble d’arcs signés aj ; reliant les nceuds
z; et z; puis des arcs a;; reliant x; et uy. Pour construire ce graphe, on doit appliquer

la regle suivante :
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B Arcs entre les noeuds z; et uy

1. Si % >0 V(x,u) € X x U un arc af; positif et orienté, relie le nceud wy,
k )

au nceud x;

2. Si (%1 < 0V(r,u) € Xx U un arc aj'; négatif et orienté, relie le noeud uy

au neeud x;

3. Si ng; =0V(r,u) € Xx Uiln'y a aucun arc aj'; entre z; et uy

B Arcs entre les noeuds z;

1. Si % >0 V(z,u) € X x U un arc af; positif et orienté, relie le noeud x;

au neeud x;

2. Si % < 0V(z,u) € Xx U un arc af ; négatif et orienté, relie le noeud w;
J P

au noeud x;

3. Si 37’2 =0V(z,u) € Xx Uil n’y a aucun arc af; entre x; et x;

Par ailleurs, on définit un cycle comme étant une séquence finie de noeuds
21,22, ..., %, tels que 21 = 2, et a;; un arc, pas particulicrement orienté, qui relie
deux noeuds successifs. Le signe d’un cycle est le produit entre les signes des arcs de

chaque cycle.

Propriété 4.1

Un systeme d’équations différentielles défini par (4.1) et admettant un graphe
d’incidence réalisé en appliquant l'ensemble des regles présentées ci-dessus est
préservateur d’ordre si et seulement si son graphe d’incidence ne contient aucun

cycle de signe négatif [59].
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Exemple 4.1

soit le systeme d’équations suivant[63] défini dans R? >0 :

T9 = 3xo(—x1 + u) (4.6)

Si la premiere équation est nommée f; et la deuxiéme fy, on calcule les dérivées

partielles suivantes en déduisant leur signe :

ofi _
87552_];1>0

ofi _
ah — g

of2 _
9 = 31, <0

Ofa _
U2 = 315 > 0

Ce qui se traduit par un arc : positif de x5 vers xy, négatif x; vers x,, positif u

vers xp et aucun arc entre x, et u puisque la dérivée est nulle.

FIGURE 4.1 — graphe de représentation d’ordre de I’équation 4.6

Ce graphe contient un seul cycle dont le signe est :
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sign(ayz)sign(asy) < 0 (4.7)

Dans ce cas le systéme n’est pas préservateur d’ordre donc il n’est pas monotone.

Exemple 4.2

Dans 'exemple suivant [63] :

il = —UOél(l'l) + C(Q(l — X1 — $2)

to = uag(l — 21 — 29) — ay(xs) (4.8)

tel que «;(0) = 0 et toutes les a;(.) ont des dérivées strictement positives, de plus

le systeme (4.8) est défini sur le domaine :

S:{xl >O,IE2 >0,$1+x2 < 1}

Le graphe représentant ce systéme est le suivant :

FIGURE 4.2 — graphe de représentation d’ordre de I’équation 4.8

Ce graphe contient trois cycles :

L. cycle 1 (w1, 22, 21) avec sign(af,).sign(aj,) >0
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2. cycle 2 (w1, 72, u,21) avec sign(af,).sign(af,).sign(aj,) >0

3. cycle 3 (w1, 72,u,21) avec sign(as,).sign(af,).sign(aj,) >0

Ce systeme est préservateur d’ordre, donc il est monotone vis a vis d'une certaine

relation d’ordre définie sous certaines conditions initiales.

4.2.4 Systemes coopératifs

Les systémes dynamiques dans lesquels les variables d’état ont un comporte-
ment positif les uns vis-a-vis des autres sont appelés systémes coopératifs. Cette
propriété est vérifiée par un certains nombres de modeles biologiques, chimiques ou

économiques [90].

Propriété 4.2

Soit fune fonction contintiment différentiable, le systeme (4.1) est coopératif si

est seulement si, il satisfait les conditions suivantes :

g;j; (z,u) > 0V(z) eX, V(u) €U, Vi#j

Ofi (z,u) > 0V(z) €X, V(u) €U

Ou;
pour tout i € {1,...,n} et j€{l,...,m}

Remarque

Par définition, les systemes coopératifs sont des systemes monotones. Cependant
des systemes non coopératifs peuvent étre monotones s’ils sont préservateurs d’ordre.
Dans ce cas, il existe une matrice de changement de base qui peut transformer
le systeme non coopératif en un systeme coopératif dans un nouveau systeme de

coordonnées.
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Propriétés 4.3

1. La premiere propriété intéressante des systéemes dynamiques coopératifs est le
principe de comparaison d’opérateurs différentiels [96] qui est énoncé comme

suit :

Considérons deux systemes coopératifs :

(4.10)

oux,y € X et u,we U, on a alors :

(hi(z,u) < gi(x,u)) A (zo, < yo,) Vie{l,....,n}, V(z) e X,V(u) €U

2. La deuxiéme propriété est la positivité des systemes coopératifs. En effet, soit le

systeme d’équations différentielles linéaires positives.

#(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) (4.12)

ol A(t) est une matrice coopérative, ce qui veut dire que tous ses éléments non

diagonaux sont tous positifs. Il en est de méme pour les éléments de B(t).

ai,j(t) > 07 Vi 7é jv Vi > to
bi;(t) =0, V(i,j), Vt = to (4.13)

V(Z,]>, Uj, >0et To, = 0= l’z(t) >0, Vt > ty, Vi (414)
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. Des deux propriétés précédentes, on déduit :
Pour toute entrée u(t) > 0, Vt > ty, une équation différentielle ordinaire coopérative,

vérifie la propriété suivante :
Va(to) € X, f(x(to), ulte)) = 0=Vt > 1o, f(x(t),u(t)) >0 (4.15)

Pour la démonstration de ces propriétés, se référer a [90]. Ces propriétés trouvent
une application intéressante dans le cadre de 'intégration numérique garantie des

EDO incertaines.

4.3 Intégration numérique garantie des ODE

Le principe de l'intégration numérique garantie est de résoudre des EDO incer-
taines pour lesquelles les conditions initiales appartiennent a un intervalle, en les
transformant dans une premiere étape, en deux ODE certaines ou déterministes,

l'une maximale et autre minimale.

4.3.1 Cas des systemes non monotones

Dans le cas général ou les systemes sont non monotones, le théoreme de Miiller
[71; 64] permet la construction de trajectoires englobantes afin d’obtenir de maniere
garantie, un encadrement de toutes les solutions de 'EDO non monotones et

incertaines.

@(t) = f(z,p,u(t))

T € [mo] € X (4.16)
p € [pl

u(t) e X

Avec p un parametre incertain de dimension r.
Dans le paragraphe suivant, nous présentons un théoréeme qui nous permet de
vérifier les conditions [55; 63] pour lesquelles la résolution des ODE certaines permet

d’obtenir un encadrement garanti de toutes les solutions du systeme (4.16)
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Theorem 3. Soient deux vecteurs © et © de dimension inférieure ou égale a r X n

tels que :

Vie{l,...,n}, filz,0,.) < fi(z,p,.) < fi(x,0,.) (4.17)

les solutions z(t) et T(t) des ODE coopératives certaines du systéme (4.16) sont

données par :

&(t) = f(§7 O, uy (t)) (4'18)

i(t) = f(7,0,us (1)) (4.19)

Tenant compte de la propriété (4.3) des systémes coopératifs :

si pour Vi € {1,...,n}, et si z;(ty) < Ti(to)

z;(to) < wi(t) < Ti(to) (4.20)

En d’autres termes, tel qu’il a été défini en arithmétique des intervalles, on

détermine une fonction d’inclusion des solutions des équations (4.16).

7ilt) = (1), 7(0)] (4.21)

z;(t) représentent les solutions minimales et Z;(t) les solutions maximales de
I'équation différentielle (4.16). Cependant, afin de déterminer ces deux solutions
minimales et maximales, on a besoin de bien déterminer © et © pour assurer un
encadrement garanti. Pour cela on doit appliquer une regle de sélection [55] pour la

construction de ces deux vecteurs.
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Remarque

Si la fonction fest Lipschitzienne par rapport a x, alors pour tout gy € [x¢] ,

p € [p] et u(t) € U, I'unicité de la solution est garantie.

Regle 4.1

Le principe de cette régle est le calcul du maximum f et du minimum f d’'une
fonction f sur le domaine de parametre [p], vérifiant par conséquent le théoréeme 3.
Cette regle s’applique aux systemes dont le signe des dérivées partielles de la fonction

fpar rapport aux vecteurs des parametres p sont constants. On analyse donc le signe

Of

des dérivées partielles oo

Pour Vi € {1,...,n} et pour Vk € {1,...,7}, On définit les vecteurs 6% et gf de

la fagon suivante :

p, S gg}i(., ) >0vVr eX, Vpelp, Vu(t) e U

6F = (4.22)

Dy, st 55(,.,.) <0Vz €X, Vp € [p], Vu(t) €U

Dy, st 55(.,.,.) > 0 Ve € X, Vp € [p], Vu(t) €U
0, = (4.23)

p, s SE(,.,.) <OVzeX, Vp e [p], Vu(t) €U

Et donc on définit les vecteurs :

e=100,...,0.,....0]

’r=n’

et (4.24)

L’apparition de la borne inférieure et la borne supérieure du méme parametre

dans I'une des composantes du champs de vecteur f ou £ [84] provoque une instabilité
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des ODE englobantes, ce qui produit des solutions divergentes. L’application de cette

regle permet d’éviter ce probléme.

Exemple 4.3

Soit un systeme a compartiments modélisé par les ODE coopératives incertaines

suivantes :

&y = —pa®1 — =+ pswa +u
T = P41 — P32 (4.25)

Les conditions initiales incertaines xy appartiennent a l'intervalle suivant :
zo € [1,1.4] x [0,0.4] et les parametres bruités p € [0.9, 1.1] x [1.1,1.3] x [0.45, 0.55] x

[0.2,0.3]. L’entrée a ce systeéme est une constante u(t) = 0.1 sur une durée t = [0, 20]

En appliquant la régle 4.1, on obtient les deux EDO englobantes suivantes :

Ty = =Py — 1%;2; +B3£2 +u

Ty = Pp,x1 — D3y (4.26)
= — p,T _

Ty = —p,T1 — 1;%2;2 + P3To + u

Ty = PyT1 — P,To (4.27)

Dans ce cas les vecteurs © et © sont définis par :

Q - [QLQ%;Q;Q};;Q;QZ]T = [p17£27£37ﬁ47ﬁ37£4]T
et (4.28)

- —1 =1 =1 =1 =2 =2 _ _
@ = [61, 92703794a93704]T = [Blap27p37£47£37p4]T

Les figures suivantes (4.3) et (4.4) représentent respectivement, un encadrement
garanti de toutes les solutions de z1(t) et celles de x5(t) obtenu par 'application de

la regle (4.1)
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x1min

x1max

4\

0.6

x1
[—]
e

/

0.4

0.2 .

FIGURE 4.3 — Trajectoires englobantes de la solution x1

0.7

x2min

x2max

0.6
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0.4 \
~
o™
=
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-_‘-‘-I—‘_'
T ——— ]
0.1
r\\
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FIGURE 4.4 — Trajectoires englobantes de la solution x2

4.3.2 Théoréme de Miiller

La regle (4.1) précédente s’applique au ODE coopératives, elle permet donc de

construire les ODE minimales et maximales chacune séparément en appliquant le

principe de comparaison (Propriétés 4.3). Cependant dans le cas générale ou les

fonctions sont non monotones, les ODE englobantes sont construites simultanément

en appliquant le théoréme suivant [71; 55; 64].
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Theorem 4. Soient les équations différentielles définies par :

X (t) = f(X(1),U(t))
Xo € [Xo] € X (4.29)
P e [P]

On définit un domaine T en fonction d’un champs de vecteur f continu sur ce

domaine :
w(t) < X(t) < Q1)
T, P<P<P (4.30)
to <t < tn,
Avec :

1. W(t0> =2y et Q(to) =X
2. Vi, D*w;(t) < mq%'nfi(a:,p, t) (4.31)
T

Les fonctions w;(t) et Q;(t) telles que : i =1,--+ ,n sont continues sur l’intervalle

[tOJ tnT] .

D~w;(t) et D=Q;(t) représentent les dérivées a gauches, DVw;(t) et DT,(t)

représentent les dérivées a droites.

T, est un domaine de T, et il est défini par,

< (t), i # (4.32)

=
k)E
IN &
oS

et T; et un domaine T, défini par
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Ti Wj(t) < Xj < Qj<t)7i 7é] <4'33>

ainsi VX, € {XO,YO} et P € {E, F} , une solution de X (t) existe et reste dans

le domaine suivant :

- (4.34)

4.3.3 Regle de construction des solutions minimales et maxi-

males

L’application du théoreme 3 nous permet de construire des solutions minimales
et maximales des ODE en appliquant la regle suivante proposée par Kieffer et al.

puis Ramdani et al. [55; 83; 84].

Regle 4.2

1. Pour Vi € {1,...,n} et pour Vk € {1,...,7}, On définit les vecteurs 8% et @f

de la fagon suivante :

p, si gg}i(., ) >0V eX, Vpelp], Vu(t) eU

0F = (4.35)
Dy St gg}i (o) <0VxeX, Vpelp], Vu(t) e U

D si g (,.,) > 0Ve € X, Vp € [p], Vu(t) € U
7= (4.36)
p, s gg; (o) <0VxeX Vpelp], Vu(t) e U
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Avec les vecteurs :

e=101...,0,,....0]

y=n?

et (4.37)

2. Vie{l,...,n} et j€{l,...,n}, On définit le vecteur T tel que : Dim(T )< (nxn).

Les éléments 7{ de ce vecteur sont obtenus de la fagon suivante :

O sii=j
7l = Qsii#jAgE>0 Vo e X, Vp € [p] (4.38)
wisii%j/\%<0 Ve e X, Vp e [p]

De la méme facon, on obtient les éléments de I'

w; §11 =174
v = wisii#j/\(%z() Ve e X, Vp € [p] (4.39)
Qisii#j/\%<0 Vo e X, Vp € [p]

Les vecteurs I' et I sont définis par :

AN

D= T )
et (4.40)
_ [ 1
I'= bl""?ln""’lﬂ
Ce qui va permettre d’obtenir par la suite, les équations différentielles vérifiant

les conditions du théoreme de Miiller. On les décrit de la fagon suivante :

wi(t) = [.(L,0,1)
i=1,...,n (4.41)
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Les solutions w(t) et €(t) des équations différentielles sont données par les

expressions suivantes :

wi(t) = L(%w,i,*, t)
Qi(t) = f,(7, 2 p. 1)
(4.42)
w(ty) =
Qty) = o

Sachant que :

ii(’77w7£7p7 t) - il(Ev O, t)
et (4.43)

71(77 Q7£7 Zja t) = ?z(fa @7 t)

4.4 Identification dans le contexte a erreurs bor-
nées

Afin de choisir la meilleure représentation mathématique décrivant un processus
physique, la premiere étape est la modélisation. Plus tard, des tests seront effectués
sur le systeéme réel afin d’observer le comportement de ses sorties et valider ainsi le
modele. Les mesures y (¢;) sont enregistrées sous un certain protocole expérimental.
D’autre part, les sorties prévues par le modele sont notées y,, (t;,p), ou p est le
vecteur de parametres a identifier.

e (t;, p) représente l'erreur entre les sorties mesurées et celles prédites par le modele

Ym (t’iap)'
e(ti,p) = y(ti) — ym(ti, p) (4.44)

Cette erreur correspond a des erreurs structurelles ainsi que des erreurs de
mesure. L’estimation dans le contexte d’erreurs bornées consiste a déterminer

I’ensemble de vraisemblance S de vecteurs de parametres p tels que :

X={p € Plyn(tip) € y(ti)} (4.45)
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qui correspond a un probleme d’inversion ensembliste.

4.5 La bibliotheque VNODELP

La bibliotheque VNODELP (A Validated Solver for Initial Value Problems
in Ordinary Differential Equations) est une bibliotheque qui a été congue par
N.Nedialkov [5; 72], ¢’est un solveur écrit en CtF et utilisant la programmation
littérale (LP)[57] basée sur latex afin de simplifier la compréhension et la pro-
grammation. Contrairement aux solveurs des ODE traditionnels qui calculent des
solutions approximatives, ce solveur prouve l’existence et I'unicité d’une solution a
un probléme donné et puis calcul un encadrement garanti contenant cette solution.
Le probleme se présente comme suit :
considérons un probleéme de valeur initiale (IVP) :

Soit y € R™, t € R avec fune fonction différentiable.

St = f(ty), ylte) = yo (4.47)

La condition initiale peut étre un vecteur d’intervalle [yo] tel que yo € [yo]. Si
y(t,to,yo) représente une solution de 4.47, alors y(t, to, [yo]) représente 1’ensemble

des solutions pour chaque condition initiale contenue dans [y] tel que :

y(t, to, [vo]) = y(t to, o) | vo € [vo] (4.48)

L’objectif de l'intégration numérique garantie basées sur l'arithmétique par
intervalles, consiste a caractériser, pour t.,q > to a chaque instant d’une séquence
temporelle croissante ty < ¢ < ... <ty = lcpnq, toutes les solutions y; a l'instant ¢;

telles que :

y(ti, to, [yo]) € [yi] Vi (4.49)

les méthodes d’intervalles pour IVP relatives aux équations différentielles ordi-
naires (EDO) sont généralement basés sur des séries de Taylor, ce qui nécessite donc

le calcul des coefficients de Taylor pour y(t) jusqu’a un certain ordre k > 1.
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Y a

Yo
Y

Y2

«— Y (t; to, ¥o)

FIGURE 4.5 — Solution d'un probléme de valeur initiale (IVP) par VNODELP

Dans un premier temps, VNODELP calcul les bornes apriori g; telles que
y(t,ti, y;) € 4; Yt € [t; tiv1] et Yy; € [y;]. Ensuite, il détermine les bornes ajustées ou
strictes y; 41 & Uinstant #;,1 telle que y(i11,t0,%0) € Yir1 V Yo € [vo]

y

&

Tight bounds

Bounds apriori

FIGURE 4.6 — Bornes apriori et bornes strictes

4.6 Application au bioréacteur

Dans la pratique, la modélisation de processus biotechnologique est difficile. Les
bactéries ainsi que tous les étre vivant sont décrits par des fonctions complexes
impliquant des parametres difficiles a définir. Afin de représenter les incertitudes qui
affectent ces parametres, nous nous concentrons sur l'approche par 'intervalle. Pour
cette application, le modele mathématique est utilisé pour décrire le traitement
biologique des eaux usées par boues activées. L’azote ammoniacal est traité par

réaction de nitrification-dénitrification, impliquant deux populations de bactéries
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autotrophes. La nitrification est 'oxydation biologique de l'azote ammoniacal; il
se produit a travers deux étapes : d’abord, nitratation par des bactéries oxydant
I'ammonium (AOB) et en second lieu, nitritation par des bactéries de nitrure-
oxydant (NOB)

Ainsi, pour représenter 1’état de ce bioréacteur, six variables sont nécessaires : les
concentrations de bactéries, appelées biomasses et désignées par X; et Xs, ainsi que
les concentrations de substrat Si, Sy et S3; S;, est la concentration du substrat
entrant. Le modele ci-dessous représente 1’évolution dynamique de ces variables

d’état [30] .

S; = D(Sin — S1) — ki1 (S1) X4

X1 = (m(S) — D)X,

Sy = ki (S1) X1 — kopia(S2) Xy — SoD (4.50)
Xy = (p2(5s) = D)X,

Sy = kopto(S2) Xy — S3D

avec f11(S1) et,

_ S

= Htmazl (S1+}€s1)
(S2) = tmars 5k

Hal o2 Hmazx2 (Satks2)

p1(S1) et po(Se) représentent les taux de croissance de la biomasse. Ils sont
modélisés par une cinétique de Monod [67]. fmaz1(S1) €t fmaz2(S2) sont les taux
de croissance spécifiques maximums, k; et ko sont les coefficients stoechiométriques
qui représentent les rendements respectifs de biomasses X; et Xo, ks et kg sont
les constantes de demi-saturation pour la croissance correspondant a l'affinité des
cellules pour le substrat de chaque population bactérienne. D est le taux de dilution,

Qin
\%4

tel que D = , ou Q;, est le débit d’entrée du bioréacteur et V son volume.

4.6.1 Etude de la monotonie

L’application de la théorie de comparaison des inégalités différentielles a un
systeme donné, nécessite la vérification de la propriété de monotonie afin d’appliquer
la regle 4.1. Pour cela, on vérifie dans un premier temps si le systéme est coopératif, ce

qui revient a vérifier que les éléments de la matrice formée par les dérivées partielles
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du systeme 4.47, hors diagonale, sont tous positifs.
le calcul a montré qu’il existait des dérivées partielles négatives, donc le systeme
n’est pas coopératif. Pour vérifier si notre systeme est monotone, reste a construire

le graphe de préservation d’ordre.

4.6.2 Préservation d’ordre

Les dérivées partielles déterminées auparavant, nous permettent de tracer le

graphe suivant :

FIGURE 4.7 — Graphe de préservation d’ordre

Dans ce graphe, il existe des cycles négatifs :

1. cycle Sy, X1, Sy, S1 — sign(e3})sign(ess)sign(eds) < 0

2. cycle Sy, X5, S5, 8o — sign(e35)sign(eas)sign(eds) < 0

Ce qui nous permet de conclure que notre systéeme n’est ni coopératif, ni

préservateur d’ordre, donc il n’est pas monotone. Afin de construire des trajectoires
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englobantes, il nous est nécessaire d’appliquer le théoreme de Miiller.
Le but est de pouvoir construire des équations différentielles dont la solution permet
d’obtenir des trajectoires maximales et minimales qui contiennent les solutions de

notre systeme d’une maniere garantie.

4.6.3 Equation des trajectoires minimales et maximales

L’application du théoreme de Miiller nous permet d’obtenir les équations mini-

male et maximales suivantes :

$ = D(Sin — S1) = kifir g Xy
X; = (Fie1 — D)X
Sy = Ffiy g9 X1 — kofigg Xy — SoD
§2 = (fiaaz — D)X
Sy = kofigg3 X o — S3D
(4.51)
& = D(Sin — 51) — Elﬂlslyl
X1 = (u,, = D)Xy
& = E1g15251 - E2s2ﬁ252y2 — SyD
Xy = (fty,, = D)X>
83 = Eopty 5 Xy — 55D

4.7 Reésultats

Dans un premier temps, nous avons simulé le modele de bioréacteur avec des
parametres inspirés de la littérature [30]. Les mesures enregistrées a partir du
chémostat ont été réalisées sur une période de 220 jours. La figure 4.8 représente les
simulations du modele du bioréacteur et celles des données prélevées. La figure 4.9

représente les simulations du modele obtenu par le bibliotheque vnodelp
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substrat 51 Biomasse X

FIGURE 4.8 — Simulations des mesures enregistrées (bleu) et du modele de
nitrification(+)

L’identification des parametres du modele du bioréacteur a été effectuée par I'ap-
plication du critere des moindres carrés, en utilisant la fonction matlab « Isqnonlin »,
figure 4.10. Cependant, les parametres a identifier sélectionnés pour l'identification
ensembliste sont les taux de croissance maximaux fimqez1(S1) €t fmaz2(S2) pour les
deux populations bactériennes X; et X, respectivement, ainsi que les rendements
ki et ky. Les constantes de demi-saturation kg et kg sont considérées comme

constantes.
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FIGURE 4.9 — Simulation du modeéle avec VNODELP (a,b,c les substrats S1,52,S3
resp, d la biomasse X = X1+ X2)
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FIGURE 4.10 — Identification des parameétres par moindres carrés
Mesures prélevées : courbe bleue étoilée

Modele simulé : courbe verte

Modele obtenu pour les valeurs identifiées par MC : courbe rouge

Les trajectoires englobantes sont obtenues par résolution des équations (4.51).
La figure 4.11 représente la simulation du modele pour la période de 2 jours a 22
jours et pour laquelle le substrat d’entrée est constant. La figure 4.12 concerne une
période de 18 jours a 27 jours, pour ce cas il y’a une variation du substrat .5;,. Les
simulations sont effectuées avec les valeurs des parametres obtenues par la méthode
des moindres carrés. D’autre part, la biomasse X = X; + X5 et substrats Sp, S5 et
S5 sont accessibles a la mesure a des instants discrets. On considere que ces mesures
sont affectées par des erreurs additives inconnues, mais qui restent bornées par des

bornes connues a priori.

Y (t;) =Y (t;,) + E(t;) (4.52)

avec E (¢;) représente le domaine admissible borné de toutes les erreurs commises

sur les mesures a 'instant ¢;

X = [1.01,0.98] X (t;)

S, = [1.01,0.9] 3, (t)
Sy = [1.01,0.99]S5(t;)
S = [1.01,0.3]S3(¢;) alors :
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FI1GURE 4.11 — Trajectoires englobantes pour une période 2j a 225
En bleue : courbes max

En vert : courbe min

En rouge : les mesures réelles

04

03

02

o1

FIGURE 4.12 — Trajectoires englobantes pour une période 185 a 275
En bleue : courbes max

En vert : courbe min

En rouge : les mesures réelles

Dans ’étape suivante, une procédure de l'identification des parametres utilisant

la méthode des moindres carrés via la fonction Matlab « lsqnonlin » programmé sous
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Intlab a été utilisé pour trouver des courbes inclusives optimales figure 4.13, ce qui
a permis de déduire un encadrement optimal pour chaque parametre a identifier et

qu’on a regroupé dans le tableau 4.1.
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FIGURE 4.13 — Trajectoires englobantes(bleue), trajectoires englobantes opti-
males(rouge), mesures(*)

L’identification des parametres par inversion ensembliste est effectuée en exé-
cutant I'algorithme SIVIA qu’on a associé a l'intégration numérique basée sur la
théorie de comparaison des inégalités différentielles. Cela a permis dans un premier
temps, de caractériser pour les parametres fiyaz1 €t fimaz2, d'une maniere garantie,
I’ensemble S illustré par la figure 4.14. En effet, 'approximation intérieure S est
décrite par ’ensemble des boites bleues, obtenus exactement et avec une précision
e. Les boites jaunes sont incertaines et sont traitées une seconde fois avec Sivia
jusqu’a ce qu’on atteint la précision fixée. Cependant, en augmentant la précision e,
le temps de simulation devient tres grand jusqu’a atteindre parfois plusieurs jours,
il est donc difficile d’affiner les résultats en augmentant la précision avec Sivia. Pour
cette raison, nous avons associé un contracteur a l’algorithme Sivia. L’algorithme
réalisé s’appelle SiviaP et il est illustré par la figure 4.15, la figure 4.16 et la figure
4.17 pour différentes précisions. SiviaP est un contracteur basé sur la projection de

contraintes, utilisant des sous résolveurs comme il a été décrit au chapitre I. Cet
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algorithme a permis de réduire le temps de simulation ainsi que la longueur des
intervalles relative a chaque parametre. La projection de 'approximation extérieure
S sur les axes de parametres permet d’obtenir les encadrements des parametres
de maniere garantie. L’identification des parametres fiq:1 €t fmazo est effectuée en
maintenant les rendement £y et ko constants et cela pour un pavé de recherche initial

p =1[0.3,0.8] x [0.2,0.4] et une précision € = 0.01

uv.4

0.38

0.36

0.34

0.32

0.28

Mumax2

0.26

0.24

0.22

0.2
0.3 0.35 04 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

Mumax1

FIGURE 4.14 — Pavés solutions relatifs aux parametres
Imaz1 €6 Wmazo Obtenu par Sivia

Les pavés concernant les parametres identifiés obtenus sont :
T = 84.502531s € =0.01
fmaz1 (S1) = [0.4499,0.5938]
Hmazz (S1) = [0.2937,0.3063]

0.33

0.324

0.31H

0.3

Mumax2

0.29H

0.28H

0.27 L 1 L 1 L L L 1 L
042 044 046 048 0.5 052 054 056 058 06 0.62
Mumax1

FIGURE 4.15 — Pavés solutions relatifs aux parametres
tmaz1 €6 maze Obtenu par SiviaP
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Les pavés concernant les parametres identifiés obtenus sont :
T =9.9522s ¢ =0.01
Hmaz1 (S1) = [0.4520,0.5933]
Hmazz (S1) = [0.2929, 0.3068]

0.33

0.32H

0.31

N - i |

0.29

Mumax2

0.28H

0

27 L 1 L L L 1 1 1 1
042 044 046 048 05 052 054 056 058 06 0.6
Mumax 1

FIGURE 4.16 — Pavés solutions relatifs aux parametres
Imaz1 €6 lmaze Obtenu par SiviaP

Les pavés concernant les parametres identifiés obtenus sont :
T = 35.2934s € = 0.005
Hmaz1 (S1) = [0.4520,0.5963]
Hmazz (S1) = [0.2929, 0.3068]

0.33

0.32

0.31

0.3

Mumax2

0.29

0.28

0.27 1 1 1 1 L 1 L 1 1
042 044 046 048 05 052 054 056 058 06 06

Mumax1

FI1GURE 4.17 — Pavés solutions relatifs aux parametres
[mazl €6 lmaze Obtenu par SiviaP

Les pavés concernant les parametres identifiés obtenus sont :

T = 641.6982s € = 0.001
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fimaz1 (S1) = [0.4505, 0.5970]
fimazz (S1) = [0.2912, 0.3076]

Les figures suivantes illustrent les encadrements des parametres ky et ko mainte-
nant les parametres fi,a:1 €t fmaze constants. La figure 4.18 est obtenue par Sivia
pour une précision € = 0.01, On constate que le temps est tres élevé mais on a
pu le réduire par SiviaP, les figures 4.18, 4.19 et la figure 4.20 sont obtenues pour
différentes précisions. Le pavé initial est :p = [0.5,1] x [0.8, 2]

<

k2

L L L L L L L
04 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
k1

FIGURE 4.18 — Pavés solutions relatifs aux parametres
ki1 et ko obtenu par Sivia

Les pavés concernant les parametres identifiés obtenus sont :
T = 13868.2185s ¢ = 0.01
k1 =10.7312,0.7688|
ks = [0.5453,1.8293]
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k2

8 L L L L L L L L
0.71 072 073 074 075 076 077 078 0.79 0.
k1

FIGURE 4.19 — Pavés solutions relatifs aux parametres
k1 et ko obtenu par SiviaP

Les pavés concernant les parametres identifiés obtenus sont :
T =111.7257s ¢ =0.01
ki1 = [0.7323,0.7726]
ke = 10.9067, 1.8292]

k2
N

8 L L L L L L L L
071 072 073 074 075 076 077 078 0.79 0.
k1

FIGURE 4.20 — Pavés solutions relatifs aux parametres
k1 et ko obtenu par SiviaP

Les pavés concernant les parametres identifiés obtenus sont :
T = 7810.9073s € = 0.001
k1 =10.7291,0.7726]
ks = 10.9067,1.8335]
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Les figures suivantes illustrent les encadrements des parametres kg et kg pour

une précision € = 0.01 et pour un encadrement initial p = [0.2, 1] x [0.5, 1]

0.6 . L . . . . . L
0% 04 04 05 085 06 06 07 07 08
ks1 kst

FIGURE 4.21 — Pavés solutions relatifs aux parametres
ks et kg obtenu par Sivia et SiviaP

Les pavés concernant les parametres identifiés obtenus sont :

T =9225.609117s ks = [0.2437,0.9188] kg = [0.6171,0.7579]

T =5.084959s kg = [0.3516,0.7819] ks = [0.6533,0.7267]

La figure 4.22 illustre I'identification des quatres parametres fimazt, Mmaz2, k1
et ko utilisant SiviaP pour une précision ¢ = 0.01, et pour une boite de recherche
initiale :

p=10.2,1.2] x [0.2,1] x [0.1,0.8] x [0.5,0.8]

Mumax2

027 g4 Mumax1

FIGURE 4.22 — Pavés solutions relatifs aux quatres parametres
Imazl 5 Mmaz2 5 K1 €t ko obtenu par SiviaP

Les pavés concernant les parametres identifiés obtenus sont :
T = 39530.0036s € = 0.01
Hmaz1 (S1) = [0.4613,0.5612]
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Hmaz1 (S1) = [0.2930, 0.3068]
ki = 10.7474,0.7575]
ke = [0.9067,1.8292]
Afin de procéder a une comparaison, nous avons regroupé les résultats dans le

tableau ci- dessous.

Parametres | Parametres | Parametres | Trajectoires SiviaP

apriori estimés englobantes MC

par (MC)

JT— [0.45,0.5] 0.5049 [0.5081, 0.5463] [0.4613, 0.5612]
Hmax2 0.27 0.2994 [0.2624, 0.3199] [0.2930, 0.3068]
ky 5.555 0.751 [0.7398, 0.7471] [0.7474, 0.7575]
ko 10 1.1875 [1.6704, 2.0000] [0.9067, 1.8292]
ks (0.3, 0.48] | 0.47 [0.4360, 0.4845] [0.47, 0.47]
ko [0.65, 0.7] | 0.69 [0.4848, 0.6452] [0.69, 0.69]
€ - - - 0.01
T (s) - 963.4441 41.2212 39530.0036

Tableau 4.1 — Comparaison des résultats obtenus par trois méthodes

4.8 Conclusion

Cette étude nous a permis de déterminer un encadrement garanti des solutions
des équations d’état d’'un modele de bioréacteur, par le biais de la résolution des
équations différentielles numériques par application de la théorie de comparaison
des inégalités différentielles, en utilisant la boite a outils INTLAB de MATLAB.
L’identification des parametres de ce modele sont obtenus par I'utilisation du critere
des moindres carrés.

L’optimisation des trajectoires englobantes par le principe des moindres carrés en
utilisant la fonction lsqnonlin de Matlab, nous a permis de déterminer les intervalles
d’incertitude minimaux relatifs a chaque parametre identifié.

L’algorithme Sivia a également été programmé en utilisant la bibliotheque INTLAB

dans Matlab, afin de tester l'inversion ensembliste. Cette étude comparative nous a
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permis de constater que les intervalles obtenus par I'inversion ensembliste sont assez
larges. Ceci est dii au probleme du pessimisme provoqué par les deux phénomenes
décrit au chapitre II : Le premier est le probleme de multioccurence et le second
est l'effet d’enveloppement, Cela rend les méthodes ensembliste plus pauvres que les
méthode probabilistes. L’autre probléme concernant l'inversion ensembliste, c’est
temps de simulation qui est plus long jusqu’au atteindre parfois jusqu’a plusieurs
jours. Cependant, 'introduction d’un contracteur associé a l’algorithme Sivia nous
a permis de réduire le temps de simulation et la longueur de l'intervalle autour
de chaque parameétre identifié. Nous pouvons donc conclure que les méthodes

ensemblistes nous permettent de déterminer les solutions de maniere garantie.
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4.9 Introduction

La méthode d’identification des parametres du bioréacteur que nous allons
exposer dans ce chapitre est la méthode LSCR (Leave out Sign-dominant Correlation
Regions) développé par MC.CAMPI [20; 21]. Le principe est basé sur la construc-
tion d’une région de confiance O, a partir du calcul des fonctions de corrélation
empiriques. L'un des aspects intéressant de cette méthode est que ces régions de
confiance sont déterminées de maniere non asymptotiques et avec une probabilité
garantie, quelle que soit la taille de ’ensemble. D’autre part, les hypotheses sur le
bruit qui affectent les données sont tres réduites, nous pouvons simplement supposer
que c’est un signal indépendant et réparti symétriquement autour de zéro, la variance
peut prendre n’importe quelle valeur. Cependant, 'intensité du bruit peut influer

sur la largeur de la zone de confiance.

4.10 Principe de la méthode

La procédure de calcul des régions de confiance par la méthode LSCR est la

suivante :

1. On suppose que nous essayons d’identifier les parametres p d’un systéme S,
nous définissons l'erreur de prédiction € (p), qui représente la différence entre
les données échantillonnées bruitées sur la sortie du systeéme y (t) et la sortie

du modele y,, (t).

&(p) =yt — Ym (p), pourt=12--- K (4.53)
2. Sélectionner un entier r > 1 . Puis, pourt =1+7r,--- N +r = K, Calculer :
ferr =€ (p)e:(p) (4.54)
3. Considérer un ensemble I = {1,..., M}, pour un certain nombre de données
M, et une collection G de sous ensembles I; C I, 7 =1,..., M qui est un groupe

respectant la différence symétrique. ie :([; Ul;) — (I; N1;) € G sil;, I; € G et

alors calculer les estimations de la corrélation E [, (p) & (p)], définit par :
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g, 0)=> fi,(p) i=1,....M (4.55)
kel;
Pour p = pg, sachant que w représente un bruit additif indépendant et

symétriquement distribué autour de zéro. On a

E e~ (po) € (po)] = E [wi—qwi] =0 (4.56)

On en conclut que, les estimations empiriques sont une séquence de variables

aléatoires de moyenne nulle pour p = py. Par conséquent, nous calculons un cer-

tain nombre d’estimation de corrélation en utilisant différents sous-ensembles

de données, et nous ¢éliminons les régions dans ’espace des parameétres, ou les

estimations empiriques sont positifs (ou négatifs) trop de fois.

i
2

4. Soit un entier ¢ > 0 dans un intervalle [1, , il s’agit de caractériser la

€

région O, de sorte qu’au moins q de g5, (p) sont supérieurs a zéro et au moins

q sont inférieures & zéro. La probabilité pour que p appartienne a 65, (p) est :

P(peo;,)=1-7
La région Of , dépend des valeurs r et q, ainsi que de I'ensemble des intervalles
qui forment le groupe G. En annexe 2, on présente un bref descriptif du procédé de
génération de ce groupe décrit par Gordon [34].

On peut définir ©j, , formellement par :05 , = Oy F N O tel que :
ont = {p € P tel que ZTE’JF (p) > q}, j=1,2,...
i=1

(4.57)
O, = {p € P tel que > 77 (p) > q}, j=12 ...

i=1

P représente le pavé de recherche initial pour le parametre p avec :
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€,— 1 st _g:r(p)zo
TZ‘, — ’
0 ailleurs
et (4.58)
7—~€7+ — 1 S'l. gir (p) Z O
0 ailleurs

L’ensemble @i:;’ contient toutes les valeurs p € P de telle sorte qu’au moins une
des q fonctions g5, (p) est plus grande que zéro tandis que Oj;; contient toutes les
valeurs p € P de telle sorte qu’au moins une des q fonctions g5, (p) est plus petite
que zéro.

Considérons le modele linéaire suivant [20] :

wit)

u(t) y(t)
—— G(e")
FIGURE 4.23 — Modele linéaire
Theorem 5. Soit :
v =Gz 0)u + H(z71, 0)wy (4.59)

On suppose que wy est un bruit dont la distribution est indépendante et symétri-
quement distribué autour de zéro. On suppose aussi que wy et wy.u; admettent des
densités pour €viter une probabilité non nulle pour que ces deuxr quantités prennent
des valeurs égales. Le calcul des régions de confiance ©5, (p) et O, (p) étant basées
sur le calcul de [’auto-corrélation de [’erreur de prédiction et linter-corrélation
entre erreur de prédiction et le signal d’entrée. Alors on montre qu’un paramétre

appartenant a ces régions de confiance vérifie : (Démonstration en Anneze 3) :

Prlpe®;, (p)=1-

S
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(4.60)
Prlpe®}, (p)]=1-

S

Les deux ensembles ©f, et O}, fournissent des régions de confiance non asymp-
totiques. Cependant, chacun de ces ensembles seront généralement sans bornes
dans certaines directions de I’espace des parametres et donc inexploitables. Dans la
pratique la région confiance peut étre obtenue en faisant l'intersection d’un certain

nombre n. de ©f, et n, de O, tel que :
6 = i, O, O (4.61)

Le choix de n, et n, dépend de la classe du modele étudié ainsi qu’au nombre de

données disponibles[21]. Le cas de systéme non-linéaire est traité dans [21]

4.11 Exemple de Campi

Pour mieux comprendre la méthode, Campi [6] décrit en détails I'exemple

suivant :

Exemple 4.3
Considérons un systeme du premier ordre :
Ye + Ooyr—1 = wy (4.62)

avec p = 0.2 le parametre a identifier et w; est un processus indépendant

symétriquement distribué autour de zéro, sa variance peut étre choisie quelconque.

On génere 9 mesures a partir du modele (4.62) qu’on représente sur la figure 4.24
et le but est d’identifier le parametre 6y et de déterminer une région de confiance

autour de ce parametre.

1. http ://marco-campi.unibs.it/LSCRwebsite/index.html
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14ar

FIGURE 4.24 — Courbe des mesures

On réécerit le systeme avec un parametre générique 6 afin de définir un prédicteur :

gt = —Qyt_l (463)
et par la suite calculer 'erreur de prédiction pour t =1,...,8:
e(0) = y(t) —9(t) = y(t) + Oy (4.64)

ces erreurs nous permettent de calculer les fonctions suivantes :

fi—1(0) = €,_1(0)e,(0) pour t=2,...,8 (4.65)

Puis nous calculons 8 moyennes de ces fonctions :

9:(6) = 5 > ful®) (4.66)
kel
ou les ensembles I, sont des sous ensembles de {1, ..., 7} contenant les éléments

mis en évidence dans la figure 4.25% par un rond. Par exemple, I; = {1,2,4,5} et
I, = {1,3,4,6}. Les fonctions g¢;(#), i = 1,...,7, peuvent étre interprétées comme

fonction de corrélation empiriques de I'erreur de prédiction.

2. http ://marco-campi.unibs.it/LSCRwebsite/index.html
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1 2 3 56 7
Ii|e o o o
I> | e ®
I3 °o o o o
Ip|e o e o
Ig | e ° a °
Ig e o o °
I7 e o o o

FIGURE 4.25 — Tableau des sous ensembles I,

Pour r=1, les fonctions de corrélation relatives a ce tableau se calculent de la

fagon suivante :

firmi=¢€1(0)e2(0) +e2(0)es(0) +e;(0)es(0) +e5(0) €6 (0)

forer =€1(0) ez (0) +e3(0)e; (0) + ¢, (0) €5 (0) + €6 (0) €7 (0)

Jgrer =+

La figure 4.253 représente g;(f), la moyenne de ces fonctions de corrélation en

fonction de 6

FIGURE 4.26 — Fonctions de corrélations g;(6)

3. http ://marco-campi.unibs.it/LSCRwebsite/index.html
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Remarque

Les fonctions de corrélation g;(0) ont tendance & couper I’axe des abscisses a des
points proches du parametre recherché 6, et elles prennent des valeurs positives et
négatives avec une probabilité égale. En effet, si on calcule la fonction g;(#) pour
0 = 0y comme suit :

a10) =15 D [y + Ooye—1] [Yrs1 + Ooyi] (4.67)

ke{1,2,4,5}

= i Z [k + Ooyr—1 + (0 — 0o)yr—1] [Yrt1 + Ooyr + (0 — o) ys]

ke{1,2,4,5}
- i Z ['lUk- + (9 - QO)yk—l] [wk—‘rl + (9 — Qo)yk]
ke{1,2,4,5}
=10-00)" > ym
ke{1,2,4,5}
+ (i) (6 — o) Z WYk
ke{1,2,4,5}
1 1
+ (Z) (9 - 00) Z Yk—1Wk+1 + Z Z WEWE+1
k€{172,475} k€{1,2,4,5}
T2 Wit =0 (4.68)
ke{1,2,4,5}

I’équation 4.68 représente la moyenne des fonctions de corrélation. Si cette
moyenne est nulle pour # = 6y, donc nous pouvons conclure que la valeur estimée 6,

se trouve aux environs ou les fonctions moyennes se croisent sur 'axe de 6

Par conséquent, le principe de la méthode LSCR et d’éliminer deux fonctions de
corrélation les plus a droite et deux les plus a gauche, ce qui correspond a g = 2.
Nous obtenons sur la figure 4.26, un intervalle [—0.04, 0.48] qui représente une région

2

de confiance pour 6, avec une probabilité égale a :1— % = 0.5 (¢ = 2 et n=8mesures).

Dans cet exemple, 'intervalle obtenu est un peu large, avec une probabilité de
50%, afin d’améliorer cette probabilité et diminuer la largeur de I'intervalle solution,

il faut augmenter le nombre des mesures.
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4.12 Caractérisation garantie

L’inconvénient de 'approche LSCR est la difficulté a caractériser numériquement
ces régions de confiance. M.KIEFFER [56] a porté une amélioration a cette approche
en la combinant avec les méthodes ensemblistes, en particulier, I'inversion ensem-

bliste, ce qui permet de garantir les résultats. LSCR nous permet de caractériser un

ensemble :
0, = {p € P tel que > 7 (p) > q} (4.69)
i=1
ou :
Lsig,(p)=0 (4.70)
Ti (p) = C
0 ailleurs

Cette expression peut étre reformulée comme un probléeme d’inversion ensem-
bliste

m

O, =PnN77([g,m]) avec 7, = 7(p) (4.71)
i=1
La théorie des ensembles possede deux points faibles : la premiere est 'augmen-
tation exponentielle du temps de simulation avec le nombre de parameétres a estimer.

Le second est le pessimisme qui a déja été décrit dans les chapitres précédant.

4.13 Application au Bioréacteur

La méthode LSCR a été testé sur le méme modele de chémostat décrit aupara-
vant. On commence par déterminer une région de confiance correspondant au taux de
croissance maximum, fly,ez1(S1) €t fmaze(S2), les autres parametres sont considérés
constants. Le pavé de recherche initial est P = [0.35, 2] x [0.2, 1]. Pour un nombre de
mesures n = 48, les parametres entiers r=1 et q =3 nous obtennons une région de
confiance avec une propabilité a 90,47%. Toutes ces simulations ont été effectuées

sur un Core I3 avec une précision € = 0,01, une variance=0.001.

€

La figure (4.27-a), représente la région de confiance ©;.,

obtenue par maillage

avec un pas € = 0.01, en t = 1.23s. Sur la figure (4.27-b) sont représentés, les pavés
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solutions obtenus par l'algorithme Sivia, le temps de simulation est ¢t = 15.328s.

0.90476 confidence set
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0 '
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(a) Griding-LSCR
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0.2 0.25
0.5 1 1.5 2 0.4 045 05 055 06

(b) Sivia :Fonction d’inclusion naturelle

FIGURE 4.27 — (a) Maillage de l'espace de recherche obtenu par LSCR, (b) Pavage
de domaine avec Sivia, et leur zoom autour du parametre apriori (*)

Les figures suivantes 4.28 représentent le résultat de l'identification des para-
metres ky et ko, pour un pavé de recherche initial :
p0 = [0.5,1] x [0.5,2] ont obtient des pavés solutions en un temps de simulation

T = 35.077946s
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(b) Sivia :Fonction d’inclusion naturelle

FIGURE 4.28 — (a) Maillage de I’espace de recherche obtenu par LSCR, (b) Pavage
de domaine avec Sivia, et leur zoom autour du parametre apriori (*)

Les figures suivantes 4.29 représentent le résultat de l'identification des para-
metres ks; et ksy, pour un pavé de recherche initial :
p0 = [0.1,1] x [0.1,1] ont obtient des pavés solutions en un temps de simulation

T = 8.645434s
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FIGURE 4.29 — (a) Maillage de I’espace de recherche obtenu par LSCR, (b) Pavage
de domaine avec Sivia, et leur zoom autour du parametre apriori (*)
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Tableau 4.2 — Résultats

Paramétres | paramétres a priori | Paramétres estimés(MC) | LSCR+Sivia
JT— [0.45,0.5] 0.5049 [0.3951, 1.0655]
[maz2 0.27 0.2994 [0.2749,0.3032]
k1 5.555 0.751 [0.6484, 0.7422]
k2 10 1.1875 [0.5000, 2.000]
ksl [0.3,0.48] 0.47 [0.2828, 0.8946]
2 [0.65,0.7] 0.67 [0.5359,0.7891]

4.14 Conclusion

Les points forts de la méthode LSCR sont les hypotheses minimales concernant le

bruit additif et ’'obtention d’un résultat avec une probabilité garantie. Cette méthode

développée par Campi et améliorée par M.Kieffer fournit des résultats garantis. En

effet, I'algorithme Sivia associé évalue les approximations intérieures et extérieures

des régions de confiance asymptotiques non déterminées par LSCR.



Conclusion générale et

Perspectives

« C’est le devoir de chaque homme de rendre au monde
au moins autant qu’il en a regu. »

Albert Einstein, (Physicien)

L’une des préoccupations majeur de la communauté scientifique est de pouvoir
décrire un systeme dynamique par un modele mathématique le plus précisément
et fidelement possible. Pour cette raison, des techniques d’identification abondent
dans la littérature. Selon les dires de Ljung[60] « il existe un impénétrable mais
transparent écran entre la description mathématique de notre monde et le monde
réel ». Ce qui veut dire qu’il est impossible d’établir des relations exactes entre le
processus et son modele mathématique mais ’'on peut essayer de s’en rapprocher.
Un modeéle est construit sur la base de données observées, d’ou la difficulté quand
il s’agit d’étudier des systemes biologiques, médicaux ou biotechnologiques quand
le temps se compte en jours et quand l'intervalle d’erreur est trop large. Dans
cette theése nous testons de nouvelles techniques pour identifier les parametres
d’un chémostat. Ces techniques consistent a 1'utilisation de méthodes ensemblistes
basées sur I'arithmétique des intervalles. Le premier chapitre a été consacré a la
description du dispositif expérimentale sur lequel s’est portée notre étude, il s’agit
d’un bioréacteur en fonctionnement continu qu’on appelle chémostat. Ce dispositif
modélise les deux étapes de nitrification du cycle de l'azote dans le cadre du
traitement des eaux usées par boues activées. Les micro organismes nitrifiants
composants la biomasse sont dominés par deux types de bactéries, Nitrosomonas

(AOB) et Nitrobacter (NOB) qui suivent une cinétique de Monod. En se basant sur
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le bilan de matiere, le modele mathématique du chémostat obtenu est décrit par cing
équations différentielles. Dans le chapitre suivant, Nous avons présenté les bases de
Iarithmétique des intervalles, rappelé les différentes opérations ensemblistes ainsi
que les types de récipients pouvant contenir ces ensembles tels que des pavés afin de
les manipuler aisément. Nous avons aussi défini des notions importantes telles que la
fonction d’inclusion et le pessimisme résultant qui provoque une surestimation d’un
pavé solution. La solution apportée a ce probleme de pessimisme est 'introduction de
contracteurs. Il en existe plusieurs mais nous avons présenté en détails la contraction
par projection qui est celle qu’on a utilisé dans cette these. Nous avons terminé ce
chapitre par la définition de I'inversion ensembliste qui est la base de l'identification
dans le contexte a erreurs bornées. Dans le troisieme chapitre nous décrivons en
détail l'identification dans le contexte a erreurs bornées. Nous avons débuté par
un rappel des méthodes classiques de l'identification afin de procéder a une étude
comparative avec celles utilisant les méthodes ensemblistes et déduit par la suite
les avantages et inconvénients de ces techniques. Afin d’illustrer I'identification dans
le contexte a erreurs bornées utilisant 'inversion ensembliste, un exemple de robot
plan a deux degrés de liberté du type Scara est testé. L’essentiel de notre travail
est présenté dans le quatrieme chapitre. Il s’agit d’identifier certains parametres
d’un chémostat. Dans un premier temps, nous avons choisi d’identifier les taux de
croissance maximaux fmaz1(S1) €t fimaz2(S2) pour les deux populations bactériennes
X; et Xy, respectivement, puis les rendements kq et ks et ks; et enfin ks, Nous avons
partagé ce chapitre en deux parties :

La premiere est consacrée a l'intégration numérique garantie utilisant la théorie
de comparaison des inégalités différentielles qui nous a permis d’encadrer toutes
les solutions de notre systeme entre deux solutions englobantes qu’on a minimisé
en utilisant un critere des moindres carrés. Nous avons d’abord montré que notre
systeme n’était ni monotone, ni préservateur d’ordre, ni coopératif, par conséquent
les solutions englobantes sont obtenues par l'application d’une regle basée sur le
théoreme de Miiller [71]. Notons qu’il est possible de rechercher une nouvelle base
de coordonnées des EDO de facon a obtenir un systeme coopératif si le systeme est
préservateur d’ordre, ce qui n’est pas le cas pour notre modele. L’identification des
parametres par inversion ensembliste est effectuée en exécutant 'algorithme SIVIA

qu’on a associé¢ a l'intégration numérique basée sur la théorie de comparaison des
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inégalités différentielles. Cela a permis de caractériser, d’'une maniere globale et
garantie, ’ensemble solution.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre nous utilisons la méthode LSCR/(Leave-
out Sign-dominant Correlation Regions), ¢’est une nouvelle méthode d’identification
proposée par MC.CAMPI [20]. Le principe est basé sur la construction d’une région
de confiance O, a partir du calcul des fonctions de corrélation empiriques. L’avantage
de cette méthode est que ces régions de confiance sont déterminées de maniére non
asymptotique et avec une probabilité garantie, quelle que soit la taille de I’ensemble.
D’autre part, les hypotheses sur le bruit qui affectent les données sont tres réduites,
nous pouvons simplement supposer que c’est un signal indépendant et réparti
symétriquement autour de zéro, la variance peut prendre n’importe quelle valeur.
L’inconvénient de 'approche LSCR est la difficulté a caractériser numériquement
ces régions de confiance. M.KIEFFER [56] a apporté une amélioration a cette
approche en la combinant avec les méthodes ensemblistes, en particulier, I'inversion
ensembliste, ce qui permet de garantir les résultats. Nous avons testé cette méthode
qui nous a paru tres intéressante.

Pour les deux méthodes d’identification ensemblistes utilisées, nous obtenons des
encadrements pour les parametres identifiés relativement proche et de plus ils
contiennent les valeurs a priori. Cependant, I'inconvénient majeur de ces méthodes
reste le pessimisme introduit pendant les calculs, ce qui a fourni des intervalles
plutét larges. Dans la premiere partie de notre application, on a pu atténuer
I'effet de ce pessimisme par l'introduction d’'un contracteur, de plus le travail a
été effectué avec la toolbox Intlab de Matlab qui n’est pas le plus adapté pour
Iarithmétique des intervalles, la programmation en C+4 améliore nettement les
résultats en termes d’encadrement et en temps de simulation. Dans la seconde
partie, pour remédier a ce probleme de pessimisme, on a essayé d’utiliser la forme
centrée de la fonction d’inclusion qui n’a pas donné des résultats trés concluants,
I'introduction d’un contracteur constitue une suite a ce travail. Les perspectives a ce
travail sont nombreuses puisque les recherches dans le domaine de I’ensembliste et
I’arithmétique des intervalles sont en plein essor, on peut s’orienter vers la recherche
de nouvelles techniques de contraction. Il existe la bibliotheque ibex[3] qui résout
des problémes d’optimisation non linéaires utilisant le principe de propagation de

contraintes et 'arithmétique des intervalles. Avec la bibliotheque VNODELP, on
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a juste procédé a l'intégration numérique garantie, comme suite a ce travail, on
peut procéder a l'identification des parametres du chémostat utilisant 'inversion
ensembliste et essayer d’identifier les six parametres du chémostats en méme temps.
Tester d’autres estimateurs associés aux techniques ensemblistes serait intéressant
comme le filtre de KALMAN. Le calculateur influe sur les résultats, pour identifier
plusieurs parametres du chémostat en méme temps, il faut bien choisir le calculateur

sur lequel on travaille, plus rapide et plus précis.
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Annexe 2

La construction de Gordon, de la matrice d’incidence d’un
groupe
Soit I = {1,...,N}, Une matrice d’incidence pour un groupe {/,} de sous
ensemble de I est une matrice dont les éléments (7, j) sont tels que :
(i,7) =1sij € {l,} et (i,7) = 0 ailleurs.
L.GORDON [34] décrit la prodédure de construction de cette matrice d’incidence R
de la fagon suivante :
soit [ = {1, R 1} et un groupe possédant 2! éléments.

On pose R(1) = [1] et on calcule récurcivement pour k = 1,2,...,1:

R(2%1—1) R(2*'-1) o0
R(2°—1)=|R(2*'~1) J-R(2"'-1) ¢ (A.2.1)
0T el 1
ou J et e sont, respectivement, une matrice et un vecteur de tous les 1, et 0 est

un vecteur de tous les zéros. Par suite, soit ;

R (261 1)
OT
Gordon [34] donne également la construction de groupes lorsque le nombre de

R= (A.2.2)

points expérimentaux est différent de 2! — 1
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Annexe 3

Démonstration du théoreme 4

Si l'on reprend I'exemple de Campi, la région de confiance est obtenue en éliminant
les régions de l'espace des parameétres ou toutes les fonctions g¢;(0), i =1,...,7 sont
supérieures a zéro, ou au plus une d’entre eux est inférieure a zéro et ou toutes
les fonctions sont inférieures a zéro, ou au plus une d’entre eux est supérieure a
zéro. Par conséquent, la vraie valeur du parametre 6, tombe en dehors de la zone
de confiance lorsque toutes les fonctions ¢;(0), ¢ = 1,...,7 sont plus grandes que
gs(6) = 0, ou tout au plus une d’entre eux est inférieure & gg(f) et ou toutes les
fonctions sont inférieures a gg(6), ou au plus une d’entre eux est plus grande que
gs(0). il fut démontré [21] que chacun de ces événements a la probabilité 1/8 de
se produire, de sorte que la probabilité totale pour que 6, tombe en dehors de la
zone de confiance est de 4.1/8 = 0,5 Considérons une seule condition et calculons
la probabilité ou toutes les fonctions g;(#), i = 1,...,7 sont supérieurs a gs(#) = 0,
les autres conditions dérivent de fagon similaires.

On a alors :

wiwWe + Waws + waws + wswg > 0
wW1Wy + W3wWy + Wwaws + wewy > 0
WolW3 + W3wWys + Wswe + Wewy > 0
Wy We + Wows + wewys + wrwg > 0 (A.3.1)
wWiwWe + Ww3wy + wswe + wrwg > 0

Wows + W3wy + waws + wywg > 0

WaWs + wswe + wewy + wrwg > 0

Pour calculer la probabilité pour que tous ces 7 inégalités soient simultanément

vraies, nous comparons g;(#), i =1,...,7 avec ¢g1(f) = 0 au lieu de gg(f) =0
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W1 We + W3Wy4 + WaW5 + WeWr > W1Ws + Wl + WaWs5 + WsWeg
WoWs3 + W3Wy4 + WsWe + WeWr > W1Ws + Wl + WaWs5 + WsWeg
WL We + Wals + WeWr7 + Wrwg > W1Ws + Wl + WaWs + WsWeg
WiwWy + W3wy + WsWe + Wrwg > WiWse + Welz + WaWs + WsWe (A.3.2)
Wol3 + W3Wy + WaWs + WrWg > WiWe + Wolg + W4Ws + W5Weg

WL W5 + WsWg + WeW7 + WrWg > W1Wg + Wolls + WaW5 + WsWeg

0 > wiws + waws + waws + wswe

En déplacant tous les termes a gauche, on a :

—WoW3 + Waws — WswWe + Wewy > 0
— Wi Wy + W3Wy — WaWs + wewy > 0
—WaWs — WsWg + WeWy + wrwg > 0
—WoWs3 + W3Wy — WaWs + wrwg > 0 (A33)
— W Wy + wawy — wswe + wrwg > 0

— W Wy — Wowsz + wewy + wrwg > 0

—W1Wy — WalW3 — WaW5 — WsWg > 0

Si 'on remplace wy par wsy et ws par ws

Wols3 + W3wWy + Wswe + wewy > 0
w1 Wy + W3wWy + Wyts + wewy > 0
Wy Ws + WswWe + wewy + wrwg > 0
Wo3 + W3wy + wyWs + wrwg > 0 (A.3.4)
w1 W + W3wy + Wswe + wywg > 0
w1 W + Waws + wewy + wrwg > 0

Wy Wy + Wows + waws + wswg > 0

On remarque que nous obtenons les méme équation que A.3.1, ceci est di a la

propriété de groupe des sous ensembles ;. Nous pouvons conclure que les équations
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(A.3.1) et (A.3.2) sont satisfaits pour la méme probabilité, puisque les w; sont
réparties de fagon symétrique. Les méme résultats sont obtenus si nous comparons
les équations avec ga(6o) ,g3(6o),. .. etc au lieu de g1(6). Etant donné que ces 8
possibilités sont disjoints et ont la méme probabilité pour se produire, alors on
conclue aussi que chaque évenement a exactement une probabilité de 1/8 pour se

produire.
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