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Résumé

Ce projet de fin d’étude a pour but de dériver pour un systéme physique un
modele d’état linéaire global & partir des données expérimentales d’entrée/-
sortie du systéme. Le modele obtenu est valable le plus large possible sur le
temps et non seulement autour d’un point de fonctionnement.

Pour ce faire, on a utilisé deux outils de prédiction en pleine expansion d’uti-
lisation : i) la technique DMD (Dynamic Modes Decomposition), qui consiste
a capter les dynamiques principales du comportement du systéme et, ii) la
technique basée Koopman, qui consiste & plonger le modeéle Non Linéaire
complexe dans un espace linéaire de dimension plus grande, et d’en déduire
un modele linéaire réduit, qui capte aussi les dynamiques dominantes du
systeme.

Ces approches ont été appliquées sur systéme anaérobie (virtuel) de traite-
ment des eaux usées, simulé par le modéle AM2 (modéle mathématique de
la digestion anaérobie). Sur la base du modéle linéaire, on a appliqué au
systeme AM2 quelques lois de commande. Des résultats satisfaisants ont été

obtenus et discutés.

Mots-clés : Bioprocédé ; Modélisation par data-driven ; Modéle AM2; Opé-
rateur de Koopman ; Réduction de modéle.




Abstract

The aim of this project is to derive a global linear state model for a physical
system from experimental date of system input/output. The obtained model
is valid as soos as possible over time and not only around an operating point.
To do this, we used two prediction methods which are largely used : i) the
DMD technique (Dynamic Modes Decomposition), which consists in captu-
ring the main dynamics of the system behavior and, ii) the Koopman-based
technique, which consists in projecting the complex non-linear model into a
linear space of higher dimension, and deducing a reduced linear model, which
also captures the dominant dynamics of the system.

These approaches have been applied on a (virtual) anaerobic wastewater
treatment system, simulated by the AM2 model (mathematical model of
anaerobic digestion). Based on the linear model, some control laws were ap-

plied to the AM2 system. Satisfactory results were obtained and discussed

Keywords : Bioprocess; Data-driven modeling; Model AM2; Koopman

operator ; Model reduction.
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Introduction générale

La plupart des activités humaines qui utilisent de I'eau produisent des eaux usées. Etant
donné que la demande d’eau dans son ensemble augmente, la quantité des eaux usées pro-
duites, et leur charge polluante globale, sont en augmentation constante dans le monde
entier.

D’aprés L’ONA (Office National de l'assainissement), les chiffres clés du mois de Janvier
2020 montre que le volume des eaux usées rejetées est équivalent & 105 Millions de m3
tandis que le volume mensuel des eaux épurées est de 21 Millions de m? grace aux 154
STEP au niveau national (Station d’épuration des eaux usées).

Ces stations d’épuration regoivent de I’eau usée urbaine (qui est plus facile a traiter que
I'eau usée industrielle) et par une suite d’unités de traitement (Déshuilage-Dégraissage,

Bassin d’aération, ... voir figure [1)).

Bassin d'aération Décanteur secondaire

FIGURE 1 — Quelque unité de traitement dans la STEP de Ain El-Houtz a Tlemcen

Le probléme des STEPs en Algérie c’est qu’elles fonctionnent en aérobie et donc mi-
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nimisent le potentiel des eaux usée, qui par traitement anaérobie peuvent produire du
Biogaz des fertilisant (engrais agricol). Le biogaz principalement composé du méthane
peut étre valorisé comme énergie renouvelable.

Le méthane (C'Hy) est un composé chimique naturel, il est le plus simple des hydrocar-
bures et fait partie des gaz a effet de serre (GES).

La figure [2) montre 1’équivalence en terme d’énergie du méthane comparant a d’autres
ressources conventionnelles : 1m? de biogaz est équivalent a 6 kWh (soit environ 0,6 litre

de fioul) comme le montre la figure

Q@

9.7 KWh d'électricité 1Litre de mazout

' 1 M3 de méthane b 2 brii
115 Litre d'essence (8570 Keal) 1,7 Litre d'alcool a briiler

L)

1,3 Kg de charbon 0,94 M* de gaz naturel

FIGURE 2 — Equivalence énergétique du méthane.

Le biogaz est obtenu grace & un processus naturel dit Digestion Anaérobie ou Fermen-
tation, faisant intervenir plusieurs organismes vivants ou bactéries en réaction avec des
substrats en absence d’oxygéne. La digestion anaérobie peut avoir lieu naturellement
(étangs, intestins, ...) ou dans des méthaniseurs (digesteurs) industriels, appelés encore
Bioprocédés anaérobies.

Les bioprocédés font intervenir des bactéries dont les réactions biologiques sont lentes,
donc c’est du monde vivant. Les modéles des bioprocédés décrivant en détail les réactions
biologiques (dit modéles phénoménologiques) sont de grande dimension, complexes, non
linéaires, & paramétres multiples et difficile & controler.

Pour faire du controle automatique, on a besoin des modéles simples d’un point de vue
mathématique, mais assez représentatifs du comportement principal (dynamiques des va-
riables principales) du systéme, d’ot le besoin de dériver des modeéles simples & partir des
modeéles complexes, ou a partir des données expérimentales.

Pour ce faire, plusieurs techniques de réduction de modéles et de prédiction de dynamiques
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sont proposées dans la littérature, parmi lesquelles les approches DMD (Dynamic Mode
Decompositions) et de Koopman sont trés efficaces.

Dans le cadre de notre PFE, on propose d’appliquer ces deux approches sur le systéme de
digestion anaérobie AM2 (un modéle décrivant la digestion par 4 équations différentielles
non linéaires). Le modéle AM2 est utilisé comme bioprocédé virtuel pour générer des
données, qui seront utilisées par DMD et Koopman pour dériver un modéle linéaire global
et, a partir duquel les dynamiques de AM2 sont prédites.

Le mémoire comprend trois chapitres :

— Dans le premier chapitre, on s’intéresse au modéle AM2 décrivant la digestion anaé-
robie en deux étapes. On présente les équations du modéle et on étudie la stabilité

de ses équilibres.

— Dans le deuxiéme chapitre, on introduit les approches DMD et Koopman, en pré-
sentant leurs principes généraux et leurs algorithmes. Puis, on les applique sur les
données générées par AM2 afin de dériver un modéle linéaire global, valable le plus

large possible sur le temps.

— Dans le troisiéme chapitre, on utilise du DMD avec controle (DMDc) pour appliquer

au AM2 un contrdle PI synthétisé sur la base du modéle linéaire.




Chapitre 1

Le modéle AM2 de la digestion

anaérobie
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Chapitre 1. Le modéele AM2 de la digestion anaérobie

1.1 Introduction :

La modélisation des systémes est une représentation du comportement réel afin de les
controler, estimer leurs parameétres et observer leurs variables d’état.

La modélisation mathématique et la simulation sont des moyens flexibles et économiques
pour analyser et prédire le comportement dynamique des bioprocédés. Les premiers mo-
déles mathématiques des bioréacteurs anaérobies ont été proposés dans les années 1970
[11]. Selon le nombre de processus biochimiques considérés, il existe dans la littérature des
modeles plus ou moins complexes. Le modéle ADM1 de digestion anaérobie (Anaerobic
Digestion Model n.1), développé par des chercheurs de 'International Water Association
(IWA) [13] est le plus complet pour simuler des réacteurs anaérobies car il est trés dé-
taillé (modele phénoménologique). Il contient & sa base plus de 30 variables d’état et plus
de 80 paramétres. Malheureusement ce modeéle n’est pas dédié pour faire du controle du
processus.

Le modéle AM2 est un modéle simple décrivant la digestion anaérobie en deux étapes
(Acidogéne-Methanogéne 2 étapes). C’est un modeéle développé dans le cadre du projet
de recherche Européen AMOCO et basé sur le principe de la loi de bilans de matiéres.
AM2 décrit les dynamiques de quatre variables d’état principales : deux consortiums de
bactéries X et X; et, deux types de substrats Sy et Ss.

Ce chapitre présente en premier lieu le principe de modélisation des bioprocédés par la
loi de bilans de matiéres, allant d’un simple modeéle de chemostat au modéle AM2. Aussi,

I’analyse des équilibres et 1’étude de leur stabilité sont discutés en second lieu.

1.2 Modéle d’un simple Chemostat en mode continu :

La croissance des cellules est réglée par des réseaux complexes de facteurs génétiques et
environnementaux. La régulation de la croissance cellulaire nécessite une approche au ni-
veau du systéme pour son étude.

Cependant, ’étude rigoureuse de la croissance cellulaire régulée est remise en question par
la difficulté de controler expérimentalement la vitesse a laquelle les cellules se développent.
De plus, méme dans les expériences les plus simples, les conditions extra-cellulaires sont
souvent dynamiques et complexes car les cellules modifient continuellement leur environ-
nement & mesure qu’elles proliférent.

Pour comprendre la croissance cellulaire, on a inventé le chemostat : un appareil expé-
rimental de laboratoire permettant de cultiver des cellules (micro-organismes) tout en
controlant expérimentalement les taux de croissance cellulaire dans des environnements
définis et invariants.

La méthode de culture continue & ’aide d’un chemostat a été décrite indépendamment

par Monod [9] et Novick & Szilard [10] en 1950. Tel que concu a lorigine, les cellules
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sont cultivées dans un volume fixe de milieu qui est continuellement dilué par addition de
nouveaux milieux et élimination simultanée des anciens milieux et cellules.

Le chemostat peut étre considéré comme le modéle expérimental le plus simple des bio-
procédés (bioréacteurs), ou des cellules sont nourries par des substrats, en faisant varier
le rapport du débit d’alimentation par le volume du chemostat.

Un chemostat en particulier ou un bioréacteur en général fonctionne en trois modes :

— discontinu ou "batch" en anglais : une fois le bioréacteur rempli & un volume donné, il
n’y aura pas d’alimentation ni de soutirage. Les micro-organismes ont une croissance

exponentielle.

— semi-continu ou "fed batch" en anglais : le bioréacteur est continuellement alimenté,
seule la sortie (soutirage) est nulle. C’est le mode de fonctionnement qu’on préfére

lorsque 'objectif est de contrdler une population.

— continu : Le débit de la sortie est égal au débit de l'entrée. Le volume est donc
constant dans le réservoir. C’est le mode le plus utilisé lors des études des bioréac-

teurs et, qui est considéré dans le cadre de notre étude.

Nous pouvons schématiser un chémostat comme montré par la figure [I.1] :

Capteur de pH
Capteur de températureT®|

S, + X, : Concentrations en sortie
Q_ . : Débiten sortie

S, : Concentration a Uentrée
Qi“ : Débit d'entrée

S,X : Concentrations

<]  S:Substrat
a lintérieur

% X : Biomasse

«

V  :Volume

FIGURE 1.1 — Représentation d’un chemostat

La biomasse (ou micro-organismes) notée X dégrade le substrat (nutrition ou pollution)

notée S. On représente cette réaction biologique par le schéma réactionnel suivant :
kS 5 X (1.1)

S : Substrat ou matiére organique [¢DCO/L|, avec DCO est la Demande Chimique en

Oxygéne, qui représente la mesure de la pollution.
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X : Biomasse bactérienne [¢DCO/L].
¢ : vitesse de réaction biologique, correspondant a la vitesse de formation de la biomasse,
ou ¢ = u(S)X, avec u(S) est la cinétique biologique (taux de croissance de la biomasse).

k : coefficient stoechiométrique (rendement de dégradation de S).

Les modéles mathématiques des bioréacteurs sont obtenus en utilisant la loi de bilan de

masses [ :

dM

E = MEntre - MSortie + MGasziquide - MLiquidefgaz + MProduite - MConsomm (12)

On se basant sur ce principe de modélisation pour en déduire ’équation dynamique de
S
La masse du substrat S est donné par : M, = S.V.

d(gy) = an Sin — Qout S — k/L (8) XV

On divise par V :

dS in out
% = QTSZ- - QTS —ku(s) X

En Chemostat continu on a : Qi = Qour = ¢, ce qui donne :

S = D(Sim —S) — ku(S)X (1.3)

Avec : % = D, le taux de dilution [1/unité de temps]|, qui est un paramétre de commande

du systéme.

De méme, on calcule I'équation dynamique de X, dont la masse est donnée par : M, =
X.V.

WV — 0 — Quu X + p(s) XV — 0

Ce qui donne aprés tout calcul fait :
X = (u($) - D) X (1.4

Ainsi, le modéle mathématique d’un simple chemostat & un substrat et une seule biomasse

est donné par :

S = D(Spm —S) — ku(S)X
X = (u(S) - D)X
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1.3 Etude des équilibres et leur stabilité d’un simple

chemostat :

Pour calculer les équilibres du systéme, on pose les deux équations du modéle ([1.5)) égales
a 0, ce qui donne :

($)X =0
(u(S) - D)X =0

(1.6)

A partir de la deuxiéme équation, on aura X* = 0 ou u(S*) = D. Deux cas pour la

cinétique p(.S) sont considérés :
— Cas de croissance de type Monod (saturation de la croissance),

— Cas de croissance de type Haldane (inhibition de la croissance).

1.3.1 Cas de croissance de Monod :

La cinétiques biologiques de Monod a été proposée initialement par Jacques Monod en
1941 [9]. Utilisée pour modéliser la croissance bactériennes en milieu aqueux, en présence
de substrat limitant. S’il n’y a pas de ce dernier, la réaction ne peut pas avoir lieu. Plus la
concentration en substrat est grande, plus la vitesse de croissance est importante. Cette
fonction de croissance est donnée par :

S
= R —— 1.
M(S) Mma:pS+K ( 7)

Ou :
Imaz €St le taux de croissance maximum de la biomasse X sur le substrat S.
K est la constante de demi-saturation associée a S.

Le graphe associé a la fonction Monod est montré par la figure

i
K S

FIGURE 1.2 — Cinétique de Monod.
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Les propriétés mathématiques de cette fonction sont données par :

#(0) =0
p'(S) >0 pour S >0
N(+OO) = Mmax

Equilibres du chemostat avec cinétique Monod :

Les équilibres sont calculés aisément en démarrant de la deuxiéme équation de (|1.6)), c-a-d

quand X* =0 ou u(S*) = D, ce qui donne apreés calcul [2] :

— Equilibre de lessivage :
Ey =[S*, X*| = [Sin, 0]

Un bioréacteur lessivé est un bioréacteur ‘mort’, pas de biomasse a l'intérieur et
donc, la matiére organique quitte le milieu réactionnel sans étre dégradée (S = S;,,).
Dans la pratique (cas des STEP), cet équilibre est a éviter !

Cet équilibre existe toujours et ne dépend pas du taux de dilution D (variable de

commande).

— Equilibre intérieur :
* * —1 1 *
By =[5, X°) = (17 (D), £ (Sin — 5°)]

Car ;u(S*) = D donc S* = (D) et X* = +(Sin — 5%) .
C’est I’équilibre souhaité appelé positif ou intérieur du systéme, ot les valeurs de
S* et de X* sont positives et bornées car elles sont des concentrations biologiques.

Cet équilibre existe si et seulement si Sy, > S* et D < pipqe, comme illustré par la

figure

FIGURE 1.3 — Cinétique de Monod dans le cas ou S;, > S*

En fait, si D > pnaee Péquation p(S) = D n’a pas de solution et donc 'équilibre Ey

n’existe pas. Si maintenant D < fiq., I'équation u(S) = D accepte une seule solution

9
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S* = (D), qui doit vérifier Sy, > S* pour que Péquilibre F, existe.

Stabilité Locale des équilibres :

Le systéme non linéaire (|1.5]) a deux points d’équilibres : E; et E,. Pour étudier la stabilité
locale des équilibre du systéme, on utilise son linéarisé, c’est-a-dire étudier les valeurs

propres de sa Jacobienne donnée par :

. [—D — kg (SH)X* —ku(S7) ]
w(S*) X" p(s*) —D

/
avec:u:j—g

A Téquilibre E; = (Si,,0), on obtient la matrice :

—D  —ku(Sin)
0 u(Swm)—D

Les valeurs propres sont :\; = —D et Ay = u(S;,) — D.
L’équilibre F; = (S;,,0) est stable si et seulement si D > u(S;,). En réalité, il attire
toutes les solutions positives si D > u(S;,). Par contre, si D < u(S;,), la valeur propre A,

est positive, I’équilibre E; est instable : il y a des solutions qui partent d’aussi prés que

I’'on veut de cet équilibre et qui s’en éloignent.

A Téquilibre E = [S*, X*], on obtient la matrice :

—D — ky/(S*)X* —kD
(S X" 0

J:

Les valeurs propres A\; et Ay de cette matrice vérifient les conditions :

trace(J) =M\ + Ao = —D — kp/(S*) X~
det(J) = A x Ay = Dy (S*) X*

Pour que I'équilibre Es soit stable, il faut que : trace(J) < 0 et det(J) > 0. Ce dernier
dépend du signe de p/(S*), qui est en fait toujours positif pour la cinétique Monod.

Dong, 'équilibre Fy = [S*, X*| est stable quand il existe, ¢’est & dire quand p(S;,) > D.

10
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K(s)
b —
u(s,) /

FIGURE 1.4 — Cinétique de Monod dans le cas ou S;, < S*

Ces informations sont résumé dans le tableau [[.1] :

Si S* < Sm S* = SZ S* > Sm
FE; | Instable | S S
Ey |S n’existe pas | n’existe pas

TABLE 1.1 — Stabilité Locale des équilibres, Cas Monod

Stabilité Globale des équilibres :

L’utilisation de la jacobienne ne permet pas de conclure la stabilité globale du systéme,
c’est pour ¢a qu’on se base sur la proposition suivante démontrée dans |12] :

Si u(Sin) > D, Ey est (GAS).

Si u(Sin) < D Ey est (GAS).

FE; | Instable GAS GAS
Ey | GAS n’existe pas | n’existe pas

TABLE 1.2 — Stabilité globale des équilibres, Cas Monod

Résultat de simulation, Cas Monod :

Pour illustrer les résultats on présente des simulations numériques du systéme ([1.5) pour
des valeurs des paramétres biologiques données par la table [I.3]

Avec ces valeurs des paramétres de Monod, la solution de I’équation u(S*) = D est S* = 3.
Les résultats de simulation montrant I’évolution temporelle de S(t) et X (t) et, le plan de
phase S(t), X (t) sont représentés par la figure |1.5|

11
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Paramétres | m |g| | Si, g/L] | K | a | k| D [jours™|
Valeurs 0.6 |20 311]1]03

TABLE 1.3 — Paramétre biologique dans le cas de monod

On constate que les deux équilibres F; et F5 existent, mais c¢’est ce dernier qui est stable,

tandis que E; est instable.

25r

FIGURE 1.5 — Trajectoires de phase a gauche et trajectoire temporelle a droite

1.3.2 Cas de croissance de Haldane :

La fonction de croissance de Haldane (1930) aussi nommeée fonction d’inhibition, modélise
la croissance bactérienne en présence de substrat S inhibiteur. A faibles concentrations
de S, on a une croissance de type Monod sans atteindre la saturation, mais a fortes
concentrations de S, la biomasse subit I'effet d’inhibition par le substrat lui méme.

La fonction de croissance Haldane est donnée par :

S
S) = —_ 1.8
) = e e (18)
Ol : flmae est le taux de croissance maximum de la biomasse X sur le substrat S.
K est la constante de demi-saturation associée a S.

K; est la constante d’inhibition.

Le graphe associé a la fonction Haldane est montré par la figure [1.6] .

12



Chapitre 1. Le modéele AM2 de la digestion anaérobie

FIGURE 1.6 — Cinétique de Haldane

Les propriétés mathématiques d'une cinétique de type Haldane sont données par :
1(0) =0 et p(oo) = 0.

p(S) atteint un maximum pour S = Sy,

' (S) >0 pour 0 < S < Sy et p/(S)>0pour S> Sy

Equilibres du chemostat avec cinétique Haldane :

Selon la position de la valeur du taux de dillution D par rapport a la valeur max de pu(.S),

on considére trois cas pour calculer les équilibres, comme montré par la figure :

ns) n(s) neE)

p(Sw) >D pSw) =D u(lSw) <D s

FIGURE 1.7 — Cinétique de Haldane quand [ u(Sa) < D, u(Sn) = D et u(Syr) > D |

1. u(Sy) > D : deux solutions pour u(S) = D, ST < S;.
2. u(Syr) = D : solution double pour u(S) = D, S = S;.
3. u(Sy) < D : pas de solution pour u(S) = D.

On étudie le premier cas présent sur la figure [[.7]a gauche et qui est le plus intéressant, ou

on note par S et S5 les deux solutions de I'équation u(S) = D avec : 0 < S} < S5 < Sjy.

13



Chapitre 1. Le modéele AM2 de la digestion anaérobie

Ainsi, on obtient dans ce cas trois équilibres en tout : ’équilibre de lessivage Ejy, qui existe

toujours et deux équilibres intérieurs E; et Esy correspondant aux solutions S} et S3.

— Equilibre de lessivage :
Ey = [5%, X" = [Sin, 0]

Cet équilibre existe toujours et ne dépend pas de D .

— Equilibres intérieurs :

E; = [S5, X7 = [uN(D), %(Sm —59)],i=2,3

. Ces équilibres existent si et seulement si S, > S;. Les concentrations doivent étre

positives et bornées.

Pour plus de détail sur I'analyse des équilibres et leur stabilité (tous les cas cités ci-haut),

le lecteur peut se référer a 2] et [12] .

Stabilité locale des équilibres :

On étudie la stabilité locale des équilibres du troisiéme cas ou : ST < 55 < Sip,.

Le systéme posséde trois points d’équilibre :

Le lessivage F; = (S* = Si,, X* = 0) qui est Localement Asymptotiquement Stable
(LAS),

L’équilibre Fy = (ST, X7 = (Sin — ST)/k) qui est Localement Asymptotiquement Stable
(LAS),

L’équilibre B3 = (55, X5 = (S; — S3)/k) qui est Instable : ¢’est un point Selle.

A l'équilibre E; = (S;,,0), on a les valeurs propres \; = —D et Ay = 1u(S;,) — D, elles
sont négatives lorsque p(S;,) < D. Donc,’équilibre E; est Localement Asymptotiquement
Stable (LAS).

Pour les équilibres Ey = (ST, X7) et B3 = (S5, X5), on obtient la matrice jacobienne :

S|P —kw(sp)X; kD
N wW(SH) X} 0

Les valeurs propres A\; et Ay de cette matrice vérifient les conditions :

trace(J) = A\ + Ao = —D — ki/(SH) X}
det(J) = A X Ay = Dk (SH)X?

A T'équilibre S}, la dérivée ' > 0 donc :

trace(J) <0
det(J) >0

14



Chapitre 1. Le modéele AM2 de la digestion anaérobie

On conclut que le point d’équilibre E5 est LAS.
A Véquilibre S3, la dérivée ' < 0 donc :

trace(J) >0
det(J) <0

On conclut que le point d’équilibre Fs5 est Instable.
Puisque on a une bistabilité, donc les deux équilibres E; et E5 attirent toutes les solutions
voisines. Dans ce cas, on ne peut pas conclure sur la stabilité Globale des équilibres, mais

seulement de la stabilité locale.

p(Sm) > D
Sm Sm > Sik > S;
FE, | LAS
Ey | LAS
E5 | Instable

TABLE 1.4 — Stabilité locale des équilibres,Cas Haldane

Résultat de simulation, cas Haldane :

Pour illustrer les résultats théoriques, on présente des simulations numériques du systéme
(1.5) pour des valeurs des paramétres biologiques montrées dans le tableau (1.5)) :

Paramétres | m (57') | Sin(g/1) | K (9/1) | o | k| K (g/1) | D (571)
Valeurs 0.6 20 3 111115 0.3

TABLE 1.5 — Valeurs des paramétres biologiques dans le cas de Haldane.

Les deux solutions S} et S;, obtenues de U'intersection de D avec u(S) sont montrées par

la figure [I.§] leurs valeurs sont S} = 4.146 et S5 = 10.85 respectivement.

H(S)
03

WS
=0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

S

FIGURE 1.8 — Cinétique de Haldane
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Chapitre 1. Le modéele AM2 de la digestion anaérobie

Avec le jeu des parameétres biologiques du tableau , on a obtenu le cas ou S} <
S5 < S, détaillé dans la partie théorique, il s’agit d’'un fonctionnement du chemostat en
bistabilité, ou :

— L’équilibre de lessivage E; qui est Localement Asymptotiquement Stable (LES).

— L’équilibre Fy qui est Instable (point selle)..

— L’équilibre F3 qui est Localement Asymptotique-ment Stable (LES).

Sur la figure on représente a gauche le plan de phase (S,X) en présence de la bistabilité
ot chaque équilibre localement stable E; ou Es posséde son propre bassin d’attraction. A
droite, on montre les réponses temporelles X (¢) et S(t) pour différentes conditions initiales.
Selon la valeur de la condition initiale appartenant & I'un ou l'autre bassin d’attraction,

les trajectoires s’attirent vers I'un ou l'autre des deux équilibres stables.

150

FIGURE 1.9 — Trajectoires de phase a gauche et trajectoire temporelle a droite

Dans la pratique, on souhaite que le systéme fonctionne plutét autour de I’équilibre in-
térieur stable F3, ou les deux concentrations X (¢) et S(t) sont positives et bornées. On
cherche par exemple a synthétiser lois de commande qui maintiennent la concentration de
S(t) proche a la consigne, et/ou qui maximise la production de biogaz en cas de digestion
anaérobie.

On peut avoir besoin des modeéles linaires autour de cet équilibre, notamment qui sont
valables sur un domaine le plus large possible, d’ou le but de notre PFE de dériver un

modele linéaire globale autour d’ un équilibre intérieur et stable, comme Fjs.
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Chapitre 1. Le modéele AM2 de la digestion anaérobie

1.4 Le modeéle AM2 de digestion anaérobie :

Le modeéle AM2 décrit la digestion anaérobie en deux étapes principales (Acidogénése et
Méthanogéneése).

Dans la premiére étape,le consortium des bactéries acidogénes X; dégrade la matiére orga-
nique (S7) en Acides Gras Volatiles (AGV) (53) et COs, a la vitesse de réaction u(S1)X;.
Dans la deuxiéme étape,le consortium des bactéries méthanogénes X, transforme Sy en
CH, et COs, a la vitesse de réaction p(S2)Xs.

Ces deux étapes sont représentées par les schémas réactionnels suivants :

- Acidogénése . lﬁSl —ﬂ) X1 -+ kZSZ + k4002
— Méthanogénése . k’gSg #(52) X X2 + k’GCH4 + k5002

Ou :

Xy : est la concentration de la population de bactéries acidogénes.

X5 @ est la concentration de la population de bactéries méthanogenes.

Sy : est la concentration du substrat de matiére carbonée.

Sy @ est la concentration en substrat des acides gras volatils.

p(S1) @ est taux de croissance spécifique de X sur Sj.
(51
(
(

)X @ est la vitesse de réaction Acidogénése.
1(S2) @ est taux de croissance spécifique de Xy sur Ss.
)

=

S5) X5 : est la vitesse de réaction Méthanogénése.

=

Sur la figure , on représente un schéma simplifié d’un chemostat (bioréacteur) anaé-
robie modélisé par AM2.

Capteur de pH
Capteur de températureT®|

€, : Concentrations en sortie
Q. : Débit en sortie

81, X1, S2, X2: ¢ s
Concentrations & o :x
Uintérieur

¥ : S2

2
CH.
S“". S“" : Concentration a l'entrée
Q, : Débit d'entrée

V :Volume : X2

& J

FIGURE 1.10 — Représentation d’'un chemostat type AM2
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Chapitre 1. Le modéele AM2 de la digestion anaérobie

Procédons comme le cas du simple chemostat pour déduire le modéle AM2, en utilisant la
loi de bilan de matiéres. Les équations mathématique du modéle AM2 proposé & 'origine

dans [3| s’écrivent :

Si = D(Sum — S1) — kipa(S1) X1 (1.9
X1 = (m(S)— D)X, (1.10
Sy = D(Sgin — So) + ko1 (S1) X1 — kspia(S2) X (1.11
Xy = (u2(S2) — D) X, (1.12

Ou D est le taux de dilution, Si;, et So;, sont respectivement les concentrations en entrée
des substrats Sy et Sy. Les paramétres k; sont les coefficients stoechiométriques associés
aux deux réactions.

Les cinétiques p; et po sont respectivement des fonctions Monod et Haldane détaillées

dans les parties précédentes et données par :

S

S1) = tmae ——— 1.13
p(51) = s g1 (113)
S
,UQ(S2) = H’maxsz—2 (114)
248+ Ko

1.4.1 Calcul des équilibres du modéle AM2 :

Le calcul des équilibres du modéle AM2 se fait en annulant les dérivées des équations

-T2,

D(Siin — 81) = ki (S1) X1 = 0 (1.15)

(11 (S1)— D)X, = 0 (1.16)

D(Sain, — S2) + ko1 (S1) X1 — kgpa(S2)Xo = 0 (1.17)
(2 (S2) = D)Xy = 0 (1.18)

Comme procédé pour le simple chemostat, les équilibres sont déduits en démarrant des
deux équation (L1.16))-(L.18). La situation ou les deux biomasses (X; = 0) et (X, = 0)
en méme temps est toujours possible, c’est le lessivage total du bioréacteur, a cause du
mauvais controle du systéme, du manque de substrat limitant ou de surcharge organique
ou hydraulique.

Tout calcul fait, le systéme peut avoir jusqu’a six points d’équilibres :
— EY = (S1in, 0, S9i, 0), qui existe toujours et qui ne dépend pas de D.

— B} = (51, 0,53, X3) ot X5 = 7= (Sain — S3), qui existe si et seulement si Sy, > 5.
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Chapitre 1. Le modéele AM2 de la digestion anaérobie

— E} = (51, 0,53, X3) ot X3 = - (Sain — S3), qui existe si et seulement si Sy;, > S3.

— EY = (S}, X}, S5,,,0) ou X} = kil (S1in — ST), qui existe si et seulement si Sy;, > ST.

— E} = (S}, X},53, X)) ou X1* = é (S5, — S3), qui existe si et seulement si Sy, >
St et Sy, > Si.

— E2 = (S}, X;,5% X2*) ou X3* = é (S5, — S2), qui existe si et seulement si Sy, >
Sy et S5, > S3.

Avec :
— ST est la solution de I'équation p(S1) = D
— St i =1,2 sont les solutions de I'équation js(Ss) = D
— 83, = Sain + 12 (S1in — S7)

1.4.2 Etude de stabilité des équilibres du modéle AM2 :

Le modéle AM2 peut étre considéré comme deux chemostats simples en cascade :

Chemostat 1 (sous-systéme acidogénése) : composé des deux premiéres équations de AM2

(11.9)-(1.10), avec une cinétique de Monod.

51 = D(Slm - Sl) - kflMl(Sl)Xl
X = (u(S)-D)X,

Chemostat 2 (sous-systéme méthanogénése) : composé des deux derniéres équations de
AM?2 (1.11)-(1.12)), avec une cinétique de Haldane et alimenté par le sous-systéme 1 &

travers ko (S1)X7.

52 = D(San — S2) + kopi1 (S1) X1 — kspa(52)Xo
Xy = (p2(S2) — D)X,

La stabilité des équilibres dépend des valeurs propres de la matrice jacobienne du systéme
AM?2 donnée par :

—D — ki (S) X, —kypi(Sh) 0 0
1 (S)X, 1 (S)) — D 0 0 _ [ Ju| 0 ]
Bl keapy (S1) X1 kopn (S1) | =D — kapin(S2) Xy —kaua(Ss) | | Jm ‘ Jay |
0 0 11(52) X pi2(S2) — D

Avec :
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Chapitre 1. Le modéele AM2 de la digestion anaérobie

o —D — ki (S1) X1 —kapa(Sh) ] _ [—D—kSM;(SQ)Xz —ksp2(S2)
1= , Ja2 =

111 (S1) X3 pa(S1) — D 115(52) X p2(S2) — D

Les valeurs propres de J sont les valeurs propres des blocs Ji; et Jos.
A V’équilibre EY :

Nous avons :

. —D  —kip11(Stin) . =D —k3pa(S2in)
Ji = , Jog =
0 pa(Som)— D

Les valeurs propres de Ji; et Jyy possédent des parties réelles négatives a condition que :
p1(S1in) < D et pig(S2i,) < D. Donc :
EY est localement asymptotiquement stable si : S1;, < S7 et (Sa, < Sa ou Say, > S3).

Aux équilibres F! ,i=1,2 :

Nous avons :

g —D  —kyp11(Siin) _|-D- kspin(S5) XS —ksD
11 — , J22 = , . .
0  pwi(Sim) — D 1o (55) X5 0

Les valeurs propres de Jj; sont réelles et négatives a condition que p1(S1i,) < D c.a.d
Stin < ST.
pour Joy on a :
det(Jas) = Dkspiz(S3) X3
tr(Ja2) = =D — kypip(53) X3
Pour E les valeurs propres sont réelles et négatives car pi5(S4) > 0, donc cet équilibre est

localement asymptotiquement stable.

Pour E? le déterminant est négative car p,(S2) < 0, donc cet équilibre est instable.
A l’équilibre E) :
Nous avons :

Jn = ) J22

(81X 0 0 ws(S5,) D

2in

Les valeurs propres sont réelles et négatives si et seulement si 2(S5;,) < D se qui implique
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Chapitre 1. Le modéele AM2 de la digestion anaérobie

(S, < SiouS;

2in

> 52).

Pour J;1, nous avons :

det(J11) = Dk (S X;>0
tr(Ji) = =D — kypuy (S7) X7 < 0

Alors, I'équilibre EY est localement asymptotiquement stable si et seulement si Sy, > S§
et (S5, < S3 ou S;, > S2).

2in 2in
Aux équilibres F ;i =1,2:

Nous avons :

Lo PPk (shXT —/ﬁD] N [—D—k‘su'Q(S%)X%* —ksD
11 — )

/ * * 22 — ! % %
Ml(Sl)Xl 0 M2(52)X2 0
Pour (J11), on a :

det(Ji1) = Dy (S7) X7
tr(Ji) = —D — ki (S7) X5

Et pour Jys :

det(Jaz) = Dhsjiy(S5) X5
tr(Jaz) = —D — kypuy(S3) X5

L’équilibre E21 est LAS car les valeurs propres de Ji; et Jos sont de parties réelles négative.
Tandis que F? est instable car les valeurs propres de Jo; sont réelles et de signes opposés

du moment ot y5(S3) < 0.

Le nature de stabilité des 6 points d’équilibres s’ils existent tous est résumée dans le

tableau suivant [1] :

Stin > 57 EY B E} Ey E, Ej
521 <522 < S9, | Instable | Instable | Instable | Stable | Stable | Instable

TABLE 1.6 — Equilibres et leurs stabilité si Si;, > S7 (pas de lessivage de X1)

1.4.3 Simulation du modéle AM2 :

Les simulations ont été réalisées en considérant les valeurs des paramétres données dans

le tableau [L.7]
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Paramétres

Hmazl

Hmax2

k1

ks

k3 Kl

Ko

K;

Slin

Valeurs

0.5

0.74

42.14

116.5

268 | 7.1

9.28

80

20

TABLE 1.7 — Valeurs des paramétres du modéle AM2

Les conditions initiales du modéle AM2 sont les suivantes :

Paramétres

S1(0)

X1(0)

S>(0)

X5(0)

Valeurs

2

0.5

20

1

TABLE 1.8 — Conditions initiales du modéle AM2

Avec ce jeu de parameétres, nous obtenons les six équilibres du modéle AM2. Nous simu-

lons le systéme dans un premier temps pour un taux de dilution D variable, montré par

la figure [I.11]

20

40

Ainsi, nous obtenons les résultats ci-dessous :

100 120

t (Jour)

FIGURE 1.11 — Taux de dilution variable.
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FIGURE 1.12 — Concentrations des substrat Sy, Sy et des biomasses X; et Xs.

D’aprés les graphes de la figure ((1.12)), on fait les remarques suivantes :

e Le taux de dilution D est un paramétre de controle du systéme AM2, car les concen-
trations du substrat Sy, Sy et des biomasses X; et X5, notamment en régime per-
manent dépendent de la valeur de D. D’ou la nécessité d’appliquer un controle D,

qui évite le lessivage pour le systéme.

e La dynamique de la concentration du substrat S; est inversement proportionnelle &
la dynamique de la concentration de la biomasse X, car pendant I'étape acidogenése

le substrat S; est dégradé par Xj.

e Idem pour la dynamique de S, qui est inversement proportionnelle & X5, car pendant

I’étape méthanogeneése le substrat Sy est dégradé par Xs.

Nous simulons maintenant le systéme AM2 pour une valeur constante de D = 0.3, qui

permet au systéme la bistabilité.
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FIGURE 1.13 — Allure temporelle du modéle AM2 dans le cas de bistabilité en haut et
I’allure de phase associé en bas

Sur la figure on représente en bas le plan de phase (S1,X1) & gauche et (S2,X2) a
droite on constate la présence de la bistabilité ot chaque équilibres localement stables EY
(en Touge) et Fj (en vert) possédent son propre bassin d’attraction.

En haut, on montre les réponses temporelles S1, X1, S2 et X2 pour différentes condi-
tions initiales.Selon la valeur des conditions initiales appartenant & I'un ou 'autre bassin

d’attraction, la trajectoire sera attirée vers I'un ou 'autre des deux équilibres stables.

e Le systéme converge vers les équilibres stables ES = [10.6500, 0.2219, 175.8490, 0] et
E} = [10.6500, 0.2219,6.7100, 0.6311], ainsi on parle de bistabilité.

e Le consortium de X5 et X converge vers une valeur différente de 0 (pas de lessivage

de XQ ni de Xl)

e En pratique, on veut que le systéme fonctionne prés d’'un équilibre interne, stable

El, ot les concentrations X1, S1, X2, S2 sont positives et bornées.

e L’objectif de ce PFE est donc de dériver un modele linéaire autour de Ej.
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1.5 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons introduit les principes de la modélisation des processus
biologiques en appliquant la loi du bilan matiére au simple chemostat et au systéeme AM2
de la digestion anaérobie.

Nous avons également présenté en détail le calcul des équilibres et leurs étude de stabilité
dans le cas du chemostat et AM2 .

Nous avons montré que le systéme AM2 peut avoir jusqu’a six points d’équilibres, et qu’il
présente un état bistabilité pour un D = 0, 3.

Dans les deux prochains chapitres, nous essaierons de dériver un modeéle linéaire autour
de F;.

En fait, c’est autour de cette équilibre idéal que nous appliquerons les techniques DMD,

Koopman et DMDc afin de dériver un modéle linéaire et le controler apres.
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Chapitre 2

La méthode DMD et sa relation avec

I’opérateur de Koopman
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Chapitre 2. La méthode DMD et sa relation avec 'opérateur de Koopman

2.1 Introduction :

La décomposition en modes dynamiques (DMD) est une technique récente qui extrait
des informations liées a la dynamique d’un systéme a partir d’une séquence de snapshots
(Capture d’informations & des instants ¢ ).

Sans connaissance explicite du modéle dynamique, 1'algorithme DMD détermine les va-
leurs et vecteurs propres d’'un modéle linéaire approché.

La capacité de cette méthode a extraire des structures pertinentes en termes de dynamique
de I’écoulement la prédispose a la construction, a partir de données, d’'un sous-espace de
dimension réduite représentatif et au développement d’'un modéle de dimension réduite
[7].

Dans ce chapitre, 'utilisation de la DMD pour la réduction de modéle sera étudiée sur
des données expérimentales d'un systéme AM?2 virtuel.

A la fin de ce chapitre, nous ferons une comparaison entre la méthode DMD et la méthode

Koopman.

2.2 Décomposition en Modes Dynamiques :

A la base, la DMD peut étre considérée comme une combinaison idéale de techniques de
réduction de la dimension spatiale, telles que la décomposition orthogonale propre (POD),
La méthode repose simplement sur la collecte de données x, provenant d’un systéme dy-
namique a des instants t, ou k= 1,2, 3, ------ , M.

Comme nous allons le montrer, DMD est, d’un point de vue algorithmique, une régression
des données sur une dynamique localement linéaire xp,y = A x, ot A est choisi pour
minimiser || xp4y1 — Axy||ysurk=1,2,3, - , m — 1 captures.

Les avantages de cette méthode sont qu’elle est trés simple & exécuter et qu’elle ne fait
pratiquement aucune hypothése sur le systéeme. Le cott de 'algorithme est une décom-
position en valeurs singuliéres (SVD) de la matrice des snapshots construite a partir des
données z, .

La DMD peut étre utilisé et interprété de différentes maniéres. Plus précisément, 1’algo-

rithme DMD peut généralement étre considéré comme permettant trois taches principales.

2.2.1 Le diagnostic :

A ses débuts, lalgorithme DMD a été utilisé comme un outil de diagnostic pour carac-
tériser les écoulements complexes de fluides [7]. En particulier, l'algorithme extrait les
caractéristiques spatio-temporelles de nombreux systémes a haute dimension, ce qui per-

met d’obtenir des résultats physiquement interprétables en termes de structures spatiales
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et de leurs réponses temporelles associées. Il est intéressant de noter que c’est peut-étre
encore la fonction principale de la DMD dans de nombreux domaines d’application. Le
diagnostique de la DMD permet de découvrir, a partir de données, des structures fonda-
mentales de faible rang dans des systémes complexes tel que, la (dé)croissance de bac-

téries, I’écoulements de fluides, la physique des plasmas, la modélisation atmosphérique, ...

2.2.2 L’estimation des états et la prédiction des états futur :

Une utilisation plus sophistiquée et plus difficile de I'algorithme DMD est associée a
I'utilisation des structures spatio-temporelles qui sont dominantes dans les données pour
construire des modeéles dynamiques. Il s’agit d’une tache beaucoup plus difficile, d’autant
plus que la DMD se limite & construire le systéme dynamique linéaire le mieux ajusté
(Choisir A de tel facon que : || 41 — A x4 ||, soit minimal.[Moindres carrés|) au sys-
téme dynamique non linéaire générant les données. Ainsi, contrairement & 'objectif de
diagnostic, le but est d’anticiper I'état du systéme dans un régime ol aucune mesure n’a
été effectuée. Quoi qu’il en soit, il existe un certain nombre de stratégies clés, notamment
I’échantillonnage des données et la mise a jour de la régression, qui permettent a la DMD
d’étre efficace pour générer un modéle dynamique linéaire utile. Cette approche de modéle
génératif peut ensuite étre utilisée pour prédire les états futurs des systémes dynamiques

et a été utilisée avec succés dans de nombreux domaines d’application [7].

2.2.3 Le Controle :

L’objectif le plus difficile de cette partie est de permettre des stratégies de controle robustes
directement a partir de 1’échantillonnage des données. Etant donné que nous utilisons un
modeéle dynamique linéaire pour prédire l'avenir d’un systéme dynamique non linéaire,
il est raisonnable de s’attendre a ce qu’il n’y ait peut-étre qu'une courte durée, dans le
futur ou les deux modeéles seront en accord. L’espoir est que cette durée de prédiction
précise soit suffisamment longue pour permettre une décision de controle capable d’in-
fluencer I’état futur du systéme. Dans ce cas, ’algorithme DMD permet une approche de
la théorie du controle entierement basée sur les données, offrant ainsi un cadre mathéma-
tique convaincant pour le controle de systémes dynamiques complexes dont les équations
directrices ne sont pas connues ou sont difficiles & modéliser par calcul.

Lorsqu’on utilise la méthode DMD, il faut toujours étre conscient de 'utilisation prévue
et du résultat attendu. En outre, bien que cela semble évident, le succés de ’algorithme
DMD dépendra largement de la tache que ’on cherche a accomplir.

Cette partie sera bien développée dans le chapitre
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2.3 Architecture de la DMD :

Dans l'architecture DMD, nous considérons généralement les données recueillies a partir

d’un systéme dynamique écrit sous la forme :

i= Y fan (2.1)

dt
Ou :
x (t) : Vecteur représentant I’état du systéme dynamique a l'instant. ¢ x (t) € R”
1 : Paramétres du systéme dynamique.

f(.) : Représente la dynamique du systéme.

En général, un systéme dynamique est représenté comme un systéme couplé d’équations
différentielles ordinaires qui sont souvent non linéaires. L’état x est typiquement assez
grand, ayant une dimension n > 1 ; cet état peut apparaitre comme la discrétisation
d’une équation différentielle partielle & un certain nombre d’emplacements spatiaux dis-
crets. Enfin, la dynamique en temps continu de ’equation peut également induire
une représentation en temps discret correspondante, dans laquelle nous échantillonnons
le systéme tous les At dans le temps et désignons le temps par un indice de sorte que

z = x (k At). L’évolution discrete de 'equation (2.1) par F' donne :

Tpp1 = F(xp) (2.2)

yp = g (1) (2.3)

Ou :
F : Fonction discréte.

yr - Ce qui peut étre mesuré a partir du systéme.

Les mesures du systéme sont collectées aux instants ¢, de k= 1,2 ,3, ------ , m
pour un total de m temps de mesure. Dans de nombreuses applications, les mesures
correspondent simplement a I’état, de sorte que 1y, = x . Les conditions initiales sont
écrites comme x (tg) = xq .

Comme nous 'avons déja souligné, z est un vecteur & n dimensions (n > 1) qui
résulte de la discrétisation d’un systéme complexe.

En général, il n’est pas possible de construire une solution a I’équation , de sorte que
des solutions numériques sont utilisées pour évoluer vers les états futurs. Le cadre DMD
adopte une perspective sans équation, ou la dynamique f(x,¢, ) peut étre inconnue.

Ainsi, les mesures de données du systéme seul sont utilisées pour approximer la dynamique
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et prédire I'état futur. La procédure DMD construit le proxy [7], un systéme dynamique

localement linéaire approximatif qui s’écrit comme suit :

dx

— =A 2.4
T x (2.4)

La solution de 'équation (2.4]) s’écrit comme suit : (avec : 2(0) les conditions initiales )

x(t) = ngk.exp(wk.t).bk = ¢.exp(£2.1).b (2.5)

k=1

Ou : ¢y : Les vecteurs propres de la matrice A.
wy, : Les valeurs propres de la matrice A.

br : Les coordonnées de z(0) dans la base du vecteur propre.

Etant donné une dynamique continue comme dans 1’équation (2.4)), il est toujours pos-
sible de décrire un systéme analogique & temps discret échantillonné tous les At dans le

temps. Cela nous ameéne a écrire :

L1 = A T (26)
Ou :
A = exp(A . At) (2.7)
La solution du systéeme s’écrit :
Ty = Y @i Ab; = ®ARD (2.8)
j=1
Ou :
@; : Les vecteurs propres.
Aj 1 Les valeurs propres.
b : Les coordonnées de la condition initial z; (27 = ®.b).

L’algorithme DMD produit une décomposition de faible rang de la matrice A qui s’adapte
de maniéere optimale a la trajectoire mesurée x, pour k= 1,2, 3, ------ , m dans

le sens des moindres carrés, de sorte que :

[ 2h — Ay, (2.9)
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soit minimisé sur tous les points pour k= 1, 2, 3, ------ , m — 1 . L’optimalité
de 'approximation n’est valable que dans un laps de temps d’échantillonnage o A est
construite. L’approximation peut étre utilisée non seulement pour faire des prédictions
sur I’état futur, mais aussi pour la dynamique en diverses échelles de temps, puisque les

A, sont prescrits.

Pour minimiser ’erreur d’approximation ([2.9)) sur tous les snapshotsde k= 1, 2,3, -----

il est possible d’organiser les m données collectées en deux grandes matrices :

X = |z 29 - Ty (2-10)

X' = ay xy - ap (2.11)

Rappelons que ces instantanés de données sont probablement échantillonnés a partir d’un
systéme dynamique non linéaire (2.1)), bien que nous trouvions une approximation linéaire
locale optimale. L’approximation linéaire locale (2.6 peut étre écrite en termes de ces ma-

trices de données comme :

X ~ AX (2.12)

La meilleur matrice A adaptée est donnée par :

A= X X (2.13)

Ou :
XT : Pseudo inverse de X
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2.4 L’algorithme DMD :

En pratique, lorsque la dimension d’état n est grande, la matrice A peut étre difficile
a analyser directement. Au lieu de cela, DMD contourne la décomposition de A en
considérant une représentation réduite & un rang en termes de matrice projetée POD A .

L’algorithme DMD, se déroule comme suit :

e 1 - Tout d’abord, prenez la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) de X

X ~USV (2.14)

Ou :

V* : Transposé conjugué de V .

UeCv™ ;, eC™ ; VelCmr.

r est le rang de 'approximation réduite (SVD) de X . Les vecteurs singuliers de gauche
U sont des modes POD. Les colonnes de U sont orthonormées, donc U xU = I ; De

méme, VxV = 1.

A ce stade de I’algorithme, la réduction SVD est exploitée pour trancher de la matrice de
données les informations les plus importants (minimiser le rang). Plus précisément, si une
structure de faible dimension est présente dans les données, les valeurs singuliéres de
diminueront fortement jusqu’a zéro avec peut-étre seulement un nombre limité de modes

dominants [7].

e 2 . La matrice A peut étre obtenue en utilisant le pseudo-inverse de X ob-
tenu par la méthode SVD :

A=XVytu (2.15)

En pratique, il est plus efficace de calculer A que A :

A= U AU = U"X'Vx! (2.16)

La matrice A définit un modele linéaire de basse dimension du systéme dynamique :

P = Ay (2.17)
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Il est possible de reconstruire 1’état a haute dimension x, = U %y .

e J - Calcul de la décomposition propre de A :

AW = WA (2.18)

Ou :
W : Matrice dont ces colonnes sont les vecteurs propres.

A : Matrice diagonale contenant les valeurs propres.

o4 . Enfin, nous pouvons reconstruire la décomposition propre de A & partir
de W et A .Ou les valeurs propres de A sont données par A et les vecteurs propres

de A (modes DMD) sont donnés par des colonnes de @ :

d=XVy'w (2.19)

Avec les approximations de bas rang des valeurs propres et des vecteurs propres en main,
la solution future projetée peut étre construite pour tout temps dans le futur. En réécri-
vant d’abord par commodité wyp = In()\;) /At , la solution approximative a tous les

temps futurs est donnée par :
v(t) ~ Y g exp(wpt).by = .exp(Q.t).b (2.20)
k=1

Ou by est amplitude initiale de chaque mode, ® est la matrice dont les colonnes sont
les vecteurs propres ¢ de la DMD, et Q = diag(w) est une matrice diagonale dont
les entrées sont les valeurs propres wy . Les vecteurs propres ¢, ont la méme taille que

I'état x, et b est un vecteur des coefficients by, .

Comme nous l'avons vu précédemment, il est possible d’interpréter (2.20) comme ’ajuste-
ment par les moindres carrés |7], ou régression, d’un systéme dynamique linéaire le mieux
ajusté wxp.1 = Az, pour les données échantillonnées. La matrice A est construite de

maniére a ce que || xp41 — Az ||, soit minimisé sur tous les snapshots.
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Il ne reste plus qu’a calculer les valeurs initiales des coefficients by . Si nous considérons
I'instantané initial z; au temps t; = 0, alors (2.20) donne z; = ® b . La matrice des
vecteurs propres ® n’est généralement pas une matrice carrée de sorte que les conditions

initiales
b = o 1y (2.21)

peuvent étre trouvés en utilisant une pseudo-inverse. En effet, @ désigne la pseudo-
inverse de Moore-Penrose auquel on peut accéder dans MATLAB via la commande pinv.
La pseudo-inverse est équivalent a trouver la solution la mieux adaptée b dans le sens
des moindres carrés.

Ainsi, les avantages de la méthode DMD tournent autour du fait que (;) il s’agit d’une
architecture sans équation et (;) il est possible de construire une prédiction de I’état-
futur pour n’importe quel temps ¢ (bien stir, & condition que 'approximation DMD se

vérifie).

2.5 DMD et ses liens avec ’opérateur de Koopman :

L’opérateur de Koopman, introduit en 1931 par B. O. Koopman [6], est définie comme
un opérateur linéaire qui agit sur I'espace de Hilbert [§] de toutes les fonctions de mesure
scalaires ¢ . En tant que tel, ¢’est un opérateur de dimension infinie. Ainsi, la transfor-
mation de la représentation de 'espace d’état du systéme dynamique en représentation de
Koopman échange une dynamique non linéaire de dimension finie contre une dynamique
linéaire de dimension infinie. L’avantage d’un tel compromis est que nous pouvons ré-
soudre des équations différentielles linéaires en utilisant la représentation spectrale. Bien
stir, une représentation a dimension infinie peut étre problématique, mais en pratique,
une somme de modes suffisamment grande, mais finie, est utilisée pour approcher la solu-
tion spectrale de Koopman. L’opérateur de Koopman peut également étre défini pour des
systémes dynamiques & temps discret, qui sont plus généraux que les systémes a temps
continu.

On note un systéme dynamique a temps discret évoluant comme
" =F(r), zeR" (2.22)

L’opérateur de Koopman K, : H — H est défini par :

[KCpgl(x) = g(F(x)), (2.23)
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Avec g : R™ — R est une observable du systéme (mesure) appartenant a l’espace des
fonctions H. L’opérateur de Koopman K, est un opérateur linéaire mais de dimension
infinie, qui agit sur les observables g définis sur l'espace d’état et les projeter dans une
nouvelle fonction Kpg également défini sur l'espace d’état ( KC, met & jour g en fonction
des changements dans les trajectoires de l'espace d’état). Ainsi, le systéme dynamique
non linéaire peut étre également représenté par un opérateur linéaire de dimen-
sions infinies, puisque ’ensemble de toutes les observables forme un espace vectoriel de
dimension infinie.

La figure montre le passage d'une dynamique non linéaire a une dynamique linéaire
de dimension plus grande par 'opérateur de Koopman. En effet, si nous restreignons nos
fonctions observables g & un sous-espace invariant couvert par les fonctions propres de
I'opérateur de Koopman, alors cela induit un opérateur linéaire K; de dimension finie et

fait avancer ces fonctions propres observables sur ce sous-espace.

Fizp = i

g: T Y

Ki 1 Yr = Yy

FIGURE 2.1 — Schéma illustrant le passage d’une dynamique non linéaire & une dynamique
linéaire de dimension plus grande par l'opérateur de Koopman [7|

Voici un exemple qui nous permet de mieux comprendre 'opérateur de Koopman.

Considérons 1’équation différentielle non linéaire & deux variables d’états suivante :

Ty =\ (z2 — 27) (2.25)

Si A < |u| <0, alors la dynamique de x5 converge rapidement vers z? | de sorte que
Ty = a7 soit un collecteur lent |7]. Cet exemple a été utilisé pour démontrer la capacité
de l'opérateur de Koopman a capturer une dynamique non linéaire en termes d’opérateur
linéaire sur des mesures non linéaires de 'état X [7]. En particulier, si nous restreignons
I'opérateur de Koopman a un sous-espace observable couvert par les mesures x; , x5 et
22 ., nous obtenons un systéme d i linéai trois état i fait

T, ystéme dynamique linéaire sur ces trois états qui fait progresser

I’état original X
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Y1 X1 (1 p 0 0 (7
Y=y = 22| = || =[]0 X =X| | (2.26)
Y3 3 Y3 0 0 2p] |ys
——_———

Ainsi, en obtenant la nouvelle dynamique linéaire ¥ dans l’équation, nous pouvons
appliquer 'algorithme DMD.

L’algorithme DMD est une approximation de 'opérateur de Koopman basée sur les don-
nées. Plus précisément, le choix des observables jouera un roéle critique dans le succes de la
méthode de Koopman|7]. La figure montre I’approche DMD standard et la contraste

avec 'opérateur de Koopman.

Data Dynamique du modéle

Les observables
non linéaire

Modéle Koopman

g(xr41) =~ Kg(xx)

g(X),gX) =YY

Matrices de données
X. X

Les observables

X, X'

Koopman

Stockage
des mesures

_ : R o

Modéle DMD

DMD

Xp+1 = .AXA-
A=Ax

FIGURE 2.2 — Schéma de l'utilisation des données pour générer des modéles de systémes
dynamiques d’un systéme complexe inconnu dans le cadre DMD/Koopman [7].

Dans le DMD standard, nous prenons des mesures des états du systéme et construisons
un modele qui projette X a X’. L’analyse spectrale de Koopman enrichit les mesures avec
des observations non linéaires y = g(x) pour fournir une meilleure cartographie de Y a Y’
qui se rapproche de la cartographie de Koopman de dimension infinie. La prédiction des
observables dans le futur a partir du modeéle de Koopman peut étre utilisée pour récupérer
I’état futur x,,11, a condition que la fonction d’observation g soit injective. Les approches
DMD et Koopman sont toutes deux sans équation, en ce sens qu’elles ne reposent pas sur

la connaissance de Fj .

Dans la partie suivante, nous allons appliquer cet algorithme DMD sur notre systéme AM?2.
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2.6 DMD appliqué sur le AM2 :

Aprés avoir simulé notre systéme AM2 avec MATLAB (vu dans le premier chapitre),
nous avons collecté et stocké les données zj, (k : le nombre d’échantillons pris allant de
1 4 m-1). Rappelons que ’AM2 que nous avons pris comprend quatre variables d’état qui
sont S1, X1, S2 et X2 respectivement matiére organique, biomasse acidogéne, acides gras
volatils (AGV) et biomasse méthanogéne. Il est évident que notre matrice de données

comporte 4 lignes et m-1 colonnes.

Concernant ’algorithme DMD, sa simulation diagnostic a eu une durée de 80 jours [m =
80] avec un temps d’échantillonnage d’'un jour [Te = 1 jour|. Nous avons aussi consacré

40 jours pour sa simulation prédictive.

la figure (2.3) montre un rendu visuelle de la procedure DMD.

Tests et expériences | Collecte de données DMD

! |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
! |
! _
. || | : !
| = |T1 T2 Tm—1 N !
| o
- A | A A
| - : |
: | [ | S -
, ‘ :
| X' =|z2 23 - T P [
° & - < = Tt G
i L | | ’ a) Diagnostics b) Prédiction de I'état futur :
| : |
| ’ T = Axy!
| A= X' Xt k1 "
|
| |
| |
| T :
5 Régressi :
| X1 Data égression |
: Si1e |

FIGURE 2.3 — DMD appliquée sur le AM2

Nous avons testé cet algorithme pour deux cas différents. Le premier était avec un taux
de dilution constant et le second avec un taux de dilution variable.

Voici ce que nous avons obtenu comme résultat :
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2.6.1 Taux de dilution D constant :

T T
D : Taux de dillution

0.5

-1 I I I L I
0 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 2.4 — Taux de dilution "D" constant

Comme le montre la figure (2.4), dans cette partie, nous allons simulé notre systéme en
fixant le taux de dilution a 0,3. Ainsi, nous obtenons les résultats présentés dans les figures

suivantes :

—s,
S, (DMD)
<. S, (Predit)

0 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 2.5 — Evolution temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD concernant
la concentration des substrats S1 (D : constant)

D’aprés la figure (2.5) nous pouvons remarquer que :
e [’évolution temporelle du diagnostic DMD de la concentration des substrats S1 suit

parfaitement celle du systéme non linéaire.
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e [’évolution temporelle de la prédiction DMD de la concentration des substrats S1 suit

parfaitement celle du systéme non linéaire et par conséquent, la prédiction est correcte.

—X
X, (DMD)
L X, (Prédity

L L L L ),
0 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 2.6 — Evolution temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD concernant
la concentration des bactéries X1 (D : constant)

D’aprés la figure (2.6)) nous pouvons remarquer que :

e [’évolution temporelle du diagnostic DMD de la concentration des bactéries X1 suit
parfaitement celle du systéme non linéaire.

e [’¢volution temporelle de la prédiction DMD de la concentration des bactéries X1 suit

parfaitement celle du systéme non linéaire et par conséquent, la prédiction est correcte.

1 —S,
s, (DMD)
L 8, (Prédi)

0 20 40 60 80 100

120
t (Jour)

FIGURE 2.7 — Evolution temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD concernant
la concentration des substrats S2 (D : constant)

D’aprés la figure (2.7) nous pouvons remarquer que :

e [’évolution temporelle du diagnostic DMD de la concentration des substrats S2 suit
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parfaitement celle du systéme non linéaire.
e [’évolution temporelle de la prédiction DMD de la concentration des substrats S2 suit

parfaitement celle du systéme non linéaire et par conséquent, la prédiction est correcte.

—X,
X, (OMD)
095 s X, (Prédit)

0 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 2.8 — Evolution temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD concernant
la concentration des bactéries X2 (D : constant)

D’aprés la figure ([2.8]) nous pouvons remarquer que :

e [’évolution temporelle du diagnostic DMD de la concentration des bactéries X2 suit
parfaitement celle du systéme non linéaire.

e [’évolution temporelle de la prédiction DMD de la concentration des bactéries X2 suit

parfaitement celle du systéme non linéaire et par conséquent, la prédiction est correcte.

La figure (2.9) montre 'allure temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD de tous

les états avec un taux de dilution D constant

= T T T T
0.4 ~—— D : Taux de dillution|

0.2 1 1 Il 1 | |
0 20 40 60 80 100 120

10} —5,
s s, (DMD)
L S, (Prédit)
| | I | |

|
20 40 60 80 100 120

[
5 P
—X,
X, (OMD)
oo X (Prédit)
n L " TSI I T ITIT T ITITTITTIY TTTTI T 1
0
0

20 40 60 80 100 120

S, (DMD)
L S, (Prédit

20 40 60 80 100 120

! —
—,
08 “i1 X, (DMD)
L X, (Prédit
06 t e Lo |

0 20 40 60 80 100 120
t (Jour)

FIGURE 2.9 — Evolution temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD concernant
tous les états du systéme ¢ (D : constant)
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Nous avons aussi représenter les poles de notre systéme dans un cercle unitaire ce qui

nous ameéne a la figure suivante :

——— Cercle unitaire
O Valeurs propres

FIGURE 2.10 — Emplacement des poles du systéme sur un cercle unitaire

La figure (2.10) montre 'emplacement des poles de notre systéme.
Ainsi, on peut conclure que le systéme échantillonné x,,; = A x; est marginalement
stable car I'un de ses pole est égale a 1,donc se situe a la limite du cercle unitaire bien

que les autres sont a l'intérieur(stable).

2.6.2 Taux de dilution D variable :

T s
0.38| ‘
0.36 ‘
\
0.341 “
0.321
\
03 .
|
0.281
\
0.26 ‘
0.24} ‘
0.22f ‘
0.2 \— |
0 20 0 60 8 100 120
t (Jour)

FIGURE 2.11 — Taux de dilution "D" variable

Comme le montre la figure (2.11)), dans cette partie, nous allons simulé notre systéme en

variant le taux de dilution de 0.4 & 0,2. Ainsi, nous obtenons les résultats présentés dans
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les figures suivantes :

—s
s, (DMD)
L S, (Prédiy

[ 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 2.12 — Evolution temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD concernant
la concentration des substrats S1 (D : variable)

D’apreés la figure nous pouvons remarquer que :
e [’évolution temporelle du diagnostic DMD de la concentration des substrats S1 essaie
de suivre celle du systéme non linéaire.

e [’évolution temporelle de la prédiction DMD de la concentration des substrats S1 essaie
de suivre celle du systéme non linéaire et par conséquent, la prédiction est incertaine.

1
X, (OMD)
X, (Prédit

0 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 2.13 — Evolution temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD concernant
la concentration des bactéries X1 (D : variable)

D’apres la figure (2.13)) nous pouvons remarquer que :
e [’évolution temporelle du diagnostic DMD de la concentration bactéries X1 essaie de

suivre celle du systéme non linéaire.
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e [’évolution temporelle de la prédiction DMD de la concentration des bactéries X1 essaie

de suivre celle du systéme non linéaire et par conséquent, la prédiction est incertaine.

—s,
S, (OMD)
<o S, (Prédit)

0 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 2.14 — Evolution temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD concernant
la concentration des substrats S2 (D : variable)

D’aprés la figure nous pouvons remarquer que :

e [’évolution temporelle du diagnostic DMD de la concentration des substrats S2 essaie
de suivre celle du systéme non linéaire.

e [’évolution temporelle de la prédiction DMD de la concentration des substrats S2 essaie

de suivre celle du systéme non linéaire et par conséquent, la prédiction est incertaine.

2
X, (DMD)
X, (Prédit)

09

08

0.7

06

05

04
0 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 2.15 — Evolution temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD concernant
la concentration des bactéries X2 (D : variable)

D’aprés la figure (2.15)) nous pouvons remarquer que :

e [’évolution temporelle du diagnostic DMD de la concentration bactéries X2 essaie de
suivre celle du systéme non linéaire.

e [’évolution temporelle de la prédiction DMD de la concentration des bactéries X2 es-

saie de suivre celle du systéme non linéaire et par conséquent, la prédiction est incertaine.
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La figure (2.16) montre I'allure temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD de

tous les états avec un taux de dilution D variable

I T T
0.4 ~———— D : Taux de dillution|

03 -

02t 1 I L } ! o
0 20 40 60 80 100 120

—s
... S, (DMD)
L S, (Prédit)

100 120

—X
X, (DMD)
L Xy (Prédit

0 20 40 60 80 100 120

10 ) —S,
) I .18, (DMD)
Lo 8, (Prédit)
| L 2

|
[ 20 40 60 80 100 120

1
—X
2
%\\ X, (DMD)
06 . Ry (Prédit)
— 1 I | 2 ]

0 20 40 60 80 100 120
t (Jour)

FIGURE 2.16 — Evolution temporelle du diagnostic et de la prédiction DMD concernant
tous les états du systéme ¢ (D : variable)

2.7 Conclusion :

La méthode DMD ainsi que la méthode Koopman nous ont permis de diagnostiquer notre
systéme AM2 et ainsi d’obtenir des résultats physiquement interprétables en termes de
structures spatiales et de leurs réponses temporelles associées. Elle nous a également per-
mis de prédire (cas ou D est constant) les concentrations de bactéries et de substrats dans
notre bioréacteur a tout moment futur. Par contre, lorsque la valeur de D varie aléatoire-
ment, le diagnostic et la prédiction sont erronés car I'algorithme "DMD" (X =AX >
ne considére pas la présence d'une commande.

C’est pourquoi nous allons utiliser dans le chapitre suivant une autre méthode appelée

"DMDc", cette méthode fournira une identification du modéle avec commande
(X =ax +BUD).
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L’approche DMDc avec commande PI
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Chapitre 3. L’approche DMDc avec commande PI

3.1 Introduction :

DMDc (DMD avec controle) est une méthode développée par Joshua L. Proctor, Steven
L. Brunton et J. Nathan Kutz [4], pour analyser les données de mesures collectées pro-
venant de systémes complexes ol un forcage exogéne a été appliqué pendant la période
d’observation. La méthode DMDc a été développée a 'origine pour éradiquer des maladies
infectieuses, telles que la poliomyélite [7].

Cette méthode propose de dériver un modele d’état pour commander la dynamique du
systéme représentée par la matrice A, par un controle a travers la matrice B. L’approche
DMDc hérite des caractéristiques avantageuses du DMD.

DMDec a besoin uniquement des données expérimentales des entrées/sorties du systéme
non linéaire, pour en dériver un modéle d’état linéaire via la théorie de 'opérateur de

Koopman.

3.2 L’algorithme DMDc :

Le systéme dynamique linéaire discret est décrit par le modele :

Ou :
v, ER" up, € R, AcR™ et B € RV

Les matrices de DATA (mesures entrées/sorties) sont construites en ajoutant les diffé-
rents prélévements instantanés dans le temps de 'état z(¢) et du controle u(t). On note X

la matrice des mesures prélevées sur les états et T la matrice des données sur la commande.

[ |

X = |X1 X2 Tm—1 (3 2)
N |
[ |

X' =z w3 -+ (3.3)
L |
[ |

T = Uy Ug Upm—1 (3 4)
Ll |
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Chapitre 3. L’approche DMDc avec commande PI

L’équation (3.1]) peut étre réécrite en forme matricielle comme suit :
X'~ AX + BY (3.5)

En utilisant les trois matrices de données X, X’ et T pour trouver A et B. Autrement
dit, en se basant uniquement sur les DATA, on déduira la dynamique A du systéme et,
comment elle est affectée par la commande a travers B.

Réécrivons le systéme dynamique d’équation (3.5) comme suit :

X

. (3.6)

X’:GQ:[A B}

On note G € R™ (™) Popérateur qui contient maintenant la dynamique de processus A

et la matrice d’entrée B et, Qf la matrice de données dite augmentée, tel que :

G=X'Qf (3.7)

Pour calculer le pseudo-inverse de la matrice de données augmentée Q € R+0x0m=1) op
fait une décomposition en valeurs singuliéres (SVD) de cette derniére avec taille écono-
mique. Cette écriture permet de retirer d’éventuelles lignes ou colonnes zéros de la matrice

diagonale de valeurs singuliéres ¥, ainsi que les colonnes correspondant en U et V.
La valeur de troncature du SVD (toutes les lignes contenant 0 qu’on a retirées de ) pour

() sera défini comme p.

Ainsi, on note G :

GrG=XVSU" (3.8)

Nous pouvons maintenant trouver des approximations des matrices A et B en décomposant

Popérateur linéaire U en deux composants séparés donnés par :
[A, B} ~ [A, B] - [X'f/i—lﬁf, XV
Avec :

- - - ~ A
07 € R et U € R avec U = [ . Ug} |

Pour trouver le sous-espace d’ordre réduit, la matrice des données X’ peut étre approximée

par la décomposition en SVD :
X' =UsV*

La valeur de troncature du SVD dans ce cas est notée par r avec p > 1 et, U* € R |

i c RT‘XT V* c Rrxm—l
s .
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En utilisant la transformation z = U Z, I'ordre réduit du modéle linéaire suivant les ap-

proximations de A et B peuvent étre calculé. On a :
Thy1 = Al’k + Buk

En appliquant la transformation citée au-dessus, on obtient :

ﬁikH = AU&:k + Buy,
Fpr = U*AU T, + U* Buy,
Tt :w@ +Q*§uk = A%y, + Bu
Ainsi, on peut écrire la matrice G réduite comme suit :
G=|A, B|~|0rXVEIOU, UXVET;
Calculons maintenant la décomposition propre de A :

AW = WA (3.9)

Ou :

W : Matrice dont ses colonnes sont les vecteurs propres de A.

A : Matrice diagonale contenant les valeurs propres de A.

Enfin, nous pouvons reconstruire la décomposition propre de A a partir de W et A .
Notant que les valeurs propres de A et A sont équivalentes, et les vecteurs propres sont

liés via la transformation linéaire :

P =XVS'w (3.10)

Ou:

¢ : Matrice dont ses colonnes sont les vecteurs propres de A.
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3.3 Simulation

Dans cette section, on propose de simuler le systéme AM2 en appliquant un signal de
commande D choisi entre 0.2 < D < 0.4 afin d’éviter le cas de lessivage et de forcer le
systéme a fonctionner autour de son équilibre intérieur stable E1 o les deux populations
bactériennes sont positives. Sur la figure [3.1], on représente le signal de D qu’on a appliqué.
Ici le systéeme AM2 est considéré comme bioréacteur virtuel pour générer des mesures
entrée/sortie (DATA) et, d’en dériver un modéle linéaire en appliquant la DMDc, afin de

faire du controéle par la suite.

0.4 ) D : Taux de dillution| |

n L L L n
0 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 3.1 — Signal de commande D

L’application de ’approche DMDc aux données X et T du AM2 a donné le modéle linéaire
suivant :

X1 ~ AX;, 4+ BY ou les matrices A € R™*" et B € R™*! | Avec :n—4 et 1=1

Donc, le systéme linéaire est d’ordre 4, et valable autour de 'é¢quilibre intérieur EJ.

En simulant le modéle linéaire pour le méme signal de commande D qu’on a appliqué au
systéme AM2 (bioréacteur virtuel), on a obtenu les résultats de simulation représentés
par les figures [3.2] [3.3 et [3.5

Les variables du modéle linéaire et celles mesurées du systéme AM2 sont représentées et
comparées sur t=[0-80| jours, tandis que la prédiction des variables seules du systéme
AM2 est faite sur la période t=[80-120] jours.

L’allure du systéme linéaire X’ ~ AX + BT, obtenue par la méthode DMDc, suit celle

du systéme Non linéaire du modéle AM?2.
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—s,
S,(DMDo)
con S, (Prédit)

0 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 3.2 — L’allure de la variable S7, obtenue par la méthode DMDc et celle du systéme
AM2.

—X
X,(DMDc)
X, (Prédit)

A L n n .
0 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 3.3 — L’allure de la variable X, obtenue par la méthode DMDc et celle du systéme
AM2.

—5,
S,(OMDC)
< S,(Prédit)

0 20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FIGURE 3.4 — L’allure de la variable S5, obtenue par la méthode DMDc et celle du systéme
AM2.
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JE—]
X,(DMDc)
s Xy(Prédit)

20 40 60 80 100 120

t (Jour)

FI1GURE 3.5 — L’allure de la variable X5, obtenue par la méthode DMDc et celle du systéeme
AM2.

En analysant et interprétant les résultats obtenus, on peut conclure que :

e La méthode DMDc a permis de prédire les modes dominants du systéme non linéaire
AM2 par un modéle linéaire simple, mais le plus valable possible autour de I’équilibre
considéré.

e Les variables du modeéle linéaire présentent un comportement identiques a celles du
systéme original AM2 lorsqu’elles sont reconstruites. Aussi, le modele d’ordre réduit ob-
tenu en général par la technique DMDc et en particulier pour AM2 peut étre utilisé pour
prédire le comportement futur du systéme.

e Le modeéle linéaire pouvant étre utilisé pour synthétiser une commande & appliquer au
systéeme AM2.

3.4 DMDc avec une commande PI

Dans cette section, on utilise le modéle linéaire obtenu par DMDec afin de calculer au

systéme AM2 un correcteur Proportionnel-Intégral (PI). Le but de cette simulation est

de :

1. Tester la validité du modéle linéaire lorsqu’il est utilisé pour calculer des commandes

au systéme AM?2.

2. Satisfaire un cahier de charges au systéme : suivi de consigne et meilleure précision.

3.4.1 Avec signal de référence "échelon"

On se propose de controler la concentration de la pollution totale dans le systéme, soit
St = 51+ 95 et, de lui imposer une référence désirée fixée par exemple par les normes de
rejet des eaux usées. A titre d’exemple, on souhaite que le systéme AM?2 et son modéle

linéaire suivent la référence de St montrée par la figure [3.6]
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[REFERENCE]
26—

22—

20

| | | | | |
14
0 20 40 60 80 100 t (Jours ) 120

FIGURE 3.6 — L’allure du signal de référence S; + S

En réalité c’est intéressant de controler S; + Sy afin de régler le probléme de 'accumula-
tion des acides gras volatils (AGV) Sy dans le bioréacteur, provoquant la déstabilisation

du processus.

Le principe général de la correction d’un systéme peut étre illustré par la figure [3.7]

Systéme

Retour

FIGURE 3.7 — Le principe général de la correction

La commande u(t) = f(erreur), on distingue alors trois fonctions de régulation :
e Action proportionnelle notée P :
C’est un simple gain réglable K,, qui améliore la rapidité en régime transitoire et la
précision du systéme en régime permanent en boucle fermée, mais il peut diminuer la
stabilité quand il fortement augmenté. La fonction de transfert de ’action proportionnelle
est :

Cs)=K+—C(2)=K (3.11)

e Action dérivée, notée D :

De maniére générale ’action dérivée est stabilisatrice et améliore la rapidité du systéme.
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Cependant, on comprend aussi qu’une action dérivée trop élevée peut provoquer l'insta-
bilité. Aussi, Il amplifie les hautes fréquences, dans lesquelles sont localisées les bruits.
Ce correcteur est purement théorique non réalisable physiquement, mais on trouve des
versions causales réalisables dans la pratique. La fonction de transfert de I'action dérivée
est donnée par :

C8)=1+4+Tys+— C(z)=1—2z"" (3.12)

e Action intégrale, notée I :

L’introduction d'un intégrateur améliore la précision du systéme en annulant ’erreur
statique (erreur en régime permanent). En revanche, ce correcteur ralentit et déstabilise
le systéme s’il est mal ajusté. Sa fonction de transfert est décrite par :

1 1

C(s) (3.13)
Le systéme linéaire qui décrit le modeéle AM2 est marginalement stable (depuis la figure
2.10) on constate que le systéeme échantillonné est marginalement stable car 1'un de ses
pole est égale a 1).

On cherche alors a le stabiliser d’abord et que sa sortie contrélée S suive au mieux la
référence avec une erreur statique minimale ou nulle. Le correcteur PI serait le mieux

adapté dans ce cas.

Sur la figure [3.8] on présente le schéma Simulink utilisé pour simuler le systéme original
AM2 et son modéle linéaire obtenu par DMDc, les deux controlés par le méme PI, et
excités par le méme signal de référence.

Les parameétres des actions PI ont été ajustées et optimisées par Matlab, suivant les
performances souhaitées par l'utilisateur.

Dans notre cas, on a optimisé automatiquement les gains du contréleur PI par le mode

"AUTOTUNE", et puis on les a légérement ajusté manuellement afin de satisfaire :

1. Robustesse vis a vis les perturbations et les incertitudes du modéle. Cette spécifica-
tion est importante d’'un point de vue expérimental, car un bioprocédé est souvent
perturbé en ajoutant a ’entrée de S; ou de S; e aussi, les vitesse de réactions peuvent

varier dans le temps.

2. Rapidité du systéme avec un temps de réponse le plus faible possible, mais réaliste

pour les bioréacteurs qui sont des systémes lents de nature.
3. Précision meilleure en ce qui concerne le suivi de consigne.

4. Stabilité suffisante du systéme autour du point de fonctionnement.
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commande PI

1 [BNL
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AMZ [NON-LINEAIRE]

X2 [BNL]

—> e » 7i£ u
Pl Saturation
3
=1 [sHep [shL
=1 [
L+
s2 BNl
S1+52 [BNL]
Group ’—‘
IREFERENCE] >
REFERENCE
1[5
s1+S2 5L
—
sz B
1[5y
Y=
Yy v

y A

4@—’ Pliz
Pl

Saturation

»
»
_—
»
»
—
»
»
1[5y
o X B »
>
2 [50
X2 [51] N

Systéme [LINEAIRE]

FIGURE 3.8 — Le schéma simulink du SL et SNL avec correcteur PI, avec référence échelon

L’allure de St = S; + S5 converge vers le signal de consigne avec une erreur statique nulle

et une réponse bien amortie avec un temps de réponse de ¢, = 35 Jours (voir figure |3.9)).

On constate aussi un dépassement faible et optimal, grace au bon ajustement des valeurs

du PI, ce qui conduit rapidement & la stabilité de la sortie.

Proportionnel (P)

0.0105

Intégrale (I)

0.0030

TABLE 3.1 — Les valeurs optimisées des paramétres du controleur PI.
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30 I

$1+52 [SNL]
= === REFERENCE
S1+8S2 [SL]

0 | 1 1 l 1

0 20 40 60 80 100 120
t (Jour)

FIGURE 3.9 — L’allure de St = S7 + 55 de AM2 et de son modéle linéaire, avec le signal
de référence en échelon.

Stabilité | Précision | Rapidité | Dépassement
SL |+++ [+++ [tr=35 |+
SNL | +++ ++ tr=30J +

TABLE 3.2 — Les performances du SL et SNL avec correcteur PI

D’aprés le tableau comparatif nous pouvons conclure que :

e Le correcteur PI a pu assuré les performances souhaitées pour le systéme AM2 et son
modeéle linéaire, avec plus ou moins de différence.

e [’action intégrale améliore largement la précision, mais joue légérement sur la stabilité
du moment ol ¢a crée un dépassement qu’il faut minimiser.

e La réponse du systéme AM2 est trés satisfaisante en utilisant le PI synthétisé sur la
base du modéle linéaire. Donc ce dernier est un bon modéle & utiliser pour controler le
systéme réel.

La figure suivante [3.10] récapitule les allures de toutes les variables de AM2 et celles du
modéle linéaire, ol on remarque qu’il y a un parfait suivi entre elles.

Le signal de commande D généré par le correcteur PI est donné par la figure 3.1} 11 est

situé entre les deux valeurs limites évitant le lessivage du bioréacteur.
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E) o £ a0 100

E) ) E) % 00
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t(Jour) t(Jour) *

(c) S2 (d) X

F1GURE 3.10 — L’allure du vecteur £, en présence du PI
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FIGURE 3.11 - Le signal de la commande D apres correction PI

n

3.4.2 Avec signal de référence " sinusoidal"

On teste dans cette section la réponse du systéme face a une entrée de type sinusoidal,

tel qu’il est montré par le modéle Simulink de la figure [3.12]
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Systama tionLinagne

a® T L

Enres 3ne
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|
hom oo

Syteme Lirbare

FIGURE 3.12 — Le schéma simulink du SL et SNL avec correcteur Pl et référence en
sinusoidal.

La réponse Sr = 57 4+ S5 du systéme est montrée par la figure |3.13| ol trois courbes sont
représentées : la référence sinusoidale en noir, la sortie du AM2 en bleu et la sortie du
modéle linéaire en rouge.

Le signal St suit parfaitement I’allure de la référence sinusoidale pour AM2 et son linéarisé.

25 T T

T

S1+S2[SNL]

= === REFERENCE [SINUS]
S1+S2[sL]

1
0 20 40 60 80 100 t ( Jour ) 120

FIGURE 3.13 — L’allure de S; = S7 + S5, avec référence sinusoidale.
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3.5 Controle PI sur le systéme AM2 en présence de

bruit et de perturbation

3.5.1 Avec un signal de référence "échelon"

Sur la figure (3.14]), nous montrons la modélisation du systéme AM?2 sous ses deux formes,
non linéaire et linéaire (généré par la DMDc), avec présence en référence d’un signal bruit

superposé a une entrée en échelon représentant ’ajout des substrats S et Sy en réalité.

!

Symisme Mo Lintate

|
m o

[
H
0

Randomn Symtms nasrs
St

FIGURE 3.14 — Le schéma simulink du SL et SNL avec correcteur PI, avec bruit et per-
turbation en entrée.

Les résultats de cette simulation sont illustrés par la figure L’allure de St = S; + 5
est bien amortie et tente de suivre le signal référence avec une faible erreur statique presque
nulle, malgré la présence d’un signal bruité superposé a la référence en suite d’échelons.

La commande PI est robuste vis-a-vis les bruits et les perturbations.
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120

0 20 40 60 80 100
t (Jour)

FIGURE 3.15 — L’allure de Sy = 57 + S5, dans le cas d’une référence échelon

3.5.2 Avec un signal de référence "sinusoidal"

On continue & tester la robustesse du PI vis-a-vis les bruits en entrée, mais en présence

de référence sinusoidale cette fois-ci, tel qu’il est montré par la figure
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FIGURE 3.16 — Le schéma simulink du SL et SNL avec correcteur PI, avec bruit et per-
turbation, dans le cas d’une référence sinusoidal

Les réponses du AM2 (systéme NL) et de son modéle linéaire sont données par la figure
[B-17} On constate que le signal Sr suit au mieux allure de référence sinusoidale grace a
la régulation du PI, ce qui prouve encore 1(efficacité du modéle linéaire obtenu par DMDc

et la robustesse du régulateur PI.

99



Chapitre 3. L’approche DMDc avec commande PI

S1+S2[SNL] X
=== = REFERENCE [SINUS BRUITE]
— 51+ 52[5L]

L
0 20 40 60 80 100 t ( Jour ) 120

FIGURE 3.17 — L’allure de S = S7 + .55 , dans le cas d’une référence sinusoidal

3.6 Conclusion

La DMDc est une amélioration de l'algorithme DMD), elle nous a permis de construire
pour le systéme AM2 un modeéle d’état linéaire avec matrice de commande B (avec DMD,
on n’obtient que la matrice A de la dynamique du systéme).

Grace au modele obtenu, on a pu synthétisé un régulateur de type PI pour satisfaire un
cahier de charges réaliste (stabilité, rapidité suffisante, précision meilleure, robustesse).
Les résultats obtenus sont trés satisfaisants et traduisent l'efficacité du modéle développé

et la robustesse du PI calculé.
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Conclusion générale

Ce projet de fin d’études nous a permis de mettre a profit les connaissances théoriques
acquises au cours notre carriére scientifique, notamment en spécialité Automatique. En
terme de modélisation, nous avons pu comprendre, modéliser et simuler un processus
de digestion anaérobie, en utilisant un modéle simple d'un point de vue mathématique,
nommé AM2. Dans un premier lieu, nous avons calculé les équilibres du systéme AM?2 et

analysé leur stabilité.

Par la suite et a 'aide de MATLAB, nous avons utilis¢ AM2 comme bioréacteurs virtuels
pour générer des mesures entrée/sortie (data) autour d'un équilibre choisi. Ces mesures
ont été utilisées ensuite pour développer un modéle linéaire a l’aide des techniques de

"data-driven model", comme la DMD et 'opérateur de Koopman.

Le modéle linéaire obtenu a pu reproduire avec fidélité les données originales du AM2
et a permis de prédire le futur comportement du systéme, ce qui représente un résultat

remarquable.

Le modéle linéaire du AM2 a été utilisé a la fin pour calculer un régulateur PI et de
I'appliquer au systéme AM2, pour satisfaire un cahier de charges. Les résultats obtenus

sont trés satisfaisants en terme de stabilité, précision et robustesse.

De futurs perspectives de ce travail peuvent étres envisagées : calculer des commandes
par retour d’état comme LQR, ou des commande prédictives; utiliser de vraies données
expérimentales pour développer des modeéles linéaires ; appliquer les techniques DMD et
Koopman a des systémes d’ordre élevé comme le systéme ADM1 de plus de 30 variables
d’état.
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Nomenclature

AMOCO : Advanced Monitoring and Control System for Anaerobic.
DA : Digestion Anaérobie.

COV : Composés Organiques Volatils.

AMZ2 : Anaerobic Model 2.

ADMI1 : Anaerobic Digestion Model 1.

AGYV : Acides Gras Volatiles.

D : Taux de Dilution qui est égale a % (Q est le débit , V est le volume).
FT : Fonction de Transfert.

tr : temps de réponse.

SL : Systeme Linéaire.

SNL : Systéme Non Linéaire.

DMD : Dynamic Mode Decomposition.

DMDc : Dynamic Mode Decomposition with control.

SVD : Singular Value Decomposition.

POD : Proper Orthogonal Decomposition.
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