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Introduction

L’analyse fractionnaire remonte aux spéculations de Leibnitz dans sa fa-
meuse lettre a de L’Hopital en 1695 [42], toutefois, c’est un domaine qui
demeure d’actualité comme en témoigne ’édition d’un journal spécialisé [1]
et les travaux qui continuent d’étre publiés régulierement ailleurs [52], [53]
etc. Ce regain d’'intérét est suscité en partie par la validation de modeles frac-
tionnaires dans de nombreux domaines. Nous citons par exemple les modeles
fractionnaires de Black-Scholes en finance [39], du brusselateur en chimie [45],
S.ILR en médecine [29], etc. Sans oublier les livres sur le calcul fractionnaire
orientés vers les applications de Das [11], et Hilfer [30].

Le foisonnement des travaux de recherches portant sur les opérateurs fraction-
naires a vu apparaitre de multiples définitions : Riemann-Liouville, Griinwald-
Letnikov, Caputo, Marchaud, etc. associées au cas continu (voir [I3] pour une
liste de définitions) et nabla fractionnaire, delta fractionnaire, etc. [6], [7],
[10], [14] associés au cas discret. En outre, le désir de longue date de disposer
de moyens permettant de traiter les problemes continus et discrets simul-
tanément, a motivé la théorie du calcul fractionnaire en échelles de temps.
Effectivement, dans [3] et [4], Anastassiou a développé respectivement, les
fondations du delta et nabla calcul fractionnaire en échelle de temps. D’autre
part, Williams [58] a construit des opérateurs de Riemann-Liouville sur une
échelle arbitraire, comme transformations intégrales avec comme noyaux des
fonctions puissances caractérisées par une approche axiomatique.

La diversité ainsi engendrée pose le probleme de la légitimité d’attribuer
le qualificatif de fractionnaire a ces opérateurs. En 1975 Ross [50] puis Or-
tigueira et Machado en 2015 [46], ont suggéré des critéres permettant de
vérifier si un opérateur est une dérivée fractionnaire.

Dans un souci de cohérence notre travail repose sur I'idée fondamentale qu’un
opérateur fractionnaire n’est rien d’autre que la puissance d’un opérateur de
dérivation ou d’intégration qu’ils soient continus ou discrets.

Cette idée n’est guerre nouvelle, a partir des années 1960, la théorie géné-
rale sur les puissances fractionnaires d’opérateurs fermés non bornés dans
un espace de Banach fit 'objet de recherches intensives, notamment avec

vii



les travaux de Balakrishnan [9] dans lesquels il a définit la puissance frac-
tionnaire pour les opérateurs positifs, A%, a € C, par une représentation
intégrale. Dans une série d’article, Komatsu a entrepris une premiere ten-
tative de présentation exhaustive de la théorie. Il a généralisé la définition
de Balakrishnan a o € C a I'aide d’un processus d’extensions fermées. Par
ailleurs, Hovel et Westphal [32] définirent I'opérateur puissance moyennant
une transformation de Stieljes. Bien que dans une certaine mesure, les mé-
thodes adoptées different, chacune est basée principalement sur 'intégrale de
Bochner
sin(ma

(— Ay f = _S(Ta) /O TN — A)TTAfdN

T
En 2001, Martinez et Sanz ont consacré la premiere monographie a ce sujet
[43].

Les opérateurs sectoriels satisfont la condition d’uniforme bornitude de
la résolvante [[AR(A, A)|| < M dans un secteur angulaire de C. Ils conduisent
a un calcul fonctionnel holomorphe basé sur des intégrales de type Cauchy.

F(4) = o [ FORO, A

ou I' est un contour approprié.

Dans la monographie devenue standard de Haase [28], ce calcul fonctionnel
a été étendu a une large classe de fonctions (méme méromorphes) par une
approche axiomatique et purement algébrique. La puissance fractionnaire
d’opérateurs sectoriels trouve, en particulier son cadre naturel.

Cette these porte principalement sur la construction des opérateurs frac-
tionnaires discrets comme élévation a la puissance d’opérateurs sectoriels.
Cette approche requiert la construction des résolvantes et le controle de leurs
normes dans divers espaces de Banach. Les transformées de Laplace et en Z
nous ont fourni une méthode permettant d’exprimer ces résolvantes dans les
différents cas abordés. Cette démarche originale dans le cas discret, nous a
permis de retrouver certains opérateurs et de construire un nouveau. Suite a
cela, nous démontrons I'uniforme convergence de I'opérateur nabla h-somme
vers l'intégrale de Riemann-Liouville dans les espaces des fonctions continues
puis nous élargissons ce résultat pour les espaces des fonctions continues avec
poids. La convergence forte des opérateurs nabla fractionnaires vers ’'opéra-
teur dérivée fractionnaire dans les espaces de Holder est prouvée. Les ap-
plications ne sont pas en reste puisque dans chaque cas des exemples sont
présentés. La résolution de quelques problemes de Cauchy fractionnaires est
proposée.

Soulignons aussi qu’une connexion avec la théorie "échelle de temps" est
mise en exergue. Le théoreme de convergence uniforme démontré auparavant
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est interprété précisément comme continuité d’'un opérateur de ’espace des
échelles de temps vers 'espace des fonctions continues.

Notre these s’organise comme suit. Dans une premiere partie, on s’inté-
resse a la puissance fractionnaire de 'opérateur de 'intégrale et approxima-
tions. La seconde est consacré a la puissance fractionnaire de I'opérateur de
dérivation et approximations. Une annexe forme la troisieme partie. Chacune
des deux premieres parties est divisée en quatre chapitres les deux premiers
chapitres sont dédiés a la construction des opérateurs fractionnaires continus
et discrets respectivement, suivis d’un chapitre portant sur une analyse de
convergence. Puis des applications sont présentées dans le dernier chapitre.
L’annexe contient les différents concepts et connaissances nécessaires pour
notre these. Elle est composée de plusieurs parties. L’annexe A est un rappel
sur les différents cadres fonctionnels utilisés ce qui permet de fixer les nota-
tions associées. Dans 'annexe B, nous introduisons les fonctions spéciales.
Les deux annexes C et D traitent des opérateurs fractionnaires, les intégrales
et dérivées fractionnaires usuels sont définis en C puis I'approche opération-
nelle de construction d’une puissance fractionnaire d’opérateurs sectoriels en
D, notre présentation est fortement influencée par 'approche de Haase sus-
citée. L’annexe E se veut étre une introduction a la théorie d’échelles de
temps et chaines de mesure. Enfin 'annexe F contient les différents codes
Python mis en ceuvre dans cette these.

Ce travail a donné lieu & la publication [35] et a la prépublication soumise
[36]
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Premiere partie

Puissances fractionnaires de
I’opérateur de l’intégrale et
approximations



Chapitre 1

Puissances fractionnaires de
’opérateur de l’intégrale
continue

On définit pour tout f € Cy (voir Annexe [A] définition [A.1) et pour
tout x € [0, 1] 'opérateur de I'intégrale continue V' par :

Vf(z) = /Oxf(t)dt (1.1)

Tout naturellement la puissance fractionnaires de 'opérateur V sera établi
comme puissance d’opérateur sectoriel au moyen de la formule de Balakrish-
nan ( voir Formule

Nous commencons par donner un premier résultat utile dans le lemme
suivant :

Lemme 1.1.1. Pour tout parameétre a < 0, l'infimum de la fonction définie
sur 10, 1[ par
a(r) = (—ax)”

est
—a st —ae <1
Og;gl@a(if) - 1 .
€ae st —ae>1
Démonstration. Notons que lim ¢,(z) = 1 et lim p,(x) = —a, de plus la
z—0t z—1—

dérivée de la fonction ¢, est

pa(x) = (—ax)” (In(—az) + 1)



Cette derniére est positive pour tout x > zy avec xg = —é. Deux cas sont
alors possibles, le premier si —é > 1 alors Oinf lgoa(x) = —a, le second est
<x<

lorsque —-= < 1 et alors Oinglgoa(x) = ¢u(—=). D’ott le lemme.
[l

Le résultat suivant est essentiel pour ce chapitre

Proposition 1.1.2. Pour tout o € 10,1[, la puissance fractionnaire V< de
l'opérateur de lintégrale continue est donnée par :

Ve f(z) = r(loo /0 (z — ) f(t)dt.Va € [0,1],¥f € Co

Démonstration. La démonstration se décompose en trois étapes. Dans la pre-
miere, nous allons exprimer la résolvante de l'opérateur V' a 'aide des trans-
formations de Laplace. En effet, pour tout A complexe non nul et au vu de
la formule [B.6]de 'annexe [B] la transformée de Laplace de I'équation

(M =V)g(z) = f(z)
ou f et g sont prolongées par 0 sur |1, +o0] est :
A=) Zlgl(p) = Z[f)(p)

donc

L1glr) = 52 110)

En utilisant la transformation inverse de Laplace, nous obtenons

o) = (27 |52 ) s

Comme

7! [ - _1p_1] (z) = 2! lxl A A‘ll (z)

D’apres les formules [B.§ et [B.9 de I'annexe [Blon a

>l8

7 [A _1p11 () = A716(z) + A%

En effectuant le produit de convolution, il résulte
g@) = A\ (@) + 372 [ A (0
0

3



D’ou le résultat :
ROV)f(2) = 1 £(0) + 35 [ e300 p(oyae

Dans la deuxieme étape, nous vérifions la propriété sectorielle de 'opérateur

intégrale V' (voir définition [D.1.1]).

Pour tout x € [0, 1] et pour tout A complexe non nul tel que Re(\) < 0
et arg(\) = w.

AROV)F@)] 17 + | [ X0 se)a

Soient 1 < p,q < oo avec 1/p+ 1/q = 1, I'inégalité de Holder permet
d’obtenir la majoration suivante

Ll dt) v </Dx|f(t)|th>l/q

et = g (F

Comme
eP Re( % ) 1

pRe(3)

r

e§(z—t)’p df — /x P Re(})(@—1) gy —
0

et ) v |
([T1rord) ™ < 17zt < 1£lo

Il en résulte

‘i/oxei(x_t)f(t)dt‘ < ||f||o < -1 ))1/,,'

Al \pRe(5
En utilisant le lemme [1.1.1} avec a = el( iy on a
X
[Alp>1 \pRe(5) pres e s~ oy > 1
Remarquons d’abord que Re(5) = o >\| cosw alors

I (R N Y N S —
AL\ Re(3)) |\l |/\|cosu} © cosw



et
Lotrech) — 1 tpcose

ee =
R RY

Soit la fonction positive définie sur [0, co[ par

COSs w
pLesw

go(x) = xe® e |

sa dérivée
]. T COS W

go(x) = =€« (e + zcosw)
e

et vu que cosw < 0 alors

s’annule au point —

cosw
peosw ( e ) 1
max re® ¢ = go(— = — )
z€[0,00] Jo COS W COS W
D’ou l'estimation
5 [ e < ——— 1)
AJo ~ cosw 0"
Finalement,
AR(A, V < (1 )
AROV)F@) < (1= ——) |7l

s
On a donc établi que l'opérateur V' est sectoriel d’angle 5

Nous pouvons maintenant construire 'opérateur V.
En remarquant que

A+ V) V) = f@) =AM+ V) f(@)
= f(@) + AR(=, V)f( )

(.Z’t t
ke

alors

Vef(z) = Smﬁm /0 A O+ V)TV f(@)dN
_ sinaﬂ/ yo-1 / (o— t)f )t
s 0 A

_ smar / ) / A2 3 @0\ gt
m 0 0



(z —1)
)

En posant p =

/ T a2 @GN = (g — )2 / Tperdp = (x — )" T(1 o)
0 0

puis finalement, en utilisant la formule des compléments (voir Annexe

formule [B. 1))

| @=0" pwyar
]

Remarque 1.1.3. Lopérateur V< n’est autre que l'intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville (voir Annexe [( ,définition . Nous le noterons
désormais 1

Remarque 1.1.4. Le semi-groupe (I%)g. .~ st appelé semi-groupe de Riemann-
Liouville sur (0,1).

Remarque 1.1.5. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville est obte-
nue dans [28, Proposition 8.5.5] comme puissance fractionnaire de l'inverse
de lopérateur de dérivation.



Chapitre 2

Intégrales fractionnaires
discretes : Approche
opérationnelle

Dans ce chapitre nous tentons de répondre a la question, somme toute
naturelle suivante : Peut-on définir des formules de quadrature fractionnaire
comme puissance fractionnaire d’opérateur de quadrature ? On veut évidem-
ment a partir desdites formules de quadratures définir de nouveaux opéra-
teurs sectoriels et par suite construire les puissances de ces derniers. Nous
utiliserons exactement ce procédé pour construire les opérateurs des rec-
tangles et des trapezes fractionnaires comme puissance des quadratures des
rectangles et des trapezes respectivement. De tels opérateurs sont essentiels
dans la théorie du calcul fractionnaire discret et comme approximation de
I'intégrale de Riemann-Liouville.

Afin de définir les opérateurs discrets nous considérons le maillage uni-
forme :

t, =nh,h =0,1,....N

1
= N’n
2.1 L’opérateur des rectangles fractionnaire

On rappelle la formule de quadrature des rectangles a droite.
Pour n=0,1,..., N

[ sy = Sohte)

En vu d’étendre cette formule sur tout Iintervalle [0, 1] nous choisissons



2.1 L’opérateur des rectangles fractionnaire

d’adopter une interpolation linéaire par morceaux, de ce fait on considere
I'opérateur définie sur Cy

Vi f(z) = _“th

oo < <ty

Par convention on pose

Vi (£)(0) =0

2.1.1 Propriété sectorielle de ’opérateur des rectangles

Nous avons la proposition fondamentale suivante :

Proposition 2.1.2. Pour tout A € C\ {0, h}, la résolvante R(\, V)|) s’écrit,
pour tout f € Cy et pour tout x € [0,1],t,—1 < x < t,, ainsi

ROV () = et L 0+ 52 (525 ) f(tj)]

/\
+tn}:x[/\1h . ( ) tj)]
tn

1 T

+A(f(:v)—_,f”1f(tn) L flta))

Démonstration. Dans le but d’exprimer la résolvante nous considérons I’équa-
tion pour z € [0, 1]

(AT =Vi)g(z) = f(x) (2.1)

Tout d’abord remarquons que pour x =t,,n =1,..., N résoudre ’équa-
tion (2.1)) revient a résoudre le systéme linéaire :

Ag(tn) — hzg(tj> =f(tn),1<n<N (22)

A cette fin, on construit les suites g[n] = ¢g(t,), f[n] = f(t,) pour
n=20,...,Net gln] = f[n] = 0 pour n > N. Puis on considere G(z) et
F(z) les transformées en Z des suites g [n] et f [n] respectivement. Rappelons
que la transformée en Z d’une suite causale (u,,) est la fonction de la variable
complexe z définie par

Z(uy,) = Z Upz "
n=0



2.1 L’opérateur des rectangles fractionnaire

alors

= )
= [6() — (0]

Il en découle que la transformée en Z de I'équation

(AL = Vi) g(tn) = f(tn)

est
l)\ - _hZ_I] G(e)+ 1 _hz_l 4(0) = F(2)
Or .
0(0) = 110

On obtient alors

R [y

Puis
1 1 21
G = — F
(2) A—h [1—;,12—1 1—/\ihz—1] ()
h 1
— 0

On utilise simplement les séries géométriques et la défintion de F(z) pour

obtenir
S R W - A W
G(Z):A—h[,;o(A—h) : k_z</\—h> o ]

k=0

X f) e 0L (72)

k=0



2.1 L’opérateur des rectangles fractionnaire

Par suite

Ah) f(tr—j) i%:l(/\ h>j f (e jl)Zk]

k=0 5=0

G(z)

h

B ()

On retrouve alors la suite g (¢,)

9(ta) =+ i ; LXZ% <)\ i h>j S (tn—j) = n—: (Ai}l)jf(tn—j—l)]

h A\
B )\(A—h)ﬂo) <)\—h>

Enfin apres simplifications
1 h n—1 )\ n—j+1

Maintenant pour tout z € Jt,_1,t,], lequatlon est :

M)~ TS h () -

En la combinant avec 1’équation on a

Xr — tn,1 t

L (Ag(ta) = () = == (Agltas) = F(tar)) = f(2)

T —t,_1 t, — T T — 1,1 t,— T

o(0) = T g+ gty (£0) = T () — T () )

Finalement la résolvante R(A, V}) est exprimée par
=ty | 1 A Y AP I
P AT Z <>\ h) 1)
tn —x h n—2 n—j

T —1t,-1 tn—x

(f(x)— h_f(tn)— ; f(tn1)>

R(A, Vi) f(x) =

+

>l =

10



2.1 L’opérateur des rectangles fractionnaire

Avant de vérifier la propriété sectorielle de Popérateur V)" ,sur C\S,, (voir
définition [D.1.1)) nous démontrons le lemme suivant :

Lemme 2.1.3. Pour tout z € C\S, ,g <w<T ona:

2| -1
[1—2|—1 " cosw

Démonstration. Observons que pour tout z € C\S, ,g < w < T nous avons
1 —z]>1et
11— 2> =|2|* + 1 — 2|z|cos (arg 2) > |2|* + 1 — 2|z| cosw

Alors
2] |z|

[1—z[—-17 \/|z|2—|—1—2|z|cosw—1
On pose pour tout s > 0

¢(s)

s
V1 —2scosw+s2—1

Alors ¢(400) =1, ¢(07) = et la dérivée satisfait

cosw
¢'(s)

(—1 + cos? w) s*

= 3
(\/32—1— 1 —2scosw — 1) Vs2+1 —2scosw(1 —scosw+\/s2+1—23(:osw)
<0

Par conséquent, pour tout s € |0, +00]
-1

L<9ls) < cosw

D’ou le lemme. O

Proposition 2.1.4. La suite (V}]), est sectorielle d’angle g

Démonstration. Nous réécerivons la résolvante R(A, V}') sous la forme

t, — T

ROV () = T 2L ROV () + 2 ROV f 1)

h
T —1t,—1 t, — T

+i<f(x)—hf(tn)_ h f(tn—O)

X

11



2.1 L’opérateur des rectangles fractionnaire

avec
h m=j
. 1] 1 Yo o1
R()‘7 Vh)f(tm) = X ﬁf(tn) + h Z h f(tj)
1-= 1-~=t{1- 2
A A A
Il est clair que pour tout x € [0, 1]
h
. W N-1 1
ARGV F@)] < 1y | 20— + 22 v
1—= T I P
)\’ | Y

Soit A € C\S, ,= <w < 7.

b |

h _
) = —arg(\) alors 3 € C\ S, de plus, nous avons

h h h\’
1— | =4|1—2—cos(arg\) + ()
| J J Al Al

h h\

< 1 puisque cos(arg\) < 0 et \ll —2—cosw + (H) > 1.
h
A

Comme arg(

> >

1

t
e 1_@
A

Ce qui permet d’avoir les majorations suivantes, en posant z =
utilisant le lemme

RY

h k.
NS 1 Al 1
i 2 vioS R
1—fﬂﬂ1_ﬁ 1-- h
A A A 1—)\‘
||
1 —2—1
~1
<
COS W

On voit alors que

T 2
yARL&VzwﬂwISHf%{5+<DaJ

Par conséquent pour tout 0 < h < 1, V' € Sect(w), et a fortiori la suite

(Viy),, est uniformément sectorielle d’angle 5 O

12



2.1 L’opérateur des rectangles fractionnaire

2.1.5 Puissance fractionnaire de l’opérateur des rec-
tangles

Le point suivant consiste en la construction de la puissance fractionnaire
de V) a partir de la formule de Balakrishnan.

D’abord rappelons dans le lemme suivant une formule pratique pour le
calcul de la somme de rapport de deux Gamma.

Lemme 2.1.6. (Voir [20, Theorem 5] ) Soient un entier n > 1 et deuz réels
a,b> 0. Alors

" T(k+a) 1 [F(n—l—1+a)_f‘(1+a)
T(n +b) Tb)

On a la proposition fondamentale suivante :

Proposition 2.1.7. Soit 0 < o < 1, alors pour tout f € Cy, et pour tout
T € ]tn—la tn]

" 10) = s | P e S g 4 D T T g

i=1

Démonstration. Pour tout x € |t,_1,t,]

(Vi) f()

= R X (ij:lhﬂtj) T f”jzlhfm) a\
1 T—tno1 [ 0 q n

i hh NTREAW (jzlhf W) aA

B F(a)Fgl —q) K ;; - /OOO AR (=M, Va) (;i:lhf(tj)) d\

13



2.1 L’opérateur des rectangles fractionnaire

A partir de I’expression de la résolvante nous obtenons

(Vi)™ f (=)
1 Tr — tn—l

T(@I(1—a) &

0o . h n h2 n—1 1 7
/0 O hZf(tz‘) ubv 7o f(t) | dA

i=1 j=1 " iS
14+ —

T —1,_ t, — T
=— L+ 1) + — s+ 1)
avec
h n o0 1
I = t / P Y
! F(a)F(l—a);f( A A+ h
h ! 1
I = t; p e —; )
’ F(a)F(l—a);f( ) Jy A+ h
et
h n—1 n—1 .~ h 1
L = — t; / p i g — | d),
? r(a)r(1—a);f( >§ 0 /\2< h)ﬂ—ﬂﬂ
g 1+
A -
h n—2 n—2 .~ h 1
I — — WY [t | dx,
! F(a)F(l—a);f( ); 0 A2 B\t
(HA)

14



2.1 L’opérateur des rectangles fractionnaire

Commengons par ’évaluation de [;.
En remarquant que

1 0
i —s(A+h) g
At h /0 ‘ °

alors

=1

_ F(a)rg—a)i F(t) /0 T eeh ( /0 ” Aa—le-sm) ds

=1

Or -
/ A=A\ = 57T ()

0

et .
/ s % s = k7' (1 — «)
0
alors .
= haZf(tz)
i—1

De méme

n—1

I3y =h*> f(t:)

i=1
Passons maintenant a I’évaluation de I5. En utilisant un changement de
variable approprié, I s’écrit :

ha n 1
L / A\
7T T(a)I(1- ) Z 1 (1+ )"

sachant que

1 1 00 :
4 _ n—j —s(l—l—)\)d
(1+XN"7T T(n—j+1) / oe s

_ he n—1 n—1 1 ) Y 0o e sl )
b= Fra = a)gf(ti) Z_: T(n—j+1) /0 X (/o e ds) @

15



2.1 L’opérateur des rectangles fractionnaire

de plus

/ ¥ \l-a ( / °° s"_je_s(1+’\)ds) ) = / i ( / °° Al—ae—sAdA) ds
0 0 0 0

=T(2— a)/ §hTIteT2ems g
0
=I'2-a)l(n—j7+a-1)
d’ou
(1—a)h>id Tn—j+a—1)
I, = — t;
=) H W e
Or
n—1 r i+ -1 n—i—1 r 4 n—i—1 r s
(n—jta-1) _ 3 U +a) D)+ 3 U +a)
j=i F(n_]+1) j=0 F(]+2) j=1 F(]+2)
En utilisant le lemme [2.1.6, on déduit que
n—i—1 (i 1 I —
(+a) (n-ite) o]

o TG+2) a-1|T'(n—i+1)

et notre intégrale devient

he "IT(n —i+ a)
MNa)=T'(n—i+1)

I =(a—1) harif(ti) + F(t;) — ahaif@i)
_h® "Il(n—i+a) N -l |
a F(a)ZF(n—i—i—l)f(t’) h* Y f(t:)

i=1 =1

De maniére semblable

R "2I(n—1—-i+a) N Sz ‘
I4 - F(a)z F(n . Z) f(tl) h Zzzlf(tl)

=1

En remarquant que

e ETn—ita) . ok ' AT(n—1—i+a) .
e P e AR b v D Dy y gy A

i=1 i=1

nous obtenons le résutat escompté.

16



2.1 L’opérateur des rectangles fractionnaire

Remarque 2.1.8. Pour x =t,,n=0,...,N

(V)" £t) = g o o 3 £ 18)

=1

C’est lopérateur somme fractionnaire défini dans [38] et noté par V= .

2.1.9 Définition et propriétés de 'opérateur nabla h-
somme fractionnaire

La remarque précédente justifie la définition suivante :

Définition 2.1.10. (L’opérateur nabla h-somme fractionnaire) Soient f une
fonction dans C'[0,1],0 <z <1 e 1 <n <N, tel quet, 1 <z <t, On
définit l'opérateur nabla h-somme fractionnaire d’ordre o par :

Vi f (1) = 1 [(tn — ) Vi Ffama) + (& — 0 V" (1)
e Y e &T'(m—i+a),,.
Vit tn) = 5y 2 T — iy 1) )

Par construction, la fonction V,“f(.) est continue. La premiére propriété
de 'opérateur linéaire V, * est donnée par la proposition suivante

Proposition 2.1.11. V,* : C[0,1] — C'[0,1] est un opérateur linéaire

continu avec HV}ZQHO,O < m.

Démonstration. Soit f € C'[0,1] et t,, =nh,n € {0,1,..., N}, alors

95 0)| < fg Sope e M < g S

(2.3)

A partir du lemme [2.1.6] on a

”z’:lF(i +a) 1T(n+a)
~T@i+1) o TI'(n)
L’inégalité (2.3) peut s’écrire

h* I'(n+ «)

Vi £ )| <ty Mo —pn

17



2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

de I'inégalité de Wendel (voir [56])

r
ngﬁ, 0<p<1, x>0
I'(z)
nous obtenons
Vi f(tn)] < £l Mo v eNo<n<N
h “T(a+1) 0" _F(a—i—l) ==

En outre, Va € [0, 1]

1/ 1lo

Vi f@)] = 3 [t = 2V 1) + (0= 1)V S @)]S ot

Ainsi, V,®f est un opérateur borné sur [0, 1]. O

2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

De la méme maniere que pour 'opérateur des rectangles, nous définissons
I'opérateur des trapezes, pour tout ¢,_1 < x < t,, par

ValF)(@) = T ) + VA )
ou ) om
V § Z J 1 + f )]
7j=1
et par convention on pose
Va(£)(0) =0

2.2.1 Propriété sectorielle de opérateur des trapézes

L’évaluation de la résolvante est cruciale pour la suite. A cette fin, nous
énoncons la proposition suivante.

Proposition 2.2.2. Pour tout A € C\ {0, h/2} la résolvante R(\, V3,) s écrit,
pour tout f € C[0,1] et pour tout x € [0,1] ,t,—1 <z <1,

T —tp_1 t, — T

T t, — T

- i <f(x) - _}f”‘lﬂtn) s f<tn—1)>

18



2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

avec

RO (0) = 5 0+ s 2 () 7w

h 2\ +h
A2\ —h) <2)\—h> f0)
Démonstration. On considere les suites g [n] = ¢(t,), f[n] = f(t,) pour
n=0,...,Netg[n]= f[n]=0pourn>N

Soient G(z) et F(z) les transformées en Z des suites g [n] et f [n] respec-
tivement. Alors

z (;‘ TOME g(tm) =25 2 lolt) ot}
Igjil[g(g 1)+ 9(t; Zz "
= ST 2 bt ()
— [ + 6 - 9(0)

Il en découle que la transformée en Z de I’équation

(M~ Vi) (9) () = f(t)n =0,....N (2.4)
est pour A # 0
hl+4z1 ho1
A Gt o6 =6 - g o
puis pour A € C\ {0, h/2},
2 1— 271 h 1
G F(z)— 0
(Z) [2)\ h 2)\+ZZ 1] <Z> )\(2)\—]1) §§+ZZ 1f( )
Ce qui implique
2 4h o hf(0) 1
= F
CE = nn T o [ 2+h =T n,_ 2 +h
2A—h 2A—h



2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

En utilisant les séries géométriques et la définition de F'(z) on a :
2 > (oa+h\" .\ & _
Glz) = (2>\ ot (2)\ h)? Z <2>\ - h> : x 2 f(t))z

)\(Zi( )h ( h)

Il s’en suit
— hY B n—j—1
1) = 5 )+ e 2 (g) )
h 2\ +h
A2\ —h) <2>\ —~ h) 1)

Maintenant considérons 1’équation pour tout = € |t,_1, ]

(AT =Vi) (9) (x) = f(z)

Par définition de V}, on a

Mg () = 2 (0) () = Vi ) () = f(2)
Au vu du systeme nous obtenons
M) = T Oglt) = (1) = P Oglta) = f(ta 1)) = f(2)
o) = T glh) + gt )
1 T —th_1 t, —

+)\(f(m)— - f(tn) — 3 f(tnl))

Ce qui prouve la proposition.
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2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

Nous disposons maintenant de la résolvante associée a l'opérateur Vj,.
Nous vérifions sa propriété sectorielle par le biais de la proposition suivante :

T
Proposition 2.2.3. L’opérateur V), est sectoriel d’angle 5

Démonstration. Pour tout x € [0, 1]

AR (A, Vi) f (@)

2|\ =,
<2

_ 7
Prenons maintenant A € C\S,,, 5 <w <.

n—j—1

22X+ h
2X—h

ho |2\ +h
2X—h| [2x —h

n_'_§
2

Il vient alors

200 1 B 1 <1
P2 A P Y B B =
o\ 1—Wcos(arg)\)+w
Remarquons aussi que dans ce cas
2\ +h <1
2\ —h
De ce fait on a,
h
h o [2x+h|" 9
|2A —h| |2A = h| — )\_ﬁ
2
C A— h > — al
omme 5 5 alors
h 2\ + (" ]
12X — h| [2A = h
4 n—19 n—j—1
I1 nous reste donc a majorer le terme A(h, \) = ’2/\h |)\JL|2 2; +Z
. j:0 —
Notons que
4h || 1
A(h,\) <
(hA) < yz,\_hﬁl_ 2A+h
2\ —h

21



2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

Nous distinguons deux cas possibles

h
SiRe) < —3 alors Re (2A + h) < 0 et par suite z =

Nt h appartient
au demi-plan formé par les complexes de partie réelle strictement négative.

Nous avons
2| 2h 1
Ah,\) <
(h, ) = |2)\—h\|2)\+h|1_ 2h B
22X+ h
E
1—2]—1

En utilisant le lemme [2.1.3] nous avons l’estimation

1
A(h,A) < =
COS W
) . h
Maintenant si ) < Re A\ < 0 alors
2h 2|\
A(h, ) <
(h, ) < |2\ — h| |2A — h| — |2X + h|
1
< 2
- 1 h 14+ Q
2\ 2\
La fonction A(h,\) est majorée par
2
A(h, A) <
1 f + U 1+ h + h”
— — COSW + ———5 — — COSW + ——5
RY 4[N RY 4[N
On pose, pour tout s € [— cosw, +00|
~ 1
S =
o(s) V1 —2scosw+ 52 — /1 + 2scosw + s2
alors
~ 1
li = —
xiglm¢(x> 2cosw

et

o( ) ! \/ ! +3+\/ L
—cosw) = — _
4 cosw cos? w cos? w

22



2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

¢'(s)

1

)
(\/1 —25cosw + s2 — \/1+23008w+s2> V1 —2scosw + s2v/1 + 2scosw + s2

X ((cosw — s + 2scosw + s% + (cosw + s — 25co8sw + S
V142 2 V1-2 2
Or en comparant les carrés
(cosw — s)° (1 + 2scosw + 82> > (cosw + 5)° (1 — 2scosw + 32)

et en développant on obtient

4scosw (cos2w — 1) > 0.

Ce qui est vraie dans notre situation.
Donc ¢/'(s) > 0,Vs € |— cosw, +o0].
Il en résulte alors I'estimation

1
cosw

h
Si —5 <ReA<0, A\ < -

En conclusion , pour tout z € [0,1]

AR (X, Vi) f (@) < (1 flo (7_ : >

COs W

D’otu la propriété sectorielle de l'opérateur V},. O]
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2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

2.2.4 Puissance fractionnaire de 'opérateur des tra-
pezes
Nous construisons la puissance fractionnaire de 'opérateur des trapezes.

C’est un résultat vraisemblablement nouveau formulé dans le théoréme ci-
apres.

Théoreme 2.2.5. Pour tout f € Cy, t,_1 <x <t,

X

— N
— Vi ()

Vi f(x) =

af(tn—l)

ol

n

Ve f(t,) = <Z>a > R ( —n+@'1,1—a ;2> [f(tia) + f(t:)]

i=1

ol oF ( a,cb ,{) désigne la fonction hypergéométrique de Gauss (voir |B.4

Démonstration. A partir de la formule de Balakrishnan, on a

/oo AU+ Vi) Vi f (2)d

o B 1
Vil @) = pra=a) b

La linéarité de 'opérateur intégration permet la décomposition suivante

x—tn,lj_ t, — T

Vhaf(x) = h nt h In—l
Avec
I :—1/00)\“‘13(—)\ Vi) Vif (1) dA
"7 T()(1-a) o PRI
et

1 o
[n_lz—wl_&)/o AR (<A, Vi) Vi f (b )dN

Il apparait clairement que les deux intégrales I,, et I,,_; se calculent de ma-
nieres similaires. Il suffit donc d’évaluer I,,. A partir de la définition de 'opé-
rateur R (X, V),

L, = (J1 + Js)

1 * ya-1
Jl_F(a)F(l—oz)/o A (

ou
n

J1+f )]))‘

]=1

24



2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

et
Jo
-1 00 ot 2h2 n—1 I\ —h n—j—1 j | |
:F(cv)F(l—a)/o A ((2)\+h)2 = (2/\+h> ;[f(tz—lﬂf(tz)]) dX
Or
o —h\" TN
= (2)\+h> ; z 1 +f )]
i, n=l fon —p\" 7!
= 2 et Z<2/\+h)
(2)\—h>
= AN+h
=Y I ) + £
. T+ h
alors
—1 = o a—1 h
Sy = m 2 [f(tic) + f(ts)] </0 A 2)\+hd)\>

(
1 o ko[22 =h\""
Tl -a) & F(tima) + 7)) (/0 ot <2)\ + h) CM)

Il s’en suit que

n 1 o . h [(2A=h\""
=2 /i) + ”(r(a)m—a)/o A 2/\+h<2)\+h> dA)

Tout revient donc a exprimer l'intégrale :

h () X .
S / AL (20 — B2 4+ B) L
M) —a) Jo (2A =)™ (22 + h)

A
En effectuant le changement de variable t = —, l'intégrale J se trans-
forme sous la forme

J= (g)a m /OOO VRl (2 B L (S B el
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2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

Comme

o ) . ootOé—l 2 n—i
D) 1) dt:/ (1— > dt
/0 ( ) o t+1 t+1

La formule du binéme implique

) . . o] T,O‘_l n—t n—1 2 k
a—1 . 1 n—u 1 —n+i1—1 _ / (_ )
/0 FrE-DT D) Ll AP ) " i+1)

k=0

n—i s ) 1 k+1
-3 (” ! (_2)‘“/ o=l () dt
o\ k 0 t+1
Or (voir [B.2] formules [B.2et [B.3)

00 1 k+1
/ ta—l( ) dt = Bla,k —a +1)
0

t+1
CT()T(k—a+1)
k!

() S

Sachant que d’apres [2], formule 3.1.3]
—1 kE—n+i—1
(T '
() =)

n—i\[(k—a+1) _ T(-n+i+tkl(k-a+1) (2"
( k ) (1 - a)k! (=2) CT(=n+)I(1—a)l(k+1) k!

Alors

Alors

Ce qui met en évidence la fonction hypergéométrique (voir Annexe

formule [B.4])

(e )R(1— ) (2)F —-n+i,l—a
D F( 1 ’2>

On peut donc formuler I,, par

L=(3) San (T ) e + st

i=1

Et enfin le théoréme est démontré. O]
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2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

2.2.6 Puissance fractionnaire de ’opérateur des tra-
pézes et polynomes de Jacobi

En utilisant la formule la puissance fractionnaire des trapézes peut
s’écrire en fonction des polynomes de Jacobi comme suit

Vi f(tn) = (Z) ano ;e (=3) [f(tiz1) + f(t:)]

On note w® = P72 (-3) alors la théorie des puissances fractionnaires

permet d’énoncer le résultat particulier suivant :

Proposition 2.2.7. La famille (P,), définit par :

oo
= (1 + t)wit"
n=0

satisfait le relation de semi-groupe.

Démonstration.

n—1

2

vier(e) = () {enarte e re) + X2 (o ) S0} =1

En posant M, la matrice triangulaire inférieure donnée par

0 0 e e . 0
wg wg

M, — wy wf + w wg
w ws + wf wy +w§  w§ 0
; : . - 0
W1 Wy T Wy g - wy +wi Wi twi wy

et les vecteurs y et V*y tels que

f(to) Vi f(to)

f(t) Virf(t)

| () o | Vi ()
Y= flts) iy = Vi f(ts)
F(t) Ve f(ty)
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2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

Le systeme précédent s’écrit sous la forme matricielle

(0% h ¢
Vhy: 5 May

En prenant 0 < aq,as < 1, la loi des exposants ( voir Annexe @ proposition

D.3.1]) permet d’écrire

h o1tag h a1toz
thu (Vha2y) = 5 M, (Mazy) = 5 (Moq-i-ocz) Yy
donc

0 0

w841+a2 w841+012

w?ﬁraz wtll1+012 + wgélJrOQ w841+012

w2041+a2 wgﬁraz + wa1+042 wfll1+012 + w841+042 w841+042

wjtiéfljrlaz (;J]O\é]l:rla2 + w%1j2012 . w2a'1+042 + wtll1+a2 wi;1+a2 + w(0)41+a2
0 0 ce ce ce 0
wy' wit

B wlal W?l + wgl wgtl
W W+ WM W+ wdt W
: : 0
wr_p Wi Fwily wy' Fwit Wit Fwp' wp!
0 0 Ce ce ce 0
wy?  wg?
o wfllQ w(f@ _'_w(C)YZ w862

WS WS + W W 4w wi?
: : . 0
WL W FWRy wy® +wi? Wi +wpt wp?

Par identifications on obtient pour n =0,... N — 1

ajtay ay, a2 a1, o
D D AR D DR
p+g=n—1 pt+g=n

On définit la fonction W (¢, ) par :

o

W(t,a)=> t"w;

n=0

28
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2.2 L’opérateur des trapezes fractionnaire

Alors o
W(t, a)W(t,az) = > P lwiws?
p,q=0
On peut alors vérifier facilement que
(1 + t)W(t, Ckl)W(t, CYQ) = W(t, o1 + OéQ) (25)

Sachant que par définition
P,=1+tW(t «a)

alors a partir de la formule [2.5] il est aisé de voir que la fonction P, vérifie
la relation de semi-groupe :

Pa1+a2 = Palpaz (26)
[l

Remarque 2.2.8. Ce résultat particulier se retrouve a partir du concept
standard des fonctions génératrices. En effet en prenant x = 0 et y = 2
dans la formule (28) du livre de Rainville portant sur la théorie des fonctions
spéciales [48, formule page 215] nous obtenons

(y—w*%1+o—ﬁ:§:2F5<_?”;2>w
n=0

en remplacant ¢ par 1 —a on a

(1=t "1+0)* =D wit”
n=0

et a fortiori
1+t « 00
() = (1+1¢)> wit"
1—t o
La relation de semi-groupe se déduit alors des propriétés de la fonction
1+ t>a

uissance
b (1—t
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Chapitre 3

Convergences de 'opérateur
h-somme vers 'opérateur
intégrale de Riemann-Liouville

On se propose maintenant de démontrer la convergence dans les espaces
des fonctions continues de 'opérateur V; * vers 'opérateur intégrale de Riemann-
Liouville puis nous élargissons ce résultat aux espaces des fonctions continues
avec poids. Pour cela nous avons besoin des lemmes techniques suivants.

3.1 Lemmes techniques

Lemme 3.1.1. [l existe une fonction ®,, telle que

I'(m+ «) 1
>1 @ ——=m*t —d
vm 2 T ™ TP

['2-a)
2
Démonstration. De la définition de la fonction Béta ( voir [B.2)) nous avons

avec | P (m)| < me—2,

I'(m+ «) 1 1 _ _

= e (1 — )t 3.1
'm+1) T'(1l-a) /0 ( ) (3:1)
On pose t = e alors 1'égalité(3.1) devient
['(m+ «) 1 too 7 1 ‘oo u
I'(m+1) F(l—a)/o G I'l—a)Jo o <e“—1) "

En utilisant la fonction génératrice des nombres de Bernoulli

U 400 k

G(u):eu_lzkz:%BkH:1+go(u)>o
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3.1 Lemmes techniques

ou ¢ : [0, +o0o[ = |—1,0] est une fonction continue, nous avons

F(W}+—a)__ 1 400 e X
Wm+w_ru—@4 e um (1 + p(u))*du

Maintenant, la formule de Taylor avec reste intégrale appliquée a la fonction
(1 + o(u))* donne

(14 ()" = 1+ ag(u) [ (1+&o(u)ds

Donc
?((:Z i (f)) - F(ll— ) /om e ™ du
T p(la_ o) /;Oo e u"%p(u) /O 1(1 + Ep(u)*tdédu
et alors N ) 1
Tmsn - " tTraoa e (3.2)
avec

D,(m) =« /;Oo e "™ %p(u) /01(1 + Ep(u))*dédu

De lidentité 1 + &p(u) = 1 — &+ (1 + p(u)) et le fait que 14 ¢(u) >0
pour tout u > 0, nous obtenons

L+gp(u) 21-6 ot (L+€pw) ™ < (1=

Par conséquent

1 B 1 o 1
|+ o) tag < [ - tde <~
0 0 a
Ainsi
“+o00 1 1 “+oo
al [T emtpte) [ getw) dgdn] < [T e p(w)] du
0 0 0
(3.3)
1
La fonction 40 est strictement croissante sur [0, +o00], lim plv) = —— et
U u—0t U 2
tim 2 g
U—00
1
Alors, Q < 3 et 'inégalité |D devient

1 oo
[a(m)| < 5 / eyl dy
0
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3.1 Lemmes techniques

et

(2 —a)m*2
Bom)] < 2 (3.4)
]
Lemme 3.1.2. Soit 0 < a < 1, nous avons
1. Pour tout m >1
a—1 1 o o a—1
m < —=((m)*—=(m-1% < (m-1)
Q@
o 1
2. La série Y. —(k® — (k —1)%) — k! est convergente.
k=10
Démonstration. 1. Soit g(t) = t*~! définie sur ]0, +o00[, ¢ est une fonction
positive, convexe, décroissante and localement intégrable sur |0, +o00] .

Alors
m* <t < (m—-1)*" quandm—1<t<m
ce qui conduit, apres intégration de m — 1 a m, a I'inégalité souhaitée.
2. Soit
(" = (k= 1)) — k7

W=y

k=1

Q|+

Compte tenu de
1
Spil — Sp = a((n +1D)* =) - (n+1)*1>0

La suite (s, )nen est croissante et majorée puisque

s, = il(k’a—(k}—l)a)—k‘a_l—l—l—l _ i/k (Ta—l o k,oz—l) dT‘l‘l_l
" oY = Je1 o)

k=2
De plus, k — 1 < 7 < k implique k>~ ! <707t < (K —1)~7!
et 0 < (Ta—l _ k,oe—l) < (]{7 _ 1)(1—1 _ ka—l
ainsi

n

1
sn <> (k=1 =k ——1=

1
7_no¢ 1<
k=2 (6] (0%

1
o

La suite (s, )nen est donc convergente.
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3.2 Convergence uniforme

3.2 Convergence uniforme

Pour prouver I'uniforme convergence de V, * f(.) vers I® f(.) nous sommes
amenés a introduire des étapes intermédiaires formulées dans les propositions
suivantes

Proposition 3.2.1. Soit f € C([0,1]) et

N he n—1 - ) N
Sy f(tn) —mg[(n—z) —(n—i=1) f(t)
Alors, il existe C; > 0, tel que

[S2F(t) = Vo F(ta)| < Cih® pour tout t,

Démonstration.
St (1) = Vi f(t) = pra (= (= 1))
b o3 [ (=0 = == 1% = L ) )

De I'égalité([3.2)) nous déduisons

SE1(t) = Vi () = s (0 = (0= 1°)10) = (1) +
he n=lr1 o ' N o .
F(a);[a«n_z) —(n—i—1)%) = (n—1) ]f(lh)—l—
hoc n—1

+mz [®o(n —1)] f(ih)

Notons par

n—1
Sl = Z
=1

et

n—1

So = [®a(n —i)] f(ih)

i=1
A partir du lemme nous pouvons affirmer que

[1S1] < [ fllo @0
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3.2 Convergence uniforme

ou oy = Z (ka - (k — 1)) — k27! < 400
k=0 ¢
Pour S 'inégalité (3.4) donne

’SQ‘ < ||f||01_é2 — a)7§<n . Z')a72 < ||f||0 F§2 — a)Ul

=1

avec 01 = Zzo‘ 2 < +00. Par conséquent

=1
h* h*
[Sef(ta) = Vi S (t)] < 5y (0 = (= DY) 1l + %1l + 15 1o 00
ha
+ 2F<Q€)F(1 _ Cl{) HfH0F(2 - 04)0'1
on a alors
1 1 1-—
‘Sﬁf(tn) - vl:af(tn)‘ < (F(OH”D +1+ F(a)% + (QF(on;) Ul) [ £llo 2
< Ch"
O

Proposition 3.2.2. Soit f € C?[0,1], alors il existe Cy > 0 tel que

[1¢f(t,) — Spf(t,)] < Coh pour tout t,

Démonstration. Une intégration par parties donne

@) = 5 O+ e ) e 0w

Soit Rj la somme de Riemann associée
Ry f(ty) = =—tn f(0) + =—
() = et f(0) +

Nous avons
1

() = B 0) = gy [0 - 00 @ -0 3 0 - )

- #i [ 00~ 0 - s

Far i (=0 = =y P [ =) (70 - 70

ti—1
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3.2 Convergence uniforme

alors

119 f (tn) — Ry (£0)]

T (=0 = (= ) 0

1 n
+r(a+1)Z

=1

[ =t (0 - )
a0 [ =0 = 1)

1 n N t , /
+ m;(tn —t;) /til fl@t)—f (ti)dt‘

La formule de Taylor avec reste intégrale nous permet d’écrire
[19f (tn) = B (t)]
1 Dot
< —||f / tn —tio1)® — (t, — t;)%) dt
< oy WX [ (=t = (=)

/t</ £(0) d@)dt‘

D’apres le théoreme de Fubini nous avons

1 n
Frarng Tt

)~
n t; 0
< (tn — to)™ + "9 dt | do
< {Ilfllo x| [ e ([ a) )l
< {||f||oh+hz|f" (6 —t:. 1>|}, avec 6, € iy, ]

< m(l!]‘”ﬂ(ﬂr 11l0) A

Finalement

119 (tn) — By f ()] < Csh (3.5)

]' ! "
avec, Cy = Tat1) (1 Mo+ 11£Nlo)
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3.2 Convergence uniforme

D’autre part

RR () = S2(8) = prs Dol =0 060 = F(8) + (1)

z:1
La formule de Taylor-Lagrange donne

n

h2
gf(tn) - S}?f@n) = m Z(tn - ti)af”<6i), tii1 < 02 <t

i=1

De plus, le théoreme des valeurs intermédiaires assure l'existence de 6 €
[01,0,] tel que

h2 n

nf (tn) = S5 f(tn) = mf”@) > (tn = 1:)"

que 'on peut écrire

h2+a n h2+a n—1

nf(tn) = SEf(tn) = mf”(e) Z(” —i)" = mf”(e) i

Nous avons alors I'inégalité

h2+a

< T h
~2l(a+1)

|f”<9)| na—i—l S m

| Ry f (tn) — S5 S (tn) [1(0)]

alors

e

|sz(tn) - ( )| = 2F(Of-|— 1)

de
(1S (tn) = SR f(t)| < [1°f(tn) — Ry f(Ea)] + [RE S (En) — Sy f(8n)]

1"l

on a le résultat souhaité par l'inégalité 1) et Cy =C5 + m .
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3.2 Convergence uniforme

On arrive enfin & un résultat essentiel exprimé dans le corollaire suivant

Corollaire 3.2.3. Sous l’hypothése que f € C*[0,1], il existe C > 0 tel
que
‘Io‘f(tn) — V,:O‘f(tn)) < Ch" pour tout t,,

Démonstration. Comme

19 F (t) = Vi (tn)| < 1T F(tn) = S f(tn)] + |SRF(tn) = Vi F(tn)]
La conclusion est déduite des Propositions [3.2.1] et [3.2.2] O

Nous pouvons maintenant énoncer et prouver le résultat de convergence
suivant.

Corollaire 3.2.4. Pour toute fonction f € C*[0,1] on a HV,:"‘f — IafHO
tend vers 0 quand h tend vers 0.

Démonstration. Soit t,_1 <z < t,

Vi f (@) - I°f(2)|
[ = 2V ) + (0 = 1) 91 0)] = 1)

< flb ((tn = 2) V3 f(tnor) = (b — 2) 1 f(tn1)|
b @ = )V () = (= )1 (1)
+ ’2 (0 — &) T f(br) + (2 — )T f (1)] — 1 (2)

Commencgons par estimer I'erreur d’interpolation de I¢f(x) exprimée par
le troisieme terme de l'inégalité ci-dessus.
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3.2 Convergence uniforme

Fl(tn = )1 F(tas) + (2 = )1 (1)) — 17 () =

_ (e 2)tyy (L) (2 — to)ty 1 (1—s)*
= [ ey s = [ s

N 1 (1 _ S)a—l
—z /0 (o) f(xs)ds
By e S A B

# =) (1 —0%) [T e asyas
1

# o=t - [T ps

A partir de l'erreur d’interpolation de la fonction f, il existe £ dans I'in-
tervalle |t,,, t,, 1| tel que

1 1 f"(&s) 5
E(tn —x)f(th-18) + E(ZE —tn1)f(tus) — f(xs) = TS (tn —2)(x —th1)

Par conséquent

e N

||f”||0 h2
= 4T (a +3)

Par ailleurs

1 L1 — )t
‘h(tn —x) (tf{_l — a:“) /o ( F(O?) f(tn_1s)ds

1 11— )
(=) (1 = 2°) /0 ( - (‘2) F(tns)ds
Il =t

- F(a)( o )
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3.2 Convergence uniforme

Puis en utilisant le lemme [3.1.2] nous obtenons

\1@” (i) [ s

h ()
1 @ o ! (1 B S)ail

+ (@ —te) (=2 )/0 Wf(tns)ds
HfHO n— a—1 1«

< P (1=

Par suite, pour tout x €]t,_1,t,[ avec n > 1 l'inégalité suivante est
satisfaite

(b = )1 (1) + (s = )T 02)] = 11 (2)

1Nl 1fllo\ ;.o
= <4F(a 13t r(a)> h

Ainsi, et apres avoir utilisé le corollaird3.2.3, pour tout x > h

o o 1Mo Il e
Vi f(z) = I f(2)| < <2C+4F(a+3) +F(a)>h

Maintenant, pour x entre 0 et h

Vi f () = I*f (@) = 5 Vi f (h) = I f ()

T — t)oe—l

:xh“_lf(h)—/ox< (o) f(t)dt

D’ou

‘Vﬁaf(:c) — Io‘f(:c)‘ < ah [ f(h)| + /0"” @;(2;_1

:[/.a

1 «
< (14 sty ) Ml

Ce qui prouve le corollaire. O

|F(t)] dt

<Al +
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3.3 Convergence dans les espaces des fonctions continues avec poids

Notre premier résultat principal est

Théoréme 3.2.5. (Convergence uniforme de V,*f vers I“f)

Pour tout f € C [0,1], on a HV,:"‘f - ]afHO tend vers 0 quand h tend
vers (.

Démonstration. Pour tout € > 0, le théoréeme d’approximation de Weiers-
trass, assure l'existence d’un polynéme p tel que, |f(z) — p(z)| < e, Vo €
[0,1]. Comme le corollaire précédent s’applique a p, la bornitude des opéra-
teurs V, * et I implique

Vi f (@) = IF(@)| < [1°(f = ) (@)] + |V plx) = I°p(x)| + |Vi°(f = p)(2)]

£
<2 ° _Lone
S T(arD

En prenant € = h%, on a
Vit (@) = I f ()| < Khe

d’ou la conclusion. O

3.3 Convergence dans les espaces des fonc-
tions continues avec poids

Jusqu’a maintenant, nous avons travaillé dans les espaces des fonctions
continues. Cependant les opérateurs fractionnaires de Riemann-Liouville peuvent
étre étendus aux espaces plus larges des fonctions continues avec poids (voir
par exemple [37]).

I1 faut dire que la propriété sectorielle de I'opérateur V' (chapitre [1| défini-
tion dans les espaces (3 n’a pas été obtenue par I'inégalité de Holder et
qu’une version plus fine de celle-ci semble nécessaire pour pouvoir controler
la norme de la résolvante.

Pourtant nous avons pu étendre la convergence uniforme obtenue précédem-
ment vers ces derniers espaces, c’est 'objet de cette section.
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3.3 Convergence dans les espaces des fonctions continues avec poids

3.3.1 Propriétés de l’intégrale fractionnaire dans les
espaces Cjp

On peut aussitot énumérer certaines propriétés utiles de 'opérateur 1.

Proposition 3.3.2. Soit 5 € [0,1], o« — >0 et f € Cy alors

1. I*f est continu sur [0,1].
r-p
lgo < —
INa+1-70)

Démonstration. 1. Soilent 0 <z <y<lete>0

1°f(y) = 1°f(x)

2. |1

_ F(la) | 1= 00 (g f ) — 2 (at)) e
= g =0 (7 = ) + a0 ) = o))
Donc

1% f(y) = I f ()] < o )/1(1—t)a1t5\(ya5—xaﬁ)y5tﬁf(yt)(dt
o=

(a)

Comme f € C5[0,1], il existe §; > 0, tel que

=0 (4 s t) - 4 o)

|z —y| <& = |t —ty| < 61,V € [0,1] = |(yt)” f(yt) — (xt)” f(xt)] < e

La continuité de la fonction 2 #, conduit a I’existence de 65 > 0, telle
que
|z —y| < 09 = ’ya_ﬁ —xo‘_ﬁ‘ <e.

Ainsi, |z — y| < min(dy, d2) implique

1% f(y) — I°f(2)] < {W/Ol(l — )2 Pat

e(Ifll;+1)T(1—8)
- MNl+a-7)
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3.3 Convergence dans les espaces des fonctions continues avec poids

2. Vf e CB,VJJ S [0, 1]
17 @) < o [C— e o) de

71l [ =) Pt
- )
1-p

~ INa+

)||f||g

ce qui fournit le résultat.

3.3.3 Convergence dans les espaces Cjp

La convergence peut étre obtenue dans les espaces Cg, par le biais d'une
fonction auxiliaire. C’est I'objectif du théoreéme suivant.

Théoréme 3.3.4. (Convergence dans les espaces Cg) Pour toute fonction f
dans Cg avec0 < f<leta—F>0ona HV;af — Io‘fHﬂ tend vers 0 quand
h tend vers 0.

Démonstration. Puisque t° f(t) est continue sur [0,1], alors |f(t)| < Mt~#,
ott M = sup |t°f(t)| = | fll,-
t€(0,1]

<
Soit F' la fonction continue sur [0, 1] . définie par F'(t) := { 1(t) P

Il est évident que

V,“F(x) =V,*f(z),pour tout = > h

Six<h,
Vi f() = V()
et
Vi F(e) = TV F () = 2V f (k) = V" f (@)

Alors, Yz € [0, 1] nous avons
Vi f(x) = 17f(2)| < |V, F(z) = I°F(2)| + [I"F(z) — I f (z)|
Comme pour chaque ¢ € [0, A,

If(t) — f(h)| < Mt + Mh™P < 2Mt™",

42



3.3 Convergence dans les espaces des fonctions continues avec poids

alors quand x > h

[ F(x) = I7f(2)] =

. . 1 DU S |
Soit 1 < p < min(——, =) et ¢ des exposants conjugués i.e, — + — = 1.
U 1—a'f poq
L’inégalité de Holder donne

[ =g < 50 0= a1 -t (4]

ou B(.,.) est la fonction Béta d’Euler (voir [B.2)). Par conséquent, Va > h
2P |I°F(z) — I°f(z)| < K1a® chi < Kyhs.

Maintenant si x < h

[I°F (x) = I"f ()] =

o L @ =0 = rya
21

x B a— 7[3
< F@/O (x —t)* " Pdt
_2MP(1-8)

—Ir1-pg+ a)x
et alors,

X ) 2MT(1=8) , _ 2MT(1-§)
2 [I°F(x) =1 f(fc)lémx “T(1-B+a)

«

) 1
Puisque a > —, nous obtenons
q

2 |I°F(z) — I°f(2)| < Koh,  Va €[0,1]
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3.4 Connexion avec la théorie des échelles de temps

Comme F est continue sur [0, 1], A partir du théoreme on peut affirmer
qu’il existe K > 0 tel que,

Vi F(z) = I°F(z)| < Kh*, Vo eo,1] (3.6)
menant a
27|V, F(z) - I°F(2)| < Kh*, Yz €[0,1]
Par suite
o [V f(w) = I°f(2)] < Kh® + Koht < Kshe, Y €0,1]
ainsi
Y K )
0

3.4 Connexion avec la théorie des échelles de
temps

Dans cette partie, le résultat de convergence uniforme obtenu précédem-
ment est traduit dans un cadre échelle de temps. Pour cela on définit les
échelles de temps T = [0, 1] et T;, = hZ N [0, 1] pour chaque h € R*.

On rappelle que la distance de Hausdorff Hy(A,B) entre deux ensembles
fermés d’un espace métrique est définie par

H,;(A,B) = max {sup d(a,B),sup d(b, A)}

ac€A beB

ou, comme d’habitude, d(a,B) = gnlg |a — b|. Si les ensembles ne sont pas
c

fermés, il est également possible de définir cette distance comme distance de

Hausdorfl entre leurs adhérences.

Remarque 3.4.1. [] est facile de voir que

1.
Hy(T),, T) = h/2

Puisque Ya € T), et VO € T
d(a,T)=0

et
d(b, Th) < h/2
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3.4 Connexion avec la théorie des échelles de temps

Hy(Ty, Tj) = max {h/?, 5/2}
Puisque Va € Ty, et Vb € Tj,

d(a,T;) < /2

et

Nous allons maintenant reformuler le théoreme B3.2.5] en terme de conver-
gence a travers les échelles de temps.

Corollaire 3.4.2. (Convergence en échelles de éemps) Soit [ une fonction
continue sur [0, 1], alors il existe une constante K > 0, tel que

|Vief—1of]| < K.Hy(Ty, )" (3.7)

Il est intéressant de voir que l'inégalité peut étre vue comme la
continuité d’'un opérateur appliquant ’espace des échelles de temps dans
I'espace des fonctions continues. En effet, soit (7, H;) 'espace métrique de
toutes les échelles de temps sur [0, 1] muni de la métrique de Hausdorff. Soit f
une fonction continue fixée. Supposons que ’on puisse définir une application

de (7, Hq) vers (C'[0,1],.1l,) :

Jf : (T7 Hd) — (C [07 1] ) HHO)

qui sera appelée intégrale par rapport a S et telle que J;(T) =I%f et
Je(Th) =V, f.
Le corollaire [3.4.2| nous dit que

T, ST

On peut conjecturer ce qui suit,
Conjecture 1. On suppose que Jy est bien définie. Alors Jy est continue.

Remarquons que dans le sous ensemble {Tj, h > 0} U {T}, 'échelle de
temps T}, est constitué de points "isolé". Nous avons donc démontré que la
conjecture est vraie dans le sous ensemble sus-défini.
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Chapitre 4

Applications

Dans ce chapitre, nous proposons de montrer l'efficacité numérique de
I’approximation des rectangles a travers quelques problemes de Cauchy frac-
tionnaires. Les équations différentielles fractionnaires sont un bon moyen
pour caractériser des phénomenes a mémoires longues tels les systemes bio-
logiques, rhéologiques, etc.

Plus précisément nous cherchons la solution y(t) sur un intervalle [0, 7] de
I’équation différentielle

D%y(t) = f(t,y(t)) avec 0 < a < 1.
Ou D* désigne la dérivée de Riemann-Liouville (voir définition |C.0.1)) dans

les exemples 1 et 2 par contre dans I'exemple 3 c’est la dérivée de Caputo (voir
définition qui est considérée. Une condition initiale est alors requise
pour assurer I'unicité de la solution dans chaque situation. L’initialisation des
équations fractionnaires de type Riemann-Liouville s’écrit habituellement
: 11—«

Jim 777y (#) = yo
mais celle-ci est dénuée de sens physique et de ce fait inappropriée pour
les applications. Cette initialisation est un probleme épineux abordé par de
nombreux auteurs nous citons par exemple [19], [41], [47].
Pour palier a cette difficulté, la dérivée de Caputo est d’utilisation courante
en pratique, puisque la condition initiale associée est :

y(0) = yo

L’analyse qualitative d’'un probleme différentiel fractionnaire fiit I'objet de
publications intensives. Nous indiquons tout principalement la monographie

de Zhou [59] et les livres de Diethelm [15], Kilbas [37] et Podlubny [47]. Mal-
heureusement, la solution analytique de ces problemes est rarement obtenue
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4.1 Exemple 1

et de fait la résolution numérique prend tout son sens. Des méthodes nu-
mériques pour les équations différentielles fractionnaires ont été proposées,
voir par exemple [16], [17], [24],[25], [47], etc. La résolution numérique des
equations différentielles fractionnaires nécessite un effort de calcul considé-
rable qui s’accroit avec la longueur de l'intervalle étudié car contrairement
au équations différentielles d’ordre entier les dérivées fractionnaires ne sont
pas locales. Certaines techniques ont alors été élaborées pour surmonter cet
handicap important comme le principe de la mémoire fixée (voir par exemple
[22]) pour une analyse. La procédure numérique que nous adoptons pour la
résolution des problemes de Cauchy fractionnaires comporte deux étapes.
Premierement, les conditions initiales sont utilisées pour réduire le probleme
a valeur initiale donné en une équation intégrale de Volterra équivalente. En-
suite, un systeme d’équations algébriques est obtenu par remplacement de
I'intégrale fractionnaire par I'opérateur discret nabla h-somme.

Dans le cas d’équations différentielles fractionnaires linéaires, le systeme
algébrique résultant est triangulaire inférieur. Dans le cas non linéaire, le sys-
teme algébrique correspondant est également non linéaire et doit étre résolu
par des méthodes adéquates. En présence de singularité a 1’origine dans le
probleme a valeur initiale de Riemann-Liouville, il est important de noter
que cette procédure est appropriée.

4.1 Exemple 1

Considérons le probleme de Cauchy fractionnaire suivant

{ Doy(t) = My(t)  te(0,1]
lim t'=2y(t) = ¢

t—0t

Sa solution analytique est donnée par [37] :
y(t) = cl(a)t* ' B, o (\t?)

ou E, ,(t) est une fonction de Mittag-LefHler (voir [B.5)). Le probleme (4.1)
est réduit a I’équation intégrale de Volterra suivante

y(t) = ct* P+ I*(\y(t)) (4.2)
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4.1 Exemple 1

En notant par y = (y1,...,yn)" le vecteur formé par les approximations
de la solution aux points de discrétisation ¢; = th pour 1 < i < N, et le
vecteur v = c(t¢71, ..., t% )T, la discrétisation de la formule s’écrit sous

la forme matricielle

Ay =v

ou A est la matrice définie par

1 — Ah%wy 0 "o 0
A= —)\ho‘wl 1-— )\ha”LUO :
: . 0
—)\hawN,1 cee —)\hawl 1— )\h‘”‘wo
avec T
WZM i=0,--- N—1 (4.3)

I'(i+ 1) ()

Ces coefficients sont liés par la relation de récurrence

szl
a—1
1+ 1

wi+1:(1+ )’LUZ‘, Z:O,,N—Q

La solution approchée peut étre déduite de la formule

1 i—1
j=1

Dans la figure sont représentées les solutions analytique et numérique
du probleme de Cauchy fractionnaire linéaire pour A = 0.002 avec les para-
metres, a = 0.75,c =1,A = 1.

Pour A = 0.002, nous obtenons

max {17 |y(t;) — vl i =1,...,10"} = 2.9 x 1072,
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4.1 Exemple 1

5.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 4.1 — Comparaison entre les solutions analytique et numérique du probléme de
Cauchy fractionnaire linéaire. La solution exacte en trait continu et la solution approchée
en trait discontinu pour A = 0.002.

Dans la figure lerreur max {tﬁ’a ly(t;) — il ,i=1,..., %} est repré-
sentée en fonction de h.

0.00 L L L L
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

Figure 4.2 — Analyse de convergence en fonction du pas h du probleme de Cauchy
fractionnaire.
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4.2 Exemple 2

Dans la table[d.T] ci-dessous, nous comparons les résultats théoriques et ex-
périmentaux correspondants a la résolution du probléeme de Cauchy Les
erreurs F(N) exprimées par max {t; * |y(t;) — y;| ,i = 1, ..., N} sont présen-
tées ainsi que les estimations de l'ordre de convergence obtenues par la for-

mule EOC = log, ( 273((2];%) '

Comme prévu par la théorie et selon le théoreme I’ordre de convergence
est inférieur a 1, il est estimé a 0.756 ~ a.

N Erreurs E(N) | EOC
100 | 0.09864017 ofetototok
200 | 0.05839889 0.756
400 | 0.03456495 0.757
800 | 0.02046129 0.756
1600 | 0.01211687 0.756
3200 | 0.00717871 0.755

Table 4.1 — Les erreurs et 'ordre de convergence expérimental pour le probléme (4.1)
avec o = 0.75.

4.2 Exemple 2

Considérons maintenant ’équation différentielle non homogene avec dé-
rivée de Riemann-Liouville suivante (voir [37] (4.2.101) avec notre notation),

Dy(t) = Ay(t) + ct*, t € (0,7] (4.4)
D'=y(0%) =7 '
ou\c,neR 0<a<1,u>—1. Lasolution de ce probleme est donnée par
y(t) = Tnt* "By o(A*) + T(p + 1)ct* ™ Ey gy 1 (ML)

Sachant que 1irél+t1_ay(t)existe alors d’apres [37]( lemma 3.2) le probléme
t—
(4.4) peut étre écrit comme

{ Doy(t) = Ay(t) +ct*,  t€(0,T]
: 1-«a — Ui
At =

IN())
qui se réduit a I’équation intégrale de Volterra suivante
Ui a—1 (e
t) = ——t I1(M\y(t tH 4.5
Vi) = it T Owle) + et (15)
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4.2 Exemple 2

En notant par, y = (y1,...,yn)7 le vecteur formé par les approximations
de la solution aux points de discrétisation ¢; = th pour 1 < ¢ < N, et
le vecteur v = (t1,...,ty)? la formule aux points ¢; prend la forme
matricielle

(I — XAy = A

I(cv)
ou A est la matrice définie par
wo 0O --- 0
A= ho w1y Wo :
0
WN-1 - W1 Wy

et les w; sont donnés par la formule (4.3)).

Dans la figure [4.3] nous représentons le graphe de la solution analytique et
des solutions numériques obtenues avec les pas de discrétisation h = 1072 et
h = 1073 les parameétres considérés sont les suivants,
a=05n=1Lc=2,u=2x=1,T=1.

20

18 | R

16} .

14} .

12 R

0} .

Figure 4.3 — Solutions numériques pour le probleme de Cauchy non homogene avec
a=0.5.

la solution exacte en trait continu, les solutions numériques : en pointillée( h = 1072),
trait discontinu (h = 1073).
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4.3 Exemple 3

4.3 Exemple 3

Pour conclure ce chapitre, voici un exemple plus concret c¢’est un modele
non linéaire. Le systeme de l'oscillateur fractionnaire du Brusselator, utilisé
pour décrire des réactions chimiques autocatalytiques est décrit comme suit :
[59], [45]

{ “Dox(t) = a— (u+1)zt)+ 2*(t)y(t) (4.6)
“Dey(t) = pa(t) —2*(t)y(t) '

avec les conditions initiales
z(0) =20,  y(0) =y0

et ot “D%(.) est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo (voir Annexe
[} définition [C.0.2).Dans ce modele x(t) et y(t) sont les concentrations chi-
miques de produits et a, 4 sont des concentrations constantes de réactifs en
entrée. Par le biais du [15, lemma 6.2], Le probléme du Brusselator prend la
forme intégrale de Volterra suivante :

{fﬁ(t) = 2(0) + 1% (a — (p+ a(t) + 2*(t)y(t))
y(t) = y(0) + 1 (na(t) — 2*(t)y(t))

Nous montrons 'efficacité du processus numérique en prenant les parametres
donnés dans la premiere simulation de [45].

a=1,pu=3a=0720=11y0=29"T =80 avec h = 0.001, on obtient
la représentation graphique de la dynamique du Brusselator ci-dessous (voir
Figure . Puis une représentation du plan de phase est présentée dans la

figure [4.5]
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4.3 Exemple 3

1.4 - — 3.4
1.3} :
o H43.2
L2
1.1 :43.0
1.0 [ 2.8
0.9}
12.6
0.8}
0.7 Il Il Il Il Il Il Il 2'4
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figure 4.4 — les trajectoires numériques du systéme d’ordre fractionnaire du Brusselator
x(t) (trait plein) et y(t) (en pointillé).

3.4

3.2

3.0}

2.8}

2.6

0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4

Figure 4.5 — Les trajectoires numériques du systeme d’ordre fractionnaire du Brusselator
dans le plan de phase.

Remarque 4.3.1. 1. La méthode semble fonctionner de maniere satis-
faisante, les résultats reproduisent le comportement de la solution de
référence obtenue par la méthode de prédiction correction d’Adams-
Bashforth-Moulton présentée dans [16, Algoritme page 20).
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4.3 Exemple 3

2. En prenant comme référence la solution obtenue en wutilisant la mé-
thode Adams-Bashford-Moulton. L’erreur entre la solution approchée
par lopérateur nabla h-somme et la référence est de l'ordre de 1072,
quand h = 0.005.

Remarque 4.3.2. L’étude des cycles limites du Brusselator fractionnaires
fat menée par le biais d’une analyse de stabilité linéaire dans [23]. Dans [55)],
la borne inférieure de la dimension fractionnaire du Brusselator de sorte
que cet oscillateur présente un cycle limite est déterminée par une approche
numérique.
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Deuxieme partie

Puissances fractionnaires de
I’opérateur de dérivation et
approximations
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Chapitre 5

Puissance fractionnaire de
’opérateur de dérivation

d
Nous notons par A = e Iopérateur différentiel agissant sur les fonctions
x
appartenant & I'espace H” (voir Annexe définition ) de domaine,

D(A)={feH" f e H"},

Afin de définir la dérivée fractionnaire comme puissance d’opérateur sectoriel
dans un espace de Holder, il est nécessaire de vérifier la propriété sectorielle
de lopérateur A.

Proposition 5.1.1. L’opérateur A défini sur H® est sectoriel d’angle g

Démonstration. Pour tout A € C, la résolvante de 'opérateur A dans H” est
donnée par

ROVA)f () == [0 par

Prenons maintenant A € C avec Re(\) < 0 et soient x, h tels que 0 <
zr—h<zx<1l ona

|R(A, A) f(z) — R(A, A) f(z — h)
/Ox_h—eM[f(x—t) —f(a;—h—t)]dt+/:h—e”f(x—t)dt

Si p et g sont deux réels positifs conjugués alors l'inégalité de Holder im-
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plique :

IA[[R(A, A)f(2) — 7114 :v—h)l
<|)\|< " ey tdt>p< x—t)—f(x—h—t)yth>q

A (/_h PR tdt) (/x_h o — t)|q>‘11 dt

PRV (@—h) _ 1>é

-

< swp 1) — F(E— D) (= R)F A (

0<t<e—h pRe(A)
Pty (RN — pReEn ,

_t q
+ s 17 - 0l[) ( e )

< s (£, 1) K722 (@) '

En utilisant le lemme on a

_1 l/p
Al it (pRe(A)) e

Remarquons d’abord que Re(\) = |A\|cosw alors

Al (—Relw> = [Al <—|A|Closw> - _coiw

|>\| 6éRe()\) _ |/\| eéwcosw.

g my) SRy <1

Si — 5% >1

Al
1
e Re(V)

et

. oo cosw .
De plus la fonction définie sur [0, co| par ze® ¢ admet pour maximum
la valeur ———. ce qui donne l’estimation
COS W

1o\ 1
Al inf < — :
| ’117I>11 (pRe(A)) ~ cosw

d’ou

RO A) () — ROLA) [ — )] < ———w (f, 1) W

ce qui implique

[Aws (R(A, A)f,h) < —
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et
2

COS W

AR A)flls < = £l

T
Par conséquent, pour tout A € C\S,, 5 <w <,

2
COS W

[AR(A, A < —

Corollaire 5.1.2. Soient 0 < a <1 et f € D(A). Alors

A () = = =0

Il -«

Démonstration. L’expression de 'opérateur A® résulte simplement de la re-
présentation intégrale de Balakrishnan de la puissance fractionnaire d’un
opérateur sectoriel (|D.2)). Sachant que

A+ A Af(z) = /0 " M0 (1)t

alors

A% f(z) = shar /0 et ( /0 " Ay f’(t)dt) d\

™

En changeant l'ordre d’intégration et a ’aide d'un changement de variable
approprié il est facile de vérifier que

AT () = F(a)le — ) /ox (x —1 t)o‘f/(t) (/0OO Sa_16_8d8> at
1

- Fiow /0 (& — )" f(t)dt

O

Remarque 5.1.3. La propriété sectorielle de A* fat démontrée par Ito [34)],
d’une maniere légérement différente pour 1 < a < 2.
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Chapitre 6

Les opérateurs nabla
fractionnaires

Avant de définir les opérateurs nabla et nabla étendu, nous commencons
par donner des résultats sur l'erreur d’interpolation linéaire par morceaux
qui apparaitrons tout le long de notre travail.

6.1 Norme Holderienne de ’erreur d’interpo-
lation linéaire par morceaux

La norme de Holder de l'interpolation linéaire par morceaux est donnée
par le lemme suivant. A notre connaissance, ce résultat a été prouvé pour
la premiere fois par H. E. White, Jr, dans un cadre général (voir [57), 3.2
Corollaire p 106]) mais nous suivons [49] dans la présentation.

Lemme 6.1.1. [[9, voir lemma 3.1 | Soit to = 0 < t; < -+~ < t, =1
une partition de [0,1] et soit f une ligne polygonale sur [0,1] de sommets
(ti, f(t;)) d.e. [ est continue sur [0,1] et sa restriction d chaque intervalle
[ti,tir1] est une fonction affine. Alors pour tout 0 < 8 < 1,

VO =TGN | 17(0) 50

0<s<t<L1 (t — S)'B 0<i<y<1 (t] — tz)ﬁ

Définition 6.1.2. Pour 0 < h < 1 fizé, soit Ay, la subdivision de [0,1] en
n sous-intervalles avec n = [1/h] et ty = kh, pour chaque k = 0,1,....,n
ou [a] est la partie entiére de a. Nous notons par I, € L(H?) l'opérateur
d’interpolation linéaire par morceaux défini par

n

(Znf) (x) == (x_htklf(tkz) + b ]; xf(tk1)> Ly (@)

k=1
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6.1 Norme Holderienne de 'erreur d’interpolation linéaire par morceaux

Dans le lemme suivant, ’erreur de l'interpolation linéaire par morceaux
est exprimé en norme Holderienne.

Lemme 6.1.3. Soit (r,f)(z) = (I —Zy) f(z) alors

1raf)ll < 4w (S, h)

Démonstration. D’abord, supposons que .,y € |tx_1, tx] alors

(1) (@) = (raf)(y) = F(x) = Fly) = 2 (F() = (i)

Il résulte de |z — y| < h, que

(0 ))(@) = D)W _ 15 = )] 10 = f )
ey T =y e

< 2wg(f, h)

Deuxiémement, supposons que = € |tx_1,tx] et y € |t txy1] du premier
cas, il vient que

|rnf)(@) = ra )W) _ [raf) (@) = (raf) ()] N [(rnf) (tx) — (raf) (y)]
jz —yl B |z — ty)° Ity —y|°
< dws(f, h)

Troisiemement, supposons que & € |tg_1,tx] et y € Jtm—1,tn] avec |z — y| >
h alors

|(rnf)(x) = (rnf) (W)

z —yl’
< |(7“hf)(x)—(7"gf)(tk)! N I(Thf)(tk)—(méf)(tmfl)\ N \(Thf)(tmfl)—ﬂ(rhf)(y)!
lz — 9 |z —yl lz —yl

Sachant que (1, f)(tx) = (rnf)(tm—1) = 0 alors

[(raf)(x) — (1 f)(y)]
jz —y|”

< dws(f, h)

60



6.2 Les opérateurs nabla et convergences vers 'opérateur de dérivation

6.2 Les opérateurs nabla et convergences vers
l’opérateur de dérivation

Pour tout 0 < h < 1, on définit I'opérateur V;, € L(H?) par

flz) = flz —h)
” ,

Nous posons (V. f) (z) = f(hx) pour tout 0 < x < h.

(Vif) (x) :=

pour z € [h, 1]

Enfin, nous introduisons 'opérateur nabla étendu en tant que ligne polygo-
nale de sommets (¢, V f(tx)), k= 0,1,...,n, par la définition suivante.

Définition 6.2.1. Nous définissons pour tout f € H®, l'opérateur Ay par
Anf(z) = (LVaf) (x)

, 2
Evidemment Aj, est un opérateur linéaire borné avec [|Apl; < 7 Dans

la section suivante, nous discutons les convergences uniforme et forte de la
suite (A), quand h tend vers 0.

Nous commencons par démontrer dans la proposition qui suit, que la suite
(Ap), n’a pas de limite uniforme quand h tend vers 0.

Proposition 6.2.2. La suite (Ay), des opérateurs nabla étendus dans L(HP)n’est
pas convergente quand h tend vers 0.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que (Aj), n'est pas une suite de Cau-
chy.

Pour cela, soient Ay , Aj/o deux subdivisions de [0, 1] et prenons f(z) =
2”. Nous avons alors pour ¢ = h/2

[(An = Anp) £ ()] = |h/2 f(n) f(h/2)|
1 1\ A1
>3- (3)

ho h h/2
1(An = Aan) flls = [(An — Aan) f (R/2))]

O A
()

Puisque
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6.2 Les opérateurs nabla et convergences vers 'opérateur de dérivation

alors
I\t o1
4n = Aanlly 151 2 14w = A) £l 2 (5) =5
Nous avons donc vu que (Ap), n’est pas une suite convergente dans
L(HP). O

Dans la proposition suivante, la convergence forte de I'opérateur nabla
étendu vers 'opérateur dérivé est prouvé.

Proposition 6.2.3. Pour tout f € D(A), tel que f' € Hg la suite (Ap)p
converge fortement vers A quand h tend vers 0.

Démonstration. Remarquons que
(A—Ap) f(x) = (I —Ip) Af(x) + Zn (A = V4) f(2)
= (raf') (@) + Zn (A = Vi) f(2).

alors

[(A—Ap) f(z) — (A= Ap) fy)]
jz — yl°

<N (rnf )l

n |Zn (A — V) f(x) — T (A= V) f(y)]
jz —y|”

A partir du lemme le terme [|(ry,f')| 5 est borné par

1 f)l 5 < dwg (1)

D’aprés le lemme pour certains i, j, & € |t;_1,t;[ and & € |t;_q, 1]
nous avons

[ Zh (A = V) f(2) = Zn (A= Vi) fQ)| _ |F'(6) = Vaf@)] | [F'(t) = Vil ()]

|z —y|’ B It — ;] It —t;]°
< () = 11(&)] N | () — f'(§))]
T -t ti—t)7
< 2uwg (f',h)

Il en découle naturellement

(A= Ap) f(z) — (A= Ap) f(y)]
2 —yl’

Et donc}lllir(l)HAf—Athﬁ:O. O

< Gwg (f, 1) (6.1)
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6.3 Propriété sectorielle de I'opérateur nabla étendu

6.3 Propriété sectorielle de 'opérateur nabla
étendu

Avant d’étudier la propriété sectorielle des opérateurs V; et Aj, nous
commengons par donner un résultat surprenant et utile. En fait, des calculs
élémentaires montrent que 'opérateur Z;, commute avec V). Cette propriété
a une conséquence intéressante pour la résolvante. Elle est donnée dans le
prochain lemme dans un cadre général.

Lemme 6.3.1. Etant donnés un espace de Banach X, des opérateurs B, T €
L(X) tels que T est idempotent et T commute avec B alors, pour tout A €

p(B), A # 0

R\, TB) =TR(\ B) + i (I-T)

Démonstration. Afin d’obtenir 'opérateur résolvant de T'B on consideére ’équa-
tion, pour f,g € X,

f=MI-TB)g

alors "idempotence de l'opérateur 1" et la commutativité impliquent
Tf=(W\N—-B)Tg

En combinant les deux équations précédentes on a

f=Tf=XI-T)g

Utilisant le fait que
Tg= (M —B)'Tf

alors ]
9= ROBITf + 5 (7 ~TF)
O
Proposition 6.3.2. La famille (V},), est uniformément sectorielle d’angle

g dans HP.

Démonstration. Commencgons par exprimer la résolvante, pour cela nous
considérons 1’équation

(A = Vi)g(z) = f()
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6.3 Propriété sectorielle de I'opérateur nabla étendu

La transformée de Laplace et la formule de translation [B.7]donne

1

20) = —1 1 Z)
A — E + Ee P
ce qui implique
L0) = i 20
11—\

La série géométrique permet d’écrire

_hp

2 = 5 3 (1 ) 2V

J=20

Il est facile de vérifier au moyen des transformées de Laplace inverse et

la formule que

0 = 37 X

La condition x — jh > 0 issue de la fonction échelon unitaire implique néces-
sairement j < ; et donc la résolvante s’écrit

wh

R(\, Vi) f(z) = =h Z

(1_)\h)]+1f( )

Reste a analyser la propriété sectorielle de 'opérateur R(A, V},) ainsi

trouvé, pour cela nous vérifions d’abord sa bornitude dans £ (H 5) . Pour
tout 0 <z <y <1,

[BOA, Vi) f(2) = RO\ Vi) f(y)]

jz —yl?
1
Tz -yl
[z/h] 1 [y/h] 1
x { b3 o Vet = =l e S e >}
h
< ||f||ﬁ]21’1)\h|]
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6.3 Propriété sectorielle de I'opérateur nabla étendu

En utilisant la somme d’une série géométrique, nous avons

RO, Va)f(2) = ROV W) _  h
o —y/” T 1-An -1

£l (6.2)

Maintenant, observons que pour tout A € (C\?w ,g < w < T nous avons
AR —1] > 1 et
AR, Vi) f(z) = ROV |z[ ¢

avec z = hA.
Par suite le lemme implique
AR, Vi) f(x) — R(A, Vi) fy -1

| T — y|,3 cos w
Nous concluons que la famille (V}), est uniformément sectorielle d’angle

T 0

5"
Par conséquent, 'opérateur nabla étendu Ay, est également sectoriel, comme
indiqué dans le corollaire suivant.

Corollaire 6.3.3. La famille (Ap), est uniformément sectorielle d’angle g
dans HP.

Démonstration. Du lemme [6.3.1] nous avons

RO ANF() = T (RO, 90)f) (@) + 5 (F ~ Tuf) (&)

alors

ALTR(A, An) f(2) = R(A, An) f(y)]

jz —y|”
< IA[Zh R(A, Ap) f(z) — T R(A, An) f(y)] n (I =T) f(x) = (I = Tp) f(y)]
- |z —y|? 1z — y|’

Il résulte des lemmes et , I'existence de 0 < m,l < n tels que

AR, An) f () = RO An)f(y)]

iz —y|”
< |R(A’Ah)J|ct(tm> t_|5 QAT dws(f,h)
m — U]
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6.4 Les opérateurs nabla fractionnaires

Donc, d’apres la proposition précédente nous obtenons I’estimation

IANTR(N, Ap) f(x) — RO\, An) f(y)]
|z —y|”

< (= +4) Il

Cos w
O

Désormais, nous sommes en mesure de définir la puissance fractionnaire
des opérateurs Vj et Aj. C’est le but de la section suivante.

6.4 Les opérateurs nabla fractionnaires
Théoreme 6.4.1. Soit 0 < a < 1, alors l'opérateur nabla fractionnaire est

hlfa [I/h]r(j +1— CY)
(1-a) i=1 [(j+1)

et la puissance fractionnaire A est donnée par

wpn BT S (=t ET( 1 - )
Ahf(l“)—m_a)z< h ; PG +1)

k=0

ty — "0+ 1 —
- L l‘z (fﬂ(] + 1)a) vhf(tk—l - tj)) ]l[tk—htk](x)

i=1

1) = Vif(e - 1;)

Vif(te —t;)

On appelle A? 'opérateur nabla étendu fractionnaire.

Démonstration. La représentation intégrale de la puissance fractionnaire de
Balakrishnan (D.2)) , donne pour 0 < a <1

S. —+o00 —
@) = 0T [T (4 )7 V()
0
. +o00
__simam / )\O‘_IR(_/\7vh> Vi f(x)dA
T 0

a fortiori
nf ()
L

_ sin o /+°0 \e-1p Z
0

m o (L+ )™

/M sin qr oo 1
—ny < 7T/0 )\"“1<d/\> Vaf(z —t;)

™ 1+ Ap)/ ™!
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6.4 Les opérateurs nabla fractionnaires

Des calculs similaires a ceux de [5, Theorem 3.1] donnent

= =
1+ \h)' ™ I'(j+1)

/0+oo = 1 WTG+1-a)l(w

Par suite

N hl—a [z/h] F(] + 1 — Oé)
W0 = Z T(j+1)

Vif(z —t;)

Nous passons maintenant a ’évaluation de Ay f. Grace au lemme [6.3.1
on a

sin o

+oo
/ AR (<N, Ap) Anf(2)dA

(e}

T) = —
nf(x) _—t
sin o

+oo
_ / XYL, R (=X, V) TV f (2)dA

™ 0

. .
_ _smam / NI, R (=N, V) Vi f (2)d)

™ 0

Ensuite, I’évaluation de A% f suit. O

Remarque 6.4.2. L opérateur V§ n’est rien d’autre que l’opérateur de Grinwald-
Letnikov

LI
Vifl) =03 (1) (j.)f(w _in)

Signalons que cet opérateur a été défini de maniere formelle en tant que
généralisation des formules de différence d’ordre entier en remplacant l’ordre
entier par un nombre réel.

Il convient de souligner que dans [3] 'approxzimation discréte de Grinwald-
Letnikov a été appelée la dérivée de différence de Riemann-Liouville d’ordre
.

Le probleme restant est d’étudier si la convergence forte (A, f), vers Af
peut donner lieu a la convergence des opérateurs puissances. C’est le but du
chapitre suivant.
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Chapitre 7

Convergence holderienne de
’opérateur nabla étendu vers
’opérateur de dérivée
fractionnaire

Avant d’énoncer le théoreme de convergence, nous définissons pour tout
f dans D(A), la fonction ¢ par

o) = F(l) [ =g

1l -«

Pour la construction de la preuve du résultat de convergence, nous avons
besoin des lemmes suivants

7.1 Lemmes techniques

Lemme 7.1.1. Pour toute 0 < 3 <1 tel que 1 —a — 3 > 0 nous avons

wp(p, h) < [P P

8
—T'(2-a)
Démonstration. Remarquons que la fonction ¢ satisfait l’'estimation suivante

o(x) — o(y)] 1 a 1
2 —y|° =7 (2 — ) [Anflg (max(z, ) < T@2—a) | Anfll5

alors ¢ € H[0,1].
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7.1 Lemmes techniques

Maintenant estimons wg(¢, h), on distingue deux cas. Premiérement t;_; <

T <y <tg:
noter que

P—a)ple) = 3 [ (o=t (S5 af ) + Vs (o)) di

= /:'1 (=t "= (-1 (t _}f“vhf(ti) + b - chf(ti_l)) dt
+ ((x — 1) = (y - t)_a) <t _}ik_l Vi f(te) + tkh_ tvhf(tk—l)) dt-+
[ =07 (V) + P Vs ()

Au vu de l'inégalité ([A.2) on a

‘f —h)

< B ws(f h) < N1 N4

IV f(t:

et donc

(1= a)lp(@) =)l < 2111l5

X{Z " (=)= (y—1))dt

/x ((x—t)"—(y—1)°) dt~|—/:(y —t)‘“dt}

qui conduit a

lp(x) — sO(y)!

Sr( )HngZZ;(( T i) T = (g i) = = 1) (y = 1))

P [l =)'~ = (= )= 20y = )]

+r(z—
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7.1 Lemmes techniques

finalement

_ 4 o
A =50 < gy sl = o=
4

< ! hl—a—ﬂ

Deuxiemement ¢ 1 < x <t <y <itpiq1:
[p(2) — o) _ le(@) =) | o) = e(y)]
w—yl” T e =t It — yl”

8
< / hl—a—ﬁ
<7 s

Par conséquent

8

wp(p, h) < r2-a)

11l h1m?

Lemme 7.1.2. [l existe C' > 0 tel que pour tout 0 < k <n

— V¥ C l—a— ’ /
o (tr) hﬂVhﬂtk)' < (1 + w) N Py 1“(22_04)(%(]? ,2h)

Démonstration. Evidemment si k& = 0 le lemme est vrai pour chaque C' > 0.
Supposons maintenant que k£ > 0, alors

o) = g [ =0 [ )+ St )

Une simple intégration mene a

o(tk)
k
Z TOVAf (tjo1) = (b — ) TV f ()
NeErS (tr, — tj— 1)(2_(1_;)(}? —t;)* Tt (1) — Vo ()]

qui peut étre arrangé comme suit
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7.1 Lemmes techniques

o(tr)
[ tk—t;) % — (ty — tj+1)1_a} Vit (t;)
(b= t)P T — (e — 1)
2—04;( . (2—oc)hk

—(tk = 1;)'"*) (VS (t;) = Vi f (1))

Alors
o(ty) — Vi f(ty) = Si4 Sa— h' =V, f(ty)
pe R G - T(+1-a)
Sl:f‘(l—a);[ I—a  T(G+D ]vhf(tk_tj)
et
Sy
“raan (T e ) (a0 s )

En utilisant le fait que

(t —t;—1)* ™ — (tp — ;)7

0= (2—a)h - (=)
h/ (=)' = (e — ;)" ") dt
< (tp —tj-1)' 7 = (b — 1)

et

Vaf (t) = Vaf (1) < (20)" ws(f',2h)
|So| peut étre borné par

(2h)” ws(f', 2h)

<
2] < T'(2-a)
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7.1 Lemmes techniques

Il reste a estimer |S;|. Pour ce faire, a partir du lemme nous avons

F%&i1f>:fﬂ+rﬁw®kaw)
avec
@, ()] < HLE oo
Par suite

J—=G - T+ l-a) b o g 1 .
l-a ICE) _/tjl(s K )ds_p(a)‘bl—a@

et pour chaque j > 2

=G TE+1-a)

-« I'(j+1)

b
()

<S@-1)" -+ P10 ()]

Cela conduit a

k—1

D

J=1

-G - Tl+l-a)

1—a TG+
1 -« Oék_l c—a—1
—T2-a)+1—-(k-1) +§Zy

j=1

<

1l -«

<C

avec .
C =
1 -«
ol ((-) est la fonction zéta de Riemann (voir annexe [B.G).
Enfin

—F(2—a)+1+%§(1+a)>0

11—«
mcﬂf 15

Maintenant pour terminer nous pouvons mettre tous les morceaux en-
semble pour obtenir

|S1] <

o) ~ V3 (1) U
0 < (1 E N 4 et om

]
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7.2 Convergence forte des opérateurs nabla fractionnaires vers 'opérateur
dérivée fractionnaire

7.2 Convergence forte des opérateurs nabla
fractionnaires vers 'opérateur dérivée frac-
tionnaire

Le théoreme suivant montre que la suite (Ajf), converge fortement vers
A“.
Théoréme 7.2.1. On considére 'espace Xz = {f € HP tel que f' € Hg}
muni de la norme de HP.

Alors pour tout B tel que 1 —a — 3 > 0 la suite (A}), converge fortement
vers la dérivée fractionnaire A* sur Xz quand h tend vers 0.

Démonstration. Pour chaque 0 < x <y <1,

(A% = A45) (H(z) = (4% = 4) (N)(y)

— /O+Oo MNTHR (=M A) (Af) — R(=N, A) (Anf)) (z) dA

T
sin T

/+OO AR (=X, A) (Af) — R (=X, Ap) (Anf)) () dA

™ 0

En introduisant un terme mixte nous obtenons

(A% = A5) () (@) = (A% = AR) (/)(y)

= S [TUNCIR (0 A) ((AF = Af) (@) = (AF = A0f) (1) )
I [T (R(-AA) = R(-A ) (Anf () — (Af) () X

On note par I;(z,y) et I(z,y) respectivement, la premiere et la seconde
intégrale de 1’égalité ci-dessus.
Nous commencons par la premiere intégrale

11 (z, y)|

< /0+Oo TR (=M A) (Af — Anf) () — (Af — Anf) (v))] dA

< [T [N NAS = Auf) (y — 1) = (A = Auf) (& — 1) dedh
+ /Om AT /j e (Af = Anf) (y — 1) dtdA

conduisant a

[1(.1', y)
2 —y|°

+oo Y
§||Af—Ahf||ﬁ/0 S (/0 e_”dt) dA
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7.2 Convergence des opérateurs nabla vers 'opérateur dérivée fractionnaire

La majoration

Il(xay) < 6F(Oé)
B — 1=
|z —yl o

wg (f',h)

découle du théoreme de Fubini et de I'inégalité |6.1] .
Considérons maintenant la seconde intégrale
D’abord remarquons que,

sin o

+0o0o
a—1 _
- /O NTIR (<A, A) Apf(2)dA
_sinma (0 oy ([T Aa-t) )
_ /0 A (/0 M0 4, £ (4) dt) dA

(e

1 T +o00
_ Sin 7TOé/ </ )\a—le—A(x—t)d)\> Anf (t) dt
0 0

™

— 1“(11—04) /Ox(x — 1) A f (t)dt
Alors
Sinﬂﬂa /0"‘00 ye-l (R(=X\A) — R(=X,Ap) Anf (z) dX
_ r(11—a) /:(a; — )AL () dt — Ty V5 f(2)

= (rup)(x) + In (p(x) — Vi f(2))
A partir des lemmes et 6.1.1] ils existent k et m

sinwa | Iy (x,y)] lo(tr) — Vi f(te) — o(tnm) + Vi f ()]
k [t — tm|”

< 4(*‘}/3(907 h) +
T |r—y

Puis des lemmes [7.1.1] et nous déduisons

sinma |1y (z,y)| 16 C nor1—a—p, 2°F1 ,
<2 1 @ —_— 2
s e ) I B (2

2—a) T'(1 I'2-a)

T |r-yl® T
Ainsi
(A% = V) (Ol
26t +6

16 C , o /
§2<p(2_a) T Ta—a) +1) 11l bt B+mwﬂ(f’2h)

D’ou la conclusion du théoreme. O
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Chapitre 8

Applications

Comme applications, nous présentons dans ce chapitre deux exemples. Le
premier consiste a calculer la dérivée fractionnaire de la fonction non linéaire
f(z) = z*Inz. Le deuxiéme est un probleme de Cauchy fractionnaire.

8.1 Exemple 1

Considérons la dérivée fractionnaire de f(z) = 2* Inz. L’expression ana-
lytique de la dérivée fractionnaire de f est (voir [54, Formule (64)])

apn . L(p+1)
@) = r g

ou ¥(-) est la fonction digamma (voir annexe [B.3))
L’erreur holderienne discréte est définie par

Eu(h) = max [(Af = Vif) (t:) — (A*f = Vi f) (¢))]

0<i<j<1/h It; — tj|ﬂ

e+ e+ 1) —(p+1-a)

(8.1)

Selon nos considérations théoriques, la convergence est assurée par h!=* % et
wg(f',2h) (voir théoreme [7.2.1)).

Etablissons une estimation de wg(f’, h)

Pourtout 0 <z <y <1

Fly) = f)=py" ' Iny —a* ' Inz) +y* ' — 2!

En utilisant le fait que

" tlny — 2 'lnx = /y i(t“_l Int)dt

T

y 1
— n—2 pn—1 pn—1
(1 1)/{r " " Intdt + 7 (y - )
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8.1 Exemple 1

Puis pour chaque 1+ 8 < ' < u nous avons

Yy Y / /
/ "2 Intdt = / th=B =2 10 tdt
xT xT

Posons M = max [tF 7' lnt)
t€]0,1]
on a
) Y / M ’ ’
pu—2 B8'=2 34 __ -1 _ .p'—1
/zt lntdt‘gl\/[/mt dt—ﬁl_l(y )
Donc

/ / M —1 '—1 '—1 n—1 n—1
7o) - rof < M (o () ()

Il s’ensuit que

|f'(y) = f'()] _ Mp(p—1) B-1-8 1 18
pREES S +<_1+1)|y—:v|“

My (p—1) Iz —p B—1-p
< 1)y — zl® _
_< 71 tlaoit |y — = ly — =

Sily — x| < h alors

[f'(y) = f'(x)] _ (Mp(p—1) 1 5/> §1p
y—of - ( g1 +<u—1+1>hu "

et

o (D ()

Dans le cas ou u = 3/2, 5 = 0.1 la convergence est assuré puisque

p—1—5=04>0.

Dans la figure [8.1] nous comparons la dérivée fractionnaire de la fonction
f(z) = z"Inx et son approximation. Les graphes de A*f et A f sont pré-
sentés pour u = 3/2,a = 0.3 et § = 0.1. Dans la figure , nous représentons
les erreurs Holderiennes en fonction de h.
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8.1 Exemple 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 8.1 — Dérivée fractionnaire et son approximation de la fonction f(z) = z*Inzx.
A f (trait plein), AYf (en pointillé) pour h = 274

0.008

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

Figure 8.2 — L’erreur Holderienne par rapport a h.
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8.1 Exemple 1

Ensuite, dans les tables et [8.2] nous estimons par la formule

Eg(2h)
i)

EOC = log, (

I'ordre de convergence holderienne pour respectivement o = 0.3 et « = 0.5

>

En(h) EOC
7.908230480-03 | TR
1.08328011e-03 | 0.954
2.13919796¢-03 | 0.933
1.14779414¢-03 | 0.898
6.05350801c-04 | 0.923
3.15017458¢-04 | 0.942
1.62172602¢-04 | 0.958
8.20031044e-05 | 0.968

|
o oo ~ o

I
—
jr

|
—
)

po| 1o po| bo| 0| 1o b0 b
L
=]

|
—
W

Table 8.1 — L’erreur définie par (8.1) quand f(x) = z#Inzx pour u = 3/2,a = 0.3 et
B =0.1.

En(h) EO
0.0236114997 | *FF#
0.0155503004 | 0.603
0.0098857863 | 0.654
0.0061296697 | 0.716
0.0037306707 | 0.737
0.0022331485 | 0.754
0.0013274343 | 0.754
0.0007799695 | 0.767

|
o oo | o

|
|
o

I
|
il

|
—|
¢

[\DL\D[\')[\')I\")I\D[\'JL\')D‘

|
—
)

Table 8.2 — L’erreur définie par (8.1) quand f(x) = 2#Inx pour u = 3/2,a = 0.5 et
B8=0.1.

Il apparait clairement que 'ordre de convergence estimé dépend de a.
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8.2 Exemple 2

8.2 Exemple 2

Pour le deuxieme exemple, nous considérons I’équation différentielle frac-
tionnaire présentée dans [17] ,pour ¢ € [0, 1].

40320 o ., TG+a/2) , « 9 3.0 4\ ;
m - mt 2+4F(a—|—1)+<2t2 —t) —[y((;)]z)

La condition initiale est y(0) = 0. La solution exacte de ce probleme est

Dy(t) =

o 9
y(t) =t = 312 + i

Pour a = 0.5, nous affichons les résultats dans le tableau pour 5 = 0.1
et 0 = 0.01 respectivement.

Apparemment, nous devons utiliser de petites valeurs pour 3 afin d’accroitre
la précision.

h Ey(h) pour f=0.1 | Eg(h) pour 5 =0.01
277 1 0.0347581 0.0224598
278 1 0.0269360 0.0163528
279 1 0.0206910 0.0118018
2719°10.0158085 0.0084716
27110.0120388 0.0060613
27121.0.0091502 0.0043283
2713 10.0069465 0.0030872

Table 8.3 — L’erreur holderienne pour le probleme 1} avec a = 0.5
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Quelques commentaires et
questions ouvertes

Ce travail est né de la réflexion sur les méthodes d’Euler fractionnaires.
La méthode d’Euler est la procédure numérique la plus simple pour la résolu-
tion des équations différentielles ordinaires, pourtant les premieres recherches
effectuées nous ont permis d’entrevoir des difficultés pour 'adapter au cas
fractionnaire. La premiere, réside dans la multitude des définitions dites de
dérivées fractionnaires et du caractere non local de la plupart de ces der-
nieres.
La seconde, résulte de la complexité du choix de la différence finie associée.
Nous avons alors opter pour construire nos opérateurs fractionnaires comme
puissances d’opérateurs sectoriels. Pour pouvoir appréhender les opérateurs
continus et discrets dans les mémes espaces, nous avons prolonger les der-
niers par une interpolation linéaire par morceaux. Cette approche nous a
permis de batir sur un socle solide les différents opérateurs fractionnaires
continus et discrets analogues au cas ordinaire. Forts de cet acquis, nous
nous sommes ensuite attelés a démontrer leurs convergences chacun dans son
cadre approprié. Dans les espaces des fonctions continus avec poids 'uni-
forme convergence des nabla h-somme vers 'intégrale de Riemann-Liouville
a été démontrée. Puis en considérant les espaces de Holder, la convergence
forte des opérateurs nabla étendu vers la dérivée fractionnaire a été prouvée.
Nous avons ensuite entrouvert la porte de la théorie fractionnaire en échelle
de temps, puisque I'uniforme convergence peut étre percu comme continuité
d’une application de I’espace des échelles de temps vers ’ensemble des fonc-
tions continues. Dans le secret espoir d'une formule efficace traversant les
échelles de temps. Ce travail constitue une premiere étape vers la généra-
lisation des différents schémas de dérivation numériques et des différentes
quadratures au cas fractionnaire.

« Il semble que la perfection soit atteinte non quand il n’y a plus rien a
ajouter, mais quand il n’y a plus rien a retrancher. » Antoine de
Saint-Exupéry (Terre des hommes).
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Troisieme partie

Annexes
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Annexe A

Cadres fonctionnels

A.1 Les espaces des fonctions continues avec
poids

Les opérateurs d’intégration et de dérivation fractionnaires sont naturel-
lement considérés dans les espaces des fonctions continues avec poids (voir
[37]). Ces espaces permettent d’appréhender les fonctions avec une singularité
algébrique a l'origine.

Définition A.1.1. Pour tout B > 0 l’espace des fonctions continues avec
poids est défini par

Cp = {f € C(0,1]: tlirg}rtﬁf(t) existe} :

muni de la norme

— B
171l 2= masxt® )

Cs est un espace de Banach.

Notons que

est ’espace de Banach des fonctions continues. Nous rappelons la norme des
opérateurs linéaires continus 7' de Cs, vers Clp, :

IT(f)lg
17115, 5, = sup )
>V

Si 1 = B2 nous écrivons juste |1, .
La chaine d’inclusions suivante est vérifice C'[0,1] C Cs, C Chg, si

0< b1 <P
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A.2 Les espaces des fonctions Holderiennes

A.2 Les espaces des fonctions Holderiennes

Les opérateurs d’intégration et de dérivations fractionnaires sont souvent
considérés dans les espaces des fonctions Holderiennes (voir [51]).

Définition A.2.1. On définit HP l’espace de Banach des fonctions Hélde-
riennes sur [0, 1] d’exposant 3, avec 0 < B < 1 et telle que f(0) =0,
muni de la norme || f||; = wg(f, 1), ot

t _
o) = sup MO
s,t€[0,1] |t — s
0<|s—t|<é

On définit le sous-espace Hj par
H = {f & HP limws(/.9) = o}
Remarque A.2.2. Si f € H) alors |f(t) — f(t — )| = o(h®) uniformement
par rapport a t, pourt = h on a |f(h)| = o(h®).

Remarque A.2.3. Si f € H” alors ||fll, < |flls. En effet, pour tout
r €1]0,1],

_ f(=) = f(0)
(@) = LD 2O

|
27 < flls-
Remarque A.2.4. Si f' € H? alorsws (f,h) tend vers 0 quand h tend vers
0.
En effet, pour chaque z ,y € [0,1], x # y il existe £ € |z, y| tel que

|f(x) = f(y)|

1- 1—
S =l RO s el

ce qui conduit a

wa (fih) < h2 N F (A.2)



Annexe B

Fonctions spéciales et
transformation de Laplace

B.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction transcendante définie pour toute va-
leur z € C\ {0, —1,—2,...}. C’est une fonction méromorphe car elle est ana-
lytique sur tout le plan complexe sauf en les pdles simples z = 0, —1, -2, ...
La fonction I' (2) peut étre définie de différentes fagons, parmi lesquelles nous
citons la formule d’Euler

nln?®

P = et s 7 b2

La fonction I" admet une représentation intégrale définie pour Re(z) > 0
['(z) = / t*le~tdt
0

Elle vérifie les propriétés suivantes :

i) pour tout z tel que Re(z) > 0
L(z+1) =2 (2)
ii) pour tout n =1,2,...
I'(n) = (n—1)!
i4t) Formule des compléments Vz € C \ Z

T(1-2)T(2)=—" (B.1)

sin (72)
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B.2 La fonction Beta

B.2 La fonction Beta

La fonction Beta B(z1, z9) est définie pour tous complexes z1, z3 tels que
Re(z1) > 0 et Re(z9) > 0 par

1
B(z, %) = /O PN (1= 0P d

A T'aide d’'un changement de variable approprié, la fonction prend la forme
intégrale suivante

00 tzl—l
B(z1,2) = / ———dt B.2
(Zl Z2> 0 (1+t)21+22 ( )
Elle est liée a la fonction gamma par la relation
I'(z1)I(22)
B(z1,29) = ———= B.3
( 1 2) F(Zl +22) ( )

B.3 La fonction digamma

La fonction psi ou fonction digamma est définie pour tout z # 0, —1, —2, ...
par
d I
¥(z) = - (nr(z) = 5

La fonction ¢ vérifie la formule de récurrence

V(1) = 0(2) + -

Si Re(z) > 0 la fonction ¢ a pour représentation intégrale

00 eft efzt
vz :/0 (t T1- e—t> at

B.4 La fonction hypergéométrique de Gauss

Les fonctions hypergéométriques apparaissent avec les travaux d’Euler et
Gauss. 11 est possible de les définir de plusieurs manieres. (Voir pour plus de
détails [2], [21])



B.5 Les fonctions de Mittag-Leffler

1. Représentées par des séries dites séries hypergéométriques dont les co-
efficients satisfont & une propriété de récurrence. Pour tout |z| < 1

JF, ( a’cb ;z) _ iwﬂ

|
n=0 n:

La notation (a), représente le symbole de Pochhammer donné par

(), = 1 n=>0
"l ala+1)---(a+n—1) n>0
2. Comme solution de 1’équation différentielle homogene du second ordre

d*u du
z(l—z)ﬁjﬂc—(a+b+1)z]£—abu:0

3. A laide de la formule intégrale d’Euler. Si Re(c) > Re(b) > 0,

o ( " ;Z> i TO ey AU SO

Remarque B.4.1. Sia ou b est un entier négatif, la série hypergéométrique
ne comprend qu’un nombre fini de termes [2, formule 15.4.1],

2 Fy < —m,b ;Z> = iwﬁ (B-4)

c s (c), n!

Remarque B.4.2. La fonction hypergéométrique est reliée auz polynomes
de Jacobi par la formule suivante :

N V() s P

avec m € N

B.5 Les fonctions de Mittag-LefHer

La fonction de Mittag-Leffler apparait naturellement dans les solutions
des équations différentielles et intégrales fractionnaires (voir [37],[15], [47]).

C’est une fonction entiere définie sur tout le plan complexe et dépendant
d’un parametre complexe « tel que Re(a) > 0. Elle est donnée par

o) Zk;

Eo(z) =) Tlakh+1)

k=0



B.6 La fonction zéta de Riemann

La fonction de Mittag-Leffler £, g généralisant la précédente peut étre définie
par

o0 k
Eop(2) = I;)IW (2,8 € C et Re(a) > 0)
On peut citer les cas particuliers suivants :
1. .
Eolz) = 1—=2
2.
Eon(z) = Eu(2)
3.

E1,1<Z) = El(Z) =¢°

B.6 La fonction zéta de Riemann

La fonction ¢ de Riemann est une fonction définie pour tout complexe s
tel que Re(s) > 1 par la série de Riemann

()= >

s
n=1 n

Elle admet la représentation intégrale si Re(s) > 1

I
Cs) = ['(s) /0 el — 1dt

B.7 Transformation de Laplace

La transformation de Laplace est une transformation intégrale particu-
lierement utile pour la résolution des équations différentielles et intégrales.
Pour plus de détails voir [12],[1§].

Définition B.7.1. La transformée de Laplace d’une fonction f de wvariable
réelle a support positif est la fonction de variable complexe p, définie par :

2100 = [ e

Nous rappelons dans ce qui suit quelques propriétés importantes de la
transformation de Laplace :



B.8 Transformation inverse de Laplace

1. Linéarité
Llaf +bgl(p) = aZ[fl(p) + bL[9](p)

2. Convolution
La convolution de deux fonctions f(t) et g(t) définies sur [0, 00) est :

(Fo)(0) = [ J)glt = )ds
Si f(t) et g(t) sont continues par morceaux alors
L[ x9] = Z[[1Z]9]

3. Une simple application de la définition donne

1

Z|1(p) = -

1) =~
4. En remarquant que

(1)) = [ e

alors

2| [ 1] o) = 210w (5.6
5. Translation
Ll f1)(e) = L1+ a) (5.7

B.8 Transformation inverse de Laplace

La transformation inverse de Laplace notée £ ~! est 'inverse de la trans-
formée de Laplace.

Définition B.8.1. La transformée inverse de Laplace d’une fonction holo-
morphe F(p) de variable complexe p est une fonction telle que :

Quelques propriétés de la transformation inverse de Laplace sont rappe-
lées dans ce qui suit :

1. Linéarité

L7 HaF +bG(z) = aZ  [F)(x) + 0L G](z)



B.9 Transformation en Z

2.
27 1(x) = o(x) (B.8)
ou ¢ est la distribution delta de Dirac.
3. .
Z [p—i— a] (x) =€ (B.9)
4.
L7 e P F(p)(t) = f(t — a)u(t — a) (B.10)

ou u(.) est la fonction échelon unité définie par

u(t)=0sit<0
u(t)=1sit <0

B.9 Transformation en 7

La transformation en Z est ’équivalent discret de la transformation de
Laplace.

La transformée en Z de la suite f(k), k = 0,1,2,... est la fonction de
variable complexe définie dans son domaine de convergence par :

F(z) = f: £ (k)2

Quelques propriétés des transformée en Z sont

1. Linéarité

Zlaf (k) +bg (k)] (2) = aF (2) + bG (2)

2. La convolution de deux suites est la suite (f xg)(k), k& =0,1,2,...
définie par
k
(f g) (k) == 3_ f(k —i)g(i)
=0

Alors

3. Loi de sommation




B.9 Transformation en Z

4. La transformée en Z inverse
La transformée en Z inverse est donnée par :
Fk) = 27V [F(2)] (k) :]{ F(z)2*dz, k=0,1,2,...
c

ou C est un chemin fermé parcouru dans le sens inverse des aiguilles
d’une montre et appartenant entierement au domaine de convergence.

Pour plus de détail voir [20]



Annexe C

Concepts de dérivation et
intégration fractionnaires

Définition C.0.1. (opérateurs de Riemann-Liouville )
Soit f une fonction continue sur|a,b],0 < a <1 eta < x <b. L’intégrale
fractionnaire d’ordre o est définie par

@) = gy [ @ =0 0

La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o est définie par

D10 = sz (=0 r0)

Définition C.0.2. (Dérivée fractionnaire de Caputo )
Soit f € C'a,b], 0 < a <1 eta<x<b ladérivée fractionnaire de
Caputo d’ordre « est définie par

1

D) = oy L 70

Définition C.0.3. (Dérivée fractionnaire de Grinwald-Letnikov ) Soit f une
fonction définie sur Uintervalle [a,b] alors la dérivée de Grinwald-Letnikov
est donnée par :

LD f(x) =
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Annexe D

Puissance fractionnaire
d’opérateurs sectoriels

D.1 Opérateurs sectoriels

La classe d’opérateurs sectoriels est une classe importante pour le calcul
fonctionnel en général et la puissance fractionnaire d’opérateurs en parti-
culier. Nous commencons par définir le concept d’opérateur sectoriel. Cette
théorie a été initié par McIntosh [44] mais notre référence de base est [28|
Section 2.1 ,p19]. On note R(\, A) = (Al — A)"" p(A) et 0(A) = C\p(A) la
résolvante, 1’ensemble résolvant et le spectre d’un opérateur linéaire A sur
un espace de Banach Z.

Définition D.1.1. On définit S, le secteur ouvert par

{z€C,z#0 and |argz| <w},0 <w <.

Définition D.1.2. L’opérateur A est sectoriel d’angle w < 7
(en bref : A € Sect(w)) si :
1)o(A)C S, et
2) M(A,w') := sup {H)\R()\,A)H D ?w/} < 00 pour tout w < w' < .

L’angle sectoriel wy de 'opérateur A est défini par
wa =inf{0 <w <7 A€ Sect(w)}

Remarquons que cet inf n’est jamais atteint.
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D.1 Opérateurs sectoriels

Définition D.1.3. Une famille d’opérateurs (A,), est uniformément secto-
rielle d’angle w si A, € Sect(w) pour chaque v et sup, M(A,,w') < oo pour
tout w < W' < .

Figure D.1 — Spectre d'un opérateur sectoriel

Définition D.1.4. Une suite uniformément sectorielle (Ay), oy d’angle w est
dite approximation sectorielle sur S, pour l'opérateur A, si la convergence
sectorielle A, — A (S,) est satisfaite, ie
A€ p(A) et R(N\An) — RN A) dans L(Z) (D.1)
pour \ & S,.

A remarquer que si (D.I) est vraie pour certains A ¢ S,, alors (D.1]) est
vraie pour tout A ¢ S,, . De plus, B € Sect(w).

Remarque D.1.5. Les opérateurs sectoriels dans la définition de Haase ne
sont pas forcement a domaine dense (voir [33, Definition 3.8, p 97]).



D.2 Représention intégrale de Balakrishnan

Nous sommes maintenant en mesure de définir la puissance fractionnaire
d’un opérateur A par le calcul fonctionnel naturel pour opérateurs sectoriels
au sens de Haase.

Soit a € C avec Rea > 0, choisir n € N tel que n > Re « alors

A% = (14 A)" (Za> (A)

(14 2)"

La puissance d’opérateur sectoriel admet la représentation intégrale de
Balakrishnan (voir [28, Proposition 3.1.12])

D.2 Représention intégrale de Balakrishnan

Proposition D.2.1. Soit A un opérateur de domaine D(A), A € Sect(w),
et soit 0 < a < 1. Alors pour tout f € D(A)

sin o

A7 f () = -

/0 TOTIR(-A, A)AS ()N (D.2)

™

Plus généralement si 0 < Rea < n < m, pour tout f € D(A™) on a

A*f(a) = 5 <&>£<(Z)_ 5 /O T et AN+ A" f(z)dr (D.3)

D.3 Lois des exposants

L’additivité de l'opérateur puissance fractionnaire (ou premiere loi des
exposants) est formulée dans la proposition suivante

Proposition D.3.1. (voir [28, Proposition 3.1.1 ¢)]) Soit A un opérateur
sectoriel sur un espace de Banach X alors, pour tous Re a, Re § > 0 l’identité

AP = A~ AP

est satisfaite.



Annexe E

Echelles de temps et chaines de
mesure

Le calcul en échelles de temps fiit introduit par le mathématicien allemand
S. Hilger, il décrit dans 'article [31] les fondations de I’analyse en chaines de
mesure. Il développa une théorie assez complete de la différentiation pour des
fonctions définies sur une chaine de mesure et il a limité son étude de l'in-
tégration a une notion fondamentale de I'intégrale dite intégrale de Cauchy
qui est simplement définie au moyen de primitives. Le processus d’intégra-
tion fiit étendu par G. Guseinov dans [27] pour l'intégration de Riemann et
Lebesgue en échelles de temps et un critere d’intégrabilité de Riemann fit
établi. D’un autre c6té I'intégration en chaines de mesure a été étudié dans
[8], ol les auteurs ont défini et analysé les intégrales de Cauchy, Riemann,
Cauchy-Riemann, Borel et Lebesgue pour les fonctions d’une chaine de me-
sure dans un espace de Banach réel ou complexe arbitraire.
Une échelle de temps T est une partie non vide fermée de R,
par exemples : hZ (h > 0), [0, 1], I'ensemble triadique de Cantor.

Définition E.0.1. (voir [31], [40]) Une chaine de mesure est un triplet (T, <
, ) constituée d’une échelle de temps T (i.e. une partie non vide fermée de
R), d’une relation d’ordre totale sur T compléte (i.e. Tout sous ensemble
non vide de T borné supérieurement admet un supremum) et d’une fonction
continue p: T X T — R telle que

i (Propriété de cocycle)
Voo,y,z€T:p(r,y) +uly 2) = pz, 2)

it (Isotonie forte)
Ve,yeT:x>y= pulr,y) >0
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Remarque E.0.2. 1. La topologie de Hausdorff (ou topologie de l’ordre)
sur T est engendrée par les intervalles ouverts

Irysf={teT:r<t<s},rseTU{too}
2. Si (T, <, u) est une chaine de mesure alors T est métrisable de métrique
d(r,s) = |p(r, s)|

3. p est dite étalonnage de croissance ( growth calibration). Elle induit la
mesure v sur T définie par

v([r;s[) = n(s,r)

4. Sur R Uapplication \(s,r) := s — r est un étalonnage de croissance.
Elle induit la mesure de Lebesque sur R.

Afin de pallier le manque de connexité, il est important de définir les
opérateurs de saut.
Pour tout ¢ € T, on définit 'opérateur de saut avant o : T — T (respective-
ment, 'opérateur de saut arriere p : T — T) par o(t) = inf{s € T : s > t}
(respectivement p(t) = sup{s € T : s < t}).
Par convention, on supposera que o(t) = t si t est le maximum de T et
p(t) =t sit est le minimum de T.
Finalement définissons la fonction de granulation p* : T — [0, c0) par

W (1) = olt) —t



Annexe F

Codes Python

F.1 Code de 'exemple 4.1

# —*- coding: utf-8 —x*-

Created on Sat Jan 30 14:21:20 2016

Q@author: Khitri Leila

import numpy as np
from scipy.special import gamma
import matplotlib.pyplot as plt
#fonction de mittag-leffler
def mit_lef(alpha,beta,x, tol=le-12,nmax=1e6):
s=1/gamma (beta) *np.ones (np. shape(x))
n,residu=1,s
while n<nmax and np.linalg.norm(residu,np.inf)>tol:
residu=x*#*n/gamma (alpha*n+beta)
s+=residu
n+=1
return s
# Exemple 1
#Initialisation des paramétres
alpha=0.75
c=1
lam=1
N=500
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F.1 Code de I'exemple Iﬂ'

h=1/N
t=np.linspace(h,1,N-1)
# Résolution approchée
n=N-1
v=cxt**(alpha-1)
lalpha=lam*h**alpha
A=(1-lalpha)*np.identity(n)
om=1
for k¥ in range(1,n):
om=om* (1+(alpha-1) /k)
A=A-omx*lalpha*np.diag(np.ones(n-k),-k)
y= np.linalg.solve(A, v)
# Solution exacte
yexa=c*gamma (alpha)*t**(alpha-1)*mit_lef (alpha,alpha,lam*t**alpha)
# erreur dans C_{1-alpha}
er=np.linalg.norm((y-yexa)*t*+*(l-alpha),np.inf)
print(’er’,er)
plt.figure(1)
plt.plot(t,yexa,color="black’,label="analytical solution",linestyle=’solid’)
plt.plot(t,y,label=u"numerical solution",color=’black’,linestyle=’dotted’)
plt.savefig(’homl.eps’)
# Analyse de convergence en fonction de h

N=100

HH=[]

er=[]

for k in range(6):
h=1/N
t=np.linspace(h,1,N-1)
n=N-1

v=c*t**(alpha-1)
lalpha=lam*hx**alpha
A=(1-lalpha)*np.identity(n)
om=1
for k in range(1,n):
om=om* (1+(alpha-1)/k)
A=A-om*lalpha*np.diag(np.ones(n-k),-k)
y= np.linalg.solve(A, v)
yexa=c*gamma (alpha)*t**(alpha-1)*mit_lef (alpha,alpha,lam*t**alpha)
r=np.linalg.norm((y-yexa)*t**(l-alpha) ,np.inf)
er.append (r)
HH. append (h)



F.2 Code de I'exemple B?ﬂ

N=2x*N
plt.figure(2)
plt.plot(HH,er,color="black’)
plt.savefig(’hom2.eps’)
# Ordre de convergence expérimental
e=np.array (er)
eoc=[]
for i in range(5):
x=e[i]/e[i+1]
eoc.append(np.log2(x))
print (eoc)

F.2 Code de I’exemple 4.2

# —*— coding: utf-8 -—*-

Created on Sat Jan 30 17:51:44 2016

Q@author: Khitri Leila

import numpy as np
from scipy.special import gamma
import matplotlib.pyplot as plt
#fonction de mittag-leffler
def mit_lef (alpha,beta,x, tol=le-12,nmax=1e6):
s=1/gamma (beta) *np . ones (np . shape (x) )
n,residu=1,s
while n<nmax and np.linalg.norm(residu,np.inf)>tol:
residu=x**n/gamma (alpha*n+beta)
s+=residu
n+=1
return s
# Exemple 2
# Initialisation des paramétres
alpha=0.5
lam=1
=2
mu=2
d=1



F.2 Code de I'exemple B?ﬂ

b=1
# Résolution approchée
N=[100,1000]
s=np.zeros((2,1000))
t=np.zeros((2,1000))
m=[0,0]
er=[]
for i in range(2):
h=1/N[i]
n=N[i]-1
x=np.linspace(h,1,n)
v=d/gamma (alpha)*x** (alpha-1)
halpha=h**alpha
A=halpha*np.identity(n)
om=1
for k in range(1,n):
om=om* (1+(alpha-1)/k)
A=A+om*halpha*np.diag(np.ones(n-k),-k)
v=v+f*np.dot (A,x**mu)
A=np.identity(n)-lamxA
y= np.linalg.solve(A, v)
yexa=b*d*x** (alpha-1)*mit_lef (alpha,alpha,lam*x**alpha)+\
gamma (mu+1) *f*x** (alpha+mu) *mit_lef (alpha,alpha+mu+l,lam*x**alpha)
er.append(np.linalg.norm((y-yexa)*x**(alpha) ,np.inf))
s[i,:nl=y
t[i,:n]=x
m[il=n
# Représentation graphique
plt.plot(x,yexa,color=’black’,)
plt.plot(t[0,:m[0]],s[0,:m[0]],label=u" solution numérique",\
color="black’,linestyle="dotted’)
plt.plot(t[1l,:m[1]1],s[1,:m[1]],color="black’,linestyle=’dashed’)
plt.savefig(’nonhom.eps’)
print("1l’erreur",er)



F.3 Code de I'exemple B:ﬂ

F.3 Code de 'exemple (4.3

# —*— coding: utf-8 —*-

Created on Mon Feb 1 08:29:57 2016

Q@author: Khitri Leila

# Importation des packages et modules
import numpy as np
from numpy.linalg import norm
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.special import gamma, beta
#Initialisation des données
alpha=0.7
aa,mu=1,3
T,N=80,16000
# Définition des fonctions du systéme
fl=lambda x,y: aa-(mu+l)*x+x**2*y
f2=lambda x,y: muxx-x**2*y
# Initialisation des variables
h=T/N
t=np.linspace(0,T,N)
x=np.zeros (N)
y=np.zeros (N)
x[0],y[0]=1.1,2.9
# Calcul des coefficients de la méthode d’Adams-Bashforth-Moulton
b=np.zeros (N)
a=np.zeros(N)
for k in range(1,N):
b [k]=(k)**alpha-(k-1)**alpha
al[k]=(k+1)**(alpha+1)-2xk**(alpha+1)+(k-1)**(alpha+1)
# Calcul de la solution par la méthode d’Adams-Bashforth-Moulton
for j in range(1,N):
s1=82=0
for k in range(j):
s1+=b[j-k]*f1(x[k],y[k])
s2+=b [j-kI*f2(x[k],y[k])
pl=x[0] +h**alpha/gamma(alpha+1)*sl



F.3 Code de I'exemple B:ﬂ

p2=y [0] +h**alpha/gamma (alpha+1)*s2
s1=s52=0
for k in range(1,j):
si+=a[j-kI*f1(x[k],y[k])
s2+=a[j-k]*f2(x[k],y[k])
x[j1=x[0] +h**alpha/gamma(alpha+2)*(£f1(pl,p2)+\
((j-1)**x(alpha+1)-(j-1-alpha)*j**alpha)*f1(x[0],y[0])+s1)
y[j1=y[0] +h**alpha/gamma (alpha+2)*(£2(pl,p2)+\
((j-1)**x(alpha+1)-(j-1-alpha)*j**alpha)*£2(x[0],y[0])+s2)
# Calcul de la solution par 1l’opérateur nabla
# Initialisation des variables
xx=np.zeros (N)
yy=np.zeros (N)
xx[0],yy[0]=1.1,2.9
cl=1+hx**alpha* (mu+1)
c01=xx[0]+yy [0] +h**alpha*aa
c3=(1+h**alpha) *h**alpha
c02=x [0] +h**alpha*aa
c=hx*alpha/gamma (alpha)/gamma(1-alpha)
ri=[]
# Calcul des coefficients
b=np.zeros(N)
for k in range(1,N):
b[k]=beta(k+alpha,l-alpha)
# Evaluation de la solution
for n in range(1,N):
s1=0
52=0
for i in range(1,n):
sl=s1+b[n-i]*(aa-x[i])
s2=52+b[n-i]*(aa-(mu+1) *x [i]+x [i]**2*y[i])
sl=cx*sl
s2=c*s2
c0=-c02-s2
c2=-c01-s1
c2=hx*x*alpha*c2
p=[c3,c2,c1,c0]
r=np.roots(p)
rl.append(r)
for j in range(3):
if np.imag(r[jl)==0:



F.4 code de I'exemple qu

1x=r[j].real
break

xx [n]=1x

ly=-(1+h*+*alpha)*(1x)+cOl+sl

yy [n]=1y
# Calcul de 1’erreur absolue
Ex=norm(xx-x,np.inf)
Ey=norm(yy-y,np.inf)
# Représentations graphiques
fig,axl = plt.subplots()
axl.plot(t, xx, ’k-’)
axl.set _xlabel(’t’)
axl.set_ylabel("x(t)’)
ax2 = axl.twinx()
ax2.plot(t, yy, ’k:’)
ax2.set_ylabel(’y(t)’)
plt.savefig(’brussl.eps’)
fig2=plt.figure()
plt.plot(xx,yy,’k’)
plt.savefig(’bruss2.eps’)
plt.show()

F.4 code de I'exemple 8.1

F.4.1 Approximation de la dérivée fractionnaire

# —%— coding: utf-8 -*-

Created on Mon Jun 25 06:07:11 2018

Q@author: User Khitri L.

nmn

from scipy.special import gamma, psi
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# définition de la fonction

beta= 0.1

alpha=0.3



F.4 code de I'exemple qu

p=3/2
def f(x):
y=np.zeros(len(x))
for i in range(len(x)):
if x[i]==0:
y[i]l==
else:
y[il=x[i]**p*np.log(x[i])
return y
# derivee fractionnaire exacte
def dalphaexa(x):
y=np.zeros(len(x))
for i in range(len(x)):
if x[i]==0:
y[il==
else:
y[i]=gamma (p+1) /gamma (p+1-alpha)*x[i]** (p-alpha)\
*(np.log(x[i])+psi(p+1)-psi(p+l-alpha))
return y
# initialisation
# calcul des derivees approchées
def dalpha(f,h):
t=np.arange(0,1+h,h)
n=len(t)
#matrice GL
b=np.zeros((n,n))
# construction des omegas
w=np.zeros(n)
w[0]=1
for k in range(0,n-1):
w[k+1]=-(alpha-k)/ (k+1) *w[k]
for k in range(n):
b+=np.diag(w[k]*np.ones((n-k)),-k)
b=h**-alphax*b
y=f (t)
#derivee
ypalpha=np.dot (b,y)
return t,ypalpha
h=2x%x%-4
t,ypalpha=dalpha(f,h)
yalpha=dalphaexa(t)



F.4 code de I'exemple qu

# Représentation graphique
fig=plt.figure(3)
plt.plot(t,yalpha,’k’,t,ypalpha, ’k--")
fig.savefig(’approximholder.eps’)
plt.show()

F.4.2 L’analyse de convergence holderienne en fonc-
tion de h

# —*- coding: utf-8 —x*-

Created on Sat May 19 06:52:36 2018

@author: L. Khitri

from scipy.special import gamma, psi
import numpy as np

from math import 1log

import matplotlib.pyplot as plt
#fonction

beta= 0.1

alpha=0.3

p=3/2
def f(x):
y=np.zeros(len(x))
for i in range(len(x)):
if x[i]==0:
y[il==
else:
y[i]=x[i]**p*np.log(x[i])
return y
#derivee fractionnaire exacte
def dalphaexa(x):
y=np.zeros(len(x))
for i in range(len(x)):
if x[i]==0:



F.4 code de I'exemple qu

y[i]l==
else:
y [i]=gamma (p+1) /gamma (p+1-alpha)*x [1]** (p-alpha)\
*(np.log(x[i])+psi(p+1)-psi(p+i-alpha))
return y

# initialisation

# calcul des derivees approchées

def dalpha(f,h):
t=np.arange(0,1+h,h)

n=len(t)

#matrice GL
b=np.zeros((n,n))

# construction des omegas
w=np.zeros (n)

w[0]=1

for k in range(0,n-1):
w[k+1]=-(alpha-k)/ (k+1)*w[k]
for k in range(n):
# b=w [k] *np.ones ((n-k))
b+=np.diag(w[k]*np.ones((n-k)),-k)

b=hx**-alpha*xb

y=f (t)

#derivee

ypalpha=np.dot (b,y)
return t, ypalpha

eralpha=[]
H=[]

for k in range(6,14):

h=2xx-k

H.append (h)
t,ypalpha=dalpha(f,h)
yalpha=dalphaexa(t)

n=len(t)

M=0

for i in range(n):
for j in range((n)):

if il=§:
Mil=abs(ypalphal[i]-yalphal[i]-(ypalphaljl-yalphal[j]))\
/abs(t[i]-t[j])**(beta)



F.5 code de I'exemple Eiﬂ

if M1>M:
M=M1
eralpha.append (M)
eocalpha=[]
for k in range(len(eralpha)-1):

eocalpha.append(log(eralphalk] /eralphal[k+1],2))

print("1l’erreur holderienne")
print (eralpha)

print (’ordre de convergence’)
print (np.array(eocalpha))

fig=plt.figure(2)
plt.plot(H,eralpha,’k’)
fig.savefig(’erreurholder.eps’)
plt.show()

F.5 code de I'exemple [8.2

# —*%— coding: utf-8 -*-

Created on Sat Apr 7 17:51:58 2018

Qauthor: Khitri L.

import numpy as np

from math import log

from scipy.special import gamma
from scipy.optimize import newton

alpha=0.5

E=lambda t :40320/gamma(9-alpha)*t**(8-alpha)-3*gamma(5+alpha/2)\

/gamma (5-alpha/2) *t** (4-alpha/2)+9/4*gamma (alpha+1)+(3/2*t** (alpha/2) —t**4) **3
yexa=lambda t:t**8-3*tx**(4+alpha/2)+9/4*t**alpha

beta=0.01

mm=[]



F.5 code de I'exemple Eiﬂ

for 1 in range(7,14):

h=2x%x-1

t=np.arange(0,1+h,h)

E1=E(t)

n=len(t)

w=np.zeros(n)

z=np.zeros(n)

w[0]=1

for k in range(0,n-1):
w[k+1]=-(alpha-k)/ (k+1) *w[k]

for k in range(1,n):
s=0
for j in range(1,k+1):

s+=w[jl*z[k-j]

s*=h**x-alpha
f=lambda x: hx*-alpha*x+x**(3/2)+s-E1[k]
f_der=lambda x: 3/2%x**.5+h**-alpha
z[k]=newton(f,z[k-1] ,fprime=f_ der)

y=yexa(t)

m=0

for i in range(n):
for j in range((n)):

if il=j:
mi=abs(z[i]-y[i]1-(z[j]1-y[j]))/abs(t[i]l-t[j])**beta
if mi1>m:
m=m1l
mm. append (m)
print (mm)
eoc=[]

for k in range(len(mm)-1):
eoc.append (log(mm[k] /mm[k+1],2))
print (eoc)
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Résumé

Cette thése porte principalement sur la construction des opérateurs fractionnaires discrets comme
élévation a la puissance d'opérateurs sectoriels. Cette approche requiert la construction des
résolvantes et le contrdle de leurs normes dans divers espaces de Banach. Cette démarche originale
dans le cas discret, nous a permis de retrouver certains opérateurs et de construire un nouveau.

Suite & cela, des résultats essentiels de convergence sont démontrés.

Nous démontrons l'uniforme convergence de l'opérateur nabla h-somme vers l'intégrale de
Riemann-Liouville dans les espaces des fonctions continues puis dans les espaces des fonctions
continues avec poids.

Aussi, la convergence forte des opérateurs nabla fractionnaires vers I'opérateur dérivée fractionnaire
dans les espaces de Holder est prouvée.

Comme applications la résolution de quelques problémes de Cauchy fractionnaires est proposée.

Mots-clés : opérateurs fractionnaires, puissances fractionnaires d’opérateurs sectoriels, intégrale
de Riemann-Liouville, dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, formule des rectangles
fractionnaire, formule des trapezes fractionnaire, convergence.

Abstract

This thesis focuses on the construction of discrete fractional operators as fractional powers of
sectorial operators. This approach requires the construction of resolvents and control of their norms
in various Banach spaces. This original approach in the discrete case, allowed us to find some
operators and to build a new one.

Following this, essential convergence results are proved.

We show the uniform convergence of the operator nabla h-sum to the Riemann-Liouville integral in
the spaces of the continuous functions and then in weighted continuous spaces.

Also, the strong convergence of fractional nabla operators to the fractional derivative operator in
Holder spaces is proved.

As applications the resolution of some problems of fractional Cauchy is proposed.

Keywords: fractional operator, fractional powers of sectorial operators, Riemann-Liouville integral,
Riemann-Liouville fractional derivative, fractional rectangle rule, fractional trapezoidal formula,
convergence.
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