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Introduction

L’objet de notre mémoire est ’application de la méthode de Nehari pour
établir 'existence de solutions d'une équation semi linéaire elliptique avec
fonctions poids changeant de signe.

Le probleme qu’on considere s’insere dans la forme de problemes générale :

_Au($) = f(x,u)

avec des conditions aux limites.

Pour aborder cette classe de problemes, on compte, aujourd’hui, trois différentes
classes d’approches. Les méthodes topologiques, les méthodes variationnelles
(pour les problemes sous forme variationnelle) et les méthodes numériques
pour une approximation des solutions.

Parmi les méthodes topologiques on retrouve la linéarisation (le théoreme
d’inversion locale), la bifurcation, la méthode du degré topologique, les théoremes
de point fixe ou encore la méthode des sous et sur solutions.

Quant aux méthodes variationnelles [11] [8]leur principe est de passer d'une
recherche de solutions d’équation aux dérivées partielles a une recherche d’ex-
tremums (points critiques) d’une fonctionnelle J(dite fonctionnelle d’énergie)

D(J)(u) =0

Le tout en passant par la formulation variationnelle[3].

Pour la recherche de ces extremums, on a la minimisation directe si la fonc-
tionnelle d’énergie est bornée inférieurement. Dans le cas contraire, il y a la
minimisation sous contraintes (minimisation sous des variétés ot la fonction-
nelle est bornée inférieurement, variété de Nehari notamment). Ou encore la
méthode du min-max( le théoreme du col) [11][8].

C’est dans le but de trouver des points critiques de type points-selle que
Nehari mit au point, en 1960 [10], une technique de résolution consistant a
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minimiser ’énergie J non pas sur l'espace de définition tout entier, mais sur
la variété, qui porte aujourd’hui son nom,

N={uekE: (J(u),u) =0}

(E un espace de Banach, tel que J: E — R.)

Il se trouve que dans notre cas, la fonctionnelle d’énergie associée au probleme
n’est pas bornée sur 'espace de définition tout entier mais I’est sur la variété
de Nehari qu’elle définie.

Le probleme qu’on considere s’écrit :

—Au(z) = Ma(z)u(z) + b(x)|u(z)|P u(x) pour z € {2

u(x) =0 pour x € OS2

avec {2 un domaine borné, 1 < p < % et a,b: Q — R fonctions régulieres

2
mais de signe non constant.

Un cas particulier du probleme qu’on considere a été étudié par Brezis-
Nirenbergl4], il s’agit du cas ou les fonctions poids vérifient a = b = 1. Le
probleme s’écrit alors

—Au(z) =uP + I pour z € {2
u(x) >0 pour z € {2

u(z) =0 pour z € 0f)
oup=t2=2"—1
La méthode utilisée pour sa résolution est la minimisation sous la boule
unité (la fonctionnelle d’énergie se trouvant étre bornée inférieurement des-

sus) combinée avec le principe de sous et sur solutions.

A noter que la méthode de Nehari n’est pas la seule approche possible
pour ce probleme. Amann et Lopez-Gomez [2] ont justement usé de la théorie
de la bifurcation globale (approche topologique donc) pour prouver 1’exis-
tence et la multiplicité de solutions de ce méme probleme.
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Ce travail a été organisé de la sorte : le premier chapitre est consacré aux
préliminaires. Les espaces considérés ainsi que les résultats généraux utilisés-
plus loin- sont introduits dans ce chapitre. Notions que 'on retrouve -avec
détails- notamment dans [3], [12], [T4]et [7].

Vient alors le second chapitre. La est la partie centrale du mémoire
présenté. Se basant essentiellement sur [5], on regarde, dans ce chapitre, la
minimisation sur la variété de Nehari associée au premier probleme. On y
étudie la restriction de I'énergie J a la variété de Nehari, qui est en fait
constituée de deux ensembles disjoints des que 0 < A < A. Et on regarde
comment |'existence ainsi que la non-existence de solutions positives sont
liées aux propriétés de cette variété. .

Pour réaliser ce chapitre on a aussi puisé dans [10] et [16].

Le troisieme chapitre est pour la présentation de certaines applications,
autres que celle présentée dans le chapitre 2.[15], [17]
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on dresse le cadre de notre travail. Il contient des
définitions introductives ainsi que des résultats élémentaires utilisés dans les
chapitres suivants.

1.1 Cadre fonctionnel

Le cadre fonctionnel le plus approprié pour une approche variationnelle
d’une équation aux dérivées partielles reste celui des espaces de Sobolev.

1.1.1 Définition des espaces de Sobolev

Soit 2 C RY un ouvert et soit p € RY avec 1 < p < oo.

Définition
Soit m > 1 un entier. Les espaces de Sobolev sont définis par :
W™P(Q) = {u € LP(Q)‘ Va = (aq,ag,...,ay) avec |a] <m, g, € LP(Q) tel que

JyuD% = (=1)* [, gatp Vi € C2() }

a]tag+t...ta
Sachant que || = Y «; et DY = 2o 210
1<ieN Oxy - 0xy*...0T 5

13



14 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

On note D% = ug,.
L’espace W™P(€)) muni de la norme

lulw” = > D%l

0<]a|<m
est un espace de Banach.

On pose H™ = W™2(Q) ; H™ muni du produit scalaire

(u, v)gm = Z (D%, D)2

0<]al<m

est un espace de Banach.

Le cadre fonctionnel dans lequel nous nous posons dans le chapitre suivant
est le cas particulieroum=1et p=2:

HY(Q) = {u € LQ(Q)‘EIg € L(Q) tel que/Q

——

uDsO=—/gsD Vo € C°(Q2)
Q

1.1.2 Inégalités de Sobolev
Cas ou 2 C RY

On suppose que  est un ouvert de classe C! avec une frontiere bornée,
ou bien on prend 2 = RY.

Théoréme 1.1.1. [3] Soit m > 1 un entier et 1 <p < oco. On a :

St - ——=>0, alors W™P(Q) C LYQ) ou — = — — —,
i (@) L) o~ =~ T
1

Sl ]—? — % = O, CI,lO’/’S Wm’p(Q) - Lq(Q) VQ € [pv +OO[7
1

SS-T<o aes WRQ)CLE@)

avec injections continues.
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Théoréme 1.1.2. (Rellich-Kondrachov)[3] On suppose Q borné de classe
C. Ona:

1 1 1
St p<N, alors WP(Q) c LY(Q) Vg ell,ploo—=-——,
(@ L) Vg fplois =1 -
Si p=N, alors WP (Q) c LY(Q) Vg € [1,+00],
Si p>N, alors W (Q) C C(Q),

avec injections compactes.

En particulier, comme N > 2, W2(Q) = HY(Q) C LY(Q) Vq € [1,2*]

1.1.3 L’espace W;”(Q)
Définition
Soit 1 < p < oo; WP(Q) désigne la fermeture de C!(Q) dans W(Q).

On note

Hp(€2) = Wy ()

L’espace Wé’p muni de la norme induite par WP est un espace de Banach
séparable. H} est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'.

Théoréme 1.1.3. [J] On suppose Q de classe C'. Soit
u€ WH(Q)NC(Q) avee 1<p< oo

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) u=0 sur OS2
(i1) ue WHP().

Le théoreme ci-dessus suggere que les fonctions de Wé’p () sont en fait
les fonctions de W'?(Q) qui ”s’annulent sur le bord 9€”.

Théoréme 1.1.4. (Inégalité de Poincaré)[3] On suppose que ) est un ou-
vert borné (au moins dans une direction). Alors il existe une constante C
(dépendant de Q et p)telle que

ull, < C|Vull, — Yue WeP(Q) (1<p< o)
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En particulier, Uexpression ||Vullr, est une norme sur WP (Q) qui est
équivalente a la norme |lullwis. Et sur Hi(Q)expression [, VuVv est un
produit scalaire qui induit la norme ||V || g2 équivalente a la norme ||ul/g:.

1.2 Notions de la théorie des points critiques

Soit E un espace de Hilbert ou, d’'une maniere plus générale, un espace
de Banach réflexif.
Soit ¢ : E — R une fonctionnelle de classe C'. Et on note ¢'(u) : E — E/(le
dual de E) sa Fréchet-dérivée.

Définitions

On dit que u € E est un point critique si ¢’'(u) = 0. Sinon, u est dit point
régulier.

On dit que B € R est une valeur critique de ¢ s’il existe un point critique
u de ¢ avec ¢(u) = 5. Sinon, [ est une valeur réguliere.

Théoréeme 1.2.1. [{1)] Soit la fonctionnelle ¢ : E — R telle que

(1) ¢ est faiblement semi-continue inférieurement,
(i7) ¢ est coercive(c’est-a-dire p(u) — 400 lorsque |jul| — o0).

Alors o est bornée inférieurement et il existe ug € E tel que

p(u) = inf .



Chapitre 2

Méthode de Nehari

C’est d’'une méthode variationnelle qu’il s’agit. Une minimisation sous
contrainte d’une fonctionnelle d’énergie, ol la contrainte, justement, est la
variété de Nehari.

On commence ce chapitre par définir la variété de Nehari et par intro-
duire certaines applications qui, on le verra par la suite, nous renseignent
d’avantage sur la nature de cette variété.

2.1 Variété de Nehari

Dans un cadre assez général, on considere le probleme :

—Au(z) = f(z,u(x)) pour z € ()

u(x) =0 pour z € OS2

dont 1’équation s’avere étre ’équation d’Euler de la fonctionnelle :

J(u) = %/g}]Vu(a:)Pd:c — /QF(a:,u(x))dx ou F(z,u(x)) = /Ou f(z,s)ds

qu’on considere, tenant compte de la condition au bord, sur I'espace fonc-
tionnel E = W{*(€2). Evidemment la fonctionnelle .J peut ne pas étre bornée

17



18 CHAPITRE 2. METHODE DE NEHARI

sur tout 1’espace mais peut I’étre sur certains sous-ensembles de E. Un bon
candidat pour un tel sous-ensemble est la dite variété de Nehari :

N ={ueE: (J(u),u) =0}

Le résultat suivant introduit une classe d’applications a travers lesquelles il
s’avere intéressant de voir ces variétés :

Théoréme 2.1.1. Soitu € E— {0} et t>0
Alors tu € N si et seulement si @), =0 ot D, (t) := J(tu)

Démonstration. On a par définition

et donc : ) (t) = (J'(u),u) = F(J'(tu), tu)
Si @ (t) =0, alors (J'(tu),tu) =0
Le.: tueN O

En d’autres termes, les points de la variété A correspondent aux points
stationnaires des applications ®,. En conséquence logique, on divise N en
trois sous-ensembles N T, N~ et A/° qui correspondent aux minimums locaux,
maximums locaux et aux points d’inflexion des applications ®,.

Pour cela, on se penche sur la dérivée seconde :

(1) = (J(tu),u)
:/Q]V(tu)HVukix—)\/Qf(x,tu)ud:c

:t/ |Vu|2dx—)\/f(x,tu)udx
Q Q
d’ou 7 (t) :/ |Vu|2dx—)\/(f;(x,tu)u)udx
Q Q
:/ |Vu|2dx—)\/f;(:c,tu)u2dx
0 0

Et on peut définir les sous-ensembles :

Nt — {ueN /(|Vu|2 — M, u)e)da > 0}
Q

N ={ueN: /(]Vu]Q — M (2, u)u?)dr < 0}
Q
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Ne={ueN: /(|Vu\2 — M (z,u)u®)dz = 0}
Q

et c’est (1) qui est utilisée pour ces définitions, puisqu'il est clair que si u
est un minimum local pour J, alors ®, a un minimum local en ¢t =1 :

Théoréme 2.1.2. Soit u € N. Alors

() (1) =0
N si ®'(1) >0

(1) we ¢ N~ si (1) <0
N° si ®'(1) =0.
Démonstration. En effet, soit v € N. Ceci est équivalent a dire que :
(J'(u),u) =0

ce qui équivaut a : /(1) =0 dou (i)
Pour (ii), il y a donc trois cas :

ue Nt = /(|Vu|2 — M (2, u))u?)dr > 0
Q

= /(|Vu|2 — M (z, tuw)|t = D)u?)dx > 0
Q

= d”(1) > 0.

ueN = /(]Vu]Q — M (2, u))u?)dr < 0
Q
= ®’(1) < 0.

ueN° = /(|Vu|2 — M (2, u))u?)dr = 0
Q

N /(|vu|2 A (s bt = 1)) = 0
Q

= ®/(1) = 0.
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Le théoréme suivant atteste que les minimiseurs de J sur la variété N
sont bien, en général, points critiques de J :

Théoréme 2.1.3. Supposons que ug est un minimiseur local pour J sur N
et que ug ¢ N°.
Alors J'(up) = 0.

Démonstration. Soit up un minimum local pour J sur N avec ug ¢ N° (c’est-
a-dire : @7 # 0). Ceci implque que :

J(up) = min J(u)

¥(u)=0

ot y(u) = (J'(u), u) = [([Vul* = Af(z, u)u)dz
Il s’en suit, d’apres le théoreme des multiplicateurs de Lagrange, que :

JueR, J(u) = py (uo). (2.1)
Ainsi :

(' (o), o) = pu(v'(uo), uo)
Compte tenu du fait que ug € N, il vient que :

(J'(ug), uo) = p{y' (uo), uo) = 0
Et donc :

/Q(Wuo‘2 — A (2, uo)ug)dr = 0

= /(|Vu0|2)da: = )\/ f(z,up)updx (2.2)
Q Q
Et alors :

(' (uo), uo) = /Q(z‘VUO‘Z — Moz, uo)(uo)?)dz — )\/Qf<$7uo)uod$

- [1vwk - w2
= &, (1)
#0 puisque uo ¢ N°

Ceci implique que g = 0 (compte tenu du fait que le produit est nul). Injecté

dans ([2.1)), cela donne :
JI(UO) =0
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A présent, on se tourne vers le probleme, assez particulier, ou
fla,u(@)) = Aa(@)u(@) + b(z) [u(@) "~ u(z),
il s’en suit :
—Au(z) = Ma(z)u(z) + b(x)|u(z) [P u(x) pour z € ()

u(z) =0 pour z € 0f)
avec 1 < p < % et a,b : Q — R fonctions régulieres mais de signe non

constant, avec a € L9 et b bornée.
La fonctionnelle d’Euler-Lagrange qui lui est associée est donnée par :

1 1
Ii(u) = 5 /Q(‘VUF — )\au2)dac — m/ﬂbwlpﬂdx

Et donc, la variété de Nehari qui correspond a ce probleme est définie par :

(Ji(uw),u) = [o(|Vul|* = Aau? — blu|Pt)dx =0

& Jo (@) |u(x)Ptde = [(|Vul* — Aau?)dz

En injectant ce dernier résultat dans I'expression de Jy, on obtient :

1 1
ueN < Jy(u) = 5 /Q(|Vu|2 — au?)dr — P} /Q(|Vu|2 — au?)dx

1 1 9 9
= (2 p—l—l)/g(lvu’ Aau®)dx
Ou encore : . .
—(Z - _- p+1
ueN < Jy(u) (2 p+1)/§2b|u| dx

De plus, on a :
N = {ueN : /Q(|W|2 ) a)da > 0)
—{ueN /Q(|Vu|2 Mot Zbjul=2uju)dz > 0}
—{ueN /Q(|Vu|2 ~aud)da —p/Q blufidz > 0}

={ueN : (1-p) / blulPTdx > 0}
Q
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et comme p > 1, il vient que :
Nt={ueN : / blulPdx < 0}
Q
De la méme maniere on arrive a montrer que :
N ={ueN : /Qb|u|p+1dx > 0}
Et que :
Ne={ueN : / blu[PTdr = 0}
Q

C’est a ce moment qu’on ressort les applications introduites dans le théoreme
PRNIE

2 p+1

_ _ 7 SRR N p+
D, (t) = J\(tu) = 5 /Q(|Vu| Aau”)dx o /Q(b|u| )dx

et en dérivant, cela donne :
(ID/u(t) = t/(|Vu|2 _ Aau2)dm — tp/(b‘u|p+l>dx
@ Q

Compte tenu du fait que ¢ > 0, on conclut que si [,(|Vu|* — Xau?)dz et
Jo(0lu[Pt)dz sont du méme signe, alors ®,, admet un et un seul point sta-
tionnaire en :

Jo(IVul® = Xav?)dz 1

= ee

En effet,
P (t)=0= /(|Vu|2 — au?)dr — P71 /(b|u|p+1)dx =0
Q Q

Jo(IVul> = Aau?)dx

=
= T Gl da

Jo(IVul* = Aau?)dx
Jo,(Olulptt)dz

=t = )=t
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Et si [,(|Vul* — Aau?)dz et [, (blu[Pt!)dz sont de signes opposés, alors @,
n’admet aucun point stationnaire (®! ne s’annulant pas).
On définit alors :

Lt = {ue B, ||u] = 1,/(|vuy2 ~ Aaw?)dz > 0}
Q

L™ ={ueckE, |ul| = 1,/(|Vu|2 — Xau?)dr < 0}
Q

L' ={u€eE,|ul| = 1,/(|Vu]2 — Aau?)dx = 0}
Q
On définit aussi :

BY — {ucE,|lul = 1, / (bluf)dz > 0}
Q

B~ = {ucE,|lul =1, / (bluf)dz < 0}
(9]

B' = {u e B.lul = 1. [ (tu")do = 0)
Q
C’est alors qu’on distingue trois cas :

(i) Stu e LT NB* | alors @, est croissante dans |0, t(u)] et décroissante
dans [t(u), +o00[. Et comme ®,(0) = 0, on en conclut que ®,,(t) > 0 pour ¢ pe-
tit (dépassant méme ¢(u)). On note aussi que ®,,(t) — —oo lorsque t — +o0.
Aussi, ®,(t) admet un unique maximum en ¢(u) et donc t(u)u € N~

(i1) Siw € L~ NB~ , alors @, décroit dans |0, t(u)] pour croitre ensuite
dans [t(u),4o0[. Et comme ®,(0) = 0, il vient que ®,(t) < 0 pour les ¢
petits. On peut noter que ®,(t) — +oo lorsque t — +00.

Aussi, ®,(t) admet un unique minimum en t(u) et donc t(u)u € N'*.

(17i) Siu € LT NB~ (ou, respectivement, u € L~ N B™), alors ®”(t) # 0
pour tout ¢ et dans ce cas, ®, est strictement croissante (respectivement
décroissante) pour tout ¢ > 0. (Le cas ot u € B® (ou encore u € L°) entraine
que ®, =0 et est donc non intéressant )

Il est tout aussi facile de raisonner dans le sens inverse. Par exemple, si
t(u)u € N~ ceci signifie que :

(t(u))p“/ﬂbm\p“daj = (t(u))? /Q(|Vu\2 — dav?)dx > 0



24 CHAPITRE 2. METHODE DE NEHARI
Ce qui entraine que :
/ blulPdr >0 et que /(]Vu]2 — Xau?)dz > 0
Q Q

c’est-a~dire que : i € LTNB".
On peut donc raisonner comme suit : Si v € E — {0} alors :

(i) 3o > 0/au € N~ si et seulement si W e Lt NB*.
(i1) Jo > 0/au € N'* si et seulement si np €L NB™.
(17i) Siu € LTNB~ ousiu € L~ NB*, aucun multiple de u n’appartient a N

2.2 Cas de la variété a une seule composante

On note A;(a) la premieére valeur propre positive du probleme :
—Au(x) = Aa(x)u(z) pour z € )

u(z) =0 pour z € 0f)

et ¢, la fonction propre qui lui est associée.

Dans ce premier cas on suppose que 0 < A < Aj(a). Alors la valeur propre
principale () du probleme :

—Au(z) — Aa(x)u(z) = pu(x) pour z € ()

u(z) =0 pour z € 0f)

est positive. Et donc :

Jo(IVul? = dav?)dz = p [ u*(z)de > p(X) [, v (x)de Vu € E — {0}

= [o(IVul* = Xau?)dz > p(X) [, u? Vu € E — {0}
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En particulier, il existe 6 > 0 tel que :
Jo(IVul® = Xau?)dz > 6||ul|||? Vu € E

pour s’en convaincre, on raisonne par ’absurde : on suppose que Vo > 0 on
ait = [,,(|Vul|* — Xau®)dz < 6|jul|®. En particulier pour 6 = x()), ce qui nous
mene a une contradiction.

De cette dernicre estimation il résulte que L™ et L° sont vides (puisque
I'intégrale qui les définit ne peut étre que positive). De méme, Nt est vide
et N° se réduit a {0}.

De plus, compte tenu des derniers résultats de la section précédente, on a :

N~ ={t(u)u:u e B}
N =N"uU{0}
C’est pourquoi on s ?intéresse, dans la suite de ce paragraphe, au comporte-

ment de Jy(u) sur N,
Rappelons que pour u € V=N~ U {0}, on a :

1 1 1 1

W) = (G = >57) / bap s = (5 = —=) / (IVuf? - Aau?)dz

Dans notre cas, il est évident que Jy(u) > 0 pour tout v € N~ Ainsi, J, est

bornée inférieurement par 0 sur N .
A présent, on se propose de montrer que : inf J(u) > 0. On suppose que

ueN—
ueN.
On pose ensuite v = i tel que v € Lt NnB*. Et donc u = t(v)v avec

Jo(IVU]> = Xav?)dx

t(v) = ( )T

Jo, blv[PHida
Alors :
Ja(u) = Jr(t(v)v)
=G = 5P [(9oF — Aar?)da

1 1 Jo(IVo]? = Aav?)dz 2/ ) )
— (= - “a?)d
G- e [(9eF = A
B (1 1 )((fQ(|Vv|2—)\a1)2)dx)5ﬂ>
2 pH1l Jo, blofptida
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Or :

/b[v]“%xﬁsupb(x)/ lv[PHda
Q ISy Q
+1

<supbla).C( [ (o)) carv € L(@) = o] € Lot (@)
Q

e

< Z_).C.(/ (|Vv|2dx)%1 d’aprés I'inégalité de Poincaré
Q

et ot b = sup b(x)

€
D’ou :

11 (fo(IVo = Aav?)da)r T R N O

Ja(u) = (= — > (= -
(@) <2 p+ 1) (J, b|v|P+1dq:)ﬁ <2 p+ 17 (pC)i
Il s’en suit que Jg{f Jr(u) > 0.

Sous réserve que inj{/ Jr(u) < oo (sinon c’est le cas trivial ou tous les
ue

points u sont des minimiseurs), on montre qu’il existe un minimiseur sur A/~
qui est aussi point critique de Jy(u). On aura, du coup, montré l'existence
d’une solution non triviale de notre probleme.

Soit alors (u,) C N~ une suite minimisante,

c’est-a-dire lim Jy(u,) = inf J < 0
ire lim A1) inf_ N

La suite (u,) est bornée dans E et ce parce que :

1 1 1 1
Ia(un) = (5 — m)[/ﬁ(wudz — Aau?)dz] > (5 — m)éﬂunHQ

elle admet donc une sous-suite, qu’on notera aussi par (u,), qui est faible-
ment convergente dans 'espace réflexif E :

Uy, — Ug dans E

Et par injections compactes on a :

u, = up  dans L*()
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et :
u, —ug  dans LPT1(Q)

on rappelle que 1 < p < %—Ig =2"—-1

En passant a une sous-suite encore, on a :
Uy — Ug p.p. dans

De la il vient que :

Jim Jy(un) = lim (3 = 515) o lua Pl
= (5= 1) Jm o blun P de
= (3 = 57) Jo bl dz

Et comme : lim Jy(u,) = iI/l\; Jx(u) > 0, alors ug # 0.
ueN —

n—oo
(sinon [, blug[P™dz = 0, ce qui menerait & une contradiction)

Or:
/ﬂv%F—AMMVMmzw%W
Q

ce qui implique que :
/(]Vu()]z — Xa(up)?)dz > 0
Q

chose qui, aux cotés de I'estimation qui I'a précede

. 1 1
0.< Jim Aon) = (5= ) [ Bl

27

signifie que vy € L™ N B*. Et d’apres le résultat (i) du paragraphe 2.1, il

existe a > 0 tel que : auyg € N ™.

On montre a présent que :u, — ug dans E. Pour se faire, on raisonne par

I’absurde et on se contente de la convergence faible montrée plus haut :

Uy — Ug dans E

Comme ||.||g est o-semi-continue inférieurement, cela implique que :

|luol|e < iminf |ju,||g
n—o0
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Par suite :

/(|Vu0|2 — )\aug — b|u0|p+1)dx < lim inf/(|Vun|2 — /\aui — b|un\p+1)dx =0
Q n—oo Q

( puisque (u,) C N~ CN)

D’un autre coté, au,, — auy dans E. Et donc :

1 1
Jy(aug) = (5 — m) /Q blawg [P dx
1 1
S (5 — m)[/g; b|a\p+1|u0 — UnlerldQ? +/Qb]ocun|p“d:c]
1 1
<(z ———)lim inf[/ blaP™ fug — w, [P da + / blau, [P dr]

et ce, en utilisant le résultat de Brezis-Lieb. Il s’en suit que :

1 1
I(aug) = (= — ——) liminf/ blau, [P dx
Q

= lim inf J) (ou,)
n—oo
(c’est-a-dire Jy est o-semi-continue-inférieurement)
De plus, comme u,, € N, Papplication @, atteint son maximum en t = 1,
et ceci en vertu du théoréme 2.1.1] Ce qui implique que :

O, (o) = Jy(au,) < Dy, (1) = Ji(uy)

D’ou :
lim inf J)(au,) < liminf Jy(u,)

n—oo n—oo
En récapitulant, on a :

Ja(aug) < liminf Jy(ou,) < liminf Jy(u,) = inf Jy(u)
n—

Ps n—00 ueN —

ce qui est absurde.
Ainsi  u,, — ug dans E .
Il s’en suit que :

/(]Vu0|2 — Xaul — bluo[P)dr = lim [ (|Vu,|? — Mau? — blu, [P dr = 0
Q

n—o0 0
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ce qui revient a écrire :

/(\Vu0|2 — Naw)dr = /(b]u0|p“)dx
Q Q

Et donc uy € N . Ce qui signifie que N~ est o—fermé.
Aussi, Jy(up) = lim Jy(u,) = inf Jy(u), ce qui signifie que ug est un mini-
n—00 ueN—

miseur sur N~ .
Et vu que uy # 0, donc ug ¢ N° = {0} . Ce qui, d ?apres le théoréme 3 du
paragraphe 2.1, implique que :

J3(ug) =0

c’est-a-dire ug est un point critique de J) .

Si on regarde, en particulier, le cas ot A — A] (a), on conclura que tout
dépend du signe de [, b dx (ot @y la fonction propre associée a Ai(a)).
Le résultat suivant nous 'atteste :

Théoreme 2.2.1. On suppose que fQ b@f“dx >0 . Alors :
(¢) lim inf Jy(u)=0.
A—=A] (a) uEN™

(11)Si Ny = A (a) et u, est un minimiseur de Jy, sur N—, alors : lim u, = 0.
n—oo

Démonstration. (i) On suppose, sans perte de généralité, que ||| = 1.
Comme [, b® 'dx > 0, alors @, € B*.
D’un autre coté, puisque A < Aj(a), il vient que :

/<|v<1>1\2 ~ Aagd)de > /(|v<1>1|2 ~ M(a)ag?)dz = 0
Q Q

ce qui signifie que ®; € L*. Par conséquent, ®; € Lt N B™.
Ainsi, d’apres ce qui a été montré dans le paragraphe 1, on a : t(®1)®; € N~
ou :

[L(IV®]? — Xag?)dx 7

t(Py) = fQ(’ ! P %) } "
e e

" Jo M(a)agide — [ )\a¢fd:c} Pas

[, 0@ dx

_ [0ule) = fy ot

[ 0@ dw
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Et on sait que,

0 < inf J)\< )SJ)\(U) Yue N~

ueN—

En particulier,
0< 1nf J)\( )< J)\(t(q)l)q)l)

ueN—

ce qui implique que :

0< lim inf Jy(u) < lim Jy(t(Py)Py)

A—=AT (@) WEN T A—=A] (a)
Or :
T (H(®)®) = (£ — 1) / b(#(@1) Dy ) da
1 1 p+l f CL(I)de %1
= (= — —YM\(a) = N (e ) [ gty
(2 p+ 1)( 1<a> ) (fQ b®p+ld$ /S; 1 &
1 1 pi1 (/. a@de)
= (5= —7)(\fa) = AT =2 —
2 p+1 (Jo bPY dx)

— 0 lorsque A — AJ (a)

Il s’en suit que :

lim inf Jy(u) =0
A= AT (a) WENT

(1) Supposons que A\, — A] (a) et que u,, minimise J, sur N .

La suite (u,) est alors une suite bornée. Afin de s’en convaincre, faisons un
raisonnement par l’absurde et supposons que ||u,|| — oo quand n — oo.
Posons ensuite v, = H . On obtient de la sorte une suite bornée dans E.

En passant a une suite, qu ‘on notera (v,) aussi, on a :
Uy, — Vg dans E
Et par injections compactes on a :

v, = vy  dans L*(2) et dans LP*(Q)
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Par suite :

lim [ av’dr = / avadw
Q Q

n—oo
et :
lim b|vn|p+1dx:/b|v0|p+1dx
Q

n—oo

(Par I’argument de o-semi continuité inférieure, on a :
0 < [|vall = l[voll < [Jon — voll — 0)

Etant donné que A, — Ay (a) quand n — oo, on a :

Iy, (uy) = inf Jy (u) — 0 quand n — oo

uEN—
Et comme :
() = (2 — —— >/<|v 2 Aaud)d
Up) = (= — Up, nou, )dx
An 2 p+1’Jy

Ce qui, divisé par ||u,||?, donne :

1 1 2 2 1 1 ptl
L V(Y e = (L )/bmdx
Q

G o D LTl ™ P = G T

[

|un|1’+1

1 1 / Up |9 u? 1 1 /
S (VR e e = (= — b
G o D LV T P = G T o )

1 1 1 1

[ [P

G~ ) [Vl = had)de = (5 = —) [ oo |-
2 Q Q

p+1 2 p+1

31

[P~ dx
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Il vient que :

1 1 1 1

S ol — Anav?)da = ———/b P g 1P e =
=) (90 = had)de = G = —) [ el

J)\n (un)

[[un

— 0

quand n — oo

Ce qui, d’une part, implique que :

1
blo,[PHde = o(———
ot (e

et par suite :
/b|vo\p“d:r; = lim /b\vn|p“d:v:0
Q n—oo o)
Et d’autre part, ¢a implique que :
v, — vy dans E

car sinon on aurait :

n—0o0

/(|Vv0|2 — Ai(a)avd)dr < lim imf/(|an|2 — Aav)dr =0
Q Q

ce qui est impossible puisque compte tenu du fait que vy € M on a :

/(|VUO|2 — Mi(a)avd)dr = / blvg|PTdr = 0
Q 0

Ainsi, on a :

/(\Vvo|2 — Ai(a)av))dr = lim [ (|Vv,|* — Mav?)dz =0
0

n—00 0

c’est-a-dire vy vérifie le méme probleme de valeurs propres que @4, et donc
vg = k®; pour un certain k.

Or, comme

/ blue[PTdx = k/ b|® [P =0
Q 0
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il s’en suit que k = 0 (et donc vy = 0) puisque [, b|®¢|P*! # 0. Résultat qui
contredit le fait que, ayant la convergence forte dans E, |lvo|| = 1.

Par conséquent, la suite (u,) est bien bornée.
En passant a une sous-suite qu’on notera, sans perte de généralité, (u,,) aussi
on a:

U, —ug dans E

et 14, en reprenant le méme raisonnement que celui fait sur la suite (v,), on
aboutit au fait que u,, — ug et que ug = 0.

c’est-a-dire  lim u, =0, ce qu’il fallait montrer. [
n—oo

2.3 Cas dela variété a deux composantes séparées

A présent, supposons que A > A;(a), alors compte tenu du fait que :

Al(a)/a@%dx:/ IV®,|?dxr > 0
Q Q

ce qui implique que :
/ a®?dr >0 ( puisque Aq(a) > 0)
Q

on a :

/ (|V®, > — Xa®?)dx = / Ai(a)adidr — / Nad?dx
Q Q Q

= (Ai(a) — N /Q a®idx
<0

et donc : &, € L.

Il suffirait alors que [, b dx < 0 pour que ®; € L™ N B~ et donc N'F
serait, contrairement au cas précédent, non vide.

Dans ce cas, N pourra se décomposer en deux composantes distinctes, & sa-
voir Nt et N~. Ce qui nous meéne & penser a l'existence d’au moins deux
solutions, c’est-a-dire deux minimiseurs de la fonctionnelle Jy. Un sur chaque
composante.
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Le lemme suivant montre que dans un certain voisinage de A1 (a), le fait
que ®; € B~ implique que L~ N B+ est vide. Chose qui, on le verra un peu
plus tard, nous renseignera d’avantage sur la nature de la variété de Nehari.

Lemme 2.3.1. Supposons que |, b@f“dm < 0. Il existe alors 6 > 0 tel que
L= NB* =0 pour tout \/A\i(a) < A < A\i(a)+ 6.

Démonstration. Se fera par I'absurde. Supposons qu’il existe deux suites (A,)
et (un) telles que : [lu, || =1, A, = Af(a) et

/(\Vun|2 — Aau)dr <0 / blu, P dr >0
0 Q

Comme la suite (u,) est bornée, on peut en extraire une sous-suite, (u,,), qui
converge faiblement dans E :

Uy, — Uy dans E
et donc qui converge fortement dans L?(Q) ainsi que dans LPT1(Q) :

u, — uy dans L2(Q) et LPT1(Q)

Il en découle que :
U, — ug dans E

car, sinon on aurait :
||uo|| < liminf ||u, ||
n—oo

et :

/(|Vu0|2 — M\i(a)aud)dz < lim inf/(|Vun|2 — \au?)dx
Q n—oo 0]

<0

ce qui est absurde.
Et donc, |lug|| =1 et :

(i) /(\VUO\Q — Mi(a)aud)dz <0 : (i1) / blug|Ptdz > 0
0 Q
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Ce qui d’une part implique que ug = k®; pour une certain k réel, et d’autre
part ¢a nous donne :

/ bluo P = k/ |, [Pz > 0
Q Q

cependant on sait que :
/ b|® [P dr <0
Q

ce qui finalement nous amene a conclure que £ = 0. D’ou la contradiction
avec le fait que [Jugl| =1 O

Théoréme 2.3.1. On suppose que L~ N B+ =0, alors :

(i) N°={0}

(ii) 0¢N— et N~ estfermé.

(4ii) N~ et NT  sont séparés, i.e. N-NNT =1
(iv) N est borné.

Démonstration. (i) Il est évident que 0 € N°.
Supposons, & présent, qu’il existe uy € N° avec ug # 0. Dans ce cas,
w_ e L°NBY Cc L~ NB*.

[[uoll

Cependant L— N B+ = 0.
Ce qui nous meéne a conclure que ug = 0 et donc N? = {0}.

(#7) Pour la premiere propriété on raisonne par I’absurde. Supposons,
alors, qu’il existe une suite (u,) de N~ telle que u,, — 0 dans E. D’ou :

0< /(|Vun|2 — \au?)dr = / blup|P™dr — 0 quand n — oo
Q Q

Posons, ensuite, v, = 2. Ainsi obtenue, la suite (v,) est bornée et donc

admet une sous-suite faiblement convergente dans E :

v, vy dans E
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et fortement convergente dans L?(Q2) et LPT(Q).
Il s’en suit que :

2 2 p+1
=>0</(W“”| — a2 )da:z/b'u"| dx
Q Q

[[un

=0< /(|an|2 — \av?)dr = / blvn P ||un|[P " dz — 0 quand n — oo
Q Q

Ce qui, avec la notion de o—continuité inférieure, implique que :

/(\Vvo|2 — Aav)dr < lim [/(]V'Un|2 — Aav)dz] =0
Q 0

n—oo
De plus,
_ 2y, 2
0= nh—>nc}o [/Q(\an| Aav?)dz]
= lim [ |Vu,’dz — lim [ Aavidzx
=1-Xlim [ avidx
n—oo QO
=1-A / avadw
Q
= Vg 7£ 0

Il en résulte que m eL-.
D’un autre coté, comme :

/ blvp|Ptdz > 0
Q

alors :

/ blve[Pdx > 0
Q
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et donc, 22 € B+,

> lvoll

D’ou : ”z—g” € L-NB+. Ce qui contredit 'unique hypothese de notre théoreme.
Ainsi, 0 ¢ N—.

A présent, pour montrer que N~ est fermé, on se propose de montrer la
double inclusion N— = N . Plus précisément, on a & monter que : N— C N,
I’autre inclusion étant triviale.

On a alors :

N-CN UN®
ce qui, d’apres (i), revient a écrire :

N-c N~ u{o}.

Et comme, on vient de le montrer, 0 ¢ N, alors :
N-Cc N~

Et donc :

c’est-a-dire N~ est fermé.

(#43)On sait que N+t C N UN®. Avec (ii) cela donne :

N-NN+tCN NNTUN?)
=N~ NnWNTU{o
=N " NNHUWN n{0})
— 0.

Et donc, N~ et N'*sont séparés.

(iv) Par 'absurde, on suppose que N n’est pas borné. C’est-a-dire qu’on
suppose qu’il existe une suite (u,) de N telle que ||u,|| — oc.
Posons v,, = ||Z:||'
Bornée, la suite (v,) admet une sous-suite qui converge faiblement dans E :
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v, — vg. Et, par injections compactes, v,, — vy dans L%(Q) et dans LP™1(Q)
et donc :

/(\VUO\Q — avg)dz < lim [/(]an\Q — Aav2)dz] <0

Ce qui implique que H € L-
Aussi, comme u,, € N, + on a:

/(|Vun|2 Nau?)dr = / blu,|Pdr < 0
0 Q

1

[

2 2 p+1
;»/(M—Aa&)dx:/b| " g < 0
Q

[[un

= (L) /Q(\Vun,z — au?)dz = ( )/Qb,un‘pﬂdx 0

= /(\anIQ — Xav?)dr = / blva P un P dz < 0
Q 0

2 2
’VUn| )\Q’Un dr = / b|Un|p+1d:L‘
Q

o lualP!

En passant a la limite cela donne :

2
lim [ blv,[Pdr = lim / [Vn[” = Aav, )\cw r=0.

n—o0 Q n—o00 ‘unH p—1

Dot : [, b|’U0|p+1dl’ =0

Et donc, ““ 7€ B+

Il en résulte que : W € L-NB™, ce qui est impossible vu que, par hypothése,
L-NnBT=0.
Ainsi, N est borné.
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Théoreme 2.3.2. On suppose que L— N B+ = 0. Alors :

(i) Toute suite minimisante de Jx(u) sur N~ est bornée.

i) inf J 0.
(i) inf Jy(u) >

(i4i) Il existe un minimiseur de Jy(u) sur N—.

Démonstration. (i) En raisonnant par I’absurde, on se donne une suite (u,)
de N~ |, minimisante pour Jy(u) et non bornée. Alors :

/(|Vun|2 — au)dr = / blug|Pt'dz — ¢ ot ¢ >0 puisque Jy(u) >0 sur N~
Q Q

et|uy, || = 400 quand n — 0.

Posons, ensuite, v, = ”Z"”. On a alors, quitte a passer a une sous-suite,
n
v, — Vg et v, — vy dans L?(Q) et dans LPTH(Q).

Ce qui nous mene a écrire :

1

[[un

2 2 p+1
:/(lvu”| — a2 )dx:/b|“”| dx — 0
Q Q

[[n?

1

[ 2

( )/Q(|VUn|2 — daup)dr = ( ) /leun!p“dx -0

N /(|an|2 —Aav?)d — / bloal? [un |7~ dz — 0.
Q Q

Il en découle que, d’une part :
/(|V1}0|2 — avg)dz < lim /(\an]2 — Xav?)dr = 0
(o) n—oo o)

ce qui implique que vy # 0 et que m eL-.
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Et d'un autre coté, ¢a nous donne :

1
lim [ blv,[P™dr = lim [(W)/<|V%‘2_>‘avi)dﬂ
U, Q

n—oo QO n—o0

= lim ( ) lim /(|V'z)n|2 — Xav?)dx
Q

n—00 H’U,n ||p—1 n—00

=0 ( puisque |Ju,|| — +00).

Ainsi, [, blvo[P*'dz = 0. Ce qui implique que 2 € B C B,

l[voll

vo
l[voll

comme hypothése L— N B+ = ().
On conclut donc que (uy,) est forcément une suite bornée.

Finalement, on trouve que € L— N B, chose impossible puisqu’on a

(#7)On sait déja que inl\; Jx(u) > 0, puisque Jy(u) > 0 pour tout u dans
ueN ~
N~
Supposons que inf Jy(u) = 0.
ueN—

Soit (u,) une suite minimisante. i.e. :

/(\Vun|2 — dau?)dr = / blu, [P dz — 0
Q Q

D’apres (i), (u,) est une suite bornée et donc elle admet une sous-suite conver-
gente u, — uy dans E et, par injections, u, — ug dans L2Q et LP*1(Q). En-
suite, en suivant le méme raisonnement que celui fait sur la suite (v,) dans
(1) on montre que u, — uy dans E, et de la méme maniere, on trouve que
€ L° N BY, ce qui est absurde puisque L° " B? ¢ L- N B+ = 0. O

I

Théoréme 2.3.3. Supposons que L~ est non vide mais que L— "B+ = 0,
alors Jy admet un minimum sur N'7*.

Corollaire 2.3.1. On suppose que fQ bCID}fHd:v < 0. Alors il existe 6 > 0 tel
que notre probléme a au moins deux solutions positives pour tout A\i(a) <

A< )\1(@) +(5
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Démonstration. On a :

/(!V¢1|2—)\a®f)dx:/Al(a)aq)fd:c—/)\aq)%dx
0 Q 0

= (A1(a) = ) / a®?dx
Q
<0 quand A > \i(a)

donc &, € L™, et alors L™ est non vide.

D’un autre coté, comme fQ b@ﬁ’“dw < 0, il existe, d’apres le lemme 2.3.1,
§ > 0 tel que quand A;(a) < A < Ai(a) + 0, on ait L- N BT = ().

Il en résulte, en appliquant les théoremes 2.3.2 et 2.3.3, que J) admet un
minimum sur N~ et un minimum sur N, qu’on peut supposer positifs
pusque Jy(u) = Jy(|ul). o

Et en vertu du théoreme 2.3.2, N— NN+ =0 et N? = {0}. 1l s’en suit que
ces minimums sont des minimums locaux sur A et qui n’appartiennent pas
a N?. Ce qui, d’apres le théoreme 2.1.3, implique que ce sont des solutions
positives du probleme. O

Théoréme 2.3.4. On suppose que |, b dr < 0 et que u, € N*tpour
A=\, ot A\, = A (a). Alors, quand n — oo on a :

(1) up,—0
(17) HZHH — &, dans E

Démonstration. (i) Comme N1 est borné et donc (u,) est bornée et on
peut supposer que u, — ug dans E et, par injections, u, — ug dans L?Q et
LPHH(Q).

Supposons que u,, — ug n’est pas vérifiée. Dans ce cas,

/(|Vuo|2 — Mi(a)aud)dz < lim inf [/(|Vun|2 — \yaul)dz] <0,
Q 0

n—o0

ce qui est absurde.
Et donc, u,, — ug et par suite

/(\VUO\Q — M(a)aud)dr = / blug|Pdx < 0.
Q

Q
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Ainsi, [, (|Vue* — M (a)aug)dz = 0. Il en découle que uy = k®; pour un cer-
tain k. Mais injecté dans 'hypothese [, b dx < 0, il vient que k = 0. Et
donc u,, — 0 dans E.

(74) Posons v, = ”Z—”H Etant bornée, on a, quitte a passer a une sous-suite,
n
v, — vy dans E et, par injections, v, — vy dans L2Q et LPT(Q).
Supposons que v,, — vy n’est pas vérifiée. Dans ce cas
0 3

/(|V7}0|2 — Mi(a)avd)dr < lim /(|an|2 — Ai(a)aw;)dx
Q n—o0 Q
~ lim / bl P [ [~
=0 puisque ||u,|| = 0
ce qui est impossible.

Par conséquent, v, — vy ce qui implique que [|vg|| = 1 et que [,,(|Vvol?> —
Ai(a)avd)dz = 0. On en conclut, alors, que vy = ®. O
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2.4 Non-existence des solutions

On sait que dans le cas ol a(x)=1 il n’existe aucune solution positive si :

(i) A\ est assez grand.

(i1) / b dr >0 et A > \i(a)
Q

Dans cette partie, on s 7intéresse a la nature de la variété de Nehari sous
ces hypotheses et on montre pourquoi il ne peut plus exister de minimiseurs
ou, au mieux, juste la solution identiquement nulle.

On considere d’abord le cas ou fQ b(b}f“d.r > 0. Ceci implique que &, €
L~ N BT pour un A tout juste plus grand que A;(a). Et de pareille maniere
que dans le lemme [2.3.1, on arrive a montrer qu’il existe 6 > 0 tel que
L~ C B* pour tout A\ (a) < X < Ai(a) + 8, ce qui signifie que L= N B~ =
et de 1a, NT = 0.

Par ailleurs, N~ est non vide, mais on a le résultat suivant :

Théoréme 2.4.1. Si L~ NB* #£ 0, alors ir/{; Jr(u) = 0.
ueN —

Démonstration. Supposons que L™ NB™ #£ () et soit w € L~ NB™. On a alors

(i) /(|vu\2 Caud)dz <0, (id) / bz > 0.
Q Q

Pour un h € E avec sup(h(z)) assez petite et ||h||g assez grande on a
E

1
(@) / (IV (uteh)P=Aa(uteh)2)de > 0 (id) / Blctehl? e > / blulP*da,
Q Q Q

pour 0 < e < 1.

__ u+teh
Posons Ve = m

continuité (par rapport a ¢), il existe g, 0 < g9 < 1 tel que v,, € L°.
Plus encore, il existe une suite {v.,} C L* N B" telle que [,(|Vv.,|* —
Aav? Ydx — 0 et

1
blv., [Pd ——/b + e h|PTd
/Q Ve, | X [+ enh||PHT /g, u+ enhl z

T .
> blu[Pdx.
2([[ull + 1R+ Jo

Il s’en suit que vy € L™ et que v; € L™. Ensuite, par
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Par suite,
2 2 1
. o Ta(Vee,[? - Aaven)dﬂi] =
Jim t(ee,) = tim |2 =0
Et done, t(v., )ve, € N et
1 1
b0, )0) = G = )0 [ bl P 0.
Ce qui nous mene a conclure que irjl\; Jr(u) = 0. O
ueN —

Corollaire 2.4.1. On suppose que [, bddr > 0. Alors inl\; Jy(u) =0
ueN —
YA > A\i(a)
Démonstration. On a, par hypothese, fQ b@ﬂfﬂdx > (, ce qui signifie que
P, € BT.
D’un autre coté, comme
/(|V(I>1\2 — Xa®?)dz = (M\i(a) — \) / a®?dx
Q Q

alors ®; se trouve dans L~ pour tout A > A(a) et par conséquent dans
L NnB".
L~NB™ étant non vide, et d’apres le théoreme [2.4.1], il vient que inf Jy(u) =

ueN —
0 pour tout A > A\;(a). O
Corollaire 2.4.2. Il existe \ tel que ir}\; Jw)=0  VA>X
ue/N —
Démonstration. Soit u € E vérifiant :
Jull =1
fQ au?dxr > 0

Jo blulPttdz > 0

On peut choisir A suffisamment grand de sorte que Jo(IVul> = Mav?)dz < 0
pour A > . B

Ce qui implique que, sous réserve que A > A\, u € L™ N BT, signifiant que
L= NB* # 0.

Par le théoreme [2.4.1] on conclut que il}\ﬁ Ja(u) =0
ueN —
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Ensuite, on considere le cas ou A est suffisamment grand et on montre,
dans les résultats suivants, que Jy est forcément non bornée sur N'*.

Théoréme 2.4.2. Si L~ NBY # 0, alors Jyn'est pas bornée inférieurement

sur N ™.

Démonstration. Supposons que L™ N B # 0 et soit u € L~ N BC.

Pour € > 0 on peut toujours trouver v € E, ||v|| = 1tel que ||u—v|| <&, —e <
Jo blvlPtde < 0 et [,(|Vo]? = Aav?)de < § [,(|Vu]? — Aav?)d.

Par conséquent, il existe § > 0 et une suite v, € L™NB™ telle que lim [, b|v, [PT'dz —
n—o0

Oet [ (|[Vv,|? — Xav?)dz < —0.

Ans , oIV ? = Aavk)dx 7
S Hon) = Jm [ Jo, blog [PHda ] -
A présent nous pouvons conclure que ¢(v,)v, € N et que
I(en) = (=) [ (VenP-Aad)de < (G-, (=6) - ~oc
2 p+1 Q 2 p+1
et donc, Jy n’est pas bornée inférieurement sur N'*. ]

Corollaire 2.4.3. Il existe \* > 0, tel que Jy n’est pas bornée inférieurement
sur Nt VA >\

Démonstration. Soit u € E vérifiant :

Jul] =1
fQ au’dxr < 0
Jo blulPttdz =0

En choisissant A* suffisamment grand on peut obtenir que
/(|Vu|2 — AXav?)dr < 0 pour >\
Q

Ce qui implique que, pour A > \*, u € L= N B’ i.e. L~ N B #£ 0.
Par suite, et en vertu du théoréme [2.4.2] J, n’est pas bornée inférieurement
sur N'T.

O
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre on présente quelques cas d’application de la méthode de
Nehari.

3.1 Probleme de p-Laplacien
On considere, d'une maniere résumeée, le probleme de p-laplacien suivant :

—Apu = () |u]T%u + g(x)|u|"2 pour = €
(3.1)
u(z) =0 pour x € 0f}

onl < qg<p<r < pavec p* = NN—_’;)), Q2 un domaine borné de RV,
A € R {0} et les fonctions poids f et g sont dans C(Q) et vérifient f* =

max{+f,0} # 0 et g* = maz{+g, 0} # 0.

Dans [15], a l'aide de la méthode de Nehari, on montre I’existence d’au
moins deux solutions positives du probleme pour tout p € (0, p*).
Par la formulation variationnelle, on trouve que la fonctionnelle d’énergie
associée & ce probleme est définie sur Wy? par

1 A 1
nw) = gl =2 [ fal = [ flap.
47
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Ainsi, la variété de Nehari que .J, définie s’écrit

N = {u € W)\ {0}, < Ji(u),u >= 0}
— {ue W)\ {0}, [ul? / Flul — / gluf” = 0}.

On énonce alors le théoréme suivant :

Théoreme 3.1.1. Il existe \g > 0 tel que pour 0 < |A| < Ao, le probleme
ci-dessus admet au moins deur solutions positives.

La preuve de ce théoreme repose sur la décomposition de la variété de
Nehari lorsque A varie et sur l'extraction d’une suite de Palais-Smale sur
cette variété. [15]

3.2 Probleme avec exposant critique de Hardy-
Sobolev

Le probleme considéré s 7énonce comme suit

wP (s)-2
||®

—Apu = Nu|??u + pour x € Q)
(3.2)

u(z) =0 pour z € 0f)

ot Q un domaine borné de R qui contient 0 et dont la frontiere 9 est

Cl,1<p< N,0<s<p, p<gq<p* \un parametre positif dans R et

P = 3mp-

Etant un probleme variationnel, la fonctionnelle d’énergie qui lui associée

s’écrit o
1 A 1 pis
Ja(u) = —/ |Vul|Pdx — —/ u|?dr — — / [u :

pJa q Jo p*(s) Jo |zl

Et c’est en appliquant la méthode de Nehari, modulo certaines hypotheses
de symétrie de domaine, que Zifei et Yang ont résolu, dans [I7], ce probleme
de minimisation.

La variété de Nehari associée a la fonctionnelle Jy est donnée par :

Ny = {u € H?(Q)\ {0} :< Ji(u),u >= 0}

= {e e M\ O}l = A [ e+ [

lu

|p*(8)d
T z}.
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Et lorsque 7 € O(N) l'ensemble des transformations linéaires orthogonales
de RY dans RY, On définit la variété de Nehari 7-invariante par

T={ueN,:Tu=u}=NyNH"(Q).

Et sous I'hypothese (H) suivante qu’on établie le résultat d’existence de so-
lutions du probleme |3.2
(H) 1l existe 7 € O(N) tel que 7 # Id, 7 = Id et 7(2) = Q.

Théoréme 3.2.1. Supposons que 0 < s < p, p < q < p* et que (H) est
satisfaite. Si, en plus, l'une de ces hypotheses est satisfaite

(i) g=p, N >p?, )

(i) g > p, N > FESCES,

alors, pour tout X € (0, \(R)), le problémd3.4 admet au moins une paire de
solutions qui changent de signe exactement une fois.
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