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2 Notations

Notations

Notation Définition
x = (x1, x2, ..., xN) Elément de RN

r = |x| =
√

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
N) Module de x

(−∆)su Laplacien fractionnaire de u

p′ Exposent conjugué de p, 1
p

+ 1
p′

= 1

p∗ = Np

(N − p) Exposent critique de Sobolev

2∗s = 2N
N−2s Exposent de Sobolev critique fractionnaire

Ω ⊂ RN Domaine borné à frontière régulière
∂Ω Frontière de Ω
Ωc complementaire de Ω dans RN

supp u Support de la fonction u
meas(A) = |A| Mesure de Lebesgue de A ⊂ RN

‖ · ‖s Norme dans l’espace Ls(Ω)
‖ · ‖X Norme dans l’espace X
BR Boule de RN de rayon R centrée à l’origine
B(x0, R), BR(x0) Boule de RN de rayon R centrée en x0 ∈ RN

E ′ Espace dual de E
〈·, ·〉 Produit scalaire dans RN / crochet de dualité E, E ′

\ Différence d’ensemble
δij Indice de Kronecker
u+ Partie positive de la fonction u, u+ = max(u, 0)
u− Partie negative de la fonction u, u− = max(−u, 0)
C(Ω) ou C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω
C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω à support compact
C0,β(Ω) Espace des fonctions Hölderiennes sur Ω
Ck(Ω) Espace des fonctions de classe Ck dans Ω
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Ck,β(Ω) Espace des fonctions Hölderiennes de classe Ck sur Ω
Cµ(Ω), µ ∈ R+ Espace des fonctions Hölderiennes avec k = [µ] et β = µ− [µ]

où [µ] est la partie entière de µ
Lip(R) Espace des fonctions Lipschitzienne sur R
Ck0 (Ω) Espace des fonctions de Ck(Ω) à support compact
C∞(Ω) Espace des fonctions indéfiniment dérivable Ω
C∞0 (Ω) = D(Ω) Espace des fonctions de C∞(Ω) à support compact
D′(Ω) Espace des distributions
S(RN) {ϕ ∈ C∞(RN) tel que ‖ϕ‖S(RN ) < +∞}

avec ‖ϕ‖S(RN ) = sup
x∈RN

(1 + |x|k) ∑
|α|6l
|Dαϕ(x)|, k, l ∈ N0,

Lp(Ω) {u : Ω→ IR | u mesurable,
∫

Ω |u|p <∞}, 1 6 p <∞
L∞(Ω) {u : Ω→ IR | u mesurable ∃C tel que |u(x)| 6 C p.p. x ∈ Ω }
Lp
′(Ω) Espace dual de Lp(Ω)

Hs(RN) Espace de Sobolev fractionnaire pour s dans (0, 1)
Hs

0(Ω) Sous espace de l’espace de Sobolev Hs(RN) des fonctions qui s’annulent dans Ωc





Introduction

Dans cette thèse on s’intéresse à des problèmes elliptiques semi-linéaires non-locaux avec
des conditions extérieures de Dirichlet ou Dirichlet-Neumann. Plus précisément, on considère
des problèmes dont le modèle général est

Pλ ≡

 (−∆)su = fλ(x, u) dans Ω,
Bsu = 0 dans RN\Ω,

où Ω ⊂ RN est un domaine borné régulier, fλ est une non-linéarité qui dépend d’un paramètre
λ et (−∆)s est le Laplacien fractionnaire défini par,

(−∆)su(x) = aN,s P.V.
∫
RN

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy. (0.0.1)

où on entend par P.V. l’intégrale au sens de valeur principale et Bs est une condition extérieure.

Ces problèmes trouvent leurs origines dans différents domaines de mathématiques pures et
appliquées, citons à titre d’exemple : le Laplacien fractionnaire peut être considéré comme un
générateur infinitésimal d’un processus de Lèvy, ce qui donne une interprétation probabiliste
de cet opérateur, il intervient comme modèle dans la dislocation cristalline, les phénomènes
de transitions de phases, voir pour plus de détails [43], [28], [47]. Notons que (−∆)s est un
opérateur non-local dans le sens où on doit avoir une information sur u dans tout RN pour
pouvoir évaluer (−∆)su(x), ce qui est clair à partir de la définition. Une définition équivalente
du Laplacien factionnaire est la suivante

(−∆)su = F−1
(
F(|ξ|2su)

)
.

où F est la transformée de Fourier ; c’est-à-dire que (−∆)s peut être considéré comme un
opérateur pseudodifférentiel.



6 Introduction

0.1 Description de la Thèse

0.1.1 Description du chapitre 2

Dans [47], les auteurs ont introduit une nouvelle condition de type Neumann non-locale,
compatible avec l’interprétation probabiliste du Laplacien fractionnaire comme générateur in-
finitésimal d’un processus de Lévy dans RN . Motivés par cela, on s’intéresse dans ce chapitre à
étudier un problème elliptique non-local semi-linéaire avec des données mixtes de Dirichlet et
Neumann. Plus précisément, nous étudions l’existence et la multiplicité de solutions positives
du problème suivant

Pλ ≡


(−∆)su = λuq + up dans Ω,

u > 0 dans Ω,
Bsu = 0 dans RN\Ω,

où 0 < q < 1 < p, N > 2s, λ > 0. Dans ce contexte, Ω ⊂ RN est un domaine borné régulier et
(−∆)s est le Laplacien fractionnaire défini par,

(−∆)su(x) = aN,s P.V.
∫
RN

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy. (0.1.2)

Nous renvoyons le lecteur à [60], [63], [43] pour une vaste description des propriétés de cet
opérateur. La constante aN,s > 0 est une constante de normalisation et la condition extérieure

Bsu = uχΣ1 +NsuχΣ2 , (0.1.3)

peut être considérée comme une version non-locale de la condition mixte de Dirichlet-Neumann.
L’opérateur Ns est la dérivée normale non-locale introduite dans[47] donnée par

Nsu(x) = aN,s

∫
Ω

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy, x ∈ RN\Ω. (0.1.4)

En outre, Σ1 et Σ2 sont deux ouverts de RN\Ω tels que Σ1∩Σ2 = ∅ et Σ1∪Σ2 = RN\Ω. Notons
que dans (0.1.3) nous avons noté χA la fonction caractéristique d’un ensemble A.

Nous observons que, contrairement au cas de conditions de Dirichlet homogènes, le cas des
conditions de Neumann et mixtes n’ont pas été beaucoup étudiées dans le cadre fractionnaire.
Ceci est dû au fait que la condition de Neumann classique possède de bonnes propriétés géo-



0.1. Description de la Thèse 7

métriques (par exemple, le fait que la dérivée normale de la fonction s’annule, permet d’utiliser
des arguments de symétrie et de Blow-up) et des propriétés analytiques, tandis que dans le cas
non-local les conséquences de (2.1.3) sont beaucoup moins intuitives et plus difficiles à gérer.
C’est le premier travail consacré à l’analyse d’un problème non linéaire et non local avec des
données extérieures mixtes. Nous notons que récemment un Lemme de Hopf a été prouvé dans
[21] pour de telles conditions extérieures mixtes.

En utilisant la formule d’intégration par parties donnée dans [47], nous remarquons que le
problème (Pλ) est variationnel et ces solutions sont des points critiques de la fonctionnelle

Jλ(u) = 1
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dx dy − λ

q + 1‖u+‖q+1
q+1 −

1
p+ 1‖u+‖p+1

p+1, (0.1.5)

où

DΩ = (RN × RN) \ (Ωc × Ωc), ‖v‖rr =
∫

Ω
|v|r dx et u+ = max(u, 0).

Ce problème, dans le cas local du Laplacien classique, et avec des conditions de Dirichlet, a
été étudié dans la littérature par plusieurs auteurs, en particulier nous citons le travail d’Ambro-
setti, Brezis et Cerami [12]. Des problèmes similaires avec des conditions de Dirichlet-Neumann
ont été étudiés, dans le cas sous-critique, dans [34] et, dans le cas critique, dans [56].

Dans le cadre non local (c’est-à-dire lorsque s ∈ (0, 1)), avec des conditions de Dirichlet, le
problème a été étudié dans [22], le cas sous-critique, et dans [20], [44], [45] et [27] pour le cas
critique. Voir aussi [71], [72].

Dans [20] et [45], les auteurs utilisent l’extension de Caffarelli-Silvestre, introduite dans [31],
qui leur permet de ramener le problème à un problème local.

Notons que, dans notre cas, en raison de la partie non locale de Neumann, nous ne pouvons
pas utiliser une telle extension et que nous traitons le problème de manière appropriée purement
non locale. De plus, pour obtenir nos résultats de multiplicité, nous utiliserons un argument dû
a Alama, voir [10]. Pour quelques des motivations concernant les équations non locales et les
opérateurs fractionnaires, voir par exemple [28] et les références qui y figurent. Nos principaux
résultats sont les suivants :

Théorème. Soient 0 < s < 1, 0 < q < 1 < p. Alors il existe un Λ > 0, tel que :

1. Pour tout λ ∈ (0,Λ), le problème (Pλ) admet une solution minimale uλ telle que Jλ(uλ) <
0. De plus, si λ1 < λ2 alors uλ1 < uλ2 .
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2. Si λ > Λ, le problème (Pλ) n’admet pas de solutions faibles positives.

3. Si λ = Λ, le problème (Pλ) admet au moins une solution faible positive.

Théorème. Soient 0 < s < 1, 0 < q < 1 < p < N+2s
N−2s , λ ∈ (0,Λ). Alors le problème (Pλ) admet

une deuxième solution positive vλ > uλ.

0.1.2 Description du chapitre 3

Les problèmes étudiés dans ce chapitre sont motivés par des résultats récents qui seront
présentés par la suite. En premier lieu, nous rappelons l’inégalité de Hardy classique prouvée
dans [58] ( voir aussi [23, 50, 77, 80]).

Théorème. (Inégalité de Hardy fractionnaire). Supposons que s ∈ (0, 1) et que 2s < d, alors
pour tout u ∈ C∞0 (IRd), l’inégalité suivante est vérifiée,

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|d+2s dx dy ≡

∫
IRd
|ξ|2s|û|2 dξ > Λ

∫
IRd
|x|−2su2 dx, (0.1.6)

où û est la transformée de Fourier de u,

Λ = 22sΓ2(d+2s
4 )

Γ2(d−2s
4 )

et DΩ = (Rd × Rd) \ (Ωc × Ωc). (0.1.7)

La constante Λ est optimale est non atteinte.

La constante définie dans (0.1.7) est optimale pour tout domaine borné Ω contenant le pôle
du potentiel de Hardy. Plus précisément, si 0 ∈ Ω, alors

Λ = inf
u∈C∞0 (Ω)

aN,s
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|d+2s dx dy∫

Ω
u2

|x|2s dx
. (0.1.8)

Notons que l’optimalité de Λ se déduit par le fait que le quotient est invariant par dilatation.
Dans [47] les auteurs considèrent une condition de Neumann non locale, qui nous semble

naturelle dans le sens où les formules d’intégrations par parties de Gauss et de Green sont
valables pour cette condition. De plus, si Ω est un ensemble ouvert borné dans Rd suffisamment
régulier, alors le problème de Neumann pour le laplacien fractionnaire se présente sous la forme

 (−∆)su = f dans Ω,
Nsu = 0 dans Rd \ Ω,

(0.1.9)
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où (−∆)s est le Laplacien fractionnaire défini par

(−∆)su(x) = ad,s P.V.
∫
IRd

u(x)− u(y)
|x− y|d+2s dy, (0.1.10)

et ad,s > 0 est une constante de normalisation appropriée donnée par la transformée de Fourier,
voir [60], [63], [43], et

Nsu(x) = ad,s

∫
Ω

u(x)− u(y)
|x− y|d+2s dy, x ∈ Rd \ Ω. (0.1.11)

Notons que l’étude du problème aux valeurs propres avec la condition de Neumann non locale,
voir [47], montre que la meilleure constante dans l’inégalité de Hardy avec condition de Neumann
non locale est 0, de plus, elle est atteinte par toutes les fonctions constantes. Tenant compte
des résultats précédents, notre objectif dans ce chapitre sera d’étudier la possibilité d’avoir des
conditions suffisantes ou/et nécessaires, géométriques ou analytiques pour que la constante de
Hardy fractionnaire avec des conditions de Dirichlet-Neumann soit atteinte. Plus précisément,
Soit Ω ⊂ Rd un domaine régulier contenant l’origine et soient N et D deux ensembles ouverts
de Rd\Ω tels que

N ∩D = ∅ et N ∪D = Rd\Ω.

On définit par

ΛN ≡ ΛN(Ω) = inf
{φ∈Es(Ω,D),φ 6=0}

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|φ(x)− φ(y)|2 dν∫

Ω

φ2

|x|2s
dx

où
Es(Ω, D) =

{
u ∈ Hs(Rd) : u = 0 dans D

}
.

Le problème de minimisation ci-dessus est fortement lié au problème aux valeurs propres


(−∆)su = ΛN
u

|x|2s
dans Ω,

u > 0 dans Ω,
Bsu = 0 dans Rd\Ω,

(0.1.12)
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où la condition au "bord" mixte est définie par

Bsu = uχD +NsuχN , (0.1.13)

Ns est défini dans (0.1.11) et χA la fonction caractéristique de l’ensemble A. Notons que Bs
peut être considérée comme une version non locale de la condition aux bord mixte classique de
Dirichlet-Neumann. Le cas local s = 1 a été considéré dans [5] et [6] où les auteurs donnent
une condition qui assure la possibilité d’atteindre la constante de Hardy. Comme conséquence,
ils analysent un problème doublement critique lié à une constante de Hardy-Sobolev mixte.
Un cas général lié à l’inégalité de Caffarelli-Kohn-Nirenberg est également traité dans [6]. Les
auteurs dans [62] ont étudié le comportement des valeurs propres pour des problèmes mixtes
Dirichlet-Neumann, non locale, en fonction des conditions "au bord". En particulier, ils ont
déterminé une condition nécessaire et suffisante pour que la première valeur propre mixte pour
une famille Dk, Nk avec k ∈ N converge, quand k →∞, vers 0, la valeur propre principale du
problème de Neumann. L’objectif principal de ce travail est d’étendre les résultats précédents au
cadre non local. Notons que dans le cas local on utilise la méthode de concentration-compacité
pour étudier les suites minimisantes, cette méthode permet de comprendre les phénomènes de
concentration à l’intérieur et sur le bord de Ω. Dans notre cas, il est impossible d’utiliser une
telle méthode, ce qui nous a amené à utiliser une autre approche. Un autre point qui marque
la différence entre le cas local et le cas non-local est le fait que dans le cas non-local, l’ensemble
N peut être non borné, ce qui présente beaucoup de difficultés pour avoir des estimations a
priori ou des résultats de régularité.

0.1.3 Description du chapitre 4

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence et la multiplicité de solutions de quelques pro-
blèmes elliptiques non-locaux de type Ambrosetti-Prodi

 (−∆)su = g(u)− σφ1 dans Ω,
u = 0 dans RN \ Ω,

(0.1.14)

où (−∆)s est le Laplacien fractionnaire défini par

(−∆)su(x) := aN,s P.V.
∫
RN

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy, s ∈ (0, 1), (0.1.15)
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avec
aN,s =

(∫
RN

1− cos(ξ1)
|ξ|N+2s dξ

)−1

= 22s−1π−
N
2

Γ(N+2s
2 )

|Γ(−s)| , (0.1.16)

est une constante de normalisation, Ω ⊂ RN est un domaine Lipschitzien borné, σ > 0 et φ1 la
première fonction propre positive du Laplacien fractionnaire avec condition de Dirichlet. Nous
supposons dans la suite que la fonction g est continue sur R et satisfait

lim
t→+∞

g(t)
t

= µ > λ1 > lim
t→−∞

g(t)
t

= η.

Notons qu’on peut avoir µ = +∞ et η = −∞.
Dans le cas local (s = 1), le problème ci-dessus a attiré, au cours des dernières années,

beaucoup d’attention et de nombreux travaux ont été consacrés à comprendre la structure de
l’ensemble de ces solutions et surtout le nombre de solution, nous renvoyons le lecteur intéressé
à [16, 24, 37, 38], afin de répondre à une conjecture dû à Lazer-McKenna [61] qui affirme (dans
le cas local s = 1), que le nombre de solutions du problème (0.1.14) est non borné quand σ →∞
lorsque µ = +∞, η < λ1 et g a une croissance appropriée.

Notre objectif principal dans ce chapitre est de démontrer une version non-locale de la
conjecture de Lazer-McKenna en généralisant les résultats obtenus dans [37, 38]. Nous considé-
rerons par la suite le cas où g(u) = |u|p avec p ∈ (1, 2 ∗s −1). Autrement dit, nous considérons
le problème  (−∆)su = |u|p − σφ1 dans Ω,

u = 0 dans RN \ Ω.
(0.1.17)

Posons wε = −σ−
1
pu et ε2s = σ−

p−1
p , alors wε est solution de

 ε2s(−∆)swε + wpε = φ1 dans Ω,
wε = 0 dans RN \ Ω.

(0.1.18)

Notre premier résultat d’existence est le suivant :

Théorème. Pour tout ε > 0 et p ∈ (1, 2∗s−1), le problème (0.1.18) possède une solution unique
wε de sorte que 0 < wε < φ

1
p

1 , de plus, si ε1 < ε2 alors wε2 6 wε1 .

La solution wε donnée par le Théorème ci-dessus peut être déterminée comme point critique
de la fonctionnelle d’Euler-Lagrange Jε définie par

Jε(w) := ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|w(x)− w(y)|2
|x− y|N+2s dx dy −

∫
Ω
H(x,w)dx (0.1.19)
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où DΩ et donné par
DΩ = (RN × RN) \ (CΩ× CΩ) (0.1.20)

et H(x, t) =
∫ t

0 h(x, τ)dτ avec

h(x, t) =


0 si t > φ

1
p

1 ,

φ1(x)− tp si 0 6 t < φ
1
p

1 ,

φ1(x) si t < 0.

Il est clair que wε est un minimum global de Jε, h(x, φ
1
p

1 ) = 0 et que la dérivée à gauche de h
par rapport à t au point φ

1
p

1 est négative.
Le résultat qui suit donne une description exacte du comportement asymptotique de wε

quand ε tend vers 0.

Théorème. Soit wε la solution de (0.1.18) obtenu ci-dessus, alors nous avons

wε → φ
1
p

1 quand ε→ 0 (0.1.21)

uniformément sur chaque compact de Ω et

wε = φ
1
p

1 + ε2s−(−∆)sφ
1
p

1

φ
p−1
p

+ o(ε2s) (0.1.22)

où ε−2so(ε2s)→ 0 quand ε→ 0 uniformément sur chaque compact de Ω.

Notre objectif dans ce qui suit est de construire des solutions qui se concentrent en plusieurs
points qui se localisent au voisinage de tout maximum local de la première fonction propre
φ1. Pour ce faire, la première étape cruciale est la construction d’une bonne approximation de
la solution qu’on cherche. Soit u une solution du problème (0.1.17), posons ǔε = −σ−

1
pu avec

ε2s = σ−
p−1
p , alors ǔε est solution du problème (0.1.18). Posons maintenant v = wε − ǔε, alors

v satisfait  ε2s(−∆)sv + pwp−1
ε v = fε(x, v) dans Ω,

v = 0 dans RN \ Ω,
(0.1.23)

où
fε(x, t) = |t− wε|p − wpε + pwp−1

ε t. (0.1.24)

Le problème (0.1.23) admet une structure variationnelle dont la fonctionnelle d’énergie est



0.1. Description de la Thèse 13

donnée par

Iε(v) : = 1
2

∫
RN
ε2s|(−∆) s2v|2 dx+ p

∫
Ω
wp−1
ε v2dx−

∫
Ω
Fε(x, v)dx

= ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|v(x)− v(y)|2
|x− y|N+2s dx dy + p

∫
Ω
wp−1
ε v2dx−

∫
Ω
Fε(x, v)dx,

(0.1.25)

où

Fε(x, t) :=
∫ t

0
fε(x, r)dr = 1

p+ 1 |t− wε|
p(t− wε) + 1

p+ 1w
p+1
ε − wpεt+ p

2w
p−1
ε t2. (0.1.26)

Dans ce qui suit nous normalisons la fonction φ1 de sorte que max
z∈Ω

φ1(z) = 1 et nous notons par
S = {x ∈ Ω : φ1(x) = 1}. En introduisant le changement de fonction V (x) = v(εx+z∗), z∗ ∈ S,
le problème (0.1.23) est équivalent à,

 (−∆)sV = |V − wε|p − wpε dans Ωε,

V = 0 dans RN \ Ωε,
(0.1.27)

où Ωε = {εx+ z∗ : x ∈ Ω}. Par passage à limite dans l’équation, en faisant tendre ε → 0,
utilisons (0.1.21) et la normalisation de φ1, nous obtenons le problème limite suivant


(−∆)sU = |U − 1|p − 1, U > 0 dans RN ,

U(0) = max
y∈RN

U(y),

U ∈ Hs(Rn).

(0.1.28)

Nous allons montrer dans l’appendice que le problème (0.1.28) admet, modulo une transla-
tion, une solution radiale U unique, voir l’appendice pour plus de propriétés. Nous sommes
à présent en mesure de construire une solution approximative de notre problème, notons
Uε,x(y) = U(y−x

ε
). On définit ūε,x comme étant la solution du problème

 ε2s(−∆)su+ pu = |Uε,x − 1|p − 1 + pUε,x dans Ω,
u = 0 dans RN \ Ω.

(0.1.29)

La solution du problème (0.1.23) sera déterminée comme une petite perturbation de ūε,x. Plus
précisément, nous avons le

Théorème. Soit k > 0 un entier positif. Alors il existe ε0 > 0, tel que pour tout ε ∈ (0, ε0) le
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problème (0.1.23) admet une solution qui s’écrit sous la forme

uε =
k∑
j=1

ūε,ξj + wε,ξ,

où wε,ξ ∈ Hs
0(Ω) satisfait

‖wε,ξ‖ε = o(1) quand ε→ 0,

et |ξε,i − ξε,j|
ε

→∞ quand ξε,j, ξε,i → ξ∗j ∈ Ω avec φ1(ξ∗j ) = max
z∈Ω

φ1(z).
où

‖u‖ε =
√
〈u, u〉ε avec 〈u, v〉ε =

∫
RN

(
ε2s(−∆) s2u(−∆) s2v + pwp−1

ε uv

)
dx. (0.1.30)

L’existence des solutions qui admettent des pics au voisinage d’un maximum local de φ1

ont été considérés pour la première fois, dans le cas local, dans [37, 38, 39] pour différent
type de non-linéarités. L’idée principale de la preuve repose sur l’utilisation de la méthode de
réduction de Lyapunov-Schmidt, voir par exemple [14] pour plus de détails sur cette méthode
pour les problèmes locaux. Une fois que la méthode de réduction est justifiée, nous réduisons
le problème de trouver des solutions de (0.1.14) à celui de trouver des points critiques d’une
fonctionnelle définie sur un espace de dimension finie. Comme nous l’avons mentionné plus
haut, l’étape principale consiste à trouver une bonne solution approximative, puis les "vraies"
solutions seront construites comme de petites perturbations de telle approximation.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 L’espace de Sobolev Hs(RN)

Soit s ∈ (0, 1), on définit l’espace de Sobolev fractionnaire Hs(RN) par

Hs(RN) =
{
u ∈ L2(RN) : |u(x)− u(y)|

|x− y|N2 +s
∈ L2(RN × RN)

}
, (1.1.1)

muni de la norme
‖u‖2

Hs(RN ) = ‖u‖2
L2(RN ) + [u]s (1.1.2)

où [u]s est la semi-norme de Gagliardo, définie par

[u]s =
∫∫
RN×RN

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dx dy,

notons que Hs(RN) muni du produit scalaire

∫
RN
uv dx+

∫∫
RN×RN

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+2s dx dy.

est un espace de Hilbert. En utilisant la transformée de Fourier, nous pouvons obtenir une
définition alternative de l’espace Hs(RN). On définit l’espace de Sobolev

Ĥs(RN) =
{
u ∈ L2(RN) :

∫
RN

(1 + |ξ|2s)|û(ξ)|2 dξ <∞
}
,

où
ϕ̂(ξ) = 1

(2π)N2

∫
RN
ϕ(x)e−ix.ξdx,



16 Chapitre 1. Préliminaires

est la transformée de Fourier de ϕ. Observons que la définition ci-dessus, est également valable
pour tout réel s > 1.

Proposition 1.1. Pour tout u ∈ Hs(RN), on a

[u]s = 2a−1
N,s

∫
RN
|ξ|2s|u(ξ)|2 dξ.

Où aN,s est la constante donnée dans (4.1.3).

Ce résultat et le Théorème de Plancherel donnent l’équivalence, pour s ∈ (0, 1), entre
les deux espaces Hs(RN) et Ĥs(RN), voir [43] pour la preuve et pour plus de résultats sur
ces espaces. Notons que cette équivalence nous donne une caractérisation de l’espace dual,
H−s(RN), de Hs(RN). A présent on a

H−s(RN) =
{
u ∈ S ′(RN) :

∫
RN

(1 + |ξ|2s)|û(ξ)|2 dξ <∞
}
.

Où S ′(RN) est l’espace des distributions tempérées.

Finalement nous rappelons l’inégalité de Sobolev fractionnaire dont la preuve peut être
trouvée dans [43].

Proposition 1.1. Soit s ∈ (0, 1) avecN > 2s. Alors il existe une constante positive S = S(N, s)
telle que pour toute fonction u ∈ Hs(RN), on a

S‖u‖2
L2∗s (RN ) 6

aN,s
2

∫∫
RN×RN

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dx dy (1.1.3)

où 2∗s = 2N
N−2s .

Pour tout p ∈ (2, 2∗s), en utilisant une inégalité d’interpolation, nous pouvons prouver la
proposition suivante.

Proposition 1.2. Soit s ∈ (0, 1) avec N > 2s et p ∈ (2, 2∗s). Alors il existe une constante
positive C ≡ C(p,N, s) telle que pour tout u ∈ Hs(RN), on a

C||u||2Lp(RN ) 6
aN,s

2

∫∫
RN×RN

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dx dy +

∫
RN
u2dx. (1.1.4)
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1.1.1 Le Laplacien Fractionnaire

Définition 1.1. (Espace de Schwartz) On note par S(RN) l’espace des fonctions indéfini-
ment dérivables à décroissance rapide, ainsi que leurs dérivées de tout ordre.

S(RN) = {ϕ ∈ C∞(RN) tel que ‖ϕ‖S(RN ) < +∞}

où ‖.‖S(RN ) est la semi-norme définie comme suit :

‖ϕ‖S(RN ) = sup
x∈RN

(1 + |x|k)
∑
|α|6l
|Dαϕ(x)|, k, l ∈ N,

où α = (α1, ..., αN) ∈ NN , et Dα = ∂α1
1 ...∂αNN .

Soit u ∈ S(RN). Pour tout s ∈ (0, 1), on définit le Laplacien fractionnaire de u par

(−∆)su(x) := aN,s P.V.
∫
RN

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy, s ∈ (0, 1), (1.1.5)

où on entend par P.V. l’intégrale au sens de la valeur principale et

aN,s =
(∫

RN

1− cos(ξ1)
|ξ|N+2s dξ

)−1

= 22s−1π−
N
2

Γ(N+2s
2 )

|Γ(−s)| , (1.1.6)

est une constante de normalisation. Notons que lims→0 aN,s = lims→1− aN,s = 0. Observons que
le Laplacien fractionnaire est un opérateur non-local dans le sens où pour avoir la valeur de
(−∆)su(x) il faut que u soit donnée sur RN tout entier. Il est à noter que (−∆)su est de classe
C∞(RN) mais (−∆)su 6∈ S(RN), cependant on a l’estimation importante suivante.

Pour toute φ ∈ S(RN), il existe C tel que : (−∆)sφ(x) 6 C

1 + |x|N+2s .

Autrement dit, (−∆)s applique l’espace de Schwartz S(RN) sur l’espace de Banach Ls(RN)
défini par

Ls(RN) =
{
u : RN → R :

∫
RN

|u(x)|
1 + |x|N+2s dx <∞

}
,

muni de la norme
‖u‖Ls(RN ) =

∫
RN

|u(x)|
1 + |x|N+2s dx.

Une autre définition équivalente de (−∆)s est donnée par la transformée de Fourier. Plus
précisément on a le résultat
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Proposition 1.2. Soit s ∈ (0, 1) et φ ∈ S(RN), l’espace de Schwartz, alors

̂(−∆)sφ(ξ) = |ξ|2sφ̂(ξ)

Ainsi, par un argument de densité, (−∆)s est bien défini sur Hs(RN), de sorte que

(−∆)s : Hs(RN) −→ H−s(RN)

est un opérateur continu. De plus, on a le résultat suivant qui donne une relation entre l’espace
Hs(RN) et le Laplacien fractionnaire.

Proposition 1.3.

〈(−∆)su, u〉Hs(RN ),H−s(RN ) =
∫
RN
u(−∆)su dx = 2a−1

N,s‖(−∆) s2u‖2
L2(RN ) = 2a−1

N,s‖|ξ|sû‖2
L2(RN ).

où 〈. .〉Hs(RN ),H−s(RN ) est le crochet de dualité.
Une autre manière de définir le Laplacien factionnaire et de le réaliser comme étant un

opérateur de Dirichlet-Neumann agissant sur les fonctions du demi-espace RN+1
+ = RN×(0,∞).

Plus précisément, pour tout u ∈ Hs(RN) on ait

(−∆)su(x) = −C lim
t→0

(
t1−2s∂U(x, t)

∂t

)
,

où U : RN+1
+ → R est solution de


div(t1−2s∇U(x, t)) = 0 dans RN+1

+ ,

U(x, 0) = u(x) dans RN .

Cette approche est appelée l’extension de Caffarelli-Silvestre et la fonction U est dite extension
s-harmonique de u.

1.2 L’espace Hs
0(Ω)

Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . Nous définissons l’espace,

Hs
0(Ω) =

{
u ∈ Hs(RN) : u = 0 dans RN\Ω

}
,
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muni de la norme
‖u‖2 =

∫∫
DΩ

(u(x)− u(y))2

|x− y|N+2s dx dy,

où DΩ = RN × RN \ Ωc × Ωc. Notons que cette norme est equivalente à celle induite par la
norme de Hs(RN). De plus Hs

0(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire associé.
Maintenant, si on note H−s(Ω) l’espace dual de Hs

0(Ω) alors

(−∆)s : Hs(Ω) −→ H−s(Ω),

est un opérateur continu, où (−∆)s est le Laplacien fractionnaire comme défini dans (4.1.2).
De plus pour tout u ∈ Hs

0(Ω) on ait

‖u‖2 =
∫
RN
u(−∆)su dx = ‖(−∆) s2u‖2

L2(RN ).

Une conséquence de l’inégalité de Sobolev est le résultat suivant

Proposition 1.3. Soit s ∈ (0, 1) avec N > 2s et p ∈ (2, 2∗s). Alors il existe une constante
positive C ≡ C(p,N, s) telle que pour tout u ∈ Hs

0(Ω), on a

C||u||2Lp(Ω) 6
aN,s

2

∫∫
DΩ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dx dy. (1.2.7)

Nous rappelons maintenant l’inégalité de Picone qui nous servira à obtenir des estimations
a priori par la suite. Voir [63] pour la démonstration.

Lemme 1.1. Soit w ∈ Hs
0(Ω) telle que w > 0 dans Ω et w > 0 dans RN . Supposons que

(−∆)sw = ϑ avec ϑ ∈ L1
loc(RN). Alors pour toute ϕ ∈ C∞0 (Ω), on a

aN,s
2

∫∫
RN×RN

|ϕ(x)− ϕ(y)|2
|x− y|N+2s dxdy >

∫
Ω

(−∆)sw
w

ϕ2dx.





Chapitre 2

Sur un problème concave-convexe non

local avec des conditions de type

Dirichlet-Neumann non locales

Ce chapitre est le développement de l’article [2].

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à étudier un problème semi-linéaire elliptique non-local
avec des conditions au "bord" mixtes et non-locales. Notre objectif principal est de comprendre
l’interaction entre la non-linéarité et les conditions aux bords. Nous prouverons des résultats
d’existence, de non existence et de multiplicité de solutions positives. Nous utiliserons la mé-
thode de sur et sous-solution et une méthode variationnelle développée par Alama. Le chapitre
est organisé comme suit : Dans la section 2.2, nous présentons le cadre fonctionnel bien adapté
a l’étude du problème (Pλ), ainsi que la notion de solution et quelques résultats auxiliaires.
La section 2.3 est consacrée à prouver l’existence de solutions minimales et la solution extré-
male. Enfin, dans la section 2.4, nous prouvons l’existence d’une deuxième solution de type
Montain-Pass en utilisant l’argument d’Alama. Plus précisément, nous considérons le problème
suivant

Pλ ≡


(−∆)su = λuq + up dans Ω,

u > 0 dans Ω,
Bsu = 0 dans RN\Ω,
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où 0 < q < 1 < p, N > 2s, λ > 0. Dans ce contexte, Ω ⊂ RN est un domaine borné régulier
et (−∆)s est le Laplacien fractionnaire défini par,

(−∆)su(x) = aN,s P.V.
∫
RN

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy. (2.1.1)

Nous renvoyons le lecteur à [60], [63], [43] pour une vaste description des propriétés de cet
opérateur. La constante aN,s > 0 est une constante de normalisation et la condition extérieure

Bsu = uχΣ1 +NsuχΣ2 , (2.1.2)

peut être considérée comme une version non-locale de la condition mixte de Dirichlet-Neumann.
L’opérateur Ns est la dérivée normale non-locale introduite dans[47] donnée par

Nsu(x) = aN,s

∫
Ω

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy, x ∈ RN\Ω. (2.1.3)

En outre, Σ1 et Σ2 sont deux ouverts de RN\Ω tels que Σ1∩Σ2 = ∅ et Σ1∪Σ2 = RN\Ω. Notons
que dans (2.1.2) nous avons noté χA la fonction caractéristique d’un ensemble A. Le problème
(Pλ) est variationnel et ces solutions sont des points critiques de la fonctionnelle

Jλ(u) = 1
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dx dy − λ

q + 1‖u+‖q+1
q+1 −

1
p+ 1‖u+‖p+1

p+1, (2.1.4)

où

DΩ = (RN × RN) \ (Ωc × Ωc), ‖v‖rr =
∫

Ω
|v|r dx et u+ = max(u, 0).

Nos principaux résultats sont les suivants :

Théorème 2.1. Soient 0 < s < 1, 0 < q < 1 < p. Alors il existe un Λ > 0, tel que :

1. Pour tout λ ∈ (0,Λ), le problème (Pλ) admet une solution minimale uλ telle que Jλ(uλ) <
0. De plus, si λ1 < λ2 alors uλ1 < uλ2 .

2. Si λ > Λ, le problème (Pλ) n’admet pas de solutions faibles positives.

3. Si λ = Λ, le problème (Pλ) admet au moins une solution faible positive.

Théorème 2.2. Soient 0 < s < 1, 0 < q < 1 < p < N+2s
N−2s , λ ∈ (0,Λ). Alors le problème (Pλ)

admet une deuxième solution positive vλ > uλ.
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2.2 Préliminaires et cadre fonctionnel

Nous introduisons dans cette section le cadre fonctionnel naturel de notre problème et nous
donnons quelques propriétés des espaces qu’on utilise par la suite. Vu la définition du Laplacien
fractionnaire, voir [43], [71], et la formule d’intégration par partie, voir [47], il est naturel de
considérer les espaces suivants.

Définition 2.1. Soit Ω un domaine borné de RN , Σ1 et Σ2 deux ouverts de RN\Ω tels que
Σ1 ∩ Σ2 = ∅ et Σ1 ∪ Σ2 = RN\Ω. Pour 0 < s < 1, on définit l’espace

Hs(Ω,Σ1) =
{
u ∈ Hs(RN) : u = 0 dans Σ1

}
.

L’espace Hs(Ω,Σ1), muni de la norme induite, est un sous espace de Hilbert de Hs(RN).

Pour tout u ∈ Hs(Ω,Σ1), posons

‖u‖2 = aN,s

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dx dy.

Alors ‖ . ‖ définit une norme sur Hs(Ω,Σ1), de plus on a le résultat.

Proposition 2.1. La norme ‖ . ‖ est équivalente à celle induite parHs(RN), par suite (Hs(Ω,Σ1), 〈 , 〉)
est un espace de Hilbert pour le produit scalaire associé

〈u, v〉 = aN,s

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|n+2s dx dy.

Démonstration. Soit u ∈ Hs(Ω,Σ1), posons

‖u‖2
1 = ‖u‖2

L2(Ω) + aN,s

∫∫
DΩ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dx dy.

Alors Hs(Ω,Σ1) muni du produit scalaire

〈u, v〉1 = aN,s

∫∫
DΩ

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|n+2s dx dy +

∫
Ω

uv dx,

est un espace de Hilbert. Notons que le fait que Hs(Ω,Σ1) est complet se démontre de la même
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manière que dans [47], Proposition 3.1. De plus, si on note par

λ1(Ω) = inf
{φ∈Hs(Ω,Σ1),φ 6=0}

aN,s

∫∫
DΩ

|φ(x)− φ(y)|2
|x− y|N+2s dx dy∫
Ω

φ2 dx
,

alors λ1(Ω) > 0, voir [21]. Par conséquent, le produit scalaire précédent se réduit à

〈u, v〉 = aN,s

∫∫
DΩ

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|n+2s dx dy.

Ainsi, on peut munir Hs(Ω,Σ1) de la norme de Gagliardo

‖u‖2 = aN,s

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dx dy.

Remarquons que la norme ‖ . ‖ dans Hs(Ω,Σ1) est majorée par la norme induite de Hs(RN),
ainsi, en utilisant le Théorème de L’application ouverte on déduit que les deux normes sont
équivalentes.

Le résultat suivant justifie notre choix de ‖ . ‖.

Proposition 2.2. Soit s ∈ (0, 1), pour tout u, v ∈ Hs(Ω,Σ1) on a

∫
Ω
v(−∆)su dx = aN,s

2

∫∫
DΩ

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+2s dx dy −

∫
Σ2
vNsu dx.

Rappelons que
Nsu(x) = ad,s

∫
Ω

u(x)− u(y)
|x− y|d+2s dy, x ∈ Rd \ Ω. (2.2.5)

La preuve est une application directe de la formule d’intégration par parties, voir Lemme 3.3
dans [47]. Dans la suite, pour la simplicité de la notation, on notera l’espace fonctionnel introduit
dans la définition 2.1 par Hs et nous allons normaliser la constante aN,s pour qu’elle soit égale
à 2.

Maintenant, nous donnons une inégalité de type Sobolev pour les fonctions dans Hs.

Corollaire 2.1. Supposons que s ∈ (0, 1) et N > 2s. Il existe une constante positive C =
C(N, s,Ω,Σ2) telle que, pour toute fonction u ∈ Hs,

‖u‖2
Lr(Ω) 6 C‖u‖2,
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pour tous 1 6 r 6 2∗s.

Démonstration. Comme u ∈ Hs ⊂ Hs(RN), utilisons l’inégalité de Sobolev fractionnaire, on
obtient

S‖u‖2
L2∗s (Ω) 6 S‖u‖2

L2∗s (RN ) 6
∫∫
RN×RN

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dx dy.

Maintenant, le résultat s’obtient en utilisant l’inégalité de Hölder et la proposition2.1.

Considérons maintenant les fonctions de troncature données par

Tk(u) = max
{
− k, min{k, u}

}

et
Gk(u) = u− Tk(u).

Les propriétés suivantes des fonctions de Hs sont utiles pour obtenir des résultats de régularité
pour certains problèmes elliptiques dans Hs (voir aussi le Théorème 2.3 ci-dessous).

Proposition 2.3. Soit u ∈ Hs, alors

1. Si Φ ∈ Lip(R) et Φ(0) = 0, alors Φ(u) ∈ Hs. En particulier pour tout k > 0, Tk(u), Gk(u) ∈
Hs.

2. Pour tout k > 0

‖Gk(u)‖2 6
∫

Ω
Gk(u)(−∆)su dx+

∫
Σ2
Gk(u)Nsu dx.

3. Pour tout k > 0

‖Tk(u)‖2 6
∫

Ω
Tk(u)(−∆)su dx+

∫
Σ2
Tk(u)Nsu dx.

Démonstration. Le premier point découle de la définition 2.1 de la norme. Pour avoir 2. et 3.,
nous affirmons que pour tout a, b > 0 et tout x ∈ RN ,

a
(
Gk(u)(−∆)sTk(u)

)
(x) + b

(
Gk(u)NsTk(u)

)
(x) > 0. (2.2.6)

En effet, il suffit de considérer le cas x ∈ {Gk(u) 6= 0}, sinon (2.2.6) est satisfaite. Par
suite, si x ∈ {Gk(u) > 0} on a Tk(u)(x) = k, qui est la valeur maximale de Tk(u), et donc
(−∆)sTk(u)(x) > 0 et NsTk(u)(x) > 0.
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Inversement, si x ∈ {Gk(u) < 0} on a Tk(u)(x) = −k, qui est la valeur minimale de Tk(u),
par suite (−∆)sTk(u)(x) 6 0 et NsTk(u)(x) 6 0. En combinant ces dernières estimations, on
obtient (2.2.6). Maintenant, par (2.2.6) et la Proposition 2.2 on arrive à

∫
Ω
Tk(u)(−∆)sGk(u) dx+

∫
Σ2
Tk(u)NsGk(u) dx

=
∫

Ω
Gk(u)(−∆)sTk(u) dx+

∫
Σ2
Gk(u)NsTk(u) dx > 0.

(2.2.7)

En utilisant la condition de normalisation et la proposition 2.2, il en résulte que

‖Gk(u)‖2 =
∫ ∫
DΩ

(Gk(u)(x)−Gk(u)(y))2

|x− y|N+2s dx dy

=
∫

Ω
Gk(u)(−∆)sGk(u) dx+

∫
Σ2
Gk(u)NsGk(u) dx

=
∫

Ω
Gk(u)(−∆)s

(
u− Tk(u)

)
dx+

∫
Σ2
Gk(u)Ns

(
u− Tk(u)

)
dx.

(2.2.8)

De la même manière on obtient,

‖Tk(u)‖2 =
∫

Ω
Tk(u)(−∆)s

(
u−Gk(u)

)
dx+

∫
Σ2
Tk(u)Ns

(
u−Gk(u

)
dx. (2.2.9)

Ainsi, le deuxième point se déduit de (2.2.8) et(2.2.7). Le dernier point est une conséquence de
(2.2.9) et (2.2.7).

Considérons maintenant le problème suivant,
 (−∆)su = f dans Ω,

Bsu = 0 dans RN\Ω,
(2.2.10)

où Ω est un domaine borné de RN , N > 2s, H−s est l’espace dual de Hs et f ∈ H−s.

Définition 2.2. On dit que u ∈ Hs est une solution à énergie finie de (2.2.10) si

∫ ∫
DΩ

(
u(x)− u(y)

)(
ϕ(x)− ϕ(y)

)
|x− y|N+2s dx dy = (f, ϕ) ∀ϕ ∈ Hs, (2.2.11)

où ( , ) représente le crochet de dualité entre Hs et H−s.

Notons que l’existence et l’unicité des solutions du problème (2.2.10) découle du Théorème
de Lax-Milgram. De plus si f > 0 alors u > 0. En effet, pour u ∈ Hs, par le Lemme 2.3, on
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sait que u− = min{u, 0} ∈ Hs. Utilisons u− comme fonction test dans (2.2.11) on déduit que
u− = 0.

Une sur-solution (resp. sous-solution) est une fonction qui vérifie (2.2.11) en remplaçant l’
égalité par “>” (resp. “6”) pour toute fonction test non négative Hs. En utilisant un argument
itératif classique, nous pouvons facilement prouver le résultat suivant.

Lemme 2.1. Supposons que le problème (2.2.10) admet une sous-solution w et une sur-solution
w, telles que w 6 w. Alors il existe une solution w telle que w 6 w 6 w.

Nous prouvons dans ce qui suit des résultats de régularité, en supposant que f satisfait
certaines conditions minimales d’intégrabilités. Pour montrer que les solutions sont bornées
nous utilisons la méthode de Stampacchia pour les équations elliptiques du second ordre à
coefficients bornés. La régularité intérieur est une conséquence des propriétés de continuité,
voir [47], et les résultats de régularité dans [74].

Lemme 2.2. Soit u une solution du problème (2.2.10). Si f ∈ Lq(Ω), q > N
2s , alors u ∈ L

∞(Ω).

Démonstration. Nous suivons ici un argument similaire à celui utilisé dans [63]. Voir aussi [74]
et [44] pour plus de résultats.

Soit k > 0, utilisons ϕ = Gk(u) comme fonction test dans (2.2.11). Ansi, par la Proposition
2.3, on obtient

‖Gk(u)‖2 6
∫
Ak

Gk(u)f dx+
∫

Σ2
Gk(u)Nsu dx,

où Ak = {x ∈ Ω : u > k}. Rappelons (2.2.10), on aura

‖Gk(u)‖2 6
∫
Ak

Gk(u)f dx.

Par le corollaire 2.1 et l’inégalité de Hölder, nous obtenons

S2‖Gk(u)‖2
L2∗s (Ω) 6 ‖Gk(u)‖2 6 ‖f‖Lm(Ω)‖Gk(u)‖L2∗s (Ω)|Ak|

1− 1
2∗s
− 1
m

donc,
S2‖Gk(u)‖2

L2∗s (Ω) 6 ‖f‖Lm(Ω)|Ak|
1− 1

2∗s
− 1
m

par suite,
S2(h− k)|Ah|

1
2∗s 6 ‖f‖Lm(Ω)|Ak|

1− 1
2∗s
− 1
m
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et alors,

|Ah| 6 S2∗s−2‖f‖
2∗s
Lm(Ω)|Ak|

2∗s(1− 1
2∗s
− 1
m

)

(h− k)2∗s
.

Comme m > N
2s on ait

2∗s
(

1− 1
2∗s
− 1
m

)
> 1.

Par conséquent, en appliquant le Lemme 14 dans [63] avec ψ(σ) = |Aσ|, le résultat s’en déduit.

Corollaire 2.2. Soit u une solution a énergie finie de (2.2.10), supposons que f ∈ L∞(Ω).
Alors u ∈ C0,γ(Ω), pour un γ ∈ (0, 1).

Démonstration. Nous affirmons que u est bornée RN . On peut alors appliquer les résultats
de régularité intérieure pour les solutions de (−∆)su = 0 dans Ω et u = g dans Ωc. voir par
exemple [74] et [68].

Pour vérifier l’affirmation, par le Lemme 2.2, il suffit de considérer seulement le cas x ∈ Σ2.
Donc, par (2.2.5)

u(x) = c(N, s)−1
∫

Ω

u(y)
|x− y|N+2s dy , où c(N, s) =

∫
Ω

1
|x− y|N+2s dy.

Par suite,
|u(x)| 6 ‖u‖L∞(Ω) pour tout x ∈ Σ2. (2.2.12)

De plus, si Σ2 et non bornée, par la Proposition 3.13 de [47], on a

lim
x→∞, x∈Σ2

u(x) = 1
|Ω|

∫
Ω
u(y) dy. (2.2.13)

Par conséquent l’affirmation découle du Lemme 2.2, les inégalités (2.2.12) et (2.2.13).

Si dans le Lemme 2.2, f = f(x, u) et f vérifie la condition de croissance suivante

|f(x, s)| 6 c(1 + |s|p) where p 6 N + 2s
N − 2s, (2.2.14)

alors, en utilisant un schéma itératif de Moser, on aura le

Théorème 2.3. Soit u une solution à énergie finie de (2.2.10) où f vérifie la condition (2.2.14),
alors u ∈ L∞(Ω).
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Le résultat suivant est un principe de maximum fort pour des problèmes semi-linéaires, il
sera utilisé pour séparer les solution minimales de (Pλ) pour différentes valeurs de λ, voir [36].

Proposition 2.4. Soient N > 1, 0 < s < 1 et f1, f2 : RN × R→ R deux fonctions continues.
Soit Ω un domaine borné de RN et v, w ∈ L∞(RN) ∩ C2s+γ(Ω), pour un γ > 0, tels que



(−∆)sv > f1(x, v), dans Ω,

(−∆)sw 6 f2(x,w), dans Ω,

v > w dans RN .

Supposons de plus que

f2(x,w(x)) 6 f1(x,w(x)) pour tout x ∈ Ω. (2.2.15)

S’il existe un point x0 ∈ Ω tel que v(x0) = w(x0), alors v = w dans Ω.

Démonstration. Soit φ = v − w et posons

Zφ = {x ∈ Ω : φ(x) = 0} .

Par hypothèse x0 ∈ Zφ. De plus, comme φ est continue, Zφ est fermé. Montrons que Zφ est un
ouvert. En effet, soit x̄ ∈ Zφ alors φ > 0 dans RN , φ(x̄) = 0 et par (2.2.15) on a

(−∆)sφ(x̄) > f1(x̄, v(x̄))− f2(x̄, w(x̄)) = f1(x̄, w(x̄))− f2(x̄, w(x̄)) > 0.

Par suite,
0 6 (−∆)sφ(x̄) = 1

2

∫
RN

2φ(x̄)− φ(x̄+ z)− φ(x̄− z)
|z|N+2s dz

= 1
2

∫
RN

−φ(x̄+ z)− φ(x̄− z)
|z|N+2s dz 6 0.

Par conséquent φ est identiquement nulle dans Bε(x̄) et alors, pour ε petit, Bε(x̄) ⊆ Zφ. ce qui
montre que Zφ est ouvert. Comme Ω est connexe, on déduit que Zφ = Ω.

Nous établissons maintenant deux résultats importants. Le premier résultat est une inégalité
de type Picone et le second est un principe de comparaison de type Brezis-Kamin pour les non-
linéarités concaves.
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Théorème 2.4. Soient u, v ∈ Hs, supposons que (−∆)su > 0 est une mesure de Radon bornée
sur Ω, u > 0 et non identiquement nulle, alors,

∫
Σ2

|v|2

u
Nsu dx+

∫
Ω

|v|2

u
(−∆)su dx 6

∫ ∫
DΩ

(
v(x)− v(y)

)2

|x− y|N+2s dx dy.

La preuve est basée sur une inégalité de Picone ponctuelle et se déduit de la même manière
que dans [63]. Par conséquent, on a le principe de comparaison suivant, qui généralise au cas
fractionnaire un résultat classique dû a Brezis et Kamin, voir [25].

Lemme 2.3. Soit f(x, σ) une fonction de type Carathéodory. Supposons que f(x,σ)
σ

est décrois-
sante en σ, uniformément par rapport à x ∈ Ω. Supposons que u, v ∈ Hs, avec 0 < s < 1, et
que 

(−∆)su > f(x, u), u > 0 dans Ω,

(−∆)sv 6 f(x, v), v > 0 dans Ω.

Alors u > v dans Ω.

La preuve de ce résultat est la même que la preuve du Théorème 20 dans [63]. Finalement,
nous allons utiliser le lemme de compacité suivant pour obtenir la convergence forte dans
l’espace Hs.

Lemme 2.4. Soit {vn}n une suite de fonctions non-négatives telles que {vn}n est bornée dans
Hs, vn ⇀ v dans Hs et vn 6 v. Supposons que (−∆)svn > 0 alors, vn → v fortement dans Hs.

Démonstration. Comme vn 6 v, alors, en utilisant le fait que (−∆)svn > 0, on aura

∫
Ω

(−∆)svn(v − vn) dx > 0,

d’où ∫
Ω

(−∆)svnv dx >
∫

Ω
(−∆)svnvn dx.

Maintenant, par l’inégalité de Young, nous obtenons

∫ ∫
DΩ

(
vn(x)− vn(y)

)2

|x− y|N+2s dx dy 6
∫ ∫

DΩ

(
v(x)− v(y)

)2

|x− y|N+2s dx dy.

Ainsi
lim sup
n→∞

‖vn‖ 6 ‖v‖,
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et comme

lim sup
n→∞

‖vn − v‖2 = lim sup
n→∞

(‖vn‖2 + ‖v‖2 − 2〈vn, v〉)

6 2‖v‖2 − 2 lim sup
n→∞

〈vn, v〉,

en prenant en considération le fait que vn ⇀ v dans Hs, on obtient

lim sup
n→∞

‖vn − v‖2 = 0.

Par conséquent, vn → v fortement dans Hs.

2.3 Preuve du Théorème 2.1

Dans cette section, nous prouvons le Théorème 2.1. Nous allons diviser la preuve en plusieurs
lemmes auxiliaires. Le premier résultat est un résultat d’existence.

Lemme 2.5. Supposons que 0 < q < 1 < p, alors (Pλ) possède une solution bornée non-triviale
au moins pour λ > 0 suffisamment petit.

Démonstration. L’idée principale est de montrer que pour λ petit, le problème (Pλ) admet une
sous et une sur-solution bornées comparables. Soit V la solution unique du problème


(−∆)sV = 1 dans Ω,

V > 0 dans Ω,
BsV = 0 dans RN\Ω.

Notons que l’existence de V est une application du Théorème de Lax-Milgram dans l’espace Hs

et la positivité de V par le principe de maximum, voir [21]. De plus V ∈ Cα(Ω̄) pour un α < 1.
Soit C = ‖V‖∞, il existe un λ∗ > 0 tel que pour tout λ < λ∗, l’inégalité

M > λM qCq +MpCp,

admet une solution M > 0. Fixons λ,M comme ci-dessus et posons v1 = MV , alors v1 est
solution de 

(−∆)sv1 = M > λvq1 + vp1 dans Ω,
v1 > 0 dans Ω,

Bsv1 = 0 dans RN\Ω.

(2.3.16)
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Ainsi v1 est une sur-solution de (Pλ).

Nous considérons maintenant le problème suivant


(−∆)sz = zq dans Ω,
z > 0 dans Ω,

Bsz = 0 dans RN\Ω.

(2.3.17)

Posons,

M = min
{

1
2‖w‖

2 − λ

q + 1

∫
Ω
wq+1

+ dx, w ∈ Hs

}
,

Comme q ∈ (0, 1), il en résulte que M est atteint par un minimum z > 0 et par la Proposition
2.4 et le Lemme 2.3, on obtient z > 0 de plus z est unique. En particulier, z est solution du
problème (2.3.17). Par le Théorème 2.3, on a z ∈ L∞(Ω).

Maintenant, posons zλ = λ
1

1−q z, alors zλ est solution de
 (−∆)szλ = λzqλ dans Ω,

Bszλ = 0 dans RN\Ω.
(2.3.18)

Par le résultat de comparaison dans le Lemme 2.3, on aura zλ 6 v1. C’est clair que zλ est
une sous solution du problème (Pλ). Par conséquent un argument de monotonie nous permet
d’obtenir l’existence d’une solution uλ du problème (Pλ) avec zλ 6 uλ 6 v1.

Lemme 2.6. On définit Λ par

Λ = sup {λ > 0 : le problème (Pλ) admet une solution } .

Alors 0 < Λ <∞.

Démonstration. Par le Lemme 2.5, on a Λ > 0.

Montrons que Λ <∞. Soit λ fixé, de sorte que (Pλ) admet une solution ūλ. Par le principe
de comparaison, Lemme 2.3, on obtient zλ 6 ūλ où zλ est l’unique solution positive du problème
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(2.3.18). Soit φ ∈ Hs, alors par l’inégalité de Picone on obtient

∫ ∫
DΩ

(
φ(x)− φ(y)

)2

|x− y|N+2s dx dy >
∫

Ω

φ2

ūλ
(−∆)sūλ dx

>
∫

Ω
φ2(λūq−1

λ + ūp−1
λ ) dx

>
∫

Ω
zp−1
λ φ2 dx

> λ
p−1
1−q

∫
Ω
zp−1φ2 dx.

par suite

λ
p−1
1−q 6 inf

φ∈Hs

∫ ∫
DΩ

(
φ(x)− φ(y)

)2

|x− y|N+2s dx dy∫
Ω
zp−1φ2 dx

= Λ∗. (2.3.19)

Par conséquent, Λ 6 (Λ∗)
1−q
p−1 <∞. Cela donne le point (2) dans le Théorème 2.1.

Montrons maintenant que pour tout 0 < λ < Λ, le problème (Pλ) admet une solution. On
a le résultat suivant.

Lemme 2.7. Soit

S = {λ > 0 : le problème (Pλ) admet une solution} . (2.3.20)

Alors S est un intervalle.

Démonstration. Notons que S 6= ∅, par le Lemme 2.5. Fixons λ1 ∈ S, il suffit de prouver que
pour tout 0 < λ2 < λ1, le problème (Pλ2) admet une solution non triviale.

Comme λ1 ∈ S, il existe u1 ∈ Hs telle que u1 est solution de (Pλ1). Remarquons maintenant
que u1 est une sur-solution de (Pλ2). Soit z l’unique solution du problème (2.3.17). Posons
z2 = λ

1
1−q
2 z, alors z2 est solution de

 (−∆)sz2 = λ2z
q
2 dans Ω,

Bsz2 = 0 dans RN\Ω.

Par le principe de comparaison, Lemme 2.3, on obtient z2 6 u1.
Comme z2 est une sous solution de (Pλ2), en utilisant un argument de monotonie nous

obtenons l’existence de u2 ∈ Hs telle que z2 6 u2 6 u1 et u2 est solution de (Pλ2). Ainsi, λ2 ∈ S
et le résultat est démontré.
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Dans la suite nous démontrons que (Pλ) possède une solution minimale pour tous 0 < λ < Λ
et nous donnons quelques propriétés de ces solutions.

Lemme 2.8. Pour tous 0 < λ < Λ, (Pλ) possède une solution minimale uλ telle que Jλ(uλ) < 0.
De plus, la famille des solutions minimales uλ est croissante par rapport à λ.

Démonstration. Supposons que (Pλ) admet une solution vλ pour un λ ∈ S donné. On définit
la suite (vn)n par v0 = zλ,


(−∆)svn = λvqn−1 + vpn−1 dans Ω,

vn > 0 dans Ω,
Bsvn = 0 dans RN\Ω,

(2.3.21)

Où zλ est l’unique solution du problème (2.3.18). On a, par le lemme 2.3, zλ 6 ... 6 vn−1 6

vn 6 vλ et alors, par la Proposition 2.4, on déduit que zλ < vn < vλ. En utilisant vn comme
fonction test dans (2.3.21), on obtient ‖vn‖ 6 ‖vλ‖. Ainsi, il existe uλ ∈ Hs telle que vn ⇀ uλ.
Par conséquent, comme (−∆)svn > 0, par le Lemme 2.4, vn → uλ converge fortement dans Hs

et uλ 6 vλ. Autrement dit uλ est une solution minimale.

Maintenant, par le Lemme 2.3 et la Proposition 2.4, nous obtenons la monotonie de la
famille{uλ, λ ∈ (0,Λ)}.

Dans ce qui suit, pour un λ ∈ (0,Λ) fixé, nous notons uλ la solution minimale. On définit
a(x) = λquq−1

λ + pup−1
λ et soit µ1 la première valeur propre du problème suivant,


(−∆)sφ− a(x)φ = µ1φ dans Ω,

φ > 0 dans Ω,
Bsφ = 0 dans RN\Ω.

(2.3.22)

En utilisant le même argument que dans la preuve du Lemme 3.5 dans [12], nous pouvons
prouver que

µ1 > 0. (2.3.23)

Observons que (2.3.23) est équivalent à

‖φ‖2 >
∫

Ω
a(x)φ2dx ∀φ ∈ Hs. (2.3.24)
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Comme uλ est solution de (Pλ), en utilisant uλ comme fonction test dans l’équation, on obtient

‖uλ‖2 = λ‖uλ‖q+1
q+1 + ‖uλ‖p+1

p+1. (2.3.25)

Par (2.3.24), on déduit que

‖uλ‖2 − λq‖uλ‖q+1
q+1 − p‖uλ‖

p+1
p+1 > 0. (2.3.26)

Remplaçons dans (2.1.4), on aura Jλ(uλ) < 0.

Cela donne le point (1) dans le Théorème 2.1. Ainsi, pour compléter la preuve du Théorème
2.1, nous pouvons maintenant nous concentrer sur la preuve du point (3). Pour ce faire, on a
le résultat suivant :

Lemme 2.9. Le Problème (Pλ) possède au moins une solution si λ = Λ.

Démonstration. Soit {λn} une suite telle que λn ↗ Λ. Notons un ≡ uλn la solution minimale
du problème (Pλn), alors la suite {un}n est croissante par rapport à n. Comme Jλn(un) < 0, on
a

0 > Jλ(un)− 1
p+ 1J

′
λ(un)

> (1
2 −

1
p+ 1)‖un‖2 + λ( 1

p+ 1 −
1

q + 1)‖un‖q+1
q+1

> (1
2 −

1
p+ 1)‖un‖2 − λ( 1

q + 1 −
1

p+ 1)‖un‖q+1.

Par suite, {un} est bornée dans Hs. Ainsi, un ⇀ u∗ dans Hs, pour un u∗ ∈ Hs. Comme
{un}n est croissante, en utilisant le faite que (−∆)sun > 0 et le Lemme 2.4, nous déduisons que
un → u∗ fortement dans Hs. Par conséquent, u∗ est solution de (Pλ) pour λ = Λ.

Remarque 2.1. Si p 6 2∗s−1, par le Théorème 2.3, on peut facilement montrer que u∗ ∈ L∞(Ω),
autrement dit u∗ est une solution extrémale régulière.

Par le Lemme 2.9, on obtient le point (3) du Théorème 2.1. La preuve du Théorème est
donc complète.

2.4 Preuve du Théorème 2.2

Dans cette section, nous prouvons l’existence d’une deuxième solution positive de (Pλ).
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Comme p < N+2s
N−2s , le problème (Pλ) est variationnel, en effet, c’est l’équation d’Euler-

Lagrange de la fonctionnelle énergie (2.1.4). Notons que Jλ est bien définie et différentiable sur
Hs et pour tout ϕ ∈ Hs,

(J ′λ(u), ϕ) = 〈u, ϕ〉 − λ
∫

Ω
|u|qϕdx−

∫
Ω
|u|pϕdx.

Ainsi, les points critiques de la fonctionnelle Jλ sont des solutions de (Pλ).

Pour montrer le Théorème 2.2, nous allons utiliser un argument de type Mountain-Pass.

Comme dans le cas local, nous pouvons prouver que le problème (Pλ) possède une deuxième
solution positive pour λ petit. Cela résulte en utilisant le Théorème de Mountain-Pass. Il est
donc essentiel d’avoir une première solution qui est un minimum local de Jλ dans Hs. Soit

fλ(r) =


λrq + rp, si r > 0,

0, si r < 0,

et
Fλ(u) =

∫ u

0
fλ(r) dr.

On définit la fonctionnelle Jλ(u) = 1
2‖u‖

2 −
∫

Ω
Fλ(u). Les points critiques de Jλ correspondent

à des solutions de (Pλ). On définit l’ensemble

A = {λ > 0 : Jλ admet un minimum local u0,λ}.

Si λ ∈ A et wλ est un minimum de Jλ dans Hs, alors v = 0 est un minimum local de la
fonctionnelle

Ĵλ(v) = 1
2‖v‖

2 −
∫

Ω
Gλ(v)dx, (2.4.27)

où
Gλ(v) =

∫ v

0
gλ(r) dr

et

gλ(r) =


λ ((u0,λ(x) + r)q − u0,λ(x)q) + (u0,λ(x) + r)p − u0,λ(x)p, si r > 0,

0, si r < 0.

Observons maintenant que Ĵλ possède la géométrie du Mountain-Pass. Soit v0 ∈ Hs tel que
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Ĵλ(v0) < 0 et définissons

Γ = {γ : [0, 1]→ Hs γ(0) = 0, γ(1) = v0} et c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Φλ (γ(t)) .

On a alors c > 0 et, comme p < 2∗s − 1, Ĵλ satisfait la condition Palais-Smale. Si c > 0, alors ,
en utilisant le Théorème d’Ambrosetti-Rabinowitz, nous obtenons un point critique non trivial.
Si c = 0, on utilise le Théorème de Ghoussoub-Preiss, voir [54].

Par conséquent, si nous commençons par un minimum local de Ĵλ, on obtient un second
point critique de Ĵλ, et donc un deuxième solution du problème (Pλ).

Dans ce qui suit, pour montrer que le problème (Pλ) a une deuxième solution pour tout
λ ∈ (0,Λ), nous utilisons un argument dû à Alama, voir [10], en tenant compte de la nature
non locale du problème.

Nous montrons dans un premier temps, en utilisant une formulation variationnelle de la
méthode de Perron, que la fonctionnelle a un minimum sous contrainte et que ce minimum est
un minimum local dans l’ensemble Hs. Pour ce faire, nous utilisons une technique de troncature
et des estimations d’énergie. Fixons λ0 ∈ (0,Λ) et soit λ0 < λ̄ < Λ. Notons u0 ( resp. ū) la
solution minimale de (Pλ) pour λ = λ0 ( resp.λ = λ̄). Par construction, on a u0 < ū. Posons

M = {u ∈ Hs : 0 6 u 6 ū}.

Il est clair que u0 ∈ M et que M est un sous ensemble fermé convexe de Hs. Comme Jλ0 est
bornée inférieurement sur M et semi-continue inférieurement, il existe ϑ ∈M tel que

Jλ0(ϑ) = inf
u∈M

Jλ0(u).

Soit v l’unique solution de


(−∆)su = λ0u
q dans Ω,

u > 0 dans Ω,
Bsu = 0 dans RN\Ω .

On a Jλ0(v) < 0, et donc ϑ 6= 0. Comme dans le dans [78, Théorème 2.4], nous concluons que
ϑ est une solution au problème (Pλ). Si ϑ 6= u0, alors le Théorème 2.2 est demontré. Sinon,



38
Chapitre 2. Sur un problème concave-convexe non local avec des conditions

de type Dirichlet-Neumann non locales

supposons que ϑ = u0. Montrons que

ϑ est un minimum local de Jλ0 . (2.4.28)

On procède par l’absurde. Supposons que ϑ n’est pas un minimum local de Jλ0 . Alors il existe
une suite {vn} ⊂ Hs tel que ‖vn − ϑ‖Hs → 0 quand n→∞ et

Jλ0(vn) < Jλ0(ϑ). (2.4.29)

On définit wn = (vn − ū)+ et un = max{0,min{vn, ū}} alors un ∈M et

un(x) =


0 dans vn(x) 6 0,
vn(x) dans 0 6 vn(x) 6 ū(x),
ū(x) dans ū(x) 6 vn(x).

Donc un = v+
n − wn. Posons Tn = {x ∈ Ω : un(x) = vn(x)} et Sn = supp wn ∩ Ω. Notons que

supp v+
n ∩ Ω = Tn ∪ Sn. Nous affirmons que

|Sn| → 0 quand n→∞. (2.4.30)

En effet, Soit ε > 0,

En = {x ∈ Ω : vn(x) > ū(x) > ϑ(x) + δ}

et

Fn = {x ∈ Ω : vn(x) > ū(x) et ū(x) 6 ϑ(x) + δ},

où δ est convenablement choisi. Comme

0 = |{x ∈ Ω : ū(x) < ϑ(x)}| =

∣∣∣∣∣∣
∞⋂
j=1

{
x ∈ Ω : ū(x) 6 ϑ(x) + 1

j

}∣∣∣∣∣∣
= lim

j→∞

∣∣∣∣∣
{
x ∈ Ω : ū(x) 6 ϑ(x) + 1

j

}∣∣∣∣∣ ,
il en résulte l’existence d’un δ0 = 1

j0
de sort que si δ < δ0, alors

|{x ∈ Ω : ū(x) 6 ϑ(x) + δ}| 6 ε

2 .
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Ainsi |Fn| 6 ε
2 . Comme ‖un − v0‖L2(Ω) → 0 quand n→∞, on obtient pour η = δ2ε

2 , si n > n0,
que

δ2ε

2 >
∫

Ω
|vn − ϑ|2dx >

∫
En
|vn − ϑ|2dx > δ2|En|.

Donc |En| 6 ε
2 et comme Sn ⊂ Fn ∪En, on en déduit que |Sn| 6 ε pour n 6 n0 et l’affirmation

est démontrée. Maintenant, posons

H(u) = λ0

q + 1u
q+1
+ + up+1

+

p+ 1 .

En utilisant le fait que
‖vn‖2 > ‖v+

n ‖2 + ‖v−n ‖2,

on obtient que

Jλ0(vn) = 1
2‖vn‖

2 −
∫
Ω

H(vn)dx

>
1
2‖v

+
n ‖2 −

∫
Ω

H(vn)dx+ 1
2‖v

−
n ‖2

= 1
2‖v

+
n ‖2 −

∫
Tn
H(un)dx−

∫
Sn
H(vn)dx+ 1

2‖v
−
n ‖2

= 1
2‖v

+
n ‖2 −

∫
Tn
H(un)dx−

∫
Sn
H(wn + ū)dx+ 1

2‖v
−
n ‖2

= Jλ0(un) + 1
2

(
‖v+

n ‖2 − ‖un‖2
)

+ 1
2‖v

−
n ‖2 −

∫
Sn

(
H(wn + ū)−H(ū)

)
dx,

où nous avons utilisé le fait que

∫
Ω

H(un)dx =
∫
Tn
H(un)dx+

∫
Sn
H(ū)dx.

d’autre part, comme v+
n = un + wn, on a

1
2

(
‖v+

n ‖2 − ‖un‖2
)

= 1
2‖wn‖

2 + 〈un, wn〉.

En remarquant que
{wn 6= 0} = {un = ū},

on arrive a
〈un, wn〉 >

∫
Ω

(−∆)sūwndx > λ
∫
Sn
ūqwndx+

∫
Sn
ūpwndx.
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Ainsi, rappelons que ū est une sur-solution de (Pλ) pour λ = λ0, nous concluons que

Jλ0(vn) > Jλ0(ϑ) + 1
2‖wn‖

2 + 1
2‖v

−
n ‖2

−
∫
Sn

{
H(wn + ū)−H(ū)− λ0ū

qwn − ūpwn
}
dx.

Prenons en considération le fait que

0 6
1

q + 1(wn + ū)q+1 − 1
q + 1 ū

q+1 − ūqwn 6
q

2
w2
n

ū1−q ,

et par l’inégalité Picone 2.4, on trouve que

λ̄
∫
Ω

w2
n

ū1−q dx 6
∫
Ω

w2
n

ū
(−∆)sū 6 ‖wn‖2.

Alors,

λ0

∫
Ω

{
1

q + 1(wn + ū)q+1 − 1
q + 1 ū

q+1 − ūqwn
}
dx 6

q

2

∫
Ω

w2
n

ū1−q dx 6
q

2‖wn‖
2.

De plus, comme 2 6 p+ 1,

0 6
1

p+ 1(wn + ū)p+1 − 1
p+ 1 ū

p+1 − ūpwn 6
p

2w
2
n(wn + ū)p−1 6 C(ūp−1w2

n + wp+1
n ).

Par suite, en utilisant l’inégalité de Sobolev et le fait que |Sn| → 0 quand n→∞, on obtient

∫
Ω

{ 1
p+ 1(wn + ū)p+1 − 1

p+ 1 ū
p+1 − ūpwn

}
dx 6 o(1)‖wn‖2.

Ainsi

Jλ0(vn) > Jλ0(ϑ) + 1
2‖wn‖

2(1− q − o(1)) + 1
2‖v

−
n ‖2

> Jλ0(ϑ) + 1
2‖wn‖

2(1− q − o(1)) + o(1).

Et donc
0 > Jλ0(vn)− Jλ0(ϑ) > 1

2‖wn‖
2(1− q − o(1)) + 1

2‖v
−
n ‖2.

Comme q < 1, il en résulte que wn = v−n = 0 pour n suffisamment grand, autrement dit vn ∈M
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et alors
Jλ0(vn) > Jλ0(ϑ),

qui est en contradiction avec (2.4.29), et la preuve de (2.4.28) est achevée.
Ainsi, ϑ est un minimum local de Jλ0 , et donc Ĵλ0 admet u = 0 comme minimum local,

autrement dit Ĵλ0 admet un point critique, û, non triviale . Par conséquent, u = ϑ+ û est une
solution, differente de ϑ, du problème (Pλ). Le Théorème 2.2 est démontré.

Remarque 2.2. Si on considère la version symétrique, impaire, du problème (Pλ), à savoir,


(−∆)su = λ|u|q−1u+ |u|p−1u dans Ω,

Bsu = 0 dans RN\Ω ,

(2.4.31)

la fonctionnelle énergie associée

Iλ(u) = 1
2‖u‖

2 − λ

q + 1‖u‖
q+1
q+1 −

1
p
‖u‖p+1

p+1

est impaire. Alors, pour p < N+2s
N−2s , en utilisant l’argument min-max de Lusternik-Schnirelman,

il est possible de prouver que le problème (2.4.31) a une infinité de solutions à énergie négative,
voir [12] et [18], et en utilisant les mêmes arguments présentés dans [13], [12] on aura les mêmes
résultats pour les solutions à énergie positive.





Chapitre 3

Inégalité de Hardy fractionnaire mixtes

et application

Ce chapitre est le développement de l’article [3]

3.1 Introduction

Ce chapitre est dédié à l’étude de l’inégalité de Hardy fractionnaire pour des fonctions qui
s’annulent sur une partie ouverte du complémentaire d’un ouvert Ω de Rd. Notre objectif est de
déterminer des conditions analytiques et géométriques pour que cette constante soit atteinte ou
non. La nature non-locale du problème produit beaucoup de difficultés techniques. En outre, la
construction d’un ouvert avec une géométrie convenable s’avère être une tâche plus ardue que
dans le cas local.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 3.2, nous introduisons le cadre fonc-
tionnel qu’on utilise par la suite, des inégalités de type Sobolev fractionnaire et une inégalité
de Picone.

La constante de Hardy mixte est étudiée dans la section 3.3, nous commençons par prouver
une condition nécessaire et suffisante pour que la constante de Hardy mixte soit atteinte. La
preuve est plus compliquée que dans le cas local et des estimations plus fines sont nécessaires
pour obtenir le résultat principal. Dans la sous section 3.3.1 nous donnons une condition suf-
fisante pour garantir la non atteignabilité de ΛN et nous donnons deux exemples explicites où
cette condition est réalisée. Une inégalité de Hardy améliorée est également obtenue dans ce
cas. La sous-section 3.3.2 est dédiée au cas où ΛN est atteinte. Nous commençons par donner
un exemple où la constante de Hardy est atteinte et quelques propriétés importantes sont éga-
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lement étudiées. Dans la dernière section, nous considérons quelques problèmes sous-critiques
et doublement critique et nous traitons l’effet du poids de Hardy sur l’existence des solutions.

3.2 Préliminaires

Nous adopterons tout au long de ce chapitre la notation suivante

dν = dx dy

|x− y|d+2s .

Rappelons l’espace de Sobolev fractionnaire classique Hs(Rd),

Hs(Rd) =
{
u ∈ L2(Rd) : |u(x)− u(y)|

|x− y| d2 +s
∈ L2(Rd × Rd)

}
, (3.2.1)

muni de la norme

‖u‖2
Hs(Rd) = ‖u‖2

L2(Rd) + ad,s
2

∫ ∫
Rd×Rd

|u(x)− u(y)|2 dν, (3.2.2)

On sait que Hs(Rd) est un espace de Hilbert, voir [43]. Nous rappelons également les inégalités
de Sobolev et de Hardy

Proposition 3.1. Soit s ∈ (0, 1) avec d > 2s. Alors il existe une constante positive S = S(d, s)
telle que, pour toute fonction u ∈ Hs(Rd), on a

S‖u‖2
L2∗s (Rd) 6

∫ ∫
Rd×Rd

|u(x)− u(y)|2 dν, (3.2.3)

où 2∗s = 2d
d−2s .

Proposition 3.2. Soit s ∈ (0, 1) avec d > 2s, 0 ∈ Ω. Alors pour toute fonction u ∈ Hs(Rd),
on a

Λ
∫

Ω

u2

|x|2s
dx 6

ad,s
2

∫ ∫
Rd×Rd

|u(x)− u(y)|2 dν, (3.2.4)

où Λ = 22sΓ2(d+2s
4 )

Γ2(d−2s
4 )

est optimale et non atteinte.

Dans le cas d’un domaine borné, on a la version suivante de l’inégalité de Hardy dont la
preuve peut être retrouvée dans [1].
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Proposition 3.3. Soit Ω un domaine borné régulier tel que 0 ∈ Ω. Alors il existe une constante
C ≡ C(Ω, s, d) > 0 telle que, pour tout u ∈ C∞0 (Ω), on a

C
∫
Ω

|u(x)|2
|x|2s

dx 6
∫
Ω

∫
Ω

(u(x)− u(y))2 dν. (3.2.5)

Comme nous considérons une inégalité de Hardy pour des fonctions qui s’annulent sur une
partie ouverte de Rd, nous devons spécifier l’espace fonctionnel ou l’inégalité à un sens.

Définition 3.1. Soit Ω un ouvert borné de Rd, D un ouvert de Rd\Ω. Pour 0 < s < 1, on
définit l’espace

Es(Ω, D) =
{
u ∈ Hs(Rd) : u = 0 dans D

}
.

Rappelons que Es(Ω, D) muni de la norme induite par Hs(Rd), est un espace de Hilbert.

Pour tout u ∈ Es(Ω, D), on note par

‖u‖2 = ad,s

∫ ∫
DΩ
|u(x)− u(y)|2 dν.

Les propriétés de cette norme sont décrites par le résultat suivant. nous renvoyons à [47], [62]
pour la preuve et d’autres propriétés.

Proposition 3.4. La norme ‖ . ‖ de Es(Ω, D) est équivalente à celle induite par Hs(IRd), et
alors (Es(Ω, D), 〈 , 〉) est un espace de Hilbert relativement au produit scalaire

〈u, v〉 = ad,s

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y)) dν,

de plus il existe une constante positive C(Ω) pour laquelle l’inégalité de Poincaré suivante est
satisfaite

C(Ω)
∫

Ω
u2(x)dx 6

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2 dν pour tout u ∈ Es(Ω, D). (3.2.6)

Maintenant, en utilisant la définition de Es(Ω, D) et le résultat d’extension prouvé dans
[47], on arrive à prouver l’inégalité de Sobolev suivante.

Proposition 3.5. Supposons que s ∈ (0, 1) et d > 2s. Alors il existe une constante positive
S(N) > 0 telle que, pour tout u ∈ Es(Ω, D) on a

S(N)‖u‖2
L2∗s (Ω) 6 ‖u‖

2.
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Le résultat suivant sera très utile pour avoir des estimations sur la constante de Hardy, de
plus il justifie notre choix des conditions aux "bords" dans la dernière section de ce chapitre.

Proposition 3.6. Soit s ∈ (0, 1), pour tous u, v ∈ Es(Ω, D) on a,

∫
Ω
v(−∆)su dx = ad,s

2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y)) dν −
∫
N
vNsu dx. (3.2.7)

Où N est le complémentaire de D̄ dans Rd\Ω.

La preuve de ce résultat est une application directe de la formule d’intégration par parties,
voir le lemme 3.3 dans [47]. Nous utiliserons l’inégalité de type Picone suivante pour obtenir
des estimations à priori.

Théorème 3.1. Soient u, v ∈ Es(Ω, D) avec u > 0 et u > 0 dans Ω ∪ N . Supposons que
(−∆)su > 0 est une mesure de Radon bornée sur Ω. Alors

∫
N

|v|2

u
Nsu dx+

∫
Ω

|v|2

u
(−∆)su dx 6

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(v(x)− v(y))2 dν. (3.2.8)

En particulier, si nous avons l’égalité dans (3.2.8), alors il existe une constante C telle que
v = Cu dans IRd.

Démonstration. La preuve dans le cas de l’espace Hs
0(Ω) peut être retrouvée par exemple dans

[63]. Cependant, nous donnons ici un petit détail pour obtenir la dernière conclusion du théo-
rème. Pour u, v comme dans les hypothèses du Théorème nous avons

(v(x)− v(y))2 −
(
v2(x)
u(x) −

v2(y)
u(y)

)(
u(x)− u(y)

)
=
(
v(x)

√√√√u(y)
u(x) − v(y)

√√√√u(x)
u(y)

)2

.

En multipliant par dν et en intégrant l’identité précédente, nous obtenons le résultat souhaité.
Maintenant, si nous avons l’égalité dans (3.2.8), alors

∫ ∫
DΩ

(
v(x)

√√√√u(y)
u(x) − v(y)

√√√√u(x)
u(y)

)2

dν = 0

Ainsi v(x)
√
u(y)
u(x) = v(y)

√
u(x)
u(y) pour tous (x, y) ∈ DΩ. En particulier, si v(y0) 6= 0 pour un

y0 ∈ Ω ∪N , alors v(x)
v(y0) = u(x)

u(y0) . Donc v(x) = v(y0)
u(y0)u(x) ce qui donne le résultat.
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3.3 Inégalité de Hardy fractionnaire mixte

Dans cette section, nous allons étudier l’atteignabilité de la constante de Hardy et nous don-
nons des conditions suffisantes pour que cette dernière soit atteinte. Rappelons que la constante
de Hardy est définie par

ΛN ≡ ΛN(Ω) = inf
{φ∈Es(Ω,D),φ 6=0}

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|φ(x)− φ(y)|2 dν∫

Ω

φ2

|x|2s
dx

. (3.3.9)

Notre premier résultat est le suivant

Théorème 3.2. Soit Ω ⊂ Rd un domaine borné régulier, supposons que 0 ∈ Ω. Soient N , D
deux ouverts de Rd\Ω tels que N ∩D = ∅ et N ∪D = Rd\Ω, alors

0 < ΛN 6 Λ.

Démonstration. Nous allons tout d’abord montrer que ΛN > 0. En effet, soit u ∈ Es(Ω, D),
fixons δ > 0 de sort que B2δ(0) ⊂ Ω. Soit ϕ ∈ C∞0 (Ω) qui vérifie 0 6 ϕ 6 1, ϕ ≡ 1 dans Bδ(0)
et ϕ = 0 dans Ω\B2δ(0). Dans ce qui suit, nous notons C une constante positive qui dépend de
Ω, d, s et indépendante de u. Il est clair que u = ϕu+ (1− ϕ)u, donc

∫
Ω

u2

|x|2s
dx =

∫
Ω

(uϕ)2

|x|2s
dx+

∫
Ω

u2(1− ϕ)2

|x|2s
dx+ 2

∫
Ω

u2ϕ(1− ϕ)
|x|2s

dx, (3.3.10)

et comme 1− ϕ = 0 dans Bδ(0), par l’inégalité de Poincaré, on obtient

∫
Ω

u2(1− ϕ)2

|x|2s
dx+ 2

∫
Ω

u2ϕ(1− ϕ)
|x|2s

dx 6 C(Ω)
∫ ∫

DΩ
(u(x)− u(y))2 dν. (3.3.11)

Nous traitons maintenant avec le terme
∫
Ω

(uϕ)2

|x|2s
dx. En utilisant le fait que uϕ ∈ Hs

0(Ω), alors

par l’inégalité de Hardy donnée dans la Proposition 3.2 on obtient que

∫
Ω

(uϕ)2

|x|2s
dx 6 C(Ω)

∫
Ω

∫
Ω

(
(uϕ)(x)− (uϕ)(y)

)2

dν. (3.3.12)
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Comme
(
u(x)ϕ(x)− u(y)ϕ(y)

)2

=
(
u(x)− u(y)

)2

ϕ2(x) + u2(y)
(
ϕ(x)− ϕ(y)

)2

+2u(y)ϕ(x)
(
u(x)− u(y)

)(
ϕ(x)− ϕ(y)

)
,

il en résulte que

∫
Ω

∫
Ω

(u(x)ϕ(x)− u(y)ϕ(y))2 dν =
∫

Ω

∫
Ω

(u(x)− u(y))2ϕ2(x) dν +
∫

Ω

∫
Ω
u2(y)(ϕ(x)− ϕ(y))2 dν

+2
∫

Ω

∫
Ω
u(y)ϕ(x)(u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y)) dν

= J1 + J2 + 2J3.

On a
J1 6 C(Ω)

∫ ∫
DΩ

(
u(x)− u(y)

)2
dν.

Pour estimer J2, en utilisant le fait que Ω est un domaine borné, on arrive à

J2 6 C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

u2(y)
|x− y|d+2s−2dxdy 6 C(Ω)

∫
Ω
u2(y) dy

∫
|ξ|6R

1
|ξ|d+2s−2 dξ.

Remarquons que
∫
|ξ|6ε

1
|ξ|d+2s−2 dξ <∞, par l’inégalité de Poincaré, Proposition 3.4, on obtient

J2 6 C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω
u2(y)dy 6 C(Ω)

∫ ∫
DΩ

(
u(x)− u(y)

)2
dν.

Utilisons à présent l’inégalité de Young, on obtient que

|J3| 6 C1J1 + C2J2 6 C(Ω)
∫ ∫

DΩ

(
u(x)− u(y)

)2
dν.

Par suite, en combinant les estimations obtenues ci-dessus, on conclut que

∫
Ω

∫
Ω

(u(x)ϕ(x)− u(y)ϕ(y))2 dν 6 C(Ω)
∫ ∫

DΩ

(
u(x)− u(y)

)2
dν.

Revenons à (3.3.10), et utilisons (3.3.11), (3.3.12), on obtient

∫
Ω

u2

|x|2s
dx 6 C(Ω)

∫ ∫
DΩ

(
u(x)− u(y)

)2
dν.

Par conséquent ΛN > 0 et le résultat est démontré. Maintenant, comme Hs
0(Ω) ⊂ Es(Ω, D), il
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en résulte que ΛN 6 Λ.

Nous sommes à présent en mesure de donner le résultat principal de cette section.

Théorème 3.3. Soit Ω ⊂ Rd un domaine borné régulier, supposons que 0 ∈ Ω. Soient N ,
D deux ouverts de Rd\Ω tels que N ∩ D = ∅ et N ∪ D = Rd\Ω, alors ΛN est atteinte si et
seulement si ΛN < Λ.

Démonstration. La preuve est structurée en deux étapes.
Étape 1. Supposons que ΛN < Λ et montrons que ΛN atteinte. Soit {un}n ⊂ Es(Ω, D) une

suite minimisante de la constante ΛN définie en (3.3.9) avec
∫

Ω

u2
n

|x|2s
dx = 1, alors {un}n est

borné dans Es(Ω, D), et

ad,s
2

∫ ∫
Rd×Rd

|un(x)− un(y)|2 dν → ΛN .

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que un > 0 pour tout n, par suite il existe
ū ∈ Es(Ω, D) telle que un ⇀ u faiblement dans Es(Ω, D) et, modulo une sous suite, un → ū

fortement dans Lσ(Ω) pour tout σ < 2∗s et un → ū p.p. dans Ω. Nous affirmons que ū 6= 0.
En effet, par l’absurde, supposons que ū = 0, soit R > 0 tel que B4R(0) ⊂ Ω. Soit ϕ ∈ C∞0 (Ω)
tel que 0 6 ϕ 6 1, ϕ ≡ 1 dans BR(0) et ϕ = 0 dans Rd\B2R(0). Posons wn = ϕun, alors
wn ∈ Hs

0(Ω) et

Λ 6

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|wn(x)− wn(y)|2 dν∫

Ω

w2
n

|x|2s
dx

, (3.3.13)

De plus

∫
Ω

w2
n

|x|2s
dx =

∫
Ω

u2
nϕ

2

|x|2s
dx =

∫
Ω

u2
n

|x|2s
dx+

∫
Ω

u2
n(ϕ2 − 1)
|x|2s

dx

=
∫
Ω

u2
n

|x|2s
dx+

∫
BR(0)

u2
n(ϕ2 − 1)
|x|2s

dx+
∫

Ω\BR(0)

u2
n(ϕ2 − 1)
|x|2s

dx

= 1 +
∫

Ω\BR(0)

u2
n(ϕ2 − 1)
|x|2s

dx

= 1 + o(1).

Notons que

∫ ∫
DΩ
|wn(x)− wn(y)|2 dν =

∫ ∫
DΩ
|un(x)ϕ(x)− un(y)ϕ(y)|2 dν
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Comme

(un(x)ϕ(x)− un(y)ϕ(y))2 =
(
(un(x)− un(y))ϕ(x) + un(y)(ϕ(x)− ϕ(y))

)2

= (un(x)− un(y))2ϕ2(x) + u2
n(y)(ϕ(x)− ϕ(y))2

+ 2un(y)ϕ(x)(un(x)− un(y))(ϕ(x)− ϕ(y)),

il en découle que

∫ ∫
DΩ
|wn(x)− wn(y)|2 dν =

∫ ∫
DΩ
|un(x)ϕ(x)− un(y)ϕ(y)|2 dν

=
∫ ∫

DΩ
(un(x)− un(y))2ϕ2(x) dν +

∫ ∫
DΩ
u2
n(y)(ϕ(x)− ϕ(y))2 dν

+ 2
∫ ∫

DΩ
un(y)ϕ(x)(un(x)− un(y))(ϕ(x)− ϕ(y)) dν

= I1(n) + I2(n) + 2I3(n).

Commençons par l’estimation de I2(n). Rappelons que dν = dx dy

|x− y|d+2s , alors

I2(n) =
∫ ∫

DΩ
(ϕ(x)− ϕ(y))2u2

n(y) dν

=
∫

Ω

∫
Ω

(ϕ(x)− ϕ(y))2u2
n(y) dν +

∫
Ω

∫
Ωc

(ϕ(x)− ϕ(y))2u2
n(y) dν

+
∫

Ωc

∫
Ω

(ϕ(x)− ϕ(y))2u2
n(y) dν

= I1
2 (n) + I2

2 (n) + I3
2 (n).

Utilisons le fait que (x, y) ∈ Ω× Ω, (ϕ(x)− ϕ(y))2 6 C(Ω)|x− y|2, on obtient

I1
2 (n) 6 C(Ω)

∫
Ω

∫
Ω

u2
n(y)

|x− y|d+2s−2dxdy 6 C(Ω)
∫

Ω
u2
n(y) dy

∫
|ξ|6ε

1
|ξ|d+2s−2 dξ.

Comme
∫
|ξ|6ε

1
|ξ|d+2s−2 dξ <∞, alors I1

2 (n) = o(1).
Nous estimons maintenant I2

2 (n). On a

I2
2 (n) =

∫
Ω

∫
Ωc

(ϕ(x)− ϕ(y))2u2
n(y) dν =

∫
Ω

∫
Ωc
ϕ2(y)u2

n(y) dν

=
∫

Ω
ϕ2(y)u2

n(y)
∫

Ωc

1
|x− y|d+2s dx dy =

∫
|y|62R

ϕ2(y)u2
n(y)

∫
|x|>4R

1
|x|d+2s dx dy

= o(1).
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Finalement, nous estimons I3(n).

I3(n) =
∫ ∫

DΩ
un(y)ϕ(x)(un(x)− un(y))(ϕ(x)− ϕ(y)) dν

=
∫

Ω

∫
Ω
un(y)ϕ(x)(un(x)− un(y))(ϕ(x)− ϕ(y))dν

+
∫

Ω

∫
Ωc
un(y)ϕ(x)(un(x)− un(y))(ϕ(x)− ϕ(y)) dν

+
∫

Ωc

∫
Ω
un(y)ϕ(x)(un(x)− un(y))(ϕ(x)− ϕ(y)) dν

= I1
3 (n) + I2

3 (n) + I3
3 (n).

On commence par le premier terme. Par l’inégalité de Hölder, on obtient

I1
3 (n) =

∫
Ω

∫
Ω
un(y)ϕ(x)(un(x)− un(y))(ϕ(x)− ϕ(y)) dν

6
( ∫

Ω

∫
Ω

(un(x)− un(y))2ϕ2(x) dν
) 1

2
( ∫

Ω

∫
Ω

(ϕ(y)− ϕ(x))2u2
n(y) dν

) 1
2

6 CI1
2 (n) = o(1).

Maintenant, comme ϕ(x) = 0 si x ∈ Ωc, alors I2
3 (n) = 0. En combinant les estimations précé-

dentes, on arrive à

∫ ∫
DΩ
|wn(x)−wn(y)|2 dν =

∫ ∫
DΩ

(un(x)− un(y))2ϕ2(x) dν + I3
2 (n) + 2I3

3 (n) + o(1). (3.3.14)

Notons que

I3
2 (n) + 2I3

3 (n) =
∫
N

∫
Ω

(ϕ(x)− ϕ(y))2u2
n(y) dν

+2
∫
N

∫
Ω
un(y)ϕ(x)(un(x)− un(y))(ϕ(x)− ϕ(y)) dν

=
∫
N

∫
Ω
ϕ2(x)u2

n(y) dν + 2
∫
N

∫
Ω
un(y)ϕ2(x)(un(x)− un(y)) dν

=
∫
N

∫
Ω
ϕ2(x)u2

n(y) dν +
∫
N

∫
Ω

2un(y)un(x)ϕ2(x) dν − 2
∫
N

∫
Ω
u2
n(y)ϕ2(x) dν

= −
∫
N

∫
Ω
ϕ2(x)u2

n(y) dν +
∫
N

∫
Ω

2un(y)un(x)ϕ2(x) dν

Utilisons à présent l’inégalité de Young, on obtient

I3
2 (n) + 2I3

3 (n) 6 −
∫
N

∫
Ω
ϕ2(x)u2

n(y) dν + ε
∫
N

∫
Ω
u2
n(y)ϕ2(x) dν + Cε

∫
N

∫
Ω
u2
n(x)ϕ2(x) dν

6 (ε− 1)
∫
N

∫
Ω
ϕ2(x)u2

n(y) dν + Cε

∫
N

∫
Ω
u2
n(x)ϕ2(x) dν
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Choisissons ε suffisamment petit, on aura

I3
2 (n) + 2I3

3 (n) 6 Cε

∫
RN\B4R(0)

∫
B2R(0)

u2
n(x)ϕ2(x) dν

6 C(R, ε)
∫
B2R(0)

u2
n(x) dx = o(1).

Par suite, par (3.3.14), il en résulte que

∫ ∫
DΩ
|wn(x)− wn(y)|2 dν 6

∫ ∫
DΩ

(un(x)− un(y))2ϕ2(x) dν + o(1). (3.3.15)

Revenons à (4.3.48), on déduit que

ΛN < Λ 6

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|wn(x)− wn(y)|2 dν∫

Ω

w2
n

|x|2s
dx

6

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|un(x)− un(y)|2 dν

1 + o(1)

= ΛN + o(1),

on arrive à une contradiction avec l’hypothèse ΛN < Λ. Par conséquent ū 6= 0 est l’affirmation
en découle. Pour montrer que ΛN est atteinte nous utilisons le principe variationnel d’Ekeland,
alors 

(−∆)sun = ΛN
un
|x|2s

+ o(1) dans Ω,

Bsun = 0 dans Rd\Ω,
(3.3.16)

Soit ϕ ∈ Es(Ω, D), par dualité

∫
Ω

(−∆)sunϕ→
∫

Ω
(−∆)sūϕ et

∫
Ω

unϕ

|x|2s
→
∫

Ω

ūϕ

|x|2s
quand n→∞.

Ainsi ū est solution de 
(−∆)sū = ΛN

ū

|x|2s
dans Ω,

ū ∈ Es(Ω, D), ū > 0 dans Ω,
Bsū = 0 dans Rd\Ω.

(3.3.17)
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Choisissons ū comme fonction test dans (3.3.17), on obtient

ΛN =

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|ū(x)− ū(y)|2 dν∫

Ω

ū2

|x|2s
dx

,

d’ou le résultat.
Étape 2. Supposons maintenant que ΛN = Λ et montrons que ΛN n’est pas atteinte. Par
l’absurde, supposons que ΛN est atteinte dans Es(Ω, D), alors il existe u ∈ Es(Ω, D) telle que


(−∆)su = ΛN

u

|x|2s
dans Ω,

u ∈ Es(Ω, D), u > 0 dans Ω,
Bsu = 0 dans Rd\Ω.

Soit Br(0) ⊂⊂ Ω, on définit v comme étant l’unique solution du problème
 (−∆)sv = 0 dans Ω,

v = v0 dans Rd\Br(0),

où

v0(x) =

 u(x) si x ∈ Ω\Br(0),
0 si x ∈ Rd\Ω,

il est clair que u > v. Posons w = u− v alors w > 0 dans Rd, w ∈ Hs(Ω), de plus w est solution
de 

(−∆)sw = Λ u

|x|2s
= Λ w

|x|2s
+ Λ v

|x|2s
dans Ω,

w > 0 dans Rd\Ω.

Par le fait que w(x) > C1|x|−
d−2s

2 , x ∈ Br0(0) ⊂⊂ Br(0), voir [7], il résulte que

∞ = C1

∫
Br0 (0)

|x|−d dx = C1

∫
Br0 (0)

|x|−2∗s d−2s
2 dx 6

∫
Br0 (0)

w2∗s dx <∞

ce qui est une contradiction avec le fait que w ∈ Hs(Ω). Ainsi le résultat est démontré.
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3.3.1 Le cas ΛN = Λ

Dans ce qui suit, nous étudions ΛN lorsque ΛN = Λ c’est-à-dire la non atteignabilité de
la constante de Hardy et nous présentons quelques conditions géométriques pour avoir cette
condition. Commençons tout d’abord par une inégalité de Hardy améliorée qui sera utile par
la suite.

Théorème 3.4. Supposons que ΛN = Λ et que l’ensemble N est borné. Supposons de plus que
l’une des conditions suivantes est satisfaite

1. s ∈ (0, 1) et dist(N,Ω) > 0

2. s ∈ (0, 1
2) et dist(N,Ω) > 0.

Soit w(x) = |x|−α0 avec α0 = d−2s
2 , posons v(x) = u(x)

w(x) où u ∈ Es(Ω, D), alors il existe une
constante C = C(Ω, N) > 0 telle que pour tout u ∈ Es(Ω, D), on a

Hs,N(u) ≡ ad,s
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|d+2s dx dy − Λ

∫
Ω

u2

|x|2s
dx

> C(N,Ω)
∫ ∫

DΩ

|v(x)− v(y)|2
|x− y|d+2s w(x)w(y)dxdy.

(3.3.18)

Pour démontrer le Théorème 3.4, nous utilisons les Lemmes techniques suivants.

Lemme 3.1. Supposons que Ω est un ouvert borné tel que 0 ∈ Ω. Supposons que dist(N,Ω) > 0
ou dist(N,Ω) = 0 et s ∈ (0, 1

2), alors il existe une constante C = C(Ω, N) > 0, telle que pour
tout u ∈ Es(Ω, D), on a

C
∫
N

u2

|x|d+2sdx 6
ad,s
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|d+2s dx dy.

Démonstration. Posons g(x) = 1
|x|d+2s , comme N ⊂ IRd\Br(0), alors g ∈ L1(N). On définit ζ

comme étant l’unique solution du problème


(−∆)sζ = 0 dans Ω,
ζ = 0 dans D,

Nsζ = g dans N,

Notons que l’existence de ζ se déduit en utilisant un argument variationnel. De plus ζ > 0
dans Ω ∪ N . Nous affirmons que ζ(x) 6 C pour tout x ∈ N . Par la méthode de Stampacchia
ζ ∈ L∞(Ω).
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Soit x ∈ N , on a
ζ(x) 6 g(x)∫

Ω
1

|x−y|d+2sdy
+ ||ζ||L∞(Ω). (3.3.19)

Supposons que N est borné, alors si dist(N,Ω) > 0 ou dist(N,Ω) = 0 et s ∈ (0, 1
2) on obtient

g(x)∫
Ω

1
|x−y|d+2sdy

6 C(Ω, N),

et l’affirmation en découle. Si N est non borné, fixons R >> 1 de sorte que Ω ⊂ BR
2
(0),

notons NR = N ∩BR(0). De la même que précédemment on obtient ζ(x) 6 C(N,R) pour tout
x ∈ NR. Nous traitons maintenant l’estimation dans N\NR. Par (3.3.19) et en utilisant le fait
que |x− y| 6 2|x|, il en résulte que

ζ(x) 6 C(Ω) + ||ζ||L∞(Ω). (3.3.20)

et l’affirmation est démontrée. Maintenant, soit u ∈ Es(Ω, D), par l’inégalité de Picone, 3.1, on
obtient ∫

N

u2

ζ
Nsζ dx 6

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2 dν.

Ainsi ∫
N

g(x)
ζ(x)u

2(x) dx 6
ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2 dν.

Donc
C
∫
N

u2(x)
|x|d+2s dx 6

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2 dν,

d’ou le résultat.

Maintenant, posons v(x) = u(x)
w(x) où u ∈ Es(Ω, D), alors on a l’inégalité de trace suivante.

Lemme 3.2. Sous les mêmes notations comme ci-dessus, on a

C(Ω, N)
∫
N

v2

|x|d+2sw(x)dx 6
ad,s
2

∫ ∫
DΩ

|v(x)− v(y)|2
|x− y|d+2s w(x)w(y)dxdy.

Démonstration. Pour la preuve, nous allons adapter les mêmes arguments utilisées dans la
preuve du Lemme 3.1 en travaillant dans des espaces de Sobolev fractionnaires avec poids
comme ceux introduits dans [7], pour la commodité du lecteur, nous incluons ici quelques
détails.

Posons dµ = w(x)w(y)dxdy
|x− y|d+2s on définit l’espace Esw(Ω, D) de la même manière que Es(Ω, D)
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en remplaçant dν par dµ. Il est clair que Esw(Ω, D) muni en norme

||v||2Esw(Ω,D) = ad,s
2

∫ ∫
DΩ

|v(x)− v(y)|2
|x− y|d+2s w(x)w(y)dxdy = 〈Lα0u, u〉,

est un espace de Hilbert, où

Lα0v := aN,s P.V.
∫
RN

v(x)− v(y)
|x− y|N+2s w(x)w(y)dy. (3.3.21)

Dans ce cas, la dérivée normale non locale est donnée par

Ns,wu(x) = ad,s

∫
Ω

u(x)− u(y)
|x− y|d+2s w(x)w(y)dy, x ∈ Rd\Ω. (3.3.22)

De plus, pour tout u, v ∈ Esw(Ω, D) on a

∫
Ω
v Lα0u dx = ad,s

2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y)) dµ−
∫
N
vNs,wu dx.

Ainsi, si ζw est l’unique solution de


Lα0ζw = 0 dans Ω,
ζw = 0 dans D,

Ns,wζw(x) = 1
|x|N+2s+α0 dans N,

alors, comme dans le Lemme précédent, on peut montrer que ζw est bornée. Par suite le résultat
s’en découle en appliquant l’inégalité de Picone.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un résultat principal pour montrer l’inégalité
de Hardy améliorée.

Lemme 3.3. Soit Ω un domaine borné, supposons que 0 ∈ Ω et queN est borné. Si dist(N,Ω) >
0 ou dist(N,Ω) = 0 et s ∈ (0, 1

2), alors il existe une constante C = C(Ω, N) > 0, telle que pour
tout v ∈ Es(Ω, D) on a

C
∫
N
u2dx 6

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

|u(x)− u(y)|2
|x− y|d+2s dx dy − Λ

∫
Ω

u2

|x|2s
dx.
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Démonstration. Rappelons que

Hs,N(u) = ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|u(x)− u(y)|2 dν − Λ

∫
Ω

u2

|x|2s
dx.

Posons
Mλ,N = inf

{u∈Es(Ω,D),u6=0}

Hs,N(u)∫
N
u2dx

, (3.3.23)

il suffit alors de montrer que Mλ,N > 0. Nous considérons deux cas.

Le premier cas : N est borné et dist(N,Ω) > 0. Par l’absurde, supposons queMλ,N = 0,
il existe alors une suite {un}n ⊂ Es(Ω, D) telle que

Hs,N(un) 6 1
n

∫
N
u2
ndx.

Posons vn(x) = un(x)
w(x) , alors, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que un > 0 et

∫ ∫
DΩ

|vn(x)− vn(y)|2
|x− y|d+2s w(x)w(y)dxdy = 1 pour tout n.

Comme N est borné, alors par le Lemme 3.2, on obtient

Hs,N(un) 6 1
n

∫
N
u2
ndx 6

C

n
.

Par suite, modulo une sous suite, on a vn ⇀ v0 faiblement dans l’espace de Sobolev Esw(Ω, D).
Posons u0 = w(x)v0 donc un

|x|2s
→ u0

|x|2s
fortement dans L1(Ω) et un → u0 p.p dans Ω. Nous

affirmons que u0 ≡ 0. Sinon, en utilisant le principe variationnel d’Ekeland, on peut montrer
que u0 est une solution faible, au sens défini dans [63], du problème


(−∆)su = Λ u

|x|2s
dans Ω,

Tk(u) ∈ Es(Ω, D), u > 0 dans Ω,
Bsu = 0 dans Rd\Ω,

(3.3.24)

avec v0 = u0

w(x) ∈ E
s
w(Ω, D). Comme ΛN = Λ, alors nous arrivons à une contradiction avec le

résultat du Théorème 3.3. Ainsi u0 = 0. Donc, modulo une sous suite, un → 0 fortement dans
L2(Ω) et un → 0 p.p. dans Ω. Soit ψ ∈ C∞0 (Bρ(0)) une fonction cut-off telle que 0 6 ψ 6 1 et
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ψ = 1 dans Bρ/4(0) pour ρ > 0 suffisamment petit. Nous affirmons que

∫ ∫
DΩ

(un(x)− un(y))2 dν >
∫ ∫

DΩ
|(ψun)(x)− (ψun)(y)|2 dν + o(1). (3.3.25)

Pour montrer (3.3.25), posons un = ψun + (1− ψ)un = u1n + u2n, alors

(un(x)− un(y))2 = (u1n(x)− u1n(y))2 + (u2n(x)− u2n(y))2

+ 2(u1n(x)− u1n(y))(u2n(x)− u2n(y)).

Donc

∫ ∫
DΩ

(un(x)− un(y))2dν =
∫ ∫

DΩ
(u1n(x)− u1n(y))2dν +

∫ ∫
DΩ

(u2n(x)− u2n(y))2dν

+ 2
∫ ∫

DΩ
(u1n(x)− u1n(y))(u2n(x)− u2n(y))dν.

On commence par l’estimation de la dernière intégrale. on obtient

∫ ∫
DΩ

(u1n(x)− u1n(y))(u2n(x)− u2n(y))dν =
∫
Ω

∫
Ω

(u1n(x)− u1n(y))(u2n(x)− u2n(y))dν

+2
∫

Ωc

∫
Ω

(u1n(x)− u1n(y))(u2n(x)− u2n(y))dν

= K1n +K2n.

Comme

(u1n(x)− u1n(y))(u2n(x)− u2n(y)) = ψ(1− ψ)(un(x)− un(y))2

+ (1− 2ψ(x))un(y)(un(x)− un(y))(ψ(x)− ψ(y))

− u2
n(y)(ψ(x)− ψ(y))2,

En prenant en considération le fait que la suite est {un}n est bornée dans Es(Ω, D) et par
l’utilisation de l’inégalité de Hölder, On conclut que

K1n > −C
(∫

Ω

∫
Ω

u2
n(y)(ψ(x)− ψ(y))2dν

) 1
2

−
∫
Ω

∫
Ω

u2
n(y)(ψ(x)− ψ(y))2dν.
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Notons que

∫
Ω

∫
Ω

u2
n(y)(ψ(x)− ψ(y))2dν 6 C

∫
Ω

∫
Ω

u2
n(y)

|x− y|d+2s−2dxdy 6 C
∫
Ω

u2
n(y)dy,

où on a utilisé sup{x∈Ω}

∫
Ω

1
|x− y|d+2s−2dx 6 C(Ω). Comme un → 0 fortement dans L2(Ω), on

obtient K1n > o(1). Nous estimons maintenant K2n. On a

K2n =
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ(x)un(x)
(

(1− ψ(x))un(x)− un(y)
)
dν

=
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ(x)(1− ψ(x))u2
n(x)dν −

∫
Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ(x)un(x)un(y)dν

Comme sup{x∈B2ρ(0)}

∫
Ωc

dy

|x− y|d+2s 6 C(Ω, B2ρ(0)), alors

∫
Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ(x)(1− ψ(x))u2
n(x)dν → 0 quand n→∞.

Par l’inégalité de Hölder, on obtient

∫
Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ(x)un(x)un(y)dν 6

(∫
Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ2(x)u2
n(x)dν

) 1
2
(∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

u2
n(y)dν

) 1
2

,

et comme u2
n(y) 6 2(un(x)− un(y))2 + 2u2

n(x), on arrive à

∫
Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ(x)un(x)un(y)dν 6 C

(∫
Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ2(x)u2
n(x)dν

) 1
2

= o(1).

Ainsi K2n > o(1). En combinant les estimations obtenues jusque là on arrive à montrer (3.3.25).
De plus ∫

Ω

u2
n

|x|2s
=
∫
Ω

(ψun)2

|x|2s
dx+ o(1).

Donc

Hs,N(un) >
∫ ∫

DΩ
|(ψun)(x)− (ψun)(y)|2 dν − ΛN

∫
Ω

(ψun)2

|x|2s
dx

+
∫ ∫

DΩ
|u2n(x)− u2n(y)|2 dν + o(1).
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Comme ψun ≡ u1n ∈ Hs
0(Ω), et par l’inégalité de Hardy améliorée, voir [9], il en découle

Hs,N(un) > C
∫ ∫

DΩ

|v1n(x)− v1n(y)|2
|x− y|d+2s w(x)w(y)dxdy +

∫ ∫
DΩ
|u2n(x)− u2n(y)|2 dν + o(1).

Comme

∫ ∫
DΩ

|v2n(x)− v2n(y)|2
|x− y|d+2s w(x)w(y)dxdy 6 C(Ω, N)

∫ ∫
DΩ
|u2n(x)− u2n(y)|2 dν,

il en résulte que

1 =
∫ ∫

DΩ

|vn(x)− vn(y)|2
|x− y|d+2s w(x)w(y)dxdy

6 C

[ ∫ ∫
DΩ

|v1n(x)− v1n(y)|2
|x− y|d+2s w(x)w(y)dxdy +

∫ ∫
DΩ

|v2n(x)− v2n(y)|2
|x− y|d+2s w(x)w(y)dxdy

]

6 C

[ ∫ ∫
DΩ

|v1n(x)− v1n(y)|2
|x− y|d+2s w(x)w(y)dxdy +

∫ ∫
DΩ
|u2n(x)− u2n(y)|2 dν

]

6 Hs,N(un) 6 C

n
.

ce qui donne une contradiction. Par conséquent Ms,N > 0.

Preuve du Théorème 3.4. Rappelons que v(x) = u(x)
w(x) , alors

|v(x)− v(y)|2w(x)w(y) = |u(x)− u(y)|2 + u2(x)(w(y)
w(x) − 1) + u2(y)(w(x)

w(y) − 1).

Donc

∫ ∫
DΩ
|v(x)− v(y)|2 (w(x))(w(y)) dν =

∫ ∫
DΩ
|u(x)− u(y)|2 dν +

∫ ∫
DΩ
u2(x)(w(y)− w(x))

w(x) dν

+
∫ ∫

DΩ
u2(y)(w(x)− w(y))

w(y) dν.

La symétrie des deux derniers termes de l’inégalité ci-dessus, nous ramène à

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|v(x)− v(y)|2 (w(x))(w(y)) dν = ad,s

2

∫ ∫
DΩ
|u(x)− u(y)|2 dν

−ad,s2

∫ ∫
DΩ

(
u2(x)
w(x) −

u2(y)
w(y)

)
(w(y)− w(x)) dν.
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Estimons, tout d’abord, le dernier terme. On a

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(
u2(x)
w(x) −

u2(y)
w(y)

)
(w(y)− w(x)) dν =

∫
Ω

u2(x)
w(x) (−∆)sw dx+

∫
N

u2(x)
w(x)Nsw(x) dx.

Donc

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(
u2(x)
w(x) −

u2(y)
w(y)

)
(w(x)− w(y)) dν = Λ

∫
Ω

u2(x)
|x|2s

dx+
∫
N

u2(x)
w(x)Nsw(x) dx.

Alors

Hλ,N(u) = ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|u(x)− u(y)|2 dν − Λ

∫
Ω

u2(x)
|x|2s

dx

= ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|v(x)− v(y)|2 (w(x))(w(y)) dν +

∫
N

u2(x)
w(x)Nsw(x) dx.

Pour finir, il suffit de montrer que

∫
N

u2(x)
w(x)Nsw(x) dx 6 C(Ω, N)Hλ,N(u). (3.3.26)

Nous affirmons que
∣∣∣∣∣Nsw(x)
w(x)

∣∣∣∣∣ 6 C(Ω, N) pour tout x ∈ N.

Selon l’hypothèse faite sur N , nous considérons deux cas :
Le premier cas : N est borné et dist(N,Ω) > 0. Fixons Br(0) ⊂⊂ Ω de sorte que N ⊂
IRd\B2r(0), soit x ∈ N alors

∣∣∣∣∣Nsw(x)
w(x)

∣∣∣∣∣ 6 |x|α0
∫
Br(0)

|w(x)− w(y)|
|x− y|d+2s dy + |x|α0

∫
Ω\Br(0)

|w(x)− w(y)|
|x− y|d+2s dy

= L1 + L2.

Pour estimer L1, posons y = |y|y′ et x = |x|x′, on a

L1 = |x|α0
∫
Br(0)

|w(x)− w(y)|
|x− y|d+2s dy = |x|α0

∫
Br(0)

∣∣∣∣∣|x|−α − |y|−α
∣∣∣∣∣

|x− y|d+2s dy

= |x|α0
∫ r

0

∣∣∣∣∣|x|−α − ρ−α
∣∣∣∣∣ρd−1

( ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
||x|x′ − ρy′|d+2s

)
dρ
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où ρ = |y|. Soit σ = ρ
|x| , en utilisant le même calcul radial présenté dans [49], on obtient

L1 = 1
|x|2s

∫ r
|x|

0
(1− σα0)σd−1−α0K(σ)dσ

où
K(σ) =

∫
|y′|=1

dHd−1(y′)
|x′ − σy′|d+ps = 2 π

d−1
2

Γ(d−1
2 )

∫ π

0

sind−2(θ)
(1− 2σ cos(θ) + σ2) d+2s

2
dθ.

Comme |x| > 2r, alors L1 6 C
r2s . Estimons maintenant L2, on a

L2 = C(N,Ω, r)
∫

Ω\Br(0)

1
|x− y|d+2s−1 dy 6

∫
Ω

1
|x− y|d+2s dy

6 C(N,Ω, r).

Donc
∣∣∣∣∣Nsw(x)
w(x)

∣∣∣∣∣ 6 C, ce qui montre l’affirmation dans ce cas.

Le deuxième cas : N est borné et dist(N,Ω) = 0. Il suffit d’estimer L2. On a

L2 6 C(N,Ω, r)
∫

Ω\Br(0)

1
|x− y|d+2s−1 dy 6

∫
BR(x)

1
|x− y|d+2s dy

où R > 0, donc

L2 6 C(N,Ω, r)
∫ |x|

0
σ−2sdσ 6

C(N,Ω, r)
1− 2s |x|1−2s 6 C(N,Ω, r, s).

Par conséquent, dans tous les cas, nous avons prouvé que
∣∣∣∣∣Nsw(x)
w(x)

∣∣∣∣∣ 6 C.

Revenons maintenant au Lemme 3.3, par le fait que N est borné, on déduit (3.3.26).

Remarque 3.1. Par conséquent, nous concluons également que le problème (0.1.12) n’admet
pas de solution.

Le résultat suivant donne une condition géométrique pour assurer que ΛN = Λ.

Théorème 3.5. Soit Ω ⊂ RN un domaine borné de RNtel que 0 ∈ Ω. Posons w(x) = |x|− d−2s
2

et supposons que Nsw(x) > 0 pour tout x ∈ N , alors ΛN = Λ. De plus, le problème


(−∆)su = ΛN
u

|x|2s
dans Ω,

u ∈ Es(Ω, D), u > 0 dans Ω,
Bsu = 0 dans Rd\Ω,

(3.3.27)
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n’admet pas de solution.

Démonstration. Par l’absurde, supposons que Nsw(x) > 0 pour tout x ∈ N et que ΛN < Λ.
Alors par le Théorème 3.3 il existe u1 ∈ Es(Ω, D) une solution positive du problème (3.3.27).
Posons v1(x) = u1(x)

w(x) alors, comme dans la preuve du Théorème 3.4, On aura

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|v1(x)− v1(y)|2w(x)w(y) dν +

∫
N

u2
1(x)
w(x)Nsw(x) dx

= ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|u1(x)− u1(y)|2 dν − Λ

∫
Ω

u2
1(x)
|x|2s

dx.

Comme
ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|u1(x)− u1(y)|2 dν = ΛN

∫
Ω

u2
1(x)
|x|2s

dx,

Par suite, on déduit que

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|v1(x)− v1(y)|2w(x)w(y) dν +

∫
N

u2
1(x)
w(x)Nsw(x) dx = 0.

Ainsi si Ns(w(x)) > 0 pour tout x ∈ N on obtient v1 = 0 ce qui donne une contradiction. Le
résultat est démontré.

Dans ce qui suit, nous donnons des exemples explicites vérifiant la condition géométrique
du Théorème 3.5. Notons par Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3 où

Ω1 = Bε(0), Ω2 =
{
x ∈ Rd, ε 6 x1 6 A et |(x2, x3, ..., xd)| < ε

}
, Ω3 =

{
x ∈ Rd, |x| > A

}
.

et considérons

D =
{
x ∈ Rd\Ω, ε < |x| < η

}
∪
{
x ∈ Rd, η 6 x1 6 A et ε < |(x2, x3, ..., xd)| < m

}

∪
{
x ∈ Rd |x| > β

}
,

et
N =

{
x ∈ Rd\{Ω ∪D}, η < |x| < A

}
.

Remarquons que N ∩ D = ∅ et N ∪ D = Rd\Ω. Notre objectif est de montrer que ΛN = Λ,
pour ce faire, nous allons montrer l’existence d’un ε0 de sorte que si ε 6 ε0, alors Nsw(x) > 0
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Figure 3.1 – Exemple 1

pour tout x ∈ N . Notons que

Nsw(x) =
∫

Ω

(w(x)− w(y))
|x− y|d+2s dy

=
∫

Ω1

(w(x)− w(y))
|x− y|d+2s dy +

∫
Ω2

(w(x)− w(y))
|x− y|d+2s dy +

∫
Ω3

(w(x)− w(y))
|x− y|d+2s dy

= J1 + J2 + J3.

L’idée principale est de choisir ε suffisamment petit pour avoir la condition. Comme x ∈ N ,
alors η 6 |x| 6 A.

On commence par l’estimation de J1. Posons y = |y|y′ et x = |x|x′, on obtient

J1 =
∫

Ω1

(w(x)− w(y))
|x− y|d+2s dy =

∫
B(0,ε)

|x|−α0 − |y|−α0

|x− y|d+2s dy

=
∫ ε

0
(|x|−α0 − ρ−α0)ρd−1

( ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
||x|x′ − ρy′|d+2s

)
dρ

où ρ = |y|. Let σ = ρ
|x| , alors, par le calcul radial présenté dans [49], on arrive à

J1 = 1
|x|2s+α0

∫ ε
|x|

0
(1− σ−α0)σd−1K(σ)dσ

où
K(σ) =

∫
|y′|=1

dHd−1(y′)
|x′ − σy′|d+ps = 2 π

d−1
2

Γ(d−1
2 )

∫ π

0

sind−2(θ)
(1− 2σ cos(θ) + σ2) d+2s

2
dθ.
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En choisissant ε << η, il en résulte que ε
|x| 6

ε
η
<< 1, ainsi

|J1| =
1

|x|α0+2s

∫ ε
|x|

0
(1− σα0)σd−α0−1K(σ)dσ = o(ε).

Nous traitons maintenant J2. Sans perte de généralité, nous supposerons que ε < min{η4 ,
m
4 },

fixons % = min{η3 ,
m
3 } alors pour tout x ∈ N et tout y ∈ Ω2 on a |x− y| > %. Par suite

|J2| 6
∫

Ω2∩|x−y|>%

|w(x)− w(y)|
|x− y|d+2s dy 6

C

%d+2s

∫
Ω2

∣∣∣∣∣η−α0 − |y|−α0

∣∣∣∣∣dy.
Comme |y|−α0 ∈ L1

loc(Rd), par le Théorème de convergence dominée on déduit que |J2| = o(ε).

Pour l’estimation de J3, par le même calcul radial utilisé pour estimer J1, on obtient

J3 = 1
|x|α0+2s

∫ β

A
|x|

(σα0 − 1)σd−α0−1K(σ)dσ >
1

Aα0+2s

∫ β

2
(σα0 − 1)σd−α0−1K(σ)dσ.

En choisissant β >> 2 et en combinant les estimations précédentes on conclut que

Ns(w(x)) > 1
Aα0+2s

∫ β

2
(σα0 − 1)σd−α0−1K(σ)dσ − o(ε).

d’ou le résultat.
Un deuxième exemple est le suivant.

Figure 3.2 – Exemple 2
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3.3.2 Le cas ΛN < Λ

Dans ce qui suit, nous allons étudier le cas ΛN < Λ, ainsi ΛN est atteinte et se comporte
comme une valeur propre. Commençons par donner quelques cas où la constante ΛN est atteinte.
On dit que Ω est un domaine admissible si Ω est de classe C1,1 et satisfait la condition de la
sphère extérieure. Maintenant, on considère une suite d’ensemble ouvert {Dk}k∈N, {Nk}k∈N tels
que Nk ∩ Dk = ∅ et Nk ∪ Dk = Rd\Ω. En utilisant les mêmes arguments que ceux présentés
dans [62], on obtient.

Théorème 3.6. Soit Ω un domaine admissible, 0 < s < 1
2 . Supposons que pour tout R > 0

on a lim
k→∞
|Dk ∩ BR| = 0. Alors lim

k→∞
Λk = 0 et, par conséquent, il existe k0 ∈ IN tel que Λk est

atteinte pour tout k > k0.

Démonstration. Pour ρ > 0 fixé, on définit

λρ,k = inf
{u∈Es(Ω,D),||u||6=0}

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|u(x)− u(y)|2 dν∫

Ω

u2(x)
|x|2s + ρ

dx

,

Il est clair Λk 6 λρ,k pour tout ρ > 0. De plus, on sait que, voir [62], lim
k→∞

λρ,k = 0 et le résultat
en découle.

Dans le cas 1
2 6 s < 1, nous avons le résultat suivant.

Théorème 3.7. Supposons que s ∈
[

1
2 , 1

)
et que les hypothèses du Théorème 3.6 sont sa-

tisfaites. Supposons de plus que pour tout δ > 0, on a dist(Dk,Ω) > δ, ∀k > k0,. Alors
lim
k→∞

Λk = 0.

Notons ū ∈ Es(Ω, D), le minimum de (3.3.9) normaliser de sorte que
∫
Ω

ū2

|x|2sdx = 1, alors ū
est solution du problème au valeurs propres


(−∆)su = λ

u

|x|2s
dans Ω,

u ∈ Es(Ω, D), u > 0 dans Ω,
Bsu = 0 dans Rd\Ω.

(3.3.28)

avec λ = ΛN . Le résultat suivant montre que ΛN est une valeur propre simple isolée.

Théorème 3.8. Supposons que ΛN < Λ, alors

1. Si v est une solution du problème (3.3.28) avec λ = ΛN , alors v = Cū.
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2. Il existe ε > 0 tel que pour tout λ ∈ (ΛN ,ΛN + ε), le problème (3.3.28) n’admet pas de
solution non triviale.

Démonstration. Nous commençons par prouver le premier point. Supposons que v est une
solution telle que v 6= ū. Si v > 0, alors par l’inégalité de Picone, Théorème 3.1, on déduit que
v = Cū pour une constante C > 0.

Supposons maintenant que v changer de signe, alors en utilisant v+ (resp. v−) comme fonc-
tion test dans l’équation satisfaite par v, on obtient

ΛN

∫
Ω

v2
±(x)

|x|2s + ε
dx 6

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|v ± (x)− v ± (y)|2 dν.

Par suite, v± (resp. v−) est un minimum de (3.3.9), ainsi une solution de (3.3.28) avec λ = ΛN .
Alors il existe une constante C± > 0 tel que v± = C±ū par conséquent v = v+−v− = (C+−C−)ū.

Montrons que ΛN est isolé. Par l’absurde, supposons qu’il existe une suite {(λn, un)}n ⊂
(ΛN ,∞) × Es(Ω, D) telle que λn ↓ ΛN et un est solution du problème (3.3.28) avec λ = λn.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

∫
Ω

u2
n

|x|2sdx = 1 et λn < Λ0 < ΛN pour tout
n. Ainsi

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(un(x)− un(y))2dν = λn 6 Λ.

Comme {un}n est bornée dans Es(Ω, D) il existe û ∈ Es(Ω, D) tel que un ⇀ û faiblement dans
Es(Ω, D), un → û fortement dans Lσ(Ω) pour tout σ < 2∗ et p.p. dans Ω∪D. On peut montrer
aisément que û est solution de (3.3.28) avec λ = ΛN . En utilisant l’étape précédente, nous
obtenons l’existence d’une constante Ĉ tel que û = Ĉū.

Maintenant, en utilisant ū comme fonction test dans l’équation satisfaite par un on obtient

∫
Ω

unū

|x|2s
dx = 0 pour tout n, (3.3.29)

Par suite ∫
Ω

ûū

|x|2s
dx = 0. (3.3.30)

Comme û = Ĉū, il en résulte que Ĉ = 0, ainsi û = 0.

Utilisons un comme fonction test, par l’inégalité de Kato on obtient

(−∆)s|un| 6 λn
|un|
|x|2s

dans Ω.
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Comme λn 6 Λ0, on déduit que, voir [7],

|un(x)| 6 C|x|−α dans Bη(0) ⊂⊂ Ω, pour tout n, (3.3.31)

où α0 > 0 et Λ0 satisfont

Λ0 = Λ0(α0) =
22s Γ(N+2s+2α0

4 )Γ(N+2s−2α0
4 )

Γ(N−2s+2α0
4 )Γ(N−2s−2α0

4 )
. (3.3.32)

Comme Λ0 < Λ, alors α0 <
N−2s

2 , par suite |un|
2

|x|2s
6 C|x|−2α0−2s ∈ L1(Bη(0)). Par le Théorème

de convergence dominée on obtient

1 =
∫
Ω

u2
n

|x|2s
dx→

∫
Ω

û2

|x|2s
dx,

une contradiction avec le fait que û = 0, ce qui donne le résultat.

3.4 Problème mixte semi-linéaire avec un poids de Hardy

Dans cette section, nous allons étudier comme conséquence directe des propriétés de ΛN ,
quelques problèmes elliptiques semi-linéaires avec un terme de Hardy. Plus précisément, nous
considérons le problème


(−∆)su = λ

u

|x|2s
+ up dans Ω,

u > 0 dans Ω,
Bsu = 0 dans Rd\Ω,

(3.4.33)

où 1 < p 6 2∗ − 1 et λ < ΛN .

3.4.1 Problèmes sous-critiques, 1 < p < 2∗ − 1

Le résultat suivant est une conséquence direct d’un résultat classique de bifurcation dû a
Rabinowitz, voir [67]

Théorème 3.9. Supposons que les hypothèses ci-dessus sont vérifiées. Alors le problème
(3.4.33) admet une branche non bornée Σ de solution positive qui bifurque de (0,ΛN).



3.4. Problème mixte semi-linéaire avec un poids de Hardy 69

Supposons maintenant que λ ∈ (ΛN ,Λ). On définit par

Iλ,p = inf{φ∈Es(Ω,D),φ 6=0}

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|φ(x)− φ(y)|2 dν − λ

∫
Ω

φ2

|x|2s
dx

(∫
Ω
|φ|p+1dx

) 2
p+1

, (3.4.34)

où p ∈ (1, 2∗s − 1), on a Iλ,p < 0 et nous avons le résultat suivant.

Théorème 3.10. Supposons que λ ∈ (ΛN ,Λ) et 1 < p < 2∗s − 1. Alors Iλ,p est finie et atteinte.
Ainsi le problème 

(−∆)su+ up = λ
u

|x|2s
dans Ω,

u > 0 dans Ω,
Bsu = 0 dans Rd\Ω,

, (3.4.35)

admet une solution positive.

Démonstration. La démonstration est structurée en deux étapes.

La première étape : |Iλ,p| <∞.

Soit u ∈ Es(Ω, D) telle que
∫
Ω
|u|p+1 dx = 1, soit ψ ∈ C∞0 (Bρ(0)) une fonction cut-off telle que

0 6 ψ 6 1 et ψ = 1 dans Bρ/4(0) pour un ρ > 0 suffisamment petit, alors u = ψu+ (1−ψ)u =
u1 + u2. Comme p+ 1 > 2, alors

∫
Ω

u2

|x|2s
dx =

∫
Ω

u2
1
|x|2s

dx+ C(Ω). (3.4.36)

D’autre part on a

(u(x)− u(y))2 = (u1(x)− u1(y))2 + (u2(x)− u2(y))2

+ 2(u1(x)− u1(y))(u2(x)− u2(y)).

Donc∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2dν =
∫ ∫

DΩ
(u1(x)− u1(y))2dν +

∫ ∫
DΩ

(u2(x)− u2(y))2dν

+ 2
∫ ∫

DΩ
(u1(x)− u1(y))(u2(x)− u2(y))dν.

(3.4.37)
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Nous commençons par estimer la dernière intégrale. Par un calcul direct on obtient

∫ ∫
DΩ

(u1(x)− u1(y))(u2(x)− u2(y))dν =
∫
Ω

∫
Ω

(u1(x)− u1(y))(u2(x)− u2(y))dν

+2
∫

Ωc

∫
Ω

(u1(x)− u1(y))(u2(x)− u2(y))dν

= K1 +K2.

Prenons en considération le fait que

(
u1(x)− u1(y)

)(
u2(x)− u2(y)

)
= ψ(x)

(
1− ψ(x)

)(
u(x)− u(y)

)2

+
(

1− 2ψ(x)
)
u(y)

(
u(x)− u(y)

)(
ψ(x)− ψ(y)

)

−u2(y)
(
ψ(x)− ψ(y)

)2

,

l’inégalité de Young donne alors

K1 > −ε
∫
Ω

∫
Ω

(u(x)− u(y))2dν − C(ε)
∫
Ω

∫
Ω

u2(y)(ψ(x)− ψ(y))2dν.

Notons que

∫
Ω

∫
Ω

u2(y)(ψ(x)− ψ(y))2dν 6 C
∫
Ω

∫
Ω

u2(y)
|x− y|d+2s−2dxdy 6 C

∫
Ω

u2(y)dy 6 C(Ω),

où on a utilisé le fait que sup{x∈Ω}

∫
Ω

1
|x− y|d+2s−2dx 6 C(Ω). Ainsi

K1 > −C(Ω, ε)− ε
∫
Ω

∫
Ω

(u(x)− u(y))2dν. (3.4.38)

Nous estimons maintenant K2. On a

K2 =
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ(x)u(x)
(

(1− ψ(x))u(x)− u(y)
)
dν

=
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ(x)(1− ψ(x))u2(x)dν −
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ(x)u(x)u(y)dν
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Comme
sup

{x∈B2ρ(0)}

∫
Ωc

dy

|x− y|d+2s 6 C(Ω, B2ρ(0)), (3.4.39)

alors ∫
Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ(x)(1− ψ(x))u2(x)dν 6 C
∫
B2ρ(0)

u2(x)dx 6 C(Ω, B2ρ(0)).

Maintenant, par l’inégalité de Young et (3.4.39), on obtient

∫
Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ(x)u(x)u(y)dν 6 ε
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

u2(y)dν + C(ε)
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

ψ2(x)u2(x)dν

6 ε
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

u2(y)dν + C(Ω, B2ρ(0), ε).

Comme u2(y) 6 2(u(x)− u(y))2 + 2u2(x), alors

ε
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

u2(y)dν 6 2ε
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

(u(x)− u(y))2 dν + 2ε
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

u2(x)dν

6 2ε
∫

Ωc

∫
B2ρ(0)

(u(x)− u(y))2 dν + C(Ω, B2ρ(0), ε).

Ainsi
K2 > −2ε

∫
Ωc

∫
B2ρ(0)

(u(x)− u(y))2 dν − C(Ω, B2ρ(0), ε). (3.4.40)

En combinant les estimations (3.4.36), (3.4.37), (3.4.38) et (3.4.40), on arrive à

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2 dν − λ
∫
Ω

u2

|x|2s
dx >

(
ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(u1(x)− u1(y))2 dν − λ
∫
Ω

u2
1
|x|2s

dx

)

+ad,s2

∫ ∫
DΩ

(u2(x)− u2(y))2 dν

−3εad,s2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2 dν − C(Ω, B2ρ(0), ε).

Comme u1 ∈ Hs
0(Ω) et λ < Λ, alors

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2 dν − λ
∫
Ω

u2

|x|2s
dx > (Λ− λ)ad,s2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2 dν.
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Par suite

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2 dν − λ
∫

Ω

u2

|x|2s
dx

> C(λ,Λ)
(∫ ∫

DΩ
(u2(x)− u2(y))2 dν +

∫ ∫
DΩ

(u1(x)− u1(y))2 dν

)

−3εad,s2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2 dν − C(Ω, B2ρ(0), ε).

En choisissant ε suffisamment petit, il en résulte que

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(u(x)− u(y))2 dν − λ
∫

Ω

u2

|x|2s
dx

> C(λ,Λ, ε)
∫ ∫

DΩ
(u(x)− u(y))2 dν − C(Ω, B2ρ(0), ε).

(3.4.41)
Par conséquent |Iλ,p| <∞.

La deuxième étape : Iλ,p est atteinte. On définit

Iλ,n = inf
{φ∈Es(Ω,D),φ 6=0}

ad,s
2

∫ ∫
DΩ
|φ(x)− φ(y)|2 dν − λ

∫
Ω

φ2

|x|2s + 1
n

dx

(∫
Ω
|φ|p+1dx

) 2
p+1

,

donc Iλ,n ↓ Iλ,p quand n → ∞, par suite Iλ,n < 0 pour n > n0. Comme p + 1 < 2∗s, alors en
utilisant un argument variationnel, nous obtenons que Iλ,n est atteinte. Par suite, il existe une
suite un ∈ Es(Ω, D) vérifiant

(Pn) ≡


(−∆)sun + λ

un
|x|2s + 1

n

= Iλ,nu
p
n dans Ω,

un > 0 dans Ω,
Bsun = 0 dans Rd\Ω,

avec ‖un‖Ls(Ω) = 1 Nous affirmons que {un}n est bornée dans Es(Ω, D). En effet, comme

∫ ∫
DΩ

(un(x)− un(y))2 dν − λ
∫
Ω

u2
n

|x|2s + 1
n

dx >
∫ ∫

DΩ
(un(x)− un(y))2 dν − λ

∫
Ω

u2
n

|x|2s
dx,
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alors, par (3.4.41), on obtient

ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(un(x)− un(y))2 dν − λ
∫
Ω

u2
n

|x|2s + 1
n

dx

> C(λ,Λ, ε)
∫ ∫

DΩ
(un(x)− un(y))2 dν − C(Ω, B2ρ(0), ε).

Ainsi
∫ ∫

DΩ
(un(x)− un(y))2 dν 6 C pour tout n et l’affirmation est démontrée.

Par conséquent, nous obtenons l’existence de u0 ∈ Es(Ω, D) telle que un ⇀ u0 faiblement
dans Es(Ω, D) et fortement dans Lp+1(Ω). Alors ‖u0‖Lp+1(Ω) = 1 et donc u0 6≡ 0. Notons, de
plus, que u0 est solution faible de (3.4.35).

Nous affirmons maintenant que u2
n

|x|2s
→ u2

0
|x|2s

fortement dans L1(Ω). Posons wn = un − u0

alors wn ⇀ 0 faiblement dans Es(Ω, D) et que wn → 0 fortement dans Lp+1(Ω).

Comme dans l’étape précédente, on a

∫ ∫
DΩ

(wn(x)− wn(y))2 dν >
∫ ∫

DΩ

(
(ψwn)(x)− (ψwn)(y)

)2

dν + o(1)

et ∫
Ω

w2
n

|x|2 + 1
n

dx =
∫
Ω

(ψwn)2

|x|2 + 1
n

dx+ o(1).

En prenant en considération le fait que wn ∈ Hs
0(Ω) et en rappelant les équations satisfaites

par u0 et un, on obtient

o(1) >
ad,s
2

∫ ∫
DΩ

(wn(x)− wn(y))2 dν − λ
∫
Ω

w2
n

|x|2s
dx

>
∫ ∫

DΩ
((ψwn)(x)− (ψwn)(y))2 dν − λ

∫
Ω

(ψwn)2

|x|2s + 1
n

dx+ o(1)

> (Λ− λ)
∫
Ω

w2
n

|x|2s
dx+ o(1).

Donc
∫
Ω

w2
n

|x|2s
dx = o(1) et l’affirmation en découle. En combinant les estimations ci-dessus, nous

obtenons un → u0 fortement dans Es(Ω, D), par suite Iλ,p est atteinte par u0. Par conséquent,
cu0 est solution du problème (3.4.35), où c est une constante positive, et le Théorème est
démontré.
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3.4.2 Problème doublement critique

Dans cette section, nous étudions l’existence et la non existence du problème doublement
critique suivant 

(−∆)su = λ
u

|x|2s
+ u2∗s−1 dans Ω,

u > 0 dans Ω,
Bsu = 0 dans Rd\Ω,

(3.4.42)

où λ ∈ (0,ΛN). Si Ω = IRd, le problème (3.4.42) est lié à la constante suivante

Sλ = inf
{u∈Hs(Rd),||u||6=0, ||u||2∗s=1}

∫ ∫
DΩ
|u(x)− u(y)|2 dν − λ

∫
Ω

u2(x)
|x|2s

dx. (3.4.43)

On sait que, voir [46], la constante Sλ est indépendante de Ω et elle est atteinte si et seulement
si Ω = IRd. De la même manière, nous considérons la constante Tλ,N définie par

Tλ,N = inf
{u∈Es(Ω,D),||u||6=0, ||u||2∗s=1}

∫ ∫
DΩ
|u(x)− u(y)|2 dν − λ

∫
Ω

u2(x)
|x|2s

dx, (3.4.44)

alors si Tλ,N est atteinte alors le problème (3.4.42) possède une solution non triviale. Nous allons
montrer le résultat suivant

Théorème 3.11. Supposons que Tλ,N < min{Sλ, SN}, alors Tλ,N est atteinte. De plus, le
problème (3.4.42) admet une solution non triviale.

Démonstration. Rappelons que la constante de Sobolev SN est définie dans la Proposition 3.5.
Comme λ < ΛN , alors Tλ,N > (1− λ

ΛN )SN > 0.
Soit {un}n ⊂ Es(Ω, D) une suite minimisante de Tλ,N telle que

∫
Ω
|un|2

∗
s dx = 1, alors {un}n

est bornée dans Es(Ω, D), et

∫ ∫
DΩ
|un(x)− un(y)|2 dν − λ

∫
Ω

u2
n(x)
|x|2s

dx→ Tλ,N .

Sans perte de généralité, nous pouvons choisir un > 0 dans IRd. Ainsi, nous obtiendrons l’exis-
tence de ū ∈ Es(Ω, D) telle que un ⇀ ū faiblement dans Es(Ω, D) et, modulo une sous suite,
un → ū fortement dans Lσ(Ω) pour tout σ < 2∗s et un → ū p.p. dans Ω. En utilisant le principe
variationnel d’Ekeland on obtient


(−∆)sun − λ

un
|x|2s

= Tλ,N u
2∗s−1
n + o(1) dans Ω,

Bsun = 0 dans Rd\Ω,
(3.4.45)
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Comme ū 6= 0, alors ū est solution de (3.4.42). Montrons que ū 6= 0. En effet, supposons que
ū = 0 et soit ψ ∈ C∞0 (Bρ(0)) une fonction telle que 0 6 ψ 6 1 et ψ = 1 dans Bρ/4(0) pour
ρ > 0 suffisamment petit. Nous affirmons que

∫
Ω

(−∆)sun unψ2dx =
∫ ∫

DΩ

(
(ψun)(x)− (ψun)(y)

)2

dν + o(1). (3.4.46)

Notons que

∫
Ω

(−∆)sun unψ2dx =
∫ ∫

DΩ
(un(x)− un(y))

(
(ψ2un)(x)− (ψ2un)(y)

)
dν + o(1),

et comme

(un(x)− un(y)) ((ψun)(x)− (ψun)(y)) − ((ψun)(x)− (ψun)(y))2

= −un(x)un(y)(ψ(x)− ψ(y))2,

on obtient

∫
Ω

(−∆)sun unψ2dx =
∫ ∫

DΩ

(
(ψun)(x)− (ψun)(y)

)2

dν

−
∫ ∫

DΩ
un(x)un(y)(ψ(x)− ψ(y))2dν. (3.4.47)

Remarquons maintenant que

∫ ∫
DΩ
un(x)un(y)(ψ(x)− ψ(y))2dν =

∫
Ω

∫
Ω
un(x)un(y)(ψ(x)− ψ(y))2dν

+ 2
∫

Ωc

∫
Ω
un(x)un(y)(ψ(x)− ψ(y))2dν = K1n + 2K2n.

Nous commençons par l’estimation de K1n.

K1n = C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

un(x)un(y)
|x− y|d+2s−2dxdy

6 2C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

u2
n(x)

|x− y|d+2s−2dxdy + 2C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

u2
n(y)

|x− y|d+2s−2dxdy.

Comme supx∈Ω
∫

Ω
dy

|x−y|d+2s−2 6 C(Ω) et supy∈Ω
∫

Ω
dx

|x−y|d+2s−2 6 C(Ω), on obtient

K1n 6 4C(Ω)
∫

Ω
u2
n(x)dx = o(1).
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Maintenant, nous traitons K2n. On a

K2n =
∫

Ωc

∫
Bρ(0)

un(x)un(y)ψ2(x)dν

6

(∫
Ωc

∫
Bρ(0)

u2
n(x)dν

) 1
2
(∫

Ωc

∫
Bρ(0)

u2
n(y)dν

) 1
2

.

or
∫

Ωc

∫
Bρ(0)

u2
n(x)dν = o(1) alors en utilisant le fait que {un}n est bornée dans Es(Ω, D) et que

u2(y) 6 2(u(x)− u(y))2 + 2u2(x), on arrive à

∫
Ωc

∫
Bρ(0)

u2
n(y)dν 6 2

∫
Ωc

∫
Bρ(0)

(un(x)− un(y))2 dν + 2
∫

Ωc

∫
Bρ(0)

u2
n(x)dν

6 C.

Par conséquent K2n = o(1). En combinant l’estimation ci-dessus et en revenant à (3.4.47), il en
découle que (3.4.46) est vérifiée, ce qui montre l’affirmation. Par suite en utilisant unψ2 comme
fonction test dans (3.4.45) on déduit que

∫ ∫
DΩ

(
(ψun)(x)− (ψun)(y)

)2

dν −
∫
Ω

(ψun)2

|x|2s
dx = Tλ,N

∫
Ω

u2∗s
n ψ

2dx+ o(1)

6 Tλ,N

(∫
Ω

(ψ un)2∗sdx

) 2
2∗s

+ o(1).

Posons u1n = unψ, alors u1n ∈ Hs
0(Ω). Si pour une sous suite de {un}n, on a

∫
Ω
u

2∗s
1ndx > C, alors

Sλ 6

∫ ∫
DΩ

(u1n(x)− u1n(y))2 dν −
∫
Ω

u2
1n
|x|2s

dx

(∫
Ω

u
2∗s
1ndx

) 2
2∗s

6 Tλ,N + o(1).

Donc Sλ 6 Tλ,N ce qui est une contradiction avec l’hypothèse principale. Par suite
∫
Ω

u
2∗s
1ndx→ 0

quand n→∞ et donc
∫
Ω

u2∗s
n (1− ψ)2∗sdx→ 1 quand n→∞. Posons % = 1− ψ, on obtient

∫
Ω

(−∆)sun un%2dx =
∫ ∫

DΩ

(
(%2un)(x)− (%2un)(y)

)2

dν + o(1), (3.4.48)
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et ∫
Ω

(%un)2

|x|2s
dx = o(1).

En utilisant un%2 comme fonction test dans (3.4.45) on déduit que

∫ ∫
DΩ

(
(%2un)(x)− (%2un)(y)

)2

dν = Tλ,N

∫
Ω

u2∗s
n %

2dx+ o(1)

6 Tλ,N

(∫
Ω

(% un)2∗sdx

) 2
2∗s

+ o(1).

Posons u2n = un%, il en résulte que

SN 6

∫ ∫
DΩ

(u2n(x)− u2n(y))2 dν(∫
Ω

u
2∗s
2ndx

) 2
2∗s

6 Tλ,N + o(1).

Ainsi SN 6 Tλ,N ce qui est une contradiction. Par conséquent, u0 6= 0 et u0 est solution du
problème (3.4.42). Montrons maintenant que Tλ,N est atteinte par u0. En effet, soit

Qλ,N(u) ≡
∫ ∫

DΩ
|u(x)− u(y)|2 dν − λ

∫
Ω

u2(x)
|x|2s

dx,

comme λ < ΛN , alors Qλ,N définie une norme équivalente de Es(Ω, D), il suffit donc de montrer
que Qλ,N(un−u0)→ 0 quand n→∞. Rappelons que un ⇀ u0 faiblement dans Es(Ω, D), alors

Qλ,N(un) = Qλ,N(u0) +Qλ,N(un − u0) + o(1). (3.4.49)

De la même manière, en utilisant le Lemme de Brezis-Lieb, on obtient

||un||L2∗s (Ω) = ||u0||L2∗s (Ω) + ||un − u0||L2∗s (Ω) + o(1).
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Comme Qλ,N(un − u0) > Sλ,N ||un − u0||
2

2∗s
L2∗s (Ω), alors

Qλ,N(u0)

||u0||
2

2∗s
L2∗s (Ω)

= Qλ,N(un)−Qλ,N(un − u0) + o(1)(
||un||L2∗s (Ω) − ||un − u0||

2
2∗s
L2∗s (Ω)

) 2
2∗s

6 Sλ,N
Qλ,N(un)−Qλ,N(un − u0) + o(1)(
Q

2∗s
2
λ,N(un)−Q

2∗s
2
λ,N(un − u0) + o(1)

) 2
2∗s

.
(3.4.50)

Si lim supn→∞Qλ,N(un − u0) 6= 0, par (3.4.49), on arrive à

lim sup
n→∞

Qλ,N(un − u0) = Sλ,N −Qλ,N(u0).

revenons à (3.4.50), il en résulte

Sλ,N 6
Qλ,N(u0)

||u0||
2

2∗s
L2∗s (Ω)

< Sλ,N ,

une contradiction. Par conséquent lim sup
n→∞

Qλ,N(un − u0) = 0 et alors u0 est un minimum
Tλ,N .



Chapitre 4

Sur la conjecture de Lazer-McKenna

fractionnaire

Ce chapitre est le développement de l’article [4]

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude d’un problème de type Ambrosetti-Prodi dans un cadre
fractionnaire. Autrement dit, nous considérons le problème

 (−∆)su = g(u)− σφ1 dans Ω,
u = 0 dans RN \ Ω,

(4.1.1)

où (−∆)s est le Laplacien fractionnaire défini par

(−∆)su(x) := aN,s P.V.
∫
RN

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy, s ∈ (0, 1), (4.1.2)

avec
aN,s =

(∫
RN

1− cos(ξ1)
|ξ|N+2s dξ

)−1

= 22s−1π−
N
2

Γ(N+2s
2 )

|Γ(−s)| , (4.1.3)

est une constante de normalisation, Ω ⊂ RN est un domaine Lipschitzien borné, σ > 0 et φ1 la
première fonction propre positive du Laplacien fractionnaire avec condition de Dirichlet, g est
continue sur R et satisfait

lim
t→+∞

g(t)
t

= µ > λ1 > lim
t→−∞

g(t)
t

= η.
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Notre objectif est de comprendre la structure de l’ensemble de solutions quand σ est assez
grand. Nos résultats donnent une réponse affirmative à une conjecture dû a Lazer et Mackenna,
un résultat qui montre l’existence d’une infinité de solutions lorsque σ → ∞. Nous étudions
dans ce qui suit le cas où g(u) = |u|p avec p ∈ (1, 2 ∗s−1) avec 2∗s = 2N

N−2s . Autrement dit, nous
considérons le problème

 (−∆)su = |u|p − σφ1 dans Ω,
u = 0 dans RN \ Ω.

(4.1.4)

Posons wε = −σ−
1
pu et ε2s = σ−

p−1
p , alors wε est solution de

 ε2s(−∆)swε + wpε = φ1 dans Ω,
wε = 0 dans RN \ Ω.

(4.1.5)

Les résultats de ce chapitre sont les suivants :

Un premier résultat d’existence

Théorème 4.1. Pour tout ε > 0 et p ∈ (1, 2∗s − 1), le problème (4.1.5) possède une solution
unique wε de sort que 0 < wε < φ

1
p

1 , de plus, si ε1 < ε2 alors wε2 6 wε1 .

Une description exacte du comportement asymptotique de wε quand ε tend vers 0.

Théorème 4.2. Soit wε la solution de (4.1.5) obtenu ci-dessus, alors nous avons

wε → φ
1
p

1 quand ε→ 0 (4.1.6)

uniformément sur chaque compact de Ω et

wε = φ
1
p

1 + ε2s−(−∆)sφ
1
p

1

φ
p−1
p

+ o(ε2s) (4.1.7)

où ε−2so(ε2s)→ 0 quand ε→ 0 uniformément sur chaque compact de Ω.

Un résultat de multiplicité de solutions qui donne une réponse positive à la conjecture de
Lazer-Mackenna dans le cas fractionnaire. Soit u une solution du problème (4.1.4), posons
ǔε = −σ−

1
pu avec ε2s = σ−

p−1
p , alors ǔε est solution du problème (4.1.5). Posons maintenant
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v = wε − ǔε, alors v satisfait
 ε2s(−∆)sv + pwp−1

ε v = fε(x, v) dans Ω,
v = 0 dans RN \ Ω,

(4.1.8)

où
fε(x, t) = |t− wε|p − wpε + pwp−1

ε t. (4.1.9)

Le problème (4.1.8) admet une structure variationnelle dont la fonctionnelle d’énergie est donnée
par

Iε(v) : = 1
2

∫
RN
ε2s|(−∆) s2v|2 dx+ p

∫
Ω
wp−1
ε v2dx−

∫
Ω
Fε(x, v)dx

= ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|v(x)− v(y)|2
|x− y|N+2s dx dy + p

∫
Ω
wp−1
ε v2dx−

∫
Ω
Fε(x, v)dx,

(4.1.10)

où

Fε(x, t) :=
∫ t

0
fε(x, r)dr = 1

p+ 1 |t− wε|
p(t− wε) + 1

p+ 1w
p+1
ε − wpεt+ p

2w
p−1
ε t2. (4.1.11)

Théorème 4.3. Soit k > 0 un entier positif. Alors il existe ε0 > 0, tel que pour tout ε ∈ (0, ε0)
le problème (4.1.8) admet une solution qui s’écrit sous la forme

uε =
k∑
j=1

ūε,ξj + wε,ξ,

où wε,ξ ∈ Hs
0(Ω) satisfait

‖wε,ξ‖ε = o(1) quand ε→ 0,

et |ξε,i − ξε,j|
ε

→∞ quand ξε,j, ξε,i → ξ∗j ∈ Ω avec φ1(ξ∗j ) = max
z∈Ω

φ1(z).

où

‖u‖ε =
√
〈u, u〉ε avec 〈u, v〉ε =

∫
RN

(
ε2s(−∆) s2u(−∆) s2v + pwp−1

ε uv

)
dx. (4.1.12)

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 4.2 on démontre deux résultats impor-
tants, à savoir le Théorème 4.1 qui donne l’existence des solutions négatives dont l’existence est
cruciale pour la constructions des solutions multi-pics et le Théorème 4.2 qui donne le compor-
tement asymptotique des solutions négatives. La section 4.3 sera consacrée à la démonstration
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du Théorème 4.3. Nous donnons dans un premier temps certaines propriétés du profil limite et
de l’opérateur linéarisé autour du profil. Ensuite, nous montrons quelques lemmes techniques
dans la sous-section 4.3.3, et dans la section 4.3.5 nous développons la méthode de réduc-
tion et nous complétons la preuve du Théorème 4.3. Finalement, en appendice, nous prouvons
quelques propriétés utiles du profil U , solution du problème (4.3.19), comme l’unicité et la
non-dégénérescence.

4.2 Preuve du Théorème 4.1 et 4.2

Rappelons que le problème que nous allons étudier est le suivant
 (−∆)su = |u|p − σφ1 dans Ω,

u = 0 dans RN \ Ω,
(4.2.13)

où σ > 0 et 1 < p < 2∗s − 1. Posons wε = −σ−
1
pu et ε2s = σ−

p−1
p , alors wε est solution de

 ε2s(−∆)swε + wpε = φ1 dans Ω,
wε = 0 dans RN \ Ω.

(4.2.14)

4.2.1 Preuve du Théorème 4.1

Pour montrer l’existence, nous allons utiliser un argument de sur et sous solution. il est
clair que ϑ ≡ 0 est une sous solution stricte du problème(4.2.14). Posons ϑ ≡ φ

1
p

1 , alors, comme
p > 1, En utilisant une inégalité de type de Kato, voir [35], [33], nous obtenons

ε2s(−∆)sφ
1
p

1 > ε2s1
p
φ

1
p
−1

1 (−∆)sφ1

>
λ1

p
ε2sφ

1
p

1 > 0 = φ1 − (φ
1
p

1 )p.

Par suite
ε2s(−∆)s(φ

1
p

1 ) + (φ
1
p

1 )p > φ1.

Ainsi ϑ est une sur-solution du problème (4.2.14) et ϑ < ϑ dans Ω. Posons H(x, s) = φ1(x)−sp,
alors H et décroissante sur l’ensemble [0, φ

1
p

1 ] et par un argument de sous et sur-solution nous
obtenons l’existence d’une solution wε de (4.2.14) de plus 0 < wε < φ

1
p

1 . Nous affirmons que
cette solution est unique. En effet, si w1, w2 sont deux solutions de (4.2.14), alors w1 − w2 est
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solution de
ε2s(−∆)s(w1 − w2) + wp1 − w

p
2 = 0, w1 − w2 ∈ Hs

0(Ω).

En utilisant (w1 − w2)+ comme fonction test, il en résulte que (w1 − w2)+ = 0, de la même
manière (w2−w1)+ = 0. Ce qui montre l’affirmation. Remarquons de plus que si ε1 < ε2, alors
wε1 est une sur-solution de (4.2.14) avec ε = ε2, ainsi wε2 6 wε1 par construction. Notons que
wε est un point critique de la fonctionnelle Jε définie par

Jε(w) = ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|w(x)− w(y)|2
|x− y|N+2s dx dy −

∫
Ω
H(x,w)dx

où H(x, t) =
∫ t

0 h(x, τ)dτ et

h(x, t) =


0 si t > φ

1
p

1 ,

φ1(x)− tp si 0 6 t < φ
1
p

1 ,

φ1(x) si t < 0.

Plus précisément wε est un minimum global de Jε. Notons aussi que φ
1
p

1 est un "falling zero"
de h dans le sens où h(x, φ

1
p

1 ) = 0 et la dérivée à gauche de h par rapport à t au point φ
1
p

1 est
négative.

4.2.2 Preuve du Théorème 4.2

Comme 0 6 wε 6 φ
1
p

1 et du fait que la suite {wε}ε est croissante quand ε ↓ 0, nous pouvons
montrer que wε → φ

1
p

1 quand ε ↘ 0 fortement dans Lq(Ω) pour tout q < ∞. De plus, comme
||wε||L∞(Ω) 6 C, où C est une constante indépendante de ε et par les mêmes arguments que ceux
introduits dans [55], il en découle que wε converge, quand ε tend vers 0, vers φ

1
p

1 uniformément
sur tout compact de Ω.
Fixons maintenant x0 ∈ Ω et soit δ > 0 suffisamment petit de sorte que Bδ(x0) ⊂⊂ Ω. Soit
w̃ ∈ Hs

0(Ω) telle que w̃ − wε ∈ Hs
0(Bδ(x0)), alors w̃ = wε dans RN\Bδ(x0). Comme wε est un

minimum global de Jε, alors Jε(wε) 6 Jε(w̃), ainsi

ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|wε(x)− wε(y)|2
|x− y|N+2s dx dy −

∫
Bδ(x0) H(x,wε)dx

6 ε2saN,s
2

∫∫
DΩ
|w̃(x)−w̃(y)|2
|x−y|N+2s dx dy −

∫
Bδ(x0) H(x, w̃)dx.

(4.2.15)



84 Chapitre 4. Sur la conjecture de Lazer-McKenna fractionnaire

Remarquons que
DΩ = DBδ(x0) ∪ A ∪B ∪ C,

avec
A = Ω \Bδ(x0)× Ω \Bδ(x0), B = Ω \Bδ(x0)× CΩ

et
C = CΩ× Ω \Bδ(x0).

par suite

∫∫
DΩ

|wε(x)− wε(y)|2
|x− y|N+2s dx dy =

∫∫
DBδ(x0)

|wε(x)− wε(y)|2
|x− y|N+2s dx dy

+
∫∫

DΩ\DBδ(x0)

|wε(x)− wε(y)|2
|x− y|N+2s dx dy

=
∫∫

DBδ(x0)

|wε(x)− wε(y)|2
|x− y|N+2s dx dy

+
∫∫

DΩ\DBδ(x0)

|w̃(x)− w̃(y)|2
|x− y|N+2s dx dy.

En remplaçant dans (4.2.15), nous obtenons

ε2saN,s
2

∫∫
DBδ(x0)

|wε(x)− wε(y)|2
|x− y|N+2s dx dy −

∫
Bδ(x0)

H(x,wε)dx

6
ε2saN,s

2

∫∫
DBδ(x0)

|w̃(x)− w̃(y)|2
|x− y|N+2s dx dy

−
∫
Bδ(x0)

H(x, w̃)dx.

(4.2.16)

Posons vε = wε − φ
1
p

1 et w = w̃ − φ
1
p

1 , alors vε = w dans RN\Bδ(x0). Par (4.2.16), nous aurons

ε2saN,s
2

∫∫
DBδ(x0)

|vε(x)− vε(y)|2
|x− y|N+2s dx dy

+ε2saN,s

∫∫
DBδ(x0)

(vε(x)− vε(y))(φ
1
p

1 (x)− φ
1
p

1 (y))
|x− y|N+2s dx dy −

∫
Bδ(x0)

H(x, vε + φ
1
p

1 )dx

6
ε2saN,s

2

∫∫
DBδ(x0)

|w(x)− w(y)|2
|x− y|N+2s dx dy

+ε2saN,s

∫∫
DBδ(x0)

(w(x)− w(y))(φ
1
p

1 (x)− φ
1
p

1 (y))
|x− y|N+2s dx dy −

∫
Bδ(x0)

H(x,w + φ
1
p

1 )dx,

(4.2.17)
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et comme

∫∫
DBδ(x0)

(vε(x)− vε(y))(φ
1
p

1 (x)− φ
1
p

1 (y))
|x− y|N+2s dx dy =

∫∫
DΩ

(vε(x)− vε(y))(φ
1
p

1 (x)− φ
1
p

1 (y))
|x− y|N+2s dx dy

−
∫∫

DΩ\DBδ(x0)

(vε(x)− vε(y))(φ
1
p

1 (x)− φ
1
p

1 (y))
|x− y|N+2s dx dy

=
∫

Ω
vε(−∆)sφ

1
p

1 dx

−
∫∫

DΩ\DBδ(x0)

(w(x)− w(y))(φ
1
p

1 (x)− φ
1
p

1 (y))
|x− y|N+2s dx dy,

alors en utilisant (4.2.17), il en résulte que

ε2saN,s
2

∫∫
DBδ(x0)

|vε(x)− vε(y)|2
|x− y|N+2s dx dy + ε2s −

∫
Bδ(x0)

(
H(x, vε + φ

1
p

1 )dx− ε2svε(−∆)sφ
1
p

1

)
dx

6
ε2saN,s

2

∫∫
DBδ(x0)

|w(x)− w(y)|2
|x− y|N+2s dx dy −

∫
Bδ(x0)

(
H(x,w + φ

1
p

1 )dx− ε2sw(−∆)sφ
1
p

1

)
dx.

(4.2.18)
Ainsi vε est un minimum de la fonctionnelle

J̃ε(w) = ε2saN,s
2

∫∫
DBδ(x0)

|w(x)− w(y)|2
|x− y|N+2s dx dy −

∫
Ω

(
H(x,w + φ

1
p

1 )dx− ε2sw(−∆)sφ
1
p

1

)

sur l’ensemble
{
w ∈ Hs

0(Ω) : w−vε ∈ Hs
0(Bδ(x0))

}
. Posons h1(x, t) = h(x, t+φ

1
p

1 )−ε2s(−∆)sφ
1
p

1 ,

alors par le même argument de [37], h1 admet un "falling zero" tε avec

tε =
(
φ1 − ε2s(−∆)sφ

1
p

1

) 1
p

− φ
1
p

1 = ε2s
(
−(−∆)sφ

1
p

1

φ
p−1
p

+ o(1)
)
.

On conclut alors que

vε = ε2s
(
−(−∆)sφ

1
p

1

φ
p−1
p

+ o(1)
)

ce qui montre le résultat.

4.3 Preuve du Théorème 4.3

Dans cette section, nous allons démontrer le Théorème 4.3. Nous allons commencer par
donner quelques propriétés du profile limite U et de l’opérateur linéarisé en U . Nous prouvons
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ensuite quelques lemmes techniques qui seront utilisés par la suite pour démontrer le Théorème
4.3. Rappelons tout d’abord quelques inégalités algébriques très utiles qui seront utilisées dans
le reste du chapitre, voir [19] et [40] pour la preuve.

Lemme 4.1. Soit α > 0, alors il existe une constante C ≡ C(α) > 0, telle que pour tous
a, b ∈ R+, on a

|(a+ b)α − aα − αaα−1b| 6 C(b2 + aα−2 inf(a2, b2)),

|aα − bα| 6 |a− b|min(α,1).

Lemme 4.2. Pour tout α > 0, il existe une constante C ≡ C(α, n) > 0, telle que pour tout
(a1, ..., an) ∈ Rn, ∣∣∣∣| n∑

j=1
ai|α −

n∑
j=1
|ai|α

∣∣∣∣ 6 C
(∑
i 6=j
|ai|α−1 inf(|ai|, |bj|)

)
.

4.3.1 Propriétés du profile limite

Cette sous-section sera consacrée à donner quelques propriétés de la solution du problème
limite suivant 

(−∆)sU = |U − 1|p − 1, U > 0 dansRN ,
U(0) = max

y∈RN
U(y),

U ∈ Hs(RN).

(4.3.19)

Nous donnons d’abord la définition d’une solution d’état fondamental.

Définition 4.1. On dit que 0 � Us ∈ Hs(RN) est un état fondamental du problème (??) si Us
est solution de (??) et l’opérateur linéarisé en Us, L := (−∆)s− p|Us− 1|p−2(Us− 1), admet un
indice de Morse égal à 1 ; autrement dit L admet une seul valeur propre strictement négative.

Dans le théorème suivant nous donnons l’existence, l’unicité ( modulo une translation) et
la non-dégénérescence des solutions du problème (4.3.19).

Théorème 4.4. Soit 1 < p < 2∗s − 1, alors le problème (4.3.19) admet un état fondamental
unique U radial et strictement décroissant par rapport a |x|. De plus, U ∈ Hs(RN)∩L∞(RN)∩
C2,γ(RN) pour un γ ∈ (0, 1) et satisfait

|U(x)| 6 C

1 + |x|N+2s , ∀x ∈ R
N . (4.3.20)
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De plus, U est non dégénéré dans le sens où l’opérateur linéaire défini par

L := (−∆)s − p|U − 1|p−2(U − 1) (4.3.21)

satisfait
kerL ∩ L2(RN) = Span

{
∂U

∂x1
, ...,

∂U

∂xN

}
.

La preuve du Théorème 4.4 est donnée en appendice. Nous utiliserons les mêmes arguments
développés dans [52]. Cependant, nous devons surmonter plusieurs difficultés techniques dues
à la non homogénéité de la non-linéarité. Posons Uε,x(y) := U(y−x

ε
), x, y ∈ RN et fixons ξ ∈ Ωk,

définissons les fonctions Zji par

Zji =
∂Uε,ξj
∂ξji

, où i = 1, ..., N et j = 1, ...k. (4.3.22)

Nous avons alors les résultats suivants.

Lemme 4.3. Il existe une constante positive C tel que, pour tout i = 1, ..., N et j = 1, ...k

|Zji| 6 C
1
ε

∣∣∣∣∣x− ξjε

∣∣∣∣∣
−µ1

avec
∣∣∣∣∣x− ξjε

∣∣∣∣∣ > 1, (4.3.23)

où µ1 = min{N + 2s+ 1, p(N + 2s)}.

Démonstration. Notons Uξj(x) = U(x− ξj), alors

Uε,ξj(x) = U ξj
ε

(x
ε

).

Utilisons (4.3.22), nous obtenons

Zji(x) = 1
ε

∂U ξj
ε

∂ξji
(x
ε

).

Maintenant, par les mêmes arguments que ceux de [40], on obtient

|Zji| 6 C
1
ε

∣∣∣∣∣x− ξjε

∣∣∣∣∣
−min{N+2s+1, p(N+2s)}

.

D’où le résultat.

En utilisons les mêmes arguments utilisés dans la démonstration du lemme 5.3 de [40], nous
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pouvons aussi démontrer le lemme,

Lemme 4.4. Il existe une constante positive C telle que , pour tout i = 1, ..., N et j = 1, ...k

|∇Zji| 6 C
1
ε2

∣∣∣∣∣x− ξjε

∣∣∣∣∣
−µ2

avec
∣∣∣∣∣x− ξjε

∣∣∣∣∣ > 1, (4.3.24)

où µ2 = min{N + 2s+ 2, p(N + 2s)}.

En utilisant la définition de Uε,ξj et Zji, nous pouvons démontrer la propriété d’orthogonalité
suivante, voir par exemple Lemme 5.5 dans [40] et [39].

Lemme 4.5. Pour tout i,m = 1, ..., Net j, l = 1, ...k, les fonctions Zji satisfont,

∫
RN
ZjiZlm = εN−2αδjlδim, (4.3.25)

où α est une constante positive indépendante de ε.

Par conséquent, on a le corollaire suivant.

Corollaire 4.1. Pour tout i,m = 1, ..., N et j, l = 1, ...k, les fonctions Zji satisfait

∫
Ω
ZjiZlm = εN−2αδjlδim +O(εν), (4.3.26)

où ν = 2ν1 avec ν1 = min{N + 2s, p(N + 2s)− 1}.

Démonstration. On a

∫
Ω
ZjiZlm =

∫
RN
ZjiZlm −

∫
RN\Ω

ZjiZlm

= εN−2αδjlδim −
∫
RN\Ω

ZjiZlm.

Ainsi, par (4.3.23), la dernière intégrale peut être estimée comme suit

∣∣∣∣∣
∫
RN\Ω

ZjiZlm

∣∣∣∣∣ 6 C
1
ε2

∫
RN\Ω

∣∣∣∣∣x− ξjε

∣∣∣∣∣
−µ1

∣∣∣∣∣x− ξlε

∣∣∣∣∣
−µ1

6 Cεν .

Cela donne le résultat désiré.
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4.3.2 Construction de la solution approximante

Soit U l’unique solution radiale du problème (4.3.19). Posons

Uε,ξj(y) = U(y − ξj
ε

)

et ūε,ξj la solution du problème

 ε2s(−∆)su+ pu = |Uε,ξj − 1|p − 1 + pUε,ξj , dans Ω,
u = 0 dans RN \ Ω.

(4.3.27)

Dans ce qui suit, nous donnons quelques estimations sur la solution approximative, ūε,ξj , qui
seront utiles lors de l’application de la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt.

Lemme 4.6. Posons ηε,ξj = Uε,ξj − ūε,ξj , on a

|ηε,ξj(x)| 6 CεN+2s (4.3.28)

où C est une constante strictement positive.

Démonstration. On peut voir facilement qu’à partir de (4.3.19) et (4.3.27), ηε,ξj satisfait

 ε2s(−∆)sηε,ξj + pηε,ξj = 0, dans Ω,
ηε,ξj = Uε,ξj dans RN \ Ω.

(4.3.29)

En utilisant 4.3.20, on obtient |ηε,ξj | = |Uε,ξj | 6 CεN+2s dans RN \ Ω. Ainsi, par le principe de
maximum, |ηε,ξj | 6 CεN+2s dans RN .

Lemme 4.7. L’estimation suivante est vérifiée. Pour tout x ∈ Ω
∣∣∣∣∣∂Uε,ξj∂ξji

(x)−
∂ūε,ξj
∂ξji

(x)
∣∣∣∣∣ 6 Cεν1 (4.3.30)

où C est une constante strictement positive et ν1 = min{N + 2s, p(N + 2s)− 1}.

Démonstration. En utilisant les mêmes notations que dans le lemme 4.6,
∂ηε,ξj
∂ξji

satisfait


ε2s(−∆)s

∂ηε,ξj
∂ξji

+ p
∂ηε,ξj
∂ξji

= 0, dans Ω,
∂ηε,ξj
∂ξji

= −
∂Uε,ξj
∂xi

dans RN \ Ω.
(4.3.31)
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Par suite, par (4.3.23), on obtient
∣∣∣∣∣∂ηε,ξj∂ξji

∣∣∣∣∣ 6 Cεν1 dans RN \ Ω. Le principe de maximum nous
donne, ∣∣∣∣∣∂ηε,ξj∂ξji

∣∣∣∣∣ 6 Cεν1 dans RN

ce qui prouve le résultat.

Corollaire 4.2.

〈
∂ūε,ξj
∂ξji

,
∂ūε,ξl
∂ξlm

〉ε = εN−2Cδjlδim +O(εν), (4.3.32)

où ν est comme dans le corollaire 4.1.

Démonstration. Notons, pour simplifier les notations, par

z̄ji(x) =
∂ūε,ξj
∂ξji

(x).

Par (4.3.27), il découle que z̄ji est solution de

 ε2s(−∆)sz̄ji + pz̄ji = p|Uε,x − 1|p−1Zji − 1 + pZji, dans Ω,
z̄ji = 0 dans RN \ Ω.

(4.3.33)

Utilisons z̄lm comme fonction test dans l’équation précédente, on obtient

〈z̄ji, z̄lm〉ε =
∫

Ω

(
|Uε,ξj − 1|p−1Zjiz̄lm + p(1 + wp−1

ε )Zjiz̄lm
)
dx.

Maintenant, en utilisant (4.3.26) et (4.3.30) on déduit,

〈z̄ji, z̄lm〉ε = CεN−2δjlδim +O(εν),

où C est une constante positive indépendante de ε.

En utilisant les mêmes notations que dans la preuve précédente, nous obtenons le résultat
suivant.

Lemme 4.8. Pour tout i = 1, ..., N et j = 1, ...k, l’estimation suivante est vérifiée. Pour tous
x ∈ Ω

|∇Zji(x)−∇z̄ji(x)| 6 Cεν2 (4.3.34)

où C est une constante positive et ν2 = min{N + 2s, p(N + 2s)− 2}.
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La preuve utilise les mêmes arguments que ceux utilisés dans la preuve du Lemme 4.7, en
utilisant (4.3.24) au lieu de (4.3.23).

Corollaire 4.3. Pour tout i,m = 1, ..., N et j = 1, ...k, on a
∥∥∥∥∥ ∂z̄ji∂ξjm

∥∥∥∥∥
ε

= o(εmin{N−4, ν2}). (4.3.35)

Démonstration. Par (4.3.33), on remarque que ∂z̄ji
∂ξjm

est solution de


ε2s(−∆)s ∂z̄ji

∂ξjm
+ p

∂z̄ji
∂ξjm

= p
∂

∂ξjm
(|Uε,x − 1|p−1Zji) + p

∂Zji
∂ξjm

, dans Ω,
∂z̄ji
∂ξjm

= 0 dans RN \ Ω.
(4.3.36)

Utilisons ∂z̄ji
∂ξjm

comme fonction test dans l’équation précédente et rappelons (4.3.34), nous
obtenons

∫
Ω

(
ε2s(−∆)s ∂z̄ji

∂ξjm

∂z̄ji
∂ξjm

+ p
∂z̄ji
∂ξjm

2)
dx =

∫
Ω

(
p

∂

∂ξjm
(|Uε,x − 1|p−1Zji) + p

∂Zji
∂ξjm

)
∂z̄ji
∂ξjm

dx

=
∫

Ω

(
ε2s(−∆)s ∂Zji

∂ξjm

∂Zji
∂ξjm

+ p

(
∂Zji
∂ξjm

)2 )
dx+ o(εν2)

6
∫
RN

(
ε2s(−∆)s ∂Zji

∂ξjm

∂Zji
∂ξjm

+ p

(
∂Zji
∂ξjm

)2 )
dx+ o(εν2)

= εN−4
∫
RN

(
ε2−2s(−∆)s ∂2U

∂yi∂ym

∂2U

∂yi∂ym

+p
(

∂2U

∂yi∂ym

)2 )
dy + o(εν2)

6 εN−4
∫
RN

(
(−∆)s ∂2U

∂yi∂ym

∂2U

∂yi∂ym

+p
(

∂2U

∂yi∂ym

)2 )
dy + o(εν2)

où nous avons utilisé le changement de variable y = x−ξj
ε

dans les deux dernières étapes. Par
conséquent ∫

Ω
ε2s(−∆)s ∂z̄ji

∂ξjm

∂z̄ji
∂ξjm

+ p

(
∂z̄ji
∂ξjm

)2

dx 6 CεN−4 + o(εν2). (4.3.37)
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Maintenant rappelons que wε 6 φ
1
p

1 et par le fait que max
x∈Ω

φ(x) = 1, il en découle,

∥∥∥∥∥ ∂z̄ji∂ξjm

∥∥∥∥∥
ε

6
∫

Ω

(
ε2s(−∆)s ∂z̄ji

∂ξjm

∂z̄ji
∂ξjm

+ p

(
∂z̄ji
∂ξjm

)2 )
dx = o(εmin{N−4, ν2}),

ce qui donne le résultat.

La preuve du Théorème 4.3 sera obtenue en combinant plusieurs Lemmes et estimations
techniques.

4.3.3 Quelques lemmes techniques

Dans ce qui suit nous montrons quelques résultats techniques qui seront très utiles par
la suite. Le résultat suivant est utilisé pour montrer l’existence des solutions avec un pic au
voisinage d’un point intérieur, un point maximum local de φ1, de Ω.

Lemme 4.9. Soit wε l’unique solution positive du problème (4.2.14), on considère le problème
de valeur propre suivant

 ε2s(−∆)sv + pwp−1
ε v = λv dans Ω,

v = 0 dans RN \ Ω.
(4.3.38)

Posons

λ1 = inf
{ϕ∈Hs

0(Ω)}

ε2s||ϕ||2Hs
0(Ω) + p

∫
Ω
wp−1
ε ϕ2dx∫

Ω
ϕ2dx

,

alors λ1 > C(p) > 0 pour tout ε > 0.

Démonstration. Rappelons que wε = −σ−
1
pu est solution de (4.2.14), que wpε 6 φ1 et wε →

φ
1
p

1 quand ε→ 0 uniformément sur chaque compact de Ω. Ainsi

λ1 = inf
ϕ∈C∞0 (Ω)

ε2s||ϕ||2Hs
0(Ω) + p

∫
Ω
wp−1
ε ϕ2dx∫

Ω
ϕ2dx

.

Soit ϕ ∈ C∞0 (Ω), en utilisant le fait que wε > 0 et l’inégalité Picone, voir Lemme 1.1, on obtient

ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2
|x− y|N+2s dx dy >

∫
Ω

ε2s(−∆)swε
wε

ϕ2dx.
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Par suite
ε2saN,s

2

∫∫
DΩ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2
|x− y|N+2s dx dy +

∫
Ω
wp−1
ε ϕ2dx >

∫
Ω

φ1

wε
ϕ2dx.

Ce qui donne

ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2
|x− y|N+2s dx dy + p

∫
Ω
wp−1
ε ϕ2dx > (p− 1)

∫
Ω
wp−1
ε ϕ2dx+

∫
Ω

φ1

wε
ϕ2dx

>
∫

Ω

(
(p− 1)wp−1

ε + 1

w
p−1
p

ε

)
ϕ2dx.

En utilisant le fait que

(p− 1)ap−1 + 1
a
p−1
p

> min
{σ>0}

{
(p− 1)σp−1 + 1

σ
p−1
p

}
= C(p) > 0,

Il en découle

ε2saN,s
2

∫∫
DΩ

|ϕ(x)− ϕ(y)|2
|x− y|N+2s dx dy + p

∫
Ω
wp−1
ε ϕ2dx > C(p)

∫
Ω
ϕ2dx.

Par conséquent λ1 > C(p), ce qui donne le résultat.

Remarque. Le résultat démontré dans le lemme précédent est plus fort que celui obtenu
dans [37], où il a été prouvé que la constante C dépend aussi de ε.
Rappelons que

〈u, v〉ε =
∫
RN

(
ε2s(−∆) s2u(−∆) s2v + pwp−1

ε uv

)
dx, et ‖u‖ε =

√
〈u, u〉ε,

On définit l’espace de configuration par,

Λε,k =
{
ξ = (ξ1, ..., ξk) ∈ Ωk : 1− φ1(ξj) 6 ετ , j = 1, ..., k, et

U( |ξi − ξj|
ε

) 6 ετ , i 6= j

}
(4.3.39)

où τ = q
2(k+1) et q = min(1, p − 1). Notons H le complété de C∞0 (Ω) par rapport à la norme

‖ . ‖ε définie dans (4.1.12). Notons que pour tout u, v ∈ H, on a

∫
Ω

(
ε2sv(−∆)su+ pwp−1

ε uv

)
dx =

∫
RN

(
ε2s(−∆) s2u(−∆) s2v + pwp−1

ε uv

)
dx.
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Ainsi ∫
Ω

(
ε2su(−∆)su+ pwp−1

ε uu

)
dx = ||u||2ε,

cela justifie en quelque sorte notre choix de la norme ‖ . ‖ε. Définissons maintenant l’espace

Eε,ξ,k =
{
w ∈ H : 〈w,

∂ūε,ξj
∂ξj,l

〉ε = 0, l = 1, ..., N, j = 1, ..., k
}
. (4.3.40)

Lemme 4.10. Posons

Lε,ξ(w) =
k∑
j=1
〈ūε,ξj , w〉ε −

∫
Ω
fε(x,

k∑
j=1

ūε,ξj)w dx. (4.3.41)

Alors Lε,ξ est une forme linéaire continue sur de Eε,ξ,k. De plus,

‖Lε,ξ‖ = ε
N
2 O

 k∑
j=1

(1− φ
1
p

1 (ξj))q +
∑
j 6=i

U q( |ξi − ξj|
ε

) + ε2s

 ,
où q = min(1, p− 1). En particulier, il existe lε,ξ ∈ Eε,ξ,k telle que

Lε,ξ(w) = 〈lε,ξ, w〉ε, ∀w ∈ Eε,ξ,k.

Démonstration. Posons
f̄(t) = |t− 1|p − 1 + pt, (4.3.42)

en utilisant (4.3.27), on obtient

Lε,ξ(ω) = p
k∑
j=1

∫
Ω

(wp−1
ε − 1)ūε,ξjω −

∫
Ω

(
fε

(
y,

k∑
j=1

ūε,ξj

)
−

k∑
j=1

f̄(Uε,xj)
)
ω

= L1
ε,ξ(ω)− L2

ε,ξ(ω).

On commence par estimer L1
ε,ξ(ω). Par (4.1.7) et l’inégalité de Hölder, on obtient

Lε,ξ(ω) = p
k∑
j=1

∫
Ω

(φ
p−1
p

1 − 1)ūε,ξjω + ε
N
2 O(ε2s)

[ ∫
Ω
ω2
] 1

2

= p
k∑
j=1

[ ∫
Ω

(φ
p−1
p

1 − 1)2ū2
ε,ξj

] 1
2
[ ∫

Ω
ω2
] 1

2
+ ε

N
2 O(ε2s)

[ ∫
Ω
ω2
] 1

2
.

Maintenant, en utilisant le Lemme 4.1 avec a = φ
1
p

1 , b = 1 et en rappelant le Lemma 4.6, il en
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découle que

Lε,ξ(ω) = p
k∑
j=1

[ ∫
Ω

(φ
1
p

1 − 1)2 min(p−1,1)U2
ε,ξj

] 1
2
[ ∫

Ω
ω2
] 1

2

+ ε
N
2 O(ε2s)

[ ∫
Ω
ω2
] 1

2

= pε
N
2

k∑
j=1

[ ∫
Ωε,ξ

(φ
1
p

1 (εy + ξj)− 1)2qU(y)2 dy
] 1

2
[ ∫

Ω
ω2
] 1

2
+ ε

N
2 O(ε2s)

[ ∫
Ω
ω2
] 1

2
,

où x = εy + ξj, Ωε,ξ = Ω−ξj
ε

et q = min(p− 1, 1). Par suite

L1
ε,ξ(ω) = pε

N
2

k∑
j=1

[
(φ

1
p

1 (ξj)− 1)2q
∫
RN
U(y)2 dy

] 1
2
[ ∫

Ω
ω2
] 1

2
+ ε

N
2 O(ε2s)

[ ∫
Ω
ω2
] 1

2

= ε
N
2 O

( k∑
j=1

(φ
1
p

1 (ξj)− 1)q + ε2s
)[ ∫

Ω
ω2
] 1

2

= ε
N
2 O

( k∑
j=1

(φ
1
p

1 (ξj)− 1)q + ε2s
)
‖ω‖2.

Nous estimons maintenant L2
ε,ξ(ω). En utilisant (4.3.28) on obtient

L2
ε,ξ(ω) =

∫
Ω

(fε(y,
k∑
j=1

Uε,ξj)−
k∑
j=1

f̄(Uε,xj))ω dx+ ε
N
2 O(ε2s)

[∫
Ω
ω2
] 1

2
.

Par le Lemme 4.1 et le Lemme 4.2, on arrive à

L2
ε,ξ(ω) = C

∫
Ω

(
(
k∑
j=1

Uε,ξj)p −
k∑
j=1

Up
ε,ξj

+ (
k∑
j=1

Uε,ξj)2 −
k∑
j=1

U2
ε,ξj

)
ω dx+ ε

N
2 O(ε2s)‖ω‖2

= C
∑
j 6=i

∫
Ω

(
(Up−1

ε,ξj
+ Uε,ξj) inf(Uε,ξi , Uε,ξj)

)
ω dx+ ε

N
2 O(ε2s)‖ω‖2

= C
∑
j 6=i

[ ∫
Ω

(
(Up−1

ε,ξj
+ Uε,ξj) inf(Uε,ξi , Uε,ξj)

)2
dx
] 1

2‖ω‖2 + ε
N
2 O(ε2s)‖ω‖2

= C
∑
j 6=i

[ ∫
Ω
U

2 min(1,(p−1))
ε,ξj

U2
ε,ξi

dx
] 1

2
‖ω‖2 + ε

N
2 O(ε2s)‖ω‖2

= ε
N
2 O

(∑
j 6=i

Umin(1,p−1)( |ξi − ξj|
ε

) + ε2s
)
‖ω‖2.

Par suite

‖Lε,ξ(ω)‖ε = ε
N
2 O

(
k∑
j=1

(φ
1
p

1 (ξj)− 1)min(1,p−1) +
∑
j 6=i

Umin(1,p−1)( |ξi − ξj|
ε

) + ε2s
)
‖ω‖2
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En appliquant 4.9 il en résulte que

‖Lε,ξ(ω)‖ε = ε
N
2 O

(
k∑
j=1

(φ
1
p

1 (ξj)− 1)q +
∑
j 6=i

Umin(1,p−1)( |ξi − ξj|
ε

) + ε2s
)
‖ω‖ε

et le Lemme est démontré.

Lemme 4.11. Posons

Qε,ξ(ω, η) = 〈ω, η〉ε −
∫

Ω
f ′ε
(
x,

k∑
j=1

ūε,ξj
)
ωη dx. (4.3.43)

Alors
|Qε,ξ(ω, η)| 6 C‖ω‖ε‖η‖ε.

En particulier, il existe un opérateur linéaire borné Aε,ξ ∈ L(Eε,ξ,k) tel que

Qε,ξ(ω, η) = 〈Aε,ξω, η〉ε, ∀ω, η ∈ Eε,ξ,k.

Démonstration. On a
|〈ω, η〉ε| 6 ‖ω‖ε‖η‖ε.

D’autre part, on a

∫
Ω
fε(x,

k∑
j=1

ūε,ξj)ωη dx 6 C
[ ∫

Ω
ω2
] 1

2
[ ∫

Ω
η2
] 1

2

6 C‖ω‖ε‖η‖ε,

où nous avons utilisé le Lemme 4.9 dans la dernière étape. Le résultat est démontré.

Nous montrons dans ce qui suit que l’opérateur Aε,ξ est coercive dans Eε,ξ,k. Plus précisément
nous avons,

Lemme 4.12. Il existe une constante positive C, indépendant de ε et ξ ∈ Λε,k telle que

‖Aε,ξw‖ε > C‖w‖ε, ∀w ∈ Eε,ξ,k, ξ ∈ Λε,k. (4.3.44)

Démonstration. Nous utilisons le même argument que dans [37], [38] et [39]. Par l’absurde,supposons
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qu’il existe εn → 0, ξj,n ∈ Λε,k, ξj,n → ξj ∈ Λε,k et wn ∈ Eεn,ξn,k tel que,

‖wn‖ = ε
N
2
n and ‖Aεn,ξnwn‖ = o(ε

N
2
n ). (4.3.45)

Nous affirmons que pour tout R > 0 fixé et tout j = 1, ..., k,

∫
BεnR(ξj,n)

|w|2 dx = εNn o(1). (4.3.46)

En effet, Notons
ŵj,n(y) = wn(εny + ξj,n), Ωn = {y : εny + ξj,n ∈ Ω} ,

ûj,n(y) = ūεn,ξn(εny + ξj,n), wε,n = wε(εny + ξj,n),

et ẑil(y) =
∂ūεn,ξi,n
∂ξi,l

(εny + ξj,n). Remarquons que

‖ŵj,n‖n = ε
−N2
n ‖wn‖εn = 1, (4.3.47)

où
‖ŵj,n‖2

n ≡
∫
RN

(
|(−∆) s2 ŵj,n|2 + pwp−1

ε,n ŵ
2
j,n

)
dx.

Alors, il existe wj ∈ Hs(RN) telle que

ŵj,n ⇀ ŵj dans Hs(RN),

ŵj,n → ŵj dans L2
loc(RN).

Montrons que
(−∆)sŵj − p|U − 1|p−2(U − 1)ŵj = 0 dans RN . (4.3.48)

Ceci est équivalent à prouver que

∫
RN

(−∆)sŵjη − p
∫
RN
|U − 1|p−2(U − 1)ŵjη = 0, pour tout η ∈ C∞0 (RN). (4.3.49)

Par le Lemme 4.11, on a

〈Aεn,ξnŵj,n, η̂〉 = o(1)‖η̂‖n for all η̂ ∈ Ên,
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où
‖η̂‖2

n =
∫
RN

(
|(−∆) s2 η̂|2 + pwp−1

ε,n η̂
2
)
dx

et

Ên =
{
η ∈ Hs

0(Ωn) :
∫
RN

(
(−∆) s2η(−∆) s2 ẑjl + pwp−1

ε,n ηẑjl

)
dx = 0, l = 1, ..., N, j = 1, ..., k

}
.

Par suite, on obtient

∫
Ωn

(−∆)sŵj,nη̂ dx−
∫

Ωn
f ′ε(x,

k∑
j=1

ûj,n)ŵj,nη̂ dx = o(1)‖η̂‖n, for all η̂ ∈ Ên. (4.3.50)

Maintenant, pour tout η ∈ C∞0 (RN), on peut avoir aj,l,n de sorte que

η̂ = η −
k∑
j=1

N∑
l=1

aj,l,nẑjl ∈ Ên.

En remplaçant η̂ dans (4.3.50) et en faisant tendre n→∞, on obtient

∫
RN

(−∆)sŵjη dx− p
∫
RN
|U − 1|p−2(U − 1)ŵjη dx =

N∑
l=1

aj,l

∫
RN

(
(−∆)sŵj

∂U

∂xl

−p
∫
RN
|U − 1|p−2(U − 1)ŵj

∂U

∂xl

)
dx,

où aj,l = limn→∞ aj,l,n. D’autre part, par le Théorème 4.4 on obtient

∫
RN

(−∆)sŵj
∂U

∂xl
dx− p

∫
RN
|U − 1|p−2(U − 1)ŵj

∂U

∂xl
dx = 0,

ce qui donne

∫
RN

(−∆)sŵjη dx− p
∫
RN
|U − 1|p−2(U − 1)ŵjη dx = 0, pour tout η ∈ C∞0 (RN).

Par conséquent (4.3.48) est satisfaite. Maintenant, en utilisant à nouveau Théorème 4.4, on
obtient

ŵj =
N∑
l=1

bl
∂U

∂xl
, avec bl ∈ R. (4.3.51)

Rappelons que pour tout wn ∈ Eεn,ξn,k, on a ŵj,n ∈ Ên, ainsi par (4.3.51), on déduit que wj = 0
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et l’affirmation (4.3.46) est démontrée. Observons maintenant que,

o(εNn ) > |〈Aεn,ξnwj,n, wj,n〉ε|

> ‖wn‖2
n −

∫
Ω
f ′ε(x,

k∑
j=1

ūεn,ξj,n)w2
n dx

= ‖wn‖2
n −

∫
∪kj=1BεnR(ξj,n)

f ′ε(x,
k∑
j=1

ūεn,ξj,n)w2
n dx

−
∫

Ω\∪kj=1BεnR(ξj,n)
f ′ε(x,

k∑
j=1

ūεn,ξj,n)w2
n dx

= ‖wn‖2
n − I1 − I2,

où fε est définie dans (4.1.9). Nous commençons par estimer I1. Nous pouvons écrire

I1 =
k∑
j=1

∫
BεnR(ξj,n)

f ′ε(x,
k∑
j=1

ūεn,ξj,n)w2
n dx

=
k∑
j=1

∫
BεnR(ξj,n)

f ′ε(x, ūεn,ξj,n +
k∑
i 6=j

ūεn,ξi,n)w2
n dx.

Par le Lemme 4.6 et le changement de variable y = x−ξj
εn

et en utilisant (4.3.46), (4.3.20) on
obtient

I1 = εNn

k∑
j=1

∫
BR(0)

f ′ε(x, U(y) +
k∑
i 6=j

U(y + ξj − ξi
εn

))w2
n dx+ o(εN+2s

n )

= o(εNn ).

De la même manière on obtient que

I2 = εNn oR(1), où oR(1)→ 0 quand R→∞.

En remplaçant, on déduit que

o(εNn ) > ‖wn‖2
n − o(εNn )− εNn oR(1),

contradiction avec (4.3.45).
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Posons dans ce qui suit

Rε(w) = −
∫

Ω

[
Fε(

k∑
j=1

ūε,ξj + w)− Fε(
k∑
j=1

ūε,ξj)− fε(x,
k∑
j=1

ūε,ξj)w

−1
2f
′

ε(
k∑
j=1

ūε,ξj)w2
]
dx, (4.3.52)

où Fε (la primitive de fε) est donnée dans (4.1.11). On a alors les estimations suivantes sur Rε.

Lemme 4.13. Pour tout w ∈ H, on a

Rε(w) = O(εN(1−min{p+1,3}
2 ))‖w‖min{p+1,3}

ε ,

R
′

ε(w)(η) = O(εN(1−min{p+1,3}
2 ))‖w‖min{p,2}

ε ‖η‖ε,

R
′′

ε (w)(η1, η2) = O(εN(1−min{p+1,3}
2 ))‖w‖min{p−1,1}

ε ‖η1‖ε‖η2‖ε.

La preuve est une adaptation des mêmes arguments que dans [37], [38] et [39]. Nous montrons
dans la suite le résultat important suivant

Proposition 4.1. Pour tout ε > 0, suffisamment petit, il existe un unique wε,ξ ∈ Eε,ξ,k tel que

I
′

ε(
k∑
j=1

ūε,ξj + wε,ξ) ∈ E⊥ε,ξ,k,

autrement dit
〈I ′ε(

k∑
j=1

ūε,ξj + wε,ξ), η〉ε = 0, ∀η ∈ Eε,ξ,k, (4.3.53)

où Iε est définie dans (4.1.10). De plus, on a

‖wε,ξ‖ε = ε
N
2 O(ε), ∀ξ ∈ Λε,k, (4.3.54)

et l’application w : ξ ∈ Λε,k 7→ wε,ξ, est de classe C1 par rapport a ξ.

Démonstration. Posons

J (ξ, w) = Iε(
k∑
j=1

ūε,ξj + w), ξ ∈ Λε,k, w ∈ Eε,ξ,k. (4.3.55)
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Un développement de Taylor J au voisinage de w = 0, nous donne

J (ξ, w) = Iε(
k∑
j=1

ūε,ξj) + Lε,ξ(w) + 1
2〈Aε,ξw,w〉+Rε(w).

et donc (4.3.53) est équivalente à déterminer un point critique de J (ξ, .) dans Eε,ξ,k. Par le
Lemme 4.12 on déduit que Aε,ξ est inversible dans Eε,ξ,k et il existe une constante C indépendant
de ε et ξ, telle que

‖A−1
ε,ξ‖ 6 C.

Ainsi la recherche des points critiques de J in Eε,ξ,k se réduit à

Lε,ξ + Aε,ξw +R′ε(w) = 0. (4.3.56)

Où, d’une manière équivalente, w = −A−1
ε,ξ(Lε,ξ +R′ε(w)). Posons

G(w) = −A−1
ε,ξ(Lε,ξ +R′ε(w)), ξ ∈ Λε,k, w ∈ Eε,ξ,k. (4.3.57)

Pour toutes w1, w2 ∈ Eε,ξ,k avec ‖w1‖ε, ‖w2‖ε 6 ε
N
2 +1, par le Lemme 4.13, on obtient

‖G(w1)−G(w2)‖ε 6 C‖R′ε(w1)−R′ε(w2)‖ε

6 C‖
∫ 1

0
R
′′

ε (tw1 + (1− t)w2)(w1 − w2)dt‖ε

6 C max
06t61

‖R′′ε (tw1 + (1− t)w2)‖ε‖(w1 − w2)‖ε

6 CεN(1−min{p+1,3}
2 )‖tw1 + (1− t)w2‖ε‖(w1 − w2)‖ε

6 Cεmin{p−1,1}‖(w1 − w2)‖ε.

En utilisant le fait que min{p− 1, 1} > 0, on peut choisir γ telle que

‖G(w1)−G(w2)‖ε 6 Cεγ‖(w1 − w2)‖ε, (4.3.58)
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c’est-à-dire que G est une contraction. D’autre part, pour tout w ∈ Eε,ξ,k avec ‖w‖ 6 ε
N
2 +1,

‖G(w)‖ε 6 C‖lε,ξ‖ε + C‖R′ε(w)‖ε

6 C‖lε,ξ‖ε + CεN(1−min{p+1,3}
2 )‖w‖min{p,2}

ε

6 C‖lε,ξ‖ε + CεN(1−min{p+1,3}
2 )εmin{p,2}(N2 +1)

6 C‖lε,ξ‖ε + Cε
N
2 εmin{p,2}.

Par suite, en utilisant le Lemme 4.10, on obtient

‖G(w)‖ε 6 Cε
N
2 +1. (4.3.59)

Par (4.3.58) et (4.3.59), on déduit que G est une contraction de Eε,ξ,k ∩ B(0, εN2 +1) dans lui-
même. Par le Théorème de contraction de Banach, il existe un unique point fixe wε,ξ ∈ Eε,ξ,k ∩
B(0, εN2 +1), tel que

wε,ξ = G(wε,ξ)

De plus, par (4.3.59) on obtient
‖wε,ξ‖ε 6 Cε

N
2 +1.

Montrons maintenant que ξ 7→ wε,ξ est de classe C1. Pour ce faire, notons par

H(ε, ξ, ω) = ω −G(ω), ω dans Eε,ξ,k.

Alors, H(ε, ξ, wε,ξ) = 0. D’autre part,

∂ωH(ε, ξ, 0)(η) = η + A−1
ε,ξ(R′′ε(ω)η).

Par le Lemme 4.12 et le Lemme 4.13, on déduit que ∂ωH(ε, ξ, 0) est, pour ε suffisamment petit,
inversible comme perturbation de l’identité. Par conséquent, le résultat se déduit en appliquant
le Théorème des fonctions implicites.
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4.3.4 Réduction variationnelle

Rappelons que nous recherchons une solution sous la forme

uξ =
k∑
j=1

ūε,ξj + wε,ξ.

On définit la fonctionnelle Jε : Λε,k → R par

Jε(ξ) = Iε

( k∑
j=1

ūε,ξj + wε,ξ

)
, pour tout ξ ∈ Λε,k

où wε,ξ est l’unique élément déterminé dans la proposition 4.1.

Lemme 4.14. Si ε > 0 est suffisamment petit, alors ξ∗ est un point critique de Jε si et seulement
si uξ∗ est un point critique de la fonctionnelle Iε définie dans (4.1.10).

Démonstration. Soit ξ = (ξ1, ..., ξk) ∈ Λε,ξ, on dérive Jε par rapport à ξji, qu’on note ∂jiJε,
pour tout j = 1, .., k et i = 1, .., N .

∂jiJε(ξ) = I ′ε(∂jiuξ),

Par suite, par la Proposition 4.1, on obtient

∂jiJε(ξ) =
∑
j,i

cl,m〈z̄l,m, ∂jiuξ〉ε

=
∑
l,m

cl,m〈z̄l,m,
k∑
j=1

∂jiūε,ξj + ∂jiwε,ξ〉ε

=
∑
l,m

cl,m〈z̄l,m, z̄ji〉ε +
∑
l,m

k∑
j=1

cl,m〈z̄l,m, ∂jiwε,ξ〉ε.

Nous estimons tout d’abord,
|〈z̄l,m, ∂jiwε,ξ〉ε|.

Rappelons que wε,ξ ∈ Eε,ξ,k, alors

〈z̄l,m, ∂jiwε,ξ〉ε = −〈∂jiz̄l,m, wε,ξ〉ε.

Ainsi
|〈z̄l,m, ∂jiwε,ξ〉ε| 6 ‖∂jiz̄l,m‖ε‖wε,ξ‖ε.
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En utilisant (4.3.35) et (4.3.54), on obtient

〈z̄l,m, ∂jiwε,ξ〉ε = o(1), où o(1)→ 0 quand ε→ 0.

de la même manière, par (4.3.32), il en découle

〈z̄l,m, z̄ji〉ε = εN−2Cδjlδim + o(1)

par conséquent,
∂jiJε(ξ) = CεN−2∑

l,m

cl,mδl,mδj,i + o(1).

Ceci définit un système linéaire presque orthogonal, pour ε suffisamment petit, en les cl,m et le
Lemme en découle.

Proposition 4.2. Pour tout entier positif k, on a

Iε

( k∑
j=1

ūε,ξj

)
= εNkA− εN

k∑
j=1

(1− φ
1
p

1 (ξj))B − c′εN
∑
i<j

U
( |ξi − ξj|

ε

)

+εNO
(
ε2s +

k∑
j=1
|φ

1
p

1 (ξj)− 1|q +
∑
i<j

U2
( |ξi − ξj|

ε

))
,

c′ est une constante positive, q = min(p− 1, 1) et

A = 1
2

∫
RN
f̄(U)U dx−

∫
RN
F̄ (U) dx, B =

∫
RN

(
|U − 1|p − 1 + pU

)
> 0,

où F̄ est la primitive de f̄ définie dans (4.3.42).

Démonstration. On a

Iε

( k∑
j=1

ūε,ξj

)
=

k∑
j=1

Iε

(
ūε,ξj

)
+ 1

2

k∑
i 6=j
〈ūε,ξi , ūε,ξj〉ε −

∫
Ω

(
Fε

(
y,

k∑
j=1

ūε,ξj

)
−

k∑
j=1

Fε(ūε,xj)
)
dx.

Tout d’abord, nous estimons

Iε

(
ūε,ξj

)
= 1

2

∫
RN
ε2s|(−∆) s2 ūε,ξj |2 + pwp−1

ε ū2
ε,ξj
dx−

∫
Ω
Fε(x, ūε,ξj)dx.
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Par l’estimation 4.3.28 et (4.3.27), on obtient

Iε

(
ūε,ξj

)
= 1

2

∫
Ω
f̄(Uε,xj)ūε,ξj dx−

∫
Ω
Fε(y, ūε,ξj) dx+ 1

2

∫
Ω
p(wp−1

ε − 1)|ūε,ξj |2 dx

= εNIε(U)−
∫

Ω

(
Fε(y, Uε,ξj)− Fε(Uε,ξj)

)
dx+ 1

2

∫
Ω
p(wp−1

ε − 1)|ūε,ξj |2 dx+O(εN+2s)

= εNIε(U)−
∫

Ω

( 1
p+ 1 |Uε,ξj − wε|

p(Uε,ξj − wε) + 1
p+ 1w

p+1
ε − wpεUε,ξj

)
dx

+
∫

Ω

( 1
p+ 1 |Uε,ξj − 1|p(Uε,ξj − 1) + 1

p+ 1 − Uε,ξj
)
dx+O(εN+2s)

= εNIε(U)−
∫
RN

((
− |Uε,ξj − 1|p + 1− pUε,ξj

)
(wε(x)− 1) + εNO(|wε(x)− 1|2)

)
dx

+ O(εN+2s).

Par un développement de Taylor et (4.1.7),

Iε

(
ūε,ξj

)
= εNIε(U) + εN(φ

1
p

1 (ξj)− 1)
∫
RN

(
− |U − 1|p + 1− pU

)
dx+ εNO(|φ

1
p

1 (ξj)− 1|2 + ε2s)

= εNIε(U) + εNB(φ
1
p

1 (ξj)− 1) + εNO(|φ
1
p

1 (ξj)− 1|2 + ε2).

Nous estimons maintenant le terme 1
2
∑k
i 6=j〈ūε,ξi , ūε,ξj〉ε. On a

1
2
∑
i 6=j
〈ūε,ξi , ūε,ξj〉ε = 1

2
∑
i 6=j

∫
Ω
f̄(Uε,ξi)ūε,ξj dx+ 1

2

k∑
i 6=j

∫
Ω
p(wp−1

ε − 1)ūε,ξiūε,ξj dx

= 1
2
∑
i 6=j

∫
Ω
f̄(Uε,ξi)Uε,ξj + 1

2
∑
i 6=j

∫
Ω
p(wp−1

ε − 1)(U2
ε,ξi

+ U2
ε,ξj

) dx+O(ε2(N+2s))

= 1
2
∑
i 6=j

∫
Ω
f̄(Uε,ξi)Uε,ξj + εNO

(
|φ

1
p

1 (ξj)− 1|q + ε2s +
∑
i<j

U2
( |ξi − ξj|

ε

))

Pour estimer le terme
∫

Ω

Fε(y, k∑
j=1

ūε,ξj

)
−

k∑
j=1

Fε(ūε,xj)
 dx on utilise les inégalités algé-
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briques données dans le Lemme 4.2, on obtient alors

∫
Ω

(
Fε

(
y,

k∑
j=1

ūε,ξj

)
−

k∑
j=1

Fε(ūε,ξj)
)
dx 6 C

∫
Ω

(
k∑
j=1

Uε,ξj)p+1 −
k∑
j=1

Up+1
ε,ξj

+ (
k∑
j=1

Uε,ξj)2

−
k∑
j=1

U2
ε,ξj

 dx

6 C
∫

Ω

(
k∑
j=1

Uε,ξj)p+1 −
k∑
j=1

Up+1
ε,ξj

+(
k∑
j=1

Uε,ξj)2 −
k∑
j=1

U2
ε,ξj

 dx

−
∑
i 6=j

∫
Ω
f̄(Uε,xi)Uε,ξj dx+

∑
i 6=j

∫
Ω
f̄(Uε,ξi)Uε,ξj

= C
∫

Ω

(
k∑
j=1

Uε,ξj)p+1 −
k∑
j=1

Up+1
ε,ξj

+ (
k∑
j=1

Uε,ξj)2 −
k∑
j=1

U2
ε,ξj


−
∑
i 6=j

∫
Ω

(Up
ε,ξi

+ U2
ε,ξi

)Uε,ξj dx+
∑
i 6=j

∫
Ω
f̄(Uε,ξi)Uε,ξj .

Par le Lemme 4.1,

∫
Ω

(
Fε

(
y,

k∑
j=1

ūε,ξj

)
−

k∑
j=1

Fε(ūε,ξj)
)
dx 6 C

∑
i 6=j

∫
Ω

(
Up
ε,ξj

inf(Uε,ξi , Uε,ξj) + Uε,ξj inf(Uε,ξi , Uε,ξj)

−Up
ε,ξi
Uε,ξj − U2

ε,ξi
Uε,ξj

)
dx+

∑
i 6=j

∫
Ω
f̄(Uε,ξi)Uε,ξj

6 C
∑
i 6=j

∫
B(ξi,ε)∪B(ξj ,ε)

(
Up
ε,ξj

inf(Uε,ξi , Uε,ξj)

+Uε,ξj inf(Uε,ξi , Uε,ξj)− U
p
ε,ξi
Uε,ξj − U2

ε,ξi
Uε,ξj

)
dx

+
∑
i 6=j

∫
Ω
f̄(Uε,ξi)Uε,ξj dx

+
∑
i 6=j

∫
Ω\(B(ξi,ε)∪B(ξj ,ε))

(
Up
ε,ξj

inf(Uε,ξi , Uε,ξj)

+Uε,ξj inf(Uε,ξi , Uε,ξj)− U
p
ε,ξi
Uε,ξj − U2

ε,ξi
Uε,ξj

)
dx

+
∑
i 6=j

∫
Ω
f̄(Uε,ξi)Uε,ξj

=
∑
i 6=j

∫
Ω
f̄(Uε,ξi)Uε,ξj + εNO(ε2s).

En combinant les inégalités ci-dessus le Lemme en découle.
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4.3.5 Preuve du Théorème 4.3

Nous sommes à présent en mesure de démontrer le Théorème principal de cette section 4.3.
Nous allons montrer le résultat fondamental suivant, le problème

max
ξ∈Λε,k

Jε(ξ) (4.3.60)

admet un point maximum ξ∗ = (ξ∗1 , ..., ξ∗k) intérieur à Λε,k. En effet, par continuité, Jε(ξ) admet
un point maximum ξ∗ ∈ Λ̄ε,k. Par la Proposition 4.2, le Lemme 4.10 et Lemme 4.11,

Jε(ξ) = Iε

( k∑
j=1

ūε,ξj + wε,ξ

)

= Iε

( k∑
j=1

ūε,ξj

)
+O(‖Lε,ξ‖‖wε,ξ‖+ ‖wε,ξ‖2 +Rε(wε,ξ))

= Iε

( k∑
j=1

ūε,ξj

)
+O(εN+qs)

= εNkA− εNkB
k∑
j=1

(1− φ
1
p

1 )− c′εN
∑
i<j

U
( |ξi − ξj|

ε

)
+O(εN+qs).

Soit ξ̄ ∈ Λε,k tel que
d(ξ̄, S) = εβs, |ξ̄i − ξ̄j| > εβs,

où β = q
2k , alors 1− φ(ξ̄j)

1
p 6 Cd2(ξ̄j, S) 6 Cε2βs. Par les Propositions 4.1, 4.2 on obtient,

Jε(ξ̄) = εNkA− εNkB
k∑
j=1

(1− φ
1
p

1 (ξ̄j))− c′εN
∑
i<j

U
( |ξ̄i − ξ̄j|

ε

)
+O(εN+qs).

Par suite
Jε(ξ̄) = εNkA− εNkBε2βs − cεNε2βs +O(εN+qs). (4.3.61)

En utilisant le fait que, β < q
2 , on arrive à

Jε(ξ̄) = εNkA+O(εN+qs). (4.3.62)
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Comme Jε(ξ̄) 6 Jε(ξ∗), (4.3.61), (4.3.62) et rappelons que τ = q
2(k+1) , on obtient

1− φ
1
p

1 (ξ∗j ) 6 O(ε2βs) < O(ετs),

U
( |ξ∗i − ξ∗j |

ε

)
6 O(ε2βs) < O(ετs).

Par conséquent, ξ∗ est un point intérieur de Λε,k. Finalement par le Lemme 4.14, uξ∗ est un
point critique de Iε et donc une solution du problème (4.1.8) et le Théorème 4.3 est démontré.

4.4 Appendice

L’objectif principal de cet appendice est de prouver le Théorème 4.4. Pour ce faire, nous
adaptons les arguments de [52] en prenant en considération le fait que la non linéarité dans
notre cas est non homogène, ce qui produit plusieurs difficultés. Nous commençons par donner
un résultat important qui sera utilisé par la suite.

Proposition 4.3. Soient 0 < λ < N , 1 6 p < ` < ∞. Supposons que 1
`

+ 1 = 1
p

+ λ

N
. Pour

tout h ∈ Lp(RN), on définit
Jλ(h)(x) =

∫
RN

h(y)
|x− y|λ

dy.

a) Jλ est bien défini dans le sens où l’intégrale converge absolument pour presque tout
x ∈ RN .

b) Si p > 1, alors ||Jλ(h)||` 6 cp,q||h||p, où cp,q est une constante positive.

c) Si p = 1, alors
∣∣∣{x ∈ RN |Jλ(h)(x) > σ}

∣∣∣ 6 (A||h||1
σ

)`
.

Voir la section 1.2 du chapitre V dans [76] pour la démonstration.

4.4.1 Preuve du Théorème 4.4

La démonstration est structurée en plusieurs étapes.

Étape 1 : Existence d’un état fondamental radial.

En prenant en considération la structure de l’équation, nous prouverons l’existence d’une
solution radiale. Il est clair que si U est une solution radiale du problème (4.3.19), alors U
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vérifiée 
(−∆)sU + pU = |U − 1|p + p(U − 1) + p− 1, U > 0 dans RN ,

U(0) = max
y∈RN

U(y).

U ∈ Hs(Rn).

(4.4.63)

Posons f(σ) = |σ − 1|p + p(σ − 1) + p − 1, alors f(σ) > 0 pour tout σ ∈ IR. maintenant si
f1(σ) = f(σ+), alors

f1(σ) =


0 si σ < 0,
(1− σ)p − (1− p σ) si 0 6 σ 6 1,
(σ − 1)p + (p σ − 1) si σ > 1,

(4.4.64)

Si U est une solution non triviale de (−∆)sU + pU = f1(U) dans RN ,
U ∈ Hs(Rn).

(4.4.65)

alors, en utilisant U− comme fonction test dans (4.4.65), on obtient ||U−||Hs(IRN ) = 0, par suite
U > 0. Par le principe du maximum il en résulte que U > 0 dans RN et alors U est solution
de (4.4.63). Ainsi, pour obtenir le résultat désiré, nous allons montrer que le problème (4.4.65)
admet une solution radiale décroissante. Notons par

Hs
rad(RN) ≡ {u ∈ Hs(RN) : u radial },

alors, voir [42], pour tout u ∈ Hs
rad(RN), on a

|u(x)| 6 C|x|−
N−2s

2 ||u||Hs
rad

(RN ) (4.4.66)

où C = C(N, s) est une constante positive qui ne dépend que de N et s. Les solutions du
problème (4.4.65) sont des points critiques de la fonctionnelle J définie par

J(u) = aNs
2

∫∫
RN×RN

(u(x)− u(y))2

|x− y|N+2s dxdy + 1
2

∫
RN
u2(x)dx−

∫
RN
F1(u)dx,
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où F1(σ) =
∫ σ

0 f1(t)dt est donnée par

F1(σ) =



0 si σ < 0,

1
p+1 [1− (1− σ)p+1] + p

2σ
2 − σ si 0 6 σ 6 1,

1
p+1(σ − 1)p+1 + p

2σ
2 − σ + 1

p+1 si σ > 1,

Nous affirmons que J admet la géométrie du "mountain pass". En effet, on a J(0) = 0. De plus,
comme lim

σ→∞

F1(σ)
σp+1 = 1

p+1 , on obtient l’existence de u1 ∈ Hs
rad(RN) telle que

||u1||Hs
rad

(RN ) >> 1 et J(u1) << 0.

D’autre part, comme limσ→0+
F1(σ)
σ2 = 0, alors pour tout ε > 0, on peut avoir une constante

C(ε) telle que
F1(σ) 6 εσ2 + C(ε)|σ|p+1.

Par suite
J(u) > 1

2 ||u||
2
Hs
rad

(RN ) − ε||u||2L2(RN ) − C(ε)||u||p+1
Lp+1(RN ).

Choisissons ε suffisamment petit, il en découle que

J(u) > C1(ε)||u||2Hs
rad

(RN ) − C(ε)||u||p+1
Lp+1(RN ).

Comme 2 < p+ 1 < 2∗s, il en résulte que ||u||p+1
Lp+1(RN ) 6 C2||u||p+1

Hs
rad

(RN ) et donc

J(u) > C1(ε)||u||2Hs
rad

(RN ) − C̄(ε)||u||p+1
Hs
rad

(RN ).

On peut alors conclure à l’existence d’un 0 < ρ < 1 et α(ρ) > 0 tels que, si ||u||Hs
rad

(RN ) = ρ,
alors J(u) > α(ρ). Par conséquent J admet une géométrie de "mountain pass" et l’affirmation
est démontrée.

On définit le niveau critique
C = inf

γ∈Γ
max
t∈[0,1]

J(γ(t))

où
Γ = {γ ∈ C([0, 1], Hs

rad(RN)) tel que γ(0) = 0, γ(1) = u1}.

On a C > 0 donc par le théorème du "mountain pass" , nous obtenons l’existence d’une suite
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{un}n ⊂ Hs
rad(RN) telle que

J(un)→ C et ||J ′(un)||(Hs
rad

(RN ))′ → 0 quand n→∞. (4.4.67)

Nous affirmons que la suite {un}n est bornée dans Hs
rad(RN).

Montrons tout d’abord qu’il existe un θ ∈ (2, θ∗) tel que

θ∗ = min
{

2 + 1
2(p− 1) , 2 + 2

p
,
p+ 3

2

}
,

et que
l(σ) = 1

θ
σf1(σ)− F1(σ) > 0 for all σ ∈ IR, (4.4.68)

c’est-à-dire que f1 satisfait la condition de Ambrosetti-Rabinowitz. Clairement (4.4.68) est
vérifiée pour tout σ 6 0. Pour montrer l’affirmation, nous considérons séparément les deux cas,
σ > 1 et σ < 1.

Le cas : σ > 1. On a

l(σ) = p+ 1− θ
θ(p+ 1) (σ − 1)p+1 + 1

θ
(σ − 1)p − p(θ − 2)

2θ σ2 + θ − 1
θ

σ − 1
p+ 1 .

et

θl′(σ) = (p+ 1− θ)(σ − 1)p + p(σ − 1)p−1 − p(θ − 2)σ + (θ − 1)

= (p+ 1− θ)(σ − 1)p + p(σ − 1)p−1 − p(θ − 2)(σ − 1) + (θ − 1)− p(θ − 2).

Pour θ > 2, par l’inégalité de Young, on obtient

p(θ − 2)(σ − 1) 6 (θ − 2)(σ − 1)p + (θ − 2)(p− 1).

Choisissons θ ∈ (2, θ∗), on obtient (θ−2)(p−1) 6 (θ−1)−p(θ−2) et (θ−2) 6 (p+1−θ). Ainsi
l′(σ) > 0 pour tout σ ∈ (1,∞). Prenons en considération le fait que l(1) = p−1

θ
(1− pθ

2(p+1)) > 0
si θ ∈ (0, θ∗), on déduit que l(σ) > 0 pour tout σ > 1.

Le cas : σ ∈ (0, 1). En utilisant la définition de f1 et F1 on obtient

l(σ) = −p+ 1− θ
θ(p+ 1) (1− σ)p+1 + 1

θ
(1− σ)p + θ − 1

θ
σ − p(θ − 2)

2θ σ2 − 1
p+ 1 .
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Donc

θl′(σ) = (p+ 1− θ)(1− σ)p + p(θ − 2)(1− σ) + ((θ − 1)− p(θ − 2))− p(θ − 2)(1− σ).

Comme θ ∈ (2, θ∗), il en découle, par l’inégalité de Young,

p(θ − 2)(1− σ) 6 (θ − 2)(1− σ)p + (θ − 2)(p− 1).

Par suite

θl′(σ) > (p+ 1− θ)(1− σ)p + p(θ − 2)(1− σ) + ((θ − 1)

−p(θ − 2))− (θ − 2)(1− σ)p − (θ − 2)(p− 1)

> (p+ 3− 2θ)(1− σ)p + p(θ − 2)(1− σ) + 2(2p− 1− θ(p− 1)).

Comme θ < θ∗, on obtient

p+ 3− 2θ et 2p− 1− θ(p− 1) > 0.

Ainsi l′(σ) > 0 pour tout σ ∈ (0, 1). En utilisant le fait que l(0) = 0, on obtient l(σ) > 0 pour
tout σ ∈ (0, 1).

Par conséquent l(σ) > 0 pour tout σ ∈ R.

Maintenant, par (4.4.67) on arrive à

J(un)− 1
θ
〈J ′(un), un〉 6 C + o(1)||un||Hs

rad
(RN ),

Par suite
(1
2 −

1
θ

)||un||2Hs
r (RN ) 6 C + o(1)||un||Hs

rad
(RN ).

Ainsi ||un||Hs
rad

(RN ) 6 C ce qui montre l’affirmation.

D’après ce qui précède, on conclut à l’existence de u ∈ Hs
rad(RN) telle que, modulo une

sous suite, un ⇀ u faiblement dans Hs
rad(RN), un → u fortement Lαloc(RN) pour tout α < 2∗s et

un → u p.p. dans RN . Clairement u est une solution faible de (4.4.65). Montrons pour terminer,
que u > 0. En effet, en utilisant l’estimation (4.4.66) et le Lemme de Vitali, il en découle que
un → u fortement dans Lα(RN) pour tout 2 < α < 2∗s. En particulier un → u fortement dans
Lp+1(RN).
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Comme lim
σ→0+

σf1(σ)
σ3 = 0 et lim

σ→∞

σf1(σ)
σp+1 = 1, on obtient l’existence de 2 < β < max{3, 2∗s}

tel que
σf(σ) 6 c1σ

β
+ + c2σ

p+1
+ .

Par le Théorème de la convergence dominée, on obtient

unf(un)→ uf(u) fortement dans L1(RN).

Par conséquent, comme ||J ′(un)||(Hs
rad

(RN ))′ → 0 quand n→∞, il en résulte que

un → u fortement dans Hs
rad(RN).

Ainsi J(u) = C > 0 ce qui donne que u > 0. Maintenant, comme la solution est radiale et par
(4.4.66), on arrive à montrer que U ∈ L∞(RN) ∩H2s+1(RN).

Remarque 4.1. Comme f ∈ C1,γ(IR) par la méthode des plans mobiles, voir [64], (voir aussi
[46] où l’argument des plans mobiles est utilisé pour montrer la symétrie d’un problème avec
un potentiel singulier), on peut démontrer que toute solution positive du problème (4.4.65) est
radiale par rapport à un point x0 ∈ RN .

Nous montrons maintenant l’estimation (4.3.20). Pour ce faire, remarquons que U est solu-
tion de

(−∆)sU − pU + |U − 1|p − 1
U

U = −pU, U > 0 dans RN .

Donc, en posant V (x) = −pU + |U − 1|p − 1
U

et en utilisant le fait que U ∈ L∞(RN) ∩
H2s+1(RN), on obtient que V ∈ L∞ et V → 0 quand |x| → ∞. Par conséquent, par le Lemme
C2 dans [52] on obtient

|U(x)| 6 C

1 + |x|N+2s ,∀x ∈ R
N .

Montrons maintenant que U admet plus de régularité, par la Proposition B1 de [52], il résulte
que U ∈ C1,α(RN) pour une constante α ∈ (0, 1). Utilisons le fait que f ∈ C1,γ(IR) et le Lemme
4.4 dans [30], il en découle que U ∈ C2,β(RN) pour un β ∈ (0, 1).

Finalement, montrons que l’indice de Morse de U égal à un. En effet, rappelons que l’opé-
rateur linéarisé L est donné par

L ≡ (−∆)s − p|U − 1|p−2(U − 1),
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ainsi, par un calcul direct on obtient,

L(U) = −
(

(p− 1)|U − 1|p + p|U − 1|p−2(U − 1) + 1
)
< 0.

Rappelons également que la solution obtenue ci-dessus est une solution de type "Mountain
Pass", ainsi par [59], ( voir aussi [14], Remark 2.2), il en résulte que l’indice Morse de U est au
plus un. Comme L(U) < 0, on déduit qu’il est égal à un.

Étape 2 : La non-dégénérescence.

Nous montrons par la suite que si U est un état fondamental radial positif de (4.4.63), alors
U est non-dégénéré.

Comme l’opérateur linéarisé L ≡ (−∆)s + V avec V ≡ −p|U − 1|p−2(U − 1) et du fait que
le potentiel V satisfait les mêmes conditions que ceux présentés dans [52], alors, en utilisant les
mêmes arguments il suffit de montrer que

kerL ∩ L2
rad(RN) = {0}.

En effet, par l’absurde, supposons qu’il existe v ∈ kerL∩L2
rad(RN) telle que v 6= 0 donc 0 est la

deuxième valeur propre de l’opérateur linéarisé L. Comme dans [52], il en résulte que v change
de signe une seule fois. Par suite il existe r∗ > 0 tel que v > 0 dans [0, r∗) et v < 0 dans (r∗,∞).
Notons que par un calcul direct, nous obtenons

L(U) = −
(

(p− 1)|U − 1|p + p|U − 1|p−2(U − 1) + 1
)

et
L(rU ′) = 2s

(
|U − 1|p − 1

)
où U ′ = dU

dr
.

Donc
L(rU ′ + 2s

p− 1U) = −2sp′
(
|U − 1|p−2(U − 1) + 1

)
.

Posons

V1 = (p− 1)|U − 1|p + p|U − 1|p−2(U − 1) + 1 et V2 = |U − 1|p−2(U − 1) + 1,

alors V1, V2 ∈ ImL et V1(r), V2(r) > 0 pour tout r ∈ [0,∞). ainsi v⊥(V1 − µV2) pour tout
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µ ∈ R.

Choisissons µ∗ = V1(r∗)
V2(r∗) et posons D(r) = V1(r)− µ∗V2(r) alors D(r∗) = 0.

Nous affirmons que D > 0 dans (0, r∗) et D < 0 dans (r∗,∞). En effet il suffit de montrer
que V1(r)

V2(r) est strictement décroissante. On a

(
V1(r)
V2(r)

)′
= U ′(r)

(p− 1)|U − 1|p−2
(
|U − 1|p + p(U − 1) + p− 1

)
V 2

2 (r) .

Rappelons que U > 0 dans RN , par l’inégalité de Young nous obtenons que |U−1|p+p(U−1)+
p−1 > 0. Comme U ′ < 0, alors l’affirmation en découle. Par suite, v(r)(V1(r)−µ∗V2(r)) > 0 pour
tout r ∈ (0,∞), ce qui contredit le fait que v⊥(V1−µV2). Par conséquent kerL∩L2

rad(RN) = {0}.
Maintenant, la preuve de la non-dégénérescence suit les mêmes arguments utilisés dans la preuve
du Théorème 3.3 dans [52].

Étape 3 : Estimations A priori.

Fixons s0 ∈ (0, 1) et considérons s ∈ [s0, 1), si Us est une solution de (4.4.63), alors par
l’identité de Pohozaev, voir [70], on déduit que

∫
RN
|(−∆) s2Us|2 + p

∫
RN
U2
s =

∫
RN
f(Us)Usdx.

et
N − 2s

2

∫
RN
|(−∆) s2Us|2 + p

2

∫
RN
U2
s = N

∫
RN
F (Us)dx.

Rappelons que pour tout ε > 0, il existe C1(ε), C2(ε) telles que, pour tout σ > 0,

f(σ)σ 6 εσ2 + C(ε)σp+1

f(σ)σ > C(ε)σp+1 − εσ2

et que F (σ) 6 1
θ
σf(σ), posons

Ms =
∫
RN
|(−∆) s2Us|2, Ts =

∫
RN
U2
s , Ks =

∫
RN
Up+1
s
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alors, en utilisant le fait que
∫
RN
|(−∆) s2Us|2 +

∫
RN
U2
s(∫

RN
Up+1
s

) 2
p+1

> S(p, s) ≡ inf
w∈Hs(RN )\{0}

∫
RN
|(−∆) s2w|2 +

∫
RN
w2

(∫
RN
|w|p+1

) 2
p+1

> 0,

on obtient que Ms ∼ Ts ∼ Ks > C. Notons que a ∼ b signifie que

a 6 C1b et b 6 C2 a,

où C1 = C1(N, s0, Us0) et C2 = C2(N, s0, Us0) sont des constantes positives.

Rappelons que f(σ) = |σ − 1|p + p(σ − 1) + p− 1, soit 0 < t < s0, que nous choisirons plus
tard, alors

||(−∆)tUs||2L2(RN ) = || (−∆)t
(−∆)s + p

f(Us)||2L2(RN ) 6 ||(−∆)t−sf(Us)||2L2(RN ).

Comme t < s, alors l’opérateur (−∆)t−s est donnée comme une convolution avec le poids
|x|−(N−2(s−t)).

Utilisons le fait que 0 6 f(σ) 6 ε|σ|γ + C(ε)σp, pour tout γ ∈ (1, 2), on obtient

||(−∆)t−sf(Us)||2L2(RN ) 6 C1||(−∆t−s)Uγ
s ||2L2(RN ) + C2||(−∆)t−sUp

s ||2L2(RN ),

où C1, C2 sont indépendantes de Us.

Posons h1 = ((−∆)t−sUγ
s ), h2 = ((−∆)t−sUp+1

s ) et choisissons t = s− (p−1)N
2(p+1) , par la Propo-

sition (4.3), on arrive à

||(−∆)tUs||2L2(RN ) 6 C1||Up
s ||2

L
p+1
p (RN )

+ C2||Uγ
s ||2

L
p+1
p (RN )

Choisissons maintenant γ = 2p
p+1 , on déduit que

||(−∆)tUs||2L2(RN ) 6 C1||Us||2pLp+1(RN ) + C2||Us||
4p
p+1
L2(RN ) 6 C1K

2p
p+1
s + T

2p
p+1
s .

Par le fait que Ks ∼ Ts, il en résulte que

||(−∆)tUs||2L2(RN ) 6 C3K
2p
p+1
s , t = s− (p− 1)N

2(p+ 1) . (4.4.69)
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Pour conclure cette étape, montrons que Ks 6 C pour tout s ∈ [s0, 1). Pour ce faire nous
adaptons à notre cas les mêmes arguments présentés dans [52]. Rappelons que

L(Us) = f(Us)− f ′(Us)Us = −g(Us)

où
g(σ) = (p− 1)|σ − 1|p + p|σ − 1|p−2(σ − 1) + 1.

Posons G(σ) =
∫ σ

0 g(t)dt et Ys =
∫
RN G(Us)dx, alors

d Ys
ds

=
∫
RN
g(Us)

dUs
ds

dx = −〈L(Us),
d Us
ds
〉 = −〈L(dUs

ds
), Us〉.

Comme L(dUs
ds

) = −(−∆)s log(−∆)(Us), il en résulte que

d Ys
ds

= 〈(−∆)s log(−∆)(Us),
d Us
ds
〉.

Pour t = s− (p−1)N
2(p+1) défini ci-dessus dans (4.4.69), on obtient pour tout R > 0,

〈(−∆)s log(−∆)(Us),
d Us
ds
〉 6 2(logR)Ms + 2R2s−4t log(R)

∫
RN
|ξ|4t|Ûs|2dξ

Encore une fois par (4.4.69), en utilisant le fait que Ms ∼ Ks et en choisissant

R4t−2s = CK
2p
p+1−1
s > e

1
4t−2s ,

il en découle que

d Ys
ds

= 〈(−∆)s log(−∆)(Us),
d Us
ds
〉 6 C(1 + (logKs))Ks.

Comme pour tout ε > 0 on a |σ|p+1 6 ε|σ|2 + C(ε)G(σ), on déduit que Ks ∼ Ys. Ainsi

d Ys
ds

6 C(1 + (log Ys))Ys.

L’intégration de l’inégalité différentielle ci-dessus pour s ∈ (s0, 1) donne Ys 6 C pour tout
s ∈ [s0, 1). D’où le résultat.



118 Chapitre 4. Sur la conjecture de Lazer-McKenna fractionnaire

Étape 4 : Unicité de la solution radiale.

Nous montrerons que l’argument de continuation présenté dans [52] peut être généralisé à
notre cas. Notons que si s = 1, le résultat de l’unicité est bien connu dans la littérature.

Posons
E = {u ∈ L2(RN) ∩ Lp+1(RN) avec u radiale},

et fixons s0 ∈ (0, 1), alors pour s ∈ [s0, 1) on note par Us ∈ E une solution positive du problème
(4.4.63) au sens faible. On a U ∈ H2s+1∩C2,γ(RN)∩L∞(RN) et que U est radiale décroissante.

En utilisant la non-dégénérescence obtenue ci-dessus et par le Théorème des fonctions im-
plicites, on peut montrer que si Us0 est une solution non dégénérée du problème (4.4.63), alors
il existe δ > 0 est une application T ∈ C1([s0, s0 + δ) , E) telle que

1. Si s ∈ [s0, s0 + δ), alors T (s) ≡ Us est une solution problème (4.4.63).

2. Il existe ε > 0 tel que dans {u ∈ E : ||u − Us0 || < ε}, le problème (4.4.63) admet une
solution unique Us pour tout s ∈ [s0, s0 + δ).

Posons

s∗ = sup
{
s ∈ [s0, 1) tel que les propriétés (1) et (2) sont satisfaites dans [s0, s)

}
.

L’idée principale est de montrer que si Us0 est une solution, état fondamental, positive du
problème (4.4.63), alors s∗ = 1.

Notons que par le Lemme 8.3 dans [52], on déduit que si Us0 > 0, alors Us > 0 dans RN

pour tout s ∈ [s0, s
∗).

Maintenant, en tenant compte des estimations a priori obtenues dans la troisième étape et
par l’argument de continuation utilisé dans [52], on montre que si Us0 , Ũs0 sont deux solutions
de (4.4.63) tel que Us0 6= Ũs0 , alors s∗ = s̃∗ = 1. Où s̃∗ est défini comme s∗ en remplaçant Us
par Ũs. En utilisant le résultat d’unicité, pour s = 1, voir [52] on obtient une contradiction.
Ainsi le résultat d’unicité est démontré.
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Résumé : 
  Dans cette thèse on s'intéresse à étudier des problèmes elliptiques semi linéaires 

non local avec des conditions extérieurs de Dirichlet ou Dirichlet-Neumann. Notre 

objectif est généralisé le même type de résultat d'existence et de multiplicités déjà 

connus dans le cas du Laplacien, au cas du Laplacien fractionnaire. 
 

Mot clé : 
Problèmes elliptiques semilinéaires fractionnaires, opérateur non local, inégalité de 

Hardy fractionnaire, conditions de Dirichlet-Neumann non locale, conjecture 

Lazer-McKenna fractionnaire. 
 

Abstract 
  In this thesis, we are interested in studying non-local semi linear elliptic problems 

with Dirichlet or Dirichlet-Neumann external boundary conditions. Our objective 

is to generalize the same type of existence and multiplicity results, known in the 

case of the Laplacian, in the case of the fractional Laplacian. 
 

Keyword : 
Fractional semilinear elliptic problems, non-local operator, fractional Hardy 

inequality, non-local Dirichlet-Neumann conditions, fractional Lazer-McKenna 

conjecture. 
 

  :الملخص
                          في هذه الرسالة، نقوم بدراسة المشكلات الإهليجية شبه المحلية غير الخطية مع معطيات خارجية من نوع

نيومان. هدفنا الرئيسي يتمثل في تعميم نتائج وحدانية الحلول وتعددها المعروفة في  -ديريشليت أو ديريشليت 

لبلاس الكسرية حالة مؤثر لبلاس إلى مؤثرات  . 
 

 كلمات مفتاحية : 
المشاكل الإهليجية الكسرية شبه الجزئية، المؤثرات غير المحلية، متراجحة هاردي الكسرية، معطيات  

ماكنة الكسرية-نيومان غير المحلية، مبرهنة لازر-ديريشليت  . 


