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Introduction Générale

En mettant en équation un phénomène physique, nous traduisons la réalité en
une expérience mathématique, virtuelle, selon certaines règles. Pour prédire
où décrire un phénomène physique concret, on passe par un modèle analytique
où, les di¤érentes grandeurs sont exprimées par des indéterminées (valeurs ab-
straites), et les lois de la physique par des fonctions, dans la mesure où elles
sont connues. Les équations di¤érentielles représentent de bonnes candidates
pour une telle description. Depuis son invention au XV II ème siècle, les équa-
tions di¤érentielles font partie des concepts qui assurent remarquablement la
relation entre les mathématiques et les domaines de la science. L�étude de ces
équations est un domaine mathématique qui, historiquement, a fait l�objet de
nombreuses recherches, et continue cependant de rester d�actualité, par le fait
qu�elle intéresse particulièrement des disciplines comme la mécanique [79], et
plus récemment la biologie [12], la médecine [18] et l�électronique, spécialité où
de nombreux �modèles�conduisent à des équations di¤erentielles.
La théorie qualitative des équations di¤érentielles traite, entre autres , les pro-
priétés asymptotiques des solutions, ce qui se passe avec le système après une
longue période de temps. Le type le plus simple du comportement se manifeste
par des points d�équilibre, et par des orbites périodiques. Quand un système
d�équations di¤érentielles ordinaires a un point d�équilibre (c�est à dire des so-
lutions constantes) dont les propriétés de stabilité sont connues, il devient sig-
ni�catif d�étudier les connexions entre eux par des trajectoires de solutions du
système donné. Elles sont appelées solutions homocliniques ou hétérocliniques
selon qu�elles décrivent un système basé sur un seul équilibre ou qu�elles com-
mencent et �nissent à deux équilibres distincts. Dans cette thèse, nous nous
intéressons au cas où les solutions homocliniques et hétérocliniques sont con-
sidérées comme limites de solutions périodiques. Au XIX ème siècle, Poincaré
[79] étudia des systèmes périodiques perturbés. Les résultats de Poincaré ont
été le déclenchement de nombreuses �uvres ([11]; [71]; [75]; [95] et [96])
L�étude de l�existence de solutions homocliniques et hétérocliniques pour des
systèmes Hamiltoniens a fait l�objet de beaucoup de travaux de grands math-
ematiciens tels que: Melnikov [71], Smale ([95]; [96]), Birkho¤ [11], Moser [75]
et Wiggins [109]. En particulier, la théorie de Melnikov, dont l�idée principale
est que l�existence de connexions entre certains équilibres, peut être prouvée en
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0. Introduction Générale 4

analysant les propriétés d�intersection des variétés stable et instable à travers
ces points d�équilibre, fournit un instrument pour analyser comment les ho-
mocliniques et les hétérocliniques sont a¤ectées par les perturbations que peut
subir un système Hamiltonien.
Plusieurs méthodes ont été proposées pour l�étude de l�existence de ces so-
lutions: les méthodes topologiques (le degré topologique, les théorèmes de
point �xe et la méthode de sur et sous solutions), (cf. [91]; [92]), les méth-
odes numériques [59] et les méthodes variationnelles qui ont été l�outil de base
dans un grand nombre de contributions consacrées à ce sujet, les principaux
développements étant dûs à Ambrosetti, Bolotin, Coti Zelati, Ekeland, Rabi-
nowitz et Séré ( [1]; [13]; [14]; [31]; [32] et [82]).
Les phénomènes soumis au cours de leurs développements à des in�uences
externes «instantanées» ,dont leurs durées sont négligeables par rapport à la
durée totale des phénomènes et des processus étudiés, sont modélisés par des
équations impulsives. Nous citerons comme exemples de processus:
-Le fonctionnement d�un amortisseur soumis aux e¤ets de percussion.
-Modèle percussif d�un mécanisme d�horlogerie.
-Systèmes percussives avec vibrations.
-Systèmes électroniques.
-Le contrôle de l�orbite d�un satellite, en utilisant l�accélération radiale.
-Changement de la vitesse d�une réaction chimique par l�addition ou l�enlèvement
d�un catalyseur.
-Les perturbations dans les réseaux de neurones cellulaires.
-Interférence externe impulsive et problèmes d�optimisation de la dynamique
de population de types proies-prédateurs.
Les systèmes dynamiques soumis à des impulsions [7], [62] et [93];interviennent
dans di¤érents domaines de la science: la mécanique, la dynamique de la pop-
ulation, l�écologie, la robotique industrielle, la biotechnologie, la médecine, la
théorie de controle, la théorie du chaos, la pharmacocinétique, l�épidémiologie
et l�économie, ([?]; [18]; [29]; [40]; [47]; [48]; [60]; [76]; [8]; [97] et [114]).
L�étude de la solvabilité des problèmes aux limites associés à des équations
di¤érentielles impulsives a été abordée par certains outils classiques, comme
la théorie du degré topologique,([67]; [73]; [81]; et [94])) ;la méthode de sur
et sous solutions avec la technique itérative monotone ([26]; [37]; [41]; [66] et
[95]), certains théorèmes de points �xes ([27]; [30] et [64]) et les méthodes vari-
ationnelles ([23]; [50]; [78]; [82]; [90]; [98]; [99]; [102]; [107]; [108]; [113]; [115] et
[116]).
Dans cette thèse, par approche variationnelle, nous considérons l�étude de la
solvabilité de problèmes aux limites associés à des équations di¤érentielles du
second ordre pouvant présenter des singularités et sous l�e¤et d�impulsions.
Nous nous intéressons en particulier à l�existence de solutions périodiques, ho-
mocliniques et hétérocliniques. Les résultats obtenus dans cette thèse généralisent
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les travaux suivants [17]; [33]; [42]; [52]; [69] et [82].
Les équations di¤erentielles considérées sont du type suivant

�u00(t) =  (t; u(t)) (1)

où u : I � R ! RN avec N = 1 ou bien N = 2 et  est une fonction de
Caratheodory, qui est T -périodique par rapport à sa première variable véri�ant
certaines hypothèses spéci�ées par la suite.
(1) est soumise à des impulsions de type

�u0(tj) = Jj(u(tj)); (2)

où �u0(tj) = u0(t+j ) � u0(t�j ), avec u
0(t�j ) = lim

t!t�j
u0(t); tj sont les instants où les

impulsions se produisent sur R:
Cette thèse est constituée, en plus d�une introduction générale et d�une con-
clusion, de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous présentons des
notions préliminaires nécessaires pour la bonne compréhension de ce manu-
scrit. Ce chapitre est partagé en trois sections. La première section présente
les espaces fonctionnels utilisés dans le développement des chapitres qui suiv-
ent. Dans la deuxième section, nous introduisons quelques notions de base
d�analyse fonctionnelle nécessaires . Et dans la troisième section, nous don-
nerons un apperçu sur l�approche variationnelle utilisée .
L�objet du second chapitre est l�étude de l�existence de solution pour l�équation
(1) avec  (t; u(t)) = �f(t; u(t)) sous l�e¤et d�impulsions (2). Nous commençons
tout d�abord par donner quelques dé�nitions et résultats connus nécessaires à
l�étude de notre problème. Ensuite, nous énonçons et prouvons deux résultats,
l�un sur l�éxistence des solutions T�périodiques non constantes entre des so-
lutions constantes et le second sur l�éxistence des connexions hétérocliniques
entre ces solutions constantes, en utilsant une minimisation avec contraintes.
Nous achevons le chapitre par un exemple.
Le troisième chapitre est le développement de l�article [35], il est consacré à
l�étude de l�existence de solution pour l�équation (1) avec  (t; u(t)) = u(t) �
f(t; u(t)) sous l�e¤et d�impulsions (2), où la nonlinéarité f présente une sin-
gularité. Par une minimisation directe, nous prouvons l�existence de solutions
homocliniques qui sont considérées comme limite de solutions périodiques de
problèmes approximatifs du problème initial. Ce résultat est également illustré
par un exemple.
Dans le quatrième chapitre, en utilisant une minimisation directe, nous mon-
trons l�existence de solutions périodiques pour des systèmes amortis couplés
présentant une asymétrie, dans le cas où

 (t; u(t)) =  (t; u1(t); u2(t)) =

�
�g1(t)u

0
1(t) + h1(t)u1(t)� f1(t; u1(t); u2(t))

�g2(t)u
0
2(t) + h2(t)u2(t)� f2(t; u1(t); u2(t))

�
;
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Nous terminons ce chapitre par un exemple illustratif.
En�n, une conclusion générale résume les principaux résultats réalisés et sug-
gère les perspectives futures pour la suite de ce travail de recherche.



Chapitre 1

Préliminaires

Sommaire
1.1 Quelques Espaces fonctionnels . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 Espaces de Lebesgue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.2 Espace de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Quelques notions de l�analyse fonctionnelle . . . . . . 10

1.2.1 Convergence forte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.2 Convergence faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.3 Fonction de Carathéodory . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 Approche variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.1 Solution faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.3.2 Points critiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3.3 Solution hétéroclinique et solution homoclinique . . . 13

Dans ce chapitre, nous dressons une liste non exhaustive des principales nota-
tions et outils utilisés tout au long de ce manuscrit. D�autres, plus spéci�ques,
seront introduites dans le texte (dans les chapitres concernés). Nous rappelons
également divers résultats généraux qui pour la plupart sont accompagnés de
références à la bibliographie et qui seront utilisés dans le texte .

1.1 Quelques Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Nous commençons par introduire les espaces de Lebesgue.
Pour 
 un ouvert de RN , D (
) désigne l�ensemble des fonctions de classe C1
et à support compact dans 
:

7
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L�espace de Lebesgue Lp (
) pour p 2 [1;+1[ est dé�ni par :

Lp (
) =

�
u : 
! R mesurable;

Z



ju (t)jp dt <1
�
; (1.1)

Lp est muni de la norme

kukp =
�Z




ju (t)jp dt
� 1
p

: (1.2)

Cette norme le rend complet, c�est donc un espace de Banach.
Pour p =1,

L1 (
) = fu : 
! R mesurable; ess sup juj < +1g ;
L1 (
) est muni de la norme suivante: kuk1 = esssup



juj ; avec

ess sup juj = inf fC > 0; ju (t)j � C p:p dans 
g

Inégalité de Hôlder

Soient f 2 Lp(
) et g 2 Lq(
) avec 1 � p <!1 et q le conjugué de p alors :

f:g 2 L1(
) et
Z



jf:gj dt � kfkp kgkq : (1.3)

Lemme de Fatou

Lemme 1.1.1 (lemme de Fatou) Soit (fn) une suite de fonctions dans
L1(
) telle que , pour chaque n, fn (t) � 0 p:p sur 
;
lim
n!1

inf fn 2 L1 (
) alorsZ



lim
n!1

inf fn (t) dt � lim
n!1

inf

Z



fn (t) dt:

Corollaire 1.1.1 Soient, g une fonction mesurable intégrable et (fn) une
suite de fonctions mesurables intégrables (le signe de ces fonctions n�est pas
prescrit).

1. Si g � fn alors
R


lim
n!1

inf fn (t) dt � lim
n!1

inf
R


fn (t) dt.

2. Si fn � g alors
R


lim
n!1

sup fn (t) dt � lim
n!1

sup
R


fn (t) dt.
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1.1.2 Espace de Sobolev

Dé�nition 1.1.1 L�espace de Sobolev W 1;p(
) est dé�ni par

W 1;p(
) = fu 2 Lp(
)= @u
@xi

2 Lp(
); pour i 2 f1; :::; Ngg (1.4)

où les dérivées sont au sens des distributions.�
W 1;p(
); k:kW 1;p(
)

�
, est un espace de Banach, oùk:kW 1;p(
)est dé�nie par

jjujjW 1;p(
) = jjujjLp(
) +
NX
i=1

jj @u
@xi

jjLp(
)

Dans cette thèse nous considérons 
 un ouvert de R et p = 2 et dans ce cas
l�espace W 1;2(
) est un espace de Hilbert, il est noté H1(
); son produit scalaire
est donné par

hu; vi =
Z



[u
0
(t)v

0
(t) + u(t)v(t)]dt (1.5)

Et, en s�interessant aux solutions périodiques , nous utiliserons l�espace de
Sobolev W 1;p

T (R) qui est l�espace des fonctions T -périodiques ayant une dérivée
faible u0 2 Lp (R;R). W 1;p

T (R) est muni de la norme

kukW 1;p
T (R) =

�Z T

0

ju (t)jp dt+
Z T

0

ju0 (t)jp dt
� 1
p

: (1.6)

Le théorème suivant dit " Théorème d�injection de Sobolev" très utilisé dans
l�étude de la solvabilité des équations di¤érentielles, permet de faire des esti-
mations à prioris en fournissant des inégalités entre les normes des espaces de
Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue.

Théorème 1.1 ([19]))Soit 
 est un ouvert régulier de RN . Soient k � 1 et
p 2 [1;+1). Alors
1. Si 1

p
� k

N
> 0, alors W k;p (
) ,! Lq (
) avec 1

q
= 1

p
� k

N
:

2. Si 1
p
� k

N
= 0, alors W k;p (
) ,! Lq (
) pour tout q 2 [p;+1[, (mais pas

pour q = +1):
3. Si 1

p
� k

N
< 0; alors W k;p (
) ,! L1 (
).

Toutes ces injections sont continues.

Sans hypothèse de régularité sur 
, les injections sont vraies localement :
W k;p (
) ,! Lqloc (
) : La compacité des injections précédentes, est donnée par
le théorème de Rellich-Kondrachov ([19]))
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Inégalité de Poincaré-Wirtinger

Soient p, tel que 1 � p � 1 et 
 borné régulier de l�espace euclidien RN .
Alors il existe une constante C, dépendant uniquement de 
 et p, telle que,
pour toute fonction u de l�espace de Sobolev W 1;p(
),

ku� u
kp � C krukp
où

u
 =
1

j
j

Z



u(x)dx;

est la valeur moyenne de u sur 
, le nombre j
j désignant la mesure de Lebesgue
du domaine 
.
Il est possible de déterminer concrètement la constante C pour des cas parti-
culiers. Par exemple, pour p = 2 et N = 1, l�inégalité de Poincaré-Wirtinger
donne, pour un intervalle (0; T ), C = T

2�
: Ce qui permet d�obtenir pour des

fonctions de valeur moyenne nulle

kuk2 �
�
T

2�

�
ku0k2 (1.7)

1.2 Quelques notions de l�analyse fonctionnelle

Soient X un espace de Banach muni de la norme k:k

1.2.1 Convergence forte

On dit que la suite (un)n de X converge fortement vers u dans X si kun � ukX !
0 lorsque n!1.

1.2.2 Convergence faible

La suite (un)n est dite convergente faiblement vers u si hun; vi ! hu; vi 8v 2
X 0 dual de X et elle est notée par un * u:

Théorème 1.2 (Eberlein��mulian)
Un espace de Banach X est ré�exif si et seulement si de toute suite bornée
(un) de X, on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans X:

Proposition 1.2.1 Si une suite (uk)k converge faiblement vers u dans W
1;p
T ,

alors (uk)k converge uniformement vers u sur [0; T ] :Et;il existe une constante
C > 0 telle que

kuk1 � C kukW 1;p
T ([0;T ]) où kuk1 = max ju (t)j

t2[0;T ]
:
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1.2.3 Fonction de Carathéodory

Dé�nition 1.2.1 Nous rappelons que pour 
 ouvert de RN ; f : 
�R! R est
dite une fonction Lp-Carathéodory si
(a) f(t; u) est dans Lp (
) pour chaque u 2 R;
(b) f(t; u) est continue presque pour tout t 2 
;
(c) Pour chaque � > 0 il existe une fonction l� 2 Lp(
) telle que p.p t 2 
:

sup
juj��

jf(t; u)j � l�(t):

1.3 Approche variationnelle

La méthode variationnelle appliquée dans les chapitres suivants, place la recherche
de solutions des équations élliptiques dans le cadre des espaces de Sobolev de�-
nis ci-dessus. L�idée fondamentale est l�interprétation d�un problème di¤éren-
tiel, écrit abstraitement comme F (u) = 0, comme

E 0(u) = 0; (1.8)

où E est une fonction appropriée dé�nie sur un ensemble de fonctions, et E
0

est la di¤érentielle de J dans un sens qu�on va préciser. En d�autres termes,
les zéros de F sont considérés comme des points critiques (pas nécessairement
minimas) de E. L�équation (1:8) est l�équation d�Euler, ou l�équation d�Euler-
Lagrange associé à E.
Par ailleurs, dans d�innombrables applications, la fonctionnelle E a une sig-
ni�cation physique qui est fondamentale. Souvent, E est une énergie, écrite
comme l�intégrale d�un Lagrangien, et donc trouver minimum signi�e non seule-
ment de résoudre l�équation di¤érentielle, mais trouver la solution d�énergie
minimale qui est souvent très importante dans les problèmes concrets. L�interprétation
de E comme une énergie est si fréquente que les fonctionnelles associées à des
problèmes di¤érentiels sont appelés fonctionnelles d�énergie, même lorsque le
problème n�a pas d�applications directes en physique. Les problèmes di¤éren-
tiels pouvant être écrits sous la forme E

0
(u) = 0 sont des problèmes qui ont

une structure variationnelle.
Les méthodes variationnelles ont une longue histoire, qui est probablement
originaire du problème brachistochrone posé au XV II ème siècle et résolu
par Newton, Leibniz, Jakob et Bernoulli, ainsi que par L�Hôpital. Lagrange
a introduit des formalismes et des techniques qui sont toujours en usage au-
jourd�hui. Au cours du XXème siècle, après avoir donné les fondements de
l�analyse fonctionnelle, l�extension du calcul di¤érentiel aux espaces normés, les
méthodes variationnelles n�ont jamais cessé d�être développées. D�une part, des
techniques de minimisation ont évolué à un niveau très élevé, et ont été ap-
pliquées à un nombre énorme de problèmes dans beaucoup de domaines de la
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science pure et appliquée. Les méthodes qui sont concernées par la minimisa-
tion de fonctionnelles sont appellées des méthodes directes du Calcul des Vari-
ations.
D�autre part, les procédures visant la recherche de points critiques des fonc-
tionnelles et qui ne sont pas des points de minimum ont donné lieu à une branche
de l�analyse non linéaire connue sous le nom de la théorie des points critiques.
Parmi les précurseurs de cette théorie il y a Ljusternik et Schnirelman ([54]) :

1.3.1 Solution faible

La notion de solution faible dépend du problème posé. Quand on a un prob-
lème à résoudre (souvent une équation ou un système d�équations avec des
conditions aux limites), les solutions du problème sont des fonctions qui doivent
avoir une certaine régularité pour que le problème ait un sens. Par exemple,
dans notre cas où l�équation di¤érentielle est donnée par

�u00(t) =  (t; u(t)); (1.9)

Dé�nition 1.3.1 u est dite solution T -périodique de l�équation (1:9) si elle
véri�e l�équation (1:9) pour presque tout t 2 (0; T ) et:

u(0) = u(T ); u0(0) = u0(T ) (1.10)

Dé�nition 1.3.2 Une solution T- périodique est dite solution faible de (1:9) si
u 2 W 1;2

T (I) est tel que 8v 2 W 1;2
T (I)Z

I

u
0
(t)v

0
(t)dt�

Z
I

 (t; u(t))v(t)dt = 0 (1.11)

Cette nouvelle formulation (1:11) est dite formulation faible, obtenue en mul-
tipliant (1:9) par v 2 W 1;2(I) et intégrant par parties l�équation obtenue,
en prennant en considération les conditions de periodicité. La fonctionnelle
d�énergie assciée est donnée par

E(u) =

Z
I

�
1

2
(u(t))2 �	(t; u(t))

�
dt (1.12)

où 	(t; u) =
uR
0

 (t; s)ds

Ainsi dé�nie E est di¤erentiable si 	 est au moins de Carathéodory et sa dérivée
au point u 2 W 1;2(I) est la fonctionnelle E

0
(u) dé�nie pour tout v 2 W 1;2(I)

par la formule

E 0(u)v =

Z
I

u
0
(t)v

0
(t)dt�

Z
I

 (t; u(t))v(t)dt
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1.3.2 Points critiques

1 Soit E une fonctionnelle de classe C1 dé�nie sur X à valeur dans R. On dit
que u 2 X est un point critique de E si E 0 (u) = 0:

2 La valeur c est dite valeur critique de E s�il existe un point critique u dans
X tel que : E(u) = c:

Dé�nition 1.3.3 Une fonction E : X ! R, est dite semi-continue inférieure-
ment et on la note (s.c.i), en x 2 X si, pour toute suite fxkg 2 X convergente
vers x; on a

lim inf
xk!x

E (xk) � E (x) .

Dé�nition 1.3.4 Une fonctionnelle E est dite coercive si : lim
kuk!+1

E (u) =

+1:

Théorème 1.3 (minimisation directe [98]) Si X est ré�exif, M � X un
sous ensemble faiblement fermé de X. et E : X ! R [ f+1g, coercive et
faiblement semi continue inférieurement sur M , alors E est borné inférieure-
ment dans M et atteint son minimum dans M .

1.3.3 Solution hétéroclinique et solution homoclinique

Les orbites homocliniques et hétérocliniques proviennent de l�étude des bi-
furcations et des phénomènes du chaos (cf. [39; 114]; [97] et [40]). Elles ont
des applications en mécanique [4], biomathématiques [9]: et chimie [45]. Bi-
ologiquement, l�étude du cycle hétéroclinique est intéréssante car sa stabilité
est étroitement liée au problème de la permanance, par exemple, dans [43],
l�auteur a abordé le sujet de l�existence de cycles hétérocliniques pour le mod-
èle de compétition entre 0n0 espèces et sa stabilité. Beaucoup de travaux sur ce
sujet ont été réalisés (cf. [71]; [44]; [28] et [70]).

Dé�nition 1.3.5 La fonction u est dite solution hétéroclinique de l�équation
(1:9) connectant les deux équilibres u = u0 et u = u1, si et seulement si

u(t) ! u0 quand t! �1
et

u(t) ! u1 quand t! +1

Dé�nition 1.3.6 La fonction u est dite solution homoclinique de l�équation
(1:9) connectant le point d�équilibre u = u0 à lui même, si et seulement si,

u(t)! u0 quand t! �1
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Exemple 1.3.1 [23] Considérons le cas où  = a sinu, nous avons alors
l�equation du pendule,

u00 + a sinu = 0; a > 0 (1.13)

Intégrant (1:13) avec des conditions initiales u0; u00 quelconques, on a :

u02

2
+ a(1� cosu) = k = cste(u0; u

0
0) (1.14)

relation que l�on aurait également pu écrire directement en exprimant la con-
servation de l�énergie mécanique du pendule et qui permet de tracer le portrait
de phase de celui-ci comme un réseau de courbes paramétré par k ( réalisée en
fait de façon plus rapide par un logiciel qui intègre numériquement l�équation
(1:13) pour divers jeux de conditions initiales).
Dans le cas où k 2 R+; la fonction suivante, dite fonction d�énergie associée à
(1:13),

E(u; u0) =
u02

2
+ a(1� cosu);

est constante le long des solutions de (1:13). Quand k = 0 dans (1:14), on ob-
tient un équilibre stable u = 2k� (k 2 Z). Si 0 < k < 2a; les trajectoires
sont des courbes fermées qui correspondent à des solutions périodiques. Pour
k > 2a; nous obtenons des trajectoires illimitées qui correspondent à des solu-
tions avec une dérivée périodique. Et pour, k = 2a dans (1:14) on obtient une
trajectoire stationnaire, un équilibre instable (u = (2k + 1)�; k 2 Z) et le graphe
des fonctions

u0 = �
p
2a(1 + cosu); u 6= (2k + 1)� pour tout k 2 Z (1.15)

Par exemple, les solutions ayant des trajectoires comme le graphe de cette
fonction dans ]��; �[ ont la propriété suivante:

lim
t!+1

u(t) = �; lim
t!�1

u(t) = ��

et
lim
t!�1

u0(t) = 0

où les mêmes conditions avec les rôles de +1 et �1 inversées. Donc ces tra-
jectoires connectent deux équilibres instables distincts (consécutifs). elles sont
appelées hétérocliniques de (1:13).
En donnant une interprétation physique, il est parfois préférable de présenter
les trojectoires non pas sur un plan mais sur un cylindre (qui est plan où les
points

�
u; u

0�
et
�
v; v

0�
sont identi�és si et seulement si u � v (mod 2�) et

u
0 � v

0
). Alors (��; 0) et (�; 0) sont en fait le même équilibre et une trajec-

toire reliant ces points dans le plan devient une trajectoire à limites égales en
�1: Et dans ce cas là, nous parlerons des homocliniques.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, par une approche variationnelle basée sur une minimisation
avec contraintes; nous montrons l�existence de solutions, périodiques et hétéro-
cliniques (cf. [11]; [46]), situées entre deux solutions constantes (équilibres) de
l�équation (1:9) soumise à des impulsions.
Pour une équation di¤érentielle du second ordre u

00
= f(t; u; u0); on peut con-

sidérer en général des impulsions dans la position u et la vitesse u0. Cepen-
dant, dans le mouvement des engins spatiaux, des impulsions instantanées sont
considérées ce qui entraîne des discontinuités de type sauts de la vitesse, mais
sans changement de position [24]; [25]; [68]; [80].C�est ce type d�impulsions que
nous considérons.
La recherche des solutions hétérocliniques a été l�objet de plusieurs travaux,
comme par exemple ceux de Rabinowitz [82] et Felmer [42]; qui ont prouvé

15
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l�existence de ce type de solutions pour des systèmes Hamiltoniens, voir aussi
[3]; [20]; [61] et [89].

2.2 Résultats principaux

2.2.1 Formulation du problème

Nous considérons l�équation di¤érentielle

u00(t) = f(t; u(t)); p.p t 2 R; t 6= tj (2.1)

avec des e¤ets impulsifs

�u0(tj) = Jj(u(tj)); j 2 Z; (2.2)

où �u0(tj) = u0(t+j )� u0(t�j ) avec u
0(t�j ) = limt!t�j

u0(tj); j = 1; 2; :::; p � 1 sont
les instants où les impulsions se prduisent et 0 = t0 < t1 < t2 < ::: < tp < tp =
T; tj+p = tj + T .
Les fonctions f et Jj véri�ent les hypothèses suivantes:
(H1)

(i) f : R�R! R est une fonction de Carathéodory qui est T -périodique par
rapport à la première variable:

(ii) Il existe deux constantes a; b (a < b); tels que f(t; a) = f(t; b) = 0
p.p dans R, F (t; b) = 0 et F (t; c) 6= 0; pour tout c 2]a; b[, où F est la
primitive de f dé�nie pour presque tout t dans R et tout u dans R; par,
F (t; u) =

R u
a
f(t; s)ds.

(H2) Jj : R ! R; est une fonction continue bornée telle que Jj+p � Jj; pour
tout j et,

f(t; u) +

p�1X
j=1

Jj(u) > 0 p.p t 2 R et tout u 2 R

Remarque 1 De (H2); on a l�existence de deux constantes m et M telles que,
pour tout s 2 R; m < Jj(s) �M; pour tout j = 1; 2; :::; p� 1:

Notion de solution pour (2:1)� (2:2)

La présence d�impulsions nécessite une précision du concept de solution .
Soit I = [0; T ] ; pour u 2 W 2;2 (I) ; nous avons u et u0 sont absolument con-
tinues et u

00 2 L2(I): Donc �u0(tj) = u0(t+j ) � u0(t�j ) = 0 pour tout t 2 I:
Si u 2 W 1;2 (I) ; alors u est absolument continue u0 2 L2(I): Dans ce cas, les
dérivées u0(t+j ); u

0(t�j ) peuvent ne pas exister. Et par concéquent, nous devons
introduire la notion de solution du système impulsif (2:1)-(2:2)
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Dé�nition 2.2.1 u 2 C(I), est dite solution du problème impulsif (2:1)� (2:2)
sur I si pour tout j = 1; 2; ::p � 1; uj[tj ;tj+1] = uj 2 W 2;2(tj; tj+1), véri�e (2:1)
pour t 6= tj; t 2 I, les limites u0(t�j ); u

0(t+j ) j = 1; 2; :::p � 1 existent, et la
condition (2:2) est satisfaite.

2.2.2 Existence de solution périodique pour (2:1)� (2:2)
Théorème 2.1 Si (H1) et (H2) sont véri�ées, alors (2:1)� (2:2) possède au
moins une solution T�périodique u0 telle que, pour tout t

a � u0(t) � b;

Preuve: Pour la recherche des solutions T - périodiques, en utilisant la peri-
odicité des fonctions f et Jj , nous pouvons limiter l�étude de (2:1) sur l�intervalle
I:
Soit g la modi�ée de f , dé�nie p.p t 2 I par,

g(t; u) =

8<:
u�a
1+u2

; si u < a

f(t; u); si a � u � b
u�b
1+u2

; si u > b
(2.3)

Alors, g satisfait l�hypothèse (H1): Et il existe une fonction positive Kg 2
L1(I); telle que pour tout u 2 R et presque tout t 2 I;

jg(t; u)j < Kg(t) (2.4)

Considérons l�équation modi�ée suivante,

u00(t) = g(t; u(t)); p. p t 2 I; t 6= tj (2.5)

Le résultat suivant décrit la relation entre (2:1) et (2:5)

Lemme 2.2.1 Chaque solution T -périodique de (2:5) est une solution T�périodique
de (2:1) :

Preuve: Soit u une solution T -périodique de (2:5), considérons les ensembles
Ia et Ib, dé�nis par,

Ib = ft 2 I;u(t) > bg et Ia = ft 2 I;u(t) < ag

Nous montrons que Ib et Ia sont vides.
Supposons le contraire, que Ib 6= ;, il existe alors � 2 I; tel que u(�) > b:Alors,
il existe un t0 2 I;u(t0) = max

t2I
u(t) > b et par (2:3) ; u00(t0) = g(t0; u(t0)) > 0

ce qui contredit t0 point où u atteint son maximum
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Aussi, si u(0) = u(T ) = max
t2I

u(t) > b; la continuité de u implique que pour

tout t près de 0 ou T , nous avons t 2 Ib, et par la dé�nition de u0(0) et u0(T ),
nous obtenons u0(0) < 0 et u0(T ) > 0, ce qui est une contradiction avec le fait
que u est une solution T -périodique de (2:5). Et, si u � max

t2I
u(t), alors u est

une solution de (2:5) implique que g(t;Mu) � 0 pour presque tout t dans I: A
partir de (2:3) nous devons avoir max

t2I
u(t) = b; qui est une contradiction avec

max
t2I

u(t) > b. Alors u ne peut être constante = max
t2I

u(t):

Analogiquement, nous montrons que Ia est vide, ce qui implique que u(t) � a
sur I. Donc, pour p.p t 2 I; a � u(t) � b. Et à partir de (2:3), u est une
solution de (2:1).
En concéquence du lemme précédent (2:2:1), dans ce qui suit, nous traitons
(2:5)-(2:2) à la place de (2:1)- (2:2). Et, en utilisant l�approche variationelle,
nous prouvons l�existence de solution T -périodique de (2:1)- (2:2) :
Tout d�abord, nous considérons l�espace de Sobolev H1

T de�ni par,

H1
T =

�
u 2 W 1;2(I); u(0) = u(T )

	
muni de la norme (1:6), H1

T admet la décomposition orthogonale, H
1
T = H+ �

H�, où H+ est le sous espace des fonctions constantes dans H1
T et H

� dénote
l�espace des fonctions dans H1

T avec valeur moyenne nulle. Alors si u 2 H1
T il

peut être écrit comme,
u = �u+ ~u (2.6)

avec �u 2 H+et ~u 2 H�:
Ensuite, soit ' : H1

T ! R; la fonctionnelle d�énergie associée à (2:5)-(2:2)
dé�nie par,

'(u) =

TZ
0

�
1

2

�
u
0
(t)
�2
+G(t; u(t))

�
dt+

p�1X
j=1

u(tj)Z
a

Jj(�)d� : (2.7)

où G(t; u) =
uR
a

g(t; s)ds

' est bien dé�nie dans H1
T : En combinant la semicontinuité inférieure de la

norme de L2 , le lemme de Fatou et en utilisant (H1)(i), (H2), nous obtenons
la semi continuité inférieure faible de ':
' est une fonctionnelle di¤erentiable et sa dérivée au point u 2 H1

T est la fonc-
tionelle '0(u) 2 (H1

T )
� dé�nie , pour tout v 2 H1

T par

'0(u)v =

Z T

0

u0(t)v0(t)dt+

Z T

0

g(t; u(t))v(t)dt+

p�1X
j=1

Jj(u(tj))v(tj) (2.8)

Evidemment, si u 2 H1
T est un point critique de la fonctionelle ', alors u est

une solution T - périodique faible de (2:5) :(u satisfait la dé�nition (2:2:1). Par
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conséquent, il est su¢ sant de prouver l�éxistence des points critiques de ' pour
obtenir une solution T -périodique de (2:5)-(2:2).
En utilisant la décomposition (2:6), nous avons,

'(u) =

Z T

0

1

2
u0(t)2dt+

Z T

0

G(t; u)dt+

p�1X
j=1

u(tj)Z
a

Jj(�)d�

=

Z T

0

1

2
~u
0
(t)2dt+

Z T

0

G(t; �u)dt+

Z T

0

[G(t; u(t))�G(t; �u(t))]dt

+

p�1X
j=1

u(tj)Z
a

Jj(�)d� :

=

Z T

0

j~u0j2
2
dt+

Z T

0

G(t; �u)dt+

Z T

0

Z 1

0

~u(t)g(t; �u+ s~u(t))dsdt

+

p�1X
j=1

u(tj)Z
a

Jj(�)d�

Et à partir de (2:4), nous obtenons,

'(u) �
Z T

0

ju02j
2
dt+

Z T

0

G(t; �u)dt� kKg(t)kL1 k~uk1 +
p�1X
j=1

u(tj)Z
a

Jj(�)d�

L�inégalité de Poincaré-Wirtinger, implique l�éxistence d�une constante C > 0
telle que,

k~uk1 � C kuk ;
Donc,

'(u) � 1

2
kuk2 +

Z T

0

G(t; �u)dt� C kKg(t)kL1 kuk+ pm (u(tj)� a)

En utilisant (2:3), nous avons,Z T

0

G(t; �u)dt! +1; si j�uj ! +1:

Par (H2), et puisque kuk ! +1 est équivalente à (j�uj2+
R T
0
ju0(t)j2dt) 12 ! +1;

nous obtenons que ' est coercive (i.e '(u)! +1 quand kuk ! +1).
Et, en appliquant la méthode directe du calcul variationnel, nous trouvons
qu�il existe uo tel que,

'(u0) = inf
H1
T

'

Du lemme (2:2:1) et l�hypothèse (H1)(ii), uo est une solution T - périodique
non-constante de (2:1) � (2:2) . De plus (2:3) implique que, pour tout t dans I
, a � u0(t) � b:
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2.2.3 Existence des connexions hétérocliniques

En utilisant l�approche variationnelle, minimisation avec contraintes, nous
obtenons l�éxistence d�une connexion hétéroclinique entre les solutions con-
stantes a et b. Notre résultat est donné comme suit

Théorème 2.2 Si (H1) et (H2) sont véri�ées, l�équation (2:1) admet au moins
une solution hétéroclinique, satisfaisant (2:2).

Preuve: Pour F dé�nie par

F (t; u) =

Z u

a

f(t; s)ds;

Nous considérons la fonction modi�ée de F dé�nie par,

~F (t; u) =

�
F (t; u); u 2 [a; b]
0; u 2 Rn[a; b] (2.9)

Cette modi�ée est justi�ée par le fait que l�on s�intérésse à l�éxistence d�une
solution entre a et b,
Soit �(u) la fonctionnelle donnée par,

�(u) =

Z +1

�1

�
u02(t)

2
+ ~F (t; u(t))

�
dt+

p�1X
j=1

Z u(tj)

a

Jj(s)ds (2.10)

Clairement, � est bien dé�nie sur W 1;2(R): En combinant la semicontinuité
inférieure faible de la norme de L2et le lemme de Fatou et en utilisant (H1)(i),
(H2), nous avons la semicontinuité inférieure faible de �:
� est une fonctionnelle di¤érentiable, dont la dérivée au point u 2 W 1;2(R) est
la fonctionnelle �0(u) dé�nie, pour tout v dans W 1;2(R); par

�0(u):v =

Z +1

�1
u0(t)v0(t)dt+

Z +1

�1
f(t; u(t)):v(t)dt+

p�1X
j=1

Jj(u(tj)):v(tj) (2.11)

Evidemment, si u 2 W 1;2(R) est un point critique de la fonctionnelle �, alors u
est une solution faible de (2:1)-(2:2). Donc, on considère les orbites hétéroclin-
iques de (2:1) satisfaisant (2:2) comme minimiseurs de � dans l�epace fonctionnel,


 = fu 2 W 1;2(R); lim
t!�1

u(t) = a; lim
t!+1

u(t) = bg (2.12)

Dans ce qui suit, nous énoncerons et prouverons un résultat auxiliaire
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Lemme 2.2.2 Pour � dans ]0; 1[

�(u) � �[

p
��p
2
+m(p� 1)] (2.13)

où,

�� = minf min
t2[0;T ]

~F (t; z) : b� � � z � b� �

2
ou a+

�

2
� z � a+ �g (2.14)

Preuve: Pour tout u dans 
; il existe t1; t2 dans R, tel que u(t1) = b � �
2
et

u(t2) = b � � (ou bien u(t1) = a + �
2
et u(t2) = a + �) assumons que t1 � t2 et

b � � � u(t) � b � �
2
ou bien a + �

2
� u(t) � a + � pour tout t dans [t1; t2]; à

partir de (H1) et (2:9), nous avons que

�(u) =

Z +1

�1
(
u02(t)

2
+ ~F (t; u(t)))dt+

p�1X
j=1

Z u(tj)

a

Jj(s)ds

�
Z t2

t1

(
u02(t)

2
+ ~F (t; u(t)))dt+

p�1X
j=1

Z u(tj)

a

Jj(s)ds

�
Z t2

t1

u02(t)

2
dt+

Z t2

t1

~F (t; u(t))dt+

p�1X
j=1

Z u(tj)

a

Jj(s)ds

Par l�inégalité de Schwartz ([19]), nous obtenons

(

Z t2

t1

�
u
0
�2
)
1
2 �

R t2
t1
u
0
v

(
R t2
t1
(v)2)

1
2

où, v = 1p
t2�t1 , car (

R t2
t1
v2)

1
2 = (

R t2
t1

dt
t2�t1 )

1
2 = 1; nous avons alors,Z t2

t1

u02

2
dt � �2

8(t2 � t1)

Donc, en utilisant la périodicité de ~F ; nous obtenons

�(u) �
Z t2

t1

u02(t)

2
dt+

Z t2

t1

~F (t; u(t))dt+

p�1X
j=1

Z u(tj)

a

Jj(s)ds

� �2

8(t2 � t1)
+ ��(t2 � t1) +m(p� 1)(u(tj)� a)

� �2

8(t2 � t1)
+ ��(t2 � t1) +m(p� 1)�; (2.15)
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pour �� dé�ni par (2:14).
A partir d�un résultat classique d�analyse, c

2

x
+ d2x � 2cd, pour tout c; d 2 R, et

x > 0; (2:15) devient,

�(u) �
 p

��p
2
+m(p� 1)

!
�:

Maintenant, soit ((un)n) une suite minimisante dans 
, telle que �(un) !
inf � quand n !1; en passant par vn = sup(a; inf(un; b)); et en observant que
�(vn) � �(un), sans perte de généralité, nous supposons que,

a � un � b

Alors, par la continuité de un,on a :
pour tout � > 0; il existe sn; tn dans R tel que,�

un(sn) = a+ � et un(tn) = b� �
a+ � � un(t) � b� �; pour tout t dans [sn; tn]

Si un prend des valeurs plus grandes que a + � pour t dans ] � 1; sn], nous
choisissons s0n < sn alors que un(s0n) = a + � et a � un � a + � pour t
dans ] � 1; s0n], de meme nous trouvons t

0
n � tn alors que un(t0n) = a � � et

b� � � un � b pour t dans [t0n;+1[ :
Ce qui nous ramène à dé�nir une nouvelle fonction

Un(t) =

8<:
un(t� sn + s0n); t � sn
un(t); sn � t � tn
un(t� tn + t0n); t � tn

(2.16)

A partir de (2:16)
Un(t) � un(t)

en utilisant (2:10), (2:16) et (H2), nous déduisons que

�(Un) � �(un)

De (2:10), nous obtenons

�(Un) =

Z +1

�1
(
U 02n (t)

2
+ ~F (t; Un(t))dt+

p�1X
j=1

Z Un(tj)

a

Jj(s)ds

� 1

2
jjU 0njj2L2 +

Z tn

sn

~F (t; Un(t))dt+ (p� 1)m(Un(t)� a)

� 1

2
jjU 0njj2L2 + inf

t2[sn;tn]
(min
z2(a;b)

~F (t; z))(tn � sn)� (p� 1)m"
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Et, (un)n une suite minimisante, implique que la suite (tn � sn)n est bornée, on
peut alors en extraire une sous suite faiblement convergente, pour la simplicité,
nous la noterons de la même manière.
A partir de (H1)(i) et à partir de l�invariance de l�intégrale par translation et
la périodicité de ~F en t, on peut supposer sans perte de généralités que sn =
s0 2 [0; T ], alors il existe �t > 0 tel que tn ! �t:Maintenant, de (2:16), la suite
(Un) est bornée, alors, elle admet une sous suite convergente, qu�on la note par
(Un)n. Donc, il existe u 2 W 1;2(R) tel que

Un
C(R)! u;

et
U 0n

L2(R)! u0

A partir de la semi continuité inférieure de �, nous avons,

�(u) � lim
n!1

inf �(Un)

alors,
�(u) � inf



� (2.17)

et aussi, par la dé�nition de l�in�mum, nous avons

�(u) � inf


� (2.18)

Donc, par (2:17) et (2:18), nous obtenons

�(u) = inf


�

Maintenant, la convergence uniforme de (Un)n vers u, entraine que a � u(t) �
a + � pour t dans ] � 1; s0], et b � � � u(t) � b pour t dans [�t;+1[ ; ce qui
implique que

lim inf
t!�1

u(t) = a et lim sup
t!+1

u(t) = b

En fait nous avons
lim
t!�1

u(t) = a et lim
t!+1

u(t) = b

Sinon il existe � > 0, et plusieurs intervalles disjoints [t1; t2]; dans les condi-
tions du lemme (2:2:2) (avec � = �), impliquant �(u) = +1; et contredisant
(2:18).
Il suit que u est dans 
 et,

�(u) = min


�
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Nous concluons que l�équation (2:1) sous (2:2) admet au moins une connexion
hétéroclinique entre les deux solutions constantes a et b :

2.3 Exemple

Exemple 2.3.1 [23] Considérons l�équation suivante

u00(t) = �(t)h(u); t 6= tj; t 2 R; (2.19)

sous les conditions impulsives

�u0(tj) = Jj(u(tj)); j = 1; 2; :::; p� 1 (2.20)

où �(t) est une fonction mesurable T�périodique de période 2; qui est dé�ni
pour tout t 2 [�1; 1] par,

�(t) = (1 + t2)

La fonction h est donnée par l�expréssion suivante

h(u) =

8<:
0 u < �1
u (u2 � 1) � 1 � u � 1

0 u > 1

telles que h(1) = h(�1) = 0
Soit F est la primitive de f dé�nie pour presque tout t 2 [�1; 1] et pour tout
u 2 R; par,

F (t; u) = �(t)

Z u

�1
h(s)ds =

8<:
0 u < �1
u4

4
� u2

2
+ 1

4
� 1 � u � 1

0 u > 1

alors f (t; u) = �(t)h(u);satisfait (H1) avec a = �1 et b = 1:
Et les fonctions Jj : R! R sont continues bornées dé�nies par,

Jj(u (tj)) = 1 + u
2 (tk) jsin (2�tk)j ; avec tk =

k

p
; k = 1; 2; :::p� 1, p = 4

satisfont f(t; u) +
p�1X
j=1

Jj(u) > 0 pour presque tout t et tout u 2 R:

Les deux hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites, donc en appliquant le théorème
(2:1), les équations (??)-(??) admettent une solution T -périodique (T = 2)
et le théorème (2:2) assure l�éxistence d�au moins une solution hétéroclinique
pour (??)-(??) reliant �1 et 1:
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Dans ce chapitre, nous traitons l�existence de solutions homocliniques de l�équation
(1) soumise à des impulsions (2:2) dans le cas où  (t; u(t)) = u(t) � f(t; u(t))
lorsque la nonlinéarité f présente une singularité. Sous des conditions su¤-
isantes simples, et en utlisant la minimisation directe, nous obtenons des so-
lutions homocliniques, qui sont considérées comme limite de solutions péri-
odiques de problèmes approximants le problème initial. Les résultats obtenus
dans ce chapitre ont fait l�objet de la publication [34]
Les méthodes variationnelles ont été appliquées pour montrer l�existence d�orbites
homocliniques de systèmes Hamiltoniens, (cf. [2], [74], [83] et [117]), cepen-
dant, l�existence de solutions homocliniques pour les équations impulsives n�a
reçu que peu d�attention. il est bien connu, que le phénomene de rupture des
orbites homocliniques peut conduire au chaos, ce qui a intéréssé les mathé-
maticiens ces dernières années [?], [119]. Coti-Zelati [?] a utilisé des méthodes
variationnelles duales, Lions [65] Hofer et Wysocki [51] ont utlisé le principe
de concentration de compacité avec le principe variationnel d�Ekland, ce qu�ils
leur a permis d�établir l�existence de solutions homocliniques de systèmes hamil-
toniens du premier ordre. Le cas des systèmes Hamiltoniens singuliers est assez

25
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important, du fait que certains potentiels issus de la physique (comme par ex-
emple, la mécanique céleste [57]) présentent des singularités. Il semble qu�il n�y
a pas beaucoup de travaux sur cette catégorie de problèmes. Nous présentons
un petit exposé des travaux antérieurs au notre. En 1996, dans l�article [88]
P.H Rabinowitz a étudié un système planaire non autonome du second ordre
�q + Vq(t; q) = 0. En considérant que V : R � (R2nf�g) ! R possèdant un
maximum global et V est singulière au point �: De plus, elle est périodique
par rapport à la variable t: Il a prouvé qu�il existe au moins deux solutions
homocliniques. Dans [21], par une hypothèse supplémentaire sur l�existence
d�une orbite périodique minimale non contractile autour de �. Bolotin [15], P.
Caldiroli ([21]; [22]) et L. Jeanjean [10] ont établit que si V est autonome alors
il existe une multiplicité de solutions homocliniques. Dans [16] M. Borges a
considéré un système hamiltonien planaire du second ordre avec un potentiel
ayant un maximum global à l�origine et deux singularités aux points �1 et �2:
Par des hypothèses additionnelles sur la régularité de V : R2nf�1; �2g ! R :V
de classe C2 et la dérivée seconde de V en 0 est dé�nie négative, l�existence de
solutions homocliniques autour de chaque singularité et autour des deux singu-
larités, des solutions périodiques et des solutions hétérocliniques joingnant 0 à
des solutions périodiques, est établie.
Pour n > 2 et V = V (q), l�existence des homocliniques a été établie par K.
Tanaka dans [103]. Et, dans [87] Rabinowitz a prouvé l�existence des solutions
dites solutions homocliniques multi bosses pour une classe des systèmes Hamil-
tonian singuliers dans R2 qui sont soumis à une puissance presque périodique
dans le temps [86].
Récemment, dans [55] J.Janczewska considère une classe de systèmes Hamil-
toniens du second ordre, où le potentiel a une singularité au point � 2 R2
et son unique maximum global 0 2 R est atteint en deux points distincts
a; b 2 R2� f�g : Pour une classe de potentiels qui satisfait une condition forte
introduite par W. B. Gordon [49], qui a utilisé la minimisation des intégrales
d�action, elle établit l�existence d�au moins deux solutions autour de �. L�une
d�entre elles, est une hétéroclinique, et l�autre est soit une homoclinique soit
une hétéroclinique possédant un nombre de rotation di¤érent de la première.
Pour plus de travaux, (cf. [52]; [53]; [56]) et leurs références.
Dans ce chapitre, nous montrons l�existence de solutions homocliniques en
présence des impulsions, pour des équations di¤érentielles de second ordre sin-
gulières sous des hypothèses di¤érentes de celles considérées dans les articles
surcités: la nonlinéarité ne possède pas de maximum global à l�origine. Dans
notre contexte, contrairement à celui de [84] et [85], nous ne demandons au-
cune isolation de l�orbite périodique.
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3.1 Formulation du problème

Considérons le problème di¤érentiel suivant,8><>:
�u00(t) + u(t) = g(t; u(t)) t 6= tj , t 2 R (1.1)
�u0(tj) = Jj(u(tj)) ; j 2 A (1.2)
lim
t!�1

u(t) = lim
t!�1

u0(t) = 0 (1.3)
; (3.1)

où �u0(tj) = u0(t+j ) � u0(t�j ) avec u
0(t�j ) = limt!t�j

u0(t); j 2 A , tel que
A est un ensemble de Z et tj;sont les instants où les impulsions se produisent
�T = t0 < t1 < t2 < ::: < tp = T; tj+kp = tj + 2kT ;pour tout j 2 Z k 2 Z
et tel que j + kp 2A (T est une constante positive �xée) et les fonctions Jj
representent le saut de discontinuité de u0 à l�instant d�impulsion:
Les deux fonctions g et Jj véri�ent les hypothèses suivantes:
(H1) (i) g : R � ]�;+1[ ! R est une fonction L1loc, 2T�périodique en t; et
continue par rapport à sa deuxième variable avec lim

u!�
g(t; u) = �1; où � < 0 .

(ii) K := sup
u2]�;+1[

g(:; u) est dans L1 (R) :

(iii) lim
u!0

g(t;u)
u
= +1, p. p t 2 R

(iv) lim
u!+1

g(t;u)
u
= 0 p. p t 2 R:

(H2) Jj : R ! R; est une fonction continue bornée tel que, max
s
Jj(s) < 0 et

Jj+p � Jj; pour tout j:
Comme g et Jj sont 2T�périodiques , et il est naturel de considérer les solu-
tions homocliniques comme limites quand n!1;des solutions 2nT�périodiques
(solutions subharminiques) . Alors, les solutions homocliniques du problème
(3:1), sont considérées comme limite, quand n ! +1, des extensions péri-
odiques des solutions un des problèmes périodiques approximatifs (3:2) ; dé�nis
dans les intervalles In := [�nT; nT ];par:8<:

�u00(t) + u(t) = g(t; u(t)) t 6= tj , t 2 In (1:1)n
�u

0
(tj) = Jj(u(tj)) , tj 2 In (1:2)n:

u(nT )� u(�nT ) = u
0
(nT )� u

0
(�nT ) = 0 (1:3)n

(3.2)

Tout au long de ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes, L12nT (R;R),
est l�espace des fonctions bornées mesurables et 2nT périodiques de R vers R;
muni de la norme, jjujjL12nT = ess supfju(t)j : t 2 Ing; Lp(In) est l�espace
de Lebesgue classique déja dé�ni par (1:1) pour n 2 N�. Nous considérons
l�espace de Sobolev Hn = fu 2 W 1;2In);u(�nT ) = u(nT )g. muni de la norme

kuk =
�u0

L2
+ kukL2

� 1
2

(Hn; k:k) est un espace de Hilbert ré�exif. Aussi, Hn admet une décompsition
orthogonale, Hn = En � Fn, où Fn est le sous espace des fonctions constantes
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dans Hn et En dénote le sous espaces des fonctions à valeur moyenne nulle
dans Hn. En est un sous espace faiblement fermé de Hn .
La dé�nition d�une solution du problème (3:2) est donnée par (2:2:1)
Le lemme suivant introduit l�inclusion de Hn dans L12nT .

Lemme 3.1.1 voir (lemma1.1 et corollaire 1.1 de [120]) Soit u : R ! R une
application continue tel que u

0 2 L2loc (R;R). Pour tout t 2 R les inégalités
suivantes sont véri�ées:

ju(t)j � 2(
Z t+ 1

2

t� 1
2

(u02(s) + u2(s))ds)
1
2 ; (3.3)

et, si u 2 Hn; on a:

jjujjL12nT � 2jjujj; (3.4)

3.2 Résultat principal

Dans cette section, nous énonçons et prouvons un résultat d�existence de solu-
tions 2nT périodiques, n 2 N� et un autre d�existence d�une solution de (3:1).

3.2.1 Existence des solutions de (3:2)

Nous avons le théorème suivant,

Théorème 3.1 Si (H1) et (H2) sont véri�ées, alors pour tout n 2 N� le prob-
lème (3:2) possède au moins une solution nonconstante.

Preuve: La preuve est faite en plusieurs étapes,
Etape 1 : Modi�cation du problème (3:2).
Nous notons par d = j�j la distance entre � et 0 et par  = inf(d; 1); pour � 2
(�; � + ), nous dé�nissons la fonction de troncature suivante g� : R � R ! R,
par

f(t; u) = g�(t; s) =

�
g(t; s) si s > �
g(t; �) si s � �

; (3.5)

et le problème modi�é correspondant est8<:
�u00(t) + u(t) = f(t; u(t)) t 6= tj , t 2 In (1:1)n
�u

0
(tj) = Jj(u(tj)) , tj 2 In (1:2)n:

u(nT )� u(�nT ) = u
0
(nT )� u

0
(�nT ) = 0 (1:3)n

(3.6)

A partir de (H1) la fonction f satisfait les hypothèses suivantes:
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(H1)
0 (i) f : R� R! R est une fonction L1loc et 2T�périodique par rapport

à sa première variable et continue par rapport à la deuxième,
(ii) K 0 := sup

u2R
f(:; u) est dans L1 (R) ;

(iii) lim
u!0

f(t;u)
u
= +1, pour presque tout t 2 R

(iv) lim
juj!+1

f(t;u)
u
= 0, pour presque tout t 2 R:

Etape 2: Formulation variationelle
Nous étudions l�existence des solutions du problème (3:6) en le ramenant à
l�étude de l�existence des points critiques de fonctionnelles. Et, pour obtenir
une solution non constante, nous prouvons l�existence des points critiques dans
En:
Nous dé�nissons la fonctionnelle 'n associée au problème (3:6) ; par

'n(u) :=
1

2
jjujj2 +

X
tj2In

Z u(tj)

0

Jj(s)ds�
Z nT

�nT
F (t; u(t))dt; (3.7)

où F (t; u) :=
R u
0
f(t; s)ds:

'n est bien dé�nie sur Hn; par (H1)
0
et (H2), 'n est faiblement semicontinue

inférieurement et di¤érentiable dont la dérivée est la fonctionnelle '
0
n(u), dé�nie

pour tout v 2 Hn; par

'
0

n(u)(v) =

Z nT

�nT
[u

0
(t)v

0
(t)+u(t)v(t)]dt+

X
tj2In

Jj(u(tj))v(tj)�
Z nT

�nT
f(t; u(t))v(t) dt;

(3.8)
Le résultat suivant caractérise les points critiques de 'n;

Lemme 3.2.1 Les points critiques de 'n sont solutions de (3:6).

Preuve: Soit u 2 Hn un point critique de la fonctionnelle 'n, nous avons
pour tout v 2 Hn;

'0n(u)(v) =

Z nT

�nT
[u

0
(t)v

0
(t) + u(t)v(t)]dt+

X
tj2In

Jj(u(tj))v(tj) (3.9)

�
Z nT

�nT
f(t; u(t))v(t) dt = 0

Pour tout tj 2 In, nous considérons v 2 W 1;2
0 (]tj; tj+1[)n f0g tel que

v(t) =

�
v(t) si t 2 ]tj; tj+1[
0 si t 2 Inn ]tj; tj+1[

(3.10)



3. Solutions homocliniques d�une classe d�EDO singulières soumises
à l�e¤et d�impulsions 30

Alors (3:8) impliqueZ tj+1

tj

[u
0
(t)v

0
(t) + u(t)v(t)]dt =

Z tj+1

tj

f(t; u(t))v(t)dt

Ceci signi�e que, pour tout w 2 W 1;2
0 (tj; tj+1); nous avonsZ tj+1

tj

[u
0

j(t)w
0
(t) + uj(t)w(t)]dt =

Z tj+1

tj

f(t; uj(t))w(t)dt

où uj = uj(tj ;tj+1); donc pour t 2 (tj; tj+1); uj est une solution faible de l�équation
suivante:

�u
00
(t) + u(t) = f(t; u(t)); (3.11)

et uj 2 H2((tj; tj+1)) � C1((tj; tj+1))
En e¤et,si l�on pose h(t) = u(t) � f(t; u(t)), alors la fonction h est L1(In) et
(3:11) devient de la forme

u
00
(t) = h(t) sur (tj; tj+1) (3.12)

Alors la solution de (3:12) peut être écrite comme suit

u(t) = c1 + c2t+

Z t

tj

Z s

tj

h(�)d�ds pour t 2 (tj; tj+1)

où c1 et c2 sont deux constantes. Alors uj 2 H2(tj; tj+1) et les limites u
0
(t�j ); u

0
(t+j )

existent.
D�un autre côté, par le choix de v dans (3:10) nous avonsZ tn

�nT
[u

0
(t)v

0
(t) + u(t)v(t)]dt�

Z tn

�nT
f(t; u(t))v(t)dt = 0

où tn 2 In, est le premier instant où les impulsions se produisent sur In, etZ nT

t�n

[u
0
(t)v

0
(t) + u(t)v(t)]dt =

Z nT

t�n

f(t; u(t))v(t)dt

où t�n 2 In, est le dernier instant où les impulsions se produisent sur In: Par
conséquent, u satisfait l�équation (1:1)n presque partout sur In.
En intégrant par parties l�équation (3:8), nous obtenons

0 =

Z nT

�nT
[u

0
(t)v

0
(t) + u(t)v(t)]dt�

Z nT

�nT
f(t; u(t))v(t)]dt+

X
tj2In

(Jj(u(tj))v(tj)

=

Z nT

�nT
[�u

00
(t) + u(t)� f(t; u(t))]v(t)dt

+
X
tj2In

h
Jj(u(tj))��u

0
(tj)
i
v(tj) + u

0
(nT )v(nT )� u

0
(�nT )v(�nT )(3.13)
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Puisque u satisfait l�équation (1:1)n du problème (3:6), presque partout sur In;
par (3:13), nous aurons,X

tj2In

(Jj(u(tj))��u
0
(tj))v(tj) + u

0
(nT )v(nT )� u

0
(�nT )v(�nT ) = 0 (3.14)

Ensuite, nous montrerons que u satisfait (1:2)n du problème (3:6). Nous sup-
posons le contraire, (sans perte de généralité), qu�il existe tk 2 In; tel que

Jk(u(tk))��(u
0
(tk)) 6= 0 (3.15)

Soit
v(t) :=

Y
tj2In;j 6=k

(t� tj)(t
2 � n2T 2);

évidemment, v 2 Hn. Par des calculs simples, nous obtenons v(tj) = 0 pour
tj 2 In; j 6= k: Alors, par (3:14), nous avons

0 =
X
tj2In

(Jj(u(tj))��u
0
(tj))v(tj) + u

0
(nT )v(nT )� u

0
(�nT )v(�nT )(3.16)

= (Jk(u(tk))��u
0
(tk))

Y
tj2In;j 6=k

(t2k � t2j)(t
2
k � n2T 2)

Ce qui contredit (3:15). Ainsi u satisfait (1:2)n du problème (3:6).
Maintenant, pour w 2 Hn tel que w(t) :=

Q
tj2In(t

2 � t2j), nous avons,w(tj) = 0
pour tj 2 In; et w(�nT ) :=

Q
tj2In(n

2T 2 � t2j) > 0: Alors (3:14) devient de la
forme suivante:

[�u(nT )� �u(�nT )]w(nT ) = 0 (3.17)

(3:17) montre que �u(nT )� �u(�nT ) = 0. Par conséquent, u est une solution du
problème (3:6) :

Le résultat auxiliaire suivant donne une propriété de 'n:

Lemme 3.2.2 'n est coercive sur En:

Preuve: Tout d�abord, a partir de (H1)
0
, nous établissons une propriété sur

la fonction f . L�hypothèse (H1)
0 (iv); implique que pour tout "; 0 < " < 1; il

existe un � = � (") > 0 tel que, pour presque tout t 2 In, nous avons

jf(t; s)j < " jsj ;

chaque fois que jsj > �:
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Par (H1)
0(i) nous avons max

jsj��
jf (t; s) j = jf (t; s0) j; pour certains s0 2 (��; �).

Posons C(t) := jf (t; s0) j, alors

jF (t; u)j < "

2
juj2 + C(t) juj (3.18)

où C(t) 2 L1(In;R); est une fonction positive.
Maintenant, en vue de (3:18) et (H2) (m < 0) ; nous avons pour u dans En;

'n(u) =

Z nT

�nT

�
1

2
ju0(t)j2 + ju(t)j2 � F (t; u(t))

�
dt+

X
tj2In

Z u(tj)

0

Jj(s)ds

�
Z nT

�nT

1

2
[ju0(t)j2 + ju(t)j2 � "

2
ju(t)j2 ]dt�

Z nT

�nT
C(t)u(t)dt+

X
tj2In

Z u(tj)

0

Jj(s)ds

� 1

2
jjujj2 � "

2
jjujj2L2 � kuk1 kCkL1 + n (p� 1)mu(tj);

� 1

2
jjujj2 � "

2
jjujj2L2 � kuk1 kCkL1 + n (p� 1)m kuk1 ;

et en utilisant (3:4), nous obtenons

'n(u) �
1

2
kuk2 (1� ")� 2 kuk (kCkL1 + np jmj) : (3.19)

Le choix de " < 1
2
; (H2) et kCkL1bornée impliquent 'n(u) � �1, alors pour

tout n 2 N�; 'n(u) est bornée inférieurement et donc il existe une constante
positive B = B (n), tel que

'n(u) � �B; (3.20)

Considérons " < 1
2
; à partir de (3:19), nous avons que, 'n(u) ! +1 quand

kuk !
u2En

+1: Alors, 'n est coercive sur En:

En est un sous espace faiblement fermé de Hn, alors en utilisant la méthode
directe du calcul variationnel, nous obtenons immédiatement que pour tout
n 2 N� il existe un 2 En; tel que,

'n(un) = inf
En
'n:

Posons
cn = 'n(un):

Le résultat suivant nous donne un ordre sur les (cn)n :

Lemme 3.2.3 Pour tout n 2 N�, nous avons

�1 < cn < c1 < 0;
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Preuve: A partir de (3:19), nous obtenons clairement que cn > �1: De
plus, le fait que pour tout n 2 N�, nous avons E1 � En, et donc cn � c1,

cn = inf
En
'n � c1 = inf

E1
'1 (3.21)

En�n, pour prouver que c1 < 0, nous utilisons (H1)
0 (iii), pour � > 0, il existe,

1 > �� > 0; tel que, pour presque tout t et pour tout juj � ��,

F (t; u) >
�

2
juj2 (3.22)

Maintenant, soit �1 la première valeur propre de Lu = �u
00
+ u sur H1 et v1 la

fonction propre correspondante dans E1 ,

jjv1jj2 = �1

Z T

�T
jv1 (t)j2 dt; (3.23)

Alors, pour � > 0; tel que j j�v1j j1 < ��, (3:22) et (H2) implique

'1(�v1) =
1

2
� 2jjv1jj2 �

Z T

�T
F (t; �v1(t))dt+

p�1X
j=1

Z �v1(tj)

0

Jj(s)ds

� 1

2
� 2jjv1jj2 �

�

2

Z T

�T
j�v1j2 dt+

p�1X
j=1

Z �v1(tj)

0

Jj(s)ds

� � 2

2

�
�1jjv1jj2L2 � �jjv1jj2

L2

�
+ (p� 1)M�v1(tj)

� T (�1 � �) jj�v1jj21 + (p� 1) jmj k�v1k1
� T (�1 � �) �2� + p jmj ��: (3.24)

En choisissant � su¢ sament grand � >> �1; (3:24) et en utilisant (H2) on
obtient

c1 = inf
E1
'1 < 0

un est solution non constante de (3:6) ;en e¤et, à partir de (3:7)et le lemme
(3:2:3) 'n(0) = 0 > cn = inf

En
'n = 'n(un); qui implique que un 6= 0; maintenant

à partir de un 2 En , nous déduisons que un est une solution non constante du
problème (3:6).

Lemme 3.2.4 Il existe �� = ��(n) 2 ]�; � + [ et une constante D� = D� (n) >
0 tel que toute solution un 2 En; du problème (3:6) ; satisfait �� < un(t) <
D�; pour tout t:
En particulier, toute solution de (3:6) est une solution de (3:2).
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Preuve: Ici, nous utiliserons certaines idées de [17].
Nous procédons par l�absurde. Nous supposons le contraire, que pour tout � 2
]�; � + [ et pour toute constante D > 0, il existe une solution un 2 En, de
(3:6) qui satisfait

un(t) > D, ou un(t) < � pour certains t 2 [�nT; nT ] :

En particulier, si pour chaque entier k > 1 nous considérons �k = � +
1

k
; et

D = k; l�hypothèse précédente implique que il existe une solution ukn 2 En de
(3:6) pour � = �k tel que �

ukn(t); t 2 R
	
" [�k; k] : (3.25)

Nous montrerons que cette hypothèse conduit à une contradiction.
Tout d�abord, nous a¢ rmons que pour tout k > 1, il doit exister � k 2 [�nT; nT ]
tel que,

ukn(� k) 2 [�k; k]: (3.26)

En e¤et, nous supposons le contraire, qu�il existe une sous suite de (ukn)k, que
nous la notons de la même façon, pour laquelle minukn(t) > k. alors (H1)(iv)
et le corollaire du lemme de Fatou (1:1:1), nous donne

n(p� 1)M > lim inf
k!+1

X
tj2In

Jj(u
k
n(tj)) = lim inf

k!+1

nTZ
�nT

g
�k
(t; ukn(t))dt

�
nTZ

�nT

lim inf
k!+1

g�k(t; u
k
n(t))dt �

nTZ
�nT

lim
x!+1

g(t; x)dt � 0

Alors, M > 0;ce qui contredit (H2).
De même, nous arriverons à une contradiction avec l�hypothèse (H2), si nous
assumons que maxukn < �k. En e¤et, Jjétant borné, le corollaire du lemme de
Fatou, nous permet d�écrire,

lim sup
k!+1

X
tj2In

Jj(u
k
n(tj)) = lim sup

k!+1

nTZ
�nT

g�k(t; un(t)dt

�
nTZ

�nT

lim sup
k!+1

g�k(t; un(t))dt

�
nTZ
�nT

lim sup
x!�+

g(t; x)dt



3. Solutions homocliniques d�une classe d�EDO singulières soumises
à l�e¤et d�impulsions 35

Donc,

lim sup
k!+1

X
tj2In

Ij(un(tj)) �
nTZ

�nT

lim
x!�+

g(t; x)dt = �1:

En second lieu, nous montrons que
�
ukn
�
k
est majorée.

Pour k > 1, ukn est une solution faible de (3:6), alors, pour tout v 2 Hn,

nTZ
�nT

h�
ukn
�0
(t)v

0
(t) + ukn(t)v(t)� g�k(t; u

k
n(t))v(t)

i
dt+

X
tj2In

Jj(u
k
n(tj))v(tj) = 0

(3.27)
Dans l�inégalité précedente, prenant v(t) � 1, nous obtenons,

�
nTZ
�nT

g�k(t; u
k
n(t))dt+

X
tj2In

Jj(un(tj)) = 0 (3.28)

(3:28) et (H2) implique que,

nTZ
�nT

g�k(t; u
k
n(t))dt =

X
tj2In

Jj(un(tj)) �
X
tj2In

jJj(un(tj))j (3.29)

Soit
Ikn;1 :=

�
t 2 In; g�k(t; u

k
n(t)) � 0

	
;

et
Ikn;2 :=

�
t 2 In; g�k(t; u

k
n(t)) < 0

	
:

A partir de (3:29), (H1) et (3:5), il suit que pour tout k � 1,����Z
In;2

g�k(t; u
k
n(t))dt

���� � jmjnp+ Z
In;1

g�k(t; u
k
n(t))dt � jmjnp+ kKkL1

Donc,

nTZ
�nT

��g�k(t; ukn(t))�� dt � jmjnp+ 2 kKkL1 (3.30)

Aussi, prenons v = ukn dans (3:27), nous obtenons

ukn2 � nTZ
�nT

g�k(t; u
k
n(t))u

k
n(t)dt+

X
tj2In

Jj(u
k
n(tj))u

k
n(tj) = 0 (3.31)
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ce qui signi�e que,

nTZ
�nT

g�k(t; u
k
n(t))u

k
n(t)dt�

X
tj2In

Jj(u
k
n(tj))u

k
n(tj) =

ukn2 � 0
Alors, (3:31) peut être écrite

0 =
ukn2 �

������
nTZ
�nT

g�k(t; u
k
n(t))u

k
n(t)dt�

X
tj2In

Jj(u
k
n(tj))u

k
n(tj)

������ (3.32)

�
ukn2 �

0@������
nTZ
�nT

g�k(t; u
k
n(t))u

k
n(t)dt

������+
������
X
tj2In

Jj(u
k
n(tj))u

k
n(tj)

������
1A

�
ukn2 � ukn1

24 nTZ
�nT

��g�k(t; ukn(t))�� dt+ X
tj2In

��Jj(ukn(tj)��
35

Ainsi, (3:4) combinée avec (3:32) implique que,

ukn2 � 2ukn
24������

nTZ
�nT

��g�k(t; ukn(t))�� dt
������+ jmjnp

35 ; (3.33)

De (3:30) ; nous déduisons que, pour k > 1,ukn � D

où,
D = 4 (kKkL1 + jmjnp) ; (3.34)

Nous remarquons que D est indépendent de k: Donc (ukn)k est bornée dans Hn.
Pour tout k , ukn 2 En , alors (3:34), implique que, il existe D� > 0

ukn(t) � D�

Par conséquent, pour k su¢ sament grand (k > D�); pour tout t 2 [�nT; nT ],
nous avons ukn(t) < k. En outre, nous ne pouvons pas avoir ukn(t) � �k pour
tout t 2 [�nT; nT ] ; autrement, nous obtiendrons �k � ukn(t) � k pour tout
t 2 [�nT; nT ] et ceci contredit l�hypothèse (3:25). Donc, pour k su¢ sament
grand (k > D�), il doit exister un t�k 2 [�nT; nT ] tel que ukn(t�k) < �k. Ceci
signi�e que t�k 2 I�k , où I�k est l�ensemble dé�ni par

I�k = ft 2 [�nT; nT ] ; u
k
n(t) < �kg: (3.35)
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Alors, l�ensemble I�k n�est pas vide, la continuété de la solution u
k
n(t) en t =

t�k; implique que meas(I�k) > 0, ce qui impliqueZ
I�k

[g
�k
(t; ukn(t))]dt 6= 0:

Maintenant, nous considérons les ensembles

I0;D0 =
�
t 2 [0; T ] ; 0 � ukn(t) � D�

	
; (3.36)

I�k;0 =
�
t 2 [0; T ] ; �k � ukn(t) < 0

	
; (3.37)

ici, nous pouvons écrire

[�nT; nT ] = I�k [ I�k;0 [ I0;D� :

Alors, en intégrant l�équation �
�
ukn
�00
(t) + ukn(t) = g

�k
(t; ukn(t)) de �nT à nT

nous obtenons,

�k : =

nTZ
�nT

��
ukn
�00
(t) + ukn(t)

�
dt =

nTZ
�nT

g
�k
(t; ukn(t))dt

=

Z
I�k

g
�k
(t; ukn(t))dt+

Z
I�k;0

g
�k
(t; ukn(t))dt+

Z
I0;D�

g
�k
(t; ukn(t))dt

1) supposons que nous intégrons positivement sur tous les sous in-
tervalles de [�nT; nT ].
Si t 2 I�k alors ukn(t) < �k. Donc, (3:35) et (H1) impliqueZ

I�k

g�k(t; u
k
n(t))dt =

Z
I�k

g(t; �k)dt < 0;

ce qui donne,

�k <

Z
I�k;0

g
�k
(t; ukn(t))dt+

Z
I0;D0

g
�k
(t; ukn(t))dt (3.38)

Si t 2 I0;D� alors ukn(t) 2 [0; D�]. Ce qui signi�e que ukn(t) est bornée sur I0;D� ;
puisque g

�k
est continue en u, alors g

�k
est bornée presque partout dans I0;D�.

Soit

� = �(D�) = max
n���g�k (t; x)��� ; t 2 [�nT; nT ] ; 0 � x � D�

o
(3.39)
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Alors, �����
Z
I0;D0

g
�k
(t; ukn(t))dt

����� �
�����
Z
I0;D0

���g�k (t; ukn(t))��� dt
����� � 2�nT (3.40)

(3:38) et (3:40) ménent à

�n �
Z
�

I�k;0

g
�k
(t; ukn(t))dt+ 2�nT: (3.41)

Par (H1), lim
u!�

g(t; u) = �1 alors, pour tout � > 0; il existe � > 0 tel que

g(t; u) < ��, pour tout u 2 ]�; � + �[ et pour presque tout t 2 [�nT; nT ].
Ainsi, pour k su¢ sament grand; par (H1) (i), nous avonsZ

I�k;0

g
�k
(t; ukn(t))dt < ��meas(I�k;0) (3.42)

Prenons � = 1
meas(I�k;0)

k22�nT , nous obtenons,

�k !
k!+1

�1: (3.43)

Donc, �k n�est pas bornée.
2)Supposons que nous intégrant négativement sur tous les sous in-
térvalles de [�nT; nT ], alors, au lieu de (3:42) nous avons,Z

I�k;0

g
�k
(t; ukn(t))dt > �meas(IJ)

Ceux-ci avec (3:39) ça mene à

�k ! +1; as k ! +1: (3.44)

D�un autre côté, en intégrant l�équation
�
�ukn

�00
+ ukn(t) de �nT à nT et en

utilisant la 2nT - périodicité de
�
ukn
�0
, et ukn 2 En; nous obtenons,

�k =

nTZ
�nT

��
�ukn

�00
+ ukn(t)

�
dt = �

X
tj2In

t�j+1Z
t+j

u
00

n(t)dt

=
X
tj2In

�u
0

n(tj) =
X
tj2In

Jj(un(tj))
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Ainsi par (H2);
n(p� 1)m � �n � n(p� 1)M

Pour chaque n 2 N�;�n < 0 et �n est bornée (3.45)

(3:45) contredit (3:43) et (3:44) et le lemme (3:2:4) est prouvé.

Le lemme (3:2:4), montre qu�il existe � 2]�; � + [; tel que chaque solution u
de (3:6) est une solution de (3:2), puisqu�elle satisfait u(t) � � pour tout t 2 R
et g�(t; u(t)) = g(t; u(t)), si u(t) � �:

3.2.2 Existence de solution homoclinique pour (3:1)

Nous présentons le résultat d�existence de solution homoclinique.

Théorème 3.2 Si (H1) et (H2) sont véri�ées, alors le problème (3:1) possède
au moins une solution.

Preuve: Observons que puisque la fonction f est une fonction 2T�périodique
en t, et Jj+p = Jj, si u est une solution 2nT -périodique de (1:1), alors u(: +
2kT ) est aussi une solution 2nT -périodique de (1:1); pour tout k 2 Z. Par
conséquent, en remplaçant u(t) par u(t + 2kT ) si nécéssaire, nous obtenons
toujours des solutions 2nT -périodiques de (1:1).
Nous notons par ~Hn l�espace des extensions 2T�périodiques �u des fonctions u
de Hn et dénotons par ~'n la fonctionelle dé�nie sur ~Hn par ~'n(�u) = 'n(u):
Il est facile de voir que la fonctionelle ~'n est invariante par translation � k de t
par 2kT , ~'n(� ku) = ~'n(u); où � ku(t) = u(t+ 2kT ).
Considérons à présent ~un les extensions périodiques sur ~Hn; des solutions un
du problème (3:6). Par le lemme (3:2:4) un est bornée dans Hn, alors ~un est
bornée dans ~Hn. Si

�
~ukn
�
k
est une suite de telles fonctions, à partir de la re-

�exivité de ~Hn, nous pouvons en extraire une sous suite faiblement conver-
gente de

�
~ukn
�
k
que pour la simplicité, nous l�appelons

�
~ukn
�
k
; telle que ~ukn * u0

dans ~Hn. Le théorème des inclusions de Sobolev implique ~ukn ! u0 dans C2nT ;
l�espace des extensions périodiques des fonctions continues sur In et

~ukn !
k!1

u0 dans l�espace L22nT (3.46)

des extensions périodiques des fonctions de L2(In)Maintenant, en utilisant
(3:8), nous avons,�

~'
0

n

�
~ukn
�
� ~'0

n (u0)
� �
~ukn � u0

�
= jj~ukn � u0jj2 �

Z nT

�nT

�
f(t; ~ukn)� f(t; u0)

�
(~ukn(t)� u0(t))dt

+
X
tj2In

�
Jj(~u

k
n(tj))� Jj(u0(tj))

� �
~ukn(tj)� u0(tj)

�
;
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(H1) et (3:46) impliquent que,Z nT

�nT
((f(t; ~ukn)� f(t; u0))j~ukj (t)� u0(t)jdt ! 0 quand k ! +1 (3.47)X

tj2In

[Jj(~u
k
j (tj))� Jj(u0(tj))]j~ukj (t)� u0(t)j ! 0 quand k ! +1

A présent, de ~'
0
n

�
~ukn
�
= 0 pour tout k , nous avons limk!1 ~'

0
n

�
~ukn
�
= 0; par

conséquent en utilisant ~ukn * u0, nous obtenons�
~'
0

n

�
~ukn
�
� ~'0

n (u0)
� �
~ukn � u0

�
! 0; quand k !1: (3.48)

Par (3:47), (3:48) et ~ukn ! u0 dans L2 ([�nT; nT ]) nous obtenons,~ukn � u0
! 0; quand k !1: (3.49)

D�où,
�
~ukn
�
k
converge fortement vers u0 dans ~Hn:

Maintenant, nous montrons que u0 est une solution de (1.1), (1.2):
Pour tout intervalle donné (a; b) � [�nT; nT ] et tout h 2 W 1;2

0 ((a; b);R);nous
dé�nissons la fonction h1 par

h1 =

�
h t 2 (a; b)
0 t 2 [�nT; nT ]n(a; b) (3.50)

Nous avons alors,

~'
0

n

�
~ukn
�
h1 =

Z b

a

[~ukn(t)h
0
(t) + ~ukn(t)h(t)]dt+

X
tj2(a;b)

Jj(~u
k
n(tj))h(tj)

+

Z b

a

f(t; ~ukn(t))h(t) dt = 0

Par suite,Z b

a

[u00(t)h
0(t) + u0(t)h(t)]dt+

X
tj2(a;b)

Jj(u0(tj))h(tj) +

Z b

a

f(t; u0(t))h(t) dt

= lim
k!+1

0@Z b

a

[
�
~ukn
�0
(t)h0(t) + ~ukn(t)h(t)]dt+

X
tj2(a;b)

Jj(~u
k
n(tj))h(tj) +

Z b

a

f(t; ~ukn(t))h(t) dt)

1A
= lim

k!+1
0 = 0

Alors u0 est une solution du problème (1:1), (1:2).
En second lieu, nous montrons que u0(t)! 0; quand t! �1:
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Par (3:49) ;
�
~ukn
�
k
est bornée dans ~Hn ;ceci implique qu�il existe une constante

positive D (3:34) tel queZ +1

�1
(ju0j2 + ju

0

0j2)dt =
Z +nT

�nT
(ju0j2 + ju

0

0j2)dt+
Z
R�[�nT;nT ]

(ju0j2 + ju
0

0j2)dt

Z +1

�1
(ju0j2 + ju

0

0j2)dt = lim
n!+1

Z nT

�nT
(ju0 (t) j2 + ju

0

0 (t) j2)dt

� lim
n!+1

�
lim inf
n!+1

Z +nT

�nT
(j~un (t) j2 + j~u

0

n (t) j2)dt
�
� D;

donc Z
jtj�r

(ju0j2 + ju
0

0j2)dt! 0; quand r ! +1 (3.51)

Par la première inégalité du lemme (3:1:1) et (3:51), nous obtenons

u0(t)! 0; quand t! �1: (3.52)

Troisièmement, nous prouvons que, u00(t) ! 0 quand t ! �1: Nous
avons prouvé que u0(t) est une solution de (1.1), alors nous avonsZ tj

tj�1

ju000(s)j2ds =

Z tj

tj�1

(�u0(s) + f(s; u0(s)))
2ds

=

Z tj

tj�1

[�u0(s) + f(s; u0(s))]
2ds

� 2

Z tj

tj�1

(u0(s))
2 + (f(s; u0(s)))

2ds

Par (H2) et (3:52), nous avons
R tj
tj�1

ju
00

0 (s)j2ds! 0 quand tj ! �1:

En utlisant la notion de solution (2:2:1), le lemme (3:1:1), et le fait que u0
soit solution de (1:1), nous obtenons pour tout t 2 ]tj; tj+1[

ju00(t)j � 2

Z tj

tj�1

(ju000(s)j2 + ju00(s)j2)ds

� 2

Z tj

tj�1

(ju0(s)j2 + ju00(s)j2)ds+ 2
Z tj

tj�1

ju000(s)j2ds:

Par conséquent u
0

0(t)! 0 quand t! �1:
nous concluons que le problème (3:1) a au moins une solution homoclinique.
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3.3 Exemple

Exemple 3.3.18><>:
�u00(t) + u(t) = g(t; u) t 6= tj , t 2 R (1.1)
�u

0
(tj) = Jj(u(tj)) ; j 2 f�5; :::; 5g � Z (1.2)
lim
t!�1

u(t) = lim
t!�1

u
0
(t) = 0 (1.3)

(3.53)

où, g : R � ]�1;+1[ ! R; est tel que g(t; u) = cot t
�
1�

�
u
1+u

� 1
3

�
. Alors, elle

est L1loc, 2��périodique en t; et continue par rapport à sa deusième variable et
lim
u!�1

g(t; u) = �1:

et Jj : R! R est dé�nie par

Jj(s) = sin s� 2

Nous voyons que Jj est une fonction continue bornée tel que, max
s
Jj(s) = �1 <

0, pour tout j;
K := sup

u2]�1;+1[
g(:; u) est dé�nie par K (t) = 0 est dans L1 (R) :

lim
u!0

g(t;u)
u
= +1 , p.p. t 2 R

lim
u!+1

g(t;u)
u
= 0 p.p. t 2 R:

g et Jj veri�ent les hypothèses (H1) et (H2) alors à partir du théorème (3:2),
nous obtenons l�existence d�au moins une solution homoclinique du problème
(3:1).
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Dans ce chapitre, nous étudions l�existence de solutions périodiques d�un sys-
tème d�équations de type (1:9) soumises à des impulsions de type (2:2) : lorsque
l�une au moins des nonlinéarités présente une singularité. Nous utliserons une
approche variationnelle basée sur la minimisation directe.
Les systèmes d�équations elliptiques non linéaires [38] présentent certains phénomènes
intéressants, qui ne sont pas présents dans l�étude d�une seule équation. En
général, les systèmes sont dit couplés dans le cas où les variables sont dépen-
dantes. Ainsi, les notions de surlinéarité et sublinéarité et celles de singularité
doivent prendre en considération un tel couplage. Pour les systèmes hamil-
toniens de second ordre avec des e¤ets impulsifs, nous référons le lecteur à
[100]; [101] et [118] .
Un système hamiltonien de second ordre avec des vibrations amorties impul-
sives est considéré dans [69], où, en utilisant l�approche variationnelle, J. Liu
and Z. Zhao prouvent l�existence de solutions pour le problème aux limites
suivant,8<:

u00(t) + g(t)u0(t)� �A(t)u(t) = �OF (t; u), p.p. t 2 [0; T ]
4u0i(tj) = Iij(u

i(tj)); i = 1; 2; :::; N; j = 1; 2; :::; p
u(0)� u(T ) = u0(0)� u0(T ) = 0

; (4.1)

où � > 0; T > 0, g 2 L1 [0; T ],
TR
0

g(s)ds = 0, A : [0; T ] ! RN�N est une appli-

43
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cation continue de [0; T ] à valeurs dans l�ensemble des matrices symétriques
d�ordre N , Iij : R ! R (i = 1; 2; :::; N; j = 1; 2; :::; p) sont continues,
0 = t0 < t1 < ::: < tp < tp+1 = T , et F 2 C([0:T ] � RN ;R); tel qu�il existe a 2
C(R+;R+), b 2 L1([0;T ];R+) satisfaisant jF (t;x)j � a(jxj)b(t); jOF (t;x)j �
a(jxj)b(t); pour tout x 2 RN et p.p t 2 [0;T ]:
Quand g(t) � 0, A(t) est une matrice nulle et Iij � 0, le système Hamiltonian
(4:1) a été étudié de manière approfondie dans [72], [104], [105], [106], [110] et
[111]).
Dans ce chapitre, a�n de maintenir une exposition légère, tout en soulignant
les points essentiels réels, nous nous limitons aux systèmes de second ordre
avec deux variables dépendantes u1(t) et u2(t). Nous considérons le système
di¤érentiel couplé impulsif suivant:8>>>>>><>>>>>>:

�u001(t)� g1(t)u
0
1(t) + h1(t)u1(t) = f1(t; u1; u2); p.p. t 2 [0; T ];

�u200(t)� g2(t)u
0
2(t) + h2(t)u2(t) = f2(t; u1; u2); p.p. t 2 [0; T ];

u1(0)� u1(T ) = u01(0)� u01(T ) = 0;
u2(0)� u2(T ) = u02(0)� u02(T ) = 0;

�u01(tk) = J1k (u1(tk)) k = 1; 2; .....; p;
�u02(tk) = J2k (u2(tk)); k = 1; 2; .....; p;

(4.2)

où T > 0, J ik : R! R (i = 1; 2 et k = 1; 2; :::; p) sont continues, 0 = t0 < t1 <
::: < tp < tp+1 = T , les fonctions gi;hi et fi véri�ent des hypothèses précisées
ultérieurement.
Nous étendons les études réalisées dans [5], [6]; [69]; [77] et [112]. Utilisons une
méthode variationnelle, nous obtenons l�existence d�au moins une solution non
triviale de(4:2) dans le cas où f1 présente une singularité en (u1; u2) = (0; 0).
Nous devons indiquer qu�en général, dans les systèmes couplés, il existe une
certaine symétrie dans le sens où les hypothèses considérées sur les non-linéarités
f1; f2 sont de même type, [112]. Dans ce travail, nous considérons une certaine
asymétrie, en supposant une di¤érence de régularité entre les non-linéarités.

4.1 Formulation du problème

Le système di¤érentiel couplé (4:2), est considéré sous les hypothèses suivantes
sur les fonctions fi; hi; gi et J ik :
(H1) (i) fi : R� (0;+1)� (0;+1) ! R;sont des fonctions de Carathéodory
T�périodiques en t, pour i = 1; 2;

avec K1 := sup
(u1;u2)2(0;+1)�(0;+1)

f1(:; u1; u2); est une fonction dans L1 (I;R)

(ii) lim
(u1;u2)!(0;0)

f1 (t; u1; u2)) = �1, pour p.p t dans I

(iii) lim
k(u1;u2)k!(0;0)

f2(t;u1;u2)
j(u1;u2)j = +1 et lim

jj(u1;u2)jj!+1
f2(t;u1;u2)
j(u1;u2)j = 0 pour p.p t

dans I où jj note la norme euclidienne dans R2:
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(H2) (i) hi 2 L1 (I) tel que minfessinf
t2I

h1(t); essinf
t2I

h2(t)g = � > ��1, où �1
est la première valeur propre du PL périodique associé à Lu = �u00;

(ii) lim
jj(u1;u2)jj!+1

f1(t; u1; u2)� h1(t)u1 > 0 , pour p.p t dans I .

(iii) gi : R ! R est une fonction scalaire, continue, T�périodique à
valeur moyenne nulle.

(iv) J ik sont des fonctions continues , bornées et négatives, pour i = 1; 2.
tel que,

jik+p � jik pour tout k

Tout au long de ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes. I = [0; T ] ;et
H1
T muni de la norme,

kuk1 =
�
ku0k2L2 + kuk

2
L2

� 1
2
; (4.3)

est un espace de Banach ré�exif. Aussi, H1
T admet la décomposition orthogo-

nale, H1
T = E + F; où F est le sous espace des fonctions constantes dans H1

T et
E désigne le sous espace des fonctions de H1

T à valeur moyenne nulle. E est un
sous espace faiblement fermé de H1

T : Si u 2 E, alors l�inégalité de Wirtinger
TZ
0

ju(t)j2 dt � T 2

4�2

TZ
0

ju0(t)j2 dt (4.4)

implique que sur E, nous pouvons considérer la norme équivalente

k u k2:= ku0kL2
Aussi, pour u 2 E nous avons

kuk1 �
p
T kuk2 (4.5)

Soit X = H1
T � H1

T : Dans l�espace de Banach X, par (4:4), la norme dé�nie
pour tout (u; v) 2 X; par

k(u; v)k22 = kuk
2
2 + kvk

2
2

est équivalente sur Y = E � E � X à

k(u; v)k21 = kuk
2
1 + kvk

2
1

Remarque 2 Soit Gi(t) :=
tR
0

gi(s)ds; à partir de (H2)(iii), il est clair que

e�kgikL1 � eGi(t) � ekgikL1

Et (H2)(iv);implique qu�il existe deux constantes m et M tel que pour tout s 2
R; m < jik(s) �M < 0; pour chaque k = 1; 2; :::p; et i = 1; 2:
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Avant de donner le résultat principal de ce chapitre, nous énonçons le lemme
suivant

Lemme 4.1.1 Si les hypothèses (H2)(i) et (H2)(iii) sont véri�ées, alors sur
Y , la norme k:k2 est équivalente à la norme suivante,

k(u1; u2)k =

0@ TZ
0

eG1(t)
�
u01(t)

2 + h1(t)u1(t)
2
�
dt+

TZ
0

eG2(t)
�
u02(t)

2 + h2(t)u2(t)
2
�
dt

1A
1
2

Preuve: Puisque minfessinf
t2[0;T ]

h1(t); essinf
t2[0;T ]

h2(t)g = � > ��1, il existe une

constante positive c1 2 (0; 1) tel que �� � �1(1 � c1). En utilisant l�inégalité
de Poincaré, pour tout v 2 E, nous avons

(1� c1)

TZ
0

jv0(t)j2 dt � (1� c1)�1

TZ
0

jv(t)j2 dt � ��
TZ
0

jv(t)j2 dt:

Donc, pour (u1; u2) 2 Y , nous obtenons,

k(u1; u2)k = (

TZ
0

eG1(t)
�
u01(t)

2 + h1(t)u1(t)
2
�
dt+

TZ
0

eG2(t)
�
u02(t)

2dt+ h2(t)u2(t)
2
�
dt)

1
2

� min(e�kg1kL1 ; e�kg2kL1 )c1(ku1k2 + ku2k2)
= min(e�kg1kL1 ; e�kg2kL1 )c1 k(u1; u2)k2 :

De plus, nous avons

k(u1; u2)k = (

TZ
0

ju01(t)j
2
eG1(t)dt+

TZ
0

h1(t)u1(t)
2eG1(t)dt+

TZ
0

ju02(t)j
2
eG2(t)dt

+

TZ
0

eG1(t)h2(t)u2(t)
2dt)

� ekg1kL1 kh1k1

TZ
0

u1(t)
2dt+ ekg2kL1 kh2k1

TZ
0

u2(t)
2dt

+ekg1kL1
TZ
0

ju01(t)j
2
dt+ ekg2kL1

TZ
0

ju02(t)j
2
dt

�
�
max

�
ekg1kL1

kh1k1
�1

; ekg2kL1
kh2k1
�1

�
+max(ekg1kL1 ; ekg2kL1 )

�
k(u1; u2)k2 :
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De ce fait, la norme k:k et la norme k:k2 sont équivalentes sur Y .
En combinant la dé�nition de k(:; :)k2, le lemme (4:1:1);et (4:5), nous déduisons
que pour chaque (u1; u2) 2 Y il existe c2 > 0 tel que pour i = 1; 2:

kuik1 � c2 ku1; u2k (4.6)

4.1.1 Concept de solution

Dans ce travail, nous nous intéressons au problème (4:2), alors les fonctions
u1,u2 sont soumises aux impulsions dans les dérivées aux instants tk; k =
1; ::; p:
Nous nous intéressons à la solution (u1;u2) du système di¤érentiel�

�u001(t)� g1(t)u
0
1(t) + h1(t)u1(t) = f1(t; u1; u2); p.p t 2 I

�u002(t)� g2(t)u
0
2(t) + h2(t)u2(t) = f2(t; u1; u2); p.p t 2 I ; (4.7)

satisfaisant les conditions de périodicité�
u1(0)� u1(T ) = u01(0)� u01(T ) = 0

u2(0)� u2(T ) = u02(0)� u02(T ) = 0
; (4.8)

sous les e¤ets impulsifs�
�u01(tk) = J1k (u1(tk)) k = 1; 2; .....; p;
�u02(tk) = J2k (u2(tk)) k = 1; 2; .....; p:

(4.9)

Si (u1; u2) 2 X; alors u1; u2 sont absolument continues, et u01; u
0
2 2 L2(I):

Dans ce cas là, les dérivées u01(t
+
j ); u

0
1(t

�
j ); u

0
2(t

+
j ); u

0
2(t

�
j ) peuvent ne pas exister,

alors par analogie à (2:2:1) ; la dé�nition de solution pour le problème (3:1)est
comme suit:

Dé�nition 4.1.1 On dit que (u1; u2) 2 X est une solution classique de (3:1)
si pour tout k = 0; 1; 2;...; p; u1j(tk;tk+1), u2j(tk;tK+1) 2 H2((tk; tk+1)); véri�e
l�équation correspondante (4:7) p.p sur I; avec les conditions périodiques (4:8)
et les limites u

0
(t�k ); u

0
(t+k ) existent et les conditions (4:9)sont véri�ées.

Nous introduisons la dé�nition de la solution faible du problème (4:2) ; et dans
ce qui suit nous spéci�ons le rapport de la solution (4:1:1) avec la notion de
solution faible.
Si (u1; u2) 2 X satisfait (4:7) , en multipliant les équations di¤érentielles corre-
spondantes dans (4:7) par eGi(t); nous obtenons pour tout i = 1; 2:

�
�
eGi(t)u0i(t)

�0
+ eGi(t)hi(t)ui(t) = eGi(t)fi(t; u1(t); u2(t)); (4.10)

En supposant que pour presque tout t 2 I, (u1(t); u2(t)) 6= (0; 0) ;en inté-
grant par parties sur I; le produit de(4:10) par 'i 2 H1

T , en utilisant (4:8) et
(4:9) ;nous obtenons pour i = 1; 2 ,
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Z T

0

eGi(t)u0i(t)'
0
i(t)dt+

Z T

0

eG1(t)hi(t)ui(t)'i(t)dt+

pX
k=1

eGi(tk)J ik(u(tk))'i(tk)

=

Z T

0

eGi(t)fi(t; u1(t); u2(t))'i(t)dt; (4.11)

De (4:11), nous avons :

2X
i=1

 Z T

0

eGi(t)u0i(t)'
0
i(t)dt+

Z T

0

eG1(t)hi(t)ui(t)'i(t)dt+

pX
k=1

eGi(tk)J ik(u(tk))'i(tk)

!

=

2X
i=1

Z T

0

eGi(t)fi(t; u1(t); u2(t))'i(t)dt (4.12)

En se basant sur l�égalité (4:12), nous introduisons le concept de la solution
faible du problème (4:2).

Dé�nition 4.1.2 (u1; u2) 2 X , ((u1; u2) 6= (0; 0)) est une solution faible du
problème (4:2) si pour chaque ('1; '2) 2 X; l�identité (4:12) est véri�ée.

Lemme 4.1.2 Pour le problème (4:2), (u1; u2) 2 X est une solution faible si
et seulement si elle véri�e la dé�nition (4:1:1) :

Preuve: Tout d�abord, soit (u1; u2) 6= (0; 0) une solution faible du prob-
lème (4:2), c�est à dire (4:12) est véri�ée pour tout ('1; '2) 2 X. Pour k 2
f1; 2; :::; pg nous considérons les fonctions test wi;k tel que wi;k (t) = 0 pour t 2
[0; tk] [ [tk+1; T ]. Nous avons par (4:12) que

2X
i=1

�Z tk+1

tk

eGi(t)u0i(t)w
0
i;k(t)dt+

Z tk+1

tk

eG1(t)hi(t)ui(t)wi;k(t)dt

�

=

2X
i=1

Z tk+1

tk

eGi(t)fi(t; u1(t); u2(t))wi;k(t)dt

Ceci veut dire que pour tout wi 2 H2(tk; tk+1) \H1(tk; tk+1) � C1([tk; tk+1]);

2X
i=1

�Z tk+1

tk

eGi(t)u0i(t)w
0
i(t)dt+

Z tk+1

tk

eG1(t)hi(t)ui(t)wi(t)dt

�

=
2X
i=1

Z tk+1

tk

eGi(t)fi(t; u1(t); u2(t))wi(t)dt
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en particulier, en coisissant w1 6= 0 et w2 � 0;nous obtenons:�Z tk+1

tk

eG1(t)u01(t)w
0
1(t)dt+

Z tk+1

tk

eG1(t)h1(t)u1(t)w1(t)dt

�
=

Z tk+1

tk

eG1(t)f1(t; u1(t); u2(t))w1(t)dt

et en utilisant l�intégration par parties , nous aurons u1j(tk ; tk+1) satisfait l�équation

�
�
eG1(t)u01(t)

�0
+ eG1(t)h1(t)u1(t) = eG1(t)f1(t; u1(t); u2(t)); pou p.p. t 2 (tk; tk+1)

donc

�u001(t)� g1(t)u
0
1(t) + h1(t)u1(t) = f1(t; u1 (t) ; u2 (t)); pour p.p. t 2 (tk; tk+1)

Par un argument de régularité standard (voir [107]) la dérivée faible u001 2
L2 ((tk; tk+1)) et donc les limites u

0
(t�k ); u

0
(t+k ) existent.

Nous avons pour v 2 H1
TZ tk+1

tk

eG1(t)u01(t)v
0(t)dt = eG1(t)u01(t)v(t)

��tk+1
tk

�
Z tk+1

tk

�
eG1(t)u01(t)

�0
v(t)dt

Par (H2) (iii) nous avons eG1(0) = eG1(T ) = 1;en sommant donc les dernières
identités pour k = 1; :::; p nous obtenonsZ T

0

eG1(t)u01(t)v
0(t)dt =

pX
k=0

Z tk+1

tk

eG1(t)u01(t)v
0(t)dt (4.13)

= �u01(0)v(0) + u01(T )v(T )

�
pX
k=1

eG1(tk)�u01(tk)v(tk)�
Z T

0

�
eG1(t)u01(t)

�0
v(t)dt

et donc, par (4:12) et (4:13), nous avons

0 = �u01(0)v(0) + u01(T )v(T )�
pX
k=1

eG1(tk)�u01(tk)v(tk) +

pX
k=1

eG1(tk)J1k (u(tk))v(tk)

�
Z T

0

�
eG1(t)u01(t)

�0
v(t)dt+

Z T

0

eG1(t)h1(t)u1(t)v(t)dt�
Z T

0

eG1(t)f1(t; u1(t); u2(t))v(t)dt

Maintenant, prenons une fonction test T�périodique v = vj, pour j = 0; 1; :::; p
, tel que

pour j = 1; :::; p
�
vj (tk) = 0; k = 0; :::; j � 1; j + 1; :::; p+ 1

vj (tj) = 1
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et en respectant la T -périodicité, nous considérons

v0 (tk) = 0; pour k = 1; :::; p

v0 (t0) = v0 (0) = 1 = v0 (tp+1) = v0 (T )

Alors nous obtenons J1k (u(tj)) = �u
0
1(tj) et u0(0) = u0(T ) .

En procédant de la même manière, on obtient un résultat similaire pour u2 en
choisissant w2 6= 0 et w1 � 0.
Ceci montre que (u1; u2) est une solution du problème (4:2)véri�ant la dé�ni-
tion (4:1:1)
D�autre part, il est clair que si (u1; u2) 2 X est une solution de (4:2) véri�ant
la dé�nition (4:1:1) alors elle est solution faible de (4:2): Le lemme est prouvé.

Remarque 3 Il est facile de voir qu�une solution (u1; u2) 6= (0; 0) de (4:2)
tel que ui est à valeur moyenne nulle, pour i = 1; 2, est une solution non con-
stante de (4:2) :

4.2 Résultat principal

Dans cette section, nous énonçons et prouvons un résultat d�existence d�au
moins une solution non constante de notre problème (4:2).

Théorème 4.1 Si (H1) � (H2) sont satisfaites. Alors le problème (4:2) a au
moins une solution non constante.

Preuve: Pour prouver ce résultat, nous utiliserons la méthode variationnelle
et nous procédons en plusieurs étapes.
Etape 1: modi�cation du problème
Tout d�abord, vu que la non linéarité f1 présente une singularité au point (u1; u2) =
(0; 0), nous considérons la fonction modi�ée de f1 dé�nie pour � 2 (0; 1), par
f1;� : I � R� R! R,

f1;�(t; u1; u2) =

�
f1(t; u1; u2) si sup (u1;u2) � �
f1 (t; �; �) si sup (u1;u2) < �

; (4.14)

et la fonction modi�ée de f2 est ~f2 : I � R� R! R; dé�nie par,

~f2(t; u1; u2) =

�
f2(t; u1; u2) si (u1; u2) 2 (0;+1)� (0;+1)
f2 (t; sup(0; u1) ; sup(0; u2)) si (u1; u2) =2 (0;+1)� (0;+1)

(4.15)
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Le problème modi�é correspondant est alors,8>>>>>><>>>>>>:

�u001(t)� g1(t)u
0
1(t) + h1(t)u1(t) = f1;�(t; u1; u2); p.p. t 2 I;

�u200(t)� g2(t)u
0
2(t) + h2(t)u2(t) = ~f2(t; u1; u2); p.p t 2 I

u1(0)� u1(T ) = u2(0)� u2(T ) = 0;
u01(0)� u01(T ) = u02(0)� u02(T ) = 0;

�u01(tk) = J1k (u1(tk)) k = 1; 2; � � � ; p;
�u02(tk) = J2k (u2(tk)); k = 1; 2; � � � ; p;

(4.16)
De (H1), (H2) les fonctions f1;�, ~f2, gi, hi et jik satisfont les hypothèses suiv-
antes:
(H1)

0 (i) f1;� : I�R�R! R; est une fonction de Carathéodory, T�périodique
en t avec K1;� := sup

(u1;u2)2R�R
f1;�(:; u1; u2); est une fonction dans L1 (I;R)

(ii) lim
(u1;u2)!(0;0)

f1;� (t; u1; u2)) = �1, pour presqur tout t dans I

(iii) lim
(u1;u2)!(0;0)

~f2(t;u1;u2)
j(u1;u2)j = +1 et lim

j(u1;u2)j!+1

~f2(t;u1;u2)
j(u1;u2)j = 0 pour

presque tout t dans I; où j:j dénote la norme euclidiènne dans R2
(H2)

0 (i) hi 2 L1 (I) tel que minfessinf
t2[0;T ]

h1(t); essinf
t2[0;T ]

h2(t)g = � > ��1,où �1

est la première valeur propre de BVP périodique associé à Lu = �u00;
(ii) lim

j(u1;u2)j!+1
f1;�(t; u1; u2)� h1(t)u1 > 0 , pour presque tout t dans I

(iii) gi : R ! R est une fonction scalare, continue,T�périodique à
valeur moyenne nulle.

(iv) J ik sont des fonctions continues , bornées et négatives, pour i =
1; 2. tel que,

jik+p+1 � jik pour tout k

Etape2: Structure variationnelle
nous établirons une structure variationnelle qui nous permettra de réduire l�existence
de solutions non constantes de (4:16) à celui de trouver les points critiques de
la fonctionnelle d�énergie correspondante dé�nie sur l�espace X.
La fonctionnelle d�énergie correspondante �� : X ! R; du problème (4:16) est
dé�nie par

��(u1; u2) =
2X
i=1

 
1

2

Z T

0

eGi(t)
�
(u0i(t))

2 + hi(t)u
2
i (t)
�
dt+

pX
k=1

eGi(tk)
Z ui(tk)

0

J ik(s)ds

!

�
Z T

0

eG1(t)F1;�(t; u1(t); u2(t))dt�
Z T

0

eG2(t) ~F2(t; u1(t); u2(t))dt;

=
1

2
k(u1; u2)k+

2X
i=1

pX
k=1

eGi(tk)
Z ui(tk)

0

J ik(s)ds

�
Z T

0

eG1(t)F1;�(t; u1(t); u2(t))dt�
Z T

0

eG2(t) ~F2(t; u1(t); u2(t))dt;
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où F1;�(t; u1; u2) :=
R u1
0
f1;�(t; s; u2)ds et ~F2(t; u1; u2) :=

R u2
0
~f2(t; u1; s)ds .

Tout d�abord , nous prouvons que �� est faiblement semi continue sur Y
Considérons une suite f(u1;n; u2;n)ng � Y avec (u1;n; u2;n)* (v1; v2), alors,f(u1;n; u2;n)ng
est bornée dans Y; alors, puisque (4:5) est véri�ée, nous avons, en passant à
une sous suite si c�est necessaire (ui;n)n converge uniformement vers vi sur I.
Par la semi continuité de la norme, c�est à dire:

lim inf
n!1

k(u1;n; u2;n)k � k(v1; v2)k

et en utilisant la continuité de J ik , la continuité de F1;� et ~F2 par rapport à
leurs deux derniers argument, et le lemme de Fatou, nous obtenons

lim inf
n!1

��(u1;n; u2;n)

= lim inf
n!1

(
1
2
k(u1;n; u2;n)k+

P2
i=1

Pp
k=1 e

Gi(tk)
R ui;n(tk)
0

J ik(s)ds

�
R T
0
eG1(t)F1;�(t; u1;n(t); u2;n(t))dt�

R T
0
eG2(t) ~F2(t; u1;n(t); u2;n(t))dt;

)

� k(v1; v2)k �
Z T

0

eG1(t)F1;�(t; v1(t); v2(t))dt�
Z T

0

eG2(t) ~F2(t; v1(t); v2(t))dt

+
2X
i=1

pX
k=1

eGi(tk)
Z vi(tk)

0

J ik(s)ds

Donc,
lim inf
n!1

��(u1;n; u2;n) � ��(v1; v2)

Ceci implique que la fonctionnelle est faiblement semi continue infèrieurement.
Ensuite, en utilisant la continuité de f1;�; ~f2;par rapport à (u1; u2) et la conti-
nuité de J ik , pour k = 1; 2; :::; p, par rapport à ui;pour i = 1; 2;nous obtenons
facilement que �� est continuement di¤érentiable, dont la dérivée �0� est dé�nie
par ,

�0�(u1; u2)('1; '2) =
2X
i=1

(

Z T

0

eGi(t) [u0i(t)'
0
i(t) + hi(t)ui(t)'i(t)] dt

+

pX
k=1

eGi(tk)J ik(ui(tk))'i(tk))�
Z T

0

eG1(t)f1;�(t; u1(t); u2(t))'1(t)dt

�
Z T

0

eG2(t) ~f2(t; u1(t); u2(t))'2(t)dt

Si les hypothèses (H1)
0; (H2)

0 sont satisfaites et (u1; u2) 2 Y est une solution
de l�équation d�Euler correspondante �0�(u1; u2) = 0, alors en utilisant (4:12)
en remplaçant f1 par f1;� et f2 par ~f2 , nous concluons que (u1; u2) est une
solution faible de (4:16):
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Conclusion, nous réduisons le problème de la recherche des solutions non con-
stantes de (4:16) à celui de la recherche des points critiques de la fonctionnelle
correspondanet �� sur Y .
Maintenant, nous montrons que �� est coercive sur Y .
A partir de l�hypothèse (H1)

0 (iii) et (4:15), nous avons que pour tout " > 0; il
existe � = �(") > 0 tel que, pour presque tout t 2 I:, nous avons��� ~f 2(t; u1; u2)

��� < " j(u1; u2)j ;

Quand j(u1; u2)j > �: Et, par (H1)
0(i), ~f2 est continue par rapport à (u1; u2),

ceci implique que pour presque tout t dans I et pour tout (u1; u2) dans R� R;��� ~f 2(t; u1; u2)
��� < " j(u1; u2)j+ max

j(x;y)j��

��� ~f 2(t; x; y)
��� (4.17)

< " (ju1j+ ju2j) + max
j(x;y)j��

��� ~f 2(t; x; y)
���

Soit C(t):= max
j(x;y)j��

��� ~f 2(t; x; y)
���, par (H1)

0(i),C(t) 2 L1 (I;R) : Maintenant;en

intégrant (4:17) sur [0; u2] ; nous obtenons��� ~F 2(t; u1; u2)
��� < "

 
ju1j ju2j+

ju2j2

2

!
+ C(t) ju2j ; (4.18)

en utilisant (4:18) et les hypothèses (H1)
0, (H2)

0, nous avons pour tout (u1; u2) 2
Y;

��(u1; u2) =

2X
i=1

 Z T

0

1

2
eGi(t)

�
(u0i(t))

2 + hi(t)u
2
i (t)
�
dt+

pX
k=1

eGi(tk)
Z ui(tk)

0

J ik(s)ds

!

�
Z T

0

eG1(t)F1;�(t; u1(t); u2(t))dt�
Z T

0

eG2(t) ~F2(t; u1(t); u2(t))dt

�
2X
i=1

 Z T

0

1

2
eGi(t)

�
(u0i(t))

2 + hi(t)u
2
i (t)
�
dt+

pX
k=1

ekgikL1mui(tk)

!
�ekg1kL1 kK1;�kL2 (ku1kL2)

�
�
ekg2kL1 ku2kL2

� �
" ku1kL2 + kCkL2 +

"

2
ku2kL2

�
:
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Maintenant utilisant m < 0 et l�inégalité de Wirtinger nous obtenons,

��(u1; u2) �
 
1

2
min
i=1;2

(e�kgikL1 ) k(u1; u2)k2 +
2X
i=1

pX
k=1

ekgikL1m kuik1

!
�ekg1kL1 kK1;�kL2 ku1kL2 � ekg2kL1 ku2kL2

�
" ku1kL2 + kCkL2 +

"

2
ku2kL2

�
� 1

2
min
i=1;2

(e�kgikL1 ) k(u1; u2)k2 �
T

2�
ekg1kL1

�
kK1;�kL2 � pm

p
T
�
ku1k2

� T

2�
ekg2kL1

�
" ku1k2 + kCkL2 +

"

2
ku2k2 � pm

p
T
�
ku2k2 ;

donc,

��(u1; u2) � 1

2
min
i=1;2

(e�kgikL1 ) k(u1; u2)k2 �
�
T

2�
max
i=1;2

(ekgikL1 )

�
�
kK1;�kL2 + " ku1kL2 + " ku2kL2 + kCkL2 � 2pm

p
T
�
k(u1; u2)k

Pour " < 1; kK1;�kL2 + " ku1kL2 + " ku2kL2 + kCkL2 � 2pm
p
T est bornée , alors

��(u1; u2)! +1 as k(u1; u2)k ! +1;

ce qui montre que �� est coercive sur Y: Puisque Y est un sous espace faible-
ment fermé de X, en utilisant la méthode directe du calcul variationnel, il ex-
iste (u�1; u

�
2) 2 Y tel que

�� (u
�
1; u

�
2) = inf

Y
��:

Etape3: (u�1; u
�
2) est solution de (4:2)

Dans ce qui suit, nous montrerons que (u�1; u
�
2) est une solution de (4:2) : Pour

cela, nous introduisons le résultat auxiliaire suivant.

Lemme 4.2.1 Il existe �0 2 (0; 1) et une constante C0 > 0 tel que chaque
solution (u1; u2) 2 Y; de(4:16) ;pour � � �0 satisfait �0 � j(u1 (t) ; u2 (t))j �
C0; pour tout t 2 I. En particulier, chaque solution de (4:16) est une solution
de (4:2).

Preuve: Nous procédons par l�absurde. Supposons le contraire que pour chaque
� 2 (0; 1) et pour toute constante C > 0, il existe une solution (u1; u2) 2 Y , de
(4:16) qui satisfait

j(u1 (t) ; u2 (t))j < � , ou j(u1 (t) ; u2 (t))j > C pour certains t 2 I:

En particulier, si pour chaque entier n > 1 nous considérons �n =
1

n
; et C =

n; la supposition ci-dessus implique qu�il existe une solution (u1;n; u2;n) 2 Y de
(4:16) pour � = �n tel que

fj(u1 (t) ; u2 (t))j ; t 2 Rg "
�
1

n
; n

�
: (4.19)



4. Solution périodique d�un système couplé 55

Nous montrerons que cette hypothèse conduit à une contradiction.
Tout d�abord, nous prétendons que pour chaque n > 1, il doit exister �n 2 I

tel que,

j(u1 (t) ; u2 (t))j 2 [
1

n
; n]: (4.20)

En e¤et, supposons le contraire, qu�il existe une sous suite de (u1;n; u2;n)n, que
nous noterons de la meme manière telle que min

t
j(u1 (t) ; u2 (t))j > n. Alors, de

(4:16) et (H2)
0(iii), nous avonsZ T

0

eG1(t)
�
f1;�n(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt = �

Z T

0

�
eG1(t)u01;n

�0
(t)dt

= �
p+1X
k=0

Z tk+1

tk

�
eG1(t)u01;n(t)

�0
dt

= �
p+1X
k=0

eG1(tk)
�
u01;n(t

�
k+1)� u01;n(t

+
k )
�

=

pX
k=1

eG1(tk)�u01;n(tk)

Donc,

Z T

0

eG1(t)
�
f1;�n(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt =

pX
k=1

eG1(tk)J1k (u1;n(tk)):

(4.21)
Il découle de la remarque (2) et le lemme de Fatou que

pekG1k1M � lim inf
n!+1

pX
k=1

eG1(tk)J1k (u1;n(tk))

= lim inf
n!+1

Z T

0

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n(t)

�
dt

�
TZ
0

eG1(t)lim inf
n!+1

�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n(t)

�
dt;
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et j(u1;n(t); u1;n(t))j > n implique

TZ
0

lim inf
n!+1

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n(t)

�
dt

=

TZ
0

lim inf
j(x;y)j!+1

eG1(t)(f1(t; x; y)� h1(t)x)dt

=

TZ
0

eG1(t)
�

lim
j(x;y)j!+1

f1(t; x; y)� h1(t)x

�
dt > 0

ceci conduit à
pM > 0.

Qui est une contradiction avec (H2)
0(iv). De meme, nous aboutissons à une

contradiction avec (H2)
0, si nous supposons que max

t
j(u1;n(t); u2;n(t))j <

1

n
. En

réalité, par le lemme de Fatou nous avons

lim sup
n!+1

pX
j=1

J1k (u1;n(tk)) = lim sup
n!+1

TZ
0

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n (t)

�
dt

�
TZ
0

lim sup
n!+1

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n (t)

�
dt

�
TZ
0

eG1(t)lim sup
n!+1

�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n (t)

�
dt

Donc, par (4:14)

lim sup
n!+1

pX
k=1

J1k (u1;n(tk)) �
TZ
0

lim
n!+1

eG1(t)
�
f1(t;

1

n
;
1

n
)� h1(t)

1

n

�
dt = �1:

Ceci est une contradiction avec, J1k bornée.
Ensuite, nous montrons que (u1;n(t); u2;n(t))n est majorée. Puisque

pour tout n > 1, (u1;n; u2;n) est une solution de (4:2), �0r (u1;n; u2;n) = 0. Donc
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pour tout ('1; '2) 2 X et pour tout n > 1, nous avons pour tout "; 0 < " < 1;�������������

TR
0

eG1(t)
h
u
0
1;n(t)'

0
1(t)�

�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n(t)

�
'1(t)

i
dt+

TR
0

eG2(t)
h
u
0
2;n(t)'

0
2(t)�

�
~f2(t; u1;n(t); u2;n(t))� h2(t)u2;n(t)

�
'2(t)

i
dt+

2X
i=1

pX
k=1

eGi(tk)J ik(ui;n(tk))'i(tk)

�������������
� " k('1; '2)k

(4.22)
En prenant '1(t) � �1 et '2(t) � 0 dans l�inégalité ci-dessus, nous obtenons,������

TZ
0

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n(t)

�
dt

�������
�����
pX
k=1

eG1(tk)J1k (un(tk)

�����
�

������
TZ
0

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2(t))� h1(t)u1;n(t)

�
dt�

pX
k=1

eG1(tk)J1k (un(tk)

������ � "
h1eG1L1 ;

alors,������
TZ
0

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n(t)

�
dt

������ �
�����
pX
k=1

eG1(tk)J1k (un(tj)

�����(4.23)
+"
h1eG1L1 < ekg1kL1p jmj+ "

h1eG1L1
Aussi, prenant '1 = u1;n et '2 = 0 dans (4:22), nous obtenons,���������
TR
0

eG1(t)
h��u01;n(t)��2 + h1(t) ju1;n(t)j2 � f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))u1;n(t)

i
dt+

pX
k=1

eG1(tk)J1k (u1;n(tk))'1(tk)

��������� � " k(u1;n; 0)k

donc,

" k(u1;n; 0)k � e�kgikL1
TZ
0

��u01;n��2 dt� TZ
0

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n(t)

�
u1;n(t)dt

+

pX
k=1

eG1(tk)J1k (u1;n(tk))u1;n(tk): (4.24)

En utilisant (4:23) nous aurons pour tout n > 1,
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������
TZ
0

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n(t)

�
u1;n(t)dt

������
� ku1;nk1

0@ TZ
0

eG1(t)
���f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n(t)

��� dt
1A

< ku1;nk1
�
ekg1kL1p jmj+ "

h1eG1L1� : (4.25)

Alors, en utilisant (4:25) ;l�inégalité (4:24) implique que,

" ku1;nk2 � e�kg1kL1 ku1;nk22 � ku1;nk1 e
kg1kL1

�
"
h1eG1L1 + pjmj

�
; (4.26)

En combinant l�inégalité de Wirtinger avec (4:26) nous déduisons qu�il existe
c3 > 0; tel que pour tout n > 1;

" ku1;nk2 � e�kg1kL1 ku1;nk22 � ku1;nk2 c3e
kg1kL1

�
"
h1eG1L1 + pmj

�
:

Nous déduisons que, pour n > 1,

ku1;nk2 � �1

où,
�1 = ekg1kL1 + e2kg1kL1c3

�h1eG1L1 + pjmj
�
;

Remarquons que �1 est indépendant de n: De meme, en prenant '1 = 0 et
'2 = u2;n dans (4:22), nous prouvons que ku2;nk2 � �2; où

�2 = ekg2kL1 + c3e
2kg2kL1

�h2eG2L1 + pjmj
�
;

maintenant du lemme 4:1:1, on en déduit qu�il existe une constante � > 0 tel
que k(u1;n; u2;n)k � �: Donc (u1;n; u2;n)n est bornée dans X .
Pour tout n , (u1;n; u2;n) 2 Y , alors (4:6), implique que, il existe C0 > 0;tel
que

kui;nk1 � C0

Par conséquent, pour n su¢ sement grand (n > C0); pour tout t 2 I, nous
avons ui;n < n. De plus, nous ne pouvons pas avoir j(u1;n (t) ; u2;n (t))j � 1

n

pour tout t 2 I; sinon, nous aurions 1
n
� j(u1;n (t) ; u2;n (t))j � n pour tout t 2 I

et ceci contredit l�hypothèse (4:19). Donc, pour n su¢ sament grand (n > C0),
il doit exister un t�n 2 I tel que pour certains i, j(u1;n (t�n) ; u2;n (t�n))j < 1

n
. Ceci

veut dire que t�n 2 I 1
n
, où I 1

n
est un ensemble dé�ni par

I 1
n
= ft 2 I; j(u1;n (t) ; u2;n (t))j <

1

n
g: (4.27)
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Alors, l�ensemble I 1
n
n�est pas vide, la continuité de la solution (u1;n; u2;n) en

t = t�n; implique que meas(I 1
n
) > 0, ce qui impliqueZ

I 1
n

eG1(t)f1; 1
n
(t; u1;n(t); u2;n(t))dt 6= 0:

Maintenant, considérons les ensembles

I1;C0 = ft 2 I; 1 � j(u1;n (t) ; u2;n (t))j � C0; g ; (4.28)

I 1
n
;1 =

�
t 2 I; 1

n
� j(u1;n (t) ; u2;n (t))j < 1

�
; (4.29)

pour que, nous puissions écrire

I = I 1
n
[ I 1

n
;1 [ I1;C0 :

Alors,

�n : =

Z T

0

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt

=

Z
I 1
n

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt+

Z
I 1
n ;1

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt+

Z
I1;C0

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt

Si nous intégrons positivement sur tous les sous-intervalles de I.
Si t 2 I 1

n
alors j(u1;n (t) ; u2;n (t))j < 1

n
. Donc, pour n su¢ sement grand (4:27)

et (H1)
0 (ii) impliqueZ

I 1
n

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt

=

Z
eG1(t)

I 1
n

[f1(t;
1

n
;
1

n
)� h1(t)u1;n(t)]dt < 0;
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qui donne,

�n <

Z
I 1
n ;1

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt+ (4.30)

Z
I1;C0

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt

Si t 2 I1;C0 alors j(u1;n (t) ; u2;n (t))j 2 [1; C0]. Ceci veut dire que (u1;n (t) ; u2;n (t))
est borné sur I1;C0 ; puisque f1; 1

n
est continue , alors f1; 1

n
est borné presque

partout dans I1;C0. Soit

 = (C0) = max
n���f1; 1

n
(t; x; y)

��� ; t 2 I; 1 � j(x; y)j � C0

o
(4.31)

Alors,�������
Z
I1;C0

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1;n(t)

�
dt

������� � T (ekg1kL1 + C0 kh1k1)

(4.32)

(4:30) et (4:32) mène à

�n <

Z
I 1
n ;1

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt+ ekg1kL1T ( +C0 kh1k1)

(4.33)
Par (H1)

0 (ii), nous avons que tout � > 0; il existe �� > 0 tel que f1(t; x; y) <
�2�, pour tout j(x; y)j < �� et pour presque tout t 2 I. Alors, pour n su¢ se-
ment grand (n > C0), J := I 1

n
;1\I� 6= ?; où I� = ft 2 I; j(u1;n(t); u2;n(t))j < ��g.

Ce qui implique,Z
I 1
n ;1

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt < (C0 kh1k1 � 2�) e�kg1kL1 meas(J)

(4.34)
Alors que, pour � = 1

meas(J)
n2(T ( + C0 kh1k1), nous obtenons,

�n <

Z
I 1
n ;1

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt+ T (ekg1kL1 + C0 kh1k1)

< (C0 kh1k1 � 2�) ekg1kL1 meas(J) + ekg1kL1T ( + C0 kh1k1)
< 2ekg1kL1T ( + C0 kh1k1) + (��) ekg1kL1 meas(J)
< 2ekg1kL1T ( + C0 kh1k1)(1� n2) !

n!+1
�1: (4.35)
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Alors, �n n�est pas borné.
Si nous supposons que nous intégrant négativement sur tout sous
intervalles de I
alors, au lieu de (4:34) nous aurons,Z

I 1
n ;1

eG1(t)
�
f1; 1

n
(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt > �meas(J)

(4:31) mène à
�n ! +1; as n ! +1: (4.36)

D�un autre coté, en utilisant (4:21)

�n =

Z T

0

eG1(t)
�
f1;�n(t; u1;n(t); u2;n(t))� h1(t)u1(t)

�
dt =

pX
k=1

eG1(tk)J1k (u1;n(tk)):

donc par (H2);
e�kg1kL1pm � �n � ekg1kL1pM

Nous concluons que, pour chaque n 2 N�;�n < 0 et �n est borné;ce qui con-
tredit (4:35) et (4:36): Notre supposition est fausse, le contraire est vrai; the
lemma 4.2.1 est prouvé.
Le lemme 4.2.1, montre qu�il existe �0 2]0; 1[;tel que la solution (u�1; u�2)de
(4:16) ;pour � � �0 < 1;véri�e �0 � min

t

���u�1;n (t) ; u�2;n (t)��� et de (4:14)
et (4:15) ; (u�1; u

�
2) est solution de (3:1).Cette solutionn�est pas constante car

(u�1; u
�
2) 6= (0; 0) et (u�1; u�2) 2 Y:Ce ci achève la déonstration du théorème (4:1).

A présent, nous donnons un exemple .

Exemple 4.2.1 Considérons le PL périodique (4:2), où

T = 2�

f1(t; u1; u2) =
�1

u21 + u22
+
(u21 + u22)

1 + (sin t)2
;

f2(t; u1; u2) =
cos t

1 + u21 + u22
;

et,

pour tout t 2 [0; 2�]; h1(t) =
1

1 + t2
et h2(t) =

�
�1 si t = 0

2 sinon
;
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g1(t) = g2(t) = cos t

J1k (u (tk)) = J2k (u (tk)) = �
jsin tkj

1 + [u (tk)]
2 ; avec tk =

2�k

p+ 1
; p � 4

Dans ce cas, fi; gi; hi et J ik satisfont les conditions (H1) et (H2). Alors par le
théorème 4.1 le système (4:2) a au moins une solution non constante.



Conclusion et perspectives

1 Conclusion
Dans cette thèse, nous avons appliqué une approche variationnelle pour
l�étude de certains problèmes aux limites périodiques associés à des équa-
tions di¤erentielles (systèmes d�équations di¤erentielles) du second ordre
sous l�e¤et d�impulsions

Nous avons été essentiellement concernés par l�étude de l�existence de
solutions periodique au voisinage de solutions constantes et par l�étude
de l�existence de solutions homoclinique et heteroclinique pour des equa-
tions di¤erentielles et des systèmes couplés dans le cas de perte de régu-
larité (singularité) et sous l�e¤et d�impulsions (cf. [34], [35] et [36])

Les résultats ont été établis par minimisation sous contraintes en consid-
érant des conditions su¢ santes assez simples.Ces résultats ont fait l�objet
de deux publications

(1)N. Daoudi-Merzagui, S. Kerris ,Homoclinic solutions for singular im-
pulsive second order di¤erential equations , Applied Mathematical Sci-
ences, Vol. 11, 2017, no. 24, 1187-1210 https://doi.org/10.12988/ams.2017.74120

(2)N. Daoudi-Merzagui, S. Kerris, Variational Approach to a Singular
Damped Second-Order Systems under Impulses E¤ects, Afrika Matem-
atika, 30 (2019), 857�877.

2 Perspectives

Nous nous intéressons à l�étude de l�existence de solutions périodiques non
triviales et à l�existence de connexions homocliniques et hétérocliniques et
d�éventuelles bifurcations dans le cas de lacunes de compacité . Nous sommes
sur un travail de généralisation de certains résultats de JeanJean ([58]) :
D�autre part, une étude visant la solvabilité par méthodes variationnelles de
problème non local périodique est tout juste entammée.
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