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THÈSE LMD
Présentée à :
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l’université Autonoma de Madrid dans le cadre d’un programme Erasmus+, je tiens
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Notations

Ω : ensemble ouvert dans R.

C(R) : espace des fonctions continues définies sur R.

Ck(R+) : espace des fonctions continues dérivables et dont la kème dérivée

est continue sur R+.

CBU(R+,R+) : espace des fonctions bornées et uniformément continues de R+ à R+.

L∞(R+) : espace des fonctions bornées presque partout sur R+, c’est à dire

L∞(R+) = {f mesurable et ∃ une constante M telle que |f | 6M p.p. sur R+}.
L∞+ (R) : espace des fonctions positives dans L∞(R+).

L1(R+) : espace des fonctions intégrables sur R+ à valeur dans R, c’est à dire

L1(R+) = {f mesurable /
∫∞+

0
|f | <∞}.

L1
+(R+) : espace des fonctions intégrables sur R+ à valeur dans R+, c’est à dire

L1
+(R+) = {f mesurable positives /

∫∞+

0
f <∞}.

C(R+; L1) : espace des fonctions continues sur R+ Dans L1(R+)

C1([0, T ];X) : espace des fonctions continument dérivable de [0, T ] dans X
∂
∂η

: dérivée normale .
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Chapitre 1

Introduction

Le but principal de cette thèse est l’analyse mathématique de quelques modèles en

épidémiologie. Notre travail est divisé en deux parties, nous commençons par considérer

un modèle mathématique qui représente la dynamique des infections transmises par

un virus. La deuxième partie nous proposons de nouveaux modèles mathématiques

décrivant la dynamique d’une population touchée par une épidémie.

La modélisation de ce genre de phénomène est effectuée grâce à un système d’équations

différentielles non-linéaires structurées en âge.

1.1 Modèle de transmission des virus

Durant ces dernières années, un nombre important de travaux mathématiques sont

proposés pour étudier la dynamique des infections virales ; nous invitons le lecteur à

voir par exemple [3], [7], [9],[14], [15], [27], [29], [48], [50], [51], [61] ainsi que leurs

bibliographies. Plus particulièrement, nous nous intéressons à des maladies infectieuses

causées par un virus. Le modèle correspondant à la dynamique de cette épidémie est

généralement divisé en trois classes : les cellules saines T , les cellules infectées i, et les

particules virales V (voir Figure 1.1).

Afin d’établir un modèle décrivant la dynamique de la maladie VIH, de nombreux

auteurs ont pris en compte l’âge d’infection a (le temps écoulé depuis l’infection de la

cellule saine) dans leurs modèles, comme par exemple dans [11], [26], [49], [54], [63].

Ceci a été fait dans le but de faire la distinction entre les cellules infectées.

Un autre aspect important à prendre en compte est la fonction d’infection, qui

représente l’interaction entre les virus et les cellules saines. Souvent, cette interaction

est décrite par une fonction bilinéaire ou par d’autres fonctions classiques. Cependant,

ce type de fonctions ne suffit pas pour décrire certains phénomènes complexes voir [21],

13



1.1. MODÈLE DE TRANSMISSION DES VIRUS

Figure 1.1 – Une représentation schématique de la dynamique du virus.

[22], [59].

Dans certains cas, le processus d’évolution pour ce genre d’épidémie est modélisé par

des équations aux dérivées partielles. L’analyse mathématique globale des solutions

n’est pas évidente dans la plupart du temps, voir [8], [39], [41], [42], [58].

L’un des premiers modèles structurés en âge qui décrit l’évolution de la maladie du

VIH-1, est proposé par Nelson et al. [49],

T ′(t) = A− µT (t)− f(T (t), V (t)) t > 0,

it(t, a) + ia(t, a) = −δ(a)i(t, a) t > 0, a > 0,

V ′(t) =

∫ ∞
0

p(a)i(t, a)da− µcV (t) t > 0,

i(t, 0) = f(T (t), V (t)) t > 0,

(1.1)

avec f(T, V ) = kTV une fonction d’infection bilinéaire (appelée aussi action de masse),

k est le taux d’infection supposée constant. les auteurs ont pu montrer la stabilité locale

des équilibres.

Plus récemment, Wang et al. [63], et Yang et al. [68] ont introduit un modèle d’infection

par le VIH avec une fonction d’interaction non linéaire entre le virus et les cellules

saines.

Dans [63], la fonction d’incidence considérée est de type
T (t)V (t)

1 + αV (t)
. Dans [68], les
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1.2. MODÈLES ÉPIDÉMIOLOGIQUES

auteurs ont proposé une fonction f de type Beddington-DeAngelis, donnée par

T (t)V (t)

1 + α1T (t) + α2V (t)
.

Dans ces deux articles, la stabilité asymptotique globale des deux équilibres est

prouvée en utilisant des fonctions de Lyapunov appropriées.

1.2 Modèles épidémiologiques

Nous nous intéressons à l’étude mathématique des modèles épidémiologique décrivant

la dynamique d’une population touchée par une maladie, le lecteur pourra consulter

par exemple le livre de Diekmann [17] et le livre de Bacaer [4] pour plus d’informations.

En 1927, W.O. Kermack et A.G. McKendrick ont proposé un modèle de base en

épidémiologie, ils supposent que la population est divisée en trois classes (ou compar-

timents), 
S ′(t) = −βS(t)I(t),

I ′(t) = βS(t)I(t)− αI(t),

R′(t) = αI(t),

en notant S la population des susceptibles, I la population des infectées et R la

population des rétablis. Les paramètres β et α représentent respectivement le taux de

transmission de la maladie et le taux de guérison.

Figure 1.2 – Une représentation schématique d’un modèle SIR.

L’étude qualitative de l’état d’équilibre pour ce genre de modèle SIR a été faite

par un nombre important de chercheurs voir les références dans [17].
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1.2. MODÈLES ÉPIDÉMIOLOGIQUES

La stabilité globale des équilibres est déterminée suivant le paramètre R0, tel que

pour R0 6 1, le système d’équations admet un seul équilibre sans maladie globalement

asymptotiquement stable. Pour R0 > 1, le système admet un équilibre endémique

positif globalement asymptotiquement stable, de plus, l’équilibre sans maladie devient

instable (voir [17, 31]).

Le seuil R0 est appelé le taux de reproduction de base, par définition il représente

le nombre d’individus infectés engendré par un seul individu infecté durant sa période

infectieuse dans une population entièrement saine [17, 31].

Certains modèles épidémiologiques de type SIR structurés en âge sont décrits par

un système d’équations aux dérivées partielles non-linéaire. L’analyse mathématique

de ces derniers est plus difficile par rapport aux modèles classiques (EDO) de type SIR

qui ne dépendent pas de l’âge d’infection.

Récemment, Magal et al, [39] ont étudié le comportement asymptotique global du

modèle SIR structuré en âge suivant

S ′(t) = A− µsS(t)− ηS(t)
∫ +∞

0
β(a)i(t, a)da,

it(t, a) + ia(t, a) = −µi(a)i(t, a),

i(t, 0) = ηS(t)
∫ +∞

0
β(a)i(t, a)da,

S(0) = S0 > 0, i(0, ·) = i0 ∈ L1
+(0,+∞).

les auteurs ont obtenu la stabilité asymptotique globale de l’équilibre sans maladie

pour un R0 ≤ 1, et la stabilité asymptotique globale de l’équilibre endémique pour

un R0 > 1. L’idée de la preuve est basée sur l’existence d’un attracteur compact et

la construction d’une fonction de Lyapunov, cette approche est utilisée pour l’étude

mathématique de certains modèles décrivant la dynamique des virus [13, 37, 43, 62, 67].

Dans les modèles mathématiques classiques en épidémiologie, le taux d’incidence

(nouveaux cas infectés) est souvent considéré sous une forme bilinéaire βSI, où β >

0 est le taux de transmission de la maladie et S, I représentent respectivement la

population des individus susceptibles et la population des individus infectés. En réalité

le nombre de contacts des susceptibles ne peut pas être modéliser tout le temps par

une croissance linéaire par rapport à I.

Comme généralisation de ce modèle, Capasso et Serio [10] ont proposé un taux d’inci-
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1.2. MODÈLES ÉPIDÉMIOLOGIQUES

dence sous la forme Sg(I),
S ′(t) = −S(t)g(I(t)),

I ′(t) = S(t)g(I(t))− γI(t),

R′(t) = γI(t)

où g(·) est une fonction continue bornée qui prend en considération le phénomène de

saturation.

Ces dernières années, plusieurs modèles en épidémiologie ont été étudiés avec un

taux d’incidence non linéaire [18, 21, 22, 23, 28, 30, 33, 34, 35, 38, 64]. Par exemple

dans [30], les auteurs ont proposé un modèle à retard avec une fonction d’incidence

sous la forme f(S)g(i)
S ′(t) = µ− µS(t)f(S(t))g(i(t− τ)),

i′(t) = f(S(t))g(i(t− τ))− (µ+ σ)i(t),

r′(t) = σi(t)− µr(t)

Plus générale dans [6], les auteurs ont fait l’analyse mathématique d’un modèle SIR

structuré en âge avec un taux d’incidence de la forme f(S, I),

dS(t)

dt
= A− µS(t)− f(S(t), J(t)),

∂i(t, a)

∂t
+
∂i(t, a)

∂a
= −(µ+ θ(a))i(t, a),

i(t, 0) = f(S(t), J(t))

J(t) =

∫ +∞

0

β(a)i(t, a)da,

Ils ont montré la stabilité asymptotique globale de l’équilibre sans maladie, si R0 ≤ 1,

ainsi que la stabilité globale asymptotique de l’équilibre endémique, si R0 > 1.

Le but de notre étude est de proposer un nouveau modèle SIR. À cet effet, nous

supposons que les individus rétablis peuvent retourner à la classe des individus infectés.

Il existe un certains nombre de travaux en épidémiologie qui définissent ce phénomène

comme étant une perte d’immunité contre la maladie ou simplement une rechute, voir

par exemple [37, 67, 38, 64, 60]. On peut citer également certains modèles mathématiques

qui décrivent la consommation de la drogue [18, 20, 47, 45, 66, 65].

À présent, l’analyse mathématique du modèle structuré en âge devient plus complexe
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1.2. MODÈLES ÉPIDÉMIOLOGIQUES

Figure 1.3 – Une représentation schématique de la dynamique du virus.

et nécessite l’utilisation de plus d’outils mathématiques.

Le système d’équations différentielles structuré en âge décrivant ce phénomène est

donné par 

dS(t)

dt
= A− µS(t)− f(S(t), J(t)),

∂i(t, a)

∂t
+
∂i(t, a)

∂a
= −(µ+ θ(a))i(t, a),

i(t, 0) = f(S(t), J(t)) + k

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da+ δR(t),

dR(t)

dt
= (1− k)

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da− (µ+ δ)R(t),

Notre étude permet de montrer l’influence du taux de reproduction de base R0 sur

le comportement asymptotique de la population comme suit : si R0 < 1, l’équilibre sans

maladie est globalement asymptotiquement stable, et si R0 > 1, l’équilibre endémique

est globalement asymptotiquement stable.

Le quatrième chapitre de cette thèse est consacré à l’analyse mathématique d’un

système d’équations différentielles structurées en âge avec une fonction d’incidence

non-linéaire.

Dans la littérature, on trouve un certain nombre de travaux mathématiques sur la

propagation d’une épidémie au sein d’une population souvent considérée comme étant

homogène.

Dans cette partie, nous proposons un modèle épidémiologique correspondant à des

maladies pour lesquelles la classe de quarantaine est très importante et joue un rôle

central dans la propagation de cette dernière. Autrement dit, nous examinons l’influence

des personnes misent en quarantaine, et leur participation à nouveau à la transmission

18



1.2. MODÈLES ÉPIDÉMIOLOGIQUES

de l’infection.

Figure 1.4 – Une représentation schématique d’un modèle épidémique avec quaran-
taine.

La maladie spécifique à laquelle nous pensons est le VIH / SIDA. Cependant, le

modèle s’applique à toute maladie présentant les mêmes caractéristiques suivantes :

• Les individus contaminés par cette maladie deviennent infectés et contagieux,

la réplication du virus dans le corps se stabilise à un niveau qui varie selon les

individus, jusqu’à ce qu’ils soient identifiés comme porteurs de la maladie puis

rejoignent la classe des mis en quarantaines. Dans cette phase, les individus soit

restent inactifs soit meurent.

• Les individus infectés peuvent être identifiés comme porteurs du virus après avoir

participer à un programme de dépistage.

• Une fois identifiés comme porteurs de la maladie, les individus infectés sont en

partie mis dans un programme de quarantaine, c’est à dire réduire le nombre

des infectés au sens qu’une partie d’entre eux n’est plus en contact avec les

susceptibles (isolé).

• Les individus en quarantaine sont toujours infectés et la maladie est en cours

d’évolution, par contre ces derniers ne participent pas à la transmission de la

maladie tant que les symptômes sont présents. Une fois les signes de guérison ap-

paraitront les individus placer en classe quarantaine oublient qu’ils sont toujours

porteurs du virus et commencent à se comporter comme des individus ordinaires.

Cela conduit à leur retour dans la classe des infectées.

• Le processus décrit au-dessus dépend du temps écoulé depuis l’infection de telle

sorte que l’efficacité de ce programme est relié à la progression des agents pa-

thogènes en ce qui concerne les caractéristiques de la maladie.
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1.3. PRÉSENTATION DES TRAVAUX DE LA THÈSE

L’évolution de la population est décrite par le système d’équations différentielles

structurées en âge suivant :

dS(t)

dt
= A− µS(t)− f(S(t), J(t)),

∂i(t, a)

∂t
+
∂i(t, a)

∂a
= −(µ+ θ(a))i(t, a) + δ(a)q(t, a),

∂q(t, a)

∂t
+
∂q(t, a)

∂a
= θ(a)i(t, a)− (µ+ δ(a))q(t, a),

J(t) =

∫ ∞
0

β(a)i(t, a)da,

1.3 Présentation des travaux de la thèse

Le travail réalisé dans cette thèse porte sur l’étude du comportement asymptotique

d’une classe d’équations structurées en âge.

Le chapitre 1 est une introduction générale de quelques modèles infectieux connus

de la littérature.

Le chapitre 2 est organisé de la manière suivante, dans un premier temps, nous

cherchons l’existence d’un attracteur compact et les trajectoires totales du système

(2.1). Nous montrons ensuite que si le taux de reproduction de base R0 ≤ 1 alors

l’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable, et lorsque R0 > 1

alors le système admet un équilibre endémique positif globalement asymptotiquement

stable.

La démonstration est basée sur la construction d’une fonction de Lyapunov indépendante

de la fonction d’incidence f , ainsi les résultats de notre étude sont valables pour une

large classe de fonctions non-linéaires f .

20



1.3. PRÉSENTATION DES TRAVAUX DE LA THÈSE

Dans le chapitre 3, nous avons considéré le système structuré en âge suivant

dS(t)

dt
= A− µS(t)− f(S(t), J(t)),

∂i(t, a)

∂t
+
∂i(t, a)

∂a
= −(µ+ θ(a))i(t, a),

i(t, 0) = f(S(t), J(t)) + k

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da+ δR(t),

dR(t)

dt
= (1− k)

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da− (µ+ δ)R(t),

avec une rechute dans la classe des infectés, nous montrons tout d’abord la stabilité

locale et l’attractivité globale de l’équilibre sans maladie E0, cela conduit à la stabilité

globale de l’équilibre E0 pour un taux de reproduction de base R0 < 1. Ensuite, nous

définissons le semi-flot généré par l’unique solution de notre problème et nous montrons

l’existence d’un attracteur compact.

Après cela, nous prouvons l’existence et l’unicité de l’équilibre endémique E∗, avant

d’entamer l’uniforme persistance du système. Par la suite, nous énonçons le Théorème

de la stabilité globale de l’équilibre endémique E∗ pour R0 > 1.

Dans le chapitre 4, nous avons pris en compte les individus mis en quarantaine pour

voir l’influence de cette classe sur le comportement asymptotique de la population. Nous

avons proposé le système suivant

dS(t)

dt
= A− µS(t)− f(S(t), J(t)),

∂i(t, a)

∂t
+
∂i(t, a)

∂a
= −(µ+ θ(a))i(t, a) + δ(a)q(t, a),

∂q(t, a)

∂t
+
∂q(t, a)

∂a
= θ(a)i(t, a)− (µ+ δ(a))q(t, a),

i(t, 0) = f(S(t), J(t)),

q(t, 0) = 0,

J(t) =

∫ ∞
0

β(a)i(t, a)da,

les étapes de l’analyse mathématique du système précédent sont similaires à ceux

proposées dans le premier chapitre, l’idée est de montrer l’existence d’un attracteur

compact. De plus, s’assurer que le système est uniformément persistent. Par la suite,

nous construisons deux fonctions de Lyapunov convenables pour chaque équilibre afin

de prouver la stabilité globale des équilibres.

Dans la fin de chaque chapitre, nous proposons quelques simulations numériques pour
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illustrer nos résultats théoriques.

L’annexe est constitué de paragraphes résument les concepts, les outils et les théorèmes

mathématiques utilisé dans cette thèse.
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Chapitre 2

Modèle mathématique décrivant la

dynamique des virus

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude mathématique d’un modèle struc-

turé en âge décrivant la dynamique des infections virales (c-à-d infection causée par

un virus), le contact entre virus et cellules saines est représenté par une fonction d’in-

cidence non-linéaire de type général.

Le but de ce chapitre est d’étudier un modèle d’infection structuré en âge avec une

fonction d’incidence non-linéaire.

2.1 Introduction

La dynamique de la population est décrite par le système d’équations différentielles

structurées en âge suivant

T ′(t) = A− µT (t)− f(T (t), V (t)) t > 0,

it(t, a) + ia(t, a) = −δ(a)i(t, a) t > 0, a > 0,

V ′(t) =

∫ ∞
0

p(a)i(t, a)da− µcV (t) t > 0,

i(t, 0) = f(T (t), V (t)) t > 0,

(2.1)

les conditions initiales du système (2.1) T (0) = T0 ∈ R+, V (0) = V0 ∈ R+,

i(0, .) = i0(.) ∈ L1
+(R+).

(2.2)

Soient T et V respectivement la population des cellules saines et la charge virale à
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l’instant t, on note aussi par i la population des cellules infectées structurées en temps

t et en âge d’infection a. La dynamique des cellules saines est modélisée par un taux

constant de production A et un taux de mortalité µ. Les virions sont produits par les

cellules infectées à un taux p structurés en âge d’infection a et meurent à un taux c. δ

est le taux de mortalité des cellules infectées structurées en âge.

L’originalité de ce travail, consiste en la construction d’une fonction de Lyapunov

indépendante de la fonction d’incidence f qui est de la forme non-linéaire, pour montrer

la stabilité globale des états d’équilibre.

Ce résultat nous permet de généraliser ce type de modèles pour différentes fonctions

d’infection qui ne sont pas encore traitées dans la littérature ( voir l’exemple donner

dans la partie simulation numérique).

Nous supposons que la fonction δ(a) ≥ δ0 > 0 pour a ≥ 0 et δ ∈ L∞+ (R+). Soit la

function p ∈ L∞+ (R+)\{0} et pmax := ess supa∈R+ p(a) pour tout a ≥ 0. Les paramètres

A, µ et µc sont des constantes positives.

Nous supposons également que la fonction f satisfait les hypothèses suivantes :

• la fonction f(., V ) est croissante par rapport à la première variable pour tout

V ≥ 0. De plus f(0, V ) = f(T, 0) = 0 pour T, V ≥ 0.

• la fonction f est concave par rapport à V .

• ∂f(.,0)
∂V

est continue positive dans n’importe quel domaine borné.

• La fonction f est localement lipschitzienne i.e pour tout C > 0, il existe une

constante LC > 0 tel que

|f(T2, V2)− f(T1, V1)| ≤ LC(|T2 − T1|+ |V2 − V1|),

avec 0 ≤ T1, T2, V1, V2 ≤ C.

On considère l’espace fonctionnel X := R× L1(R)× R muni de la norme

‖(T, i, V )‖X = |T |+
∫ +∞

0

|i(a)|da+ |V |, T, V ∈ R et i ∈ L1(R+).

De plus, X+ = R+×L1
+(R+)×R+ est le cône positif de X. Dans le reste de ce chapitre,

nous allons utiliser les notations suivantes :

Π(a) = e−
∫ a
0 µ(s)ds
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la probabilité de survie d’une cellule infectée jusqu’à l’âge a. On note

N =

∫ ∞
0

p(a)π(a)da (2.3)

le nombre total des virions produits par une cellule infectée durant sa durée de vie. Le

nombre de reproduction de base R0 du système (2.1) est donné par

R0 =
N

µc

∂f

∂V
(
A

µ
, 0), (2.4)

ce dernier représente le nombre moyen d’infections secondaires causé par l’introduction

d’une cellule infectée dans une population de cellules saines.

Le théorème suivant nous permet de conclure que notre problème initial admet une

solution positive unique.

Théorèm 1. Supposons que la fonction f est lipschitzienne. Soit (T0, i0(.), V0) ∈ X+,

alors le problème (2.1)-(2.2) admet une solution positive unique (T, i, V ) ∈ C1(R+) ×
C(R+;L1(R+))× C1(R+). De plus, nous avons les estimations suivantes :

T (t) +

∫ ∞
0

i(t, a)da ≤ max{A
α
, ||i0||1 + T0} := θ,

V (t) ≤ max{V0,
pmax

c
θ},

pour tout t ≥ 0, avec α := min{µ, δ0}.

lim sup
t→∞

(
T (t) +

∫ ∞
0

i(t, a)da
)
6
A

µ
,

et

lim sup
t→∞

V (t) 6
pmaxA

µcα
.

Finalement,

lim inf
t→∞

T (t) ≥ Λ, (2.5)

avec Λ :=
A

µ+ L
, et L est la constante de Lipschitz.

Démonstration. L’idée de la preuve est d’utiliser le Théorème de Banach-Picard dans

un espace de Banach approprié (voir [6, Théorème 2.2]).

25



2.2. ATTRACTEUR GLOBAL COMPACT ET TRAJECTOIRES TOTALES

2.2 Attracteur global compact et trajectoires to-

tales

En premier lieu, en intégrant l’équation structurée en âge des cellules infectées le

long des caractéristiques, on a

i(t, a) =


Π(a)f(T (t− a), V (t− a)), t > a ≥ 0,

Π(a)

Π(a− t)
i0(a− t), a > t ≥ 0.

(2.6)

On définit le semi-flot Φ par Φ : R+ ×X+ → X+ tel que

Φ(t, (T0, i0(.), V0)) = (T (t), i(t, .), V (t)), (2.7)

celui ci il est généré par l’unique solution de notre problème (2.1)-(2.2). De plus, le semi-

flot Φ est continu, la preuve de la continuité du semi-flot Φ est basée sur le Théorème

1.

Théorèm 2. Le semi-flot Φ admet un attracteur compact A des ensembles bornés dans

X+.

Démonstration. La preuve de ce Théorème s’obtient par la vérification des trois condi-

tions du Théorème 2.33 dans [55] et par le Théorème 1,

(i) Φ est point dissipatif, s’il existe un sous ensemble B de X+ qui attire tous les

points de X+.

(ii) Φ est éventuellement borné.

(iii) Φ est asymptotiquement régulier .

Le Théorème 1, nous permet d’avoir les deux premières propriétés (i) et (ii). Main-

tenant, pour la troisième propriété nous utilisons les mêmes arguments du Théorème

2.33 dans [55]. On pose

Θ1(t, (T0, i0(.), V0)) = (0, w1(t, .), 0), et Θ2(t, (T0, i0(.), V0)) = (T (t), w2(t, .), V (t)),

avec

w1(t, a) =


0, t > a,

Π(a)

Π(a− t)
i0(a− t), a > t,

(2.8)
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et

w2(t, a) =


Π(a)f(T (t− a), V (t− a)), t > a,

0, a > t.

(2.9)

Ainsi, on peut réécrire Φ comme

Φ(t, (T0, i0(a), V0)) = Θ1(t, (T0, i0(a), V0)) + Θ2(t, (T0, i0(a), V0)),

Pour la suite, soit C un sous-ensemble fermé borné de données initiales dans X.

D’après le Théorème 1, on obtient

T (t) +

∫ ∞
0

i(t, a)da+ V (t) ≤ M̃, pour tout t ≥ 0,

avec M̃ = max{A
α
, ||i0||1 + T0}+ max{V0,

pmax

c
max{A

α
, ||i0||1 + T0}}. Par conséquent,

Θ1 satisfait,

||Θ1|| ≤ e−δ0t||i0||1,

≤ M̃e−δ0t,

alors Θ1 → 0 quand t→∞ uniformément pour toutes conditions initiales dans C.

Maintenant, nous avons besoin de montrer que Θ2(C) est relativement compact dans

X+. Les conditions (i), (ii), (iv) du critère de Fréchet-Kolmogorov sont trivialement

vérifiées (voir annexe, [52]), il reste à prouver la troisième condition (iii) pour conclure

la preuve. Soit

Ih =
∫∞

0
|w2(t+ a+ h)− w2(t+ a)|da,

=
∫ t−h

0
|Π(a+ h)f(T (t− a− h), V (t− a− h))− Π(a)f(T (t− a), V (t− a))|da

+
∫ t
t−h |Π(a)f(T (t− a), V (t− a))|da.

Il suffit maintenant de montrer que Ih → 0 quand h→ 0 uniformément pour toutes

conditions initiales dans C. On peut observer que le deuxième terme de Ih tend vers 0

uniformément dans C. Pour simplifier l’écriture, on note

I1
h :=

∫ t−h
0
|Π(a+ h)f(T (t− a− h), V (t− a− h))− Π(a)f(T (t− a), V (t− a))|da,
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Rappelons que la fonction f est lipschitzienne, alors

I1
h ≤ L

∫ t−h
0

Π(a+ h)
(
|T (t− a− h)− T (t− a)|+ |V (t− a− h)− V (t− a)|

)
da

+ f∞
∫ t−h

0
|Π(a+ h)− Π(a)|da,

avec f(T, V ) ≤ f∞ pour tout (T, V ) ∈ K où K est un compact. On remarque de (2.1)

que

|T ′(t)| ≤ A+ µM̃ + f∞,

et

|V ′(t)| ≤ (pmax + µc)M̃,

pour tout t ≥ 0. Par conséquent, on conclut que I1
h tend uniformément vers 0 quand h

tends vers 0 pour toutes conditions initiales dans C.

Nous allons a présent définir les trajectoires totales du système (2.1)-(2.2) pour tout

t ∈ R. Le prolongement de la solution du problème (2.1)-(2.2) sur tout R nous permet

d’avoir la stabilité asymptotique globale des équilibres.

On considère φ̄ la trajectoire totale telle que φ̄ = (T (t), i(t, ·), V (t)). Nous allons

suivre les mêmes étapes que dans [55, Chapitre 9], on obtient pour tout t ∈ R

T ′(t) = A− µT (t)− f(T (t), V (t)),

i(t, a) = Π(a)f(T (t− a), V (t− a)),

V ′(t) =
∫∞

0
p(a)i(t, a)da− µcV.

(2.10)

Le lemme suivant, nous permet de relier les trajectoires totales et l’attracteur compact

A.

Lemme 3. Pour tout (T0, i0, V0) ∈ A, nous avons les estimations suivantes

T0 +
∫∞

0
i0(a)da+ V0 ≤

A

α

(
1 +

pmax

µc

)
, avec α := min {µ, δ0}

i0(a) ≤ ΓΠ(a),

T0 ≥ Λ, avec Λ :=
A

µ+ L
,
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où L est la constante de Lipschitz et Γ est une constante positive.

Démonstration. Soit

I(t) :=
∫∞

0
i(t, a)da =

∫∞
0

Π(a)f(T (t− a), V (t− a))

=
∫ t
−∞Π(t− σ)f(T (σ), V (σ))dσ.

En dérivant l’équation au-dessus et en utilisant la définition de Π, on obtient

I ′(t) = f(T (t), V (t))−
∫ t

∞
δ(t− σ)Π(t− σ)f(T (σ), V (σ))dσ.

On a δ(a) ≥ δ0, et d’après l’équation de T du système (2.10),

T ′(t) + I ′(t) = A− µT (t)− δ0

∫ t
−∞Π(t− σ)f(T (σ), V (σ))dσ,

≤ A− µT (t)− δ0

∫∞
0

Π(σ)f(T (t− σ), V (t− σ))dσ,

≤ A− µT (t)− δ0I(t),

≤ A− α(T (t) + I(t)),

Rappelons que α := min {µ, δ0}. En intégrant cette dernière équation sur l’intervalle

(r, t),

(T (t) + I(t))eαt ≤ (T (r) + I(r))eαr +
A

α

(
eαt − eαr

)
.

Faisons tendre r vers −∞,

T (t) + I(t) ≤ A

α
pour tout t ∈ R. (2.11)

D’après l’équation de V dans (2.10), on obtient

V ′(t) ≤ pmaxI(t)− µcV (t),

≤ Apmax

α
− µcV (t),

Après intégration, on a

V (t) ≤ Apmax

αµc
pour tout t ∈ R. (2.12)
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Par conséquent, faisons la somme des deux inégalités (2.11) et (2.12), on conclut

T (t) + I(t) + V (t) ≤ A

α

(
1 +

pmax

µc

)
pour tout t ∈ R.

Par ailleurs, les fonctions T et V appartiennent à un sous ensemble compact et f est

une fonction continue alors il existe une constante positive Γ telle que

i(t, a) ≤ Γ Π(a), pour tout t ∈ R et pour tout a ∈ R+.

En utilisant le fait que la fonction T est bornée inférieurement, et la fonction f est

lipschitzienne,

T ′(t) ≥ A− µT (t)− LT (t), pour tout t ∈ R.

Finalement, après intégration de T ′ sur (-∞,t), on obtient

T (t) ≥ A

µ+ L
pour tout t ∈ R.

2.3 Stabilité globale de l’équilibre sans maladie

Dans cette section, nous allons étudier la stabilité globale de l’équilibre sans ma-

ladie E0 = (A
µ
, 0, 0) lorsque le taux de reproduction de base R0 6 1, l’idée consiste à

construire une fonction de Lyapunov en faisant intervenir un attracteur compact et les

trajectoires totales.

On remarque que le système d’équations (2.1) admet toujours un équilibre sans

maladie E0.

Théorèm 4. Supposons que l’hypothèse de concavité de la fonction f est satisfaite.

Alors, l’équilibre E0 est globalement asymptotiquement stable si R0 ≤ 1.

Démonstration. On définit la fonction ψ

ψ(a) =
1

NΠ(a)

∫ ∞
a

p(σ)Π(σ)dσ,

solution du problème suivant
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
ψ′(a) = δ(a)ψ(a)− p(a)

N
, a > 0,

ψ(0) = 1.

(2.13)

Donc, pour x := (T0, i0(.), V0) ∈ A, on considère la fonction de Lyapunov suivante

U(x) = U1(x) + U2(x) +
V0

N
,

où

U1(x) = T0 −
∫ T0

A
d

lim
V→0

f(A
µ
, V )

f(η, V )
dη − A

µ
,

et

U2(x) =

∫ ∞
0

ψ(a)i0(a)da.

Soit χ : R → A, une trajectoire totale dans A telle que χ(t) = (T (t), i(t, .), V (t)),

T (0) = T0, i(0, a) = i0(a), et V (0) = V0 avec (T (t), i(t, a), V (t)) est solution du

problème (2.10). La dérivée de U1 par rapport à t est donnée par

d

dt
U1(χ(t)) =

(
1− lim

V→0+

f(
A

µ
, V )

f(T (t), V )

)(
A− µT (t)− f(T (t), V (t))

)

= µ
(
1− lim

V→0+

f(
A

µ
, V )

f(T (t), V )

)(A
µ
− T (t)

)
− f(T (t), V (t))

(
1− lim

V→0+

f(
A

µ
, V )

f(T (t), V )

)
.

D’après l’expression (2.10), on a

U2(χ(t)) =
∫∞

0
φ1(a)ξ(t− a)da,

avec

ξ(t) = f(T (t), V (t)), et φ1(a) = ψ(a)Π(a). (2.14)

En utilisant les mêmes étapes de la preuve du [55, Lemme 9.18], on déduit que U2 est

absolument continue, ainsi

d

dt
U2(χ(t)) = φ1(0)ξ(t) +

∫∞
0
φ′1(a)ξ(t− a)da,
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Par conséquent, d’après (2.14), on a

d

dt
U2(χ(t)) = ψ(0)f(T (t), V (t)) +

∫∞
0

(
ψ′(a)− δ(a)ψ(a)

)
Π(a)f(T (t− a), V (t− a))da.

En combinant cette dernière équation et (2.13), on obtient

d

dt
U2(χ(t)) = f(T (t), V (t))−

∫∞
0

p(a)Π(a)

N
f(T (t− a), V (t− a))da.

Rappelons que l’équation de U ′ est donnée par

U ′ := U ′1 + U ′2 +
V ′

N
.

En utilisant les trajectoires totales (2.10), et en ajoutant et retranchant le terme

V
∂f

∂V
(
A

µ
, 0), on a

d

dt
U(χ(t)) = d

(
1− lim

V→0+

f(
A

µ
, V )

f(T (t), V )

)(A
µ
− T (t)

)
+ f(T (t), V (t)) lim

V→0+

f(
A

µ
, V )

f(T (t), V )

− V
∂f

∂V
(
A

µ
, 0) + V

∂f

∂V
(
A

d
, 0)− c V

N
,

avec R0 est donnée dans (2.4),

∂f

∂V
(
A

µ
, 0) =

µcR0

N
.

Ainsi,

d

dt
U(χ(t)) = d

(
1− lim

V→0+

f(
A

d
, V )

f(T (t), V )

)(A
d
− T (t)

)
+ f(T (t), V (t)) lim

V→0+

f(
A

d
, V )

f(T (t), V )

− V
∂f

∂V
(
A

d
, 0) + c

V

N
(R0 − 1).
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D’autre part, on a

f(T, V ) lim
V→0+

f(
A

µ
, V )

f(T, V )
− V ∂f

∂V
(
A

µ
, 0) = f(T, V )

∂f

∂V
(
A

µ
, 0)

∂f

∂V
(T, 0)

− V ∂f

∂V
(
A

µ
, 0)

=

∂f

∂V
(
A

µ
, 0)

∂f

∂V
(T, 0)

(
f(T, V )− V ∂f

∂V
(T, 0)

)
.

La concavité de la fonction f par rapport à V nous permet d’avoir

f(T, V )− V ∂f

∂V
(T, 0) ≤ 0.

Donc, en utilisant l’hypothèse que
∂f

∂V
(·, 0) est une fonction positive continue sur n’im-

porte quel ensemble compact K et que R0 ≤ 1, on obtient

d

dt
U(χ(t)) ≤ 0.

On remarque que d
dt
U(χ(t)) = 0 implique que T (t) =

A

µ
. Soit Q le plus grand ensemble

invariant tel que
d

dt
U(χ(t)) = 0. Alors, l’ensemble Q vérifie T (t) =

A

µ
pour tout t ∈ R.

En remplaçant T (t) =
A

µ
dans l’équation de T dans (2.10) on obtient V (t) = 0 pour

tout t ∈ R. Ainsi, en utilisant l’équation de i dans (2.10), on a i(t, .) = 0 pour tout

t ∈ R. Donc, le plus grand ensemble invariant tel que d
dt
U(χ(t)) = 0 est (A

µ
, 0, 0)

(principe d’invariance de LaSalle). La compacité de A nous permet de conclure que

ω(x) et α(x) sont respectivement non-vides, compacts, invariants. De plus, χ(t) est

attirée par ω(x) et α(x) quand t→ ±∞.

Par définition U est constante sur les ω(x) et α(x), donc, ω(x) = α(x) = {(A
µ
, 0, 0)}.

par conséquent,

lim
t−→±∞

χ(t) = (
A

µ
, 0, 0)

et

lim
t−→−∞

U(χ(t)) = lim
t−→+∞

U(χ(t)) = U(
A

µ
, 0, 0).

Alors U(χ(t)) est une fonction décroissante par rapport au temps t, on obtient U(χ(t)) =

U(
A

µ
, 0, 0) pour tout t ∈ R, et ainsi χ(t) = (

A

µ
, 0, 0) pour tout t ∈ R. En particu-
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lier, (T0, i0(.), V0) = (T (0), i(0, .), V (0)) = (
A

µ
, 0, 0). Donc, l’attracteur A est réduit

au singleton formé par l’équilibre sans maladie (
A

µ
, 0, 0). D’après [55, Théorème 2.39],

nous pouvons conclure que l’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement

stable.

2.4 Existence d’un état d’équilibre positif et la per-

sistance uniforme

Dans ce paragraphe, on commence par montrer l’existence de l’état d’équilibre

positif (c-à-d la maladie persiste dans la population) dans le cas R0 > 1, on établit

ensuite une condition suffisante pour avoir la persistance uniforme de la solution du

problème (2.1)-(2.2).

Lemme 5. Soit lim
V→0+

f(
A

µ
, V )

f(T, V )
> 1 pour T ∈ [0,

A

µ
). Alors, Si R0 > 1, le système

d’équation (2.1)-(2.2) admet un état d’équilibre positif.

Un état d’équilibre positif est un point fixe du semi-flot Φ,

Φ(t, (T ∗, i∗, V ∗)) = (T ∗, i∗, V ∗), avec i∗ 6= 0, ∀t ≥ 0.

D’après (2.6), on obtient

i∗(a) =


Π(a)f(T ∗, V ∗), 0 < a < t,

Π(a)

Π(a− t)
i∗(a− t), a > t,

(2.15)

et 
A = µT ∗ + f(T ∗, V ∗),

µcV
∗ =

∫∞
0
p(a)i∗(a) da.

(2.16)

Remarquons que si i∗(a) est définie par la première expression pour 0 < a < t dans

(2.15), elle satisfait aussi la deuxième expression. En effet, pour t < a < 2t, on a

i∗(a− t) = Π(a− t)f(T ∗, V ∗),
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alors

i∗(a) =
Π(a)

Π(a− t)
i∗(a− t),

=
Π(a)

Π(a− t)
Π(a− t)f(T ∗, V ∗),

= Π(a)f(T ∗, V ∗).

On répète les mêmes arguments sur chaque intervalle [kt, (k + 1)t], k = 1, 2, 3, ..., on

conclut que

i∗(a) = Π(a)f(T ∗, V ∗), ∀a ≥ 0. (2.17)

En combinant l’équation (2.16) et (2.17), on obtient
A = µT ∗ + f(T ∗, V ∗),

N

µc
f(T ∗, V ∗) = V ∗.

(2.18)

où N est définie dans (2.3). En utilisant les mêmes arguments donnés dans [33], [34],

nous obtenons l’existence de l’état d’équilibre positif. On s’intéresse maintenant à la

persistance uniforme des solutions, pour cela, on fait appel au [55, Théorème 5.2], voir

aussi [25], [40], [55], [57]. Avant de commencer la preuve, on a besoin d’imposer sur

la fonction f quelques hypothèses supplémentaires. On suppose qu’il existe un point

d’équilibre positif (T ∗, V ∗) qui vérifie (2.18) tel que pour tout T > 0 on a
x

V ∗
<

f(T, x)

f(T, V ∗)
< 1, pour 0 < x < V ∗,

1 <
f(T, x)

f(T, V ∗)
<

x

V ∗
, pour x > V ∗.

(2.19)

Il existe ε > 0 et η > 0 tels que pour tout T ∈ [
A

d
− ε, A

d
+ ε], on a

f(T, V1)

V1

≥ f(T, V2)

V2

, (2.20)

avec 0 < V1 ≤ V2 ≤ η.

Finalement, on suppose que le choix des conditions initiales satisfait
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V0 +

∫ ∞
0

i0(a)da > 0. (2.21)

Remarque 6. Les hypothèses (2.19) et (2.20) sont vérifiées, si la fonction f est stric-

tement croissante et concave par rapport à V .

Soit la fonction de persistance ρ : X → R+ définie par

ρ(T0, i0(.), V0) = V0 +

∫ ∞
0

i0(a)da,

alors

ρ(Φ(t, x)) = V (t) +

∫ ∞
0

i(t, a)da, pour tout t ∈ R,

avec x = (T0, i0(.), V0).

Le lemme suivant nous permet d’affirmer que l’hypothèse (H1) dans [55, Théorème 5.2]

est vérifiée.

Lemme 7. Supposons que la condition (2.21) est satisfaite, alors la fonction ρ(φ(t))

est positive sur R, avec φ une trajectoire totale définie dans (2.10).

Démonstration. Tout d’abord, on montre que V (t) > 0 pour tout t ∈ R avec V est

définie dans (2.10). En effet, supposons qu’il existe r ∈ R tel que V (t) = 0 pour tout

t ≤ r. Alors pour t > r on a

V ′(t) =

∫ t

r

p(t− σ)Π(t− σ)f(T (σ), V (σ))dσ − µcV (t).

Dans notre cas, on cherche à montrer que V (t) > 0 pour tout t ∈ R. Supposons par

l’absurde qu’il existe t1 > 0 tel que V (t1) = 0, V ′(t1) > 0 et V (t) = 0 pour tout t ≤ t1.

Ainsi

0 < V ′(t1) =

∫ t1

r

p(t1 − σ)Π(t1 − σ)f(T (σ), V (σ))dσ = 0,

implique que V (t) = 0 pour tout t ∈ R. De plus, en utilisant la définition de i dans

(2.10) on obtient V (t) +
∫∞

0
i(t, a)da = 0, pour tout t ∈ R. D’après (2.21) ceci est une

contradiction. Donc, il existe une suite (tn)n, tn → −∞ telle que V (tn) > 0. De plus,

après l’intégration de V sur (tn, t), on obtient

V (t)ect = V (tn)eµctn +
∫ t
tn

∫ s
−∞ e

µcsp(s− σ)Π(s− σ)f(T (σ), V (σ))dσds.

Finalement, on conclut que V (t) > 0 pour tout t ∈ R.
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Nous pouvons maintenant traiter la question de la persistance uniforme des solu-

tions.

Théorèm 8. Supposons que les hypothèses (2.20), (2.21) sont vérifiées. Alors il existe

un ε > 0 tel que

lim inf
t→∞

ρ(Φ(t, x)) > ε,

pour toutes solutions positives de (2.2) à condition que R0 > 1.

Démonstration. En utilisant [55, Théorème 5.2] et le Lemme 7, la solution du problème

(2.1)-(2.2) est uniformément persistance, si elle est faiblement persistante.

Pour la preuve, on suppose que la solution n’est pas persistante, alors il existe ε > 0

assez petit et arbitraire tel que

lim sup
t→∞

ρ(Φ(t, x)) < ε,

ainsi,

lim
t→∞

V (t) = 0 et lim
t→∞

∫ ∞
0

i(t, a)da = 0.

Ensuite, on suppose que lim inf
t→∞

T (t) = T∞, et en utilisant la méthode de fluctuation

(voir [56] pour plus de détails), il existe une suite (tk)k telle que lim
tk→∞

T ′(tk) = 0 et

lim
tk→∞

T (tk) = T∞. La continuité de la fonction f nous permet d’avoir que

lim
t→∞

f(T (t), V (t)) = 0.

Ainsi, en utilisant la première équation dans (2.1) on obtient pour un t assez grand

0 ≥ A− µT∞ − ε,

donc,

T∞ ≥
A

µ
− θ(ε),

avec θ(ε) =
ε

µ
. Rappelons que R0 > 1, alors il existe ε1 > 0 assez petit et λ := λε1 > 0

tel que

f(A
µ
− θ(ε1), ε1)

ε1

1

c

∫ ∞
0

Π(a)p(a)e−λada > 1.

37
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On pose

αε1 :=
f(A

µ
− θ(ε1), ε1)

ε1

∫ ∞
0

Π(a)p(a)e−λada− c > 0, (2.22)

On considère le problème auxiliaire suivant
φ′(a) = (δ(a) + λ)φ(a)− p(a),

φ(0) =
∫∞

0
Π(a)p(a)e−λada,

(2.23)

la solution du problème ci-dessus est donnée par

φ(a) =

∫ ∞
a

p(σ)e−
∫ σ
a δ(s)dse−λ(σ−a)dσ.

On remarque que la fonction φ est uniformément bornée, c’est à dire

φ(a) ≤ ||p||∞
δ0 + λ

.

Nous analysons maintenant la dérivée de I1(t) :=
∫∞

0
φ(a)i(t, a)da+V (t), par un calcul

direct et en utilisant (2.23), on a

I ′1(t) = i(t, 0)φ(0) + λ
∫∞

0
(φ′(a)− δ(a)φ(a))i(t, a)da+

∫∞
0
p(a)i(t, a)da− µcV (t)

= f(T (t), V (t))φ(0) + λ
∫∞

0
φ(a)i(t, a)da− µcV (t).

Comme la fonction f est croissante par rapport à T , on obtient pour un t assez grand

f(T (t), V (t)) ≥ f(
A

d
− θ(ε1), V (t)).

D’un autre côté puisque V (t) ≤ ε1 et d’après (2.20), on a

f(T, V )

V
≥

f(A
d
− θ(ε1), V )

V
,

≥
f(A

d
− θ(ε1), ε1)

ε1

.
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Donc,

I ′1(t) ≥
(f(A

d
− θ(ε1), ε1)

ε1

φ(0)− c
)
V (t) + λ

∫∞
0
φ(a)i(t, a)da,

≥ αε1V + λ
∫∞

0
φ(a)i(t, a)da,

≥ βε1I1(t),

avec βε1 = min{αε1 , λ} où αε1 est définie dans (2.22). Par conséquent,

I1(t) ≥
( ∫ ∞

0

φ(a)i0(a)da+ V0

)
eθε1 t.

Rappelons que I1(t) :=
∫∞

0
φ(a)i(t, a)da+V (t). Par (2.21) et la bornitude de la fonction

φ, on conclut que

I1(t)→ +∞,

contradiction avec la bornitude de V et I(t) :=
∫∞

0
i(t, a)da (voir le Lemme 3).

Soit X0 un sous ensemble défini par

X0 = {(T0, i0(.), V0) ∈ X+;

∫ ∞
0

i0(a)da+ V0 = 0}.

Le Théorème 5.7 dans [55], nous permet d’avoir le résultat suivant.

Théorèm 9. Sous les hypothèses (2.20), (2.21), il existe un attracteur compact A1 de

toutes les solutions qui ont une condition initiale appartenant à X+ \X0.. De plus, A1

est ρ− uniformément positif, c-à-d, il existe un γ > 0 tel que∫ ∞
0

i0(a)da+ V0 ≥ γ pour tout (T0, i0(.), V0) ∈ A1. (2.24)

2.5 Stabilité globale et unicité de l’équilibre endémique

Dans cette section, nous étudions la stabilité globale de l’équilibre endémique

(S∗, i∗(.), v∗(.)) du système (2.10). Avant d’entamer la preuve, nous avons besoin de

quelques estimations.

Proposition 10. Supposons que (2.20), (2.21) sont vérifiées. Alors, il existe des

constantes positives α et Γ telles que, pour toutes (T0, i0(.), V0) ∈ A1,

V0 > α et
i0(a)

i∗(a)
≥ Γ, a ≥ 0.
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Démonstration. D’après le Théorème 9, A1 est invariant, alors il existe une trajectoire

totale Ψ : R → A1, Ψ(t) = (T (t), i(t, .), V (t)) avec T (0) = T0, i(0, a) = i0(a) et

V (0) = V0.

Supposons par l’absurde que lim inf
t→∞

V (t) = 0, alors il existe une suite (tn)n → ±∞
telle que V (tn)→ 0. Soient Tn(t) = T (t+ tn), Vn(t) = V (t+ tn) et in(t, .) = i(t+ tn, .).

Nous pouvons supposer qu’il existe une sous suite telle que (Tn(t), Vn(t), in(t, .)) →
(T̃ (t), Ṽ (t), ĩ(t, .)) uniformément localement avec ((T̃ (t), Ṽ (t), ĩ(t, .)) est une solution

de (2.10) telle que Ṽ (0) = 0. Nous appliquons maintenant les mêmes arguments de la

preuve du lemme 7, on obtient une contradiction avec (2.24). Puisque

i(t, a) = Π(a)f(T (t− a), V (t− a)),

d’après le Lemme 3, et (2.17) il existe Γ > 0 telle que,

i(t, a)

i∗(a)
:=

f(T (t− a), V (t− a))

f(T ∗, V ∗)
≥ Γ, t ∈ R, a ≥ 0,

Nous pouvons maintenant donner le théorème principal suivant.

Théorèm 11. Sous les hypothèses (2.19), (2.20), (2.21), le problème (2.10) admet

un équilibre positif unique (T ∗, i∗(·), V ∗), qui est globalement asymptotiquement stable

dans X+ \X0.

Démonstration. Soit Ψ : R → A1 est une trajectoire totale Ψ(t) = (T (t), i(t, .), V (t)),

T (0) = T0, i(0, a) = i0(a), et V (0) = V0, avec (T (t), i(t, a), V (t)) solution du problème

(2.10). Soit H une fonction convexe,

H(y) = y − ln(y)− 1,

et

φ(a) =
f(T ∗, V ∗)

N

∫ ∞
a

p(σ)Π(σ)dσ,

où N est définie dans (2.3). Pour x := (T0, i0(.), V0) ∈ A1, soit la fonction de Lyapunov

W : R+ × L1
+(R+)→ R+ définie par

W (x) = W1(x) +W2(x) +W3(x),
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avec

W1(x) = T0 − T ∗ −
∫ T0

T ∗

f(T ∗, V ∗)

f(η, V ∗)
dη,

W2(x) =

∫ ∞
0

H(
i0(a)

i∗(a)
)φ(a)da,

et

W3(x) =
f(T ∗, V ∗)

µc
H
( V0

V ∗
)
.

Nous allons calculer la dérivée de la fonction W le long des solutions (T, i, V ) du

système (2.10). Tout d’abord, on commence par analyser la dérivée du premier terme

W1 en utilisant l’expression de l’équilibre positif dans (2.18), on a

d

dt
W1(Ψ(t)) = (1− f(T ∗, V ∗)

f(T (t), V ∗)
)(A− dT (t)− f(T (t), V (t)))

= µ(1− f(T ∗, V ∗)

f(T (t), V ∗)
)(T ∗ − T ) + (1− f(T ∗, V ∗)

f(T (t), V ∗)
)(f(T ∗, V ∗)

− f(T (t), V (t))).

En appliquant les mêmes arguments de la preuve du [55, Lemme 9.18], d’après le

système (2.10), on obtient

d

dt
W2(Ψ(t)) = H(

f(T (t), V (t))

f(T ∗, V ∗)
)φ(0) +

∫ ∞
0

H(
i(t, a)

i∗(a)
)φ′(a)da,

= H(
f(T (t), V (t))

f(T ∗, V ∗)
)f(T ∗, V ∗)

− f(T ∗, V ∗)

N

∫ ∞
0

H(
f(T (t− a), V (t− a))

f(T ∗, V ∗)
)p(a)Π(a)da.

Comme la fonction H est convexe, on a

H(
f(T (t), V (t))

f(T ∗, V ∗)
) =

f(T (t), V (t))

f(T ∗, V ∗)
− ln

(f(T (t), V (t))

f(T ∗, V ∗)

)
− 1,

=
f(T (t), V (t))

f(T ∗, V ∗)
− ln

(f(T (t), V (t))

f(T (t), V ∗)

)
− ln

(f(T (t), V ∗)

f(T ∗, V ∗)

)
− 1.
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Ainsi,

d

dt
W2(Ψ(t)) = f(T (t), V (t))− f(T ∗, V ∗) ln

(f(T (t), V (t))

f(T (t), V ∗)

)

− f(T ∗, V ∗) ln
(f(T (t), V ∗)

f(T ∗, V ∗)

)
− f(T ∗, V ∗)

− f(T ∗, V ∗)

N

∫∞
0
H(

f(T (t− a), V (t− a))

f(T ∗, V ∗)
)p(a)Π(a)da.

la dérivée de W3 est donnée par

d

dt
W3(Ψ(t)) =

f(T ∗, V ∗)

cV ∗
(1− V ∗

V (t)
)
( ∫∞

0
p(a)i(t, a)da− µcV

)
,

=
f(T ∗, V ∗)

cV ∗
(1− V ∗

V (t)
)
( ∫∞

0
p(a)Π(a)f(T (t− a), V (t− a))da− µcV

)
.

Rappelons que µcV
∗ = Nf(T ∗, V ∗) et d’après (2.18), on a

d

dt
W3(Ψ(t)) = f(T ∗, V ∗)(1− V ∗

V (t)
)

∫ ∞
0

(f(T (t− a), V (t− a))

f(T ∗, V ∗)
− V

V ∗
)p(a)Π(a)

N
da.

Donc,

d

dt
W (Ψ(t)) = d(1− f(T ∗, V ∗)

f(T (t), V ∗)
)(T ∗ − T (t))

+ f(T ∗, V ∗)
(
− ln

(f(T (t), V ∗)

f(T ∗, V ∗)
− f(T ∗, V ∗)

f(T (t), V ∗)
+ 1
)

+ f(T ∗, V ∗)
{
H
(f(T (t), V (t))

f(T (t), V ∗)

)
−
∫∞

0
H(

f(T (t− a), V (t− a))

f(T ∗, V ∗)
)
p(a)Π(a)

N
da
}

+ f(T ∗, V ∗)(1− V ∗

V (t)
)
∫∞

0

(f(T (t− a), V (t− a))

f(T ∗, V ∗)
− V

V ∗
)p(a)Π(a)

N
da.

Puisque (−ln(x) − 1

x
+ 1) ≤ 0, pour tout x > 0, alors les deux premiers termes de

l’équation précédente sont négatifs. Il reste à vérifier que le dernier terme est aussi
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négatif. Soit la fonction D définie par

D(t) := H
(f(T (t), V (t))

f(T (t), V ∗)

)
−
∫∞

0
H(

f(T (t− a), V (t− a))

f(T ∗, V ∗)
)
p(a)Π(a)

N
da

+ (1− V ∗

V (t)
)
∫∞

0

(f(T (t− a), V (t− a))

f(T ∗, V ∗)
− V

V ∗
)p(a)Π(a)

N
da.

On considère t ∈ R tel que
V (t)

V ∗
< 1, alors, d’après l’hypothèse (2.19), on a

V (t)

V ∗
<
f(T (t), V (t))

f(T (t), V ∗)
< 1.

Rappelons que H(1) = 0 et que la fonction H est décroissante sur (0, 1), donc,

H(
V (t)

V ∗
) > H(

f(T (t), V (t))

f(T (t), V ∗)
),

ainsi,

D(t) ≤
∫∞

0
[ H
(V (t)

V ∗
)
−H(

f(T (t− a), V (t− a))

f(T ∗, V ∗)
)

+ H ′(
V (t)

V ∗
)
(f(T (t− a), V (t− a))

f(T ∗, V ∗)
− V (t)

V ∗
)

]
p(a)Π(a)

N
da,

puisque la fonction H est convexe, il s’ensuit immédiatement que

H(b)−H(a) +H ′(b)(a− b) ≤ 0, pour tout a, b > 0,

par conséquent,

D(t) ≤ 0.

On répète la même approche pour des valeurs de t qui vérifie
V (t)

V ∗
> 1, en utilisant

(2.19) et le fait que la fonction H est croissante sur (1,∞). On trouve D(t) ≤ 0

également.

Finalement, on conclut que D(t) ≤ 0 pour tout t ∈ R . Donc,

d

dt
V (Ψ(t)) ≤ 0, ∀t ∈ R.

De plus,
d

dt
V (Ψ(t)) = 0 implique que T (t) = T ∗.

43



2.6. QUELQUES SIMULATIONS NUMÉRIQUES

Il suffit maintenant de chercher le plus grand ensemble invariant Q tel que
d

dt
V (Ψ(t)) =

0. Dans l’ensemble Q on a T (t) = T ∗ pour tout t ∈ R. Par un calcul direct de l’équation

de T et l’expression de T ∗ dans (2.10) et (2.15) on a

V (t) = V ∗, pour tout t ∈ R,

d’après (2.10), on a

i(t, .) = i∗(.), pour tout t ∈ R.

Pour conclure il suffit de suivre les mêmes arguments utilisés dans la preuve du Théorème

4 pour avoir la stabilité asymptotique globale de l’état d’équilibre positif. L’unicité est

une conséquence directe du fait que l’équation d
dt
V (Ψ(t)) = 0 est satisfaite seulement

pour T = T ∗.

2.6 Quelques simulations numériques

Le but de cette section est de faire quelques simulations numériques pour illus-

trer les résultats obtenus dans ce chapitre. Pour cela, nous proposons deux modèles

mathématiques décrivant la dynamique des virus avec deux fonctions d’infections différentes.

Exemple 1. Soit f1 la fonction de Beddington-DeAngelis définie par

f1(T, V ) =
βT V

1 + α1T + α2V
.

Le système (2.1) devient

T ′(t) = A− dT (t)− βT (t)V (t)

1 + α1T (t) + α2V (t)
t ≥ 0,

it(t, a) + ia(t, a) = −δ(a)i(t, a),

V ′(t) =
∫∞

0
p(a)i(t, a)da− cV (t),

(2.25)

où β, α1 et α2 sont des constantes positives, on note par β le taux d’infection, α1 et α2

représentent les coefficients d’infection de la fonction Beddington-DeAngelis, pour plus

de détails sur ce modèle nous invitons le lecteur à voir par exemple [68]. La fonction

f1 satisfait toutes les hypothèses définies dans la première partie. Ainsi, en utilisant les

Théorèmes 4 et 11, on obtient :
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2.6. QUELQUES SIMULATIONS NUMÉRIQUES

• Si R0 6 1, l’équilibre sans maladie est globalement asymptotiquement stable.

• Si R0 > 1, l’équilibre positif est globalement asymptotiquement stable.

Le taux de reproduction de base R0 est défini par

R0 =
ANβ

c(d+ α1A)
.

Les valeurs des paramètres utilisés dans les simulations sont choisis de telles sortes

que nous obtenons les deux états d’équilibres.

A = 4, d = 0.04, c = 1, δ = 0.2, β = 0.1, α1 = 0.1, α2 = 0.2.

p(a) =

{
0 si t 6 τ,

0.5 si t > τ.

avec les conditions initiales

T0 = 50, V0 = 25, i0(t) = 10e−0.1t.

Nous prenons différentes valeurs de τ pour avoir les différents cas possibles du

comportement asymptotique des solutions du système (2.25).

Remarque 12. Dans les deux exemples nous avons choisi de prendre τ libre et discuter

suivant ces différents valeurs. On peut choisir de fixer τ et laisser tout autre paramètre

libre, ceci nous mènera à la même conclusion à condition que R0 ≤ 1 ou R0 > 1.

Si τ = 6 alors R0 = 0.6676 < 1, ou si τ = 1, alors R0 = 1.8146 > 1.

Exemple 2. Soit la fonction h,

h(x) =
βx

1 + αxn
avec 0 6 n 6 1. (2.26)

La fonction Holling I et Holling II sont des cas particuliers de la fonction h, respecti-

vement, pour n = 1 et n = 0. Dans ce deuxième exemple nous considérons la fonction

d’incidence suivante

f2(T, V ) =
βTV

(1 + αV n)
.

On remarque que toutes les conditions nécessaires dans les sections précédentes sont

vérifiées par la fonction f2,
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2.6. QUELQUES SIMULATIONS NUMÉRIQUES

(a) (b)

Figure 2.1 – (a) L’évolution des solutions T et V par rapport au temps t ; (b)
L’évolution de la solution i par rapport à l’âge d’infection a et le temps t.
La stabilité de l’équilibre sans maladie, l’extinction des cellules infectées
et du virus pour un t assez grand.

(a) (b)

Figure 2.2 – (a) L’évolution des solutions T et V par rapport au temps t ; (b)
L’évolution de la solution i par rapport à l’âge d’infection a et le temps
t. La stabilité de l’équilibre endémique, la maladie persiste dans la po-
pulation pour un t assez grand.
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2.6. QUELQUES SIMULATIONS NUMÉRIQUES

Figure 2.3 – La fonction h pour β = 0.1 et α = 0.2.

• f2(· , V ) est croissante pour V > 0.

• la fonction
∂f2

∂V
(., 0) est continue positive sur chaque ensemble borné K.

• la fonction f2 est localement lipschitzienne continue par rapport à T et V, avec

une constante de Lipschitz L > 0,

• la fonction f2 est concave par rapport à V et satisfait la dernière hypothèse (2.19).

Le taux de reproduction de base R0,

R0 =
ANβ

cd
.

Les valeurs des paramètres A = 2, d = 0.1, c = 1, δ = 0.3, β = 0.1, α1 =

0.2 et n = 0.8.

p(a) =

{
0 si t 6 τ,

0.5 si t > τ.

Les conditions initiales

T0 = 10, V0 = 5, i0(t) = 3e−0.1t.

Le choix des paramètres est adapté de telle sorte que R0 6 1 ou R0 > 1. Tout d’abord,

si τ = 5, alors R0 = 0.7162 < 1,

Ensuite, si τ = 1, alors R0 = 2.3779 > 1,
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2.6. QUELQUES SIMULATIONS NUMÉRIQUES

(a) (b)

Figure 2.4 – (a) L’évolution des solutions T et V par rapport au temps t ; (b)
L’évolution de la solution i par rapport à l’âge d’infection a et le temps
t. Puisque R0 < 1, nous avons l’extinction de la maladie pour un t assez
grand.

(a) (b)

Figure 2.5 – (a) L’évolution des solutions T et V par rapport au temps t ; (b)
L’évolution de la solution i par rapport à l’âge d’infection a et le temps
t. Puisque R0 > 1, la maladie persiste dans la population.
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Chapitre 3

Stabilité globale d’un modèle

épidémique structuré en âge avec

une fonction d’incidence générale

Ce chapitre est consacré à l’analyse mathématique d’un modèle épidémiologique

avec incidence non linéaire. Nous proposons un modèle décrivant la dynamique d’une

population divisée en trois classes ; la population des individus susceptibles S(t) à

l’instant t, la population des individus infectés i(t, a) à l’instant t et qui ont l’âge

d’infection a et finalement la population des individus rétablis R(t) à l’instant t.

3.1 Introduction

La dynamique de cette population est décrite par un système d’équations struc-

turées en âge avec une fonction d’incidence de type général, pour t > 0,

dS(t)

dt
= A− µS(t)− f(S(t), J(t)),

∂i(t, a)

∂t
+
∂i(t, a)

∂a
= −(µ+ θ(a))i(t, a), a > 0,

i(t, 0) = f(S(t), J(t)) + k

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da+ δR(t),

dR(t)

dt
= (1− k)

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da− (µ+ δ)R(t),

(3.1)
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3.1. INTRODUCTION

la fonction J représente les individus infectés à l’instant t et pour tout âge d’infection :

J(t) =

∫ +∞

0

β(a)i(t, a)da, t > 0.

Ce système est complété par les conditions initiales suivantes, i(0, ·) = i0(·) ∈ L1(R+,R+),

S(0) = S0 ∈ R+ et R(0) = r0 ∈ R+.
(3.2)

La fonction θ représente le taux des individus infectés qui quittent le compartiment i

à l’âge a. Les paramètres µ, δ et k sont respectivement le taux de mortalité naturelle, le

taux de rechute et la probabilité qu’un individu retourne directement au compartiment

des individus infectés. Le paramètre A modélise un flux constant des individus sains

rentrant dans la classe S. Toute au long de ce chapitre, nous supposons que

• La fonction β ∈ CBU(R+,R+), la fonction θ ∈ L∞+ (R+).

• Les paramètres A et µ sont positifs. De plus, le taux k ∈ [0, 1].

Nous supposons aussi que la fonction f vérifie les hypothèses suivantes :

(H0) La fonction f(·, J) est croissante pour J > 0 et f(S, ·) est croissante pour

S > 0 avec f(0, J) = f(S, 0) = 0 pour tout S, J ≥ 0.

(H1) Pour tout S > 0, la fonction f(S, J) est concave par rapport à J .

(H2) La fonction
∂f

∂J
(·, 0) est positive continue sur tout sous-ensemble borné

K ⊂ R+.

(H3) La fonction f est continue et localement lipschitzienne par rapport à S et

J c-à-d pour tout C > 0, il existe une constante de Lipschitz L := LC > 0 telle

que

|f(S2, J2)− f(S1, J1)| ≤ L(|S2 − S1|+ |J2 − J1|), (3.3)

avec 0 ≤ S2, S1, J2, J1 ≤ C.

Remarque 13. Ces hypothèses sont vérifiées par les fonctions d’incidence classiques.

Soit l’espace fonctionnel X := R×L1(R+)×R, la norme associée est définie comme

suit

‖(S, i, R)‖X = |S|+
∫ +∞

0

|i(a)|da+ |R|, S, R ∈ R, i ∈ L1(R+).

On définit le cône positif de X par X+ := R+ × L1
+(R+)× R+.
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3.2. STABILITÉ LOCALE ET GLOBALE DE L’ÉQUILIBRE SANS MALADIE

L’étude de l’existence, la positivité et l’unicité de la solution est classique, l’idée de

la preuve est l’utilisation du Théorème du point fixe de Banach-Picard dans un espace

approprié X (Voir [6, Théorème 2.2],[52]).

Théorèm 14. Supposons que (S0, i0(·), r0) ∈ X+, alors le système (3.1) et (3.2) admet

une solution unique positive (S, i, R) ∈ C1(R+)× C(R+, L1(R+))× C1(R+).

Soit N(t) := S(t) +
∫∞

0
i(t, a)da + R(t). Alors, du système (3.1), on a pour tout

t > 0,

N ′(t) = A− µN(t).

Ainsi, pour tout t > 0

N(t) ≤ max

{
N(0),

A

µ

}
,

avec N(0) = S0 +

∫ +∞

0

i0(a)da+ r0. Ce qui implique que :

lim
t→+∞

N(t) =
A

µ
. (3.4)

De plus, on peut vérifier que

lim inf
t→+∞

S(t) ≥ A

µ+ L
,

où L est la constante de Lipschitz donnée dans (3.3).

3.2 Stabilité locale et globale de l’équilibre sans

maladie

Dans cette section, nous montrons la stabilité locale et globale de l’équilibre sans

maladie. Tout d’abord, on commence par la stabilité asymptotique locale du système

(3.1). On note par

π(a) = e−
∫ a
0 (µ+θ(s))ds, a ≥ 0. (3.5)

Nous pouvons estimer le taux de reproduction de base par l’équation de renouvellement,

en utilisant le rayon spectral de la matrice de la prochaine génération, pour plus de

détail nous invitons le lecteur à consulter le livre de Diekmann [17].

Le taux de reproduction de base du système (3.1) est donné comme suit
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3.2. STABILITÉ LOCALE ET GLOBALE DE L’ÉQUILIBRE SANS MALADIE

R0 =
∂f

∂J
(
A

µ
, 0)

∫ +∞

0

β(a)π(a)da+

(
(1− k)δ

µ+ δ
+ k

)∫ +∞

0

θ(a)π(a)da.

Par un calcul direct, on peut vérifier que le système (3.1) admet toujours un équilibre

sans maladie E0 = (
A

µ
, 0, 0) ∈ X+.

La linéarisation du système (3.1) au voisinage de l’équilibre E0 est donnée par, pour

tout t > 0,

dS(t)

dt
= −µS(t)− S(t)

∂f

∂S
(
A

µ
, 0)− J(t)

∂f

∂J
(
A

µ
, 0),

∂i(t, a)

∂t
+
∂i(t, a)

∂a
= −(µ+ θ(a))i(t, a), a > 0,

i(t, 0) = S(t)
∂f

∂S
(
A

µ
, 0) + J(t)

∂f

∂J
(
A

µ
, 0) + k

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da+ δR(t),

dR(t)

dt
= (1− k)

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da− (µ+ δ)R(t).

(3.6)

L’équation caractéristique associée au système (3.6) s’écrit sous la forme∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ µ+
∂

∂S
f(
A

µ
, 0) P (λ) 0

− ∂

∂S
f(
A

µ
, 0) Q(λ) −δ

0 G(λ) λ+ µ+ δ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

avec

P (λ) :=
∂f

∂J
(
A

µ
, 0)

∫ +∞

0

β(a)π(a)e−λada,

Q(λ) := 1− ∂f

∂J
(
A

µ
, 0)

∫ +∞

0

β(a)π(a)e−λada− k
∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λada,

et

G(λ) := −(1− k)

∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λada.

Par conséquent, nous avons le théorème suivant.

Théorèm 15. Si R0 < 1, alors l’équilibre sans maladie E0 = (
A

µ
, 0, 0) est localement

asymptotiquement stable. Par contre, si R0 > 1, E0 devient instable.

Démonstration. L’équation caractéristique de E0 est donnée par

(λ+ µ)H(λ) = 0, (3.7)
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avec

H(λ) = (λ+ µ+ δ)

(
1− ∂f

∂J
(
A

µ
, 0)

∫ +∞

0

β(a)π(a)e−λada− k
∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λada

)
−δ(1− k)

∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λada.

On remarque directement que −(µ+ δ) est une racine négative de l’équation (3.7), les

autres racines sont obtenues par l’équation H(λ) = 0. En premier lieu, supposons que

R0 < 1, alors nous allons montrer que l’équation H(λ) = 0 n’admet pas de racine avec

une partie réelle positive. On suppose par l’absurde qu’il existe λ0 ∈ C avec Re(λ0) ≥ 0,

tel que H(λ0) = 0, ainsi,

|λ0 + µ+ δ| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δ(1− k)

∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λ0ada

1−
∫ +∞

0

β(a)π(a)e−λ0ada
∂f

∂J
(
A

µ
, 0)− k

∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λ0ada

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Puisque Re(λ0) ≥ 0 et R0 < 1, alors

µ+ δ ≤

∣∣∣∣δ(1− k)

∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λ0ada

∣∣∣∣∣∣∣∣1− ∫ +∞

0

β(a)π(a)e−λ0ada
∂f

∂J
(
A

µ
, 0)− k

∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λ0ada

∣∣∣∣ ,
il s’ensuit,

δ(1− k)

µ+ δ

∣∣∣∣∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λ0ada

∣∣∣∣
≥ 1−

∣∣∣∣∫ +∞

0

β(a)π(a)e−λ0ada
∂f

∂J
(
A

µ
, 0)− k

∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λ0ada

∣∣∣∣ ,
≥ 1−

∣∣∣∣∫ +∞

0

β(a)π(a)e−λ0ada
∂f

∂J
(
A

µ
, 0)

∣∣∣∣− k ∣∣∣∣∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λ0ada

∣∣∣∣ ,
par conséquent,

R0 ≥
∣∣∣∣∫ +∞

0

β(a)π(a)e−λ0ada
∂f

∂J
f(
A

µ
, 0)

∣∣∣∣+ (k +
δ(1− k)

µ+ δ
)

∣∣∣∣∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λ0ada

∣∣∣∣ ≥ 1,

donc, R0 ≥ 1, ceci est une contradiction avec notre hypothèse R0 < 1. Donc, l’équilibre

sans maladie est localement asymptotiquement stable pour R0 < 1. À présent suppo-

sons que R0 > 1, alors pour λ ∈ R, on a
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H(0) = (µ+ δ)(1− R0) < 0 et lim
λ→+∞

H(λ) = +∞,

cela conduit à l’existence d’une racine réelle positive de (3.7). Par consequent, E0 est

instable pour R0 > 1.

Dans la suite de cette section nous nous intéressons à la stabilité globale de l’équilibre

E0.

Tout d’abord, nous commençons par intégrer l’équation structurée en âge le long

des caractéristiques afin d’obtenir un système d’équation intégrale de Volterra, on note

B(t) := i(t, 0) pour tout t > 0,

i(t, a) =


π(a)B(t− a), a < t,

π(a)

π(a− t)
i0(a− t), a ≥ t.

(3.8)

En utilisant (3.8), on obtient

B(t) = f(S(t), J(t)) + k

∫ t

0

θ(a)π(a)B(t− a)da+

∫ ∞
t

θ(a)
π(a)

π(a− t)
i0(a− t)da+ δR(t),

(3.9)

J(t) =

∫ t

0

β(a)π(a)B(t− a)da+

∫ ∞
t

β(a)
π(a)

π(a− t)
i0(a− t)da, (3.10)

et

R′(t) = (1−k)

∫ t

0

θ(a)π(a)B(t−a)da+(1−k)

∫ ∞
t

θ(a)
π(a)

π(a− t)
i0(a−t)da−(µ+δ)R(t),

(3.11)

Le théorème suivant permet de conclure la stabilité globale de l’équilibre E0.

Théorèm 16. Si R0 < 1, alors l’équilibre sans maladie E0 est globalement asymptoti-

quement stable.

Démonstration. D’après le Théorème 15, l’équilibre E0 est localement asymptotique-

ment stable, donc, il suffit de prouver l’attractivité globale de ce dernier pour avoir la

stabilité globale. Supposons que

lim sup
t→+∞

(S(t), B(t), R(t)) = (S∞, B∞, R∞) et lim sup
t→+∞

J(t) = J∞.

En utilisant la méthode de fluctuation (voir [55, Lemme A.14]), il existe des suites

(tn)n, (sn)n, (rn)n qui tendent vers l’infini quand n tend vers l’infini, telles que S(tn)→
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S∞, S ′(tn) → 0, B(sn) → B∞ et R(rn) → R∞ et R′(rn) → 0. En remplaçant rn dans

(3.11), et en faisant tendre n vers l’infini, on obtient

R∞ ≤
(1− k)

∫ +∞
0

θ(a)π(a)da

µ+ δ
B∞. (3.12)

De manière similaire, en utilisant (3.9), (3.10) et l’hypothèse (H0), on obtient
B∞ ≤ f(S∞, J∞) + kB∞

∫ +∞

0

θ(a)π(a)da+ δR∞,

J∞ ≤ B∞
∫ +∞

0

β(a)π(a)da.

(3.13)

En combinant (3.12), (3.13) et le fait que f(S∞, J) ≤ f(
A

µ
, J), on a

B∞ ≤ f(S∞, J∞) + kB∞
∫ +∞

0

θ(a)π(a)da+
δ(1− k)

∫ +∞
0

θ(a)π(a)da

µ+ δ
B∞.

Comme S∞ ≤ A

µ
et f est une fonction croissante par rapport à S, alors

B∞ ≤ f(
A

µ
, J∞) + kB∞

∫ +∞

0

θ(a)π(a)da+
δ(1− k)

∫ +∞
0

θ(a)π(a)da

µ+ δ
B∞. (3.14)

D’après (H1), un simple calcul conduit à

f(
A

µ
, J∞) ≤ J∞

∂f

∂J
(
A

µ
, 0) (3.15)

En combinant (3.14), (3.15) et la deuxième inégalité de (3.13), on obtient

B∞ ≤ R0B
∞.

Puisque R0 < 1, alors B∞ = 0. Ceci implique J∞ = R∞ = 0 et d’après l’équation de

S, nous obtenons que S∞ =
A

µ
.
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3.3. EXISTENCE DU SEMI-FLOT ET DE L’ATTRACTEUR GLOBAL
COMPACT

3.3 Existence du semi-flot et de l’attracteur global

compact

Dans cette section, nous nous intéressons à l’existence d’un attracteur compact

pour tout sous ensemble borné de X+. Pour cela on commence par définir le semi-flot

Φ : R+ ×X+ → X+

Φ(t, (S0, i0(·), r0)) = (S(t), i(t, ·), R(t)), (S0, i0(·), r0) ∈ X+. (3.16)

Le semi-flot Φ est généré par l’unique solution de notre problème (3.1)-(3.2). De plus,

le semi-flot Φ est continu.

Théorèm 17. Le semi-flot Φ admet un attracteur compact A des sous-ensembles

bornés dans X+.

Démonstration. L’idée de la preuve est similaire à celle du Théorème 2 du chapitre 1,

on définit par

Ψ1(t, (S0, i0(·), r0)) = (0, u(t, ·), 0) et Ψ2(t, (S0, i0(·), r0)) = (S(t), v(t, ·), R(t)),

où

u(t, a) =


0, a < t,

π(a)

π(a− t)
i0(a− t), a > t,

et

v(t, a) =

 π(a)B(t− a), a < t,

0, a > t.

Soit C un sous-ensemble fermé borné, invariant par Φ pour toutes conditions initiales

dans X. Supposons que

M1 := sup{S0 + ‖i0‖L1 + r0, (S0, i0, r0) ∈ C} et M2 := max

{
M1,

A

µ

}
. (3.17)

La preuve est basée sur les mêmes arguments du Théorème 2. On a Ψ1 → 0 quand

t → +∞ uniformément pour toutes conditions initiales dans C. Il reste à montrer

que Ψ2 est relativement compacte dans X+. Pour cela, nous allons faire appel au [55,

Théorème B2]. Nous vérifions juste la condition (iii) du Théorème B2 puisque les autres
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conditions sont faciles à vérifier. Ainsi,∫ +∞

0

|v(t, a+ h)− v(t, a)|da =

∫ t−h

0

|π(a+ h)B(t− a− h)− π(a)B(t− a)|da

+

∫ t

t−h
|π(a)B(t− a)|da.

(3.18)

Par ailleurs, pour t ≥ 0, on a

|B(t)| ≤ f(S(t), J(t)) + k

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da+ δR(t),

≤ f(M2, ‖β‖∞M2) + k‖θ‖∞M2 + δM2,

(3.19)

pour toutes conditions initiales appartenant à C. Donc, nous remarquons que le deuxième

terme de l’inégalité (3.18) tend vers 0 quand h→ 0 uniformément dans C. On définit

Ih :=

∫ t−h

0

|π(a+ h)B(t− a− h)− π(a)B(t− a)|da,

≤
∫ t−h

0

|π(a)(B(t− a− h)−B(t− a))|da+

∫ t−h

0

|B(t− a− h)(π(a+ h)− π(a)|da.

(3.20)

En utilisant le système (3.1), pour t ≥ 0, on a

|S ′(t)| ≤ A+ µM2 + f(M2, ‖β‖∞M2), (3.21)

et

|R′(t)| ≤ (1− k)‖θ‖∞M2 + (µ+ δ)M2. (3.22)

Notons que Ah := |B(t− a− h)−B(t− a)| pour h > 0, alors

Ah ≤ |f(S(t− a− h), J(t− a− h))− f(S(t− a), J(t− a))|

+k

∣∣∣∣∫ +∞

0

θ(σ)i(t− a− h, σ)dσ −
∫ +∞

0

θ(σ)i(t− a, σ)dσ

∣∣∣∣
+δ|R(t− a− h)−R(t− a)|.
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En utilisant le fait que la fonction f est lipschitzienne, on obtient

Ah ≤ L|S(t− a− h)− S(t− a)|+ L|J(t− a− h)− J(t− a))|

+k

∣∣∣∣∫ +∞

0

θ(σ)i(t− a− h, σ)dσ −
∫ +∞

0

θ(σ)i(t− a, σ)dσ

∣∣∣∣
+δ|R(t− a− h)−R(t− a)|.

Par (3.21) et (3.22), on vérifie facilement que le premier et le dernier terme dans Ah

tendent vers 0 quand h tend vers 0+ uniformément pour des conditions initiales dans

C. Il reste à analyser le deuxième terme de Ah. On pose

A1
h := L|J(t−a−h)−J(t−a))|+k|

∫ +∞

0

θ(σ)i(t−a−h, σ)dσ−
∫ +∞

0

θ(σ)i(t−a, σ)dσ|.

(3.23)

Pour t ≥ 0, supposons que J(t) = J1(t) + J2(t), avec

J1(t) =

∫ t

0

β(a)π(a)f(S(t−a), J(t−a))da et J2(t) =

∫ +∞

0

β(a+t)
π(a+ t)

π(a)
i0(a)da,

(3.24)

Ainsi, pour s, h ≥ 0,

|J(s+ h)− J(s)| ≤ |J1(s+ h)− J1(s)|+ |J2(s+ h)− J2(s)|.

Par un changement de variable dans (3.24), on obtient

J1(t) =

∫ t

0

β(t− σ)π(t− σ)f(S(σ), J(σ))dσ.

Donc, pour s, h ≥ 0, on a

|J1(s+ h)− J1(s)|

≤
∫ s+h

s

β(s+ h− σ)π(s+ h− σ)f(S(σ), J(σ))dσ

+

∫ s

0

|β(s+ h− σ)π(s+ h− σ)− β(s− σ)π(s− σ)|f(S(σ), J(σ))dσ,

≤ ‖β‖∞f(M2, ‖β‖∞M2)h

+f(M2, ‖β‖∞M2)

∫ s

0

|β(s+ h− σ)π(s+ h− σ)− β(s− σ)π(s− σ)|dσ,

par conséquent, pour toutes conditions initiales appartenant à C, il est facile de vérifier

que le dernier terme tend vers 0 quand h→ 0+ uniformément pour s ≥ 0. D’autre part,
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d’après la définition de J2 dans (3.24), on a

|J2(s+ h)− J2(s)|

≤
∣∣∣∣∫ +∞

0

β(a+ s+ h)
π(a+ s+ h)

π(a)
i0(a)da−

∫ +∞

0

β(a+ s)
π(a+ s)

π(a)
i0(a)da

∣∣∣∣ ,
≤

∫ +∞

0

|β(a+ s+ h)− β(a+ s)|π(a+ s)

π(a)
i0(a)da

+

∫ +∞

0

β(a+ s+ h)i0(a)|π(a+ s+ h)

π(a)
− π(a+ s)

π(a)
|da.

Comme le fonction β est uniformément continue et d’après (3.17), alors tous les termes

ci-dessus tendent vers 0 quand h → 0+ uniformément pour tout s ≥ 0 et pour toutes

données initiales dans C. Finalement, en utilisant les mêmes arguments précédents on

prouve que ∣∣∣∣∫ +∞

0

θ(σ)i(t− a− h, σ)dσ −
∫ +∞

0

θ(σ)i(t− a, σ)dσ

∣∣∣∣→ 0,

quand h→ 0+ uniformément pour toutes conditions initiales appartenant à C.

À présent on s’intéresse à la trajectoire totale du système (3.1). Soit φ : R →
X+ une trajectoire totale définie comme, φ(t) = (S(t), i(t, ·), R(t)). Donc, φ(t + r) =

Φ(t, φ(r)), t ≥ 0, r ∈ R. En répétant les mêmes arguments utiliser dans [55], on obtient

le système suivant pour tout t ∈ R,

S ′(t) = A− µS − f(S(t), J(t)),

i(t, a) = π(a)B(t− a),

B(t) = f(S(t), J(t)) + k

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da+ δR(t),

R′(t) = (1− k)
∫ +∞

0
θ(a)i(t, a)da− (µ+ δ)R(t),

J(t) =

∫ +∞

0

β(a)π(a)B(t− a)da.

(3.25)

Le lemme suivant fournit quelques estimations sur la trajectoire totale.

Lemme 18. Pour tout (S0, i0(·), r0) ∈ A, nous avons les estimations suivantes

S(t) >
A

µ+ L
, S(t) +

∫ +∞

0

i(t, a)da+R(t) ≤ A

µ
et i(t, a) ≤ ξπ(a), a ≥ 0, ∀t ∈ R.
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Avec ξ := (L‖β‖∞ + k‖θ‖∞ + δ)
A

µ
et L est la constante de Lipschitz de la fonction f

dans (3.3).

Démonstration. Supposons que,

I(t) :=

∫ +∞

0

i(t, a)da =

∫ +∞

0

π(a)B(t− a)da.

Après un changement de variable et pour t ∈ R,

I(t) =

∫ t

−∞
π(t− a)B(a)da,

L’équation différentielle de I est donnée par

I ′(t) = B(t)−
∫ +∞

0

(µ+ θ(a))π(a)B(t− a)da.

En combinant cette équation avec le système (3.25), on obtient

S ′(t) + I ′(t) +R′(t) ≤ A− µ(S(t) + I(t) +R(t)),

par conséquent, pour t ∈ R

S(t) + I(t) +R(t) ≤ A

µ
. (3.26)

De plus, l’équation de S dans (3.25) et l’hypothèse (H3) nous permettent d’avoir

l’inégalité

S ′(t) ≥ A− µS − LS(t),

nous en déduisons que

S(t) ≥ A

µ+ L
, t ∈ R.

D’autre part, la fonction f vérifie f(S, 0) = 0 pour S > 0, ainsi, en utilisant l’hypothèse

(H3), on obtient

i(t, a) = π(a)
(
f(S(t), J(t)) + k

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da+ δR(t)
)
,

≤ π(a)
(
LJ(t) + k‖θ‖∞I(t) + δR(t)

)
,
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Finalement, d’après (3.26), on conclut que

i(t, a) ≤ ξπ(a), a > 0,

où ξ :=
A

µ
(L‖β‖+ k‖θ‖+ δ).

3.4 Étude de la stabilité globale pour l’équilibre

endémique

Le but principal de cette section est d’étudier la stabilité globale de l’équilibre

endémique. Dans un premier temps, nous nous concentrons sur la persistence uni-

forme de la solution du problème (3.25). Le lemme suivant nous assure l’existence de

l’équilibre positif du système (3.25).

Lemme 19. Supposons que

lim
J→0+

f(A
µ
, J)

f(S, J)
> 1, pour S ∈ [0, A/µ).

Si R0 > 1, alors le système (3.1) admet un équilibre endémique positif.

Démonstration. Notons par E∗ := (S∗, i∗(.), R∗) l’équilibre positif du système (3.25).

Autrement dit, E∗ est le point fixe du semi-flot Φ,

Φ(t, (S∗, i∗(.), R∗)) = (S∗, i∗(.), R∗), pour t ≥ 0.

D’après (3.16) et (3.8), on a

i∗(a) =


π(a)i∗(0), 0 < a < t,

π(a)

π(a− t)
i∗(a− t), a > t,

(3.27)

et 
A = µS∗ + f(S∗, J∗),

J∗ =

∫ +∞

0

β(a)i∗(a)da.
(3.28)

Il est important de remarquer que la première expression de i∗(a) définie dans (3.27)
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satisfait la deuxième expression dans (3.27). En effet, pour t < a < 2t, on obtient

i∗(a− t) = π(a− t)i∗(0),

=
π(a− t)
π(a)

i∗(a).

Ainsi,

i∗(a) =
π(a)

π(a− t)
i∗(a− t),

=
π(a)

π(a− t)
π(a− t)i∗(0),

= π(a)i∗(0).

Ensuite, on utilise une méthode itérative pour montrer le résultat suivant,

i∗(a) = π(a)i∗(0), pour tout a ≥ 0. (3.29)

Les expressions (2.16) et (3.29) nous permettent d’écrire

i∗(0) =
1

D
f(S∗, J∗),

avec

D = 1−
(
k +

δ(1− k)

µ+ δ

)∫ +∞

0

θ(a)π(a)da. (3.30)

En conséquence,

i∗(a) =
1

D
f(S∗, J∗)π(a), ∀a ≥ 0. (3.31)

De plus, d’après (3.28) et (3.31), on a
A = µS∗ + f(S∗, J∗),

J∗ =
M

D
f(S∗, J∗),

(3.32)

où M :=
∫ +∞

0
β(a)π(a)da et D est définie dans (3.30). Suite aux mêmes arguments

dans [33] et [34], nous montrons l’existence de l’équilibre endémique positif.

Lemme 20. Supposons que pour tout S > 0, la fonction f est croissante et concave

par rapport à J . Alors, nous avons les propriétés suivantes

f(., J)

J
est une fonction décroissante par rapport à J. (3.33)
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et 
x

J∗
<

f(S, x)

f(S, J∗)
< 1, pour 0 < x < J∗,

1 <
f(S, x)

f(S, J∗)
<

x

J∗
, pour x > J∗.

(3.34)

Nous nous intéressons maintenant à la persistance uniforme des solutions du problème

(3.25). Pour cela, on définit

X0 =

{
(S0, i0(·), R(0)) ∈ X+ | R(0) +

∫ ∞
0

i0(a)θ̄(a)da+

∫ ∞
0

i0(a)β̄(a)da > 0

}
,

les deux fonctions θ̄ et β̄ sont données par
θ̄(a) :=

∫ ∞
0

θ(a+ t)
π(a+ t)

π(a)
dt, pour a > 0,

β̄(a) :=

∫ ∞
0

β(a+ t)
π(a+ t)

π(a)
dt, pour a > 0.

Lemme 21. Si (S0, i0(·), R(0)) ∈ X0. Alors il existe t0 > 0 tel que B(t) > 0 pour tout

t > t0. De plus, si (S0, i0(·), R(0)) ∈ X+ \X0, alors B(t) := i(t, 0) = 0 pour tout t ≥ 0.

Démonstration. Rappelons que S(t) > 0 pour tout t > 0 et on a

B(t) = f(S(t), J(t)) + k

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da+ δR(t).

En intégrant la troisième équation du système (3.1) sur l’intervalle (0, t), on obtient

R(t) = R(0)e−(µ+δ)t + (1− k)

∫ t

0

e−(µ+δ)(s−t)
∫ +∞

0

θ(σ)i(s, σ)dσds.

Ainsi, la fonction B peut s’écrire sous la forme

B(t) = f(S(t), J(t)) + k

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da

+ δR(0)e−(µ+δ)t + (1− k)δ

∫ t

0

e−(µ+δ)(s−t)
∫ +∞

0

θ(σ)i(s, σ)dσds,
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Donc, en utilisant (3.8), on obtient

B(t) = f(S(t), J(t)) + k

∫ t

0

θ(a)π(a)B(t− a)da

+ k

∫ ∞
t

θ(a)
π(a)

π(a− t)
i0(a− t)da+ δR(0)e−(µ+δ)t

+ (1− k)δ

∫ t

0

e−(µ+δ)(s−t)
(∫ s

0

θ(σ)π(σ)B(s− σ)dσ +

∫ ∞
s

θ(σ)
π(σ)

π(σ − s)
i0(σ − s)dσ

)
ds.

(3.35)

Si R(0) > 0, il est clair que B(t) > 0 pour tout t ≥ 0. Ensuite, supposons maintenant

que ∫ ∞
0

i0(a)θ̄(a)da > 0,

nous avons

I0(t) :=

∫ ∞
t

θ(a)
π(a)

π(a− t)
i0(a− t)da =

∫ ∞
0

θ(a+ t)
π(a+ t)

π(a)
i0(a)da, (3.36)

Par intégration de I0 sur [0,+∞), on obtient∫ ∞
0

I0(t)dt =

∫ ∞
0

i0(a)

∫ ∞
0

θ(a+ t)
π(a+ t)

π(a)
dtda =

∫ ∞
0

i0(a)θ̄(a)da.

Dans la suite, nous utilisons une translation de la solution pour r ≥ 0, on définit

Sr(t) = S(t+ r) Jr(t) = J(t+ r), I0
r (t) = I0(t+ r) et Br(t) = B(t+ r). D’après (3.35),

(3.36), on obtient

Br(t) ≥ k

∫ t

0

θ(a)π(a)Br(t− a)da+ kI0
r (t),

puisque
∫∞

0
I0(t)dt > 0 alors pour r > 0 assez petit, I0

r n’est pas identiquement nulle

sur [r,∞). Par conséquent, d’après [55, Corollaire B.6], il existe t0 > 0 tel que B(t) > 0

pour tout t > t0. Le cas
∫∞

0
i0(a)β̄(a)da > 0 se traite de la même manière.

D’autre part, si (S0, i0(·), R(0)) ∈ X+ \ X0, alors d’après les expressions (3.8) et

(3.35), on a

B(t) = f(S(t), J(t)) + k

∫ t

0

θ(a)π(a)B(t− a)da+ k

∫ ∞
t

θ(a)
π(a)

π(a− t)
i0(a− t)da

+ (1− k)δ

∫ t

0

e−(µ+δ)(s−t)
(∫ s

0

θ(σ)π(σ)B(s− σ)dσ +

∫ ∞
s

θ(σ)
π(σ)

π(σ − s)
i0(σ − s)dσ

)
ds.

(3.37)

Par la définition de l’espace X+ \X0 et le fait que la fonction f est localement lipschit-
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zienne, on a

B(t) ≤ L

∫ t

0

β(a)π(a)B(t− a)da+ k

∫ t

0

θ(a)π(a)B(t− a)da

+ (1− k)δ

∫ t

0

e−(µ+δ)(s−t)
∫ s

0

θ(σ)π(σ)B(s− σ)dσds,

car f(S, 0) = 0 pour tout S > 0. En appliquant maintenant le Théorème de Fubini au

dernier terme et d’après la définition des fonctions β et θ, on obtient

B(t) ≤
(
L‖β‖∞ +

(
k +

(1− k)δ

µ+ δ

)
‖θ‖∞

)∫ t

0

B(a)da.

En utilisant le lemme de Gronwall, on conclut que B(t) = 0 pour tout t ≥ 0.

Soit la fonction de persistance ρ : X+ → R+ définie par

ρ(S0, i0(·), R(0)) = f(S0, J0) +

∫ +∞

0

θ(a)i0(a)da+R(0),

ainsi

ρ(Φ(t, (S0, i0(·), R(0)))) = B(t).

Lemme 22. Supposons que (3.33) est satisfaite et R0 > 1. Si x ∈ X0, alors il existe

un ε > 0 tel que

lim sup
t→+∞

ρ(Φ(t, x)) > ε,

pour toutes solutions de (3.1).

Démonstration. On suppose par l’absurde que ρ n’est pas une fonction de persistance,

alors il existe un ε > 0 assez petit tel que

lim sup
t→+∞

ρ(Φ(t, x)) < ε. (3.38)

Par le Théorème 14, on a S(t) > 0 pour tout t > 0, ainsi, d’après (3.38) il existe

un ε0 > 0 tel que

lim sup
t→+∞

J(t) < ε0.

Soit S∞ = lim inft→+∞ S(t). Alors, il existe une suite tk → +∞ telle que S(tk) → S∞

et S ′(tk)→ 0 quand tk → +∞ (voir [55, Lemme A.14]). Par conséquent, la continuité

de la fonction f nous permet de conclure que pour un t assez grand, on a

0 ≥ A− µS∞ − ε.
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d’où

S∞ ≥
A

µ
− ψ(ε),

avec ψ(ε) := ε
µ
. Comme R0 > 1, alors on peut choisir un ε1 > 0 assez petit tel que

h(ε1) =
f(A

µ
− ψ(ε1), ε1)

ε1

∫ +∞

0

β(a)π(a)da+

(
k +

(1− k)δ

ε1 + µ+ δ

)∫ +∞

0

θ(a)π(a)da > 1.

(3.39)

L’équation de R dans le système (3.1) s’écrit pour tout t ≥ 0,

R′(t) = (1− k)

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da− (µ+ δ)R(t),

ainsi, pour t ≥ 0,

R′(t) ≥ (1− k)

∫ t

0

θ(a)π(a)B(t− a)da− (µ+ δ)R(t).

En appliquant la transformée de Laplace à l’inégalité ci-dessus, on obtient

λR̂(λ)−R(0) ≥ (1− k)θ̂(λ)B̂(λ)− (µ+ δ)R̂(λ),

En conclusion

R̂(λ) ≥ (1− k)θ̂(λ)

λ+ µ+ δ
B̂(λ), (3.40)

où B̂ et θ̂ sont respectivement les transformées de Laplace de B et θ, définies pour

λ > 0, par

B̂(λ) =

∫ +∞

0

B(a)e−λada et θ̂(λ) =

∫ +∞

0

θ(a)π(a)e−λada.

De plus, rappelons qu’il existe un T > 0 tel que J(t) < ε0 pour tout t ≥ T , alors

d’après l’hypothèse (3.33), on a

f(S, J)

J
≥
f(A

µ
− ψ(ε0), J)

J
≥
f(A

µ
− ψ(ε0), ε0)

ε0
.

L’équation de B dans (3.25) peut s’écrire comme

B(t) ≥ f(S(t), J(t))

J(t)
J(t) + k

∫ t

0

θ(a)π(a)B(t− a)da+ δR(t),
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ceci implique que, pour t ≥ T ,

B(t) ≥
f(A

µ
− ψ(ε0), ε0)

ε0

∫ t

0

β(a)π(a)B(t− a)da+ k

∫ t

0

θ(a)π(a)B(t− a)da+ δR(t).

D’une manière similaire, on applique la transformée de Laplace à cette dernière inégalité,

on a

B̂(λ) ≥ β̂(λ)B̂(λ)
f(A

µ
− ψ(ε0), ε0)

ε0
+ kθ̂(λ)B̂(λ) + δR̂(λ),

où β̂ est la transformée de Laplace de β définie pour λ > 0, par

β̂(λ) =

∫ +∞

0

β(a)π(a)e−λada.

En utilisant l’inégalité (3.40), on obtient

B̂(λ) ≥ β̂(λ)B̂(λ)
f(A

µ
− ψ(ε0), ε0)

ε0
+

(
k +

δ(1− k)

λ+ µ+ δ

)
θ̂(λ)B̂(λ),

puisque, B̂(λ) > 0 (voir le Lemme 21), alors

1 ≥ β̂(λ)
f(A

µ
− ψ(ε0), ε0)

ε0
+

(
k +

δ(1− k)

λ+ µ+ δ

)
θ̂(λ).

On peut choisir λ > 0 de telle sorte que λ = ε0, ainsi

1 ≥ h(ε0).

Ceci est une contradiction avec la condition (3.39).

Pour démontrer l’uniforme persistance de ρ, nous allons utiliser le [55, Théorème

3.5]. Pour cela, nous avons besoin de montrer qu’il n’existe pas de trajectoire totale

φ : R → X+
0 , avec φ définie dans (3.25), telle que ρ(φ(0)) = 0 et ρ(φ(−r)) > 0 et

ρ(φ(t)) > 0 pour r, t ∈ R+ (voir l’hypothèse (H1) dans [55, Chapitre 5].

Lemme 23. Si ρ(φ(t)) = 0 pour tout t ≤ 0, alors ρ(φ(t)) = 0 t > 0.

Démonstration. Supposons que ρ(φ(t)) = B(t) = 0 pour tout t ≤ 0 avec B(t) est

définie dans (3.25). De manière similaire, en appliquant les mêmes arguments utilisés

dans la preuve du lemme 21, on obtient
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B(t) ≤ L

∫ +∞

0

β(a)i(t, a)da+ k

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da

+ δ

∫ t

0

e(µ+δ)(s−t)
∫ +∞

0

θ(σ)π(σ)B(s− σ)dσds,

puisque B(t) = 0 pour t ≤ 0, alors

B(t) ≤ L‖β‖∞
∫ t

0

B(a)da+k‖θ‖
∫ t

0

B(a)da+δ

∫ t

0

e(µ+δ)(s−t)
∫ s

0

θ(s−σ)π(s−σ)B(σ)dσds,

donc,

B(t) ≤ L‖β‖∞
∫ t

0

B(a)da+ k‖θ‖
∫ t

0

B(a)da+ δ

∫ t

0

θ(s− σ)π(s− σ)B(σ)e(µ+δ)(σ−t)dσ.

Finalement, d’après le Théorème de Fubini, on a

B(t) ≤ (L‖β‖∞ + k‖θ‖∞ +
δ‖θ‖∞
µ+ δ

)

∫ t

0

B(a)da.

En appliquant le lemme de Gronwall, on conclut que

B(t) = 0, t > 0.

Lemme 24. B satisfait les deux alternatives suivantes : soit B vaut 0 partout sur R

soit B est strictement positive sur R.

Démonstration. D’après le lemme 23, on peut déduire que pour n’importe quelle valeur

de r ∈ R, si B(t) = 0 pour tout t ≤ r alors B(t) = 0 pour tout t ≥ r. Ceci signifie que

soit B(t) = 0 pour tout t ∈ R soit il existe une suite tn → −∞ quand n → ∞ avec

B(tn) > 0.

On pose Bn(t) := B(t+ tn), du lemme 18 et (3.35),

Bn(t) > k

∫ ∞
0

θ(a)π(a)Bn(t− a)da.

Après un changement de variable, on a

Bn(t) > k

∫ t

−∞
θ(t− s)π(t− s)Bn(s)ds,

où Bn(0) := B(tn) > 0.

68
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Supposons maintenant qu’il existe ε > 0 tel que Bn(ε) = 0 et Bn(t) > 0 pour tout

t ∈ [0, ε), ainsi, on obtient

0 = Bn(ε) > k

∫ ε

−∞
θ(ε− s)π(ε− s)Bn(s)ds.

Alors, Bn(s) = 0 pour tout s ∈ [0, ε), ceci est une contradiction. Donc, Bn(t) > 0 pour

tout t > 0 et puisque tn → −∞ quand n→∞, B(t) > 0 pour tout t ∈ R.

Nous pouvons maintenant montrer la persistance uniforme forte de la maladie.

Théorèm 25. Supposons que R0 > 1. Alors, toute solution du système (3.1)-(3.2) est

uniformément fortement ρ−persistantes pour des données initiales appartenant à X0,

cela veut dire qu’il existe un ε > 0 tel que lim inf
t→∞

ρ(Φ(t)x0) > ε à condition que x0 ∈ X0.

Démonstration. On utilise les lemmes 22, 23 et 24, pour pouvoir appliquer le [55,

Théorème 5.2] qui nous permet de conclure la persistance forte à travers la persistance

faible. Autrement dit, Φ est uniformément fortement ρ−persistent.

Le résultat suivant est une conséquence directe du [55, Théorème 5.7].

Théorèm 26. Le système dynamique (3.1)-(3.2) admet un attracteur global compact

A1. De plus, A1 est uniformément ρ−positif, c’est-à-dire il existe une constante positive

Γ, telle que

ρ(Φ(t, (S0, i0(·), R(0))) > Γ, pour tout (S0, i0(.), R(0)) ∈ A1. (3.41)

Le lemme suivant fournit quelques estimations que nous seront nécessaires par la

suite.

Lemme 27. Pour tout (S0, i0(·), R(0)) ∈ A1, les estimations suivantes sont vérifiées :

i(t, a)

i∗(a)
> Γ0, a > 0, t ∈ R et R(t) > η2, t ∈ R

avec Γ0 = ΓD/f(S∗, J∗) et η2 = ((1− k)Γ
∫ +∞

0
θ(a)π(a)da)/(µ+ δ).

Démonstration. Rappelons que l’attracteur compact des ensembles bornés est la réunion

des trajectoires totales bornées, voir [55, Proposition 2.34].
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Ainsi, il existe une trajectoire totale Ψ : R→ A1, Ψ(t) = (S(t), i(t, ·), R(t)),S(0) =

S0, i(0, a) = i0(a). En utilisant (3.41), on obtient

i(t, a)

i∗(a)
=
π(a)B(t− a)

π(a)f(S∗, J∗)
D >

ΓD

f(S∗, J∗)
.

De plus, d’après l’équation de R dans (3.25), et le Théorème 26,

R′(t) ≥ (1− k)Γ

∫ +∞

0

θ(a)π(a)da− (µ+ δ)R(t).

Finalement, un calcul directe nous donne

R(t) ≥ η2, t ∈ R,

avec η2 :=
(1−k)Γ

∫+∞
0 θ(a)π(a)da

(µ+δ)
.

Nous énonçons maintenant le Théorème suivant qui établit la stabilité globale de

l’unique équilibre endémique positif.

Théorèm 28. supposons que R0 > 1. Le système d’équations (3.25) admet un unique

équilibre endémique positif E∗ := (S∗, i∗(.), R∗) qui est globalement asymptotiquement

stable dans X0.

Démonstration. Soit Ψ : R→ A1 une trajectoire totale telle que Ψ(t) = (S(t), i(t, .), R(t)),

S(0) = S0, i(0, .) = i0(.), où (S(t), i(t, a), R(t)) est une solution du problème (3.25).

On pose, pour a ≥ 0,

φ(a) =

∫ +∞

a

[(
δR∗∫ +∞

0
θ(a)i∗(a)da

+ k

)
θ(σ) +

β(σ)

J∗
f(S∗, J∗)

]
i∗(σ)dσ, (3.42)

et pour y > 0,

H(y) = y − ln(y)− 1.

Alors, pour x := (S0, i0(.), R(0)) ∈ A1, nous considérons la fonction de Lyapunov

suivante

V (x) := V1(x) + V2(x) + V3(x)

avec

V1(x) = S0 − S∗ −
∫ S0

S∗

f(S∗, J∗)

f(η, J∗)
dη,

V2(x) =

∫ +∞

0

H

(
i0(a)

i∗(a)

)
φ(a)da,
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et

V3(x) = ΩH
( r0

R∗

)
, avec Ω :=

δR∗
2

(1− k)
∫ +∞

0
θ(a)i∗(a)da

.

Dans un premier lieu, d’après l’équation de S dans (3.25), on a

d

dt
V1(Ψ(t)) =

(
1− f(S∗, J∗)

f(S(t), J∗)

)
(A− f(S(t), J(t))− µS(t)),

= µ(S∗ − S(t))

(
1− f(S∗, J∗)

f(S(t), J∗)

)
+

(
1− f(S∗, J∗)

f(S(t), J∗)

)
(f(S∗, J∗)− f(S(t), J(t))).

En utilisant les mêmes arguments que ceux de la preuve du [55, Lemme 9.18 ], on

obtient

d

dt
V2(Ψ(t)) = H

(
i(t, 0)

i∗(0)

)
φ(0) +

∫ +∞

0

H

(
i(t, a)

i∗(0)

)
φ′(a)da,

= H

(
∆1

f(S(t), J(t))

f(S∗, J∗)
+ ∆2

∫ +∞
0

θ(a)i(t, a)da∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da
+ ∆3

R(t)

R∗

)
φ(0)

+

∫ +∞

0

H

(
i(t, a)

i∗(a)

)
φ′(a)da,

où

∆1 :=
f(S∗, J∗)

i∗(0)
, ∆2 :=

k
∫ +∞

0
θ(a)i∗(a)da

i∗(0)
et ∆3 :=

δR∗

i∗(0)
.

D’après la troisième équation dans (3.25), l’expression de i∗(0) est donnée par,

i∗(0) = f(S∗, J∗) + k

∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)da+ δR∗,

notons que ∆1 + ∆2 + ∆3 = 1, la convexité de la fonction H implique que

d

dt
V2(Ψ(t)) ≤

[
∆1H

(
f(S(t), J(t))

f(S∗, J∗)

)
+ ∆2H

(∫ +∞
0

θ(a)i(t, a)da∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da

)
+ ∆3H

(
R(t)

R∗

)]
φ(0)

+

∫ +∞

0

H

(
i(t, a)

i∗(a)

)
φ′(a)da,

additionnons les deux expressions de V ′1 et V ′2 et faisons apparaitre l’expression de la
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3.4. ÉTUDE DE LA STABILITÉ GLOBALE POUR L’ÉQUILIBRE ENDÉMIQUE

fonction H, on obtient

(V1 + V2)′(Ψ(t)) ≤ µ(S∗ − S(t))

(
1− f(S∗, J∗)

f(S(t), J∗)

)
− f(S, J) + f(S∗, J∗)

f(S, J)

f(S, J∗)

+ f(S∗, J∗)

(
1− f(S∗, J∗)

f(S, J∗)

)
+ f(S∗, J∗)

(
f(S, J)

f(S∗, J∗)
− ln

f(S, J)

f(S∗, J∗)
− 1

)
+ ∆2i

∗(0)H

(∫ +∞
0

θ(a)i(t, a)da∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da

)
+ ∆3i

∗(0)H

(
R(t)

R∗

)
+

∫ +∞

0

H

(
i(t, a)

i∗(a)

)
φ′(a)da.

On peut réécrire le terme suivant sous la forme,

ln
f(S, J)

f(S∗, J∗)
= ln

f(S, J)

f(S, J∗)
+ ln

f(S, J∗)

f(S∗, J∗)
,

par conséquent,

(V1 + V2)′(Ψ(t))

≤ µ(S∗ − S(t))

(
1− f(S∗, J∗)

f(S(t), J∗)

)
+ f(S∗, J∗)

(
− ln

f(S, J∗)

f(S∗, J∗)
− f(S∗, J∗)

f(S, J∗)
+ 1

)
+ f(S∗, J∗)H

(
f(S, J)

f(S, J∗)

)
+ ∆2i

∗(0)H

(∫ +∞
0

θ(a)i(t, a)da∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da

)

+ ∆3i
∗(0)H

(
R(t)

R∗

)
+

∫ +∞

0

H

(
i(t, a)

i∗(a)

)
φ′(a)da.

La dérivée de la fonction V3 est donnée par

d

dt
V3(Ψ(t)) =

Ω

R∗
H ′
(
R(t)

R∗

)(
(1− k)

∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da− (µ+ δ)R(t)

)
=

Ω(µ+ δ)

R∗

(
1− R∗

R

)
(R∗ −R)

+
Ω(1− k)

R∗
H ′
(
R(t)

R∗

)(∫ +∞

0

θ(a)i(t, a)da−
∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)da

)
.

(3.43)

En ajoutant le terme suivant aux deux membres de l’équation (3.43),

Ω(1− k)

R∗
H ′
(
R(t)

R∗

)∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)da
R(t)

R∗
,
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on obtient

d

dt
V3(Ψ(t)) =

Ω(µ+ δ)

R∗

(
1− R∗

R

)
(R∗ −R)

+
Ω(1− k)

R∗
H ′
(
R(t)

R∗

)∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)

(
i(t, a)

i∗(a)
− R(t)

R∗

)
da

+
Ω(1− k)

R∗
H ′
(
R(t)

R∗

)(
R(t)

R∗
− 1

)∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)da.

Par la suite, sommons V ′1 , V ′2 et V ′3 , on obtient

V ′(Ψ(t)) ≤ µ(S∗ − S(t))

(
1− f(S∗, J∗)

f(S(t), J∗)

)
+ f(S∗, J∗)

(
− ln

f(S, J∗)

f(S∗, J∗)
− f(S∗, J∗)

f(S, J∗)
+ 1

)
+ f(S∗, J∗)H

(
f(S, J)

f(S, J∗)

)
+

∫ +∞

0

H

(
i(t, a)

i∗(a)

)
φ′(a)da

+ ∆2i
∗(0)H

(∫ +∞
0

θ(a)i(t, a)da∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da

)
+ ∆3i

∗(0)H

(
R(t)

R∗

)
+

Ω(1− k)

R∗
H ′
(
R(t)

R∗

)∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)

(
i(t, a)

i∗(a)
− R(t)

R∗

)
da

+
Ω(µ+ δ)

R∗

(
1− R∗

R

)
(R∗ −R)

+
Ω(1− k)

R∗
H ′
(
R(t)

R∗

)(
R(t)

R∗
− 1

)∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)da.

Comme (µ+ δ)R∗ = (1− k)
∫ +∞

0
θ(a)i∗(a)da, alors les deux termes de la dernière ligne

de l’inégalité ci-dessus vont disparaitre. De plus, en appliquant l’inégalité de Jensen,

on a

H

(∫ +∞
0

θ(a)i(t, a)da∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da

)
= H

(∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da

i(t, a)

i∗(a)
da

)
,

≤
∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da
H

(
i(t, a)

i∗(a)

)
da.

Rappelons que
Ω(1− k)

R∗
=

δR∗∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da
,
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par conséquent,

V ′(Ψ(t)) ≤ µ(S∗ − S(t))

(
1− f(S∗, J∗)

f(S(t), J∗)

)
+ f(S∗, J∗)

(
− ln

f(S, J∗)

f(S∗, J∗)
− f(S∗, J∗)

f(S, J∗)
+ 1

)
+ f(S∗, J∗)H

(
f(S, J)

f(S, J∗)

)
+

∫ +∞

0

H

(
i(t, a)

i∗(a)

)
φ′(a)da

+ ∆2i
∗(0)

∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da
H

(
i(t, a)

i∗(a)

)
da+ ∆3i

∗(0)H

(
R(t)

R∗

)
+

δR∗∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da
H ′
(
R(t)

R∗

)∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)

(
i(t, a)

i∗(a)
− R(t)

R∗

)
da.

Par la suite, on choisit t tel que J(t) < J∗ d’après le lemme 20 et en utilisant l’inégalité

de Jensen, on obtient

H

(
f(S, J)

f(S, J∗)

)
< H

(
J(t)

J∗

)
,

= H

(∫ +∞

0

β(a)i∗(a)∫ +∞
0

β(a)i∗(a)da

i(t, a)

i∗(a)
da

)
,

≤
∫ +∞

0

β(a)i∗(a)∫ +∞
0

β(a)i∗(a)da
H

(
i(t, a)

i∗(a)

)
da,

=

∫ +∞

0

β(a)i∗(a)

J∗
H

(
i(t, a)

i∗(a)

)
da.

Ceci implique

V ′(Ψ(t)) ≤ µ(S∗ − S(t))

(
1− f(S∗, J∗)

f(S(t), J∗)

)
+ f(S∗, J∗)

(
− ln

f(S, J∗)

f(S∗, J∗)
− f(S∗, J∗)

f(S, J∗)
+ 1

)
+

∫ +∞

0

H

(
i(t, a)

i∗(a)

)[
φ′(a) +

f(S∗, J∗)

J∗
β(a)i∗(a) + kθ(a)i∗(a)

]
da

+ δR∗H

(
R(t)

R∗

)
+

δR∗∫ +∞
0

θ(a)i∗(a)da
H ′
(
R(t)

R∗

)∫ +∞

0

θ(a)i∗(a)

(
i(t, a)

i∗(a)
− R(t)

R∗

)
da.
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Finalement, l’expression de φ′ dans (3.42) nous permet de conclure

V ′(Ψ(t))

≤ µ(S∗ − S(t))

(
1− f(S∗, J∗)

f(S(t), J∗)

)
+ f(S∗, J∗)

(
− ln

f(S, J∗)

f(S∗, J∗)
− f(S∗, J∗)

f(S, J∗)
+ 1

)
+

∫ +∞

0

[
H

(
R(t)

R∗

)
−H

(
i(t, a)

i∗(a)

)
+H ′

(
R(t)

R∗

)(
i(t, a)

i∗(a)
− R(t)

R∗

)]
δR∗θ(a)i∗(a)∫ +∞

0
θ(a)i∗(a)da

da.

Puisque − ln (1/x)− x+ 1 ≤ 0 et H(b)−H(a) + (a− b)H ′(b) ≤ 0 alors le deuxième et

le troisième terme de l’inégalité sont négatifs. Donc,

V ′(Ψ(t)) ≤ 0.

On répète la même procédure pour un t qui vérifie J(t) > J∗, on conclut que

V ′(Ψ(t)) ≤ 0

Comme V est bornée sur Ψ, l’ensemble des points α-limite et des points ω-limite de Ψ

doit être contenue dans le plus grand sous-ensemble invariant M.

Remarquons que V ′(Ψ(t)) = 0, implique que S(t) = S∗, et
i(t, a)

i∗(a)
=
R(t)

R∗
(invariance

Lasalle).

D’après (3.25) et le fait que i∗(a) = π(a)i∗(0), on a

i(t, a)

i∗(a)
=
B(t− a)

i∗(0)
=
R(t)

R∗
, ∀a ≥ 0, (3.44)

cela implique que B(t − a) = B(t) pour tout a ≥ 0, ainsi, i(t, a) = i(t, 0) pour tout

a ≥ 0.

D’après l’équation de S dans (3.25) et le fait que S(t) = S∗, on obtient

A− µS∗ = f(S∗, J(t)).

De plus, l’équation de l’équilibre nous donne

A− µS∗ = f(S∗, J∗),

donc, on obtient f(S∗, J∗) = f(S∗, J(t)). En utilisant la monotonie de la fonction f
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et le système (3.25), on a i(t, 0)
∫∞

0
β(a)π(a)da = i∗(0)

∫∞
0
β(a)π(a)da, ainsi, B(t) :=

i(t, 0) = i∗(0) pour tout t ∈ R.

Finalement, d’après (3.44), on a R(t) = R∗ et i(t, .) = i∗(.) pour tout t ∈ R. Par

conséquent, l’ensemble M contient seulement l’équilibre endémique positif E∗.

Par la suite, comme A1 est compact, alors l’ensemble des points α-limite et l’ensemble

des points ω-limite : sont différents de l’ensemble vide, et ils sont compacts et attirent

Ψ(t) quand t→ ±∞ (voir la Définition 4).

D’un côté la fonction V (Ψ(t)) est décroissante par rapport à t, de plus V est constante

sur les ensembles α-limite et ω-limite, et comme ces deux ensembles contiennent seule-

ment l’équilibre endémique positif, alors Ψ(t) → (S∗, i∗(.), R∗) quand t → ±∞, par

conséquent,

V (Ψ(t))→ V (S∗, i∗(.), R∗), quand t→ ±∞.

D’un autre côté, on a

lim
t→+∞

V (Ψ(t)) ≤ V (Ψ(t)) ≤ lim
t→−∞

V (Ψ(t)),

pour tout t ∈ R, donc, V (Ψ(t)) = V (S∗, i∗(.), R∗) pour tout t ∈ R, ainsi, Ψ(t) =

(S∗, i∗(.), R∗) pour tout t ∈ R.

Conclusion, l’attracteur compact A1 est réduit à l’équilibre endémique positif E∗.

En appliquant le [55, Théorème 2.39] nous permet d’avoir la stabilité locale de l’équilibre

E∗.

3.5 Simulations numériques

Dans cette section, nous illustrons nos résultats mathématiques obtenus dans ce

chapitre.

Tout d’abord, nous considérons la fonction f de Beddington-Deangelis définie par

f(S, J) =
SJ

1 + α1S + α2J
.

Notons que cette fonction f satisfait toutes les hypothèses nécessaires annoncées dans

la première section de ce chapitre afin de faire l’analyse asymptotique du système (3.1).

Rappelons que le système (3.1) admet deux équilibres et la condition de stabilité est

donnée par le taux de reproduction de base R0. À présent, nous pouvons donner l’ex-

pression de R0,
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R0 =
A

µ+ α1A

∫ +∞

0

β(a)π(a)da+

(
(1− k)δ

µ+ δ
+ k

)∫ +∞

0

θ(a)π(a)da.

Les paramètres utilisés pour la simulation sont :

A = 2.10−3, µ = 1.10−2 et δ = 1.10−2,

les conditions initiales

S0 = 1.10−3, R(0) = 2.10−4 et i0(a) = 8.10−4e−0.1a.

La fonction β et θ sont définies par

β(a) =

 0, si a ≤ τ1,

56.10−3(a− τ1)2e−0.2(a−τ1), si a > τ1,

et

θ(a) =

 0, si a ≤ τ2,

3.10−2(a− τ2)2e−0.15(a−τ2); si a > τ2.

avec τ1 = 10 et τ2 = 12.

a
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β(a)
θ(a)

Figure 3.1 – les deux fonctions β et θ sont représentées par rapport à l’âge a.

Dans un premier lieu, on pose k = 0.1, cela nous permet de calculer le taux de

reproduction de base R0 = 0.8624 < 1. D’après le Théorème 16, l’équilibre sans maladie

est globalement asymptotiquement stable (voir Figures 3.2 et 3.3).
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Figure 3.2 – L’évolution des solutions S (à gauche) et R (à droite) par rapport au
temps t. Les courbes représentent le comportement asymptotique de
l’équilibre E0 avec R0 = 0.8624 < 1.

Figure 3.3 – L’évolution de la solution i par rapport au temps t et l’âge de l’infection
a. Le cas R0 = 0.8624 < 1. La courbe de i représente l’extinction des
individus infectés.

On pose k = 0.9, cela implique que R0 = 1.1849 > 1, ceci signifie que l’équilibre

endémique positif est globalement asymptotiquement stable (voir Figures 3.4 et 3.5 ).
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Figure 3.4 – L’évolution des solutions S (à gauche) et R (à droite) par rapport au
temps t. Les courbes représentent le comportement asymptotique de
l’équilibre E∗ avec R0 = 1.1849 > 1.

Figure 3.5 – L’évolution de la solution i par rapport au temps t et l’âge de l’infection
a. Le cas R0 = 1.1849 > 1. On remarque que les individus infectés
persistent à la limite.
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Chapitre 4

Analyse mathématique d’une

population structurée en âge avec

rechute

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons un modèle mathématique de l’évolution d’une

épidémie en considérant que la population est divisée en trois classes, les individus

susceptible S, les individus infectés i et les individus en quarantaine q à l’instant t ≥ 0

et d’âge a ≥ 0. Nous allons maintenant présenter le système d’équations structurées en

âge de classe générale suivant,



dS(t)

dt
= A− µS(t)− f(S(t), J(t)), t > 0,

∂i(t, a)

∂t
+
∂i(t, a)

∂a
= −(µ+ θ(a))i(t, a) + δ(a)q(t, a), t > 0, a > 0,

∂q(t, a)

∂t
+
∂q(t, a)

∂a
= θ(a)i(t, a)− (µ+ δ(a))q(t, a), t > 0, a > 0

i(t, 0) = f(S(t), J(t)), t > 0,

q(t, 0) = 0, t > 0,

J(t) =

∫ ∞
0

β(a)i(t, a)da,

(4.1)
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Le système (4.1) est complété par les conditions initiales suivantes
S(0) = S0 ∈ R+,

i(0, ·) = i0(·) ∈ L1(R+,R+),

q(0, ·) = q0(·) ∈ L1(R+,R+).

(4.2)

Les fonctions β, θ et δ représentent respectivement le taux de transmission de la

maladie, le taux de quitter le compartiment i et le taux de rechute, nous supposons

que ces trois fonctions dépendent de l’âge d’infection a.

Dans la classe S, le flux entrant des individus susceptibles est représenté par A. Le

taux de mortalité naturelle de la population est défini par µ.

Nous notons par π la probabilité de quitter la classe des infectés,

π(a) = e−
∫ a
0 (µ+θ(s)+δ(s))ds.

Le taux de reproduction de base R0 du système (4.1) est donné par

R0 =
∂f(A

µ
, 0)

∂J

∫ ∞
0

β(a)π(a)

(
1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds

)
da.

Pour plus de détails, nous invitons le lecteur à voir le livre de Diekmann [17].

Les hypothèses suivantes seront nécessaires tout au long de ce chapitre. La fonction

β appartient à l’ensemble des fonctions bornées et uniformément continues de R+ à

R+ (i.e β ∈ CBU(R+,R+)). Les fonctions θ, δ ∈ L∞+ (R+). Les paramètres A et µ sont

positifs. La fonction d’incidence f est non linéaire et satisfait :

• f(·, J) est croissante pour J > 0 et f(S, 0) = f(0, J) = 0 pour tout S, J positives.

• La fonction
∂f(·, 0)

∂J
est continue positive sur tout sous-ensemble borné de K.

• La fonction f est localement Lipschitz continue par rapport à S et J , avec une

constante de Lipschitz L > 0, i.e. pour tout C > 0 il existe un L := LC > 0 tel

que

|f(S2, J2)− f(S1, J1)| ≤ L(|S2 − S1|+ |J2 − J1|), (4.3)

quand 0 ≤ S2, S1, J2, J1 ≤ C.

Soit l’espace fonctionnel X := R× L1(R+)× L1(R+) muni de la norme

||(S, i, q)||X = |S|+
∫ ∞

0

|i(a)|da+

∫ ∞
0

|q(a)|da, S ∈ R, i et q ∈ L1(R+).
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On note X+ = R+ × L1
+(R+)× L1

+(R+) le cône positif de X.

La population totale est définie par

N(t) := S(t) +

∫ ∞
0

i(t, a)da+

∫ ∞
0

q(t, a)da,

ainsi, d’après le système (4.1), on a

N ′(t) = A− µN(t), t > 0.

Théorèm 29. Supposons que les conditions initiales appartiennent à X+ et que (4.3)

est vérifiée. Alors le problème (4.1)-(4.2) admet une solution positive unique (S, i, q) ∈
C1(R+)×C(R+;L1(R+))×C(R+;L1(R+)). En outre, nous avons l’estimation suivante

N(t) ≤ max{N(0),
A

µ
},

avec N(0) = S0 +
∫∞

0
i0(a)da+

∫∞
0
q0(a)da. De plus,

lim
t→∞

N(t) =
A

µ
, lim inf

t→∞
S(t) ≥ A

µ+ L
.

avec L est la constante de Lipschitz définie dans (4.3).

La preuve est similaire à celle utilisée dans le premier chapitre et aussi dans [6,

Théorème 2.2].

Dans le reste de ce chapitre, on pose d(t, a) = i(t, a)+q(t, a), alors d’après le système

(4.1), on déduit l’équation aux dérivées partielles suivante
∂d(t, a)

∂t
+
∂d(t, a)

∂a
= −µd(t, a), t > 0, a > 0,

d(t, 0) = i(t, 0), t > 0

d(0, a) = d0(a) = (i0 + q0)(a), a > 0.

(4.4)

En remplaçant la troisième équation du système (4.1) par (4.4), on obtient
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

dS(t)

dt
= A− µS(t)− f(S(t), J(t)), t > 0,

∂i(t, a)

∂t
+
∂i(t, a)

∂a
= −(µ+ θ(a) + δ(a))i(t, a) + δ(a)d(t, a), t > 0, a > 0

∂d(t, a)

∂t
+
∂d(t, a)

∂a
= −µd(t, a), t > 0, a > 0

i(t, 0) = f(S(t), J(t)), t > 0

d(t, 0) = f(S(t), J(t)), t > 0

(4.5)

les conditions initiales du système (4.5)
S(0) = S0 ∈ R+,

i(0, ·) = i0(·) ∈ L1(R+,R+),

d(0, ·) = (i0 + q0)(·) ∈ L1(R+,R+), .

(4.6)

4.2 Existence du semi-flot, attracteur global com-

pact et trajectoire totale

En utilisant la formulation de Volterra, on peut réécrire le problème (4.5)-(4.6) sous

la forme


dS(t)

dt
= A− µS(t)− f(S(t), J(t)), t > 0,

S(0) = S0.

(4.7)

i(t, a) =


(

1 +
∫ a

0
δ(s) e

−µs

π(s)
ds
)
π(a)f(S(t− a), J(t− a)), t > a,

π(a)
π(a−t)i0(a− t) +

∫ t
0
δ(s+ a− t)e−µs π(a)

π(s+a−t)ds(i0 + q0)(a− t), t < a.

(4.8)

d(t, a) =

{
e−µaf(S(t− a), J(t− a)), t > a,

e−µt(i0 + q0)(a− t), t < a.
(4.9)
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Par la suite, on définit le semi-flot continu Φ : R×X → X par

Φ(t, (S0, i0(·), d0(·))) = (S(t), i(t, ·), d(t, ·)), t ≥ 0, (S0, i0(·), d0(·)) ∈ X,
(4.10)

avec (S, i, d) est l’unique solution du système (4.1). La preuve d’existence du semi-flot

est similaire à celle donnée dans [55].

Le théorème suivant garantit l’existence d’un attracteur compact des sous-ensembles

bornés de X (le concept d’attracteur global est présenté dans [40], [55], [56]).

Théorèm 30. Le semi-flot Φ admet un attracteur compact des sous-ensembles bornés

de X.

Démonstration. On définit Φ comme

Φ(t, (S0, i0(·), d0(·))) = Ψ1(t, (S0, i0(·), d0(·))) + Ψ2(t, (S0, i0(·), d0(·))).

avec

Ψ1(t, S0, i0(·), d0(·))) = (0, u1(t, ·), v1(·)),

Ψ2(t, (S0, i0(·), d0(·))) = (S(t), u2(t, ·), v2(·)),

où

u1(t, a) =

{
0, a < t
π(a)
π(a−t)i0(a− t) +

∫ t
0
δ(s+ a− t)e−µs π(a)

π(s+a−t)ds(i0 + q0)(a− t), a > t,

u2(t, a) =


(

1 +
∫ a

0
δ(s) e

−µs

π(s)
ds
)
π(a)f(S(t− a), J(t− a)), a < t

0 a > t,
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et

v1(t, a) =

{
0, a < t

e−µt(i0 + q0)(a− t), a > t,

v2(t, a) =

{
e−µaf(S(t− a), J(t− a)), a < t

0 a > t,

Soit C un sous ensemble fermé borné des données initiales dans X. D’après le Théorème

29, on remarque que

N(t) ≤ max{S0 + ‖i0‖1 + ‖q0‖1,
A

µ
}.

On pose

M1 = sup{S0 + ‖i0‖1 + ‖q0‖1, (S0, i0, q0) ∈ C} et M2 = max{M1,
A

µ
}. (4.11)

Ainsi,

‖Ψ1‖1 =

∫ ∞
0

|u1(t, a)|da+

∫ ∞
0

|v1(t, a)|da

=

∫ ∞
0

(
π(a+ t)

π(a)
i0(a) +

∫ t

0

δ(s+ a)e−µs
π(a+ t)

π(a+ s)
ds(i0 + q0)(a)

)
da

+ e−µt
∫ ∞

0

(i0 + q0)(a)da

=e−µt
∫ ∞

0

e−
∫ a+t
a (θ(s)+δ(s))dsi0(a)da

+ e−µt
∫ ∞

0

∫ t

0

δ(s+ a)e−
∫ a+t−s
a (θ(σ)+δ(σ))dσds(i0 + q0)(a)da

+ e−µt(‖i0‖1 + ‖q0‖1).

Après un calcul direct, nous obtenons la majoration suivante

‖Ψ1‖1 ≤ e−µt(3‖i0‖1 + 2‖q0‖1)),

≤ e−µt(3M2 + 2M2),

ainsi, Ψ1 → 0 quand t → ∞ uniformément pour toutes données initiales dans C. Par

la suite, il reste à prouver que Ψ2(t, C) est relativement compacte. Nous devons vérifier
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toutes les conditions du Théorème 3.1 dans [6], voir aussi [19]. Comme dans le chapitre

précédent, il suffit juste de montrer que la troisième condition du Théorème 3.1 est

satisfaite, les autres conditions sont trivialement vérifiées. On note par

π̃(a) = π(a)

(
1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µ(s)

π(s)
ds

)
.

Soit

Ih :=

∫ ∞
0

|u2(t, a+ h)− u2(t, a)|da

=

∫ t−h

0

|π̃(a+ h)f(S(t− a− h), J(t− a− h))− π̃(a)f(S(t− a), J(t− a))|da

+

∫ t

t−h
|π̃(a)f(S(t− a), J(t− a))|da.

Par conséquent, le second terme de Ih tend vers 0 quand h→ 0 uniformement dans C.

Nous nous intéressons maintenant au premier terme

I1
h :=

∫ t−h

0

|π̃(a+ h)f(S(t− a− h), J(t− a− h))− π̃(a)f(S(t− a), J(t− a))|da

≤
∫ t−h

0

|π̃(a)(f(S(t− a− h), J(t− a− h))− f(S(t− a), J(t− a)))|da

+

∫ t−h

0

|f(S(t− a− h), J(t− a− h))(π̃(a+ h)− π̃(a)|da

En utilisant le fait que f(S, 0) = 0 pour tout S ≥ 0, d’après (4.3) et (4.11), on trouve

l’inégalité suivante

|f(S(t), J(t))− f(S(t), 0)| ≤ LJ(t) ≤ L‖β‖∞M2. (4.12)

Par la suite, en appliquant (4.3), (4.11) et (4.12) à l’expression de I1
h, on obtient

I1
h ≤

∫ t−h

0

π̃(a)|S(t− a− h)− S(t− a)|da+

∫ t−h

0

π̃(a)|J(t− a− h)− J(t− a)|da

+L‖β‖∞M2

∫ t−h

0

|π̃(a+ h)− π̃(a)|da

(4.13)

D’après le système (4.1), on a

|S ′(t)| ≤ A+ µM2 + L‖β‖∞M2, t ≥ 0. (4.14)

On peut facilement montrer que le premier terme et le troisième terme vont converger
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vers 0 quand h tend vers 0+ uniformément pour toutes conditions initiales dans C. On

pose

I2
h :=

∫ t−h

0

π̃(a)|J(t− a− h)− J(t− a)|da.

Après un changement de variable, l’expression I2
h devient

I2
h :=

∫ t−h

0

π̃(t− s− h)|J(s+ h)− J(s)|ds.

La fonction J peut s’écrire sous la forme

J(t) = J1(t) + J2(t)

où

J1(t) =

∫ t

0

β(a)π̃(a)f(S(t− a), J(t− a))da (4.15)

et

J2(t) =

∫ ∞
0

β(a+ t)

(
i0(a)

π(a+ t)

π(a)
+

∫ t

0

δ(a+ σ)e−µσ
π(a+ t)

π(a+ σ)
dσ(i0 + q0)(a)

)
da.

(4.16)

Par conséquent,

|J(s+ h)− J(s)| ≤ |J1(s+ h)− J1(s)|+ |J2(s+ h)− J2(s)|

alors,

I2
h ≤

∫ t−h

0

π̃(t− s− h)|J1(s+ h)− J1(s)|ds+

∫ t−h

0

π̃(t− s− h)|J2(s+ h)− J2(s)|ds.

En appliquant un changement de variable à J1 dans (4.15), on obtient

J1(t) =

∫ t

0

β(t− σ)π̃(t− σ)f(S(σ), J(σ))dσ.

Donc,

|J1(s+ h)− J1(s)|

≤ |
∫ s+h

s

β(s+ h− σ)π̃(s+ h− σ)f(S(σ), J(σ))dσ|

+

∫ s

0

|β(s+ h− σ)π̃(s+ h− σ)− β(s− σ)π̃(s− σ)|f(S(σ), J(σ))dσ.
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Soit β̃ := β(a)π̃(a), alors, on observe que β̃ ∈ L1(R+) ∩ L∞(R+), ainsi

|J1(s+ h)− J1(s)|

≤ L‖β‖∞M2h+ L‖β‖∞M2

∫ s

0

|β(s+ h− σ)π̃(s+ h− σ)− β(s− σ)π̃(s− σ)|dσ.

La fonction β est uniformément continue ce qui implique que le dernier terme de

l’inégalité converge uniformément, pour s ≥ 0, vers 0 quand h→ 0+, pour des données

initiales dans C. Nous utilisons maintenant la définition de J2 dans (4.16), on déduit

que

|J2(s+ h)− J2(s)|

≤
∣∣∣∣∫ ∞

0

β(a+ s+ h)i0(a)
π(a+ s+ h)

π(a)
da

+

∫ ∞
0

∫ s+h

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s+ h)

π(a+ σ)
dσ(i0 + q0)(a)da

−
∫ ∞

0

β(a+ s)

(
i0(a)

π(a+ s)

π(a)
+

∫ s

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s)

π(a+ σ)
dσ(i0 + q0)(a)

)
da

∣∣∣∣ ,
≤
∣∣∣∣∫ ∞

0

β(a+ s+ h)

(
π(a+ s+ h)

π(a)
+

∫ s+h

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s+ h)

π(a+ σ)
dσ

)
i0(a)da,

−
∫ ∞

0

β(a+ s)

(
π(a+ s)

π(a)
+

∫ s

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s)

π(a+ σ)
dσ

)
i0(a)da

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ ∞
0

β(a+ s+ h)

∫ s+h

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s+ h)

π(a+ σ)
dσq0(a)da

−
∫ ∞

0

β(a+ s)

∫ s

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s)

π(a+ σ)
dσq0(a)da

∣∣∣∣ ,
≤L1 + L2,

(4.17)

avec

L1

:=

∣∣∣∣∫ ∞
0

β(a+ s+ h)

(
π(a+ s+ h)

π(a)
+

∫ s+h

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s+ h)

π(a+ σ)
dσ

)
i0(a)da

−
∫ ∞

0

β(a+ s)

(
π(a+ s)

π(a)
+

∫ s

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s)

π(a+ σ)
dσ

)
i0(a)da

∣∣∣∣ ,
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et

L2 :=

∣∣∣∣∫ ∞
0

β(a+ s+ h)

∫ s+h

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s+ h)

π(a+ σ)
dσq0(a)da

−
∫ ∞

0

β(a+ s)

∫ s

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s)

π(a+ σ)
dσq0(a)da

∣∣∣∣ .
Nous nous concentrons maintenant sur L2,

L2 ≤
∫ ∞

0

β(a+ s+ h)

∣∣∣∣∫ s+h

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s+ h)

π(a+ σ)
dσ

−
∫ s

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s)

π(a+ σ)
dσ

∣∣∣∣ q0(a)da

+

∫ ∞
0

|β(a+ s+ h)− β(a+ s)|
∫ s

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s)

π(a+ σ)
dσq0(a)da.

(4.18)

Puisque β est uniformément continue, on peut déduire que le second terme de l’inégalité

ci-dessus converge uniformément vers 0 quand h tend vers 0+ pour des données initiales

dans C et pour s ≥ 0. Il reste maintenant à examiner le premier terme,

∣∣∣∣∫ s+h

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s+ h)

π(a+ σ)
dσ −

∫ s

0

δ(σ + a)e−µσ
π(a+ s)

π(a+ σ)
dσ

∣∣∣∣
≤ ‖δ‖∞h+

∫ s

0

δ(σ + a)e−µσ|π(a+ s+ h)

π(a+ σ)
− π(a+ s)

π(a+ σ)
|dσ,

ce dernier converge uniformément vers 0 quand h→ 0+ pour des données initiales dans

C et pour s ≥ 0. De manière similaire, on montre que L1 converge uniformément vers

0 pour des données initiales dans C.

Soit φ̄ : R→ X une trajectoire totale de Φ, telle que φ̄(t) = (S(t), i(t, .), d(t, .)). On

obtient le système d’équations suivant, pour t ∈ R

S ′(t) = A− µS − f(S(t), J(t))

i(t, a) = π(a)(1 +
∫ a

0
δ(s) e

−µs

π(s)
ds) f(S(t− a), J(t− a)),

d(t, a) = e−µaf(S(t− a), J(t− a)),

d(t, 0) = i(t, 0) = f(S(t), J(t)),

J(t) =

∫ ∞
0

β(a)i(t, a)da,

(4.19)

Voir [6], [55], pour plus de détails.
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Lemme 31. Pour tout (S0, i0(.), d0(.)) ∈ A, nous avons les estimations suivantes,

S0 +

∫ ∞
0

d0(a)da ≤ A

µ
,

S0 +

∫ ∞
0

i0(a)da ≤ C0 :=
A(µ+ ‖δ‖∞)

µ2
,

i0(a) ≤ L‖β‖∞C0‖δ‖∞ae−µa, d0(a) ≤ L‖β‖∞C0e
−µa,

S0 ≥
A

µ+ L

avec L est la constante de Lipschitz de f .

Démonstration. Dans un premier lieu, on pose

D(t) :=

∫ ∞
0

d(t, a)da =

∫ ∞
0

e−µaf(S(t− a), J(t− a))ds,

=

∫ t

−∞
e−µ(t−l)f(S(l), J(l))dl,

La dérivée de D est donnée par,

D′(t) = f(S(t), J(t))− µ
∫ t

−∞
e−µ(t−l)f(S(l), J(l))dl,

= f(S(t), J(t))− µD(t).

(4.20)

En assemblant (4.20) avec l’équation de S, on obtient

S ′(t) +D′(t) = A− µ(S(t) +D(t)).

Par intégration de l’équation ci-dessus entre r et t, on obtient

(S(t) +D(t))eµt = (S(r) +D(r))eµr +
A

µ
eµt − A

µ
eµr.

En faisant tendre r vers −∞, on a

S(t) +D(t) ≤ A

µ
, t ∈ R. (4.21)
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Nous nous intéressons maintenant à la deuxième estimation,

I(t) :=

∫ ∞
0

i(t, a)da =

∫ ∞
0

π̃(a)f(S(t− a), J(t− a))da,

=

∫ t

−∞
π̃(t− l)f(S(l), J(l))dl.

On calcule la dérivée de I par rapport à t,

I ′(t) =f(S(t), J(t))−
∫ t

−∞
(µ+ θ(t− l) + δ(t− l))π̃(t− l)f(S(l), J(l))dl

+

∫ t

−∞
δ(t− l)e−µ(t−l)f(S(l), J(l))dl.

Par conséquent,

S ′(t) + I ′(t)

=A− µS(t)−
∫ t

−∞
(µ+ θ(t− l) + δ(t− l))π̃(t− l)f(S(l), J(l))dl

+

∫ t

−∞
δ(t− l)e−µ(t−l)f(S(l), J(l))dl

≤A− µS(t)− µ
∫ t

−∞
π̃(t− l)f(S(l), J(l))dl + ‖δ‖

∫ t

−∞
e−µ(t−l)f(S(l), J(l))dl

≤A− µ(S(t) + I(t)) + ‖δ‖D(t),

par (4.21), on obtient

S ′(t) + I ′(t) ≤ A− µ(S(t) + I(t)) + ‖δ‖A
µ

(4.22)

Après intégration de (4.22) entre r et t, on a

(S(t) + I(t))eµt ≤ (S(r) + I(r))eµr + C0(eµt − eµr)

avec C0 = Aµ+‖δ‖∞A
µ2

, en faisant tendre à nouveau r vers −∞,

S(t) + I(t) ≤ C0. (4.23)

De plus, en utilisant le fait que la fonction f est lipschitzienne et que f(S, 0) = 0, on

déduit de (4.19),
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i(t, a) ≤ L‖β‖∞C0π(a)(1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds)

En utilisant l’expression de π, on trouve

i(t, a) ≤ L‖β‖∞C0e
−µa ∫ a

0
δ(s)e−

∫ a
s (θ(σ)+δ(σ))ds,

≤ L‖β‖∞C0‖δ‖∞ae−µa.

En conséquence on a aussi

d(t, a) ≤ L‖β‖∞C0e
−µa.

Finalement, en utilisant (4.3) et l’équation de S dans (4.19), on a

S ′(t) ≥ A− µS(t)− LS(t),

nous en déduisons que

S(t) ≥ A

µ+ L
.

4.3 Stabilité globale de l’équilibre sans maladie

Dans cette section, nous étudions la stabilité globale de l’équilibre sans maladie

E0 = (A
µ
, 0, 0), appelé aussi l’équilibre trivial. Pour cela, on introduit l’hypothèse sui-

vante sur la fonction f . (H1) La fonction f est concave par rapport à J .

Théorèm 32. On suppose que (H1) est vérifiée. Si R0 ≤ 1, alors l’équilibre trivial E0

est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Pour commencer, nous introduisons les deux fonctions tests suivantes
φ(a) =

∂f(A
µ
, 0)

∂J

1

π(a)

∫ ∞
a

β(s)π(s)ds.

ψ(a) =
∂f(A

µ
, 0)

∂J

∫ ∞
a

δ(s)
e−µs

π(s)

∫ ∞
s

β(σ)π(σ)dσds.

Pour (S0, i0(.), d0(.)) ∈ A), nous proposons la fonction de Lyapunov suivante

V ((S0, i0(.), d0(.))) = V1(S0, i0(.), d0(.)) + V2(S0, i0(.), d0(.)) + V3(S0, i0(.), d0(.))
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avec,

V1(S0, i0(.), d0(.)) = S0 −
∫ S0

A
µ

lim
J→0+

f(A
µ
, J)

f(η, J)
dη − A

µ
,

V2(S0, i0(.), d0(.)) =

∫ ∞
0

φ(a)i0(a)da,

et

V3(S0, i0(.), d0(.)) =

∫ ∞
0

ψ(a)d0(a)da.

Soit Ψ : R→ A une trajectoire totale définie par Ψ(t) = (S(t), i(t, ·), d(t, ·)), (S(0), i(0, .), d(0, .)) =

(S0, i0(.), d0(.)) avec (S(t), i(t, a), d(t, a) est solution du problème (4.19). La dérivée de

la fonction V1 le long des caractéristiques est donnée par,

dV1(Ψ(t))

dt
= (1− lim

J→0+

f(A
µ
, J)

f(S, J)
)(A− µS − f(S, J))

= (1− lim
J→0+

f(A
µ
, J)

f(S, J)
)µ(

A

µ
− S)− f(S, J)(1− lim

J→0+

f(A
µ
, J)

f(S, J)
).

Par le [55, Lemme 9.18], on remarque que la fonction V2 est absolument continue, et

V2(Ψ(t)) =

∫ ∞
0

φ1(a)ξ(t− a)da,

avec

φ1(a) = φ(a)π(a)(1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds),

et

ξ(t) = f(S(t), J(t)).

Alors,
dV2(Ψ(t))

dt
= φ1(0)ξ(t) +

∫ ∞
0

φ′1(a)ξ(t− a)da.

Pour (4.19), on a

dV2(Ψ(t))

dt
= φ(0)f(S(t), J(t)) +

∫ ∞
0

(−(µ+ θ(a) + δ(a))φ(a)

+ φ′(a))i(t, a)da+

∫ ∞
0

φ(a)δ(a)d(t, a)da.

Par les mêmes arguments que ceux utilisés dans le calcul de la dérivée de V2, on obtient

dV3(Ψ(t))

dt
= ψ(0)f(S(t), J(t)) +

∫ ∞
0

(ψ′(a)− µψ(a))d(t, a)da.
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Remarquons que,

ψ(0) =
∂f(A

µ
, 0)

∂J

∫ ∞
0

δ(s)
e−µs

π(s)

∫ ∞
s

β(σ)π(σ)dσds.

En appliquant le Théorème de Fubini à la dernière intégrale, on a

ψ(0) =
∂f(A

µ
, 0)

∂J

∫ ∞
0

β(σ)π(σ)

∫ σ

0

δ(s)
e−µs

π(s)
dsdσ,

il s’ensuit que

φ(0) + ψ(0) = R0.

Donc,

dV (Ψ(t))

dt
= µ(

A

µ
− S)(1− lim

J→0+

f(A
µ
, J)

f(S, J)
)− f(S, J)(1− R0)

+f(S, J) lim
J→0+

f(A
µ
, J)

f(S, J)
)−

∂f(A
µ
, 0)

∂J

∫ ∞
0

β(a)i(t, a)da.

Notons que le premier terme et le second terme de cette dernière équation sont négatifs.

Il reste donc à définir le signe du troisième terme. L’hypothèse (H1) nous permet d’avoir

l’inégalité suivante

f(S, J) ≤ J
∂f(S, 0)

∂J
,

alors,

f(S, J) lim
J→0+

f(A
µ
, J)

f(S, J)
−
∂f(A

µ
, 0)

∂J

∫ ∞
0

β(a)i(t, a)da

=

∂f(A
µ
, 0)

∂J
∂f(S, 0)

∂J

(f(S, J)− J ∂f(S, 0)

∂J
) ≤ 0.

Finalement,
∂V (Ψ(t))

∂t
≤ 0.

De plus, supposons que dV (Ψ(t))
dt

= 0, alors S(t) = A
µ

pour tout t ∈ R (Principe de

Lasalle). D’après (4.19), on a

f(
A

µ
, J) = 0,

par la suite, J = 0, donc d’après l’expression de i dans (4.19), on a i ≡ 0. Par
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conséquent, le plus grand ensemble invariant qui vérifie la propriété suivante
d

dt
V (Ψ(t)) =

0 est {(A
µ
, 0, 0)} (Principe de LaSalle).

Nous utilisons maintenant les mêmes arguments que dans la preuve du [6, Théorème

4.1], nous montrons que l’attracteur A est réduit au singleton formé par l’équilibre sans

maladie E0. Le [55, Théorème 2.39] nous permet de conclure que E0 est globalement

asymptotiquement stable.

4.4 Stabilité globale de l’équilibre endémique

Cette section est consacrée à l’étude mathématique de la stabilité globale de l’équilibre

endémique positif E∗ = (S∗, i∗(·), d∗(·)). Pour cela, nous commençons par assurer l’exis-

tence de cet équilibre E∗, nous montrons aussi la persistance de chaque solution du

système (4.19) avec une condition initiale (S0, i0(·), d0(·)) ∈ X0.

Lemme 33. Soit lim
J→0+

f(A
µ
,J)

f(S,J)
> 1 pour S ∈ [0, A

µ
). Alors, si R0 > 1, le système (4.1)

admet un équilibre endémique positif.

Démonstration. Par définition, un point d’équilibre endémique est un point fixe du

semi-flot φ,

Φ(t, (S∗, i∗, d∗)) = (S∗, i∗, d∗), avec i∗ 6= 0, d∗ 6= 0, et t ≥ 0.

D’après (4.8)-(4.7) et (4.10), on obtient

i∗(a) =


(

1 +
∫ a

0
δ(s) e

−µs

π(s)
ds
)
π(a)f(S∗, J∗), t > a,

π(a)
π(a−t)i

∗(a− t) +
∫ t

0
δ(s+ a− t)e−µs π(a)

π(s+a−t)dsd
∗(a− t), t < a.

(4.24)

d∗(a) =

{
e−µaf(S∗, J∗), t > a,

e−µtd∗(a− t), t < a.
(4.25)

On a aussi, 
A = µS∗ + f(S∗, J∗),

J∗ =

∫ ∞
0

β(a)i∗(a)da,
(4.26)

Remarquons que si d∗(a) est donnée par la première expression dans (4.24), alors elle

vérifie aussi la deuxième expression de (4.24). De plus, pour t ≤ a ≤ 2t on a,

d∗(a− t) = e−µ(a−t)f(S∗, J∗).
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Donc,

d∗(a) = e−µtd∗(a− t),

= e−µte−µ(a−t)f(S∗, J∗),

= e−µaf(S∗, J∗).

Nous utilisons maintenant une méthode itérative pour avoir le résultat suivant

d∗(a) = e−µaf(S∗, J∗), ∀a > 0.

En répétant les mêmes arguments utilisés plus haut pour i∗, on démontre que pour

tout a > 0

i∗(a) = π(a)(1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds)f(S∗, J∗), (4.27)

En combinant (4.26) et (4.27), on obtient A = µS∗ + f(S∗, J∗),

J∗ = Df(S∗, J∗),
(4.28)

avec

D =

∫ ∞
0

β(a)π(a)

(
1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds

)
da.

En appliquant les mêmes arguments que dans [33], [34], on montre l’existence de

l’équilibre endémique positif E∗.

Nous nous intéressons maintenant à la persistance uniforme de la solution (voir [25],

[40], [55], [57]). Pour cela, nous allons appliquer le [55, Théorème 5.2].

Tout d’abord, nous supposons qu’il existe un équilibre positif E∗ qui vérifie (4.28),

tel que pour tout S > 0, nous avons
x

J∗
<

f(S, x)

f(S, J∗)
< 1 pour 0 < x < J∗,

1 <
f(S, x)

f(S, J∗)
<

x

J∗
pour x > J∗.

(4.29)

De plus, supposons qu’il existe un ε > 0 et il existe un η > 0 tels que pour tout

S ∈ [
A

µ
− ε, A

µ
+ ε] on a

f(S, J1)

J1

≥ f(S, J2)

J2

, (4.30)
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pour tout 0 < J1 ≤ J2 ≤ η.

On pose

k = inf{a :

∫ ∞
a

β(σ)dσ = 0},

on note aussi X0 un sous-ensemble de X défini par

X0 = {(S0, i0(·), d0(.)) ∈ X+ |
∫ k

0

(i0 + q0)(a)da > 0}.

Voir [6],[23],[12],[39].

4.4.1 Persistance uniforme

Le lemme suivant permet de montrer que l’hypothèse (H1) dans [55, Théorème 5.2]

est vérifiée.

Lemme 34. Supposons que (S0, i0(.), d0(.)) ∈ X0, alors la fonction J est positive pour

tout t ∈ R.

Démonstration. Le système (4.19) nous permet d’écrire

J(t) =

∫ ∞
0

β(a)π̃(a)f(S(t− a), J(t− a))da,

avec π̃(a) = π(a)(1 +
∫ a

0
δ(s) e

−µs

π(s)
). Après un changement de variable, l’expression de J

devient

J(t) =

∫ t

−∞
β(t− s)π̃(t− s)f(S(s), J(s))ds.

Rappelons que (S0, i0(.), d0(.)) ∈ X0 cela implique que J n’est pas identiquement nulle.

Supposons par l’absurde qu’il existe un l ≤ 0 tel que J(t) = 0 pour tout t ≤ l. Donc,

comme S(t) ≤ A
µ

pour t ∈ R et puisque la fonction f est croissante par rapport à S

alors

J(t) ≤
∫ t

l

β(t− s)π̃(t− s)f(
A

µ
, J(s))ds.

Ensuite, en utilisant le fait que la fonction f est Lipschitzienne et comme f(A
µ
, 0) = 0,

on a

J(t) ≤ L‖β‖∞
∫ t

l

J(s)ds.
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L’inégalité de Gronwall permet de conclure que J est identiquement nulle pour tout

t ∈ R. Ceci est en contradiction avec la positivité de J pour certaines valeurs de t.

Alors il existe une suite (tn)n, tn → −∞ quand n→∞ et de plus J(tn) > 0. On note

par Jn(t) := J(t+ tn) et Sn(t) := S(t+ tn). Rappelons que η = infR S(t) > 0 . D’après

le système (4.19) et la monotonie de f par rapport à S nous permettent d’écrire

Jn(t) =

∫ t

−∞
β(t− s)π̃(t− s)f(Sn(s), Jn(s))ds,

≥
∫ t

−∞
β(t− s)π̃(t− s)f(η, Jn(s))ds,

où, Jn(0) := J(tn) > 0. Supposons maintenant qu’il existe r > 0 tel que Jn(r) = 0 et

Jn(t) > 0 pour tout t ∈ [0, r). Alors,

0 = Jn(r) ≥
∫ r

−∞
β(r − s)π̃(r − s)f(η, Jn(s)),

implique que Jn(σ) = 0 pour tout σ ∈ (0, r), ceci est une contradiction. Finalement,

Jn(t) > 0 pour tout t > 0 et comme tn → −∞ quand n→∞ alors J(t) > 0 pour tout

t ∈ R.

On définit la fonction de persistance ρ : X+ → R+ par

ρ(S0, i0(·), d0(·)) =

∫ ∞
0

β(a)i0(a)da,

alors

ρ(Φ(t, x)) =

∫ ∞
0

β(a)i(t, a)da,

avec x = (S0, i0(·), d0(·)).
D’après le lemme 34, on peut remarquer que la fonction de persistance ρ est positive

pour tout t ≥ 0 si et seulement si x ∈ X0.

Lemme 35. Supposons que (S0, i0(.), d0(.)) ∈ X0 et que (4.29)-(4.30) soient vérifiées,

alors il existe un ε > 0 tel que

lim inf
t→∞

ρ(Φ(t, x)) > ε

pour toute solution de (4.1) à condition que R0 > 1.

Démonstration. Par le [55, Théorème 5.2], et d’après le Lemme 34, la solution du

problème (4.5)-(4.6) est uniformément fortement persistante. Dans un premier temps,
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on suppose que la fonction ρ n’est pas uniformément faiblement persistante, donc, il

existe un ε > 0 arbitraire assez petit tel que

lim sup
t→∞

ρ(Φ(t, x)) < ε

ainsi, il existe un ε0 > 0 tel que

lim sup
t→∞

J(t) < ε0.

Soit S∞ := lim inft→∞ S(t), il s’ensuit qu’il existe une suite tk →∞ telle que S(tk)→
S∞ et S ′(tk)→ 0. En utilisant la continuité et la monotonie de la fonction f , on a pour

t assez grand

S∞ ≥
A

µ
− ψ(ε),

avec ψ(ε)→ 0 quand ε→ 0. Dans un deuxième temps, puisque R0 > 1, alors il existe

une constante positive ε1 telle que

h(ε1) =
f(A

µ
− ψ(ε1), ε1)

ε1

∫ ∞
0

β(a)π(a)

(
1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds

)
e−ε1ada > 1. (4.31)

On note par B(t) := i(t, 0). Pour tout ε0 > 0, il existe un T > 0 tel que J(t) < ε0 pour

tout t ≥ T . Alors pour ε0 = ε1, et d’après l’expression (4.30), on a

f(S, J)

J
≥
f(A

µ
− ψ(ε1), J)

J
≥
f(A

µ
− ψ(ε1), ε1)

ε1
,

la monotonie de la fonction f nous permet d’écrire,

B(t) =
f(S, J)

J
J ≥

f(A
µ
− ψ(ε1), ε1)

ε1

∫ t

0

β(a)π(a)
(
1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds
)
B(t− a)da.

En appliquant la transformée de Laplace à la dernière inégalité, on trouve

B̂(λ) ≥ β̂(λ)B̂(λ)
f(A

µ
− ψ(ε1), ε1)

ε1
,

avec

B̂(λ) =

∫ ∞
0

B(a)e−λada,

et

β̂(λ) =

∫ ∞
0

β(a)π(a)

(
1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds

)
e−λada.
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Comme B̂(λ) > 0, on obtient l’inégalité suivante

1 ≥ β̂(λ)
f(A

µ
− ψ(ε1), ε1)

ε1
,

Cette dernière expression est vraie pour n’importe quel λ ≥ 0, en particulier pour un

λ = ε1. Cela implique

1 ≥ h(ε1),

ceci est une contradiction avec (4.31).

D’après [55, Théorème 5.7], on a le résultat suivant.

Théorèm 36. Il existe un attracteur compact A1 qui attire n’importe quelle solution

avec une condition initiale dans X0. De plus, A1 est ρ−persistent, autrement dit, il

existe une constate positive C̄, telle que∫ ∞
0

β(a)i0(a)da ≥ C̄, pour tout (S0, i0(.), d0(.)) ∈ A1.

Le Lemme suivant fournit quelques estimations utiles.

Lemme 37. Il existe une constante positive C telle que, pour tout (S0, i0(.), d0(.)) ∈
A1,

i0(a) ≥ Cπ̃(a), a ≥ 0,

d0(a) ≥ Ce−µa, a ≥ 0.

Démonstration. Le Lemme 31 et le Théorème 36, nous permettent d’écrire

i(t, a) ≥ Cπ̃(a),

avec C = f( A
µ+L

, C̄) and L := LC .

En utilisant les deux Lemmes 35 et 37, on conclut le lemme suivant.

Lemme 38. Pour tout t ∈ R,

i(t, a)

i∗(a)
≥ C̄

f(S∗, J∗)∫ ∞
0

i(t, a)

i∗(a)

β(a)π̃(a)

K
da ≥ C̄

f(S∗, J∗)
.

et

f(S(t), J(t)) ≥ f(
A

µ+ L
, C̄).
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Théorèm 39. Sous les mêmes hypothèses du lemme 35, le problème (4.19) admet un

équilibre positif E∗ qui est globalement asymptotiquement stable dans X0.

Démonstration. Soit Ψ : R→ A1 une trajectoire totale, telle que Ψ(t) = (S(t), d(t, .), i(t, .)),

(S(0), d(0, .), i(0, .)) = (S0, d0(.), i0(.)) avec (S(t), d(t, .), i(t, .)) est la solution du système

(4.19). On définit H(y) = y − 1− ln(y) et{
φ(a) = f(S∗, J∗)D

∫∞
a
β(s)π(s)ds,

ψ(a) = f(S∗, J∗)D
∫∞
a
β(a)π(a)

∫ a
0
δ(σ) e

−µσ

π(σ)
dσds.

(4.32)

avec D =
1∫∞

0
β(a)π(a)(1 +

∫ a
0
δ(s) e

−µs

π(s)
ds)da

.

Pour x := (s0, d0, i0) ∈ A1, nous considérons la fonction de Lyapunov suivante,

V (x) = V1(x) + V2(x) + V3(x)

avec,

V1(x) = S0 − S∗ −
∫ S0

S∗

f(S∗, J∗)

f(η, J∗)
dη,

V2(x) =

∫ ∞
0

H(
i0(a)

i∗(a)
)φ(a)da,

et

V3(x) =

∫ ∞
0

H(
d0(a)

d∗(a)
)ψ(a)da.

Dans un premier temps, en utilisant l’équation de S dans (4.19),

dV1(Ψ(t))

dt
= (1− f(S∗,J∗)

f(S,J∗)
)(A− µS − f(S, J))

= µ(S∗ − S)(1− f(S∗,J∗)
f(S,J∗)

) + (1− f(S∗,J∗)
f(S,J∗)

)(f(S∗, J∗)− f(S, J)).
(4.33)

Ensuite,

V2(Ψ(t)) =

∫ ∞
0

H(
i(t, a)

i∗(a)
)φ(a)da,

Les deux expressions de i et i∗ nous permettent d’écrire

V2(Ψ(t)) =

∫ ∞
0

φ(a)ξ(t− a)da,

avec ξ(t) = H(
f(S(t), J(t))

f(S∗, J∗)
).

En suivant maintenant le même raisonnement de la preuve du [55, Lemme 9.18], nous
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pouvons montrer que V2 est absolument continue et

dV2(Ψ(t))

dt
= φ(0)ξ(t) +

∫ ∞
0

φ′(a)ξ(t− a)da.

Ainsi,
dV2(Ψ(t))

dt
= φ(0)H(

i(t, 0)

i∗(0)
) +

∫ ∞
0

H(
i(t, a)

i∗(a)
)φ′(a)da, (4.34)

Pour V3, on répète les mêmes arguments au-dessus, on a

dV3(Ψ(t))

dt
= ψ(0)H(

d(t, 0)

d∗(0)
) +

∫ ∞
0

H(
d(t, a)

d∗(a)
)ψ′(a)da. (4.35)

En faisant la somme des équations (4.33), (4.34) et (4.35), puis, en utilisant le système

(4.19) et l’expression (4.27), on obtient

dV (Ψ(t))

dt
=µ(S∗ − S)(1− f(S∗, J∗)

f(S, J∗)
) + (1− f(S∗, J∗)

f(S, J∗)
)(f(S∗, J∗)− f(S, J))

+ (φ(0) + ψ(0))H(
f(S(t), J(t))

f(S∗, J∗)
)

+

∫ ∞
0

H(
f(S(t− a), J(t− a))

f(S∗, J∗)
)(φ′(a) + ψ′(a))da.

La fonction H peut s’écrire sous la forme,

H(
f(S(t), J(t))

f(S∗, J∗)
) =

f(S(t), J(t))

f(S∗, J∗)
)− 1− ln(H(

f(S(t), J(t))

f(S∗, J∗)
))

=
f(S(t), J(t))

f(S∗, J∗)
)− 1− ln(H(

f(S(t), J(t))

f(S, J∗)
))− ln(H(

f(S(t), J∗)

f(S∗, J∗)
)).

Notons que (
1− 1

x
− lnx

)
≤ 0,

de plus,

φ(0) + ψ(0) = f(S∗, J∗).

102
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En remplaçant maintenant l’expression de φ et ψ dans (4.32), on trouve

dV (Ψ(t))

dt

=µ(S∗ − S(t))(1− f(S∗, J∗)

f(S, J∗)
) + (1− f(S∗, J∗)

f(S, J∗)

− ln(
f(S, J∗)

f(S∗, J∗)
)f(S∗, J∗) + f(S∗, J∗)H(

f(S(t), J(t))

f(S(t), J∗)
)

− f(S∗, J∗)D

∫ ∞
0

(
β(a)π(a)(1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds)

)
H(

f(S(t− a), J(t− a))

f(S∗, J∗)
)da.

On remarque que le premier et le deuxième terme de cette dernière équation sont

négatifs, il reste donc à analyser le troisième terme. Pour cela, on pose

I := H(
f(S(t), J(t))

f(S(t), J∗)
)−D

∫ ∞
0

(
β(a)π(a)(1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds)

)
da.

Alors, d’après (4.19), (4.28) et par un calcul direct, on vérifie que

H(
J(t)

J∗
) = H

(∫ ∞
0

β(a)π(a)(1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds)

f(S(t− a), J(t− a))

f(S∗, J∗)
da)

)
En utilisant à présent l’expression de D et l’inégalité de Jensen, on conclut que

I ≤ H(
f(S(t), J(t))

f(S(t), J∗)
)−H(

J(t)

J∗
).

Donc, en suivant les mêmes arguments de la preuve du Théorème 32, voir aussi [6],[12],

on obtient
∂V (Ψ(t))

∂t
≤ 0.

De plus, supposons que
dV (Ψ(t))

dt
= 0, ceci implique que S(t) = S∗ pour tout t ∈ R et

H(
f(S∗, J)

f(S∗, J∗)
) =

∫ ∞
0

f(S∗, J(t− a))

f(S∗, J∗)
dm(a) (4.36)

avec m(a) =
β(a)π(a)(1+

∫ a
0 δ(s)

e−µs
π(s)

ds)

D
. À partir du système (4.19), on a

A− µS∗ = f(S∗, J(t)),

103



4.5. SIMULATIONS NUMÉRIQUES

d’après l’expression (4.26), on obtient

f(S∗, J(t)) = f(S∗, J∗)

En appliquant ce résultat dans (4.36), on trouve∫ ∞
0

f(S∗, J(t− a))

f(S∗, J∗)
dm(a) = 0,

cela conduit à i(t, .) = i∗(.) pour tout t ∈ R.

Finalement, en utilisant la même approche de la preuve du Théorème 32 dans la

section précédente, on montre que l’équilibre positif endémique E∗ est globalement

asymptotiquement stable. L’unicité est donnée par le fait que
dV (Ψ(t))

dt
= 0 n’est

vérifiée que sur la ligne S = S∗.

4.5 Simulations numériques

Dans cette section, nous considérons la fonction d’incidence proposée par Beddington-

DeAngelis pour illustrer nos différents résultats obtenus dans la section précédente. Soit

la fonction

f(S, J) =
SJ

1 + α1S + α2J
.

Le système (4.1) devient

dS(t)

dt
= A− µS(t)− S(t)J(t)

1 + α1S(t) + α2J(t)
, t > 0,

∂i(t, a)

∂t
+
∂i(t, a)

∂a
= −(µ+ θ(a))i(t, a) + δ(a)q(t, a), t > 0, a > 0,

∂q(t, a)

∂t
+
∂q(t, a)

∂a
= θ(a)i(t, a)− (µ+ δ(a))q(t, a), t > 0, a > 0.

(4.37)

On remarque que la fonction f satisfait toutes les hypothèses concernant l’existence et

la stabilité de la solution définie dans la première section, ce qui signifie que le système

(4.37) admet deux équilibres et la condition de stabilité est donnée par le taux de

reproduction de base R0,

R0 =
A

µ+ α1A

∫ ∞
0

β(a)π(a)

(
1 +

∫ a

0

δ(s)
e−µs

π(s)
ds

)
da.
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Comme conséquence directe des deux Théorèmes 32 et 39, nous avons les résultats

suivants :

• Si R0 ≤ 1, l’équilibre sans maladie E0 = (A
µ
, 0, 0) est globalement asymptotique-

ment stable.

• Si R0 > 1, l’équilibre positif endémique E∗ = (S∗, i∗(a), q∗(a)) est globalement

asymptotiquement stable.

Nous considérons maintenant les paramètres suivants :

A = 1, µ = 5.10−2, α1 = 1.10−1, α2 = 2.10−1.

β(a) =

{
0 si a ≤ τ1,

2.10−2(t− τ1)2e(−0,1(t−τ1)) si a > τ1.

θ(a) =

{
0 si a ≤ τ2,

6.10−2(t− τ2)2e(−0.2(t−τ2)) si a > τ2.

δ(a) =

{
0 si a ≤ τ3,

0 si a > τ3.

Avec τ1 = 10, τ2 = 15 et τ3 = 35. Supposons pour t = 0, nous n’avons pas d’individus

en quarantaine. On remarque que cette condition n’est pas nécessaire et n’influence

pas le comportement asymptotique de notre système (4.37). On prend les conditions

initiales suivantes

S0 = 1, i0(a) = 6.10−1e(−0.1a), ∀a ≥ 0, q0(a) ≡ 0, ∀a ≥ 0.
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Figure 4.1 – Représentation graphique des fonctions β, θ et δ par rapport à l’âge a.
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Dans le premier cas (voir Figure 4.2 et Figure 4.3), le taux de reproduction de

base R0 est strictement inférieur à 1, alors l’équilibre sans maladie est globalement

asymptotiquement stable.
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Figure 4.2 – L’évolution de la solution S par rapport t, pour R0 < 1.

Figure 4.3 – L’évolution des solutions i et q par rapport au temps t et à l’âge a.

Dans le deuxième cas (voir Figure 4.5 et Figure 4.6), on choisit la fonction δ non

identiquement nulle (voir Figure 4.4) telle que R0 < 1

δ(a) =

{
0 si a ≤ τ1,

2.10−3(t− τ1)2e(−0.12(t−τ1)) si a > τ1.

Dans le troisième cas (Voir Figure 4.8 et Figure 4.9), on propose la fonction δ de

telle sorte que R0 > 1

δ(a) =

{
0 si a ≤ τ1,

28.10−3(t− τ1)2e(−0.12(t−τ1)) si a > τ1.
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Figure 4.4 – Les fonctions β, θ et δ par rapport à l’âge a.
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Figure 4.5 – L’évolution de la fonction S par rapport au temps t.

Figure 4.6 – Les solutions i et q par rapport au temps t et à l’âge a.
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Figure 4.7 – Les fonctions β, θ et δ par rapport à l’âge a.
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Figure 4.8 – L’évolution de la solution S par rapport au temps t.

Figure 4.9 – Les solutions i et q par rapport au temps t et à l’âge a.
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Figure 4.10 – Les fonctions β, θ et δ par rapport à l’âge a : δ ≡ 0 telle que R0 < 1,
δ 6≡ 0 telle que R0 < 1 et δ 6≡ 0 telle que R0 > 1.
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Figure 4.11 – L’évolution des individus susceptibles S à l’instant t : δ ≡ 0 telle que
R0 < 1 , δ 6≡ 0 telle que R0 < 1 et δ 6≡ 0 telle que R0 > 1.

Figure 4.12 – L’évolution des individus infectés i à l’instant t et à l’âge a : δ ≡ 0 telle
que R0 < 1, δ 6≡ 0 telle que R0 < 1 et δ 6≡ 0 telle que R0 > 1.
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Figure 4.13 – L’évolution des individus en quarantaine q à l’instant t et l’âge a : δ ≡ 0
telle que R0 < 1, δ 6≡ 0 telle que R0 < 1 et δ 6≡ 0 telle que R0 > 1.
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Annexe

Généralités sur les systèmes dynamiques

L’étude réalisée dans cette thèse porte sur l’analyse mathématiques des systèmes

dynamiques. Ces systèmes pouvant être différentiels, discrets ou à dérivées partielles.

Ce travail s’insère dans le cadre général de l’étude de la dynamique de populations, les

systèmes différentiels étudiés sont non linéaires.

Nous allons présenter certains outils mathématique qui ont été utilisés dans ce

travail.

Définition 1. Flot

Le flot est un concept utilisé en géométrie différentielle. Il est associé à la notion de

champ de vecteurs, c’est-à-dire à une application f , qui, à un point x d’un ouvert Ω

d’un espace de Banach E, associe un vecteur de E. Un tel champ définit une équation

différentielle du type Φ′(t) = f(Φ(t)). Si la fonction f est localement lipschitzienne,

pour chaque point x de U , il existe un intervalle réel maximal et une fonction g ,

définie sur l’intervalle maximal, la solution avec la condition dite de Cauchy g(0) = x.

Vue comme une fonction de deux variables, t et x, l’application g est appelée le flot du

champ f de vecteurs.

Définition 2. Un flot sur Rn est une application continue

Φ : R× Rn → Rn

(t, x)→ Φ(t, x),

vérifiant :

1. Φ0 = idnR,

2. Φt ◦ Φs = Φt+s, pour t, s ∈ R.

Définition 3. Semi-flot associé à une EDO

On appelle le semi-flot de l’équation différentielle x′(t) = f(x(t)) à l’instant t, l’appli-
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cation (t0, x0)→ Rn : Φ(t, (t0, x0)), avec Φt(x0) vérifie l’équation suivante :{
d
dt

Φt(x0) = f(Φt(x0)),

Φt0(x0) = x0.

Définition 4. Ensemble limite

Soit x un point dont la courbe intégrale maximale est définie sur R. L’ensemble ω-limite

de x, noté ω(x) est l’intersection des adhérences des sections finissantes de l’image de

la courbe intégrale maximale vérifiant la condition de Cauchy Φ(0, x) = x.

ω(x) = ∩t>0Φ(s, x)s > t.

Cet ensemble est encore invariant par le flot, il correspond à la zone limite parcourue

par la trajectoire si t devient très grand.

La même définition s’applique dans le cas où t devient très petit, on parle d’ensemble

α-limite.

α(x) = ∩t60Φ(s, x)s > t.

Définition 5. Fonction contractante f est dite contractante (ou une contraction) s’il

existe une constante k telle que,

‖f(x1)− f(x2)‖ 6 k‖x1 − x2‖, k ∈ (0, 1).

Définition 6. Théorème de point fixe

Toute application contractante d’un espace de Banach dans lui même admet un unique

point fixe.

Définition 7. Bassin d’attraction d’un point d’équilibre

Soit x∗ est un point d’équilibre du système

x′(t) = f(x(t)) (4.38)

• On appelle bassin d’attraction d’un point x∗ l’ensemble des éléments x ∈ X tels

que pour tout t ∈ R+, Φ(t, x) soit défini et que

lim
t→∞

Φt(x) = x∗.

• On appelle bassin de répulsion d’un point x∗, l’ensemble des éléments x ∈ X tels
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que pour tout t ∈ R+, Φ(t, x) soit défini et que

lim lim
t→∞

Φt(x) = x∗.

Soit X l’espace de phases associé à Φ(t, x) tel que Φ(t, x) : R+ ×X → X,

Définition 8. Trajectoire, orbite

• La fonction φ : R → X est appelée une trajectoire totale (de Φ), si φ(t + r) =

Φ(t, φ(r)), pour tout t ∈ R+ et r ∈ R.

• L’orbite associée à une trajectoire totale est définie par : {Φ(t, x0), t ∈ R}.

• L’orbite d’un point x de K est dite périodique si x n’est pas un point d’équilibre

et s’il existe T ∈ R+ tel que Φ(t + T, x) = Φ(t, x) pour tout t > 0. On dit alors

que T est la période de l’orbite périodique considérée.

• Si Φ est induite par la solution de x′(t) = f(x), la trajectoire totale est la solution

x sur R avec x(t0) = x0.

Définition 9. Ensemble absorbant

Supposons que le système x′(t) = f(x(t)) admet des solutions de classe C1 et que K est

un ouvert de R. Un sous ensemble D de K est dit absorbant si tout sous ensemble borné

D1 de K satisfait Φ(t,D1) ⊂ D pour tout temps t suffisamment grand. De même, D est

dit absorbant lorsque pour toute condition initiale x0, il existe T > 0 tel que Φt(x0) ∈ D
pour tout t > T .

Définition 10. Ensemble invariant

Un sous ensemble D de K est dit positivement (respectivement négativement) invariant

à l’équation x′(t) = f(x(t)) si Φ(t,D) ⊂ D pour tout t > 0 (respectivement t < 0). D

est un ensemble invariant si seulement si Φ(x,D) = D pour tout t.

Définition 11. Point fixe

Un point x∗ est appelé point fixe du semi-flot Φ , si Φt(x
∗) = x∗ pour tout t ∈ R+.

Définition 12. Attracteur compact

Soit (X, d) un espace métrique et Φ : R+ × X → X le semi-flot associé au système

x′(t) = f(x(t)). K est appelé attracteur de M , si K est invariant et attire M . K est

appelée attracteur compact de M , de plus K est compact .

113



Annexe

Définition 13. compacité

Soit Φ : R+×X → X une application, M ⊂ X. L’application Φ est dite asymptotique-

ment compacte sur M , si pour toutes les suites (ti) dans R+, (ti)→∞ quand i→∞,

et (xi) dans M , (Φ(ti, xi)) admet une sous suite convergente .

Définition 14. Dissipatif, asymptotiquement régulier, éventuellement borné

Soit : Φ : J ×X → X un semi-flot continu.

• Φ est appelé point dissipatif s’il existe un sous ensemble B de X qui attire tous

les points dans X.

• Φ est appelé asymptotiquement régulier si Φ est asymptotiquement compact sur

chaque ensemble positivement invariant borné fermé.

• Φ est appelé éventuellement borné sur un ensemble M ⊂ X si Φ(Jr ×M), Jr =

J ∩ [r,∞), est borné pour r ∈ Jr .
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Persistance

Soit X un ensemble non vide et ρ : X → R+ et soit J un ensemble de temps.

Définition 15. la persistance faible

Le semi-flot Φ : J ×X → X est appelé ρ-faiblement persistant, si

lim sup
t→∞

ρ(Φ(t, x)) > 0, ∀x ∈ X, ρ(x) > 0.

Définition 16. la persistance forte

Le semi-flot Φ : J ×X → X est appelé ρ-fortement persistant, si

lim inf
t→∞

ρ(Φ(t, x)) > 0, ∀x ∈ X, ρ(x) > 0.

Définition 17. ρ-uniformément faiblement persistant

Le semi-flot Φ : J×X → X est appelé ρ-uniformément faiblement persistant, s’il existe

ε > 0 tel que

lim sup
t→∞

ρ(Φ(t, x)) > ε, ∀x ∈ X, ρ(x) > 0.

Définition 18. ρ-uniformément fortement persistante

Le semi-flot Φ : J×X → X est appelé ρ-fortement uniformément persistant, s’il existe

ε > 0 tel que

lim inf
t→∞

ρ(Φ(t, x)) > ε, ∀x ∈ X, ρ(x) > 0.

Définition 19. Le semi-flot Φ : J × X → X est appelé ρ-fortement dissipatif, s’il

existe c > 0 tel que

lim sup
t→∞

ρ(Φ(t, x)) > c, ∀x ∈ X, ρ(x) > 0.

Définition 20. ρ-faiblement dissipatif

Le semi-flot Φ : J ×X → X est appelé ρ-faiblement dissipatif, s’il existe c > 0 tel que

lim inf
t→∞

ρ(Φ(t, x)) > c, ∀x ∈ X, ρ(x) > 0.
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Quelques théorèmes

Théorèm 21. Inégalité de Jensen

Soient H : R→ R convexe et f , g : Ω→ R mesurables , avec Ω est ouvert deRn.

Nous supposons :

g > 0 p.p. sur Ω,
∫

Ω
g(x)dx = 1, fg et H(f)g ∈ L1(Ω), nous avons

H(

∫
Ω

f(x)g(x)dx) 6
∫

Ω

H(f(x))g(x)dx.

Théorèm 22. Inégalité de Gronwall

Soit f, g et k sont des fonctions continues à valeurs positives tels que :

f(t) 6 g(t) +

∫ t

a

k(σ)dσ, ∀t ∈ [a, b],

alors

f(t) 6 g(t) +

∫ t

a

g(σ)k(σ) exp(

∫ t

s

k(τ)dτ)dσ, ∀t ∈ [a, b].

Théorèm 23. Méthode de fluctuation, [55]

Soit f : [b,∞) → R est une fonction bornée et différentielle. Alors il existe des suites

(tk), (sk) telles que  lim
k→∞

f(sk)→ f∞, lim
k→∞

f ′(sk)→ 0

lim
k→∞

f(sk)→ f∞, lim
k→∞

f ′(sk)→ 0

Théorèm 24. Corollaire B.6, [55]

Soient w, g des fonctions non-négatives et localement intégrables

w(t) >
∫ t

0

k(σ)w(t− σ)dσ + g(t).

Supposons que k est une fonction strictement positive, alors il existe une constante

b > 0 qui ne dépend que de k, telle que w(t) > 0 pour tout t > b avec
∫ t−b

0
g(s)ds.

En particulier, si g est continue à 0 et g(0) > 0, alors w(t) > 0 pour tout t > b.

Théorèm 25. Théorème des fonctions implicites ”version locale”

Soit U un ouvert de Rn × Rn, f : U → Rn une fonction de classe Ck(k > 1), soit

(x∗, y∗) ∈ U tel que f(x∗, y∗) = c si Dyf(x∗, y∗) est inversible, alors il existe un ouvert

V de U et une fonction Ψ : V → V unique de classe Ck, telle que f(x,Ψ(x)) = c ∀x ∈
V .

Théorèm 26. théorème 2.33, [55]

Les affirmations suivantes sont équivalentes :
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• Il existe un attracteur compact des ensembles bornés.

• Φ est point dissipatif, asymptotiquement régulier, et éventuellement borné sur

chaque ensemble borné dans X.

Théorèm 27. Théorème 2.39, [55]

Soit Φ un semi-flot continu, et A est un sous ensemble compact positivement invariant

de X qui attire tous les sous ensembles compacts de voisinage de lui même (i.e. un

attracteur local des ensembles compacts). Alors A est stable.

Théorèm 28. Soit X un sous ensemble fermé de l’espace de Banach E, J un ensemble

de temps et Φ : J × X → X un semi-flot continu. Alors Φ est asymptotiquement

régulier s’il y a des applications Ψ,Θ : J ×X → X telles que

Φ(t, x) = Θ(t, x) + Ψ(t, x),

et les affirmations suivantes sont vérifiées pour n’importe quel ensemble C borné fermé :

1. lim inf
t→∞

diamΘt(C) = 0,

2. il existe rC tel que Ψ(C) est à fermeture compacte pour tout t ∈ J , t > rC.

le résultat suivant prend le rôle du théorème de Lasalle.

Théorèm 29. Théorème 2.53, [55] Soit Φ : R+ ×X → X un semi-flot continu, A un

ensemble invariant et compact dans X, et soit V : A→ R fonction continue. Supposons

que ; pour toute trajectoire totale φ : R → X telle que V ′(φ(t))+ 6 0 ou sur R. En

outre, supposons que Ã ⊂ A, V est constante sur Ã et que φ(R) ⊂ Ã pour n’importe

quelle Φ-trajectoire totale avec V ′(φ(t)) ≡ 0. Alors A = Ã.

Théorèm 30. Théorèmes 5.1 ;5.2, [55]

Soit X un espace métrique. Supposons queΦ : R+ × X → X un semi-flot continu,

ρ : X → R+ est une fonction continue et non nulle.

Nous supposons

(H1) Φ a un attracteur compact A des ensembles bornés.

(H2) il n’y a pas de trajectoire totale φ : J → A telle que ρ(φ(0)) = 0 et ρ(φ(−r)) > 0

et ρ(φ(t)) > 0 pour r, t ∈ J .

Nous posons,

X0 = {x ∈ X;∀x, t ∈ J : ρ(Φ(t, x)) = 0},

I Si X0 = ∅, alors ρ(x) > 0 pour tout x ∈ A et il existe η > 0 tel que lim inf
t→∞

ρ(Φ(t, x)) >

η pour tout x ∈ X.
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I Si X0 6= ∅ , et ρ ◦ φ est continue et Φ est ρ-uniformément faiblement persistant,

alors Φ est ρ-uniformément fortement persistant.

Théorèm 31. Théorème 5.7, [55] Supposons que X0 6= ∅, Φ : R+ × X → X est

ρ-uniformément fortement persistant , ρ(Φ) est continue, et

(H1) il n’y a pas de trajectoire totale φ : J → A telle que ρ(φ(0)) = 0 et ρ(φ(−r)) > 0

et ρ(φ(t)) > 0 pour r, t ∈ J .

Alors l’attracteur A est l’union disjointe

A = A0 ∪ C ∪ A1

de trois ensembles A0, C et A1. les deux ensembles A0 et A1 sont des compacts et nous

avons les affirmations suivantes.

1. A0 = A∩X0 est l’attracteur compact de sous ensembles de X0, c’est-à-dire, tout

sous ensemble compact K de X0 a un voisinage dans X0 qui est attiré par A0.

2. A1 est ρ-uniformément positif et A1 est l’attracteur compact de voisinage des

ensembles compacts dans X\X0 et Φ est ρ-uniformément positif . En particulier,

A1 est stable.

3. Si x ∈ X A1 et Φ est une trajectoire totale, alors φ(t)→ A0 pour t→ −∞.

Si x ∈ X A0 et φ est une trajectoire totale, alors φ(t)→ A1 pour t→ +∞.

En particulier, l’ensemble C contient ces points x ∈ A tel qu’il existe une trajectoire

totale φ(t) avec φ(−t)→ A0 et φ(t)→ A1 lorsque t→∞.

Théorèm 32. Le critère de Fréchet-Kolmogorov, [55]

Soit K est un sous ensemble de Lp(R+), 1 6 p <∞. Alors K est à fermeture compacte

si seulement si les conditions suivantes sont vérifiées

(i) sup
t∈K

∫∞
0
|f(a)|pda <∞,

(ii) lim
r→∞

∫∞
r
|f(a)|pda→ 0 uniformément par rapport à f ∈ K,

(iii) lim
h→0

∫∞
0
|f(a+ h)− f(a)|pda→ 0 uniformément par rapport à f ∈ K,

(iv) lim
h→0

∫ h
0
|f(a)|pda→ 0 uniformément par rapport à f ∈ K.

Stabilité des équilibres au sens de Lyapunov

Définition 33. Soient Ω un ouvert de Rn contenant 0, et soit V : Ω→ R une fonction

de classe C1,
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1) V est dite définie positive si :{
V (0) = 0,

V (x) > 0, ∀x ∈ Ω {0}

2) V est dite définie négative, si (−V ) est définie positive.

3) V est dite semi-définie positive si :{
V (0) = 0,

V (x) > 0, ∀x ∈ Ω {0}

4) V est dite semi-définie négative si (−V ) est semi-définie positive.

Théorèm 34. Stabilité au sens de Lyapunov

Soit x solution du système d’équation (4.38). Soit V une fonction de classe C1 définie

positive sur Ω un voisinage de x∗ = 0 (sans perte de généralité on prend l’équilibre

exactement l’origine)

(i) Si dV
dt

6 0 alors x∗ est stable. Donc, la fonction de Lyapunov est dite faible.

(ii) Si dV
dt
< 0 alors x∗ est asymptotiquement stable. Donc, la fonction de Lyapunov

est dite stricte.

Théorèm 35. Théorème d’invariance de LaSalle, [53]

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert positivement invariant pour le système (4.38) en x∗.

Soit V : Ω→ R une fonction de classe C1 pour le système (A.2) en x telle que :

• dV
dt

6 0 sur Ω.

• Soit E = {x ∈ Ω : dV (x(t))
dt

= 0} et P est le plus grand ensemble invariant par Φ

et contenu dans E.

Alors, toute solution bornée commençant dans E tend vers l’ensemble P lorsque le

temps tend vers l’infini.

Corollaire 36. Lasalle, [36] Supposons Ω ⊂ Rn est un ouvert connexe tel que x∗ ∈ Ω.

Soit V une fonction définie positive et de classe C1 telle que dV
dt

6 0 sur U . Soit

E = {x ∈ Ω : dV (x(t))
dt

= 0} ; supposons que P le plus grand ensemble positivement

invariant contenu dans E est réduit au point x∗. Alors x∗ est un point d’équilibre

asymptotiquement stable pour le système (4.38).

Si ces conditions sont satisfaites pour U = Ω si de plus V est propre sur Ω, c’est

à dire si limV (x) = +∞ lorsque ‖x‖ → ∞, alors toutes les trajectoires sont bornées

pour tout t > 0. x∗ est un point d’équilibre globalement stable pour le système (4.38).
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Corollaire 37. Sous les hypothèses du théorème précédent, si l’ensemble P est réduit

au point x∗, alors x∗ est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour

le système (4.38) défini sur Ω.
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Schéma Numérique

La méthode numérique utilisée pour la résolution du système d’équation (2.1) est

basée sur un schéma aux différences finies pour l’équation de transport appelé schéma

explicite décentré amont consistant d’ordre 1 en temps et en espace.

C’est un schéma usuel pour une équation de transport linéaire qui est stable sous

la condition CFL ( Courant-Friedrichs-Lewy ). les équations différentielles ordinaires

sont résolues par un schéma explicite d’Euler.

Considérons un maillage régulier pour la discrétisation du domaine,

aj = j∆a, j = 0, ..., N, tn = n∆t, n = 0, ...,M.

avec ∆a : pas d’âge et ∆t : pas du temps.

On note T n, inj et V n respectivement des approximations associées à T (tn), i(tn, aj)

et V (tn) au temps tn et l’âge aj avec (T, i, V ) solution du problème (2.25) , de plus,(
∂i

∂t

)
n

'
in+1
j − inj

∆t
,

(
∂i

∂a

)
j

'
inj − unj−1

∆a
.

Le schéma numérique de l’équation des infectées i est donné par

in+1
j = (1− λ)inj + λinj−1 + ∆tδ(aj)i

n
j , n = 0, ...,M − 1, et j = 0, ..., N.

avec λ = ∆t
∆a

. La condition CFL (λ ≤ 1) est satisfaite, pour toutes les simulations

numériques réalisées dans cette thèse.
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