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Introduction

L’étude des équations aux dérivées partielles se trouve à l’interface de nombreux

problèmes d’origines purement géométriques. En effet, la plupart des problèmes issus

de la géométrie conforme sont formulés à l’aide d’équations non linéaires critiques.

La résolution de ces problèmes est l’objet de l’analyse non linéaire sur les variétés

riemanniennes développée ces dernières années dans de nombreux travaux ([1], [3],[4],

[5],[11] [14], [15], [16], [17], [25], [26], [27],[30], [32][33],[34], [35], [40]).

Le travail présenté dans cette thèse est divisé en deux parties principales. La pre-

mière partie est consacrée à l’étude de solutions qui changent de signe pour un certain

type d’équations aux dérivées partielles non linéaires. Il s’agit du problème de Dirichlet

du quatrième ordre de la forme

 ∆2
gu − divg

(
A (∇u)#

)
+ au = λ f |u|2

]−2 u dans M
u = φ1, ∂νu = φ2 sur ∂M

(1)

où a, f sont des fonctions régulières sur une variété riemannienne (M, g) à bord de

dimension n ≥ 5 telle que f est positive, A est un champ de tenseur deux fois cova-

riants sur M, φ1, φ2 sont deux fonctions régulières sur le bord ∂M. Cette équation a la

particularité de contenir l’exposant critique 2] =
2n

n − 4
correspondant à l’inclusion de

Sobolev.

La seconde partie est consacrée à l’étude de solutions qui changent de signe de

certains types d’équations elliptiques polyharmoniques non linéaires sur une variété

riemannienne compacte à bord. Il s’agit d’un problème de Dirichlet du 2k-ème ordre

5
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de la forme


∆k

gu +

k−1∑
l=0

(−1)l
∇ jl... j1

(
A(l)i1...il j1... jl∇

i1...ilu
)

= λ f |u|2
]−2 u dans M

u = φ1,
∂u
∂ν

= φ2, ...et
∂k−1u
∂νk−1 = φk sur ∂M

(2)

où f est une fonction positive régulière sur une variété riemannienne compacte (M, g)

à bord de dimension n > 2k, A(l) est un champ de tenseur 2l-fois covariants sur M pour

tout l ∈ {0, 1, ..., k − 1}, φ1, φ2, ..., φk sont des fonctions régulières sur le bord ∂M. Cette

équation a la particularité aussi de contenir l’exposant critique 2] =
2n

n − 2k
.

L’origine de ces problèmes est liée aux problèmes issus de la géométrie conforme

comme le problème de Yamabe, le problème de la courbure scalaire prescrite et le

problème de la Q- Courbure prescrite.

0.1 Problème de Yamabe

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n ≥ 2. Existe-t-il une

métrique g̃ conforme à g dont la courbure scalaire est constante ?

Les courbures scalaires de deux métriques conformes sont reliées entre elles par

une formule très simple et élégante. En effet, si n = 2 et g̃ = e2ug est une métrique

conforme à g où u ∈ C∞ (M) , alors les deux courbures scalaires Rg et Rg̃ de g et de g̃

sont reliées par la relation

∆gu +
1
2

Rgu =
1
2

Rg̃e2u

Par ailleurs, si n ≥ 3 et si on écrit g̃ sous la forme g̃ = u
4

n−2 g pour u ∈ C∞ (M), u > 0,

on obtient facilement que

∆gu +
n − 2

4 (n − 1)
Rgu =

n − 2
4 (n − 1)

Rg̃u
n+2
n−2

où ∆g est l’opérateur de Laplace-Beltrami sur (M, g), ce qui ramène le problème à

trouver une constante λ ∈ R et une fonction u ∈ C∞ (M) strictement positive solution
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de l’équation

∆gu +
n − 2

4 (n − 1)
Rgu = λu

n+2
n−2

Ce problème a été conjecturé par Yamabe en 1960 qui l’énonça dans [40]. Quelques

années plus tard en 1968 Trudinger [38] a découvert une erreur dans la preuve de Ya-

mabe et il a résolut le problème dans certains cas particuliers. En 1976 Aubin [1] a

amélioré l’approche de Yamabe en réduisant le problème à la preuve d’une certaine

inégalité sur l’invariant de Yamabe. Cette inégalité a été démontrée par Aubin [1] dans

certains cas, ensuite par Schoen [35] dans les autres cas en 1984.

0.2 Problème de courbure scalaire prescrite

Une généralisation naturelle du problème de Yamabe, qui peut être très utile dans

l’étude de la classe conforme d’une métrique g, est le problème de la courbure scalaire

prescrite. Il s’agit de trouver une métrique g̃ conforme à g dont la courbure scalaire Rg̃

est égale à une fonction donnée f . En terme d’analyse ce problème se ramène après

calculs à l’équation en u suivante

∆gu +
n − 2

4(n − 1)
Rgu = f u

n+2
n−2

0.3 Problème de Q-courbure prescrite d’ordre quatre

En 1983 Paneitz [30] a définit, sur les variétés riemanniennes de dimensions quatre

l’opérateur

P4
gu := ∆2

gu − divg

((
2
3

Rgg − 2Ricg

)
du

)
Cet opérateur a été généralisé aux dimensions supérieures par Branson [7] où il a

définit

Pn
g (u) := ∆2

gu − divg

((
(n − 2)2 + 4

2 (n − 1) (n − 2)
Rgg −

4
n − 2

Ricg

)
du

)
+

n − 4
2

Qgu
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où Rg est la courbure scalaire, Ricg est la courbure de Ricci et Qg est la Q− courbure,

exprimée par

Qg =
1

2 (n − 1)
∆gR +

n3 − 4n2 + 16n − 16
8 (n − 1)2 (n − 2)2 R2 −

2
(n − 2)2

∣∣∣Ricg

∣∣∣2
Tout comme le laplacien conforme, l’opérateur de Paneitz-Branson est invariant

conforme en effet, si g̃ = u
4

n−4 g u ∈ C∞ (M), u > 0, alors pour tout ϕ ∈ C∞ (M)

Pn
g (uϕ) = u

n+4
n−4 Pn

g̃ (ϕ)

Pour ϕ ≡ 1, Qg et Qg̃ sont alors reliées par l’équation en u

∆2
gu − divg

((
(n − 2)2 + 4

2 (n − 1) (n − 2)
Rgg −

4
n − 2

Ricg

)
du

)
+

n − 4
2

Qgu =
n − 4

2
Qg̃u

n+4
n−4

Le problème de Q- courbure prescrite s’énonce par analogie comme le problème

de Yamabe. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de classe C∞ de dimension

n ≥ 5. Existe-t-il une métrique g̃ conforme à g dont la Q- courbure Qg̃ est égale à une

fonction donné f . En terme d’analyse ce problème se ramène après calculs à l’équation

en u suivante

∆2
gu − divg

((
(n − 2)2 + 4

2 (n − 1) (n − 2)
Rgg −

4
n − 2

Ricg

)
du

)
+

n − 4
2

Qgu = f u
n+4
n−4 . (3)

Le problème de Q- courbure prescrite revient à chercher des solutions u, positive et

de classe C∞ sur M de l’équation (3).

On peut aussi rechercher des solutions qui changent de signe de (3). De telles fonc-

tions sont appelées solutions nodales.

0.4 Problème de Q-courbure prescrite d’ordre arbitraire

À l’aide de la métrique ambiante de Fefferman-Graham [18], Graham-Jenne-Mason-

Sparling [22] ont construit une famille d’opérateurs différentiels d’invariants conformes.
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Plus précisément pour toute variété riemannienne (M, g) de dimension n > 2k, pour

chaque k ∈ N∗ il existe un opérateur différentiel Pn,k
g d’ordre 2k qui s’appelle l’opé-

rateur de Graham-Jenne-Mason-Sparling, en abrégé GJMS. Cet opérateur contient la

partie principale ∆k
g et il est défini par

Pn,k
g := ∆k

g + lot

où ∆g := −divg (∇.) est l’opérateur de Laplace-Beltrami et lot dénote les termes diffé-

rentiels d’ordre inférieur à 2k.
Lorsque k = 1, on retrouve le laplacien conforme et lorsque k = 2, on retrouve l’opéra-

teur de Paneitz-Branson.
Tout comme le laplacien conforme et l’opérateur de Paneitz-Branson, on peut asso-

cier à l’opérateur GJMS une courbure Qn,k
g qui est invariante conforme au sens suivant :

si g̃ = u
4

n−2k g pour n > 2k et u ∈ C∞ (M) et positive, alors pour toute ϕ ∈ C∞ (M)

Pn,k
g (uϕ) = u

n+2k
n−2k Pn,k

g̃ ϕ

En prenant ϕ ≡ 1, on obtient l’équation en u

Pn,k
g u = f u

n+2k
n−2k (4)

où

f =
n − 2k

2
Qn,k

g̃

On peut alors se demander sous quelles hypothèses, une fonction f ∈ C∞(M) est

Q-courbure d’une métrique conforme à g

Le problème de Q- courbure prescrite associé à l’opérateur GJMS revient à cher-

cher des solutions u, positive et de classe C∞ sur M de l’équation (4).

Dans cette thèse on s’intéresse à l’étude des solutions nodales de certaines équations

d’ordre supérieur de type Q- courbure prescrite.

Ce manuscrit est divisé en trois chapitres :

Nous commençons par un chapitre introductif, où nous rappelons l’essentiel des

notions géométriques et quelques résultats de base de l’analyse sur les variétés rieman-

niennes qui seront utilisés dans cette thèse.
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Dans le deuxième chapitre nous montrons l’existence de solutions nodales de cer-

taines équations du quatrième ordre contenant l’opérateur de type Paneitz-Branson. Il

s’agit d’un problème de la forme ∆2
gu − divg

(
A (∇u)#

)
+ au = λ f |u|2

]−2 u dans M
u = φ1, ∂νu = φ2 sur ∂M

(5)

où a, f sont des fonctions régulières sur une variété riemannienne (M, g) à bord de

dimension n ≥ 5, A est un champ de tenseur deux fois covariants sur M. φ1 et φ2 sont

deux fonctions régulières sur le bord de M et 2] =
2n

n − 4
est l’exposant critique de

Sobolev. Le résultat principal de ce chapitre est énoncé dans le théorème suivant :

Théorème 0.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte à bord de dimension

n ≥ 6, A un tenseur régulier deux fois covariants et symétrique. On se donne a, f ∈

C∞ (M) avec f > 0, et x0 un point à l’intérieur de M où f (x0) = max
M

f . On suppose

que l’opérateur

Pg = ∆2
g − divg

(
A (∇.)#

)
+ a

est coercif et que

8 (n − 1) TrgA (x0) + (n − 6) (n − 4) (n + 2)
∆ f (x0)
f (x0)

− 4
(
n2 − 2n − 4

)
Rg (x0) < 0.

Alors, il existe un réel positif λ et une solution non triviale u = w+h ∈ H2
2 (M)∩C4 (M),

de l’équation (5)

où w minimise la fonctionnelle I définie sur H2
2,0 (M) par

I (w) =

∫
M

((
∆gw

)2
+ A

(
(∇w)# , (∇w)#

)
+ aw2

)
dvg

sous la contrainte
∫

M
f |w + h|2

]

dvg = γ, et h est l’unique solution de l’équation li-

néaire {
∆2

gh − divg

(
A (∇h)#

)
+ ah = 0 dans M

h = φ1, ∂νh = φ2 sur ∂M

où φ1, φ2 sont deux fonctions régulières sur ∂M avec φ1 qui change de signe.
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Dans le dernier chapitre, nous généralisons le résultat obtenu dans le deuxième cha-

pitre concernant l’existence de solutions nodales d’un problème elliptique contenant

l’opérateur de type Paneitz-Branson à un problème polyharmonique contenant l’opéra-

teur de type GJMS. Plus précisément, on s’intéresse au problème de Dirichlet suivant


∆k

gu +

k−1∑
l=0

(−1)l
∇ jl... j1

(
A(l)i1...il j1... jl∇

i1...ilu
)

= λ f |u|2
]−2 u dans M

u = φ1,
∂u
∂ν

= φ2, ...et
∂k−1u
∂νk−1 = φk sur ∂M

(6)

où f est une fonction régulière positive sur une variété riemannienne (M, g) à bord de

dimension n > 2k, A(l) est un champ de tenseur 2l-fois covariants sur M pour tout

l ∈ {0, 1, ..., k − 1} et φ1, φ2, ..., φk sont des fonctions régulières sur ∂M avec φ1 qui

change de signe.

On énonce le résultat principal de ce chapitre dans le théorème suivant

Théorème 0.2 Soient (M, g) une variété riemannienne compacte à bord de dimension

n > 2k (k ∈ N∗), A(l) un (0, 2l)-tenseur régulier sur M pour tout l ∈ {0, 1, ..., k − 1}. Soit

f une fonction positive, de classe C∞ sur M et x0 un point de l’intérieur de M avec

f (x0) = max
M

f . On suppose que l’opérateur

Pn,k
g = ∆k

g +

k−1∑
l=0

(−1)l
∇ jl... j1

(
A(l)i1...il j1... jl∇

i1...il
)

est coercif.

Sous la condition

inf
u∈H2

k (M)−{0}

∫
M

(
∆

k
2
g u

)2
dvg +

k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lu,∇lu

)
dvg(∫

M
f |u|2

]

dvg

) 2
2]

<
1

( f (x0))
2
2] K0 (n, k)

il existe un réel positif λ et une solution non triviale u = w + h ∈ H2
k (M) ∩ C2k (M) de

l’équation (6)
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où w minimise la fonctionnelle I définie sur H2
k,0 (M) par

I (w) =

∫
M

(
∆

k
2
g w

)2
dvg +

k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lw,∇lw

)
dvg

sous la contrainte
∫

M
f |w + h|2

]

dvg = γ et h est l’unique solution de l’équation linéaire


Pn,k

g h = 0 dans M

h = φ1,
∂h
∂ν

= φ2, ...et
∂k−1h
∂νk−1 = φk sur ∂M

.

Les résultats obtenus dans cette thèse ont fait l’objet des publications suivantes :

1. M. Bekiri, M. Benalili. Nodal solutions for fourth order elliptic equations with

critical exponent on compact manifolds,

Complex Var. Elliptic Equ. 63 (2018), no. 10, 1421-1437.

2. M. Bekiri, M. Benalili. Nodal solutions for elliptic equation involving GJMS

operators on compact manifolds,

Complex Var. Elliptic Equ. 64 (2019), no. 12, 2105-2116.



Chapitre 1

Outils d’analyse non linéaire sur les
variétés

L’objectif de ce chapitre est d’introduire différents résultats et principes d’analyse

sur les variétés riemanniennes que nous utiliserons dans la suite. Pour plus de détails

on pourra se référer aux ouvrages de Hebey [24]et de Aubin [2].

1.1 Définitions et propriétés

1.1.1 Courbures riemanniennes

Définition 1.1 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n ≥ 1 et∇ la connexion

de Levi-Civita (i.e. la connexion sans torsion pour laquelle g est à dérivée covariante

nulle), donnée par son expression locale

Γk
i j =

1
2

gkl

(
∂gl j

∂xi
+
∂gli

∂x j
−
∂gi j

∂xl

)

où gi j et gi j désignent respectivement le tenseur métrique et son inverse

1. Le tenseur de courbure R relatif à la connexion ∇ s’écrit

Rl
i jk =

∂Γl
ki

∂x j
−
∂Γl

ji

∂xk
+ Γl

jαΓ
α
ki − Γl

kαΓ
α
ji.

2. On appelle tenseur de courbure de Riemann noté Rmg, le champ de tenseur C∞

13
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quatre fois covariants défini par

Ri jkl = giαRα
jkl.

3. On appelle tenseur de courbure de Ricci, le champ de tenseur C∞ deux fois co-

variants, obtenu en contractant le tenseur de courbure riemannienne

Rici j = Rα
iα j = gαβRiα jβ.

4. La courbure scalaire est la fonction numérique de classe C∞ sur M notée Rg et

définie par

Rg = Ri jgi j.

1.1.2 Métriques conformes

Définition 1.2 Deux métriques riemanniennes g et g′ sur une variété M sont dites

conformes s’il existe une fonction strictement positive ϕ ∈ C∞ (M) telle que

g′ = ϕg.

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n. On rappelle que la classe

conforme de g notée
[
g
]
, est l’ensemble des métriques sur M qui s’écrivent sous la

forme g̃ = ϕg où ϕ est une fonction C∞ (M) strictement positive . On peut écrire que

[
g
]

=
{

e f g / f ∈ C∞ (M)
}

1.1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.3 Soient (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n, k est

un entier positif.

1. L’espace de Sobolev H2
k (M) est le complété de C∞ (M) pour la norme

‖u‖2 :=
k∑

i=0

∫
M

∣∣∣∇iu
∣∣∣2 dvg

où ∇iu est la i-ème dérivée covariante de u.
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2. L’espace de Sobolev H2
k,0 (M) est la fermeture de C∞c (M) dans H2

k (M) ; où C∞c (M)

est l’espace des fonctions de classe C∞ à supports compacts dans M.

Remarque 1.1 L’espace H2
k,0 (M) est un espace de Hilbert, on peut donc définir la

norme équivalente suivante (voir Robert [34])

‖u‖2H2
k,0(M) =

k∑
i=0

∥∥∥∥∆ i
2
g u

∥∥∥∥2

2
(1.1)

où

∆
i
2
g u =

 ∆m
g u si i = 2m est pair

∇∆m
g u si i = 2m + 1 est impair

.

1.1.4 Espaces de Hölder

Définition 1.4 Soient (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n, m un

entier naturel et α ∈ (0, 1).

1. L’espace de Hölder C0,α (M) est l’espace des fonctions continues, muni de la
norme

‖u‖C0,α(M) := ‖u‖∞ + sup
x,y∈M

|u (x) − u (y)|
dg (x, y)α

où dg (., .) est la distance géodésique.

2. L’espace de Hölder Cm,α (M) est l’espace des fonctions de classe Cm, dont la

m-ème dérivée covariante ∇mu appartient à C0,α (M). On munit Cm,α (M) d’une

norme définie par

‖u‖Cm,α(M) := ‖u‖Cm(M) + sup
x,y∈M

|∇mu (x) − ∇mu (y)|
dg (x, y)α

.

Nous rappelons les deux résultats très importants sur les espaces de Sobolev.

Théorème 1.1 (Théorème d’inclusion de Sobolev) Soit (M, g) une variété riemannienne

compacte de dimension n.
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1. Si k et l sont deux entiers avec (k ≥ l ≥ 0), p et q deux réels tels que (p > q ≥ 1)

qui vérifient
1
p

=
1
q
−

(k − l)
n

, alors l’inclusion Hq
k (M) ⊂ Hp

l (M) est continue.

2. Si m ∈ N et
(k − m − α)

n
≥

1
q

, alors l’inclusion Hq
k (M) ⊂ Cm,α (M) est continue

avec α ∈ (0, 1).

Le deuxième résultat donne des conditions de compacité des inclusions dans le

théorème précédent.

Théorème 1.2 (Théorème de Rellich Kondrakov) Soit (M, g) une variété riemannienne

compacte de dimension n et soient k et l deux entiers avec k ≥ l ≥ 0

1. Si p, q ≥ 1 sont deux réels tels que
1
p
<

1
q
−

(k − l)
n

, alors l’inclusion Hq
k (M) ⊂

Hp
l (M) est compacte.

2. Si
(k − α)

n
>

1
q

, alors l’inclusion Hq
k (M) ⊂ C0,α (M) est compacte avec α ∈ (0, 1).

1.1.5 Meilleure constante de Sobolev

Définition 1.5 On définit K0 (n, k) > 0 par

1
K0 (n, k)

:= inf
u∈C∞c (Rn)−{0}

∫
Rn

(
∆

k
2 u

)2
dx

(∫
Rn

|u|2
]

dx
) 2

2]

la meilleure constante dans l’inégalité ‖u‖22] ≤ K
∥∥∥∥∆ k

2 u
∥∥∥∥2

2
de l’inclusion de Sobolev

H2
k (Rn) ⊂ L2] (Rn) où 2] =

2n
n − 2k

est l’exposant critique de Sobolev.

Cette constante a été calculée dans le cas où k = 1 par Talenti [37]. Il a montré que

1
K0 (n, 1)

=
n(n − 2)ω

2
n
n

4
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Dans le cas où k = 2, Edmunds-Fortunato-Jannelli [16], Lions [28] et Lieb [27], ont

montrés que

1
K0 (n, 2)

=
n
(
n2 − 4

)
(n − 4)ω

4
n
n

16
(1.2)

où ωn est le volume de la sphère unité (S n, h) munie de la métrique standard.

Dans [36], Swanson a montré pour tout entier positif k que

1
K0 (n, k)

= πk

Γ
(

n
2

)
Γ (n)


2k
n k−1∏

h=−k

(n + 2h) (1.3)

où Γ désigne la fonction d Euler.

1.1.6 Inégalité de la meilleure constante

Nous citons l’inégalité de la meilleure constante de Sobolev K0 (n, k), dans le contexte

d’une variété riemannienne compacte à bord. Cette inégalité a été prouvé par Aubin [2]

pour k = 1, par Biezuner-Montenegro [6] pour k = 2 et par Mazumdar [29] pour tout

entier positif k.

Lemme 1.1 ([6]) Soit (M, g) une variété riemannienne compacte à bord, de dimension

n > 4. Alors pour tout ε > 0, il existe Bε ∈ R tel que pour tout u ∈ H2
2,0 (M) on a

‖u‖22] ≤ (K0 (n, 2) + ε)
∥∥∥∆gu

∥∥∥2

2
+ Bε ‖u‖2L2(M)

où K0 (n, k) est la meilleure constante Euclidienne et 2] =
2n

n − 4
.

Lemme 1.2 ([29]) Soit (M, g) une variété riemannienne compacte à bord, de dimen-

sion n > 2k où k est un entier positif. Alors pour tout ε > 0, il existe Bε ∈ R tel que

pour tout u ∈ H2
k,0 (M)

‖u‖22] ≤ (K0 (n, k) + ε)
∥∥∥∥∆ k

2
g u

∥∥∥∥2

2
+ Bε ‖u‖2H2

k−1(M)

où K0 (n, k) est la meilleure constante Euclidienne et 2] =
2n

n − 2k
.
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1.1.7 Opérateur de Laplace-Beltrami

Définition 1.6 Soit (M, g) une variété riemannienne, le Laplacien ∆gu d’une fonction

u ∈ C2 (M) est l’opposé de divergence du gradient de u, Son expression en coordonnées

locales donnée par

∆gu := −divg (∇u) = −
1√
|g|

∂

∂xi

(√
|g|gi j ∂u

∂x j

)

où |g| le déterminant de la métrique g

En coordonnées polaires, si u(r) est une fonction radiale alors le Laplacien de u s’écrit

∆gu (r) = −u′′ (r) − u′ (r)
(
n − 1

r
+ ∂r log

√
|g|

)
.

1.1.8 Opérateur de type Paneitz-Branson

Définition 1.7 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 4. L’opérateur

de type Paneitz-Branson à coefficients générales est donné par

Pg := ∆2
g − divg

(
A (∇.)#

)
+ a

où A un (0, 2)-tenseur régulier, symétrique, a ∈ C∞ (M) et A (∇u)# est le (0, 1)-tenseur

obtenu à partir ∇u via l’isomorphisme musical #, dans une carte on a

(
A (∇u)#

)
i
= Ai j

(
(∇u)#

) j
= Ai jg jk (∇u)k .

1.1.9 Opérateur de type GJMS

Définition 1.8 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 2k avec k un

entier. L’opérateur de type GJMS est l’opérateur différentiel défini par

Pn,k
g := ∆k

g + lot

où ∆g := −divg (∇.) est l’opérateur de Laplace-Beltrami et lot désigne les termes diffé-

rentiels d’ordre inférieur.
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L’opérateur de type GJMS peut être écrit sous forme de divergence, La preuve dé-

taillé de ce résultat se trouve dans [34].

Proposition 1.1 ([34]) Soit Pn,k
g l’opérateur de type GJMS. Alors pour tout entier l ∈

{0, 1, ..., k − 1}, il existe un (0, 2l)-tenseur régulier A(l) sur M tel que Pn,k
g s’écrit sous

la forme

Pn,k
g = ∆k

g +

k−1∑
l=0

(−1)l
∇ jl... j1

(
A(l)i1...il j1... jl∇

i1...il
)

où A(l)

(
∇lu

)#
est le (0, l)-tenseur obtenu à partir ∇lu via l’isomorphisme musical #,

dans une carte on a(
A(l)

(
∇lu

)#
)

i1...il
= A(l)i1...il j1... jl

((
∇lu

)#
) j1... jl

= A(l)i1...il j1... jlg
j1k1 ...g jlkl (∇u)k1...kl

.

Maintenant nous rappelons la notion de coercivité de l’opérateur de type Paneitz-

Branson et l’opérateur de type GJMS.

Définition 1.9 Soit (M, g) une variété riemannienne à bord de dimension n. On dit que

l’opérateur de type

1. Paneitz-Branson

Pg := ∆2
g − divg

(
A (∇.)#

)
+ au

est coercif s’il existe Λ > 0 tel que pour tout u ∈ H2
2,0 (M)∫

M

(
Pgu

)
udvg =

∫
M

(
(∆u)2 + A

(
(∇u)# , (∇u)#

)
+ au2

)
dvg ≥ Λ ‖u‖2H2

2,0(M) .

2. GJMS

Pn,k
g = ∆k

g +

k−1∑
l=0

(−1)l
∇ jl... j1

(
A(l)i1...il j1... jl∇

i1...il
)

est coercif s’il existe Λ > 0 tel que pour tout u ∈ H2
k,0 (M)

∫
M

(
Pn,k

g u
)

udvg =

∫
M

(
∆

k
2
g u

)2
dvg +

k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lu,∇lu

)
dvg ≥ Λ ‖u‖2H2

k,0(M) .
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1.1.10 Principe du maximum

Définition 1.10 On dira qu’un opérateur P défini sur une variété Riemannienne (M, g)

vérifie le principe de comparaison si

∀u ∈ C∞ (M) , Pu ≥ 0 =⇒ u > 0 ou u ≡ 0

Théorème 1.3 Soient (M, g) une variété riemannienne compacte et u ∈ C∞(M) une

fonction positive ou nulle. On suppose qu’en tout point x de M

(∆gu)(x) ≥ u(x) f (x, u(x))

où f : M× R→ R est une fonction continue. Alors u est soit partout strictement posi-

tive, soit identiquement nulle.

Les opérateurs du second ordre vérifient le principe du maximum si et seulement

s’ils sont coercifs (à titre d’exemple, l’opérateur du Laplacien conforme (∆g + a)). Ce

résultat est important pour montrer la positivité des solutions d’un problème du second

ordre sachant que si u ∈ H2
1 (M) on a alors |u| ∈ H2

1 (M). En revanche, pour un opérateur

elliptique d’ordre quatre, une telle caractérisation est fausse. Il existe des opérateurs

elliptiques d’ordre quatre coercifs ne vérifiant pas le principe de comparaison, en plus

si u ∈ H2
2 (M) on a pas |u| ∈ H2

2 (M). Dans [33] Robert a montré que l’opérateur de type

Paneitz-Branson Pg satisfait le principe de comparaison s’il s’écrit sous forme produit

de deux opérateurs de second ordre coercifs.

1.1.11 Solutions faibles et résultats de régularité

Définition 1.11 Soient (M, g) une variété riemannienne compacte à bord de dimension

n > 4, A un (0, 2)-tenseur régulier, symétrique et a, h ∈ C∞ (M), f ∈ L1
loc(M). Alors u

est dite solution faible de l’équation ∆2
gu − divg

(
A (∇u)#

)
+ au = λ f |u + h|2

]−2 (u + h) dans M
u = ∂νu = 0 sur ∂M

si pour tout φ ∈ C∞ (M)∫
M

(〈
∆gu,∆gφ

〉
g

+ A
(
(∇u)# , (∇φ)#

)
+ auφ

)
dvg = λ

∫
M

f |u + h|2
]−2 (u + h) φdvg
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où 2] =
2n

n − 4
.

Définition 1.12 Soient (M, g) une variété riemannienne compacte à bord de dimension

n > 2k (k ∈ N), Al un (0, 2l)-tenseur régulier symétrique, h ∈ C∞ (M) et f ∈ L1
loc(M).

Alors u est dite solution faible de l’équation
∆k

gu +

k−1∑
l=0

(−1)l
∇ jl... j1

(
A(l)i1...il j1... jl∇

i1...ilu
)

= λ f |u + h|2
]−2 (u + h) dans M

u =
∂u
∂ν

= ... =
∂k−1u
∂νk−1 = 0 sur ∂M

si pour tout φ ∈ C∞ (M)

∫
M

〈
∆

k
2
g u,∆

k
2
gφ

〉
g

dvg +

k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lu,∇lφ

)
dvg = λ

∫
M

f |u + h|2
]−2 (u + h) φdvg

où 2] =
2n

n − 2k
.

La résolution des équations aux dérivées partielles par une méthode variationnelle

ne permet de trouver que des solutions faibles alors que très souvent on a besoin de

montrer que les solutions faibles sont des solutions régulières (ou classiques). Pour cela

on a besoin de rappeler quelques résultats de régularité des solutions faibles appliqués

aux problèmes elliptiques d’ordre quatre et d’ordre supérieur. Les preuves de ces résul-

tats sont essentiellement basées sur les techniques développées par Van Der Vorst [39]

et utilisées par Djadli-Hebey-Ledoux [14], Esposito-Robert [17] et Mazumdar [29].

Théorème 1.4 [33] Soient (M, g) une variété riemannienne compacte et a ∈ C∞ (M).

Soient A un (0, 2)-tenseur symétrique de classe C∞ sur M. Soit encore f ∈ C0,α (M)

avec α ∈ (0, 1). Si u ∈ H2
2 (M) est une solution faible de

∆2
gu − divg

(
A (∇u)#

)
+ au = f

alors u ∈ C4,α (M). En plus on a

‖u‖C4(M) ≤ C
(
‖ f ‖C0,α(M) + ‖u‖C0(M)

)
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où C = C (M, g,K) et

‖a‖Ck+1(M) + ‖A‖Ck+2(M) ≤ K.

Théorème 1.5 [29] Soient (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n

et soit k un entier positif tel que n > 2k. Soit encore f ∈ C0,θ (ΩM) où ΩM un domaine

régulier dans M, θ ∈ (0, 1). Si u ∈ H2
k,0 (ΩM) est une solution faible de

 ∆k
gu +

k−1∑
l=0

(−1)l
∇ jl... j1

(
A(l)i1...il j1... jl∇

i1...ilu
)

= f |u|2
]−2 u dans ΩM

Dα = 0 sur ∂ΩM pour |α| ≤ k − 1

alors u ∈ C2k,α (ΩM).

1.1.12 Théorème des multiplicateurs de Lagrange

Très souvent, trouver la solution d’une équation aux dérivées partielles revient à

minimiser une fonctionnelle sur un ensemble de contraintes. On rappellera le théorème

du multiplicateurs de Lagrange qui est un résultat très important dans ce contexte.

Théorème 1.6 [24] Soient E un espace de Banach, Ω un ouvert de E ; f : Ω → R

une fonction différentiable sur Ω et φ : Ω → Rn une application de classe C1 sur Ω

de composantes φ1, ..., φn. Étant donné a un point de Rn, on pose H = φ−1 (a) que l’on

suppose non vide ; si en un point x0 de H

f (x0) = min
x∈H

f (x) (1.4)

et si de plus Dφ (x0) ∈ L (E,Rn) est surjective, alors il existe des réels λ1, ..., λn pour

lesquels

D f (x0) = λ1Dφ1 (x0) + ... + λnDφn (x0) .

Cette relation est l’équation d’Euler-Lagrange associée au problème de minimisation

considéré par (1.4), les λi sont les coefficients de Lagrange .



Chapitre 2

Solutions nodales pour un problème de
type Paneitz-Branson

2.1 Introduction

Dans [26], Holcman a montré l’existence de solutions nodales d’un problème ellip-

tique contenant l’opérateur du Laplacien conforme. L’objectif de ce chapitre consiste à

faire une étude similaire pour montrer l’existence de solutions nodales d’un problème

elliptique du quatrième ordre contenant l’opérateur de type Paneitz-Branson. Plus pré-

cisément, soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n ≥ 5 à bord

∂M , ∅. On se donne A un tenseur régulier deux fois covariants et a ∈ C∞ (M), λ ∈ R

. Soient f ∈ C∞ (M), φ1 et φ2 ∈ C∞ (∂M). Nous montrons l’existence de solutions qui

changent de signes du problème de Dirichlet{
Pgu = λ f |u|2

]−2 u dans M
u = φ1, ∂νu = φ2 sur ∂M

(2.1)

où

Pg := ∆2
g − divg

(
A (∇.)#

)
+ a

est l’opérateur de type Paneitz-Branson et 2] =
2n

n − 4
est l’exposant critique de So-

bolev. L’origine de ce problème vient du problème de la Q-courbure prescrite qui a

intéressé de nombreux auteurs ces dernières années, [5], [8], [9], [10] [13], [11], [14],

[15],[16], [17], [12].

Le résultat principal de ce chapitre est dans le théorème suivant

23
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Théorème 2.1 Soit (M, g) une variété riemannienne à bord de dimension n ≥ 6, A

un (0, 2)-tenseur régulier, symétrique, a ∈ C∞ (M) et f une fonction positive de classe

C∞ sur M et x0 un point de l’intérieur de M avec f (x0) = max
◦

M

f . On suppose que

l’opérateur

Pg = ∆2
g − divg

(
A (∇.)#

)
+ a

est coercif et

8 (n − 1) TrgA (x0) + (n − 6) (n − 4) (n + 2)
∆ f (x0)
f (x0)

− 4
(
n2 − 2n − 4

)
Rg (x0) < 0.

Alors il existe un réel positif λ et une solution non triviale u = w + h ∈ H2
2 (M)∩C4 (M)

solution de l’équation (2.1)

où w minimise la fonctionnelle I définie sur H2
2,0 (M) par

I (w) =

∫
M

((
∆gw

)2
+ A

(
(∇w)# , (∇w)#

)
+ aw2

)
dvg

sous la contrainte
∫

M
f |w + h|2

]

dvg = γ, et h est l’unique solution de l’équation li-

néaire {
∆2

gh − divg

(
A (∇h)#

)
+ ah = 0 dans M

h = φ1, ∂νh = φ2 sur ∂M

où φ1, φ2 sont deux fonctions régulières sur ∂M.

Enfin, cette solution est nodale si la donnée au bord φ1 change de signe.

La démonstration du théorème 2.1 est constituée de plusieurs étapes :

1. Nous commençons par construire, en utilisant l’approche variationnelle dévelop-

pée par Yamabe [40], une suite de solutions minimisantes aux équations du type

(2.1) avec l’exposant sous-critique.

2. Nous étudions le comportement de cette suite lorsque l’exposant sous-critique

tend vers l’exposant critique ; plus précisément, nous montrons que cette suite

converge faiblement vers une solution de l’équation critique (2.1) quand l’expo-

sant sous-critique tend vers l’exposant critique.
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3. Ensuite, nous montrons que sous certaine condition géométrique, la solution de

l’équation critique n’est pas triviale.

4. Enfin, Nous utilisons des fonctions tests pour évaluer la condition géométrique.

2.2 Solutions sous-critiques

Dans ce paragraphe, nous montrons l’existence de solutions de l’équation sous-

critique associée à l’équation (2.1). Il s’agit de la famille d’équations

{
Pgu = λ f |u|q−2 u dans M
u = φ1, ∂νu = φ2 sur ∂M

(2.2)

où q ∈
(
2, 2]

)
est l’exposant sous-critique.

2.2.1 Extension des données au bord

Nous commençons par étendre les données au bord par l’unique fonction régulière

h définie sur tout M, par

{
Pgh = 0 dans M
h = φ1, ∂νh = φ2 sur ∂M . (2.3)

Lemme 2.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte à bord de dimension n ≥ 5.

On suppose que l’opérateur

Pg := ∆2
g − divg

(
A (∇.)#

)
+ a

est coercif. Alors il existe une unique solution h ∈ C4,α (M), α ∈ (0, 1), de l’équation

(2.3).

Preuve. Comme l’opérateur Pg est coercif et l’équation (2.3) est linéaire, alors on peut

appliquer le théorème de Lax-Milgram, pour assurer l’existence et l’unicité de h. Il suit

du résultat de régularité énoncé au théorème 1.4 que h ∈ C4,α (M) pour α ∈ (0, 1).
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Remarque 2.1 À partir du lemme précédent, on peut dire que la résolution de l’équa-

tion (2.1) est équivalente à la résolution de l’équation du type

{
Pgw = λ f |w + h|2

]−2 (w + h) dans M
w = ∂νw = 0 sur ∂M

. (2.4)

2.2.2 Construction des solutions sous-critiques

Sur une variété riemannienne compacte à bord de dimension n ≥ 5, on considère

1. Pour 2 < q < 2], le problème sous-critique associé à l’équation (2.4).

{
Pgw = λ f |w + h|q−2 (w + h) dans M
w = ∂νw = 0 sur ∂M

(2.5)

2. L’espace de Sobolev H2
2,0 (M) muni de la norme

‖u‖2H2
2,0(M) =

∥∥∥∆gu
∥∥∥2

2
+ ‖∇u‖22 + ‖u‖22

3. La fonctionnelle I associée à l’équation (2.5) définie sur l’espace H2
2,0 (M) par

I (w) =

∫
M

(
Pgw

)
wdvg =

∫
M

((
∆gw

)2
+ A

(
(∇w)# , (∇w)#

)
+ aw2

)
dvg. (2.6)

4. Le minimum
µγ,q := inf

w∈Hq

I (w)

oùHq est la contrainte

Hq =

{
w ∈ H2

2,0 (M) /
∫

M
f |w + h|q dvg = γ

}

avec γ qui vérifie la condition

∫
M

f |h|2
]

dvg < γ. (2.7)
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Nous commençons par montrer que la contrainteHq n’est pas vide.

Lemme 2.2 Sous la condition
∫

M
f |h|2

]

dvg < γ, la contrainteHq n’est pas vide.

Preuve. On pose

F (t) =

∫
M

f |tψ1 + h|q dvg

où ψ1 une fonction propre associée à la première valeur propre λ1 du bilaplacien ∆2
g

définie par  ∆2
gψ1 = λ1ψ1 dans M

ψ1 = ∂νψ1 = 0 sur ∂M
.

Il est clair que F est continue et qu’elle vérifie

F (0) =

∫
M

f |h|q dvg < γ

et

lim
t→+∞

F (t) = +∞.

Par conséquent, le théorème des valeurs intermédiaires montre qu’il existe un réel tq > 0

tel que

F
(
tq

)
=

∫
M

f
∣∣∣tqψ1 + h

∣∣∣q dvg = γ.

Ce qui prouve que la fonction tqψ1 ∈ Hq.

Montrons maintenant que le minimum µγ,q de la fonctionnelle I est atteint par une

fonction dansHq.

Proposition 2.1 Sous la condition γ >
∫

M
f |h|2

]

dvg et la coercivité de l’opérateur Pg,

il existe un réel λγ,q et une fonction wγ,q ∈ Hq, solution minimisante du problème (2.5).
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Preuve. Le minimum µγ,q est fini. En effet, comme le tenseur A est régulier, alors il

existe une constante C > 0 tel que pour tout u ∈ H2
2,0 (M)∣∣∣∣∣∫

M
A

(
(∇u)# , (∇u)#

)
dvg

∣∣∣∣∣ ≤ C
∫

M
|∇u|2 dvg. (2.8)

D’après une inégalité d’interpolation (Voir Aubin [2], page 93), pour chaque η > 0 il

existe C (η) > 0 tel que pour tout u ∈ H2
2,0 (M)

‖∇u‖22 ≤ η
∥∥∥∆gu

∥∥∥2

2
+ C (η) ‖u‖22 . (2.9)

En combinant (2.8) avec (2.9), on obtient∣∣∣∣∣∫
M

A
(
(∇u)# , (∇u)#

)
dvg

∣∣∣∣∣ ≤ C (η)
∥∥∥∆gu

∥∥∥2

2
+ C′ (η) ‖u‖22 . (2.10)

De cette dernière inégalité et de l’expression de I, on déduit que

I (u) =

∫
M

((
∆gw

)2
+ A

(
(∇w)# , (∇w)#

)
+ aw2

)
dvg

≥ (1 −C (η))
∥∥∥∆gu

∥∥∥2

2
−

(
C′ (η) + ‖a‖∞

)
‖u‖22 (2.11)

où ‖.‖∞ est la norme du supremum.

D’autre part, de l’inégalité de Hölder, pour tout u ∈ Hq, on a :

‖u‖22 ≤ ‖u + h‖22 + ‖h‖22

≤ Volg (M)1− 2
q ‖u + h‖

2
q
q + ‖h‖22

≤ Volg (M)1− 2
q

(
min

M
f
)− 2

q
γ

2
q + ‖h‖22 .

(2.12)

En combinant cette dernière inégalité avec (2.11), on obtient

I (u) ≥ (1 −C (η))
∥∥∥∆gu

∥∥∥2

2
−

(
C′ (η) + ‖a‖∞

) (
Volg (M)1− 2

q

(
min

M
f
)− 2

q
γ

2
q + ‖h‖22

)
On choisit η suffisamment petit, de sorte que 1 − C (η) = C1 > 0, on trouve ainsi que

pour toute fonction u ∈ Hq

I (u) ≥ C1

∥∥∥∆gu
∥∥∥2

2
+ C2 (2.13)
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où C2 est une constante.
Ce qui entraîne que µγ,q est fini.

Soit (wi) une suite minimisante de la fonctionnelle I surHq .i.e

lim
i

I (wi) = µγ,q

Par conséquent, pour i suffisamment grand on a

I (wi) ≤ µγ,q + 1

De cette dernière inégalité et de l’inégalité (2.13), on déduit que

∥∥∥∆gwi

∥∥∥2

2
≤

1
C1

(
µγ,q + 1 −C2

)
. (2.14)

En combinant cette dernière inégalité avec (2.9) et avec (2.12), on conclut que ‖∇wi‖
2
2

et ‖wi‖
2
2 sont bornées. Ce qui prouve que la suite (wi) est bornée dans H2

2,0 (M), qui est

un espace réflexif ; ce qui entraîne l’existence d’une fonction wγ,q ∈ H2
2,0 (M) et une

sous-suite (wi) encore notée (wi) telle que

(a) wi ⇀ wγ,q faiblement dans H2
2,0 (M)

(b) wi → wγ,q fortement dans H2
1 (M) et dans Ls (M) pour tout s < 2]

(c)
∥∥∥wγ,q

∥∥∥
H2

2,0
≤ lim

i
inf ‖wi‖H2

2,0

Par conséquent

I
(
wγ,q

)
=

∫
M

((
∆gwγ,q

)2
+ A

((
∇wγ,q

)#
,
(
∇wγ,q

)#
)

+ aw2
γ,q

)
dvg

≤ lim
i

inf
∥∥∥∆gwi

∥∥∥2

2
+ lim

i

∫
M

A
(
(∇wi)# , (∇wi)#

)
dvg + lim

i

∫
M

aw2
i dvg

= lim
i

I (wi) = µγ,q

Comme ∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q dvg = lim
i

∫
M

f |wi + h|q dvg = γ
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on récupère que

I
(
wγ,q

)
= µγ,q

Il s’ensuit du théorème des multiplicateurs de Lagrange qu’il existe un réel λγ,q tel que

pour tout ϕ ∈ H2
2,0 (M)

∫
M

(
〈∆gwγ,q,∆gϕ〉g + A

((
∇wγ,q

)#
, (∇ϕ)#

)
+ awγ,qϕ

)
dvg

= λγ,q

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
ϕdvg

D’où wγ,q est une solution faible de l’équation

 ∆2
gwγ,q − divA

(
∇wγ,q

)#
+ awγ,q = λγ,q f

∣∣∣wγ,q + h
∣∣∣q−2 (

wγ,q + h
)

dans M
wγ,q = ∂νwγ,q = 0 sur ∂M

(2.15)

La méthode de bootstrap employée par Yamabe [40] montre que wγ,q ∈ L∞ (M) et

d’après les théorèmes standards de régularité on déduit que wγ,q ∈ C4,α (M) pour un

certain α ∈ (0, 1).

2.3 Solutions critiques

Dans cette section, on étudie le comportement de la suite wγ,q lorsque q tend vers

l’exposant critique 2] =
2n

n − 4
. Plus précisément nous voulons montrer que la suite

minimisante wγ,q converge vers une solution non triviale de l’équation critique (2.4).

Proposition 2.2 Sous l’hypothèse
∫

M
f |h|2

]

dvg < γ, la suite des multiplicateurs de

Lagrange
(
λγ,q

)
est strictement positive et bornée lorsque q tend vers 2]. De plus la

suite
(
wγ,q

)
q

est bornée dans H2
2,0 (M).
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Preuve. En multipliant l’équation (2.15) par wγ,q et en intégrant sur M, on obtient

0 ≤ µγ,q =

∫
M

(
Pgwγ,q

)
wγ,qdvg

= λγ,q

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
wγ,qdvg

= λγ,q

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

) (
wγ,q + h − h

)
dvg

= λγ,q

(
γ −

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
hdvg

)
.

Comme l’inégalité stricte
∫

M
f |h|q dvg < γ reste vraie pour q plus proche de 2] et par

l’inégalité de Hölder on a

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
hdvg ≤ γ

1− 1
q

(∫
M

f |h|q dvg

) 1
q

< γ (2.16)

ce qui entraine que

λγ,q ≥ 0

De plus, on constate facilement que

λγ,q , 0

Pour le voir il suffit de remarquer que si λγ,q = 0, alors

wγ,q = 0

Or wγ,q ∈ Hq .i.e

γ =

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q dvg =

∫
M

f |h|q dvg

Ce qui contredit la condition ∫
M

f |h|2
]

dvg < γ.

D’où la suite
(
λγ,q

)
est strictement positive.
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Montrons maintenant que la suite
(
wγ,q

)
q

est bornée dans H2
2,0 (M). Pour cela, on

considère ψ1 une fonction propre du bilaplacien ∆2
g associée à la première valeur propre

λ1 telle que 
∆2

gψ1 = λ1ψ1 dans M

ψ1 = ∂νψ1 = 0 sur ∂M∫
M
ψ2

1dvg = 1

On pose

F (t, q) =

∫
M

f |tψ1 + h|q dvg

Comme nous l’avons vu dans la démonstration du lemme 2.2, il existe un réel tq tel que

la fonction tqψ1 ∈ Hq i.e.

F
(
tq, q

)
=

∫
M

f
∣∣∣tqψ1 + h

∣∣∣q dvg = γ.

D’autre part, on montre que
∂F
∂t

(
tq, q

)
, 0. Pour cela on raisonne par absurde. Suppo-

sons que

∂F
∂t

(
tq, q

)
= 0

Il est clair que

tq
∂F
∂t

(
tq, q

)
= tq

∫
M

f
∣∣∣tqψ1 + h

∣∣∣q−2 (
tqψ1 + h

)
ψ1dvg

=

∫
M

f
∣∣∣tqψ1 + h

∣∣∣q−2 (
tqψ1 + h

) (
tqψ1 + h − h

)
dvg

= γ −

∫
M

f
∣∣∣tqψ1 + h

∣∣∣q−2 (
tqψ1 + h

)
hdvg

D’où

γ =

∫
M

f
∣∣∣tqψ1 + h

∣∣∣q−2 (
tqψ1 + h

)
hdvg. (2.17)
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De l’inégalité de Hölder et la condition
∫

M
f |h|2

]

dvg < γ, on pourra déduire que

∫
M

f
∣∣∣tqψ1 + h

∣∣∣q−2 (
tqψ1 + h

)
hdvg ≤

(∫
M

f
∣∣∣tqψ1 + h

∣∣∣q dvg

)1− 1
q
(∫

M
f |h|q dvg

) 1
q

< γ.

Ce qui contredit (2.17). D’où
∂F
∂t

(
tq, q

)
, 0.

Le théorème des fonctions implicites assure alors la continuité de tq par rapport à q,

ce qui montre l’existence d’une constante C (γ) indépendante de q telle que

∫
M

(
Pgwγ,q

)
wγ,qdvg ≤ I

(
tqψ1

)
= t2

qI (ψ1) ≤ C (γ) . (2.18)

En outre d’après la coercivité de l’opérateur Pg et de cette dernière inégalité, la suite(
wγ,q

)
q

est bornée dans H2
2,0 (M) lorsque q tend vers 2].

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite de
(
wγ,q

)
q

encore noté
(
wγ,q

)
q
, telle

que

(a) wγ,q ⇀ w faiblement dans H2
2,0 (M) lorsque q→ 2]

(b) wγ,q → w fortement H2
1 (M) et Ls (M) pour tout s < 2] lorsque q→ 2]

(c) wγ,q → w presque partout sur M lorsque q→ 2].

Il nous reste à montrer que la suite des multiplicateurs de Lagrange
(
λγ,q

)
q

est bornée

lorsque q tend vers 2].

De l’inégalité (2.16), on peut écrire

γ −

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
hdvg ≥ γ − γ

1− 1
q

(∫
M

f |h|q dvg

) 1
q
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En combinant cette dernière inégalité avec l’inégalité (2.18), on obtient

0 < λγ,q =

∫
M

(
Pgwγ,q

)
wγ,qdvg∫

M
f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
wγ,qdvg

=

∫
M

(
Pgwγ,q

)
wγ,qdvg

γ −
∫

M
f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
hdvg

≤
I
(
tqψ1

)
γ − γ1− 1

q
(∫

M
f |h|q dvg

) 1
q

≤
t2
qI (ψ1)

γ − γ1− 1
q
(∫

M
f |h|q dvg

) 1
q

≤ C (γ, h) .

où C (γ, h) est une constante qui ne dépend pas de q.

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite de
(
λγ,q

)
q

encore noté
(
λγ,q

)
q

qui

converge vers un réel λ.

En passant à la limite dans l’équation (2.15), on obtient facilement que w est solu-

tion faible de l’équation critique (2.4).

De plus, les résultats de régularité obtenus par Esposito-Robert ([17] et Djadli-

Hebey-Ledoux [14] ( inspirés par le travail de Van Der Vorst [39]) restent valables pour

notre cas, cela signifie que wγ,q ∈ C4,α (M) pour un certain α ∈ (0, 1).

Remarque 2.2 – Si on pose u = w + h. Il est clair que si les données au bord

(φ1, φ2) . (0, 0), alors la fonction u . 0 est une solution non triviale de l’équation

 Pgu = λ f |u|2
]−2 u dans M

u = φ1 et ∂νu = φ2 sur ∂M
. (2.19)

– Si (φ1, φ2) ≡ (0, 0), alors h ≡ 0 i.e. u = w. Dans ce cas on veut savoir sous quelle

condition la fonction u = w va être solution non triviale de l’équation (2.19).

C’est l’objet de la proposition suivante.
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Proposition 2.3 Soit w la limite faible de la suite minimisante
(
wγ,q

)
q
. On pose µ =

lim
q
µγ,q. Si la condition suivante est vérifiée

K0 f (x0)
2
2]

µ

γ
2
2]

< 1 (2.20)

où f (x0) = max
M

f (x)

Alors w est une solution non triviale de l’équation (2.19).

Preuve. En utilisant l’inégalité de Hölder, on peut écrire que

γ
2
q =

(∫
M

f
∣∣∣wγ,q

∣∣∣q dvg

) 2
q

≤ f (x0)
2
q Volg (M)

2
q−

2
2]

(∫
M

∣∣∣wγ,q

∣∣∣2]) 2
2]

Par conséquent

γ
2
q f (x0)−

2
q Volg (M)

2
2]
− 2

q ≤

(∫
M

∣∣∣wγ,q

∣∣∣2]) 2
2]

En vertu du lemme 1.1, pour tout ε > 0, il existe Bε > 0 tel que

γ
2
q f (x0)−

2
q Volg (M)

2
2]
− 2

q

≤

(∫
M

∣∣∣wγ,q

∣∣∣2]) 2
2]

≤ (K0 + ε)
∥∥∥∆gwγ,q

∥∥∥2

2
+ Bε

∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

2

≤ (K0 + ε)
[
(1 + η̄)

∥∥∥∆gwγ,q

∥∥∥2

2
− η̄

∥∥∥∆gwγ,q

∥∥∥2

2

]
+ Bε

∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

2

où η̄ est une constante assez petite.

Or ∥∥∥∆gwγ,q

∥∥∥2

2
= µγ,q −

∫
M

(
A

((
∇wγ,q

)#
,
(
∇wγ,q

)#
)

+ aw2
γ,q

)
dvg
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Il s’ensuit que

γ
2
q f (x0)−

2
q Volg (M)

2
2]
− 2

q

≤ (K0 + ε)
{

(1 + η̄)
[
µγ,q −

∫
M

(
A

((
∇wγ,q

)#
,
(
∇wγ,q

)#
)

+ aw2
γ,q

)
dvg

]
−η̄

∥∥∥∆gwγ,q

∥∥∥2

2

}
+ Bε

∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

2
.

(2.21)

Comme le tenseur A est régulier, alors pour tout η > 0, il existe une constante C (η) > 0

telle que ∣∣∣∣∣∫
M

A
((
∇wγ,q

)#
,
(
∇wγ,q

)#
)

dvg

∣∣∣∣∣ ≤ η ∥∥∥∆gwγ,q

∥∥∥2

2
+ C (η)

∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

2
(2.22)

En combinant (2.21) et (2.22), on obtient immédiatement que

γ
2
q f (x0)−

2
q Volg (M)

2
2]
− 2

q − (K0 + ε) (1 + η̄) µγ,q

≤ (K0 + ε)
{
(1 + η̄)

[
η
∥∥∥∆gwγ,q

∥∥∥2

2
+ C (η)

∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

2
+ ‖a‖∞

∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

2

]
− η̄

∥∥∥∆gwγ,q

∥∥∥2

2

}
+Bε

∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

2
.

(2.23)

On prend η̄ =
η

1 − η
avec η > 0, par suite, l’inégalité (2.23) devient

γ
2
q f (x0)−

2
q Volg (M)

2
2]
− 2

q − (K0 + ε) (1 + η̄) µγ,q ≤ C (ε, η̄)
∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

2
. (2.24)

En passant à la limite dans (2.24), en choisissant ε, η̄ assez petites et compte tenue de

K0 f (x0)
2
2]

µ

γ
2
2]

< 1

on déduit finalement que

‖w‖22 ≥ C′ > 0

Ce qui montre que

w . 0.
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Remarque 2.3 Si les données au bord du problème (2.19) ne sont pas toutes nulles,

il n’y a pas d’obstruction à l’existence de solutions. Sinon, si les données sont toutes

nulles la solution peut ne pas exister, comme le montre la proposition suivante dans le

cas Euclidien.

Proposition 2.4 Soient Ω ⊂ Rn (n > 4) un domaine régulier, étoilé et borné et f une

fonction régulière sur Ω telle que (x.O f ) < 0. Alors le problème de Dirichlet

 4
2u = f |u|2

]−2 u dans Ω

u = |Ow| = 0 sur ∂Ω

n’admet que la solution triviale.

Preuve. En suivant les mêmes étapes de la preuve du théorème 7.27 page 250 dans

[19], nous obtenons l’identité de Pohozaev suivante

∫
∂Ω

(4u)2 (x.ν) dσ =
n − 4

n

∫
Ω

(x.O f ) |u|2
]

dx (2.25)

où ν désigne le champ de vecteur normal extérieur sur ∂Ω. Sans perte de généralité, on

pourra supposer que Ω est un domaine étoilé par rapport à l’origine 0 i.e. x.ν > 0 sur

∂Ω, on en déduit de l’égalité (2.25) que u ≡ 0.

2.4 Fonctions tests

L’objet de cette section est de montrer que sous les hypothèses du théorème 2.1,

la condition géométrique (2.20) de la proposition énoncée précédemment est vérifiée.

Pour cela on introduit les fonctions radiales définies sur une variété riemannienne (M, g)

compacte à bord de dimension n ≥ 6 définies comme suit

uε (r) =
η (r)(

r2 + ε2) n−4
2

où r = d (x0, x) est la distance géodésique au point x0 telle que r < d (d est le rayon

d’injectivité de la variété M) et η une fonction de classe C∞ égale à 1 sur B (x0, δ) et 0
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sur M − B (x0, 2δ) où B (x0, δ) est la boule géodésique de centre x0 et de rayon δ tel que

(2δ < d).

On veut évaluer les deux quantités
µε =

∫
M

((
∆guε

)2
+ A# (duε, duε) + au2

ε

)
dvg

γε =

∫
M

f |uε|2
]

dvg

pour montrer que le quotient

Qε = K0 f (x0)
2
2]
µε

γ
2
2]
ε

(2.26)

est plus petit que 1.

Pour faire les calculs, nous utilisons les résultats suivants (voir Aubin [1].

Soient (M, g) une variété riemannienne et
(
x1, ..., xn

)
un système de coordonnées

géodésiques centré en x0 ∈ M. Soit S (r) l’ensemble des points situés à une distance r

de x0 (r < d le rayon d’injectivité) posons :

G (r) =
1

ωn−1

∫
S (r)

√
|g|dΩ

où ωn−1 étant le volume de la sphère unité S n−1 (1) de dimension (n − 1), dΩ l’élément

de volume riemannien et |g| le déterminant de la métrique g.

Lemme 2.3 [1] Un développement limité de
√
|g| au voisinage de r = 0 est donné

√
|g| = 1 −

1
6

Ri jxix j + o
(
r2

)
. (2.27)

où Ri j les coordonnées de la courbure de Ricci.

Lemme 2.4 [1] Un développement limité de G (r) au voisinage de r = 0 est donné

G (r) = 1 −
R (x0)

6n
r2 + o

(
r2

)
. (2.28)

où R la courbure scalaire.
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Lemme 2.5 [1] Soient p, q deux réels positifs. Posons pour p − q > 1

Iq
p =

∫ ∞

0

tq

(1 + t)p dt

Alors

Iq
p+1 =

p − q − 1
p

Iq
p, Iq+1

p+1 =
q + 1

p − q − 1
Iq

p+1.

2.4.1 Développement limité de µε et γε pour n > 6

Nous commençons par écrire

µε =

∫
B(x0,δ)

((
∆guε

)2
+ A# (duε, duε) + au2

ε

)
dvg+

∫
B(x0,2δ)−B(x0,δ)

((
∆guε

)2
+ A# (duε, duε) + au2

ε

)
dvg

γε =

∫
B(x0,δ)

f |uε|2
]

dvg +

∫
B(x0,2δ)−B(x0,δ)

f |uε|2
]

dvg

Dans un premier temps, nous faisons le développement limité des différents termes

de µε sur la boule B (x0, δ). Pour cela nous reprenons les calculs qui sont utilisés dans

[11] et [17].

Pour le calcul de ∫
B(x0,δ)

(
∆guε

)2
dvg (2.29)

on rappelle d’abord l’expression radiale du laplacien

−∆guε (r) = u′′ε (r) + u′ε (r)
(
n − 1

r
+
∂

∂r
log

√
|g|

)

= (4 − n)

 nε2 + 2r2(
ε2 + r2) n

2
+

r(
ε2 + r2) n−2

2

∂

∂r
log

√
|g|
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Alors

∫
B(x0,δ)

(
∆guε

)2
dvg

=

∫ δ

0

(
∆guε

)2
rn−1

(∫
S (r)

√
|g|dΩ

)
dr

= ωn−1 (n − 4)2
∫ δ

0

 nε2 + 2r2(
ε2 + r2) n

2
+

r(
ε2 + r2) n−2

2

∂

∂r
log

√
|g|

2

rn−1
(
1 −

R (x0)
6n

r2 + o
(
r2

))
dr

= ωn−1 (n − 4)2
∫ δ

0


(
nε2 + 2r2

)2
rn−1(

ε2 + r2)n +
rn+1(

ε2 + r2)n−2

(
∂

∂r
log

√
|g|

)2

+
2rn

(
nε2 + 2r2

)
(
ε2 + r2)n−1

∂

∂r
log

√
|g|

×
(
1 −

R (x0)
6n

r2 + o
(
r2

))
dr

(2.30)

En faisant le changement de variable
(
r = ε

√
t =⇒ dr =

ε

2
√

t
dt

)
, pour la première in-

tégrale dans (2.30), on obtient

∫ δ

0

(nε2+2r2)2
rn−1

(ε2+r2)n

(
1 − R(x0)

6n r2 + o
(
r2

))
dr

=
1

2εn−4


∫ ( δε )

2

0

t
(n−2)

2 (n+2t)2

(1+t)n dt −
R (x0)

6n
ε2

∫ ( δε )
2

0

t
n
2 (n+2t)2

(1+t)n dt + o
(
ε2

)
=

1
2εn−4

{
n2I

n
2−1
n + 4nI

n
2
n + 4I

n
2 +1
n

−
R (x0)

6n
ε2

(
n2I

n
2
n + 4nI

n
2 +1
n + 4I

n
2 +2
n

)
+ o

(
ε2

)}

Comme

I
n
2
n =

n
n − 2

I
n
2−1
n , I

n
2 +1
n =

n (n + 2)
(n − 2) (n − 4)

I
n
2−1
n , et I

n
2 +2
n =

n (n + 2) (n + 4)
(n − 2) (n − 4) (n − 6)

I
n
2−1
n



41 2.4. Fonctions tests

par suite

∫ δ

0

(nε2+2r2)2
rn−1

(ε2+r2)n

(
1 − R(x0)

6n r2 + o
(
r2

))

=
1

2εn−4 I
n
2−1
n

n (n + 2) (n − 2)
n − 4

−
R (x0)

(
n2 + 4

)
6 (n − 6)

ε2 + o
(
ε2

) .

Pour la deuxième intégrale dans (2.30), rappelons que

∂

∂r
log

√
|g| = −

R (x0)
3n

r + o
(
r2

)

ce qui donne

∫ δ

0

rn+1(
ε2 + r2)n−2

(
∂

∂r
log

√
|g|

)2 (
1 −

R (x0)
6n

r2 + o
(
r2

))
dr

=

∫ δ

0

rn+1
(
−

R(x0)
3n r + o

(
r2

))2(
ε2 + r2)n−2

(
1 −

R (x0)
6n

r2 + o
(
r2

))
dr

=

(
−

R (x0)
3n

)2 ∫ δ

0

rn+3(
ε2 + r2)n−2

(
1 + o

(
r2

))
dr

=
1

2εn−8

R (x0)2

9n2

∫ ( δε )
2

0

t
n
2 +1

(1 + t)n−2

(
1 + o

(
ε2

))
dt

=
1

2εn−8

R (x0)2

9n2

{
I

n
2 +1

n−2 + o
(
ε2

)}
= =

1
εn−4 o

(
ε2

)
.
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Pour la dernière intégrale dans (2.30) nous obtenons

∫ δ

0

2rn
(
nε2 + 2r2

)
(
ε2 + r2)n−1

∂

∂r
log

√
|g|

(
1 −

R (x0)
6n

r2 + o
(
r2

))
dr

=

∫ δ

0

2rn
(
nε2 + 2r2

)
(
ε2 + r2)n−1

(
−

R (x0)
3n

r + o
(
r2

)) (
1 −

R (x0)
6n

r2 + o
(
r2

))
dr

=

(
−2R (x0)

3n

) ∫ δ

0

rn+1
(
nε2 + 2r2

)
(
ε2 + r2)n−1

(
1 + o

(
r2

))
dr

=
1

2εn−6

(
−2R (x0)

3n

) 
∫ ( δε )

2

0

t
n
2 (n + 2t)
(1 + t)n−1 dt + o

(
ε2

)
= −

R (x0)
3nεn−6

{
nI

n
2
n−1 + 2I

n
2 +1
n−1 + o

(
ε2

)}

Comme

I
n
2
n−1 =

2n (n − 1)
(n − 2) (n − 4)

I
n
2−1
n et I

n
2 +1
n−1 =

2n (n − 1) (n + 2)
(n − 2) (n − 4) (n − 6)

I
n
2−1
n

par suite ∫ δ

0

2rn
(
nε2 + 2r2

)
(
ε2 + r2)n−1

∂

∂r
log

√
|g|

(
1 −

R (x0)
6n

r2 + o
(
r2

))
dr

= −
R (x0)
3nεn−4 I

n
2−1
n

{
2n (n − 1) (n − 2)

(n − 4) (n − 6)
ε2 + o

(
ε2

)}

En regroupant les différents termes de (2.30), pour n > 6, nous obtenons

∫
B(x0,δ)

(
∆guε

)2
dvg =

(n − 4)ωn−1I
n
2−1
n

2εn−4

n
(
n2 − 4

)
−

n
(
n2 + 4n − 20

)
6 (n − 6)

R (x0) ε2 + o
(
ε2

) .

(2.31)
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Calculons maintenant le développement limité du second terme de µε|B(x0,δ)

∫
B(x0,δ)

A# (duε, duε) dvg =

∫ δ

0

rn−1
(
∂uε
∂r

)2 (∫
S (r)

Ai j (x0) xix j
√
|g|dΩ

) dr

=

∫ δ

0

rn−1
(
∂uε
∂r

)2 (∫
S (r)

(
Ai j (x0) xix j + o

(
r2

))
dΩ

) dr

=
ωn−1TrgA (x0)

n
(n − 2)2

∫ δ

0

rn+1(
r2 + ε2)n−2 dr

=
ωn−1TrgA (x0)

2nεn−6
(n − 2)2


∫ ( δε )

2

0

t
n
2

(1 + t)n−2 dt + o
(
ε2

)
=
ωn−1TrgA (x0)

2nεn−6
(n − 2)2

{
I

n
2
n−2 + o

(
ε2

)}
.

où TrgA est la trace de A. En coordonnées locales on a

TrgA = gi jAi j = gi jAi j

Comme

I
n
2
n−2 =

4n (n − 1)
(n − 4) (n − 6)

I
n
2−1
n

ce qui donne pour n > 6

∫
B(x0,δ)

A# (duε, duε) dvg =
(n − 4)ωn−1I

n
2−1
n

2εn−4

{
4 (n − 1)

n − 6
TrgA (x0) ε2 + o

(
ε2

)}
. (2.32)
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Pour le troisième terme de µε|B(x0,δ)∫
B(x0,δ)

au2
εdvg

=

∫ δ

0
u2
εr

n−1
(∫

S (r)
a
√
|g|dΩ

)
dr

= ωn−1

∫ δ

0

rn−1(
r2 + ε2)n−4

{
a (x0) −

(
∆a (x0)

2n
+

a (x0)
6n

R (x0)
)

r2 + o
(
r2

)}
dr

=
ωn−1

2εn−8

a (x0)
∫ ( δε )

2

0

t
n
2

(t + 1)n−4 dt −
∫ ( δε )

2

0

t
n
2 +1

(t+1)n−4 dt
(

∆a(x0)
2n +

a (x0)
6n

R (x0)
)
ε2 + o

(
ε2

)
=

ωn−1

2εn−8

{
a (x0) I

n
2

n−4 −

(
∆a (x0)

2n
+

a (x0)
6n

R (x0)
)

I
n
2 +1

n−4 ε
2 + o

(
ε2

)}
ce qui donne ∫

B(x0,δ)
au2

εdvg =
1
εn−4 o

(
ε2

)
. (2.33)

En regroupant les relations (2.31), (2.32) et (2.33), on obtient finalement

µε|B(x0,δ)

=

∫
B(x0,δ)

((
∆guε

)2
+ A# (duε, duε) + au2

ε

)
dvg

=
n (n − 4)

(
n2 − 4

)
ωn

2nεn−4 ×1 +
1

n
(
n2 − 4

)
(n − 6)

4TrgA (x0) (n − 1) −
n
(
n2 + 4n − 20

)
6

R (x0)

 ε2 + o
(
ε2

)
où

ωn = 2n−1I
n
2−1
n ωn−1.

Il nous reste à calculer l’intégrale µε|B(x0,2δ)−B(x0,δ)

On peut vérifier facilement que toutes les intégrales de µε|B(x0,2δ)−B(x0,δ), sont de la

forme (
C1 + C2ε

2
) ∣∣∣∣∣∣∣
∫ ( 2δ

ε )2

( δε )
2

tq

(1 + t)p dt

∣∣∣∣∣∣∣
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elles sont majorées par (
C1 + C2ε

2
)

p − q − 1

(
ε

δ

)2(p−q−1)

qui ne perturbent pas nos développements limités pour n > 6.

Par conséquent le développement limité de µε pour n > 6, est le suivant

µε

=
n (n − 4)

(
n2 − 4

)
ωn

2nεn−4 ×

1 +
1

n
(
n2 − 4

)
(n − 6)

4TrgA (x0) (n − 1) −
n
(
n2 + 4n − 20

)
6

R (x0)

 ε2 + o
(
ε2

) .

(2.34)

Calculons maintenant le développement de γε|B(x0,δ), on a

γε|B(x0,δ) =

∫
B(x0,δ)

f |uε|2
]

dvg

=

∫ δ

0
u2]
ε rn−1

(∫
S (r)

f
√
|g|dΩ

)
dr

= ωn−1

∫ δ

0

rn−1(
r2 + ε2)n

(
f (x0) −

(
∆ f (x0)

2n
+

f (x0)
6n

R (x0)
)

r2 + o
(
r2

))
dr

=
ωn−1

2εn

 f (x0)
∫ ( δε )

2

0

t
n
2−1

(t + 1)n dt −
(

∆ f (x0)
2n +

f (x0)
6n

R (x0)
) ∫ ( δε )

2

0

t
n
2

(t+1)n dt + o
(
ε2

)
=
ωn−1

2εn

{
I

n
2−1
n f (x0) − I

n
2
n

(
∆ f (x0)

2n +
f (x0)
6n

R (x0)
)
ε2 + o

(
ε2

)}
.

Or

I
n
2
n =

n
(n − 2)

I
n
2−1
n et ωn = 2n−1I

n
2−1
n ωn−1
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ce qui donne pour n > 6

γε|B(x0,δ) =
f (x0)ωn

2nεn

{
1 −

1
6 (n − 2)

(
R (x0) +

3∆ f (x0)
f (x0)

)
ε2 + o

(
ε2

)}
.

Il nous reste à calculer l’intégrale γε|B(x0,2δ)−B(x0,δ). Rappelons que les intégrales de

γε|B(x0,2δ)−B(x0,δ) sont de type

(
C1 + C2ε

2
) ∣∣∣∣∣∣∣
∫ ( 2δ

ε )2

( δε )
2

tq

(1 + t)p dt

∣∣∣∣∣∣∣
et sont majorées par (

C1 + C2ε
2
)

p − q − 1

(
ε

δ

)2(p−q−1)

qui ne perturbent pas nos développements limités pour n > 6.

Par conséquent le développoment limité de γε pour n > 6 est donné par

γε =
f (x0)ωn

2nεn

{
1 −

1
6 (n − 2)

(
R (x0) +

3∆ f (x0)
f (x0)

)
ε2 + o

(
ε2

)}
. (2.35)

2.4.2 Développement limité de Qε pour n > 6

Déterminons maintenant le développement limité du quotient Qε pour n > 6 où

Qε = K0 f (x0)
2
2]
µε

γ
2
2]
ε

Pour cela on a besoin du développement limité du dénominateur de Qε. De l’égalité

(2.35) on aura

γ
2
2]
ε =

f (x0)ωn

2nεn

{
1 −

1
6 (n − 2)

(
R (x0) +

3∆ f (x0)
f (x0)

)
ε2 + o

(
ε2

)}

=
( f (x0))

2
2] ω

2
2]
n

2n−4εn−4

{
1 −

1
6 (n − 2)

(
R (x0) +

3∆ f (x0)
f (x0)

)
ε2 + o

(
ε2

)} n−4
n

=
( f (x0))

2
2] ω

2
2]
n

2n−4εn−4

{
1 −

(n − 4)
6n (n − 2)

(
R (x0) +

3∆ f (x0)
f (x0)

)
ε2 + o

(
ε2

)}
.
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par suite

1

γ
2
2]
ε

=
( f (x0))−

2
2] ω

− 2
2]

n

24−nε4−n

{
1 +

(n − 4)
6n (n − 2)

(
R (x0) +

3∆ f (x0)
f (x0)

)
ε2 + o

(
ε2

)}
. (2.36)

En vertu de l’expression de Qε et les deux égalités (2.34), (2.36) et comme

1
K0

=
n (n − 4)

(
n2 − 4

)
ω

4
n
n

16

le développement limite de Qε pour n > 6 est donné par

Qε

= K0 f (x0)
2
2]
µε

γ
2
2]
ε

=

{
1 + 1

2n(n2−4)(n−6)
×

(
(n + 2) (n − 4) (n − 6) ∆ f (x0)

f (x0) + 8 (n − 1) TrgA (x0) − 4
(
n2 − 2n − 4

)
R (x0)

)
ε2 + o

(
ε2

)}
Il est clair que si

(n + 2) (n − 4) (n − 6)
∆ f (x0)
f (x0)

+ 8 (n − 1) TrgA (x0) − 4
(
n2 − 2n − 4

)
R (x0) < 0

alors le quotient Qε est plus petit que 1.

2.4.3 Développement limité de µε et γε pour n = 6

Dans ce cas particulier, le développement limité de γε est donné par la formule

(2.35), donc il nous reste à calculer le développement de µε. Nous reprenons les calculs

utilisés dans ([17] et [3]).

Nous commençons par les développements des différents termes de µε|B(x0,δ). De l’éga-

lité (2.30) on obtient facilement que∫
B(x0,δ)

(
∆guε

)2
dvg =

(n − 4)2 ωn−1

2εn−4

{
A + B + o

(
ε2

)}
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avec

A =
n
(
n2 − 4

)
n − 4

I
n
2−1
n −

R
6n
ε2

n2I
n
2
n + 4nI

n
2 +1
n + 4

∫ ( δε )
2

0

t
n
2 +2

(1 + t)n dt


B = −

2R
3n
ε2

nI
n
2
n−1 + 2

∫ ( δε )
2

0

t
n
2 +1

(1 + t)n−1 dt


Comme n = 6 et si on fait le changement de variable

y = 1 + t

on pourra déduire immédiatement que

∫ ( δε )
2

0

t
n
2 +2

(1 + t)n dt ∼ log
1
ε2 et

∫ ( δε )
2

0

t
n
2 +1

(1 + t)n−1 dt ∼ log
1
ε2

par suite

A =
n
(
n2 − 4

)
n − 4

I
n
2−1
n −

2R
3n
ε2 log

1
ε2

B = −
4R
3n
ε2 log

1
ε2

ce qui donne

∫
B(x0,δ)

(
∆guε

)2
dvg =

(n − 4)2 ωn−1

2εn−4

n
(
n2 − 4

)
n − 4

I
n
2−1
n −

2
n

R (x0) ε2 ln
1
ε2 + o

(
ε2

)
(2.37)

Pour le second terme de µε|B(x0,δ) on a

∫
B(x0,δ)

A# (duε, duε) dvg ==
ωn−1TrgA (x0)

2nεn−6
(n − 2)2


∫ ( δε )

2

0

t
n
2

(1 + t)n−2 dt + o
(
ε2

)
on fait le changement de variable

y = 1 + t
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ce qui permet d’écrire ∫ ( δε )
2

0

t
n
2

(1 + t)n−2 dt ∼ log
1
ε2

par conséquent

∫
B(x0,δ)

A# (duε, duε) dvg =
(n − 4)2 ωn−1

2εn−4

(
TrgA (x0)

n
ε2 ln

1
ε2 + o

(
ε2

))
(2.38)

Le développement du troisième terme de µε|B(x0,δ) est identique au cas n ≥ 6 .i.e

∫
B(x0,δ)

au2
εdvg =

1
εn−4 O(ε4) (2.39)

En regroupant les égalités (2.37), (2.38) et (2.39), nous trouvons que

µε|B(x0,δ)

=

∫
B(x0 ,δ)

((
∆guε

)2
+ A# (duε, duε) + au2

ε

)
dvg

=
n (n − 4)

(
n2 − 4

)
ωn

2nεn−4

1 +
n − 4(

n2 − 4
)

I
n
2−1
n

(
TrgA (x0) − 2R (x0)

)
ε2 ln

1
ε2 + o

(
ε2

)
avec

ωn = 2n−1I
n
2−1
n ωn−1

Les intégrales dans µε|B(x0,2δ)−B(x0,δ), sont de la forme

(
C1 + C2ε

2
) ∣∣∣∣∣∣∣
∫ ( 2δ

ε )2

( δε )
2

tq

(1 + t)p dt

∣∣∣∣∣∣∣
elles sont majorées par (

C1 + C2ε
2
)

p − q − 1

(
ε

δ

)2(p−q−1)
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qui ne perturbent pas nos développements limités pour n = 6.

Par conséquent

µε =
n (n − 4)

(
n2 − 4

)
ωn

2nεn−4 ×1 +
n − 4(

n2 − 4
)

I
n
2−1
n

(
TrgA (x0) − 2R (x0)

)
ε2 ln

1
ε2 + o

(
ε2

) (2.40)

2.4.4 Développement limité de Qε pour n = 6

En regroupant les deux formules (2.36) et (2.40), dans l’expression de Qε, on trouve

finalement le développement limité du quotient Qε pour n = 6

Qε = K0 f (x0)
2
2]
µε

γ
2
2]
ε

= K0

n (n − 4)
(
n2 − 4

)
ωn

24

1 +
n − 4(

n2 − 4
)

I
n
2−1
n

(
TrgA (x0) − 2R (x0)

)
ε2 ln

1
ε2 + o

(
ε2

)
=

1 +
n − 4(

n2 − 4
)

I
n
2−1
n

(
TrgA (x0) − 2R (x0)

)
ε2 ln

1
ε2 + o

(
ε2

)
où dans la dernière égalité on a utilisé le fait que

1
K0

=
n (n − 4)

(
n2 − 4

)
ω

4
n
n

16
.

Il est clair que si

TrgA (x0) < 2R (x0)

alors
Qε < 1.



Chapitre 3

Solutions nodales pour un problème de
type GJMS

3.1 Introduction

L’objectif de ce dernier chapitre consiste à généraliser le résultat obtenu au deuxième

chapitre, concernant l’existence de solutions nodales d’un problème du quatrième ordre

de type Paneitz-Branson, à un problème polyharmonique de type GJMS. Plus préci-

sément, on considère (M, g) une variété riemannienne compacte à bord ∂M , ∅ de

dimension n > 2k où k est un entier positif. On se donne A(l) un champ de tenseur

2l-fois covariants sur M pour tout l ∈ {0, 1, ..., k − 1} et λ un paramètre réel. Soient

f une fonction régulière positive sur M et φ1,..., φk ∈ C∞ (∂M). On s’intéresse tout

particulièrement au problème elliptique de Dirichlet du 2k-ème ordre

 Pn,k
g u = λ f |u|2

]−2 u dans M

u = φ1,
∂u
∂ν

= φ2,...et
∂k−1u
∂νk−1 = φk sur ∂M

(3.1)

où

Pn,k
g = ∆k

g +

k−1∑
l=0

(−1)l
∇ jl... j1

(
A(l)i1...il j1... jl∇

i1...il
)

est l’opérateur de type GJMS.

Comme le problème de type paneitz-Branson, cette équation a la particularité de

contenir l’exposant critique de Sobolev 2] =
2n

n − 2k
.

51



Chapitre 3. Solutions nodales pour un problème de type GJMS 52

Le problème d’existence de solutions pour les équations polyharmoniques avec

l’exposant critique a été étudié par plusieurs auteurs, nous citons brièvement quelques

résultats.
Dans [31] Pucci-Serrin ont considéré le problème suivant

{
(−∆)k u = |u|k∗−2 u + λu
u ∈ Hk

0 (Ω) , λ > 0

où k∗ =
2n

n − 2k
et Ω est un domaine étoilé borné dans Rn.

Il ont montré que ce problème n’admet que la solution triviale u ≡ 0 pour λ < 0.

Dans [23] Grunau a montré l’existence de solutions positives d’un problème poly-

harmonique semi linéaire de type :

{
(−∆)k u = λu + us−1 dans B
Dαu = 0, |α| ≤ k − 1 sur ∂B

où, k ∈ N, B est la boule unité de Rn, n > 2k, λ ∈ R et s =
2n

n − 2k
l’exposant critique.

Dans [20] Ge a obtenu un résultat d’existence de solutions positives d’un problème

polyharmonique semi linéaire avec des conditions au bord de Navier.

Dans [21] Ge-Wei-Zhou ont montré l’existence de solutions pour un problème po-

lyharmonique à terme perturbatif sous critique de la forme suivante

{
(−∆)k u = |u|s−2 u + f (x, u) dans Ω

u = Du = ... = Dk−1u = 0 sur ∂Ω

où Ω est un domaine borné régulier dans Rn, s =
2n

n − 2k
est l’exposant critique de

Sobolev et f (x, u) est un terme perturbatif sous critique.

Dans [29] Mazumdar a utilisé des méthodes topologiques, pour obtenir un résultat

d’existence de solutions d’un problème polyharmonique contenant l’exposant critique

de Sobolev sur les variétés riemanniennes compactes.

Pour plus de détails sur les problèmes polyharmonique, nous référons le lecteur à

[19].

Le résultat principal de ce chapitre est énoncé dans le théorème suivant.
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Théorème 3.1 Soient (M, g) une variété riemannienne compacte à bord de dimension

n > 2k (k ∈ N∗), A(l) un (0, 2l)-tenseur sur M pour tout l ∈ {0, 1, ..., k − 1}. Soit f une

fonction régulière positive sur M et x0 un point de l’intérieur de M avec f (x0) = max
M̊

f .

On suppose que l’opérateur

Pn,k
g = ∆k

g +

k−1∑
l=0

(−1)l
∇ jl... j1

(
A(l)i1...il j1... jl∇

i1...il
)

est coercif. Sous la condition

inf
u∈H2

k (M)−{0}

∫
M

(
∆

k
2
g u

)2
dvg +

k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lu,∇lu

)
dvg(∫

M
f |u|2

]

dvg

) 2
2]

<
1

( f (x0))
2
2] K0 (n, k)

Alors il existe un réel positif λ et une solution non triviale u = w+h ∈ H2
k (M)∩C2k (M)

de l’équation (3.1)

où w minimise la fonctionnelle I définie sur H2
k,0 (M) par

I (w) =

∫
M

(
∆

k
2
g w

)2
dvg +

k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lw,∇lw

)
dvg

sous la contrainte
∫

M
f |w + h|2

]

dvg = γ tel que h est l’unique solution de l’équation

linéaire 
Pn,k

g h = 0 dans M

h = φ1,
∂h
∂ν

= φ2, ...et
∂k−1h
∂νk−1 = φk sur ∂M

.

De plus, cette solution est nodale si la donnée au bord φ1 change de signe.

La démonstration de ce théorème consiste à suivre étapes :

1. Dans un premier temps, nous construisons une suite de solutions minimisantes

aux équations du type (3.1) avec exposant sous-critique.
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2. Ensuite nous montrons que cette suite converge vers une solution de l’équation

critique (3.1), quand l’exposant sous-critique tend vers l’exposant critique.

3. Dans la dernière étape, nous montrons que sous certaine condition géométrique,

la solution de l’équation critique (3.1) n’est pas triviale.

3.2 Solutions sous-critiques

Nous allons montrer l’existence de solutions de l’équation sous-critique associée à

l’équation (3.1). On s’intéresse à la famille d’équations


Pn,k

g u = λ f |u|q−2 u dans M

u = φ1,
∂u
∂ν

= φ2,...et
∂k−1u
∂νk−1 = φk sur ∂M

(3.2)

où q ∈
(
2, 2]

)
est un exposant sous-critique.

3.2.1 Extension des données au bord

Nous commençons par étendre les données au bord par l’unique fonction régulière

h qui vérifie sur toute M, l’équation linéaire


Pn,k

g h = 0 dans M

h = φ1,
∂h
∂ν

= φ2, ...et
∂k−1h
∂νk−1 = φk sur ∂M

. (3.3)

Lemme 3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte à bord de dimension n >

2k (k ∈ N). On suppose que l’opérateur

Pn,k
g := ∆k

g +

k−1∑
l=0

(−1)l
∇ jl... j1

(
A(l)i1...il j1... jl∇

i1...il
)

est coercif. Alors il existe une unique solution h ∈ C2k,α (M), α ∈ (0, 1), de l’équation

(3.3).



55 3.2. Solutions sous-critiques

Preuve. Comme l’opérateur Pn,k
g est coercif, alors le théorème de Lax-Milgram assure

l’existence et l’unicité de h. On obtient avec le résultat de régularité énoncé au théorème

1.5 que h ∈ C2k,α (M) pour α ∈ (0, 1).

Le lemme précédent, nous permet de transformer l’équation (3.1) à l’équation sui-
vante  Pn,k

g w = λ f |w + h|2
]−2 (w + h) dans M

w =
∂w
∂ν

= ... =
∂k−1w
∂νk−1 = 0 sur ∂M

. (3.4)

3.2.2 Construction des solutions sous-critiques

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte à bord de dimension n > 2k (k ∈ N)

sur laquelle on considère l’équation sous-critique ci-dessous associée à l’équation (3.4)
Pn,k

g w = λ f |w + h|q−2 (w + h) dans M

w =
∂w
∂ν

= ... =
∂k−1w
∂νk−1 = 0 sur ∂M

(3.5)

où q ∈
(
2, 2]

)
est un exposant sous-critique.

Rappelons que H2
k,0 (M) est l’espace de Sobolev muni de la norme équivalente ( voir

Robert [34])

‖u‖2H2
k,0(M) =

k∑
i=0

∥∥∥∥∆ i
2
g u

∥∥∥∥2

2
=

k∑
i=0

∫
M

(
∆

i
2
g u

)2
dvg

où

∆
i
2
g u =

 ∆m
g u si i = 2m pair

∇∆m
g u si i = 2m + 1 impair

.

La fonctionnelle I associée à l’équation (3.5) est définie sur l’espace H2
k,0 (M) par

I (w) =

∫
M

(
Pn,k

g w
)

wdvg = I (w) =

∫
M

(
∆

k
2
g w

)2
dvg +

k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lw,∇lw

)
dvg. (3.6)

Le minimum de I est donné par

µγ,q := inf
w∈Hq

I (w)
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oùHq est la contrainte telle que

Hq =

{
w ∈ H2

k,0 (M) /
∫

M
f |w + h|q dvg = γ

}
avec γ qui vérifie la condition ∫

M
f |h|2

]

dvg < γ. (3.7)

Dans un premier temps, nous montrons que la contrainteHq est non vide.

Lemme 3.2 Sous la condition
∫

M
f |h|2

]

dvg < γ, la contrainteHq n’est pas vide.

Preuve. Comme dans le lemme (2.2), posons

F (t) =

∫
M

f |tψ1 + h|q dvg

où ψ1 est une fonction propre associée à la première valeur propre λ1 du ∆k
g définie par

∆k
gψ1 = λ1ψ1 dans M

ψ1 =
∂

∂ν
ψ1 = ...

∂k−1

∂νk−1ψ1 = 0 sur ∂M
.

La fonction F est continue et elle vérifie pour q proche de 2]

F (0) =

∫
M

f |h|q dvg < γ

et
lim

t→+∞
F (t) = +∞.

Par conséquent, le théorème des valeurs intermédiaires montre qu’il existe un réel tγ,q >

0 tel que

F
(
tγ,q

)
=

∫
M

f
∣∣∣tγ,qψ1 + h

∣∣∣q dvg = γ.

Ce qui prouve que

tγ,qψ1 ∈ Hq

d’oùHq , ∅.
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Proposition 3.1 Sous la condition γ >

∫
M

f |h|2
]

dvg et la coercivité de l’opérateur

Pn,k
g , il existe un réel λγ,q et une fonction wγ,q ∈ Hq, solution minimisante du problème

(3.5).

Preuve. Comme l’opérateur Pn,k
g est coercif, alors il existe une constante C > 0 tel que

pour tout u ∈ H2
k,0 (M)

I (u) =

∫
M

(
Pn,k

g u
)

udvg > C ‖u‖H2
k,0

. (3.8)

Par conséquent le minimum µγ,q est fini.

Considérons (wi) une suite minimisante pour la fonctionnelle I surHq .i.e

lim
i

I (wi) = µγ,q

Par définition de µγ,q, on peut écrire pour i suffisamment grand

I (wi) ≤ 1 + µγ,q

En utilisant l’inégalité (3.8) pour i suffisamment grand, on obtient

‖wi‖H2
k,0(M) ≤

1
C

(
µγ,q + 1

)
. (3.9)

Ce qui montre que la suite (wi) est bornée dans H2
k,0 (M) qui est un espace réflexif. Ce

qui entraîne l’existence d’une fonction wγ,q ∈ H2
k,0 (M) et une sous-suite (wi) encore

notée (wi) telle que

(a) wi ⇀ wγ,q faiblement dans H2
k,0 (M)

(b) wi → wγ,q fortement dans H2
k−1,0 (M) et dans Ls (M) pour tout s < 2]

(c)
∥∥∥wγ,q

∥∥∥
H2

k,0
≤ lim

i
inf ‖wi‖H2

k,0
.
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Par conséquent

I
(
wγ,q

)
=

∫
M

(
∆

k
2 wγ,q

)2
dvg +

k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lwγ,q,∇

lwγ,q

)
dvg

≤ lim
i

inf
∥∥∥∥∆ k

2 wi

∥∥∥∥2

2
+ lim

i

k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lwi,∇

lwi

)
dvg

= lim
i

I (wi) = µγ,q.

Comme ∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q dvg = lim
i

∫
M

f |wi + h|q dvg = γ

On récupère que

I
(
wγ,q

)
= µγ,q

En écrivant l’équation d’Euler-Lagrange pour la fonction wγ,q on déduit qu’il existe un

réel λγ,q tel que pour tout ϕ ∈ H2
k,0 (M)

∫
M
〈∆

k
2
g wγ,q,∆

k
2
gϕ〉gdvg +

k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lwγ,q,∇

lϕ
)

dvg

= λγ,q

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
ϕdvg

D’où wγ,q est une solution faible de l’équation


∆k

gwγ,q +

k−1∑
l=0

(−1)l
∇ jl... j1

(
A(l)i1...il j1... jl∇

i1...ilwγ,q

)
= λγ,q f

∣∣∣wγ,q + h
∣∣∣q−2 (

wγ,q + h
)

in M

wγ,q =
∂

∂ν
wγ,q = ... =

∂k−1

∂νk−1 wγ,q = 0 on ∂M

.

(3.10)

En utilisant la méthode de bootstrap [40], on montre que wγ,q ∈ C2k,α (M) pour un

certain α ∈ (0, 1).
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3.3 Solutions critiques et conditions géométriques

On s’intéresse maintenant au comportement de la suite wγ,q lorsque q tend vers

l’exposant critique 2] =
2n

n − 2k
.

Proposition 3.2 Sous l’hypothèse
∫

M
f |h|2

]

dvg < γ, la suite des multiplicateurs de

Lagrange
(
λγ,q

)
est strictement positive et bornée lorsque q tend vers 2]. De plus la

suite
(
wγ,q

)
q

est bornée dans H2
k,0 (M).

Preuve. En multipliant l’équation (3.10) par wγ,q et en intégrant sur M, on obtient

0 ≤ µγ,q =

∫
M

(
Pn,k

g wγ,q

)
wγ,qdvg

= λγ,q

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
wγ,qdvg

= λγ,q

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

) (
wγ,q + h − h

)
dvg

= λγ,q

(
γ −

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
hdvg

)
.

Comme l’inégalité stricte
∫

M
f |h|q dvg < γ reste vraie pour q plus proche de 2], l’in-

égalité de Hölder montre que

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
hdvg ≤ γ

1− 1
q

(∫
M

f |h|q dvg

) 1
q

< γ (3.11)

Ce qui entraine que

λγ,q ≥ 0

Montrons que

λγ,q , 0
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On raisonne par absurde. Supposons que λγ,q = 0,

wγ,q = 0

Or wγ,q ∈ Hq .i.e

γ =

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q dvg =

∫
M

f |h|q dvg

Ce qui contredit la condition ∫
M

f |h|2
]

dvg < γ.

Nous allons montrer maintenant que la suite
(
wγ,q

)
q

est bornée dans H2
k,0 (M). Pour cela,

on considère ψ1 une fonction propre du ∆k
g associée à la première valeur propre λ1 telle

que 

∆k
gψ1 = λ1ψ1 dans M

ψ1 =
∂

∂ν
ψ1 = ...

∂k−1

∂νk−1ψ1 = 0 sur ∂M∫
M
ψ2

1dvg = 1

On pose

F (t, q) =

∫
M

f |tψ1 + h|q dvg

CommeHq est non vide, il existe un réel tγ,q telle que la fonction tγ,qψ1 ∈ Hq i.e.

F
(
tγ,q, q

)
=

∫
M

f
∣∣∣tγ,qψ1 + h

∣∣∣q dvg = γ.

On montre par absurde que
∂F
∂t

(
tγ,q, q

)
, 0. Supposons que

∂F
∂t

(
tγ,q, q

)
= 0
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Il est évident que

tγ,q
∂F
∂t

(
tγ,q, q

)
= qtγ,q

∫
M

f
∣∣∣tγ,qψ1 + h

∣∣∣q−2 (
tγ,qψ1 + h

)
ψ1dvg

= q
∫

M
f
∣∣∣tγ,qψ1 + h

∣∣∣q−2 (
tγ,qψ1 + h

) (
tγ,qψ1 + h − h

)
dvg

= q
(
γ −

∫
M

f
∣∣∣tγ,qψ1 + h

∣∣∣q−2 (
tγ,qψ1 + h

)
hdvg

)
= 0

D’où

γ =

∫
M

f
∣∣∣tγ,qψ1 + h

∣∣∣q−2 (
tγ,qψ1 + h

)
hdvg. (3.12)

D’après l’inégalité de Hölder et le fait que la condition
∫

M
f |h|2

]

dvg < γ reste vraie

pour q proche de 2], on déduit que

∫
M

f
∣∣∣tγ,qψ1 + h

∣∣∣q−2 (
tγ,qψ1 + h

)
hdvg ≤

(∫
M

f
∣∣∣tγ,qψ1 + h

∣∣∣q dvg

)1− 1
q
(∫

M
f |h|q dvg

) 1
q

< γ.

Ce qui contredit (3.12). D’où

∂F
∂t

(
tγ,q, q

)
, 0.

Par conséquent le théorème des fonctions implicites montre que la fonction tγ,q est

continue par rapport à q. ce qui montre l’existence d’une constante C (γ) indépendante

de q telle que

∫
M

(
Pn,k

g wγ,q

)
wγ,qdvg ≤ I

(
tγ,qψ1

)
= t2

γ,qI (ψ1) ≤ C (γ) . (3.13)

En outre d’après la coercivité de l’opérateur Pn,k
g et cette dernière inégalité,la suite(

wγ,q

)
q

est bornée dans H2
k,0 (M).

Comme l’espace H2
k,0 (M) est réflexif, on peut alors extraire une sous-suite de

(
wγ,q

)
q
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encore noté
(
wγ,q

)
q
, telle que

(a) wγ,q ⇀ w faiblement dans H2
k,0 (M) lorsque q→ 2]

(b) wγ,q → w fortement dans H2
k−1 (M) et Ls (M) pour tout s < 2] lorsque q→ 2]

(c) wγ,q → w presque partout sur M lorsque q→ 2].

Il nous reste à montrer que la suite des multiplicateurs de Lagrange
(
λγ,q

)
q

est bornée

lorsque q tend vers 2].

De l’inégalité (3.11), on a

γ −

∫
M

f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
hdvg ≥ γ − γ

1− 1
q

(∫
M

f |h|q dvg

) 1
q

En combinant cette dernière inégalité avec l’inégalité (3.13) et par définition de λγ,q, on

obtient

0 < λγ,q =

∫
M

(
Pn,k

g wγ,q

)
wγ,qdvg∫

M
f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
wγ,qdvg

=

∫
M

(
Pn,k

g wγ,q

)
wγ,qdvg

γ −
∫

M
f
∣∣∣wγ,q + h

∣∣∣q−2 (
wγ,q + h

)
hdvg

≤
I
(
tγ,qψ1

)
γ − γ1− 1

q
(∫

M
f |h|q dvg

) 1
q

≤
t2
γ,qI (ψ1)

γ − γ1− 1
q
(∫

M
f |h|q dvg

) 1
q

≤ C (γ, h) .

où C (γ, h) est une constante qui ne dépend pas de q.
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Ce qui montre l’existence d’une sous-suite de
(
λγ,q

)
q

encore noté
(
λγ,q

)
q

converge

vers un réel λ.
En passant à la limite dans l’équation (3.10), on déduit facilement que w est une

solution faible de l’équation (3.4).

De plus, les résultats de régularité obtenus par Mazumdar [29] restent valables pour

notre problème, ce qui prouve que wγ,q ∈ C2k,α (M) pour un certain α ∈ (0, 1).

Remarque 3.1 – Si on pose u = w + h. Il est clair que si les données au bord

(φ1,...,φk−1) . (0,...,0), alors la fonction u . 0 est une solution non triviale de

l’équation 
Pn,k

g u = λ f |u|2
]−2 u dans M

u = φ1,
∂u
∂ν

= φ2,...et
∂k−1u
∂νk−1 = φk sur ∂M

. (3.14)

– Si (φ1,...,φk−1) ≡ (0,...,0), alors h ≡ 0 i.e. u = w. Dans ce cas on veut savoir sous

quelle condition la fonction u = w va être solution non triviale de l’équation

(3.14).

Proposition 3.3 Soit w la limite faible de la suite minimisante
(
wγ,q

)
q
. On pose

µ = lim
q
µγ,q

Si la condition suivante est vérifiée

µ <
γ

2
2]

f (x0)
2
2] K0 (n, k)

(3.15)

où f (x0) = max
M

f (x)

Alors w est une solution non triviale de l’équation (3.14).

Preuve. On raisonne par absurde. Supposons que w ≡ 0. Il est clair que la suite
(
wγ,q

)
q

converge faiblement vers 0 dans l’espace H2
k,0 (M) et fortement dans l’espace H2

k−1,0 (M)

d’après l’inclusion compacte de H2
k,0 (M) dans H2

k−1,0 (M).
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En utilisant l’inégalité de Hölder, nous obtenons

γ
2
q =

(∫
M

f
∣∣∣wγ,q

∣∣∣q dvg

) 2
q

≤ f (x0)
2
q Volg (M)

2
q−

2
2]

(∫
M

∣∣∣wγ,q

∣∣∣2]) 2
2]

Par conséquent

γ
2
q f (x0)−

2
q Volg (M)

2
2]
− 2

q ≤

(∫
M

∣∣∣wγ,q

∣∣∣2]) 2
2]

D’après le lemme 1.2, pour tout ε > 0, il existe Bε > 0 tel que

γ
2
q f (x0)−

2
q Volg (M)

2
2]
− 2

q ≤

(∫
M

∣∣∣wγ,q

∣∣∣2]) 2
2]

≤

(
(K0 (n, k) + ε)

∥∥∥∥∆ k
2 wγ,q

∥∥∥∥2

2
+ Bε

∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

H2
k−1

)
Or ∥∥∥∥∆ k

2 wγ,q

∥∥∥∥2

2
= µγ,q −

k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lwγ,q,∇

lwγ,q

)
dvg

Il s’ensuit que

γ
2
q f (x0)−

2
q Volg (M)

2
2]
− 2

q

≤

(K0 (n, k) + ε)

µγ,q − k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lwγ,q,∇

lwγ,q

)
dvg

 + Bε

∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

H2
k−1


(3.16)

Comme le tenseur Al est régulier pour tout l ∈ {0, ..., k − 1}, alors il existe une constante

C qui ne dépend que de Al telle que

∣∣∣∣∣∣∣
k−1∑
l=0

∫
M

Al

(
∇lwγ,q,∇

lwγ,q

)
dvg

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C
∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

H2
k−1

Par conséquent l’inégalité (3.16) devient

γ
2
q f (x0)−

2
q Volg (M)

2
2]
− 2

q

≤

{
(K0 (n, k) + ε) µγ,q + (Bε + C (K0 (n, k) + ε))

∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

H2
k−1

} (3.17)
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En passant à la limite dans (3.17) et en choisissant ε assez petit et en utilisant le fait que

∥∥∥wγ,q

∥∥∥2

H2
k−1

= o (1)

Volg (M)
2
2]
− 2

q = 1 + o (1)

on conclut que

µ >
γ

2
2]

( f (x0))
2
2]

K0(n,k)

Ce qui contredit la condition (3.15)

D’où w . 0.
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Abstract
The aim of this thesis is to study two problems arising from conformal geometry.
Firstly, we are interested in the existence of nodal solutions for fourth order elliptic
equations involving the Paneitz-Branson type operator on a compact Riemannian
manifold with boundary of dimension n > 5.
For the second one, we are interested in the existence of nodal solutions for elliptic
equations involving the GJMS type operator on a compact Riemannian manifold
with boundary of dimension n > 2k where k ∈ N?.
The two problems have the peculiarity of containing the critical Sobolev exponent,
which leads us to use the variational approach developed by H. Yamabe
Keywords: Paneitz-Branson type operator, GJMS type operator, nodal solutions,
critical Sobolev exponent, compact Riemannian manifolds with boundary.

Résumé
Dans cette thèse nous étudions deux problèmes de Dirichlet issus de la géomtrie
conforme.
Dans un premier temps, on s’intresse à l’existence de solutions nodales d’un
problème elliptique d’ordre quatre de type Paneitz-Branson sur une variété
Riemannienne compacte à bord de dimension n > 5.
Pour le second problème, nous étudions sur une variété Riemannienne compacte à
bord de dimension n > 2k où k ∈ N?; l’existence de solutions nodales d’un
problème contenant l’opérateur pohyarmonique de type GJMS.
Les deux problèmes ont la particularité de contenir l’exposant critique de Sobolev;
ce qui nous conduit à utiliser l’approche variationnelle développée par H. Yamabe.
Mots clés: Opérateur de type Paneitz-Branson, opérateur de type GJMS, solutions
nodales, exposant critique de Sobolev, variétés Riemanniennes compactes bord.
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