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Introduction

Etant donné (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3.
Yamabe a posé la question suivante

Existe-t-il une métrique g conforme® & g telle que la courbure scalaire Scaly soit
constante ?

Pour répondre a cette question, Yamabe remarqua que les deux courbures sca-

laires Scal, et Scal; sont liées par I’équation suivante

nt2 4(n - 1)

Scalg.un—2 = mAg(u) + Scal,.u (0.0.1)

ol Ay est 'opérateur de Laplace-Beltrami.
Ainsi d’apreés cette relation, le probléme de Yamabe évoqué ci-dessus est équi-

valent a la résolution de I’équation
Ay (u) + mScalg.u = A\un-2 Vu e C*(M),u>0avecA € R. (0.0.2)
La résolution du probleme de Yamabe a donné naissance a toute une théorie avec

beaucoup de ramifications, & titre d’exemple, nous citons deux apercus :

1. Le premier apercgu vient de la géométrie conforme.

Commencons par 'opérateur Laplacien conforme L, c’est un opérateur diffeé-

rentiel de deuxiéme ordre qui s’écrit

Ly(u) == Ay(u) + %Scalg.u pour u € C*(M)

1. Bien entendu, une métrique § conforme a g, signifie qu’il existe u € C*°(M); u > 0 telle que
4

g = un—Zg.



et qui est conformément covariant dans le sens : si § désigne une métrique
conforme a ¢ : qui est telle que g = goﬁg (p € C®°(M); ¢ >0) alors

n+2

Ly(u.p) = ¢n=2Lg(u) Yu € C*°(M).

Il se trouve que cet opérateur n’est pas le seul opérateur qui jouit de cette
propriété de la covariance conforme, en fait ; en 1983 Paneitz dans [19] introduit
pour la premiére fois dans les variétés Riemanniennes compactes de dimension
4 un opérateur P; d’ordre 4 qui est aussi conformément covariant ; pour u €

C*(M) cet opérateur est donné par la formule suivante

g

P(u) = AX(u) — div (gScalg.g — 2Ricg) du

ou Ricy est la courbure de Ricci associé a g.

En généralisant cet opérateur pour les variétés de dimensions supérieures,
Branson dans [6] fait apparaitre une quantité géométrique @, dite la Q-

courbure ; qui est intimement liée & cet opérateur, en fait pour n > 5

Qg = - Py (1) (0.0.3)

n—4 9

ou P est 'opérateur de Paneitz-Branson agissant sur C*(M) et donné par

—4
P (u) = A2(u) — divy (anScaly.g + by Ricy) du + HTQZU

avec

_ 9)2

) S
2(n—1)(n—2) 2—n

Ap —

: ) . - 4
L’opérateur de Paneitz-Branson P est conformément covariant, si g = pn-1g

alors pour tout u dans C*(M)
Py (u.p) = pn=1 P (u).

Ainsi, en généralisant ces opérateurs aux opérateurs conformément covariants
de tout ordre, Graham-Jenne-Mason-Sparling [9] prouvent par construction,

I'existence d'une famille d’opérateurs P, connus sous le nom d’opérateurs

GJMS.



Dans une variété Riemannienne compacte (M, g) de dimension n, I'opérateur

GJMS d’ordre 2k < n est donné par
P, = AI; +l.ot

ol [.o.t désigne un terme d’ordre inférieur a 2k.

- _a_ Y . )
Pour n > 2k, si g = p»—2kg est une métrique conforme a g, alors 'opérateur

GJMS se transforme suivant la regle

n+2k

Py(u.p) = on=2c PI'(u) Vu € C?*(M).

avec la propriété :

ol Q4 est la QQ-courbure associée a P,.

Par analogie avec le probléme de Yamabe; Mazumdar annongait dans son
article [16], que dans une variété Riemannienne compacte (M, g), il existe

toujours une métrique g conforme a g et a ()-courbure constante.

Plus précisément, si pour zo € M, nous notons la sphére de dimension n — 1

plongée dans M, par

Suu(iy)2) = {x € M: dy(z, 20) = %zg}

ou ¢, désigne le rayon d’injectivité de M. Le théoréme de Mazumdar s’énonce

Théoréme 0.0.1. (Théoreme 1 de [16] ) Etant donnés (M,g) une variété
Riemannienne compacte de dimension n, supposons que l'opérateur P, d’ordre

2k < n est coercif et posséde une fonction de Green positive.

Si la sphére S, (i4/2) nest pas contractible dans M \ {zo}. Alors il existe

€ € ]0, %‘”[ tel que le probléeme suivant

Py(u) = |u|*2u  dans M.,
D% =0 sur OM,, et pour |a| <k —1

(0.0.4)

admet une solution positive et de classe C**(M,), ot M, = M \ B, ().



2. Le deuxiéme apercu est fourni par la théorie de la relativité générale.

Nous serons trés bref sur ce sujet, le lecteur intéressé pourra consulter Y.

Choquet-Bruhat [23] ainsi qu’aux références qui y sont contenues.

Considérons pour commencer un espace-temps qui est modelé d’aprés cette
théorie par une variété Lorentzienne (V,7) de dimension n + 1. Par souci de
simplicité, supposons que cette variété est munie d’une structure de variété
produit (i.e) V=R x M o M est une variété Riemannienne compacte de
dimension n.

L’un des problémes majeurs dans la relativité générale est le probléme de
Cauchy qui : consiste & munir la variété M d’une métrique g de sorte que
(M, g) soit une hypersurface de type espace dans (V,7) avec g, K la premiére
et la deuxiéme forme fondamentale (respectivement) de M.

Si nous supposons que dans un systéme de coordonnées local (¢, z1, ..., z,) *la

métrique 7 s’écrit sous la forme
n=—N2%dt @ dt + §i;d0" @ df’

ou N est une fonction qui dépend du temps et {d&l, e d@"} la base dual a la

el el
base {3_:131’ ey E}

Alors dans la variété (V,n), 'équation d’Einstein s’écrit
. 1
Ric;j = iScaln.mj + 87 GT;;

avec Ric;; et n;; désignent les composantes de la courbure de Ricci et la mé-
trique n dans le systéme de coordonnés locales; Scal, la courbure scalaire, G
la constante gravitationnelle de Newton et 7;; le tenseur énergie-impulsion de

la matiére.

I se trouve d’aprés la théorie du champ scalaire, que le tenseur 7;; dépend de

la métrique n et d’'un champ scalaire ¥ : V' — R, a savoir

o 00 _

1
T. = - 210 n..
5= D7, (2|w|n+ )m]

2. t représente le temps, x1, ..., x, les coordonnées spatiales.

7



ou €2 est un potentiel

Dans la formulation du probléme de Cauchy; les physiciens furent amenés
a déduire qu’il existe des contraintes pour le choix de ces données initiales
(9, K,v,7) (ou 7 est donné par la formule (0.0.6) ), ces contraintes sont for-
mulées dans I’équation d’Einstein mentionnée plus haut ; ensuite ils ont déduit
que cette équation se décompose en deux systémes ; le premier est un systéeme

d’équations d’évolution qui admet une solution en temps fini sur M.

Le deuxiéme systéeme qui nous intéresse dans cette introduction est donné par
Scaly + (trK)” = |K|2+ 72 + [V4|2 + 20 (0.0.5)
ou K est le second forme fondamentale de la sous-variété M dans V', et

r=N (aa_f - ﬁjg_i) avec 7' € R (0.06)

Beaucoup plus, ils ont remarqué que ce systéme est sous-déterminé dans le
sens o, il contient plus d’inconnus que les équations; pour surmonter cette
difficulté un bon moyen est de fixer un certain nombre d’inconnus afin de

rendre ce systéme déterminé.

Pour cela et dans l'esprit de Yamabe ; Lichnerowicz pensait a fixer la classe
conforme de la métrique Riemannienne g et chercher une métrique g conforme
ag(ie) g= gpﬁg avec p € C®(M) et ¢ > 0; remarquant que les cour-

bures scalaires Scal, et Scalj vérifient I'équation (0.0.1), il abouti a I’équation

suivante
. A
Ay(p) +D.p = B.o* 7 + EEs (0.0.7)
ol
n—2 2n
D=——"_{(Scal, — |Vy|?): 2* =
4(n—1)(cag VL) n—2
et

n—2 n—1
B=—"_(40- 2
4(n—1)< n p)

avec p la courbure moyenne de M dans l'espace-temps V et A une fonction

non négative.



Beaucoup de Mathématiciens ont contribué a prouver 'existence de solution pour
cette équation, citons par exemple Y. Choquet-Bruhat, J. Isenberg, D. Pollack [24]
par la méthode de sur et sous-solution, E. Hebey, F. Pacard, D. Pollack [12] et Q.A.
Ngo, X. Xu [18] par la méthode variationnel; en ce qui concerne les résultats de
multiplicité voir B. Premoselli[20] et L. Ma, J. Wei [25].

Pour faire un lien avec ce que nous avons dit plus haut, au sujet des opérateurs
conformes, citons le travail de A. Maalaoui [15] qui a considéré une équation de
méme type que I'équation (0.0.7), mais de 4°¢ ordre, en remplacant la courbure
scalaire Scg dans (0.0.5) par la Q-courbure donnée par (0.0.3).

En fait, il a considéré le probléme suivant

Pr(u) = B (z) u¥~1 + Azl
g( ) ( ) ; w2+ (008)
u >

ou P} est I'opérateur de Paneitz-Branson et o = %. En appliquant la méthode
variationnelle , il arrive a déterminer des conditions assurant ’existence de solution
pour ce probléme.

Dans l'esprit de E. Hebey et ces collaborateurs [12], on s’intéresse dans ce travail

au probléme suivant

u) = B (z)u?1 + A&l 4 C(f)
o) =B ) . whe (0.0.9)
u >

ot P, est 'opérateur GJMS d’ordre 2k avec 2k < n; 2° = % et 14+28>p>1.

Nous établissons dans un premier temps, un résultat d’existence

Théoréme 0.0.2. (Théoréme 1 de [3]) Soit (M, g) une variété Riemannienne com-
pacte de dimension n > 2k, A >0, B> 0, C > 0 des fonctions de classe C*°(M).
Supposons de plus que l'opérateur P, est coercif et posséde une fonction de Green

positive. S’il existe une constante C(n,p, k) > 0 qui ne dépend que n,p, k telle que

2+of
loll* [ Alx) S
2 ), o dvy < C (n,p, k) | SmaxB(z) (0.0.10)
et p+1
o]~ / C(x) Py
< . .
p—1 ), i@ C (n,p, k) | SmaxB(z) (0.0.11)

9



pour une fonction ¢ > 0. Alors I’équation (0.0.9) admet une solution positive et de

classe C*(M).

puis; a l'aide du Lemme d’Ekeland on obtient un résultat de multiplicité, plus
n—2%k
4k

précisément en posant ty = (W) et a =
reM

L et choisissant 6 de sort
(2(n—k)) 2

que %a < 0% < a; nous aurons le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.3. (Théoréme 2 de [3]) Soit (M, g) une variété Riemannienne com-
pacte de dimension n > 2k, A >0, B> 0, C > 0 des fonctions de classe C*°(M).
Supposons de plus que l'opérateur P, est coercif et posséde une fonction de Green

positive. S’il existe une constante C(n,p, k) > 0 qui ne dépend que n,p, k telle que

24 of
el [ Alx) 22
S dvy, < C(n,p, k) S%%(B(QZ) (0.0.12)
et o
p—1 C oY
Il | / 16961) dvy, < C(n,p, k) (SmaﬁcB(x)) o (0.0.13)
p—= M P e
pour une fonction ¢ > 0 sur M. Si de plus, les conditions suivantes sont vérifiées
2 242!
1 k 2—28
5 /\/A(x)dvg > GSE (S’I&EJL\};B@)) (0.0.14)
2 p+1
1 2t pi1 1 k 2—2F
o1 /\/C(:U)dvg >(2—a) 2 (aS)# ™ S%%B(a:) (0.0.15)
avec 1 < p < 28+ 1 (tres proche de 2% + 1) ot 2% = n%gk
et pour k > 2
1
a; < Ax) < <1 — ﬁ) s
ot
kSt 2 k0% 512
T AGY T 2 [V, (M)
et
1
o <C(z) < (1 — ﬁ) Co
ol

(p— Dk [(@S)(2 — a)] 7
4n [Vy(M)P

Alors Uéquation (0.0.9) admet une deuziéme solution.

(p— 1)kSF 21gp—1

et cop = 3
2n [Vy(M)]

cl =

10



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Les outils analytiques

1.1.1 Les espaces de Sobolev et ces théorémes d’inclusion

Définition 1.1.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, p > 1 un

nombre réel, k et r sont deux entiers naturels.

1. L’espace de Sobolev HY (M) est le complété de I'espace
{feC>=(M), |V'fleLP(M),V0<I<k}
pour la norme

k
1l = DI Sl
1=0

2. C™P(M) est I'espace de Holder des fonctions C™ dont la r — éme dérivée ap-

partient a

P (M) = {f € CU00), s = Il + sup P) 1@ +oo}

avec 5 € [0,1].

CY1(M) est Pensemble des fonctions lipschitziennes.

L’espace HZ(M) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire suivant
k
(o )z =D V',V o) Y, fo € HY(M)
1=0

11



ouVli=0,..k
(V1 o) = [ (V' F9'12) oy
M

La norme correspondante au produit scalaire sur HZ(M) est équivalente a la norme

I-[]2,5-

1.1.2 Inclusions de Sobolev

Théoréme 1.1.1. (Théoréme d’inclusion de Sobolev)

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n

i) Sik etl deux entiers (k >1>0), p et q deux réels (p > q > 1) qui vérifient

alors H (M) est inclus dans H] (M) et linclusion H}(M) C H (M) est conti-
nue.

ii) SireN et @ > % alors Uinclusion H} (M) C C"(M) est continue.

iii) Si w > % alors Uinclusion H} (M) C C™P(M) est continue avec 3 € |0, 1[;

dans tous les cas H}(M) ne dépend pas de la métrique g.

Une preuve détaillé est donnée dans le livre de E.Hebey [11].
Kondrakov a montré que les inclusions de Sobolev sont compactes dans les cas

suivants :

Théoréme 1.1.2. (Théoréme de Rellich-Kondrakov)
Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n; k un entier

naturel, p et q deux nombres réels qui vérifient 1 > % > é — % > 0 alors
1. linclusion H{ (M) C LP(M) est compacte
2. Uinclusion Hi(M) C C*(M) est compacte si k — o > % avec 0 < o < 1

Théoréme 1.1.3. Soit (M,g) une variété Riemannienne compacte de dimension

n>>5,q>1 réel, et m < k deux entiers

n

1. Si é > E=m o glors HY (M) C HP, (M) pour tout p > 1 tel que 1 > % — kem

12



2. 8-> % — ’“_Tm, alors l'inclusion est compacte.

D =

3. Pour 2! = 22 Uinclusion de Hf (M) dans L2 (M) cesse d’étre compacte.

2 = ngk est dit exposant critique de Sobolev. Ainsi ; d’aprés la derniére assertion
on définit la constante S comme étant la plus petite constante telle que Vu € HE (M)

I'inégalité suivante est vérifiée
] t
lull3: < S.J|ull? (1.1.1)

Théoréme 1.1.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n > 1. Soient p > 1 et 0 < m < k deux entiers tels que n > p(k —m). Alors

HY (M) C HE(M) ot 5 = b

%} — =, De plus linclusion est continue. En d’autres

termes pour tout u € Hy (M) il ewiste une constante C' > 0 telle que [Jufl e <

Cllul .

Théoréme 1.1.5. Soit (M,g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n > 1. Soient p > 1 et 0 < m < k deuz entiers tels que n = p(k — m). Alors
HY (M) C H%(M) pour tout ¢ > 1. De plus l'inclusion est continue. En d’autres

termes pour tout q > 1 il existe une constante C'(q) > 0 telle que pour tout u €

H (M), we Hj (M) et |Ju]l s < C(q) lull g
Etant donné a € (0,1), on dit que u € C%* (M) s'il existe C' > 0 tel que

u(z) —u(y)| < Cdy (x,y)

pour tous z, y € M, ou d, désigne la distance géodésique.
L’espace C%* (M) muni de la norme ||u|lcoa = |Jull, + sup, ,eu %_Z)(Ei)‘ est
T#Y g

un espace de Banach.

Théoréme 1.1.6. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n > 1. Soient p > 1 et un entier k > 1 tels que pk > n. Alors HY (M) C C%*(M)
pour tout o € (0,1) avec a < k — %. De plus l'inclusion est continue et il existe

C (@) > 0 tel que pour tout uw € HY (M), u € C**(M) et [ull coaary < C (@) Hu||H£

13



Théoréme des espaces de Banach

Théoréme 1.1.7. Un espace de Banach E est réflexif si et seulement si sa boule

unité fermée est faiblement compacte.

Puisque les espaces de Sobolev sont réflexifs, on utilisera ce théoréme comme
suit : Si (u;);eny est une suite de fonctions bornée dans un espace de Sobolev (par
exemple H?(M))alors on peut extraire une sous suite (ug,)ieny qui converge faible-

ment vers une certaine fonction u dans HZ(M) et nous avons de plus
Jullz < lim in gl
Un autre théoréme qui est clé dans les méthodes variationnelles

Théoréme 1.1.8. Soit p € ]1,+00[ et (u;)ien une suite bornée dans LP(M) qui
converge presque partout vers u, alors uw € LP(M) et (u;) converge faiblement vers u

dans LP(M).

1.1.3 Inégalité de Sobolev

La continuité de inclusion H2(M) c L¥ (M) nous donne l'existence de deux

constantes A et B telles que Yu € Hf (M)

k 2
HuHianA/M(A;u) dvy + Bllullf, (1.1.2)

Ainsi dans U'esprit du programme AB initié par Aubin et continué par Hebey, Druet

et d’autre ; nous définissons la premiére meilleure constante comme étant
A(M) :=inf {A € R; 3B € R tel que l'inégalité (1.1.2) soit vérifiée} .

Il se trouve que la constante A(M) dépend seulement de k et la dimension n de
la variété M. Plus présisement ; si on suppose que D®?2 (R") soit I'espace complété

k
de C'°(M) pour la norme HAju ol

2

k AT (u) sik =2m
Ag (u) = )
VAT (u) sik =2m+1

14



et nous déffinissons

! = inf fRn (ASU)Z o

K k: m k,2 n 2
(Ko (n,k)) eDR2(Rm)\{0} (fRn uf? dx)%

comme étant la meilleure constante dans l'inclusion continue de D*? (R") dans
L¥(R™), alors Mazumdar dans [16] a trouvé une version plus générale pour les
inégalités de Sobolev dans le cas des opérateurs GJMS. Une telle inégalité fait ’objet

du théoréme suivant :

Théoréme 1.1.9. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension

n > 2k. Pour tout € > 0 1l existe une constante B. € R telle que :

k 2
Vue HEOL) s Jully < (Ko (nk)+2) [ (8fu) dotg) + Bulully,

M

f_ _2n
avec 28 = = et

3=

k—1

1:[ (n +2j) %

Ko(n,k):w_g( g )

ou I' est la fonction de Gamma d’Fuler.

1.1.4 Solutions faibles

On précise la notion de solution faible, celle-ci fait intervenir les opérateurs GJMS
qui sont la partie principale de notre équation.

On suit les notes de Fréderic Robert [22] (Proposition 1).

Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte, A¢)(g) un tenseur symétrique

de type (0,20) et de classe C*°(M). On considére 'opérateur GJMS suivant

k—1
Pg A +Z le 7 (l)(g)h---izjl---jzv“m”)
=0

ici les indices sont sommeés suivant 1’isomorphisme musical. Plus précisément VI €

{0, ...k — 1}, Ay (g) est symétrique dans le sens suivant :
Ap(g) (X,Y) =Ap(g) (Y, X); VX,Y deux tenseurs de type (0,1)
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Définition 1.1.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n; A, B et C des fonctions réelles positives de classe C* sur M ; on dit que u €

H? (M) est une solution faible de I'équation

Afz)  C(2)
u2ﬁ+1+ Uup

Py(u) = B (z)u® ! + (1.1.3)

ot P, est Popérateur GIMS d’ordre 2k (avec n > 2k), 2* = n%’;k et l<p<2t41;

[enwa = [ (B@u+ 55+ pang

ou encore

si

k-1

/ (AEuAéso £ dolo) (V' VZ%O)) iy = [ (B 50+ ) ot
M 1=0 M U Y

pour tout ¢ € C*° (M), ol on a pris par convention

ko k k=1 k=1
Ajulgp = (VA92 u, VA2 cp)

g

si k est impair.

Pour résoudre I’équation (1.1.3), on utilisera la méthode variationnelle, qui consiste
a trouver une fonctionnelle & optimiser sur un espace bien choisi (Dans notre cas
il s’agit de l'espace HZ(M)), pour le probléme d’optimisations il existe plusieurs

résultats ; nous citons deux théorémes qu’on vient d’utiliser dans ce travail.

1.1.5 Lemme du col (Ambrosetti-Rabinowitz).

On établit I'existence de la premiére solution en utilisant le théoréme suivant

Théoréme 1.1.10. Soit F' une fonctionnelle de classe C' sur un espace de Banach

E, telle que

1. Il existeug € E, p > 0, et a > 0 tels que pour tout u € E vérifiant ||u — uo| =

p on a

F(u) > F (u) + «
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2. 1l existe un point uy € E tel que
lug —url] >p et F(u) < F(up) + a.
Soit I' ’ensemble des chemins reliant ug @ uq, ¢’est-a-dire

F'={yeC(0,1],E) tels que v (0) = ug, v (1) =us}.

B = inf (sup F (v (t)))

€L \ te(0,1]
alors

B> F (up) +«

et B est une valeur critique de F.

1.1.6 Lemme d’Ekeland

Le lemme d’Ekeland est un ingrédient essentiel pour établir l'existence de la
deuxiéme solution, on présente une version de ce lemme, pour plus de détail on

renvoi le lecteur a ([17])

Lemme 1.1.1. Soit V un espace de Banach, et J une fonctionnelle borné inférieu-
rement de classe C' sur un sous ensemble fermé F de V et ¢ = infp J. soit u, € F

tel que ¢ < J(u.) < c+e. alors il existe u. € F tel que

c<J@)<c+e

| — us”v < 2\/E
Yue F, u#u., J(u) — J(u.) + Ve |lu -, > 0.

Si de plus, u. est dans l'intérieur de F, alors

1D (@) Iy < Ve.

On peut considérer la suite ( u. ). a Uintérieur de F. en effet si u. est dans le
bord F' alors par la continuité de J il y’a u. qui appartient a 'intérieur de F' tel que
|J(u.) — J(u:)| < e. qui donne pour ¢ suffisamment petit, c—e < J(@.) < ¢+ 2¢ et
J(u)=J () +VE lu = el = J(u) =T (ue) +J (ue) = J (Ue) +V/E [ — ue + e — el
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> J()=J () —eE 1t = ey —E e = Telly > ()= )+ o = e —
2e > 0. Donc on peut parler sur la différentielle D.J(u,).

Lorsque on cherche des solutions d’équations aux dérivées partielles, la pre-
miére étape donne fréquemment des solutions faibles (dans notre cas, elles sont
dans H2(M)). Pour traiter la question de régularité de ces solutions faibles on fait

appelle aux théorémes suivants

1.1.7 La régularité des solutions

Ici on donne deux types de résultats de régularité dans le contexte des variétés
Riemanniennes : Dans un premier temps on donne des résultats concernant les opé-

rateurs d’ordre quatre puis on passe aux opérateurs d’ordre supérieur.

Théorie LP

Théoréme 1.1.11. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte et a € C*°(M).
Soient A un tenseur symétrique de type (0,2) de classe C* sur M et f € Hy (M).
Siu € HF (M) est une solution faible de Pyu = f alorsu € Hy,, (M). En plus nous

avons
lellg,, < € (IFLapian + el o)
ou C(M,g,K) et

lallcrerary + [Allrrenry < K-

Théorie de Schauder

Théoréme 1.1.12. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte et a € C*°(M).
Soient A un tenseur symétrique de type (0,2) de classe C* sur M et a € (0,1).
Soit encore f € C% (M). Siu € Hy (M) est une solution faible de Pyu = f alors

u € CY (M). En plus nous avons

lllooan < € (1 lcoan + lllcogn)
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ou C (M,g,K) et

||a||ck+1(M) + ||A||ck+2(M) < K.

Dans notre situation nous aurons besoin dun résultat plus général, a savoir
pour des opérateurs elliptiques d’ordre [ quelconque, un tel résultat a été trouvé

récemment par Mazumdar dans [16].

Théoréme 1.1.13. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n et soit k un entier naturel non nul tel que n > 2k et supposons que u soit une

solution de [’équation

ot P, est Uopérateur GJMS d’ordre 2k, et |f(z,u)| < Cu| (1 + |u|2u_2) pour une

certaine constante C, alors uw € LP(M),Vp € |1, +o00|

La preuve de ce résultat établie par 'auteur dans [16] est analogue avec celle don-
née par Djadli-Hebey-Ledoux [8] pour les équations de quatriéme ordre ; en fait c’est
une adaptation de leur preuve aux équations d’ordre supérieur. Comme conséquence

de ce théoréeme on a la proposition suivante.

Proposition 1.1.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n et soit k € N* tel que n > 2k. Soit f € C%°(M) et supposons que u € HZ(M) est

une solution faible de I’équation

Py(u) = fluf* 2w ou f.(u*)*!

oty P, est Uopérateur GJMS d’ordre 2k et 28 = n%’;k ; alors u € C**(M), et c’est une

solution classique de ’équation précédente. De plus si u > 0 et f € C*°(M) alors

ue C®(M).
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1.2 Les outils géométriques

1.2.1 Courbures Riemanniennes

Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension n > 3, (2, ¢) une carte

locale dans M et V la connexion de Levi-Civita donnée par son expression locale

Ff _ lgkl(aglj I Agui _ agij)
72 Ox; Ox; Ox
ou g;; et g% désignent respectivement les composantes du tenseur métrique rieman-
nien et son inverse dans la carte locale (€, @) .
Le tenseur de courbure R relatif & la connexion V s’écrit
! !
_ Ol or !

R — ki Ji,plpa_
ijk 8.17]' amk + jat ki

@
ka™ ji

celui de Riemann Rm, est alors donné par
(6%
Riji = giaRjkl~
Le tenseur de courbure de Ricci est obtenu par contraction de R i.e.

R’iCij = Rq = gaﬁRiajﬁ.

(1o %]
La courbure scalaire est la fonction numérique de classe C*°sur M notée par Scal,
et définie par
Scal, = Ricijgij
1.2.2 Classe conforme

Comme la famille des métriques Riemanniennes est trés large on se restreint a

une classe importante appelée la classe conforme.

Définition 1.2.1. Si f > 0 une fonction de classe C*®sur M , g = fg est dite

métrique conforme a g. La classe conforme de ¢ est notée [g] et donnée par

lg] ={fg, feC®(M)et f>0}.
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1.2.3 Opérateurs géométriques
l’opérateur de Laplace-Beltrami

Définition 1.2.2. Soient (M, ¢g) une variété Riemannienne de dimension n > 2, (€2, ¢)
une carte locale dans M et (x1,...,x,) un systéme de coordonnées locales. Soit
u € C°(M), lopérateur de Laplace-Beltrami est 'opérateur différentiel d’ordre

deux défini dans la carte locale (€2, ¢) par la formule suivante :

1 0 . 0u
8yfa)i= 2 (Il )

’ Vlg(@)] 97; I
ot g;; et g¥ désignent respectivement les composantes du tenseur métrique rieman-
nien et son inverse dans la carte (€, ) et |g(z)| la valeur absolue du détérminat de

la matrice associcée a la métrique g toujours dans la carte locale.

On sait que sur une variété Riemannienne de dimension 2, I'opérateur de Laplace-
Beltrami est un opérateur géométrique naturel. Sous le changement conforme g =
e?#.g et lorsque la dimension est 2, le Laplacien pour g est reli¢ au Laplacien pour

g par la relation

Ay(u) = e 2. A (u) Yu € C™®(M) (1.2.1)

Laplacien conforme

En dimension plus grande que 2, la méme phénoméne d’invariance conforme se
répéte mais dans ce cas 14 pour un opérateur (d’ordre 2 toujours) mais légérement

différent du Laplacien, opérateur appelé Laplacien conforme

4(n—1)
= g

On a, si g = €*#.g, pour tout u € C®(M),

Ay + Scal,. (1.2.2)

L, (e%@.u> = enTH‘P.Lg(u). (1.2.3)

D’une facon plus générale, on dira qu'un opérateur 7, dépendant de la métrique g
est conformément covariant de bi-degré (a,b) si, sous le changement conforme de

métrique § = e?%.g, les opérateurs T; et T, sont reliés par la relation
T, (e® u) = " Ty(u) Yu € C®(M). (1.2.4)
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L’opérateur de Paneitz

Un opérateur d’ordre 4 particuliérement intéressant fut découvert en 1983 par
S. Paneitz[19]. Cet opérateur n’est défini que sur les variétés de dimension 4. 11 est

donné par
(2 .
Pr(u) = A%(u) — div (§Scalg.g - 2chg> du. (1.2.5)
Cet opérateur est conformément covariant de bidegré (0,4) i.e si g = €?.g

Pi(u) = e *.Pl(u) Vue C™(M). (1.2.6)

L’opérateur de Paneitz sur les variétés de dimension 4 présente beaucoup de simili-
tudes avec I'opérateur Laplacien sur les surfaces

Nous allons les présenter ici

1. Sur une surface compacte, I'invariant de courbure naturel associ¢ a A, est la

courbure de Gauss K. Sous le changement conforme § = ¢*.g, on a,
— Ao+ K, = Kze** (1.2.7)
sur une variété de dimension 4 on a,

Prg) + Qp = Qze™. (1.2.8)

Ou @, est I'invariant de courbure défini par

1
Q, = 5 (—AScalg + Scal? — 3|Ricg|2) :

2. L’analogie entre K et ) est encore plus flagrante, en fait la quantité [ v Kgduyg
est un invariant conforme dans le sens ou si M est une surface muni d’'une

métrique ¢ donc si § = €2?.¢g une métrique conforme a g alors

/Kgdvg—/ Kgd?)g
M M

de méme en dimension 4, | 1 @gdvg est un invariant conforme, en effet; en
intégrant des deux cotés la formule (1.2.8) par rapport a la mesure définie par

la métrique g¢; (dv,) et puisque Pg4 est un opérateur auto-adjoint on aura

/‘PP;(DdUg"‘/ divg:/ Qéewdvg
M M M

d’ou le résultat ; puisque 1 € Ker(P,) et dvg = e**duv,.

22



Le probléme de Yamabe

Lorsque la dimension de la variété est supérieurs ou égale a 3 on a vu que
I'opérateur qui est conformément covariant d’ordre 2 est le Laplacien conforme L,.
4

Si on écrit le changement conforme § = u»-2.g ou u est une fonction réguliére et

strictement positive, comme on I’a vu pour tout ¢ € C*°(M)
_n+t2
Li(¢) =u 2 Ly(u.p)

en prenant ¢ = 1 dans cette égalité on obtient

Ly(u) = Scalg.u%g. (1.2.9)
Oou encore
(n - 2) (n - 2) n+2
A(u)g + mScalg.u = mSCGl@.U"*Z . (1210)

Il se trouve que cette équation est intimement liée & un fameux probléme dans

I’analyse non linéaire sur les variétés c’est le probléme de Yamabe.

L’opérateur de Panietz-Branson

De méme pour les variétés de dimension n > 5 il existe aussi un opérateur
d’ordre 4 qui est conformément covariant celui-ci fut mis en évidence par Branson
[6] & savoir dans une variété Riemannienne compacte de dimension n > 5 'opérateur

de Paneitz-Branson est défini par

—4
Pr(u) = A2(u) — divy (a,Scaly.g + by Ricy) du + "TQ;.U

g

Ou
Qg = Cn|RZCg|2 + dnScalj — mAgSCCng.
—-2)2+4 —4 2
PPN k) S . S N S
2(n—1)(n—2) n—2 (n—2)2
et d, = %. Cet opérateur est conformément covariant, si g = goﬁ.g

alors Vu € C*(M)



en particulier pour u = 1 on obtient

n+4

P (p) = o=t Py (1).

Or P(1) = 22Q% et ainsi on aura

n—4 ntd
Pl(p) = Q.3 (1.2.11)

1.2.4 L’opérateur GJMS

La généralisation de ces opérateurs a l'ordre supérieur est apparue avec le fameux
travail [9] ou les auteurs en s’appuyant sur la métrique de Fefferman-Graham ont
construit un opérateur P, dite opérateur GJMS (Graham-Jenne-Mason-Sparling)

qui s’écrit sous la forme suivante
Ak
Py=A + 1ot

ol [.0.t est un terme d’ordre inférieur a 2k.

Signalons au passage quelques propriétés essentielle de cet opérateur :

1. Si la dimension de la variété M est impaire alors P, est un opérateur diffé-
rentiel d’ordre quelconque ; sinon (c’est-a-dire n est paire) alors l'ordre 2k de
I'opérateur GJMS P, ne peut pas dépasser la dimension n (i.e n > 2k), dans
la littérature les opérateurs d’ordre 2k = n sont dites des opérateurs critiques;
tandis que pour le cas n > 2k sont dites sous-critique. Ainsi 'opérateur La-
placien (k = 1,n = 2) et 'opérateur de Paneitz (kK = 2,n = 4) représentent
les deux premiers opérateurs GJMS critiques pour les surfaces et les variétés
de dimension 4 respectivement ; par contre le Laplacien conforme k = 1,n > 2
et Popérateur de Paneitz-Branson (k = 2,n > 4) représentent les deux pre-
miers opérateurs GJMS sous-critiques. Dans ce travail nous considérons un

opérateur GJMS, P, sous-critique (i.e n > 2k).

2. P, est un opérateur auto-adjoint dans le sens; Vu,v € C*(M)

/Mng(v) dv, :/ vPy(u) dv,

M
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3. Pour n > 2k, P, est un opérateur conformément covariant de bi-degré ("_Tz’“, %2’“)

en d’autre terme, si ¢ est une métrique conforme a g (i.e g = e*?.g) alors

_ n+42k

Pi(u) =e" 2 ?P, (e%%w.u) Yu € C*°(M) (1.2.12)

Dans le cas ou n > 2k, il est plus commode de considérer le changement

conforme g = goﬁ g de la métrique g, ce qui donne

n+2k

P,(u.@) = pn-2 Py(u) Yu € C*(M). (1.2.13)
avec la propriété :
-2
py(1) =" > k. (1.2.14)

ol Q4 est la Q-courbure associée a F,.

Coércivité de opérateur GJMS et conséquences

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n. Pour £ € N*
avec 2k < n, on désigne par HZ(M) 'espace de Sobolev qui est par définition le

complété de 'espace C°(M) pour la norme

k ;
s = Y- ([ (9ufas,)
i=0 /M

Yu € C*°(M), cette norme est équivalente a la norme

1
k 3
HUHHg(M) = (E / ’VZUFd’Ug)
i=0 /M

Considérons maintenant 'opérateur GJMS donné par
P, = Al; + l.o.t.

Définition 1.2.3. Etant donné (M, g) une variété Riemannienne compacte de di-
mension n. On dit que l'opérateur P, d’ordre 2k < n, (k € N*) est coercif s'il existe

une constante positive C' telle que

vue B0 [ uPu)do, = Clalf,
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Il est démontré par F. Robert dans [22] que 'opérateur P, posséde la formule

suivante

P Ak+z le J1 A(l)(g)ilmiljlmjlV“"'il) 1 (1215)

ot Agy(g) est un tenseur symetrlque de type (0,2[) et de classe C*°(M). Plus pré-

cisement VI € {0, ..k — 1}, Ay (g) est symétrique dans le sens suivant :
Ap(9) (X,Y) = Ap(g) (Y, X); VX,Y deux tenseurs de type (0,1)

ensuite avec une intégration par partie dans (1.2.15), il a déduit la formule suivante

/ uP,y(v)dv, = / (AguAgv + %A(l)(g)(vlu, Vlv)> dv, Yu,v € C*(M).
: N - (1.2.16)
avec la convention
AZulip = (VA W VA, )g
si k est impair. Beaucoup plus, il a démontré que la quantité
/ uPy(u)dv, (1.2.17)
M

est une norme équivalente Yu € HZ(M) a la norme |Jul|o (c’est une conséquence de

la coercivité de P,); plus précisément

Proposition 1.2.1. Proposition 2 de [22]
Supposons que lopérateur P, est coercif, donc la quantité définie par (1.2.17) est

une norme équivalente dans Uespace HE(M) a la norme |lul|2.

Vue I'importance de ce résultat nous présentons la preuve donnée par ’auteur.
Démonstration.

Il vient d’aprés la coercivité et la linéarité de 'opérateur P, que la quantité
(1.2.17) est une norme qu’on va la noter par ||.||, il nous reste & montrer que cette
norme est équivalente a ||ul|2x ; pour cela on procéde par I'absurde, on suppose que
les deux norme ne sont pas équivalentes ; donc il existe une suite (u;), dans H7 (M)
telle que

Vi e N;[Juillor =1 et |Ju| = o(1) quand i — +o0 (1.2.18)

1. Ici les indices sont sommés suivant ’isomorphisme musical.
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Puisque H?(M) est un espace réflexif d’apres le théoréme (1.1.7) on peut extraire
une sous suite qu’on la note encore par (u;);eny qui converge faiblement vers une
certaine fonction u dans H?(M). Par ailleurs, il vient d’aprés la coercivité de P, et

(1.2.18) que

|l 2(ary = o(1)  ce qui donne u = 0.

Or, l'injection HZ (M) C HZ(M) est compacte, donc
u; — 0 faiblement dans Hy (M) et u; — 0 fortement dans Hy ,(M).

et par conséquent, on aura d’aprés (1.2.18)

1= lim [uslax = lim 1// Vowl2do, + Tim [lugllaps
1—+00 1—+00 M 1—+00

ce qui donne

lim / VEu|2dvg = 1. (1.2.19)
M

i——+00
D’autre part, il vient d’aprés la formule (1.2.16) que

k—1

k 2
usl| = /M (Adw) dv, + /M S Agy(g) (V'as, V'), do,

=0

ou encore d’apreés (1.2.18)

k 2
lim Azu;) dv, =0 1.2.20
g g

i——+00 M

En utilisant maintenant la formule de Bochner-Lichnerowicz-Weitzenbock 2, on ob-

tient que
\VEw; 2dv, = | |VF2Au)2d 1 di
wilydvg = || gUilydvg +o(1)  quand i — +o0

M M

on conclut par intégration par partie, aprés un certain nombre d’itérations que
k 2
/ (VEu;|2dv, = / (A; ul> dv, +o(1) quand i — +oo
M M

d’out la contradiction, d’aprés (1.2.19) et (1.2.20). O

2. On renvoie a [22] pour les détails.
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Une deuxieme conséquence de la coercivité de P, est que

/ Qgdvy > 0. (1.2.21)
M

En effet, puis que la définition de la coercivité est valable Yu € HZ(M) alors il vient

en particulier pour u = 1 qu’il existe une constante C' > 0 telle que.

| e, = ey

ou V(M) désigne le volume de la variété M. Or, on sait d’aprés (1.2.14) que

n — 2k

Pg<1) = 9 -Qg

d’on (1.2.21).

1.2.5 Fonctions de Green

Nous rappelons dans un premier temps les définitions de fonctions de Green pour

les opérateurs; Laplacien et le bi-Laplacien.

Fonction de Green du Laplacien

Définition 1.2.4. Soit M une variété Riemannienne compacte de volume V(M).
La fonction de Green G(z,y) de 'opérateur Laplacien est la solution au sens des

distributions de I’équation

oll §, est la mesure de Dirac.
Dans ce cas la fonction de Green est déterminée modulo une constante.

Théoréme 1.2.1. Soit M une variété Riemannienne compacte de classe C™. Le
Laplacien admet une fonction de Green G(x,y) qui satisfait les conditions suivantes :

(a) pour tout ¢ € C*(M)

p(z) = /M G(z,y)Ap(y)du, (y)+ﬁ /M P(y)dvy(y)
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(b) Il existe une constante § telle que
|Gz, y)| < 0(1+ |logr|), pourn =2

|G (2, y)] < 6r*7", pour n>2, |V,G(z,y)] < o' ™"

et
IV2G(z,y)| < or ™

ot r=d(z,y).
(b) G(z,y) est de classe C™ sur M x M privé de la diagonale (x # y).

(¢c) G(x,y) = Gy, x)
(d) 1l existe une constante A telle que G(z,y) > A. Comme la fonction de Green

est déterminée a une constante prés, on peut choisir la fonction de Green partout

positive.
Fonction de Green du bi-Laplacien
Soit ¢ € C4(M) et posons Ay € C?(M) alors d’aprés le paragraphe précédent
Ap(y) = /M G(y, 2)A%p(2)dv, (2) . (1.2.22)
Multipliant (1.2.22) par G(z,y), et intégrant sur M
/nyAgo ) dvg (y //Ga:y (y, 2)A%p(2)dv, (2) dv, (y) -

En posant
Go(x,2) = /MG(x,y)G(y,z)dvg (y)

et en tenant compte de

/M Gla)Ae 1) dvy () = 2 () = 55 /M () dv, (1)

on obtient que
o(z) = /M Go .9) M%)y (0) + 70375 /M o (y)dv, (y)
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La fonction de Green de 'opérateur GJMS

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension 7 ; une des fagons

pour étudier le probléme suivant

Fy(u) = f(x)

u>0

(P) (1.2.23)

ou P, est 'opérateur GJMS d’ordre 2k < n; k € N*; est d’utiliser la fonction de

Green de cet opérateur.

Définition 1.2.5. Soient x,y deux points de M, une fonction G(x,y) est dite fonc-
tion de Green de I'opérateur P, pour le probleme (P), si la fonction G(z,y) satisfait

les conditions suivantes
1. G(z,y) est de classe C* sur M x M privé de la diagonale (z # y).
2. G(z,y) = G(y,z)

3. G(x,y) est 'unique fonction vérifiant I’équation
P,(G(z,y)) = d,(y) (o 0 est la mesure de Dirac)

au sens des distributions.

Formellement, la fonction de Green, nous permet d’écrire la solution du probléme

(P) sous la forme
ua) = [ Gt o)

dés que la fonction f appartient a un espace convenable.
Clairement, une formule explicite pour la fonction de Green, n’est pas toujours

disponible, néanmoins dans le cadre des variétés d’Einstein on a le résultat suivant.

Proposition 1.2.2. Supposons que la variété M est munie d’une métrique g d’Ein-
stein et de courbure scalaire Scal, positive, alors l'opérateur GJMS P, admet une

fonction de Green positive.

Démonstration.
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Dans une variété d’Einstein (M, g) de dimension n, 'opérateur GJMS d’ordre

2k < n posséde la formule suivante (voir [9])

k
P, = H (A — ¢ Scal)
=1

(n+21—2)(n—21)

1) Scal est la courbure scalaire.

ouc¢ =
Il est bien connu que si la courbure scalaire Scal est positive alors 'opérateur
A — ¢;Scal posséde une fonction de Green positive.

Pour [ =1, ..., k, notons par
L= A —¢Scal.
On sait par définition de la fonction de Green de L; que Yu € C*°(M),
(L) (@) = [ Guoalan) (L) (), (o).
donc

/MGZ ) (L) (2 )dvg(z)—l—m/jwu(a:)dvg(x)

([ Gite. G >) (L L) (5)d, (3)

1
+ pairars . u@n @

et si on fait la notation suivante

Grisi(z,y) = Gi* Gy (z,y) = / Gi(z, 2)Giya((z, y)dvg(2).
M

Alors, il vient par récurrence que

x) = /M G * ... * Gz, y) Py (y)dv, (y) .

Ce qui prouve que P, admet une fonction de Green positive. O
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Chapitre 2

L’existence de solutions d’une

équation elliptique singuliére

2.1 L’existence de la premiére solution

Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3, A, B et
C' des fonctions positives de classe C*°(M).
Dans cette section, nous étudions I’existence de la premiére solution pour I’équation
suivante

P (u) = B(zx u2ﬁ71_|_ Az) _I_C(CE)
9( ) ( ) u2ﬁ+1 uP (2.1.1>

u>0

ot P, est Popérateur GJMS d’ordre 2k avec 2k < n; 2% = nz’;k et 1428 >p>1.
Pour démontrer I'existence de solutions, on se base essentiellement sur le travail de

Hebey-Pacard-Pollack [12] et nous considérons 1'équation approchée suivante (& > 0

A(z)u® C(x)u* :
(8 + (u+)2)2 +1 (6 4 (u+)2)T

ol 2 = 22_n’ p > 1. I’étude de cette équation nous donne l'existence d’une suite de

P,(u) = B(x) (u+)2u_1 +

(2.1.2)

solutions (u). pour (2.1.2); cette suite de solutions admet comme limite la solution
de notre équation (2.1.1).
Afin de démontrer l'existence de la suite (u.). nous utilisons la méthode variation-

nelle; qui consiste & déterminer une fonctionnelle & optimiser sur un espace bien
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choisi. Dans notre cas on se place dans 1'espace H? (M) et nous considérons la fonc-

tionnelle I, définie pour tout ¢ € HE (M) et pour tout € > 0, par
L(u) = I (u) + 1P (u)

o I : H? (M) — R est donnée par

1D (u) = %/Mupg(u)dvg 5 /MB (z) (u*)wi dvg,

et I . H2 (M) — R est

@ (4 _ 1 A(x) Y 1 C(x) y
1% (u) Qﬁ/M(er(w)z)dengp—l/M(H —rdv,.

2.1.1 La condition de Palais-Smale

Soit (U )men une suite de fonctions dans HZ(M).

Définition 2.1.1. On dit que (u,)men est une suite de Palais-Smale (P-S) pour la
fonctionnelle I, §'il existe 5 € R tel que I.(u,,) — B et DI.(u,,) — 0 fortement dans
le dual (H?(M))". La suite (t,)men est dite de Palais-Smale pour la fonctionnelle

I, au niveau (.

Définition 2.1.2. On dit que la fonctionnelle I. satisfait la condition de Palais-
Smale au niveau 3 si pour toute suite de Palais-Smale (u;,)men dans HZ (M), on

peut extraire une sous-suite (U, )ien de (U )men qui converge fortement.

Nous allons maintenant prouvé que la fonctionnelle I. vérifie la condition de

Palis-Smale. L’un des résultats principal dans ce chapitre est le suivant

Théoréme 2.1.1. (Théoréme 4 de [3])
Il existe une suite de Palais-Smale (up)men dans HE(M) pour la fonctionnelle
I, de plus a extraction prés d’une sous suite ; (U )men converge faiblement vers une

solution u. positive et réguliére de l’équation approchée (2.1.2).

Dans la preuve de ce Théoréme on aura besoin de deux lemmes utiles ; avant de

les énoncer faisons quelques remarques
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1. Si on pose

1y 1 2#
(1) =5t~ 5 <Smj\f}x|3]) / (2.1.3)
et
U(t) = 1t2 + L (Smax |B(x)|> T
2 21 M '

alors, il est facile de voir que Yu € HZ(M); la fonctionnelle I™) vérifie les
inégalités suivantes

® (flull) < 1 (u) < @ (Jlul) (2.1.4)
ou [|ul]? := [, uPy(u) du,.
En effet, comme l'opérateur P, est coercif alors la quantité ( Joy wPy(u) dvg)§

est une norme équivalente a la norme standard de H?(M) qu’on la note par

|||, de plus comme B(z) € C*(M) alors

+ Zﬁ < 273
[ B@ () o, < max Bl

or, d’aprés l'inégalité (1.1.1) il vient que

1 1 ot
1 -
I (u) = 5 /Mng(u)dvg - ﬂ/MB (z) (u)” do,
1 2, 1 2f
< Sllull” + 55 SmaxB(w)||ull

d’ott la deuxiéme inégalité dans (2.1.4); par la méme technique on trouve la
premiére inégalité.
. L’étude des variations de la fonction ®(¢) montre que cette fonction est crois-

sante sur [0,%] et décroissante sur |ty, +00[ ot

n—2k

1 4k
to = <W) (2.1.5)

de plus
k
d(ty) = ﬁt?). (2.1.6)

Enongons maintenant notre premier lemme

Lemme 2.1.1. Soit 0 > 0 tel que



ol

1
a = )
(2(n—k))?
et posons
tl = (9750
alors on a linégalité suivante
28 +2 1
() <P——=(t)) < = (). 2.1.7
(h) < P20 (1) < 5 (1) (217
Démonstration.
En fait
1, tr
— 0 (124 SmaxB( )9"’”—21%ﬁ
- 0 TR of |-
comme
2f )
t; (Slgle%{B(x)) =15 (2.1.8)
on obtient
1, 6772
V() = ¢ <§t§ T t%)
1 9211—2
22|t
= 07 5 + 5 ]
1 n-—2k
< 0*2 | =
- 0 (2 o )
< (1 - E) 0*t2.
n
Or
2 42 n k
wop= (1) ot @) =4
d’ou
28 +2 1
2

Le deuxiéme lemme s’énonce comme suit
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Lemme 2.1.2. La fonctionnelle I. satisfait la condition suivante : il existe une
boule ouverte B(uy,p) de centre uy dans H} (M) et de rayon p > 0 et ils existent

uy & B(uy, p) et un nombre réel cy tels que
max (I (uy), I(u2)) < ¢, < I(u)
pour tout u € OB(uy,p)’.

Démonstration.
Nous suivons la stratégie donnée dans le travail de Hebey-Pacard-Pollack [12],

on considére une fonction ¢ € C* (M), ¢ > 0 sur M avec, sans restreindre la

généralité, ||¢|| = 1. Posons
6F 2k — 1) 6%
C(n,p, k)= (2k—-1) < Cy(n, k) = % (2.1.9)
Donc l'inégalité (0.0.12) devient
1 Al(x) 2k —1
e ——dv, < D (g) . 2.1.10
2t /M (ho)® 07k (to) (2.1.10)
En fait, on a
(t,) = Eti. (2.1.11)
n
et par (2.1.9), il vient que
1 A k o
_b/ (I)ﬁ dvg < G (hn;h ) (S. max B (a:')) =
2% Jur (tio) t2'0 M
2k —1
= D(2,).
4]€ ( 0)
On procéde de maniére analogue avec
2k — 1) 6"~!
Co(n, p, k) = % (2.1.12)

c’est-a-dire, on remplace C'(n,p, k) dans (0.0.13) par Cy(n,p, k) ; ce qui donne

1 C(x) 2k —1
< . 1.
— /M (tlgp)p_ldvg < =0t (2.1.13)

1. (0B(u1, p) constitue le bord de la boule B(uq,p)).
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Combinant (2.1.4), (2.1.7), (2.1.10) et (2.1.13), on aboutit a

A@ . C)
€+ (15190)2)2b p—1 /M (8 + (15190)2)pT

L) ¥ (el + 5 [ (

Toujours avec (2.1.4), il en résulte que

1 A(z) 1 C(z)
I (top) > @ (to) + 5 /M o (t0¢)2)2b dv, + p— /M - (to@?)%l dv, (2.1.15)

et comme A et C' sont supposées & valeurs positives, on trouve
I (top) > @ (to) . (2.1.16)
Finalement de (2.1.14) et (2.1.16), on conclut que
L (t19) < ® (to) < I (top).

D’autre part, comme fM B($)g02ﬁdvg >0, on a

: : 1 1 : A(z)
Jim L) =l |Sleel? - 5 [ Bl () du, - o)
1 C
+ th+m ] / () —dv,
—toop — 2 5
p=2J (e + (tp)7) 2
= lim ¥ C B (z) % dv
oo -2 2 [ L
= —o0.
Par conséquent, il existe t, tel que
ty >ty et I, (tQQO) < 0.
Maintenant, pour établir les conditions du Lemme 2.1.2, il suffit de poser
Uy = t1, Us = to, U = Lo
et on prend p =ty —t; > 0 et cg = D (to). O
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I1 résulte alors du théoréme (1.1.10) qu'il existe une constante C, > 0 telle que

C. = infmax/, (u)
yel' uey

ou I' désigne I'ensemble des courbes dans H7 (M) joignant les fonctions u; = t;¢ et
Ug = tg(p

Autrement dit C, est une valeur critique pour la fonctionnelle I, avec
Ce > (to) .

Remarque 2.1.1. Si nous considérons par exemple 7 (t) = tg, pour t € [ty,1s],
donc on voit que C, est uniformément bornée quand e tend vers 0, ainsi pour e
suffisamment petit on en déduit qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de €
telle que

0<®(ty) <C.<C. (2.1.17)

De plus, d’apres le lemme 2.1.2 il existe une suite de fonctions (u,),, dans Hf (M)
telle que
I (u,) — C. e DI (u,) — 0 (2.1.18)

m—r+00 m—r—+o0
en d’autre terme, la suite (up,),,cy est une suite de Palais-Smale (P-S) pour la

fonctionnelle I..

Maintenant, nous somme dans une situation convenable pour démontrer le théo-
réme (2.1.1).
Démonstration.

On a, grace a (2.1.18)
DI (um) o =o(llell) Vo€ H (M)

ou encore, YV € H? (M)

/MgpPgumdvg:/MB(x) (u;)ﬁfl wdu, (2.1.19)
A(z)ute C(x)utp
s [ A g,y [ COE o)
M (e + (u)”) M (e + (uf)’)?



en particulier, pour ¢ = u,, il vient

/M U Pyt — /M B() (uf)” dv, = /M (Ei(::i;;?))iﬂdvg

C(x) (uf)*
+ . 1dvg+0(||um||)-
/M (e + (um)z) 2

ou encore

+1L A) (u,)’ “+1A OO )" g~ o). (2120

2In (e @)™ 2 (e )t
Toujours avec (2.1.18), on obtient ainsi que

1 1 #
_/ U Pyt dvg — —/ B(z) (u:,g)2 dv,
2 Ju ot M

+% ) 5 dvg + ! 1/ @) —dvg = Ce+0(|lun]). (2.1.21)
M (et (uh)?) P=2JM (e+

Donc, par addition (2.1.20) et (2.1.21) on trouve

(u)?) 7
k 2 1 Az) (uf)® 1 A(z)
— [ B(z) (u})” dug+= et o —Mdvg (2.1.22)
”/M 2/M (e + (u)?) 2 I (e + (u)?)

1 C(x) (ug)” 1 C(x)
+— 2Hdvg—l— p;ldvg:CeJro(HumH).
2 /]\; <€+ (U;L)?)z P — 1 /J\/I (E + (U;;)Z) 2

Enfin pour m assez grand, on en déduit que

k #
_/ B(x) (u)? dvy < 2C. + o (|[um]))
n Ju

Ou encore
1 off n
[ B@) () dv, < 2C.+ o (lunl)
%/ 2

reportons cette inégalité dans (2.1.21), nous obtenons

1
—/ U Py dv (g) < Ce + ﬁce + o ([lumll)
2 Ju 2

< nc, 4 "M —2k)
2n

< 2nCe + o (|lum]]) -

Ce+ o ([luml)
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D’out pour m assez grand

/ U Pyt dvg < 4AnCe + 0 (1)
M

<4nC,+1

1.e.

i ||* < 4nC, + 1. (2.1.23)

Ainsi, on a démontré que la suite (u,,),, est bornée dans HZ(M).

Pour obtenir I'existence d’une solution faible pour I’équation (2.1.2) il suffit d’appli-
quer le théoréme (1.1.7).

En effet, comme la suite (u,,), est bornée dans HZ(M); donc d’aprés le théoréme

(1.1.7) 2 il existe u. € H2(M) telle que a extraction prés d’une sous-suite

® uy, — u, faiblement dans H,? (M) .

2n
n—2k

@ u,, — u, fortement dans LP (M), Vp <
® u,, — u. presque par tous dans M.
ot

@ (Um)ﬁ_l — ufu_l faiblement dans L2*-1 (M).

De plus, comme
vm eN: ((u))*+¢€) " <e? (notons que e ? € LP(M) Vp>1).

ot € > 0 et ¢ > 0; alors par passage a la limite (quand m — +00), par convergence

dominée, il vient que

fortement dans L? (M) Vp > 1.

Appliquant @ on voit que :

fortement dans L? (M).

Enfin, en passant a la limite quand m — +oo dans (2.1.19) on obtient que u, est

2. regarder ce que nous avons dit aprés ce théoréme.

40



une solution faible de I’équation

i
Pyuc= B (z) (u})* ' + ST e (2.1.24)
Cob 28
ou2’=%etp>1
On en conclut que u, est une solution faible de I’équation e-approchée (2.1.2). Il

nous reste donc la positivité et la régularité de .. 0

2.1.2 Positivité et régularité de la solution approchée

On va maintenant compléter le résultat du théoréme (2.1.1) en montrant que la

solution u, de (2.1.2) est positive et réguliére.

1. Positivité de la solution
On a d’aprés (2.1.22)
1 A
L[ A, < ollfunl).
2 (e + (up)?)

avec (2.1.17) et en faisant tendre m — 400, on obtient
1 Al(x)

— | —— _—dv,<C (2.1.25)
B e+ )

ou C' est une borne supérieure de C..
Supposons maintenant, que pour une suite de nombres positifs (¢;); (suffisam-
ment petits), la solution u,; s’annule; donc (2.1.25) devient

1

2b
Qﬁej

/ A(r)dv(g) <C. (2.1.26)

Ainsi, pour €; assez petit, on aboutit & une contradiction avec le fait que A > 0

(une condition qu’on a supposé par hypothése).
D’ou 'on déduit, que pour € assez petit, u. est une solution non identiquement
nulle de I’équation (2.1.2).
2. Régularité de la solution
Il s’agit de montrer que la solution u. est de classe C>°(M).

Premiérement, on peut écrire I’équation (2.1.24) sous la forme
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Pyue = b(z, uc)u,

bz u) = B (z) (uf)” " + A(xi o O(IL e (21.27)
(e+ (uh)?) (e+ (uf)7) 2
Comme A + C -+ eL®(M) etu € H (M) L* (M), on

(6+(u2_)2)2b+1 (5+(uj)2)%

en déduit que b € L2k (M). Ensuite, d’aprés ce qui a été fait par Mazumdar
dans [16] 2, il vient que u, € LP(M) pour tout 0 < p < +oo. Grace a [1], u, €
H} (M) pour tout 0 < p < 400 et on poursuit comme dans la démonstration

de la proposition 8.3 dans [1], on conclut que u, € C?**(M) avec o € ]0, 1[.
Maintenant, comme l'opérateur P, possede une fonction de Green positive G,
c’est-a-~dire

u() = /M G, )by, e (9)uey) duy(y)

avec b(z,uc)u. > 0 donnée par la formule (2.1.27); on en déduit que u. > 0
et par conséquent u, est une solution de classe C*°(M) de I’équation (2.1.24);

cela démontre le théoréme (2.1.1).

2.1.3 Le passage a la limite

Ainsi, nous avons tous les outils nécessaire & la prouve du théoréme 0.0.2.

Démonstration.

D’aprés ce qui précéde, on sait déja que 'équation (2.1.2) admet une solution

ue non nulle et de classe C°°(M), plus précisément la solution wu, s’obtient comme

étant la limite faible d'une suite de fonctions (u,, ), donnée par (2.1.23) ; ce qui nous

permet d’écrire

lluell < lim inf |Ju,,||
m

d’aprés la semi-continuité inférieure de la norme.

3. Regarder la démonstration du théoréme 5 page 28.
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Par ailleurs, on conclut grace aux inégalités (2.1.17) et (2.1.23) que la suite des
solutions approchées (u). est bornée dans H? (M) et par conséquent pour tout € > 0

suffisamment petit), il existe une constante C' (qui ne dépend pas de €) telle que
( petit), q pend p q
ue|® < 4nC + 1. (2.1.28)

Considérons maintenant (e,,), une suite de nombre réels positifs convergeant vers
0 pour laquelle, les relations (2.1.25) et (2.1.28) demeurent valables pour € = €,,.
Ainsi et d’aprés (2.1.28) on pourra (a extraction prés d’une sous-suite qu’on la

note encore par (e, Jmen) SUPpOser que

® wu,,, — u faiblement dans H,? (M).

2n

@ wu,, — u fortement dans L? (M), Vp < =&

® wu,, — u presque par tous dans M.

of

@ (uem)%l — u?~! faiblement dans LZ-1 (M).

Faisons maintenant la remarque suivante :
Dans (2.1.25) si on remplace € par €, puis on utilise le lemme de Fatou, alors il
vient d’aprés @ que

L / idvg <C. (2.1.29)
M

2% fo u?

Il est important de noter que cette remarque implique automatiquement que la
suite (e, ),, est uniformément bornée inférieurement, c’est-a-dire, il existe § > 0 tel
que u.,, > 6 pour tout m dans N.

En effet, si on suppose le contraire, alors il existerait une suite de points (z.,,),,
dans M telle que

Ue,, (ze,,) = 0 quand m — 400

comme la variété M est compacte, alors on peut extraire une sous-suite notée aussi
(@e,.),, qui converge vers zo. Mais comme l'opérateur P, posséde par hypothése une

fonction de Green G positive donc on peut écrire

u€m (Iem) -

A(y) te,, (y) C(y)ue, (y)

2\ 20 +1 T oy EEL dvg(y)
(€m + (ue,, (1))7) (em + (Ue, (1))
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Or A > 0 et C(x) > 0 par hypothése, et par suite

e () > /M G (e, 4) B () (tr, (1))~ dvg(y) > 0

en passant a la limite inférieure, on trouve

ey (20) > /M G (20,9) B (y) (u(4))* " dvg(y) > 0

ce qui donne que u = 0 d’ou la contradiction avec (2.1.29).

Il suit de ce qui a été dit plus haut qu’il existe § > 0 tel que u,,, > 9, cela prouve
que la fonction u limite de la suite de solution approchées de (2.1.2) est strictement
positive (u > 0). Reste donc & montrer que cette fonction est en fait une solution de
I'équation (0.0.9).

Tout d’abord, on sait déja que pour m assez grand u.,, > 0 et par conséquent il
existe € > 0 tel que

L < l avec q > 0.

q ~
(em + uzm) €4

Appliquant le théoréme de la convergence dominée, il en résulte que

! —
(m + (we,)?)" (W)™

Enfin avec @, il s’en suit que

fortement dans LP (M), Vp > 1, Vg > 1.

Ue

1
= 5T T T3 fortement dans L* (M) avec u > 0.

Par passage a la limite dans (2.1.24) quand m — 400, on en déduit que u est une
solution faible de I’équation (0.0.9). En reprenant pour une large part les arguments
qu’on a utilisé pour démontrer la régularité de la solution u., on prouve que u €
C*(M) avec a € |0,1[; comme u > 0 le membre & droite dans (0.0.9) posséde
le méme ordre de régularité que u et avec un procédure itératif on obtient que

u € C(M), ce qui prouve le théoréme (0.0.2).

2.2 L’existence de la deuxiéme solution

On considére les nombres réels ty, t; et la fonction ¢ introduits au lemme (2.1.1)

et la preuve du lemme (2.1.2).
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Il vient d’apres la section précédente que la fonctionnelle I, vérifie les inégalités
suivantes

]5<t190) < q)(tO) < ]E<t0¢) S Cs

d’autre part, et comme

lim I.(tp) = —o0 (2.2.1)

t—00
il résulte aussi qu’il existe ty >> to tel que I (tap) < 0.

Avec ces donnés, on a démontré que la fonctionnelle I, posséde une valeur critique
C.*; en poussant un peu plus cette étude, en faisant tendre ¢ et € tous les deux vers
0" dans la limite (2.2.1), on remarque que la fonctionnelle I, tend vers +oo.

En effet

iy [ 1oo)] =t [0+ 1700)
= tin [ [eonie) - 2B duio
, 1 [ Ax) y 1 C(z) y
+ jfm QuM/—@w)zad (9)+p_1ﬂl(t‘@)p_1d (9)-
= +00.

D’ou 'on déduit qu'il existe au voisinage de 0" un minimum local, en d’autre terme

il existe 0 <t/ << t; tel que

Ie(tlgo> > q)(t(] > ]e (t190> :

Dans ce qui suit, nous allons présenté des conditions assurant l’existence de ce mi-
nimum, ensuite & ’aide du principe variationnel d’Ekeland on démontre que ce
minimum est atteint.

Commengons par démontrer quelques lemmes simples mais fondamentales dans

la preuve du théoréme (0.0.3).

Lemme 2.2.1. Soit 0 > 0 tel que

2
QY of 2
- <0 <
(2) @

AN

(2.2.2)

4. en fait ¢’est un maximum locale.
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ol

et posons

alors on a linégalité suivante

O(ty) > gcb(to). (2.2.3)
Démonstration.
Comme
ay ¢
t3:<> t0<9t0—t1
2
et
a\Z G
— > —, 224
(3)7 >3 (2:24)
il vient alors, d’aprés (2.1.3) que
P(ts) = 1t2 S B 5
(1) = 5t = (S max B0)) 5
1 (CL)Qlut 2_ 1 ,a
T2 |\2/) %) 2102
on 1((1)22,1 an—2k|k,
kT 2\2 2" 2 0

d’ou 'on déduit, grace a (2.1.6) et (2.2.4), que

o= [3() )+ o
5 ®

(to)-

Un autre lemme qui va nous servir par la suite est le suivant.

Lemme 2.2.2. Etant donnés (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimen-

sS10n

5. pour ty, on suit les notations du Lemme 2.1.1
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n>2k keN 1<p<l42etpeC®M), ¢>0surM avec ||p| = 1.

Alors, il existe une constante \* > 0 telle que Ve € |0, \*[ les inégalités suivantes ont

lieu

A) dv, > 2-a VA(z)dv
J&+%wﬁé s\
et

/M — C(x) gy, > (za_sa>a tg% /deg

(t3.0)%) =

ot t3,a sont comme dans le lemme 2.2.1 .

Démonstration.

Soit

2\
A= -1
()

ou V(M) désigne le volume de M et

off
0= (?) ta.

Il vient d’apres I'inégalité de Holder, que

2
of

[VA@, | <1(le+ tp?ls]”

avec

Az)
I = rdvg.
J(€+(t3~90)2)2

D’autre part avec I'inégalité de Minkowski, on trouve
e+ (b5 00Nz < lellz + B2l

par conséquent

Zﬁ 211

le + (ts.0)? 1ot | © < (llelloe + E2010°0 2 ) © -
2 2 2

Remarquer maintenant, que

AN

lell s = e. V(M)
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et
||<p2||% = [lol3-

Donc, d’aprés I'inégalité (1.1.1) et le faite que ||| = 1, (2.2.9) devient

of

<H€+ (t3.¢)2”%)7 = <€' [V (M)]= +t§.(S)5ﬁ>22u.

A

Comme t3 = (%)% to, donc on peut écrire (2.2.8) sous la forme

2 2

/\/Mdvg <1I (eV(M)22u+ (§)2 t3>2.

pAIS

Pour € € |0, \*[, on obtient que

2

/\/Mdvg < L([(Qia);ﬁ_l

< 1( 2 )Q“
- 2—a

aSt%ﬁ
2—a

I

IN

d'ott (2.2.5).
On procéde de la méme fagon, on obtient

2

/M< - C(z) —dv, > (QG_SG)%;_I /mdvg : (2.2.10)

(t3.0)?) =

O
Maintenant nous somme prés a prouver l'existence de la deuxiéme solution de
I'équation (0.0.9), autrement dit a démontrer le théoréme 0.0.3.
Démonstration.
Afin de démontrer le théoréme 0.0.3 on procéde en quatre étapes.
Tout d’abord on montre que la fonctionnelle I, est bornée inférieurement, on
montre ensuite a 'aide du lemme d’Ekeland que ce minimum est atteint sur un

ensemble convenablement choisi.
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Une fois 'existence de la deuxiéme solution établie, on s’apercoit alors trés vite
qu’il va nous falloir vérifier que les deux solutions sont distinctes, c¢’est 'objectif de
la troisiéme étape.

I'étape finale consiste a prouver que les conditions (0.0.12), (0.0.13), (0.0.14) et

(0.0.15) dans le théoréme 0.0.3 sont réalisées par des fonctions positives et réguliéres.

17¢ étape

Nous allons maintenant aborder I’existence d’un minimum local pour la fonction-
nelle /., cela revient a démontrer que Ve € ]0, A*[, o A* est un nombre réel positif (

a déterminer) ; I, vérifie les inégalités suivantes.

I(tsp) > P(tg) > I (t1p); Yo € C°(M), ||¢|| =1, avec t3 < t;.

Tout d’abord, notons que l'inégalité droite est toujours vérifiée dans (2.1.14), il nous

reste alors, & prouver l'inégalité
I(tsp) 2 ®(to); Vo € C=(M), |ol =1, avec t3 < 1.

Pour cela, on écrit
I (tsp) = 1M (t3p) + 1P (t30)

Appliquant le lemme 2.2.1-inégalité (2.2.3) avec (2.1.4), on aura automatiquement

a 1 A(x) ’ 1 C(x) .
Litse) > 50(t0) + 5 [ ety / e (2211

Rappelons, maintenant qu’on a par hypothése (Théoréeme (0.0.3))

2

24 2f
1 k 2-2F
5 /\/A(x)dvg > SRCL <San€a]\2<B(I))
et
2 p+1
! C@dvy | > 2-a) F(a8) 2 (SmaxB(z))
) (z)dv, a a 1, | SmaxB(z
M
et puisque
24 of
a2 24-2¢
(S%%(B(I)) =tg



il vient que
2

% /\/Mdvg (u) 1 >ﬁt3(2—a)-

a ) St¥

et

n

2
1 2 —pt1 =1 k
p—] (M/\/C(:L‘)dvg >(2—a) 2 (aS)F 4—t€+1.

Dong, si on prend \* comme dans (2.2.7) alors il s’en suit d’aprés le Lemme 2.2.2

que, Ve € |0, \*|

LA, (-0 D(to). (2.2.12)
20 (et (tap)® g_(2 4>
et
! Clw) 4 (1o
p‘lﬂl <e+<t3¢)2>’?d92<2 4)‘1)(’50)' (22.13)

Enfin, par combinaison de (2.2.11), (2.2.12) et (2.2.13), on en déduit que
Ie(t3g0) > (I)(to) > Ie(tlgp) pour &1 > ts3. (2214)

ce qui signifie que la fonctionnelle I, posséde une borne inférieure locale.

2¢me gtape (Le minimum de la fonctionnelle I, est atteint).

Pour t1,t3 et ¢ comme dans le lemme (2.2.2), on note K la boule fermée dans

HZ(M) de centre typ et de rayon t; — t3 par

et on pose
ce = inf I..
K
L’objectif dans cette étape est de montrer que ¢, est atteint et vérifie c. < ®(t).
On a d’aprés (2.2.14)

Appliquant maintenant le lemme d’Ekeland a la fonctionnelle I., on voit que pour
tout n > 0 tel que

n < inf I, — inf I,
0K K
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il existe u, dans K veérifiant
I(u,) <infl. +n
K

et
I (uy) < I(u) +nllu—u,|| pouru # u,. (2.2.15)

6(’&77) < i € € T] < €

ce qui donne u, € K.

en outre, de (2.2.15) on obtient ainsi que, pour toute fonction u, € K
IDL(uy)] <
d’ot, 'on conclut qu’il existe une suite (), C K telle que
I(up) — cc et DI (uy)— 0 fortement dans I'espace dual de H7 (M)

quand m — 4o00.
Ce qui signifie que (u,), est une suite de Palais-Smale qui converge vers une

solution faible v, de I’équation (2.1.2), de plus
I (ve) = ce < P(ty).

En procédant comme dans la preuve de la section (2.1.2), on prouve que la solution
v, est positive et de classe C(M).

Passant maintenant a la limite quand ¢ — 0, il vient d’apres la faible semi-
continuité inférieure de la norme, qu'une suite de solutions e-approchées (ve,)ien
dans K doit converger vers une limite v dans K qui représente une solution faible
de I'équation (2.1.1); avec le méme raisonnement qu’on a déja fait dans la section
(2.1.3) on conclut que v est une solution positive et de classe C*°(M), ce qui achéve
la deuxieme étape.

Nous avons démontrer dans les étapes précédentes que 'équation (0.0.9) posséde
deux solutions, qu’on les note par uw et v respectivement, et qui représentent des

points critiques pour la fonctionnelle

I:= lim I..

e—0T

51



Cependant, il est fort possible que ces deux solutions soient identiques! Un autre
point important, c’est que dans le théoréme (0.0.3), on a imposé que chacune des
fonctions A(x) et C(x) doit vérifier une double inégalité, une question qui se pose :
Existe-t-il des fonctions qui vérifient ces doubles inégalités 7 Dans ce qui suit on va

essayer de répondre a ces questions.

3¢me étape

Pour la premiére question, il suffit de vérifier que les deux solutions ont des
énergies différentes®; en fait, en reprenant l'idée de la démonstration du lemme

(2.2.2), on peut montrer que

I(u) > I(v). (2.2.16)

En effet

ot 9 = oft

€+ (top)? T
T (el + 32l )

(fM \/Mdvg> :

— off *

(v + a3 ) *

/ AW, > (S vAGI,)

2
off

— 1} <%) , il vient que

AN

Or, Ve €10, B[ ot By = 13 (%)

[ =g (vt

avec la condition (0.0.14), il en résulte que

1 A(x) 1 a\ a
= /M deg > (1- 5) (). (2.2.17)

6. Il est important de noter que ’énergie de toute solution de I’équation (0.0.9) est positive.
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On procéde de maniére analogue, on obtient

/ C(z) do. > (fM \/—dvg>
(e +

10y = p—1

(top)2)P~ (H It + #ll? Hzﬁ)i
(V@)

- p—1 *

(v, () + s ) *

et par conséquent, Ve € |0, 4], on trouve

irtagre= ([, vema) () i

avec la condition (0.0.15), on en déduit

1 C(x) 1 a5
7dvg > ————(2—a) | = D(to)- 2.2.18
=1 e e @ (5) T s @
Combinant (2.2.17), (2.2.18), et (2.1.15), on aboutit a

Ltep) > (1 +a)d(t)) on o= }1(2 —a) (ﬁ (g)T + ﬁ) > 0.

Enfin par passage a la limite quand € — 0%, il vient

I lim /I (u.) = lim C, = li f I,
() = L, Telue) = Jogy Ce= i Jel o 019
> (14 a)P(ty) > P(to) > lim+ I (ve) = I(v).
e—0
ou I' désigne 'ensemble des courbes régulieres joignant u; = t1p avec us = top,
d’on (2.2.16).

4éme gtape

Passons maintenant a la deuxiéme question, il s’agit de montrer que les inégalités
(0.0.12), (0.0.13), (0.0.14) et (0.0.15) dans le théoréme 0.0.3 ont lieu.
Appliquant I'inégalité de Holder, on obtient que

[V, — [ 2,

< (/M/:O(qu)dvg)%</]w<p2ndvg)%
< el ([ %d) (22.19)
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Sachant que ||¢|| = 1, il vient d’aprés (1.1.1) que

2

1 S Az
o /\/A(a:)dvg < ﬂ/M gp(Q”)dvg

Or, la condition (0.0.12) dans le théoréme 0.0.3 et 'égalité (2.1.5), impliquent que

2

1
5 / VA(x)dv, | < S.C(n,p, k;)zfgJr2jj

ce qui donne, d’aprés (2.1.9)

2

1 2% —
5 /\/A(x)dvg <55 — 92“152”” (2.2.20)

Indépendamment et toujours avec (2.1.5), on peut écrire la condition (0.0.14) sous

la forme )

1 k
o /\/A(:L')dvg thgﬂ“aS. (2.2.21)

Combinant (2.2.21) et (2.2.20) on aboutit a la double inégalité suivante

2

k 2% — 1
o 2ty S< / VA@)d, | < STQQ%H”.

qui est équivalente &

2

471t_2_2ﬁ "
ka < # /\/A(x)dvg < (2k —1)6%.

a 2nt02 # 1
JA < _
267 = hSe” / pdvg | <\ 1= 5

Donc, si nous choisissons # de sorte que

ou encore

2a #
=<9 <
3 a
nous obtenons
1 a 3 1
Sl —<-<1- = 2.2.22
2 " 9p2 T4~ 2k ( )



deés que k > 2.
En d’autre terme, les fonctions A(z) qui vérifient les conditions (0.0.12) et

(0.0.14) sont celles qui satisfont la double inégalité suivante

o< (1 L)

HakSt2+? ok 52+%
a; = =0 et ay = e
An [Vy(M)?] 2n [Vy(M)?]

avec k > 2 et V(M) est le volume de M.

ou

On procéde de fagon analogue, on trouve

%1 (/M mdvg)z < %1”90”5} (/ ngfl)deJ)
< %S B2 </ C,Ex)d”9>

<L5”?T
“p-—1 M@pl

ainsi, de (0.0.13), (0.0.15) et (2.1.12), on tire

Qu—p 1 p—1
2-a) # (aS)zuf thtt < — (/ VC dvg> <( M@”‘lté’“

n 4n

ou encore

28 —pt1 a El 2n 1
2— 2ff < v C d <(1——].
e (25%2‘*) C(p— D keTTHETY(S </ vg) - ( 2k>

Or, on a par hypothese <0 <aetk > 2, ce qui donne

p—1
1 2 pi1 a * 3 1
S < (2- b M
g <) (2]1&9%) <4—( 2k>

pour p < 1+ 2° suffisamment proche de 1 + 2%: et par conséquent, les fonctions

C(x) qui vérifient les conditions (0.0.12)et (0.0.14) sont celles qui satisfont la double

inégalité suivante



ol

= gTk@S)e—a)T (- DkSE e
1 An [V, ()P A
avec k > 2 et V(M) désigne le volume de la variété M. O

Nous terminons ce chapitre en disant quelque mots sur la non nullité de la
deuxiéme solution v, de I’équation (2.1.2), en fait il est possible de démontrer que
la solution v, n’est pas identiquement nulle sans faire appel a la section (2.1.2)
(premiére partie).

En effet, puisque v. € K alors par construction de K il vient que
||’U€ - t1g0|| S tl — tg (2223)

avec ¢ une fonction positive et de classe C*°(M) de norme ||| = 1.

Ainsi, il suffit de remarquer
ty = [[trol] < fJvell + [[t10 = ve|

d’ott ve # 0 d’aprés (2.2.23).
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Chapitre 3

Non existence de solution

Dans ce chapitre nous donnons une condition suffisante pour la non existence de

solution, en fait on a le résultat suivant :

Théoréme 3.0.1. Etant donné (M, g) une variété Riemannienne compacte de di-
mension n > 2k, (k € N*) et A, B,C des fonctions positives réqulicres sur M et
2 < p< 28+ 1. Supposons que

#

[ VBCdu,\ 7
M

Cn,p, k) | —F57—
Bdv
Ai J

Bdv, > (S1R)? (3.0.1)

S

ou St, R sotent deux constantes positives

oft

2 tp—1/(p—1\7F»1
C k) = )

alors Uéquation (0.0.9) n’admet pas de solution positive u de classe C™® sur M

veérifiant ||ul| gz < R.

Démonstration.
Supposons qu’il existe une solution positive u € H (M) telle que ||U||H,§(M) < R. En

multipliant des deux cotés (0.0.9) par u et intégrant sur M, on trouve

/M WP, (u)dv, — /M (B () u? + % + ip(“?) dv,.
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et puisque [lull,, = /[ uPy(u)dv, est une norme équivalente a [|ull g2y, il existe
M

une constante S; > 0 telle que
Jull < Sillullmzan-

Alors il vient que

/M (B (7) u? 4 Au(j) n ip(i)) dv, < (SiR)’.

De plus avec l'inégalité de Holder on peut écrire

/M\/mclvg < (M/i;fxfdvg : (M/B(x)upldvg

Toujours en utilisant 1'inégalité de Holder nous obtenons

/M B(2)w'dv, — /M B(z)~ % (B(x)zlﬁu>pldvg

of _pi1

(3.0.2)

1

(3.0.3)

< (/MB(;(;)dvg>2m /M{(B(:cﬁnu)“}“dvg

of _pi1

< ( /M B(x)dvg>2ﬁ( /M B(m)uQudvg)Q. (3.0.4)

4 . \'F [ C)
: </MB (r) u? dvg> /M ! dv,

1

donc

(/M \/deg)Q < ( /M _ d%) Hopin

Posons L
o ([ vEwicwmn) ([ pwa)

il vient

C(a) i) ®
/MFCZUQZD(/MB(@UQ dvg) :

et par suit (3.0.2) devient

(S1R)? > /M B (z) u® dv, + /M Augf)dvngD ( /M B (z) u2”dug) -

Comme A a valeurs positives sur M, donc

/ i;if)dvg >0
M

u
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et par conséquent

(SlR)Qz/MB(x)uZﬁdvg+D</MB(x)u2ndvg>

1-p

off

et si on pose

t= / B (z) u2udvg
M

(RS1)* > f(t)

on trouve

ou

ft)y=t+Dt=.

f admet un minimum au point

(p—1_\F
o=(77)

et par suit

Vt >0, f(t) > min f(t) = ﬂmyzﬂ+p—l(p—1D)mp{

t>0 p—1

Finalement, remplagons D par sa valeur, nous obtenons

o o po1_2t

Warp—1 -1 2ﬁ+p 1 2ﬁ+p 1 2ftp—1
(RS))? > pfl ( o ) (/ /B dvg) (/MB(w)dvg> .

et si on pose
ot

2ﬁ+p—1 p—1\ 1

alors il vient

off

VB(x)C“)d”g) o / B (2) dv,.

fMB(x) dv,

(RS))* > C(n,p, k) (fM
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Chapitre 4

Applications

On a vu dans le théoréeme (0.0.3) que les conditions d’existence dépendent de
la fonction ¢, nous allons ici donné deux exemples d’une telle fonction, le pre-
miére exemple est en fait valable pour toute variété Riemannienne compacte, mais

le deuxiéme est spécifiquement pour le cas de la sphére unitaire standard.

4.1 Application dans le cas général

Pour (M, g) une varié¢té Riemannienne compacte de dimension n > 2k, nous

considérons la fonction constante suivante

. ((n—zkffMdivg)?

il est claire que cette fonction vérifie les conditions de notre théoréme; en fait ¢ €

C>°(M) et positive car [, Qudvy > 0" et n > 2k; de plus
lell =1 (4.1.1)

en effet
loll? = / oP,(¢)dv,
M

puisque ¢ € R et P, est linéaire alors

ol = /M 2 Py(1)dv,

1. c’est une conséquence de la coercivité de 'opérateur GJMS
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comme P,(1) = 222@Q, donc

2 n — 2k
I = (g ) o/, Qs

d’ou (4.1.1).
Dans ce cas le théoréme (0.0.3) devient
Théoréme 4.1.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte dimension n >

2k, (k € N*). Supposons que l'opérateur P, soit coercif; posséde une fonction de

Green positive et il existe une constante C(n,p,k) > 0 qui dépend seulement de

n,p, k tel que :
2
1 (smzpe)
% /MA(x)dvg < C(n,p k) ] (4.1.2)
(@ Jur divy) ’
6t p+1
: (smsp)) ™
—/ C(x)dvy < C(n,p, k) = (4.1.3)
p— 1 M 2

n—2k
<( 22 ) fM divg)
ol Qg est la Q-courbure de la variété M alors léquation (0.0.9) admet une solution

positive réguliere. Si de plus (k > 2) et les conditions suivantes sont vérifiées

1.
2 242¢
L /«/A( Jdv, | > as (SmaxB(z) ) (4.1.4)
% P = g, \ PR .
2.
2 p+1
= [ Ve, | =m0 F @) L (smabe)
[ — 2 2 —_—
p— 1 L)d0g - ¢ @ 4n Iﬂcré%\il( v
(4.1.5)
avec 1 < p < 28+ 1 (tres proche de 28 4+ 1) ou 2% = ni"%
3.
<Afz) < (1 !
a1 <~ T) > ok a2
ol
2k G2 240% St3
ay = —0; g = —— -9
n [Vy(M)?] 2n [Vy(M)?]
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ol

(p— DIk [(aS)(2 — a)] % (p— kST 167!
c1 = et cop = .

dn [Vy(M))? 2n [V (M)

Alors Uéquation (0.0.9) admet une deuziéme solution.

4.2 Application dans le cas de la sphére unitaire
standard

Nous présentons dans cette section un exemple de fonction ¢ vérifiant les hypo-
théses du théoréeme (0.0.2); la construction de cet exemple se base essentiellement

sur les projections stéréographiques.

4.2.1 La construction de la fonction ¢

En s’inspirant toujours du travail fait par Mr F, Robert dans [22]; particulié-
rement la preuve de la proposition 9 nous construisons un exemple d’une fonction
¢ > 0 de classe C*°(S") et de norme ||¢||p, = 1.

En effet, soit A > 1 un nombre réel et zy = (0,...,0,1) le pole nord de S™, on
pose

dy: S —>S"
qui, & un point z € S™ associe ¢,(z) = ¢, (A", (z)) si z # zo et ¢,(20) = 20

ou ¥, est la projection stéré¢ographique de pole o définie par :
Yy, 8"\ {zo} = R"

an

qui associe a un point a = (ai, ..., an, ), ¥, (a) = (f_—lc, oy 7 )

Comme ¢, est la composée de transformations conformes donc c’est une trans-

1412

o7 on a la formule suivante

formation conforme, en fait et si on pose 5 =

4
ih = ul, ¥ .h?

2. h dénote la métrique canonique de la sphére unitaire S™
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ol

n—2k

D) 2
Uy 5(T) = (5 VA -1 > Ve eS"et f> 1.

— cos dy(z, xo)

_a
donc si nous posons gy = u;o’é" .h, alors il est important de noter que
1. la courbure scalaire Scal,, de gy vaut n(n — 1).

2. le volume de la sphére (S", gg) est exactement le volume de la sphére munie

de sa métrique canonique h?>.

En particulier on a :
#
/uioﬁdvh = Wy (4.2.1)
N
oll wy, > 0 le volume de la sphére unitaire standard (S, h) .

Il vient de I'invariance conforme dans (S, h) de 'opérateur P, que

n — 2k f_
5 Qoo thag s (4.2.2)

Ph(uwo,ﬁ) =

ol (g, est la Q-courbure de la sphére unitaire standard muni de la métrique gy qui

est égale a la Q-courbure de (S, h)* et qui vaut d’aprés la formule de Gover [10] :

2 2 i
Qu = Qn = —-Pu(1) = ——(=1)" | [(c Scaln)

=1

% et Scal, la courbure scalaire et par conséquent et lorsqu’on

ou ¢ =
suppose que l'opérateur P, est d’ordre (k pair) la Q-courbure est une constante
strictement positive ; en fait on a
9 k
Qgo = Qn = m H((n + 20 —2)(n —2l))

=1

Multiplions (4.2.2) par u,, g des deux cotés et intégrons sur S” nous obtenons

n — 2k
/uwo,BPh(uxoﬁ)dvh = 5 ~Qh/ui’;,ﬂdvh'

Sr sn

3. Le lecteur intéressé par toutes ces affirmations pourra consulter [11], pages 292 — 293.
4. en fait il existe une infinité de métriques qui ont la méme Q-courbure que h.
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Or, avec (4.2.1) le deuxiéme membre dans cette égalité vaut "_22’“.Qh.wn ol wy,

est le volume de la sphére unitaire standard S™ munie de la métrique canonique h

et puisque

/umo,BPh(umo,ﬂ)dvh = ||tay 5l 5,
Sn
on conclut :

n — 2k
|§Dh = 9 .Qh.wn.

||u$0,l3

Donc si on pose

-1
n — 2k 2
Y= < 5 .wn.Qh) Mgy B

alors la fonction ¢ satisfait les conditions demandées dans la preuve de notre théo-

réme (Théoréme 2 de [3]) c’est a dire : ¢ > 0 de classe C*°(S™) et de norme ||p||p, =1

4.2.2 Reésultats d’existence sur la sphére unitaire standard

I1 vient d’apreés I'étape précédent que dans le cas ot la variété (M, g) est la sphére
-1
unitaire standard si on remplace ¢ dans le théoréme 2 dans [3] par ("_Tzk.wn.Qh) ? Ugy
nous obtenons d’autres résultats d’existence par exemple le théoréme 2 peut étre re-

formuler comme suit

Théoréme 4.2.1.
Soit (S, h) la sphére unitaire standard de dimensionn > 2k, k € N*(pair) supposons

qu’il existe une constante C'(n,p, k) > 0 qui ne dépend que de n,p, k telle que

Qn 2+ﬂ
1 — 2]€ 2 A 2_of
— n—.wn.Qh / (f)dvh < C(n,p, k) | SmaxB(x) (4.2.3)
Qﬂ 2 sn uio 8 TEeSn
et
1 2% = Ol) o
n — 2 xr 2-2
Wy < 2.
- ( 5 Wn Qh) /S 7 dvy, < C'(n,p, k) (SgéggB(x)) (4.2.4)
ol

n—2k

) VeeS"etf > 1.

(V-
a0 (@) =\ G oS )
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alors U’équation (2.1.1) admet une solution positive de classe C>°(S"). Si de plus

(k > 2) et les conditions suivantes sont vérifiées

2

242f
1 k 2—2f
o /\/A(:c)dvg > aS@ (Sgé%%(B(.T)) (4.2.5)
2 p+1
L [ Vewae, | 2 -0 F 09)F E (smaB@))T (@26
—_ 2 2 _—
| [ Ve@an ) 2 -0 F @s)F L (sumB@) T @20
avec 1 < p < 28 41 (tres proche de 2% +1) ou 2F = nzgk et
1
a; < A(z) < (1 — ﬁ) s
ot .
kSt 2 k0% 52+
= ———; g = —————
! dnw? 2 2nw?
et
1
cq <C(z) < <1 — %) Ca
ot

(p— kS'F 17!
2nw?

(p— D5k [(aS)(2 — a)]F
dnw?

C1 = et cy =

et w, désigne le volume de la sphere unitaire S™.

Alors Uéquation (0.0.9) posséde une deuxieme solution positive et de classe C(S™).

Signalons que ; comme

-1\ B+1\ T
(YT e (222) 2

on peut remplacer les deux conditions (4.2.3) et (4.2.4) par d’autres conditions qui

ne dépendent pas de la fonction wuy, g(x).

1
2 alors

En effet ; (4.2.7) implique que si ¢(z) = gy 5(2) (2525 .00.Q)

n—2k

1
-1\ ¢ n — 2k 2
> | — W
o) > (577 2 s
et par conséquent

lel* [ A), 1 [ Ax) 1 /B+1\? /n—2k !
of . (th dvy, = ﬂ o QOQh dvy, < ﬂ 5—1 5 Wi Qn . A($)dvh




Alinsi, si

n 24 24
% <%) ) (H_T%.wn.Qh) i . A(x)dv, < C(n,p, k) <S%%§B(x)) 2-2f
alors (4.2.3) est veérifié,de méme si
1 /n—2k 41 ST P
P ( 5 .wn.Qh) (ﬁ) /n C(z)dvy, < C (n,p, k) (Sgé%i(B(x))

alors (4.2.4) est vérifié, et finalement on a le résultat suivant :

Corollaire 4.2.1.
Soit (S™, h) la sphére unitaire standard de dimensionn > 2k, k € N*(pair) supposons

qu’il existe une constante C'(n,p, k) > 0 qui ne dépend que de n,p, k telle que

5 2! 2428
1 (B+1\2 [(n—2k 2 2—2F
= | 7 — Wy, <
2 ( B— 1) ( g Wn Qh) /S A(z)don < C (n,p, k) (SgéggB(x))
(4.2.8)
et
1 ok p—1 5 1 Mpiful) p+1’j
n—- : 22 2—2
p—1 ( g Wn Qh) (5 _ 1) - C(z)dv, < C(n,p, k) (Slg'é%ggB(a:))
(4.2.9)

ou B > 1 un nombre réel alors l’équation (2.1.1) admet une solution positive de

classe C*(S").
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Abstract

We investigate in this thesis an elliptic non linear partial differential equation.

The order of this equation is 2k, because it contains a differential operator of
2k-order (k € N*) of type GJM S as a principal part.

After giving a necessary notions for understanding the topic of this thesis in the first
chapter; we prove in the second chapter by using critical point theory the existence
of two distinct solutions. We present in the third chapter a special situation where
our equation does note admit any solution with norm less than a given positive
number. The last chapter is devoting to the applications of our results.

Key Words and Phrases: Critical point theory, GJM S operators, Theorem of
Ambrosetti-Rabinowitz, The variational principal of Ekeland.

Résumé

Nous étudions dans cette these une équation elliptique d’ordre 2k(k € N*)
contenant un opérateur géométrique différentiel de type GJMS.

Apres avoir donner les notions de base nécessaire pour la compréhension du sujet
de cette these dans le premier chapitre; on démontre dans le deuxiéme chapitre
'existence de deux solutions distinctes pour cette équation.

Dans le chapitre 3, on présente un cas particulier ot notre équation ne possede pas
de solutions de normes inférieures a un nombre réel positif donné.

Le dernier chapitre est consacré aux applications, notamment dans la sphére
unitaire standard S".

Mots clés: La théorie des points critiques, les opérateurs GJM S, Le théoreme
d’Ambrosetti-Rabinowitz, Le principe variationnel d’Ekeland.
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