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Résume

Le but de ce travail est d’explorer d’autres voies d’identification de parametres,
appliquées dans le domaine de la biotechnologie. Ce choix est justifié pour plusieurs
raisons, comme les différents Bugs informatiques causés par les erreurs d’arrondis.

L’ approche ensembliste basée sur I’arithmétique des intervalles est bien adaptée dans
ces cas, c’est a dire quand I’intervalle d’erreur introduit pendant I’acquisition des
données est trop large comme c’est le cas en biologie ou sciences médicales nous
nous intéressons a 1’identification des parametres d’un modele de bioprocédé aérobie
de traitement des eaux usées. Les méthodes ensemblistes sont bien adaptées pour les
applications en biotechnologie en raison de I’intervalle d’erreur important introduit
pendant ’acquisition des mesures.

MOTS CLES : Identification, Bioprocédé Aérobie, Arithmétique, biotechnologie
Abstract

The aim of this work is to explore other ways of identifying parameters, applied in
the field of biotechnology. This choice is justified for several reasons, such as the
various computer bugs caused by rounding errors. The set approach based on interval
arithmetic is well suited in these cases, i.e. when the error interval introduced during
data acquisition is too large as is the case in biology or science we are interested in
identifying the parameters of an aerobic bioprocess model for wastewater treatment.
Set methods are well suited for biotechnology applications due to the large error
interval introduced during measurement acquisition.

KYE WORDS : identifying, aerobic bioprocess, arithmetic, biotechnology
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Introduction Générale

L’arithmétique des intervalles est un outil mathématique introduit pour la premiére fois par
MOORE [1]. Il en a eu I'idée au printemps 1958, et une année plus tard il publie un article sur
I'arithmétique d'intervalles. Son mérite est, qu’ & partir d'un principe simple, donner une méthode
génerale pour calculer les erreurs de calculs, et aussi pour contréler la précision des calculs
numériques introduits par les erreurs d’arrondi de la représentation flottants des réels. Ses travaux
ont été suivis par ceux de NEUMAIER [2] et HANSEN [3], avec une telle arithmétique, il est
possible a la fois de tenir compte des incertitudes sur les données et de retourner un encadrement

par intervalles ce qui augmente la fiabilité des calculs.

Le principe fondamental de cette arithmétique consiste a remplacer tout nombre réel par un
intervalle le contenant puis a effectuer les calculs sur des intervalles, tout intervalle calculé produit
un résultat contenant la valeur exacte.

Le premier intérét de 1’arithmétique des intervalles est de pouvoir prendre en compte les
incertitudes de mesure dans le cas ou les données sont des valeurs expérimentales. Le second intérét
est de permettre de les manipuler sur ordinateur, en utilisant le calcul flottant, des quantités qui ne
sont pas exactement représentables comme par exemple le nombre 7 qui pourra étre représenté par
I’intervalle [3.14,3.15] sur une machine qui calcule en basse 10 avec 3 chiffres de mantisse. Cet
intervalle contiendra le résultat de calcul contenant la valeur exacte de . Cette propriété de résultat
garantie constitue 1’avantage essentiel de I’arithmétique par intervalles.

En résumé, notre travail ici consiste a appliquer d'autres méthodes de génération de données
applicables a la biotechnologie. Cette analyse est justifiée par de nombreux motifs, tels que les
erreurs de la plupart des différents appareils de calcul en raison de la présence de régles

approximatives qui contribuent a I'apparition de certaines erreurs inattendues.

Une approche spécifique basée sur I’analyse d’intervalle est bien adaptée Pour étudier ces systemes
biologiques

Le mémoire est organisé de la maniére suivante :

Le premier chapitre est consacré a exposer cette arithmetique des intervalles. Des exemples

d’outils faisant intervenir 1’analyse par intervalles dans leur méthode sont illustrés, les

caractéristiques de ces opérations et les méthodes de calcul sur celles-ci sont illustrées, puis le




résultat de leur utilisation est mentionné dans le but de limiter I’intervalle d'erreur au systeme a lui

appliquer.

Dans le deuxiéme chapitre, nous allons aborder les fondements de base des méthodes
ensembliste [8]. Motivée par sa simplicité dans la manipulation et dans les calculs, la représentation
par des intervalles (ou vecteurs intervalles) est choisie pour modéliser les incertitudes influant sur le

systeme biologique donné.

Dans le troisieme chapitre, nous avons défini les contractions et comment modélise sous
forme des graphes acyclique orienté et la propagation et rétropropagation pour cherche une solution

adéquate, et pour résoudre un probleme de chémostat anaérobie dans le chapitre suivant,

Dans le dernier chapitre L'une des propriétés les plus importantes des chémostat est que les
micro-organismes peuvent se développer physiologiquement stables dans des conditions
environnementales constantes. Dans cet état d'équilibre (concentration d'oxygene dissous,
concentrations de nutriments et de produits, densité cellulaire, etc.), le chercheur peut contréler les
conditions environnementales. Utiliser I'une des méthodes appropriées pour stabiliser le bioréacteur
et trouver des solutions appropriées pour réduire les erreurs de maniere appropriée, comme

I'application de calculs d'intervalle a I'aide de méthodes ensemblistes




Chapitre 1

1  L’arithmétique du Pintervalle

1-1 Introduction

L'arithmétique par intervalles est un systeme de calcul avec des intervalles plutét qu’avec
des nombres. Comme l'arithmétique des intervalles produit toujours des intervalles contenant
I'ensemble de toutes les valeurs de résultat possibles, des algorithmes d'intervalles ont été
développés pour effectuer des calculs étonnamment difficiles. Problemes NP- durs
en mathématiques et en informatique, I'arithmétique des intervalles est une méthode de calcul
consistant a manipuler des intervalles, par opposition a des nombres (par
exemple entiers ou flottants), dans le but d'obtenir des résultats plus rigoureux. Cette approche
permet de borner les erreurs d'arrondi et ainsi de développer des méthodes numériques qui
fournissent des résultats fiables. L'arithmétique des intervalles est une branche de lI'arithmétique des

ordinateurs.

Dans l'arithmétique des intervalles, un nombre réel x est représenté par une paire de nombres

flottants (Xinf , Xsup). Dire que x est représenté par cette paire signifie que x appartient a
I'intervalle [Xint , Xsup], autrement dit que les assertions Xinf < X €t X < Xsyp sont vraies. La notion

d'egalité d'un nombre et de sa représentation disparait, sauf si Xinf = Xsup.

On appelle largeur de la représentation la quantité W(X) = Xsup — Xinf, qui mesure

I'incertitude de la représentation.

1.2 Notions sur L’arithmétique des intervalles

1.2.1 Définition

Un intervalle x est un ensemble connexe, borné, fermé de borne inferieur x de borne supérieure

X qui sont des nombres réels, ’intervalle [x] est représenté de maniére suivante :
[X] = [g,i] 1= {VX ER,x<x< i} e e (1= 1)

L’ensemble de tous les intervalles R est noté IR, soit [x] € IR



https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Informatique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Intervalle_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Entier_(informatique)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Virgule_flottante
https://fr.wikipedia.org/wiki/Erreur_d%27arrondi
https://fr.wikipedia.org/wiki/Arithm%C3%A9tique_des_ordinateurs
https://fr.wikipedia.org/wiki/Arithm%C3%A9tique_des_ordinateurs
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_r%C3%A9el
https://fr.wikipedia.org/wiki/Virgule_flottante
https://fr.wikipedia.org/wiki/Virgule_flottante
https://fr.wikipedia.org/wiki/Intervalle_(math%C3%A9matiques)

1.2.2 Propriétés des intervalles

Tout nombre réel x sera confondu avec I’intervalle [x, x ] correspondant. Les intervalles seront
désormais repérés par des caractéres majuscules et les caracteres minuscules désigneront des nombres

réels ou entiers.

{x [1,3]ou = [n 3 } e (1=2)

a) Borneinferieure de[X]: inf([X]) =x
b) Borne supérieure de[X]: sup([X]) =x
C) Milieu d’intervalle de[X]: fonction définie de I dans IR

xX+x

J mid[X] = L vX € IR
I par extention aux forme vectorielle (1-3)
kmld( D= (mid([xl]), ...,mid([xn]))T X € IR™

d) Largeur d’intervalle ([X]) : Fonction définie de I dans IR ou dans le cas vectoriel de

MdansIR"
w(X]))=x—-—x , VX€IR
par extention aux forme vectorielle (1-4)
XD = (W(s1)s o oo e e o, w([2]))' X € IR™
e) Rayonde l'intervalle ([X]):rad([X]) = %ﬁ ,Vx € IR (1-5)

1.2.3 Opérations élémentaires

Les opérations mathématiques élémentaires sont étendues aux intervalles, le résultat d’une
opération entre deux intervalles obtenus en travaillant seulement sur leurs bornes.
Soit[x], [y] € IR, et une opération binaire ® € {+, —,*, /}
On définit : x]Oly] ={ xQy |x € [X]| y € [Y]}




[X] = [x.%]
Définition : le résultat d’une opération ® entre deux intervalles (1-6)
vl =[y.7]
. [X]+[Y]=[§ +X,§+§] (1-61)
¢ XI-IV=|x-yx-7] (1-62)
o [X]*[Y]z[min(g*z,g*?,i*z,i*?),max(g*z,g*?,i*z i*fl)] (1-63)
, [min(gz,iz),max(idem)]si 0 ¢ [X] B
X" = { [O,max(gz,iz)]si 0 € [X] (1=-64
. [ﬂ = lmin (i,%),max(idem) si0¢ [X]l (1—-65)
- [ =xFsioey] (1-66)
.VY]
. el [exe] (1-67)
Exemple :
Expression polynomiale :
fx=x%—-2x*>+x-3, .
{ = [-5, 2] a=7

52]® — 2[-5,2]> + [-5,2] — 3
125,8] — 2[0,25] + [-5,2] — 3
125,8] — [0,50] + [—5,2] — 3
183,7]

f

[-
[-
[-
[-

Démonstration :
[—5,2]% # [-5,2]% = [-5,2]
[-5,2]® = [-5,2]" telquen =3
En effet :

[1,1]sin =0
[(g)n, (X)"|six = 0 oun impair
X" = { { [(i)“, (g)n]sii < 0Oetn pair
k[O, max((g)n, (i)n)]si 0 € [X]etn pair




1.2.4 Propriétés algébriques (perdues)

e la soustraction n’est pas la réciproque de I’addition

z=X+Yy)

= [_1'8]
{(Z —y) =[-18] - [-3,5] = [-6,11]
x=[23]l€(z—y) =[-611]

si x=[23] et y=[-35] =>>{

Ou encore :
x—x)=1[23]-123]=[-1,1]#0

e Ladivision n’est pas la réciproque de la multiplication

» La multiplication n’est pas égale a 1’élévation carrée.
[x] * [x] = [-6,9]

six=[—3,2]{ K2 = [09]

» La multiplication est sous-distributive par rapport a 1’addition.

.{X = [_2,3] yy = [1'4] yZ = [—2,1]
x*x(y+z)#x*y)+ (X*2)

1.3  Les pavés

Soit IR™ I’ensemble des intervalles de R™ un pavé [x] est un vecteur intervalle de

dimension(n) représenté de la maniére suivante :

Les opérateurs élémentaires définis précédemment pour les intervalles sont également

redéfinies pour les vecteurs d’intervalles.




. [
x[0,2] x = ({ze1) x=|1[4
N

FIGURE 1-1 : Composant de vecteurs intervalles

1.3.1 Propriétés des pavés
> Borne inferieure du pavé :[x]
inf([X]) = (X1, X2 5 wee ver ver v wee 0 Xp) T T transpose

> Borne supérieure du pavé :[x]

sup([X]) = (X1, X2, cor eer e we ee o X ) T T transpose

> Lalargeur du pavé :[X]

w[X] =maxj_; (X —x;) =0

Exemple : soit le pavé [x] = ([1,2] * [-1,3])

= maxjﬁl(fj —x;) =0

wix] { = max ((2 ~-1),(3- (—1)))
= max(1,4)

\ — 4
» Le milieu du pavé : [x]
mid([X]) = (mid[x;], e v cor e e oo, mid[x, DT
» Le volume du pavé : [x]

vol[X] = ((El —x;) * (X, = X2) * e * (X, — X))




n

vol[x] = 1_[[@. —x)] e e e (1= 9)

1

NB1 : La largeur de I’ensemble vide : ¢p : w(¢) = —©
NB2 : Un intervalle dont les deux bornes sont égales est dit dégénéré

X=X=X

14  Définition d’un sous pavage

Un sous pavage x € R™ est une union de pavé : ([x])i=,dont les intérieurs sont disjoints.
Lorsque un sous pavage P recouvre tout le pavé de [x] , il est appelé pavage de[x]. Pour déterminer
les éléments d’un sous pavage, on doit vérifier s’ils possedent des éléments vérifiant une méme

propriété donnée, pour cela on utilise un test appelé test d’inclusion.

1.4.1 Fonction d’inclusion

Considérons deux ensembles ainsi que deux récipients[x&y], contenant les deux ensemble
x&y respectivement, soit un sous ensemble x;de x si x; € X , on peut étendre une fonction

F : X = Y Aux récipients tel que :
[F1(X1) = [{FC)lx € X4}]
Et encore [F](X,) o F(X,) (1 _10)

Ce qui introduit la notion de fonction d’inclusion, considérons une fonction

F de R™ = R™, la fonction intervalle [F] delR™ = IR™est une fonction d’inclusion

V[x] € R, Flx] € [F]([x])

F'si ou
[F1([x]) 2 ({F(0)|x € [x]})

(1-11)

Propriétés
» Laconvergence : Une fonction d’inclusion [F] d’une fonction F' est convergente si pour une

suite de pavé [x]
limw([x],) = 0 = limw([F][x],) = 0 (1-12)




e La monotonie :

: Une fonction d’inclusion

[x] € [yl = [F1(IxD) € [F](lyD

(1--13)
1.4.2 Test d’inclusion

En définit I’ensemble des intervalles booléensIB € IR , telle que

IB = {4, [0], [1], e eee e oo, [0,1]}

Ou l’élément{[q)]: pour impossible

[0]: pour faux
[1]: pour vrai {[O, 1]

. . 1-14
:pour indetermine ( )
On définit une fonction test t: R®™ — B avec B = {[0],[1]}

Comme pour les réels, la notion de fonction

[t]: TR™ — IB
est appelée test d’inclusion pour

tsiV[x] € R"

{[t]([x]) =1 =>Vxex]:tlx)=1 (1- 15)
[t]([x])) =0 =>Vx € [x]:t(x) =0
Exemple : Soit le test t: R? — {0,1}
(X1, %)t — (x; +x, < 10)
ce qui veut dire :
_ (1 si(x; +x,) <10
t) = {0 :si(xg +x,) > 10
La fonction d’inclusion t est définie par
[1] = si(x; +x3) < 10,
[t](x) =<[0]: si(x; +x,) > 10,
[0,1] :  ailleurs.
On peut réécrit aussi : [t](x) & ([x¢], [x,]) < 10 (1-16)
1.5 Pessimisme

Lorsque le résultat des opérations entre intervalles n’est pas minimal, on parle alors de

pessimisme, le pessimisme est une conséquence de deux phénomeénes, le premier et le phénomeéne

d’enveloppement, il provoque une surestimation du pavé résultant, ’exemple suivant permet de
mieux comprendre cet effet :

3

[F] d’une fonction Fest monotone si :



Exemple :

Soit le pavé[x] = [xq] X [X3], si I’on fait subir a ce pavé des rotations successives a 1’aide de la

matrice A définie par :

cosf sin@

= 4= (—sinQ cos6

T
)avec@ =7 (1-23)

La représentation de ce pavé image est un rectangle qui I’enveloppe, Aprés plusieurs rotations, ce

rectangle augmente, ce qui provoque une surestimation du résultat finale.

LT

FIGURE 1-2 : Effet d’enveloppement conséquent a la rotation d’un pave

Le deuxiéme phénomeéne et celui de dépendance appelé aussi phénoméne de multioccurences,
le phénomene de dépendance suggere que chaque variable est considérée différente, en d’autres

termes, ce pessimisme est dd au fait




Que I’ensemble : X — Y ={x —y , x € X|y € Y} est différent de I’ensemble
{x—x|lx€eX}=0

Exemple: soit[x] = [—1,1] alors :

[x] = [x] = [-1,1] = [-1,1] = [-22] # 0




1.6 Conclusion

Dans cette section, nous nous sommes concentrés sur la mention de certaines des opérations
arithmétiques qui est une méthode trés sdre et efficace pour 1’évaluation de mesures qui sont
souvent en tachées d’erreurs. L’approche ensembliste permet de manipuler le non linéaire plus
aisément, puisqu’elle ne nécessite pas de calculs compliqués de lois de probabilité, ni aucune
connaissance statistique sur les variables aléatoires. Nous souhaiterions en I'appliquant a notre

modéle fortement non linéaire d'obtenir les résultats garantis.




Chapitre 11
2 Meéthode ensembliste

2.1 Introduction

Pour obtenir un résultat garanti de la solution d’un probléme donné, il faut mettre en ceuvre
une methode qui prend en considération les incertitudes omniprésentes sur les données d’un
probléme. Dans ce chapitre, nous allons présenter et confronter une approche qui prend en compte
ces incertitudes qui sont 1I’approche ensembliste.

La nécessité d’introduire I’arithmétique des intervalles s’est fait ressentir lorsque 1’on a
remarqué des défaillances concernant 1’arithmétique flottante. Les ordinateurs Manipulent des
nombres réels avec un nombre de bits limités (16 pour les entiers, 64 pour les réels en virgule
flottante) donc seul un nombre limité de réels sont représentables exactement en machine, les autres
sont approchés. Lorsque des Millions d’opérations sont effectuées, les incertitudes s’accumulent et
le résultat Final peut étre trés éloigné du résultat exact. Cette préoccupation de déterminer Les
plages de variation des variables est a I’origine de la naissance de 1’arithmétique Des intervalles, qui

vont nous permettre de manipuler des ensembles.

2.2 Operations sur les ensembles

Cette partie sera consacrée a la présentation des diverses opérations que I'on peut effectuer

sur des ensembles, en particulier I'intersection, la réunion et le passage au complémentaire

2.2.1 Ensembles et sous-ensembles

Les objets qui constituent un ensemble seront appelés les éléments de cet ensemble. En général,
nous désignerons les ensembles avec des majuscules et leurs éléments avec des minuscules.

Notation : Pour signifier que X est un élément d’un ensemble E, nous noterons x € E. Le
symbole € le sigle d'appartenance. Au contraire, si X n'est pas un élément d’un ensemble E, nous
noterons x ¢ E.

Il 'y a deux moyens d'écrire les ensembles, en extension et en compréhension.

Exemple 2.1. Ensemble écrit en extension

Ensemble des cing continents : {Afrique, Amérique, Europe, Asie, Océanie}.




Dans le cas d’un ensemble infini on pourra avoir recours a des points de suspension. Par exemple,
I'ensemble des entiers naturels peut s'écrire {0, 1, 2 ...}
Exemple 2.2. Ensemble écrit en compréhension
Un ensemble composé de réels vérifiant une certaine inégalité : x €ER, x2>38
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} Et {n €N, 0 <n <9} désignent le méme ensemble.
Nous allons maintenant definir quelques ensembles trés particuliers.
Définitions : L'ensemble vide est un ensemble qui ne contient aucun élément. 1l est unique
et est noté @.
Un singleton est un ensemble constitué d'un seul élément, et donc de la forme
E = {x}. On prendra soin de distinguer I'élément x de I'ensemble {x}.
Une paire est un ensemble constitué de deux éléments, et donc de la forme E = {x, y}.
En guise d'exemples, présentons les ensembles les plus couramment utilisés en mathématiques
élémentaires.
Exemple 2.3. Les ensembles numériques usuels
Ensemble des entiers naturels : N={0, 1, 2, 3, .. .}.
Ensemble des entiers relatifs : Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,.. .}
Ensemble des rationnels : Q=p
Q,p€EZ qeN,q#0.
Ensemble des nombres réels : R.
Ensemble des nombres complexes : C.
Définition : On dit qu'un ensemble A est inclus dans un ensemble B si tous les éléments de
A sont éléments de B. On note alors A c B.

On peut aussi utiliser les formulations A est un sous-ensemble de B ou encore A est une partie de B.

Avec les notations du premier chapitre, I'inclusion peut également s'écrire comme une implication :
A c B & (VX, X EA =X €B) (2-1)




Propriétés
1. Pour tous ensemble A, on a ACA et cA.
2. Soient A et B deux ensembles.
Ona A=B < ((AcB) A (B cA)) (2-2)
Cette égalité justifie la méthode dite de double inclusion : pour montrer que deux ensembles sont
égaux, on montre que le premier est inclus dans le second et que réciproquement le second est

inclus dans le premier.

2.3 Intersection, réunion

Cette sous-partie sera consacrée a I'étude de deux opérations binaires portant sur les

ensembles, l'intersection et la réunion.

2.3.1 Intersection
Définition : On appelle intersection de deux ensembles A et B, I’ensemble noté A N B constitué des
éléments qui appartiennent a A et a B.
Avec les notations du premier chapitre, lI'intersection peut également s'écrire comme une
conjonction :

ANB={x (x €A) A (x €B)} (2-3)

Y. AlMgz B

Figure 2.2. lllustration de I'intersection

2.3.2 Réunion
On appelle réunion de deux ensembles A et B I’ensemble noté A UB constitué des éléments
qui appartiennent a A ou a B.
Avec les notations du premier chapitre, la réunion peut également s'écrire comme une
disjonction :
AUB={x, (x€A)V (xeB)} (2-4)




AU B

Figure 2.3. lllustration de la réunion
Voici quelques propriétés vérifiées par I'opération de réunion.
Propriétés
Soient A, B et C des ensembles.
Ona:
AUB=BUA, laréunion est commutative.
(AUB) UC =AU (B UC), laréunion est associative.
Ac(AUB)etBc (AUB). (2-5)
AUA=A.
A U 9= A, @est un élément neutre pour la réunion.
SiAcB,alorsAUB=B.
Un élément neutre pour une opération binaire est défini par le fait que le résultat de I'opération entre
I'élément neutre et n'importe quel élément est ce dernier. En quelgue sorte il n'influe pas sur le
résultat de I'opération.

Comme par exemple 1 pour la multiplication des réels et donc I'ensemble vide pour la réunion.
2.4  Applications

Nous allons dans cette seconde partie définir la notion d'application, puis nous intéresser aux

cas particuliers des surjections, Injections et bijections.

2.4.1 Premiéeres définitions

Soient E et F deux ensembles.

Définir une application f de E dans F consiste a associer a tout élément x de E un élément unique y
de F.

Cet élément y, noté f (x), est appelé I’image de x par f.

L’élément x est un antécédent de y par f.

E est I’ensemble de départ de f et F en est I’ensemble d’arrivée.

Comme lors de la premiére partie, nous réaliserons regulierement des schémas afin d'illustrer les

concepts nouvellement définis.




Pour représenter une application, le schéma utilisé s'appelle un diagramme sagittal.
En voici un premier a propos de la notion d'image.

f

Figure 2.4. Image d'un élément
Ici, y est I'image de x par f, y=f(x).
Bien comprendre que la définition précédente implique que tout élément de I'espace de départ
possede une image et que celle-ci est unique.

Et en voici un second pour bien visualiser la définition d'antécédent.

f

Figure 2.5. Antécédents d'un élément

Dans ce cas de figure, x1, x2 et x3 sont des antécédents de y par f,

fxl1=fx2=1fx3=y.

Bien comprendre que la définition précédente implique que tout élément de I'espace d'arrivée peut
avoir zéro ou plusieurs antécédents.

Pour notre premier exemple concret, nous allons utiliser la tres connue fonction carré.

Exemple 2.4. Antécédents par la fonction carrée

Considérons I’application f de R dans R définie par f(x) = x2.




Figure 2.6 : Antécédents par la fonction carrée

On cherche a déterminer les antécédents de n'importe quel réel par f. Pour cela on doit distinguer les
trois cas de figure suivants :

Tout réel strictement négatif n’admettra aucun antécédent dans R par f.

0 admet un unique antécédent.

Tout réel strictement positif admet deux antécedents dans R par f.

La définition suivante est celle d'une application bien particuliére, elle laisse en effet les éléments
d'un ensemble inchanges.

Définition : Soit E un ensemble I'application de E dans E qui a un élément x associe x est appelée
application identité de E. On la note généralement IdE.

Par définition, on a donc vx € E, IdE(X) = x

2.4.2 Composition d’applications

Il est tout a fait possible d'enchainer les applications, c'est-a-dire en appliquer une seconde
aux images provenant d'une premiere.
Définition :

Soient E, F et G trois ensembles, f une application de E dans F et g une application de F
dans G l'application de E dans G notée g of et définie par
VX €E, (g of) (X) = g (f(x)) est appelée composée de f par g.

> A l'oral on prononce "g rond f".

Représentons cette opération de composition par un diagramme sagittal.




\ W

Figure 2.7. Diagramme sagittal d'une composée

2.5 Image directe et image réciproque

On va dans cette sous-partie donner des définitions ne portant plus seulement sur des
éléments, mais sur des sous-ensembles des espaces de départ et d'arrivée. Plus précisément, on va
voir comment ils sont transformés par I'application.

Définitions :
Soient E et F deux ensembles, et f une application de E dans F.

Soit A un sous-ensemble de E et B un sous-ensemble de F.
On appelle image directe de A par f 1’ensemble noté f (A) des images par f des éléments de A. I
s'agit donc d'un sous-ensemble de F dont voici lI'expression littérale

f(A)={y€eF, IxeA y=1f(x)}={f(x), x €A} (2-6)
On appelle image réciproque de B par f ’ensemble noté f - 1(B) des antécédents par f des élements
de B. Il s'agit donc d'un sous-ensemble de E dont voici I'expression littérale

f—1(B) = {x €E, f(x) €B} (2-7)

Des diagrammes sagittaux nous permettront de mieux appréhender ces deux définitions un peu plus

complexes que les précédentes.

AA)
y1 = flxq)
Yz = f(X2) = fixz) /)

Figure 2.8. Image directe




L'image directe par f du sous-ensemble A de E constitué des éléments x1, x2 et x3 est le

sous-ensemble de F composé des images de ces trois eléments, y1 et y2.

/f_\
///E\\\ y F\\\\
' Xa \\ l,r"/ \'\,\
[ ._\\\—L,. ¥a = flxs)

Y1 = flxq)
® ¥ = f(x2) = flxs)//

\-/ \\-i:’/

Figure 2.9. Image réciproque

L'image réciproque par f du sous-ensemble B de F constitué des éléments y1 et y2 est le sous-
ensemble de E composé des antécédents de ces deux éléments,
x1, X2 et x3.

Utilisons de nouveau la fonction carrée comme exemple.

Exemple 2.5 :

Images directes et images réciproques par la fonction carrée
Considérons I’application f de R dans R définie par f (x) = x2.
Nous allons exprimer quelques images directes et réciproques de sous-ensembles de R par f. Que le
lecteur prenne bien le temps de comprendre chaque cas de figure, en s'aidant si besoin est de la
représentation graphique de la fonction carré rappelée dans lI'exemple 2.4.
f([1; 2]) = [1; 4].
f([—4; —3]) =[9; 16].
f(—1;2]) = [0; 4].
f=1([0; 4D =[-2; 2].
f=1([1;4D=[-2;-1]U[1;2]
f—-1([—12;—-4])=0.
f—1([- 3; 16]) =[— 4; 4].

2.5.1 Bijections
La notion de bijection va regrouper celles de surjection et d'injection.
Définition :

Soient E et F deux ensembles, et f une application de E dans F.




On dit que f est bijective si tout élément de I’ensemble d’arrivée admet un antécédent et un seul par
f.

On dit aussi que f réalise une bijection de E sur F.

Réalisons le diagramme sagittal.

y / E \ /// F \\
\. y. b
."I X -— I'I ! _
[ |I e a
| ¥ | l, +® b
7 -»— ! '-I
X t e—- h
A —o d Y
N A 4
\ \\\ _ 4

Figure 2.10. Représentation d'une application bijective

L'application f est bijective car tous les éléments de I'ensemble d'arrivée ont exactement un
antécédent par f.
Comme nous en avons pris I'habitude, utilisons la fonction carrée comme exemple.

Exemple 2.6 : Bijective de la fonction carrée

L’application f de R dans R+ définie par f(x) = x2 n'est pas bijective car I'élément 4 de
I'espace d'arrivée admet deux antécédents par f, a savoir - 2 et 2.
L’application g de R+ dans R+ définie par f(x) = x2 est par contre bijective.
Obtenir la petite caractérisation suivante d'une application bijective est trés simple.
Propriéte.

En pratique, on se sert toujours de I'assertion précédente pour montrer qu'une application est
bijective.

Si I'on dispose d'une application bijective f, on peut tres bien imaginer une application qui a
tout élement de I'ensemble d'arrivée associe son unique antécédent par f. Cette remarque conduit a
la définition suivante.
Définition :

Soient E et F deux ensembles, et f une application bijective de E dans F.
On appelle application réciproque de f, notée f~1, ’application de F dans E définie pour tout y de

F par
x=f1(y) e y=fK) (2-8)




Le terme inverse est parfois employé a la place de réciprogue mais il s'agit d'une incorrection.
L'application réciproque d'une application bijective f réalise donc en quelque sorte le travail oppose
a celui de f. Il n'est donc pas surprenant que leur composition soit I'application identité.
Propriété
Soient E et F deux ensembles, f une application bijective de E dans F et f ** son application
réciproque.
Ona flof=IdE et fof 1l=IdF (2-9)
Reprenons une derniere fois la fonction carrée en exemple.

Exemple 2.7.Réciproque de la fonction carrée
L’application g de R+ dans R+ définie par f(x) = x2 est bijective et son application réciproque est
I'application g - 1 de R+ dans
R+ définie par g - 1 = Vx.

2.6 ALGORITHME ENSEMBLISTE

Le calcule ensembliste est une notion un peu idéale car on ne sait pas vraiment calculer avec
les ensembles. Dans nos applications, nous développerons des algorithmes ensemblistes qui

utiliseront le calcul ensembliste et qui est donc, eux aussi, seront idéaux.

2.6.1 Inversion ensembliste
Considérons un ensemble dans R™et une fonction f: R™,R™ Soit Y un sous ensemble de
R™defini comme suit: X = f(Y)
L’inversion d’ensembles nous permet de déterminer 1I’ensembleX, comme image réciproque
par la fonction f de I’ensemble Y :
S={x€RMf(x) eY}=f"1(Y) (2-10)
On peut résoudre un probléme d’inversion ensembliste par le biais de 1’algorithme STVIA
(Set Inversion Via Interval Analysis) [11]
SIVIA est un algorithme récursif permettant d’obtenir, a partir d’un pavé initial
suffisamment large, deux sous-ensembles encadrant 1’ensemble solution, tel que :
$<5<S (2-11)
L’approximation, ou encadrement, intérieure S représente I’ensemble des pavés dits acceptables ou

faisables. C’est I’ensemble contenant toutes les solutions recherchées. Cependant, il peut y avoir

des solutions admissibles qui ne sont pas contenues dans S .Si on démontre que [x] N S =¢:alors




le pavé [x] est inacceptable et sera supprimé. Dans le cas ou le pave est ni acceptable, ni
inacceptable, on dit alors que le pavé [x] est indéterminé. L’algorithme va donc découper ce pavé le
long du plus grand coté en deux sous-pavés qui vont étre testés a leur tour afin de vérifier s’ils
peuvent étre gardés ou rejetés. Le processus est itéré a nouveau jusqu’a I’obtention d’un pavé dont
la largeur atteint un certain seuile, fixé par I’expérimentateur. Dans tous les autres cas, le pavé sera

dit indéterminé.

(A(x4]) [yl

[x.]

[x2] |

[F1(x2])

[£1([x5])
Figure 2-11 Sivia
La description de 1’algorithme Sivia est donc :
2.6.2 L’algorithme SIVIA
( SIVIA (entrée : [t], [x], € sortiesS, S),
1. si[t]([x]) = [0],rejeter|x];
2. sile]([x]) = [1],8: = S U [x],5:= S U [x];
X 3. siw([x]) <€S:=SU [x]; (2-12)
4. bissecter[x]en ([x4], [x2])
SIVIA(e: [t], x41,€;5: S, E),
\ SIVIA(e: [t],xz,e;s:g,g);

Résoudre un probléme d’inversion ensembliste en ayant recours au principe des bissections

est un probléme NP-dur dont la résolution se limite au cas ou le nombre de variables est réduit. C’est




pour cette raison qu’on a développé des techniques de contractions [28 ; 29] permettant de réduire les

domaines solutions.

2.7 CONCLUSION

En général, on considére que la valeur moyenne des résidus dans le cas d'un bon
fonctionnement est proche de zéro (le plus proche possible du fonctionnement théorique

Ce type d'estimation, avec une technique de sous pavages, a été vu comme un probléme
d'inversion ensembliste Jaulin []. Une recherche vaste et approfondie a été faite sur le sujet, ce qui a
donné suite a Jaulin [], dans le cadre des observateurs ensemblistes

Ce chapitre a été consacré en premier lieu a relever les motivations de 1’utilisation de les
méthodes ensembliste. Celles-ci sont dues principalement a la capacité de mieux prendre en compte

les incertitudes sur les données d’un probléme et sur les méthodes et les moyens de résolution.




Chapitre III

2 Les contracteurs

3.1 Introduction

Les techniques de réduction des domaines intervalles ont des propriétés communes qu’il est
intéressant de regrouper dans la notion de contracteur [6], le principe est d’augmenter le temps de
traitement d’un pavé pour diminuer le temps effectif de résolution des problémes. Cette diminution
du temps effectif de résolution est tres liée au probléme. Dans le pire des cas 1’ajout de ces
contracteurs diminuent 1’efficacité de 1’algorithme mais dans certains problémes 1’efficacité est
augmentée. La notion de contracteur a I’avantage de regrouper un trés large éventail de méthodes
de réduction des domaines intervalles. Les exemples pour les CSP linéaires sont le contracteur de
Gauss Seidel ou le contracteur par programmation linéaire. Pour les CSP non-linéaires, le
contracteur de Newton agit sur des systemes uniquement carrés et différentiables, le contracteur par
linéarisation paralléle sur des systémes rectangulaires et le contracteur par projection de contraintes
n’a pas de restriction sur la forme du CSP. Dans la suite de 1’étude seule le contracteur utilisant la
propagation de contraintes sera détaillée pour suivre ce qui a été codé durant la these. Plus de
détails sur les autres types de contracteurs peuvent étre trouvés dans [7] et [8].

L’outil de contraction ou de réduction est apparu a cause de la difficulté rencontrée
lors des opérations de bissection d’un pavé, par exemple dans I’algorithme SIVIA pour un nombre
de direction N = 20, on aura a faire 22° =1048576 bissections. Cet outil permet de réduire le
nombre de bissections a effectuer. L une des applications congue pour cette technique est
« INTERVAL PEELER» [11].

Définition 3.1
L’operateur C,:R™ — R™(est un contracteurs pour le sous ensemble X de R™ s’il

satisfait les propriétés de contractance et de complétude suivantes :

C,([x]) < [x] contractance

n
vixl € R, Ce([xDNX = ﬂX complétude

-1




3.2 Problemes de satisfaction de contraintes

Les problémes de satisfaction de contraintes ou CSP sont des problémes mathématiques ou

I'on cherche des états ou des objets satisfaisant un certain nombre de contraintes ou de criteres.

Les CSP font I'objet de recherches intenses a la fois en intelligence artificielle et
en recherche opérationnelle. De nombreux CSP nécessitent la combinaison d'heuristiques et de
méthodes d'optimisation combinatoire pour étre résolus en un temps raisonnable. 1ls sont

notamment au cceur de la programmation par contraintes

fcR*"—R™ : fonction
X :domaine de variable initiale e e e e e (3= 2)
x = (x1,x,,%3) :vecteur variable

Nous considérons un systeme d’équations

( f1(x1, %0, e e . LX) =
F@) =00 filnT ) =0 M) e (3 3)
fm (X1, X2, ... .. ..... X)) =

Nous appelons probleme de satisfaction de contraintes 7, la détermination de toutes les

solutions du systéme d’équations a résoudre (3-3), contenues dans le domaine de recherche initial X.

On note : H:(f(x)=0x€eX e e (3= 4)

Si S; est un ensemble de solutions de la contrainte f;(xq, x5, ... ... ... ,X,) = 0, alors la solution du
probleme de satisfaction de contraintes est obtenue par :
S = ﬂ’ij v e e e (3—5)

3.2.1 Projection de contraintes



https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Intelligence_artificielle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Recherche_op%C3%A9rationnelle
https://fr.wikipedia.org/wiki/Heuristique_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Optimisation_combinatoire
https://fr.wikipedia.org/wiki/Programmation_par_contraintes

Considérons un ensemble S, nous notons Cs ([x]) le plus petit pavé contenant [Xx].
L’opérateur de contraction Cs est en mesure de remplacer une boite [x] par un pavé S\ [x] de plus
petite taille tout en conservant I’ensemble solution au complet. Ce procédé que nous allons décrire
dans le paragraphe suivant est basé sur le principe de projection de contraintes utilisant des sous

résolveurs [10].

3.3 Graphe acyclique orienté DAG

Le DAG n’est pas un outil spécifique aux méthodes par intervalles [11]. Les méthodes de
création de DAG sont ainsi largement documentées en particulier en informatique pour la
réalisation de compilateurs. Nous présenterons donc ces méthodes dans I’optique d’expliquer le
fonctionnement des DAG et leur lien avec les contraintes. La liaison entre contraintes et DAG pour
réaliser les algorithmes de propagation rétro-propagation permet donc d’optimiser le traitement des
CSP. Ceci ne résout pas les problémes de convergence lente (algorithme de complexité pseudo-
polynomiale) ni les blocages sur des pavés fixes mais permet d’optimiser le temps de calcul, ce qui
n’est pas négligeable en particulier pour les CSP de grandes dimensions.
Notre utilisation des DAG pour la propagation de contraintes a été publiée dans JESA [12], depuis
d’autres chercheurs ont détaillé leur propre approche en particulier pour 1’optimisation globale

[13].

3.3.1 Avantages de |'utilisation d'un DAG

Utiliser des DAG est intéressant puisque cela apporte de nombreux avantages quant a la
gestion de ces derniers comme nous allons le voir ensemble. L’utilisation d'un DAG apporte des
avantages de rapidité de déploiement de transactions, qui ne sont pas architecturés par blocs. Mais
comme expliqué plus haut les DAG ne sont pas les principales caractéristiques qui les utilisent et ce

sont d'autres parametres qui apportent leur confort d'utilisation comme des frais proches de zéro.

3.3.2 Graphe simple ou multigraphes :
Une boucle est une aréte qui relie un nceud a lui-méme.

Un lien double caractérise I'existence de plusieurs arétes entre deux nceuds donnés.
Un graphe possédant I'une ou l'autre de ces caractéristiques est dit multigraphe. Un graphe ne
possédant aucune des deux est dit graphe simple. Nous travaillerons exclusivement sur des graphes
simples par soucis de simplicité : ils couvrent la plupart des utilisations, et sont plus simples a

traiter que les multigraphes dans le cas général.




Figure3-1 : Multigraphes, avec une boucle en bleue et les liens double en rouge

3.3.3 Connexité

Un graphe est dit connexe lorsqu'il existe un chemin entre toute paire de nceuds. Une
composante connexe d'un graphe est un sous-graphe connexe de ce graphe. Un sous-graphe est un
sous-ensemble de nceuds du graphe, avec une partie de leurs arétes associées. Ainsi, sur le dessin ci-

dessous, vous ne voyez qu'un seul et unique graphe, comportant 3 composantes connexes.

Figure 3-2 : Graphe simple avec 3 composantes connexes




3.4 Les contraintes sous forme DAG

L’ensemble de ces définitions de la théorie des graphes permettent de comprendre ce que
sont les DAG. Reste & illustrer comment ces outils vont nous permettre de représenter les
contraintes.

Prenons I’exemple suivant :

yl = sin ((x1 + x2).x2).Sin(x1)
y2 = max ((x1 + x2).x2,x2.(x2 + x3)) v e e (3 —6)
y3 = sin ((x2 + x3).x2)

Ces trois contraintes peuvent se mettre sous la forme de trois arbres comme I’illustre la figure 3-3.

Pour chaque arbre, chaque nceud qui n’est pas feuille correspond a une contrainte primitive.

FUGIRE 3-3 : Représentation des contraintes sous forme d’arbres




Nous obtenons donc la décomposition suivante :

al =x1+x2; a5 =x2+x3 a9 =x2 +x3

a2 =al*xx2| a6 =x2=*a5 al0 = a9 + x3

a3 =sin(a2)| a7 =x1+x2 : R = Rl
a4 = sin(x1)| a8 =a7xx2 :
y1l = a3 x a4 ly2 = max(a6,a8)l y3 = a9 xx2

Nous avons vu dans cette partie que c’est sur cette décomposition que se basent les
algorithmes de propagations de contraintes. Dans cette décomposition, les variables intermédiaires
ne contiennent pas d’information et ont pour domaine initial : | — oo, 4+00[

La mise en place du DAG permet de supprimer des redondances inutiles. Les variables al et a7
correspondant aux contraintes : al = x1 + x2 et a7 = x1 + x2, contiennent le méme domaine

[x1] + [x2] lors de la propagation. Aprés la rétro-propagation, les domaines sont différents mais
seront a nouveau les mémes a la propagation suivante. La création du DAG permet ainsi de

rassembler ces deux contraintes primitives en une seule et ainsi de gagner en temps de calcul.

FIGURE 3-4 : Représentation des contraintes sous forme de DAG.




3.5 CONCLUSION

L’outil de contraction ou de réduction est apparu a cause de la difficulté rencontrée lors des
opérations de bissection d’un pavé, par exemple dans 1’algorithme SIVIA pour un nombre de
direction N = 20, on aura a faire  22° = 1048576 bissections. Cet outil permet de réduire le nombre
de bissections a effectuer. L une des applications congue pour cette technique est « INTERVAL
PEELER » (voir Annexe).




CHAPITRE IV

4 Application au bioréacteur

4.1 Introduction

Dans le présent travail, nous avons recours a I'approche algébrique différentielle des
problemes généraux d'observation pour étudier lI'identification et I'observation des processus de

digestion anaérobie.

4.2 Approche Algébrique

L'approche algébrique différentielle des problemes d'observation remonte vers les années 90
[16]. Le principe de cette approche, tel que clarifié pour la premiére fois dans [17], est qu'une
quantité, disons x, d'un systéme est observable par rapport a une autre, disons y (qui est supposée
étre disponible dans un certain intervalle de temps), si chaque composante de x est une solution
d'une équation algébrique (non différentielle) avec des coefficients dépendant éventuellement de y
et d'un nombre fini de ses dérivées temporelles. La théorie s'applique aux modeles de systemes
uniquement en termes d'équations algébriques différentielles mais qui peuvent étre implicites dans

les variables a observer.

C'est un fait que les modeles de processus biotechnologiques sont souvent décrits en termes
d'équations algébriques différentielles. Les seules expressions non polynomiales qui entrent dans
ces modeles sont souvent des expressions rationnelles. Comme I'approche algébrique différentielle
de base peut gérer de telles expressions rationnelles. En résumé, I'approche algébrique différentielle
de I'observabilité non linéaire [18], [19] peut aborder les questions d'identification et d'observabilité
qui se posent dans processus biotechnologiques [20] [21]. Les principales limitations qui peuvent
étre rencontrées en suivant cette approche sont la disponibilité de ressources de calcul qui sont

suffisantes pour les calculs suggeérés.

L'approche algébrique différentielle est parmi les rares qui fournissent des tests explicites
d'observabilité. Il existe de nombreuses méthodes de décision algébrique différentielle. La plus
intéressante utilise des notions d'ensemble de caractéristiques. Le lecteur est renvoyeé a [17] pour
plus de détails et références concernant les jeux de caractéristiques. Ici, il suffit de mentionner le
fait que chaque modele algébrique différentiel a un ensemble de caractéristiques qui, en principe,

peut étre calculé en nombre fini d'opérations consistant en I'addition, la multiplication et la




dérivation de polynémes différentiels formels. Des ensembles caractéristiques de systemes
d'équations algébriques différentielles sont définis par rapport aux classements. Et un classement est
simplement un ordre total sur les variables et leurs dérivés. En résume, I'identifiabilité d'un
coefficient 6 (ou, plus généralement, I'observabilité d'une variable z) par rapport a une variable
supposée mesurée w est vérifiée en executant des algorithmes d'ensemble de caractéristiques a
travers les équations du systeme relativement un classement qui ordonne w et toutes ses dérivées
avant 0 (ou z) et toutes ses dérivées, et toute dérivée de ces deux variables avant toute variable

potentiellement restante du systeme.

4.3 Application au bioréacteur

Les bioréacteurs de laboratoires figure 4-1 sont des dispositifs qui permettent d’étudier la
croissance de micro-organismes. Leurs principales composantes sont :
Un substrat S qui est un milieu de culture contenu dans la chambre du bioréacteur nécessaire a la
croissance des micro-organismes et contrélé par un flux de matiére entrant S;,,
Une biomasse X constituée de bactéries, ou phytoplancton ou bien encore de champignons. Dans le
cadre d’un procédé de dépollution, elle peut contenir des centaines d’espéces.
Les dérivés synthétisés par les micro-organismes, résultats des réactions biochimiques sous

I’influence de la température, le pH, I’oxygeéne, . . . et de certains catalyseurs parfois.

Agitation system

Feednng pump

“System maonitor

_Sensors probes

Reactor tank Thermal jacket

Effluent

Figure 4-1 — Le Bioréacteur




4.3.1 Mise en équation

Les équations qui régissent le fonctionnement du chémostat sont obtenues en faisant le bilan
des matiéres d’entrées et des sorties.

Le taux de croissance p est décrit par un modele dit de Monod [26] qui s’exprime en
fonction de la concentration du substrat S comme suit :

— Hmax * S

41
S+ K, “-1

La constante [, €St la vitesse de croissance spécifique maximale et la constante K traduit

I’affinité de la cellule pour le substrat S. Elle est appelée constante de demi-saturation pour la
croissance.

Il existe de nombreuses équations algébriques qui ont été établies pour décrire la fonction de
croissance des microorganismes. Certaines tiennent compte de I’influence de la température ou du
pH [23 ; 3]. Le modéle de Cantois [24] considére que la fonction de croissance dépend du ratio de
substrat par organisme. Dans le cas de I’inhibition de la croissance causée par 1’accumulation dans
le milieu de produits métaboliques un modéle de Haldane est proposé puis repris par Andrews [1]
est propose.

Dans le cadre de ce mémoire, on a utilisé le modéle de Monod qui fut le premier a modéliser une

population microbienne. En se basant sur le bilan de matiere.

4.3.2 Modele mathematique

Les bioréacteurs sont considérés comme des systemes dynamiques avec des entrées (débit,
concentrations . . .) et des sorties (concentrations de composants de la réaction) bien définies. Nous
nous intéressons I’identification des paramétres d’un modéle de bioprocédé aérobie de traitement
des eaux usées. Dans ce cadre, on utilise un chémostat qui réalise le processus de nitrification. La
nitrification est un processus biologigque responsable de la production de nitrates dans
I’environnement [4]. Elle est réalisee en aérobie par des micro-organismes autotrophes et s’effectue

en deux étapes :

E



Nitritation Nitratation
NH," > NO,- » NO;-
Ammonium m Nitrite g:> Nitrate
3/2 0, 2H' +H, !

Figure 4.2 — Les deux étapes de la nitrification

Pour représenter donc 1’état de ce bioréacteur, six variables sont nécessaires : les
concentrations de bactéries, appelées biomasses et désignés par X; et X, ainsi queles
concentrations de substratS,, S, et S3, sachant que la nitritation est réalisée par des bactéries
nitritantes X; qui transforme azote ammoniacal (S4) en nitrites (S;) et que la nitratation est réalisée
par les bactéries X, qui transforme les nitrites ((S;)en nitrates (S3). S;,est la concentration du
substrat entrant. Le modéle ci-dessous représente 1’évolution dynamique de ces variables d’état
[25].

S1 =D(Sy — S1) — K (S1) X
X1 = (S — D)X
S7 = K1 (S1) X1 — Kpup(S2) X, — S,D (4—-2)

Xz = (u2(Sz) — D)X,
S3 = K, (S)X, — S3D

S
Avec #1(S1) = Umax r;(sl (4-3)

S,
S2+Kso

Et Uz (52) = Umax =

1y (Sy) et u,(S,) Sont les taux de croissance de la biomasse. Ils sont modélisés par la cinétique de

Monod [26]. tmax1(S1) et Umaxz (S2)Sont le taux de croissances spécifique maximumkK, et K, sont

les coefficients steechiométriques qui représentent les rendements respectifs de biomasses X; et X5,

K¢, et K¢, sont les constantesde demi-saturation pour la croissance correspondant a I’affinité des

cellules pourle substrat de chaque population bactérienne D , est le taux de dilution, tel que
D=0,V (4—4)

Ou Q;nest le débit d’entrée du bioréacteur et V son volume.

K



4.4. Résultats et discussion

L'observabilité des rendements k1, ko du systeme décrit par les équations (1 au 8) est testée

en calculant I'ensemble caractéristique de I'ensemble suivant de polynémes différentiels.

(S, = D(Sin—S1)-k1 ul(s1)X1
X, = (u1(s1)-D)X1
S, = k1ul(sDX1 —k2u2(s2)X2 —S2D
X, = (u2(s2) — D)X2
Ss = k2 u2 (s2)X2-S3D

$ H1(31 +Kkgy) = Hoaxg O1 (4 —5)
K, (S1 +kgp) = Moo S2
yi =%
y2 =X,
Y3 =54
Ya =39S,
\ Ys = S3

Par rapport au classement

{1, Y2, Y3, Y4, Y5, D, Sin} {k1, k2 } {X1, X281, 82, S3, 141, 12 }}

La solution obtenue par le logiciel :

- Sin D+Dys + Dys4 + Dys+ y5+y4+y3(1)

—SinD?y1 - SinDy1 - SinDy1 +SinD%y1+ SinDV1 - Dysy1 + Dysyi + D?ysy1-D2y3y1 + Dysy: -
Dysy1 +Y3y1 - y3 j1 (2)

SinDDy2y1 + SinDDY2y1+SinD3y2y1 — SinD3y2¥1+SinD?$2y1 — Sin D?y231+Sin Dj2y1 —
Sin DY2§1+DDyay2y1+DDyay2y1 +DDYsy2y1-DDYsy1y2- Dyayayi+ Dy2yays + Dy2y1ys -
Dysy2y1+ D3yayay1 - D3yayoy1-D3ysyayr + yay2y1+D2Vayoyi+ D2yayayr - D2ya+yay: -
D2yoyayi- D2ysy1ys .. 4D%ysyoy1 -D2ysyoy1+D2ysyayi+ DYayoy1+DVay2y1 - Dyayays —
Dyay2y1 -ysy2y1 +Dysy2yi- Dysyayi+ Dysy2yi+ Yayzyi- yayi-Yoysyi+yiysy2(3)

-Sin D+Dy3+Dyi1ki+ys+yik: (4)

j



-Sin D+k2 Dy2+kz y2+Dys+Dys+ys+ys3 (5)

-X1+y1 (6)
-Xot+y2 (7)
-S1tys (8)

ya-S2 (9)
Y5-S3 (10)
-Dyi-yi+yiu (11)
-Dy2-y,tyape (12)
Lemme

Les rendements k; et k,sont observables par rapport a y1, y2, y3, y4, y5, D, Sin puisque le
polynéme différentiel qui introduit k; et k,(les lignes 4 et 5 ci-dessus, obtenu par le logiciel sont
d'ordre 0en (k; et k3). De plusk; et kjsont identifiables par rapport a y1, y2, y3, y4, y5, D,
Sin.

Nous obtenons les expressions de k; et k,que nous allons exploiter pour appliquer le principe de

propagation de contrainte.

D(Sin —y3) —y3

k, = :
! Dyl +y1
. (4 —6)
i, = D6in —y3) —y3
2 Dyl +yl

Dans un premier temps, nous avons simulé le modéle de bioréacteur avec des parametres inspirés
de la littérature [1]. Les mesures enregistrées a partir du chémostat ont été réalisées sur une période
de 220 jours. La figure 4-3 représente les simulations du modéle du bioréacteur et celles des

données preélevées (voir simulink en Annexe)

E



FIGURE 4-3 : Simulations des mesures enregistrées (bleu) et du modéle de
Nitrification(+)

@



Les DAG relatifs aux expressions de k; et k :

FIGURE 4-41 : DAG relatif a ’expression de ki

E



ka

FIGURE 4-42 : DAG relative a expression de k

On exprime les deux expressions de k4 et k, sous forme de fonctions primitives :

E



Propagation de contraintes

ay = Sin — S1;
a, =D *ay;

as = a, — Sy;
a, =D * X;;

ds = Qg +X1i
ki = (asz/as) Nky;
a; = Sip — Sz;
ag = a; — Sy;
a9 = D * ag;
A9 = 52 + 51;
a1 = Qg — Aq9;
A, =D *x Xy;
ai3 = Aq2 ‘|‘X2i

k, = (a;1/a13) Nky;

Rétropropagation de contraintes

X, = (a3 —a;2) N X,
arz = (a3 — X;) N agy
a1y = (a13 * kz) Nag;
a1z = (a11/kz) Nags
X, = (a3 —a;2) N X,
X; = (a12/D) N X,

ag = (a1 + asp) Nay
aio = (a9 — a11) Nagg
Sy = (a0 = $) NS,
S1= (a0 —S2) NS,
ag = (ag/D) Nag

a, = (ag +S1) Nay
Sy =(a; —ag) NS
Sin = (a7 + 52) N Sy
S2=im—a;)NS;
az = (as * ki) Naz
as = (az/ky) N as

ay = (as— X)) Nay
X, = (as—a) Nk
X1 = (as/D)NX,

a, = (az +S5;) Na,
S1=(az—az)NSs,
a, = (az/D)Nay

Sin = (a1 + $1) N Sy
S1=(Sim—a;) NS5

X, =0975xX
X, =0,035%X
Erreue e = 0,01

j



Tous les intervalles des a;sont choisis [-oo, +], ky et k, sont initialisés avec [0, +oo]

Les intervalles obtenus par simulation sur Matlab, utilisant la toolbox Intlab
{kl =[0.6266, 0.7884]
k, = [0.0630, 7.3394 ]

Rendement k1
0.8 T T T T T

0.78

0.76 - * *

0.74

0.72

0.7

0.68

0.66 -

0.64

0. 62 r r r r r
10 15 20 25 30 35 40

FIGURE 4-51 : Rendement K1

Rendement k2
8 [ T [ T T

FIGURE 4-52 : Rendement K>




Les DAG relatifs aux expressions de maxi€t Umaxz -

( Hy (S1 + kS1)
Hmax1 = S
1
{ K, (Sz + kS3)
Hmax2 =
\ S,

4=7)

Ca)

HUmax1

HUmax2

FIGURE 4-6 : Les DAG relatifs aux expressions de timaxi€t Hmaxz



Tous les intervalles desb;sont choisis [-00, +0],  nax1€t Hmaxz SONt initialisés avec
[0, +oo]

» Propagation de contraintes
bl = Sl + kSl
b, = Umax1 * S1

ty = (b2/by) Ny
b3 == SZ + kSZ

by = Umax2 * Sz
tz = (bsa/b3) Ny

» Rétropropagation de contraintes
by = (43 * b3) N by
by = (bs/1z) N b3
tmaxz = (b4/S2) N thinaxz
Sy = (ba/tmax2) N S2
S, = (b3 —kS,)N S,
kS, = (b3 — S;) N kS,
b, = (uy * by) N by
by = (by/p4) N by
tmax: = (b2/51) N Umaxt
S1 = (b2/tmax1) N S,
kS, = (b1 — S1) N kS;
S1=(b—kS;)NS;

Tous les intervalles des b;sont choisis [-o0, +o0], 1 et u sont initialises avec [0, +o]

max1 max2

Les intervalles obtenus par simulation sur Matlab, utilisant la toolbox Intlab

{ maxi = [0.1735 ,  1.3]
[0.2430 ,  0.3893]

Hmax2
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FIGURE 4-71 : Vitesse de croissance maximale t,, 4.1
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45 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons utilisé 1’approche algébrique différentielle afin d’étudier
I’observabilité et 1’identifiabilité d’un modéle de bioréacteur.

Nous avons ensuite décrit un bioréacteur utilisé dans le traitement des eaux usées comme
un system dynamique avec des entrées (début, concentration ...) et des sorties (concentration, des
composant de la réaction....) ainsi le rendement K et K, qui sont observables et bien identifiables
par rapport aux valeurs, le coefficient de dégradation D et la concentration d’entrée Sin

Apres une simulation de modele de réaction avec des parameétres inspirés de la littérature
et des mesures sur le chémostat sur un période définie.

Nous décrivons les différents composants d'un bioréacteur et leurs modes de
fonctionnement pour une bonne compréhension du principe
Eaux usées par boues activées, et représentent le cycle de I'azote et deux étapes Nitrification. Et
I'intérét pour le bioréacteur est en marche de déterminer les taux de croissance maximum
HmaxS1 €t WmaxS2 poUr les deux groupes bactériens X, et X, , respectivement, puis de suivre
I'évolution du rendement ( k, et k), et déterminer la possibilité de son identification et

observation.




4.6 Conclusion Générale

Les méthodes d'identification abondent dans la littérature. Ce qui indique I'impossibilité
d'établir une relation étroite entre la forme pratique et son modéle mathématique. Le modele est
construit sur la base des données observées, ce qui rend difficile I'étude des systemes biologiques ou
de la biotechnologie lorsque le temps est calculé en jours et lorsque la marge d'erreur est trés large.
Dans notre étude, nous testons une nouvelle méthode d’identification pour estimer les parametres
du chémostat. Ces méthodes consistent en I'utilisation de techniques ensemblistes basées sur
I’arithmétique des intervalles. Le dernier chapitre a été consacre a la description du dispositif
expérimental sur lequel notre étude s'est concentrée, c’est un bioréacteur fonctionnant en continu
appelé chémostat. Cet appareil congoit deux étapes de nitrification pour le cycle de I'azote dans le

cadre du traitement des eaux usees par boues activées.

Dans le premier chapitre, Nous avons présent¢ les bases de I’arithmétique des intervalles,
rappelé les différentes opérations entre intervalles puis défini les types de récipients pouvant
contenir ces ensembles tels que des pavés afin de les manipuler aisément, une notion de fonction
d’inclusion est introduite. Dans le deuxiéme chapitre, on définit I’inversion ensembliste qui est la
base de I’identification dans le contexte a erreurs bornées. Nous avons aussi défini la notion de
pessimisme résultant qui provoque une surestimation d’un pavé solution. La solution apportée a ce
probléme de pessimisme est I’introduction de contracteurs et dans le troisiéme chapitre nous avons

présenté en détails la contraction par projection qu’on a utilisée dans ce travail.

Nous avons choisi de déterminer les taux de croissance maximum de pmax1 (S1) et pmax2

(S2) pour les deux groupes bactériens X; et X, , respectivement, puis le rendement k, et k,
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