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Résumé

Cette thèse traite le problème de l’estimation d’état des systèmes non linéaires décrits par

des modèles flous de type Takagi-Sugeno (TS). Dans la première partie, une synthèse des ob-

servateurs triangulaires à modes glissants est présentée pour les systèmes TS mis sous forme

d’observation triangulaire. Les observateurs étape-par-étape à modes glissants, d’ordre un et

d’ordre deux basés sur l’algorithme du super-twisting, sont élaborés et utilisés pour l’estimation

d’état d’un bras manipulateur actionné par un moteur DC. Les résultats obtenus en simulation

permettent de valider les bonnes performances des modes glissants d’ordre deux. Par la suite,

les observateurs étape-par-étape à modes glissants d’ordre deux sont appliqués en expérimenta-

tion sur un pendule inversé rotatif réel. Les résultats expérimentaux illustrent une convergence

en temps fini de l’erreur d’observation. Dans la dernière partie des travaux réalisés, un schéma

d’estimation des défauts est proposé afin d’estimer les défauts de capteurs et d’actionneurs d’un

système TS. L’efficacité de l’approche proposée est illustrée par un système hydraulique à deux

cuves linéarisé et un système à trois réservoirs représenté par un modèle TS proposé.

Mots-clés—Modèle de Takagi-Sugeno, algorithme du Super-Twisting, observateur à modes

glissants, pendule inversé rotatif, estimation de défauts.

Abstract

This thesis deals with state estimation of nonlinear systems represented by Takagi-Sugeno (TS)

models. In the first part, a synthesis of step-by-step sliding mode observers is presented for

systems TS in triangular observation form. The first-order and super-twisting algorithm-based

second-order sliding mode observers are designed and used for state estimation of a robot arm

actuated by a DC motor. The simulation results show the good performances of second-order

sliding mode observers. Then, the step-by-step second-order sliding mode observers are applied

to the rotary inverted pendulum with real-time implementation. The experimental results il-

lustrate the exact finite-time estimation of the system states. In the last part of this work, a

fault estimation scheme is proposed to faults detection and reconstruction in the TS system.

The effectiveness of the proposed approach is shown by means of two simulation examples:

the hydraulic two-tank system with linearized system representation and the three-tank system

represented by a proposed TS model.

Keywords—Takagi-Sugeno model, super-twisting algorithm, sliding mode observer, rotary

inverted pendulum, fault estimation.



Introduction générale

Au cours de ces dernières décennies, les modèles flous du type Takagi-Sugeno (TS) [67]

constituent un outil puissant dans la modélisation des systèmes non linéaires et une alternative

intéressante dans le domaine de la commande, de l’observation et du diagnostic des systèmes non

linéaires. Ce type de modélisation permet de représenter un système non linéaire, quelle que soit

sa complexité, par une interconnexion de sous-modèles linéaires pondérés par le biais de fonctions

non linéaires issues des non-linéarités du système [57][69]. Cette représentation est connue pour

ses propriétés d’approximateur universel et présente l’avantage de pouvoir représenter de manière

exacte un modèle de connaissance non linéaire sur un compact de l’espace d’état [48][74]. En

effet, la possibilité de décrire des comportements non linéaires très complexes avec une structure

simple, inspirée des modèles linéaires, permet l’extension de nombreux concepts théoriques de

l’automatique linéaire au cas des systèmes non linéaires.

Dans de nombreuses stratégies de commande et de diagnostic des systèmes dynamiques, le

besoin de connaître entièrement le vecteur d’état du système est souvent une nécessité. Or, pour

des raisons techniques et/ou économiques, il est difficile, voire impossible, de mesurer la totalité

des variables d’état du système, d’où la nécessité de reconstruire entièrement ou partiellement,

le vecteur d’état du système. Ce problème peut être résolu en utilisant un système dynamique

auxiliaire, appelé observateur d’état, dont le rôle est de fournir en temps réel une estimation

du vecteur d’état du système étudié en fonction des entrées connues et des sorties mesurées du

système.

Depuis quelques années, un grand intérêt est porté au problème de l’estimation d’état et

de détection de défauts pour les systèmes non linéaires décrits par des modèles TS. Différentes

techniques de conception d’observateurs ont été proposées et utilisées en commande et en diag-

nostic. Dans les observateurs flous de type TS [68][69], la technique consiste à associer à chaque

modèle local un observateur local. L’observateur global est la somme des observateurs locaux

pondérés par les fonctions d’appartenance associées aux modèles locaux. Ces observateurs ont

été développés pour l’estimation d’état [54][57], et la détection et localisation de défauts [32][61].

1



Introduction générale 2

Dans [14], des multiobservateurs à modes glissants sont basés sur l’interpolation convexe des ob-

servateurs classiques de Luenberger dotés de termes discontinus (glissants), pour compenser les

entrées inconnues et les incertitudes des modèles. Ces observateurs ont été utilisés pour le diag-

nostic des systèmes non linéaires [2][43]. La synthèse de ces observateurs s’appuie sur l’analyse

de la stabilité par la théorie de Lyapunov et les conditions obtenues de convergence de l’erreur

d’observation sont formulées en utilisant des inégalités linéaires matricielles (LMIs). Le nombre

de règles a une très grande influence sur la conservativité des résultats obtenus en stabilité

et/ou en stabilisation. Le nombre de problèmes LMIs peut croitre de façon exponentielle avec

le nombre de règles [57].

La stratégie d’estimation d’état pour les modèles TS proposée, dans ce mémoire de thèse,

utilise la technique des modes glissants [73], technique développée initialement pour la synthèse

de lois de commande et connue par ses propriétés de robustesse vis-à-vis des perturbations et des

incertitudes paramétriques. Les observateurs à modes glissants se révèlent être très intéressant

du fait de leur robustesse vis-à-vis des perturbations externes et incertitudes du système, en

plus, de la convergence en temps fini de l’erreur d’observation [9][66]. Ce type d’observateurs a

été appliqué avec succès sur les systèmes non linéaires. Citons par exemples les travaux présentés

dans [8][18][29][65].

Pour assurer la sûreté et la fiabilité de fonctionnement des systèmes, face à toute anomalie ou

défaut, plusieurs techniques de diagnostic et de surveillance des systèmes ont été développées. La

majorité des techniques de détection, localisation et identification de défaut (FDI) sont basées sur

la génération des résidus, qui représentent la différence entre le comportement actuel du système

et son comportement souhaité, par des bancs d’observateurs. Chacun de ces observateurs est

sensible à un ensemble de défauts et insensible aux autres. La décision de la présence ou non

d’un défaut est prise, en comparant le résidu à un certain seuil fixe ou adaptatif. L’ensemble de

ces signaux génère une table de signature qui constitue l’outil d’isolation des défauts [2][43][56].

L’objectif de cette thèse est la synthèse des observateurs à modes glissants étape par étape

pour des systèmes non linéaires représentés par des modèles flous TS. Des observateurs d’ordre

deux sont élaborés pour l’estimation d’état de modèles flous standard (TS) et descripteur (TSD) ;

du fait de leurs propriétés intéressantes : simplicité d’élaboration, robustesse, et meilleure préci-

sion de convergence. Une approche d’estimation de défauts d’un système TS, à base d’un banc

de ces observateurs, est proposée. Elle permet non seulement de détecter et localiser un défaut

mais aussi de l’estimer et de donner son allure au cours du temps, au lieu de générer un résidu.

La reconstruction ou l’estimation de défauts est très importante dans un schéma de diagnostic.
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Elle est très efficace pour les défauts de type intermittent ou graduel, qui sont très difficiles à

être détectés à cause de leurs évolutions temporelles lentes [56]. En plus, cette approche est très

bénéfique dans le cas de commande tolérante aux défauts (FTC) [62][59].

Les travaux réalisés au cours de cette thèse portent sur :

– L’estimation d’état d’un bras actionné par un moteur DC [40] et d’un pendule inversé

rotatif réel [42] décrits par des modèles flous TS,

– Le diagnostic de défauts de capteurs d’un système hydraulique à 2 cuves représenté par

un modèle TS obtenu par linéarisation autour de points de fonctionnement [41],

– L’estimation de défauts de capteurs et d’actionneurs d’un système hydraulique à 3 cuves.

L’approche d’estimation proposée se base sur des bancs d’observateurs étape par étape

à modes glissants d’ordre deux. Un modèle flou TS représentant exactement le modèle

non linéaire du système étudié est proposé, en utilisant l’approche par transformation par

secteurs non linéaires [69].

Organisation de la thèse

Ce mémoire, décomposé en cinq chapitres, est organisé de la façon suivante :

Le chapitre 1 consiste en un état de l’art portant sur les modèles flous TS continus, sous forme

standard et descripteur, ainsi que les méthodes de construction d’un modèle TS. Les principaux

types d’observateurs existants pour les systèmes TS sont présentés à la fin de ce chapitre.

Dans le chapitre 2, la notion d’observabilité des modèles flous standard et descripteur est abor-

dée. Une analyse de l’observabilité des modèles TS est présentée ainsi qu’une analogie entre

ces systèmes et les systèmes linéaires à paramètres variants (LPV) polytopiques. Deux modèles

de systèmes flous TS mis sous forme triangulaire d’observation sont proposés, permettant la

conception des observateurs triangulaires à modes glissants.

Dans le chapitre 3, les observateurs étape par étape à modes glissants d’ordre un et deux sont

présentés. Les techniques de conception de ces observateurs, pour les modèles TS, sont propo-

sées pour l’estimation d’état. Des résultats de simulation d’un premier exemple illustreront les

caractéristiques propres de ces deux types d’observateurs pour l’estimation d’état d’un système

TS. L’estimation d’état d’un système TS perturbé, basée sur un banc d’observateurs à modes

glissants d’ordre 2, est traitée dans un deuxième exemple. Ensuite, une comparaison, entre les

estimations issues des observateurs élaborés et l’observateur flou TS proposé dans [43], est faite

pour mettre en évidence les performances des observateurs étape par étape à modes glissants

d’ordre deux.
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Dans le chapitre 4, la synthèse d’observateur par modes glissants d’ordre deux, proposée en

chapitre 3, est validée sur un procédé réel. Des résultats de simulation et expérimentaux pour

l’estimation d’état d’un pendule inversé rotatif réel valident l’approche proposée.

Dans le chapitre 5, l’estimation des défauts de capteurs et d’actionneurs d’un système TS est

étudiée. Une approche d’estimation est proposée en se basant sur les résultats obtenus dans le

chapitre 3. Deux exemples de simulation sont considérés afin d’en présenter les performances,

un système hydraulique à deux cuves représenté par un modèle linéarisé et un système à trois

réservoirs décrit par un modèle TS proposé.



Chapitre 1

État de l’art sur les modèles flous de

type Takagi-Sugeno

1.1 Introduction

Les modèles flous TS ont été largement utilisés dans différents contextes : la modélisation,

l’estimation d’état, la commande et le diagnostic. La structure simple de ces modèles permet de

simplifier et d’étudier aisément la stabilité d’un système non linéaire, grâce à l’outil numérique

LMI (Linear Matrix Inequalities) qui permet de trouver des solutions aux équations de Lyapuonv,

la synthèse des correcteurs (PDC : Parallel Distributed Control) constitués d’un retour d’état

pour chaque modèle local et la synthèse des multiobservateurs.

Les modèles flous TS descripteurs (TSD) ont également été utilisés dans la littérature. L’in-

térêt de la la forme descripteur est, pour certains modèles non linéaires, de réduire le nombre

de règles du modèle flou TS et ainsi réduire le conservatisme des résultats classiques.

1.2 Modèles flous Takagi-Sugeno continus

1.2.1 Modèle Takagi-Sugeno standard

Un système non linéaire peut être modélisé sous la forme générale :











ẋ(t) = f(x(t),u(t))

y(t) = g(x(t),u(t))
(1.1)

5
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où x(t) ∈ R
n est le vecteur d’état, u(t) ∈ R

m est le vecteur d’entrée, y(t) ∈ R
p est le vecteur de

sortie et f, g sont des fonctions non linéaires.

Un modèle TS est basé sur des règles du type "Si prémisse Alors conséquence", où les

conséquences correspondent aux sous-modèles linéaires,

Règle i : Si ξ1(t) est M i
1 et. . . et ξq(t) est M i

q

Alors











ẋ(t) = Aix(t)+ Biu(t)

y(t) = Cix(t)

où ξ1(t) . . . ξq(t) sont les variables de prémisse pouvant être mesurables (e.g. l’entrée u(t) ou

la sortie y(t) du système) ou non mesurables (l’état x(t) du système) et M i
1 . . .M i

l sont les en-

sembles flous. Le iième sous-modèle est défini par les matrices connues Ai, Bi et Ci de dimensions

appropriées.

Le connecteur "et" des prémisses est généralement modélisé par l’opérateur de multiplication.

Pour chaque règle i est associé un degré de vérité ou d’appartenance du iième sous-modèle au

modèle global, donné par :

wi(ξ) = αi(ξ)
r
∑

i=1

αi(ξ)

, αi(ξ) =
∏q

j=1 µM i
j
(ξj) (1.2)

où µM i
j
(ξj) ∈ [0, 1] est le degré d’appartenance de la variable de prémisse ξj à l’ensemble flou

M i
j .

Ce modèle flou TS est composé d’un ensemble fini de modèles linéaires interconnectés grâce

à des fonctions non linéaires vérifiant la propriété de somme convexe. La représentation mathé-

matique du modèle T-S relatif au système (1.1) est donnée par :















ẋ(t) =
r
∑

i=1
wi(ξ(t))(Aix(t)+ Biu(t))

y(t) =
r
∑

i=1
wi(ξ(t))Cix(t)

(1.3)

où r est le nombre de règles du modèle et les fonctions de pondération wi(ξ(t)) sont des fonc-

tions non linéaires dépendant du paramètre ξ(t). Ces fonctions satisfont la propriété de somme

convexe :










0 ≤ wi(ξ(t)) ≤ 1, i = 1, . . . ,r
r
∑

i=1
wi(ξ(t)) = 1

,∀t (1.4)
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1.2.2 Modèle Takagi-Sugeno descripteur

La forme descripteur d’état [53] d’un système non linéaire a également été utilisée dans la lit-

térature. Les descripteurs élargissent la classe des systèmes non linéaires standards (représentés

par un ensemble d’équations différentielles ordinaires) aux cas des systèmes algébro-différentiels

(représentés par un ensemble d’équations différentielles algébriques) tels que les systèmes singu-

liers et les systèmes mécaniques à inertie variable [4]. Dans [70][71], les auteurs ont présentés les

modèles flous descripteurs (TSD) pour ce type de systèmes.

Soit le modèle descripteur non linéaire affine en la commande suivant :











E(x(t))ẋ(t) = A(x(t))x(t)+ Bu(t))

y(t) = Cx(t)
(1.5)

où E(x(t)) ∈ ℜn×n et A(x(t)) ∈ ℜn×n sont des matrices de fonctions non linéaires.

De même que pour l’obtention d’un modèle flou standard présenté précédemment, le modèle (1.5)

est décomposé en deux parties (gauche et droite). La construction des fonctions de pondération

du membre droit du modèle reste la même que précédemment avec les définitions des wi(z(t)), i =

1 . . . ra, avec ra étant le nombre de règles floues associées au membre droit de l’équation. À cela

vient s’ajouter les fonctions de pondération du membre gauche du modèle relatives à la matrice

E(x(t)) : vk(z(t)), k = 1 . . . re, où re est le nombre de règles floues associées au membre gauche

de l’équation. Les fonctions de pondération vérifient la propriété de somme convexe :

vk(z(t)) ≥ 0,
re
∑

k=1
vk(z(t)) = 1,

wi(z(t)) ≥ 0,
ra
∑

i=1
wi(z(t)) = 1.

(1.6)

La forme descripteur d’un modèle TS est alors la suivante :















re
∑

k=1
vk(z(t))Ekẋ(t) =

ra
∑

i=1
wi(z(t))(Aix(t)+ Biu(t))

y(t) =
ra
∑

i=1
wi(z(t))Cix(t)

(1.7)

Le modèle TS descripteur est alors composé de 2ne × 2na règles floues, avec ne et na sont,

respectivement, les nombres de termes non linéaires contenus dans les matrices E(x) et A(x)

de l’équation d’état (1.5). L’intérêt principal de cette représentation réside dans la possibilité

de réduire de façon significative le nombre de règles du modèle flou TS et par conséquent le

conservatisme des conditions LMIs, pour certains types de modèles non linéaires, e.g., le pendule

inversé rotatif [20] et le robot auto-équilibré à deux roues [5].
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1.2.3 Approches de construction des modèles TS

Afin d’obtenir un modèle flou, il existe trois approches largement utilisées dans la littérature :

– La première est basée sur des méthodes d’identification à partir des données d’entrées

/sorties [33][67].

– La seconde approche repose sur la linéarisation du modèle non linéaire autour de différents

points de fonctionnements. Des sous-modèles linéaires sont alors obtenus pour chaque zone

de fonctionnement. Ces derniers sont par la suite interconnectés entre eux par le biais de

fonctions non linéaires afin d’obtenir le modèle TS [2][45].

– La dernière approche est appelée approche par secteurs non linéaires [69]. Elle est basée sur

une transformation polytopique convexe des termes non linéaires du modèle. Le nombre

de règles floues est 2p avec p correspondant au nombre de transformations effectuées [57].

Cette méthode permet de construire un modèle TS représentant exactement le modèle non

linéaire dans un compact de l’espace d’état, contrairement aux deux approches précédentes

qui donnent une approximation du modèle non linéaire.

Le travail présenté dans ce mémoire de thèse utilise les deux dernières approches pour l’obtention

de modèles flous TS et TSD, des systèmes dynamiques considérés.

1.3 Observateurs pour les systèmes TS

Depuis quelques années, un grand intérêt est porté au problème de l’estimation d’état et

de détection de défauts pour les systèmes non linéaires décrits par des modèles TS. Différentes

méthodes de conception d’observateurs ont été développées. L’observateur le plus largement

développé dans la littérature est une extension de celui de Luenberger [52] pour les systèmes

linéaires.

Une classe d’observateurs flous de type Takagi-Sugeno non linéaires a été proposée [68][69],

basés sur la structure du modèle flou TS. La technique consiste à associer à chaque modèle lo-

cal un observateur local. L’observateur global (observateur flou) est la somme des observateurs

locaux pondérés par les fonctions d’activation associées aux modèles locaux. La synthèse de

l’observateur s’appuie sur l’analyse de la stabilité par la théorie de Lyapunov et les conditions

obtenues sont formulées en utilisant des LMIs. Plusieurs travaux ont été développés pour conce-

voir des observateurs flous ou multiobservateurs pour les systèmes physiques réels représentés

par des modèles flous TS. Des observateurs flous ont été développés pour l’estimation d’état

pour la commande d’un pendule inversé réel [54], la détection et localisation de défauts dans
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un moteur [61] et l’estimation des défauts de capteurs d’un système perturbé [32]. Bergsten et

al [12][13] présentent une structure de multiobservateur caractérisée par une somme pondérée

d’observateurs locaux de type de Luenberger et les conditions de stabilité sont exprimées en

utilisant des LMIs.

Palm et al [60] ont présenté une méthode de conception d’un multiobservateur pour un mo-

dèle flou de forme canonique. Dans [14], les auteurs ont présenté l’analyse et la conception

d’un multiobservateur à mode glissant, pour un multimodèle constitué de fonctions d’activation

dépendant de variables non mesurables, afin de prendre en considération les incertitudes de

modélisation.

Dans [2], des observateurs à structures variables (à mode glissant) ont été développés pour

les systèmes de structure TS. Les multiobservateurs sont basés sur l’interpolation convexe des

observateurs classiques de Luenberger dotés de termes discontinus (glissants) pour compenser

à la fois les entrées inconnues et les incertitudes de modèles. La stabilité a été étudiée par la

théorie de Lyapunov et les conditions obtenues de convergence de l’erreur d’estimation d’état

sont formulées en utilisant des LMIs. Ces observateurs ont été utilisés pour le diagnostic d’un

système à trois cuves et d’un turbo-réacteur d’avion.

Dans [43], des bancs d’observateurs sont développés pour la conception d’une stratégie de diag-

nostic pour systèmes non linéaires, représentés par la structure TS à variables de décision non

mesurables, permettant la détection, la localisation et l’estimation des défauts. Des observateurs

à entrées inconnues, Proportionnel-Intégral (PI) et Proportionnel-Multi-Intégral (PMI) sont uti-

lisés. La synthèse des observateurs s’effectue par la résolution d’un ensemble de LMIs. Dans [57],

des lois de commande associées à un observateur flou sont proposées pour un double pendule

inversé réel. Une réduction du nombre de règles du modèle TS du système et de l’observateur

flou est réalisée en utilisant la structure spécifique des termes non linéaires du système.

Des observateurs flous basés sur une forme descripteur ont été proposés pour les modèle flous

TSD et utilisés en commande et en diagnostic [1][34][35][39][55]. Les conditions de convergence

de l’erreur d’observation sont obtenues sous la forme de problèmes LMIs.

Cependant, le nombre de règles a une très grande influence sur le conservatisme des résultats

obtenus en stabilité et/ou en stabilisation. Le nombre de problèmes LMIs peut croitre de façon

exponentielle avec le nombre de règles [57]. Plusieurs travaux proposent des solutions afin de

réduire le conservatisme des conditions LMI pour les modèles TS [2][43][68] et des méthodes de

relaxation des conditions de stabilité [17][34][36][57].
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1.4 Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté les structures des modèles flous TS standard

et descripteur, ainsi que les approches d’obtention de ces modèles. Le travail présenté dans

ce mémoire utilise majoritairement l’approche par secteurs non linéaires. Un état de l’art des

différents observateurs pour les modèles flous TS existants dans la littérature a été présenté.



Chapitre 2

Observabilité des systèmes TS

En pratique, il n’est généralement pas possible de mesurer complètement l’état d’un système.

Il existe dans la plupart des cas un vrai besoin d’une estimation fiable des variables non mesurées,

particulièrement quand elles sont employées pour la synthèse de lois de commande ou pour la

surveillance des systèmes physiques. Ainsi, lorsqu’une partie de l’état n’est pas disponible à la

mesure, il devient primordial de pouvoir en donner une estimation. Ceci peut être réalisé par la

construction d’un autre système dynamique appelé observateur dont le rôle est de fournir une

estimée satisfaisante des variables d’état du système.

La notion d’observabilité est essentielle avant d’entamer une procédure de conception d’un

observateur. L’observabilité des systèmes flous de forme standard (TS) et descripteur (TSD)

constitue l’objet de ce chapitre.

2.1 Notion d’observabilité

La conception d’un observateur, pour un système dynamique, exige la propriété d’observa-

bilité. Cette propriété se traduit par la capacité de reconstruire, à tout instant, l’état à partir

des entrées et des sorties mesurées du système. Cette propriété peut être définie d’une façon

générale en se basant sur la notion d’indistinguabilité (ou d’indiscernabilité) d’une paire d’états.

Soit le système dynamique suivant :

S :











ẋ(t) = f(x(t),u(t))

y(t) = g(x(t))
(2.1)

Définition 2.1.1. [30] : pour le système (2.1), deux états initiaux x(0) et x′(0), sont dits indis-

11
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tinguables si, pour toute fonction d’entrée u(t) du système et ∀t > 0, les sorties correspondantes

y1(t) et y2(t) sont identiques.

Définition 2.1.2. [30] : le système (2.1) est dit observable s’il ne possède pas de couple d’états

initiaux distincts {x(0), x′(0)} indiscernables.

L’étude de l’observabilité d’un système consiste à chercher les conditions qui permettent

de déterminer, de manière unique, l’état du système x(t) pour tout t ∈ [0;T ] à partir de la

connaissance de l’entrée u(t) et la sortie y(t) sur l’intervalle [0;T ].

En supposant que le système (2.1) est observable, on peut alors construire un observateur qui

revêt usuellement la forme d’un système dynamique. La condition d’observabilité du système

suffit pour assurer la convergence de l’observateur.

Définition 2.1.3. [30] On appelle observateur (ou reconstructeur d’état) un système dynamique

auxiliaire O dont les entrées sont constituées des vecteurs d’entrée et de sortie du système à

observer et dont le vecteur de sortie x̂(t) est l’état estimé :

O :











ż(t) = f̂(z(t),u(t),y(t))

x̂(t) = ĥ(z(t),u(t),y(t))
(2.2)

telle que l’erreur entre le vecteur d’état x(t) et x̂(t) tende asymptotiquement vers zéro.

‖e(t)‖ = ‖x(t)− x̂(t)‖ → 0 t → ∞. (2.3)

Le schéma d’un tel observateur est donné sur la figure 2.1.

S
y(t)

O
x̂(t)

u(t)

Figure 2.1 – Schéma d’un observateur
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2.2 Analyse d’observabilité des modèles flous TS

L’intérêt de la structure du modèle flou TS est que des propriétés importantes comme la

stabilité, la commandabilité et l’observabilité ayant été largement étudiées dans le cadre des

systèmes linéaires à temps invariant (LTI), peuvent être utilisées, au moins partiellement, sur

les modèles flous TS car les sous-systèmes qui les constituent sont de type linéaire.

Considérons le système TS suivant :















ẋ(t) =
r
∑

i=1
wi(ξ(t))(Aix(t)+ Biu(t))

y(t) =
r
∑

i=1
wi(ξ(t))Cix(t)

(2.4)

À chaque règle i du modèle TS est attribué un poids wi(ξ(t)) déterminant le degré d’activation du

ième modèle local associé. Ce poids indique la contribution plus ou moins importante du modèle

local correspondant dans le modèle global. Le calcul des poids s’effectue à partir des variables

de prémisse ξ(t). Les fonctions de pondération satisfont la propriété de somme convexe :











0 ≤ wi(ξ(t)) ≤ 1, i = 1, . . . ,r
r
∑

i=1
wi(ξ(t)) = 1

,∀t (2.5)

Pour les modèles TS, une condition nécessaire et suffisante d’observabilité est donnée par la

contrainte d’observabilité des modèles locaux, i.e. de chaque paire (Ai, Ci) des sous-modèles du

système, ou au moins leur détectabilité [43].

Théorème 2.2.1. Le système TS global (2.4) est observable si et seulement si les paires (Ai, Ci),

∀i = 1,2, . . . ,r sont observables, i.e.

rang(Oi) = rang



















Ci

CiAi

...

CiA
n−1
i



















= n, ∀i = 1,2, . . . ,r (2.6)

Preuve. On exploite la propriété de somme convexe (2.5) et en multipliant par x(t), on obtient :

r
∑

i=1

wi(ξ)x(t) = x(t) (2.7)
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On pose wi(ξ(t))x(t) = xi(t), (2.7) devient :

r
∑

i=1

xi(t) = x(t) (2.8)

Multiplions (2.5) par y(t), on obtient :

r
∑

i=1

yi(t) = y(t), yi(t) = wi(ξ)y(t) (2.9)

et par u(t) :
r
∑

i=1

ui(t) = u(t), ui(t) = wi(ξ)u(t) (2.10)

On peut remarquer que le modèle TS (2.4) est composé de r sous-modèles linéaires, (Si), i =

1,2, . . . ,r :














ẋ(t) =
r
∑

i=1
ẋi(t)

y(t) =
r
∑

i=1
yi(t)

(2.11)

où le sous-modèle (Si) est donné par :

(Si)











ẋi(t) = wi(ξ(t))(Aix(t)+ Biu(t))

yi(t) = wi(ξ(t))Cix(t)
(2.12)

Analysons maintenant l’observabilité du sous-modèle linéaire (Si), représenté par la structure

suivante :

(Si)











ẋi(t) = Aixi(t)+ Biui(t)

yi(t) = Cixi(t)
(2.13)

où : xi(t) = wi(ξ)x(t), ui(t) = wi(ξ)u(t), et yi(t) = wi(ξ)y(t).

En effectuant une série de dérivations successives, en premier de yi, et utilisant l’équation d’état,

on obtient le système suivant :



















































Cixi(t) = yi(t) = ȳi0(t)

CiAixi(t) = ȳi1(t) = ˙̄yi0(t)− CiBiui(t)

CiA
2
i xi(t) = ȳi2(t) = ˙̄yi1(t)− CiAiBiui(t)

...

CiA
n−1
i xi(t) = ȳin−1(t) = ˙̄yin−2(t)− CiA

n−2
i Biui(t)

(2.14)
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Le système (2.14) peut être mis sous une forme matricielle :



























Ci

CiAi

CiA
2
i

...

CiA
n−1
i



























xi(t) =



























ȳi0(t)

˙̄yi0(t)− CiBiui(t)

˙̄yi1(t)− CiAiBiui(t)
...

˙̄yin−2(t)− CiA
n−2
i Biui(t)



























(2.15)

Avec ui(t) = wi(ξ)u(t) et yi(t) = wi(ξ)y(t), (2.15) devient :



























Ci

CiAi

CiA
2
i

...

CiA
n−1
i



























xi(t) = wi(ξ)



























y(t)

ẏ(t)− CiBiu(t)

˙̄y1(t)− CiAiBiu(t)
...

˙̄yn−2(t)− CiA
n−2
i Biu(t)



























(2.16)

Supposons wi(ξ) 6= 0, (2.16) devient :

1
wi(ξ)



























Ci

CiAi

CiA
2
i

...

CiA
n−1
i



























xi(t) =



























y(t)

ẏ(t)− CiBiu(t)

˙̄y1(t)− CiAiBiu(t)
...

˙̄yn−2(t)− CiA
n−2
i Biu(t)



























(2.17)

Remarque 2.1. Un poids wi(ξ) = 0 correspond à une contribution nulle du ième modèle local

dans l’état du modèle global.

On pose : P =
1

wi(ξ)



















Ci

CiAi

...

CiA
n−1
i



















.

Si le modèle local i est observable, i.e. la paire (Ai,Ci) est observable, alors

rang



















Ci

CiAi

...

CiA
n−1
i



















= n
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En utilisant la propriété d’invariance du rang suivante : Multiplier une ligne par un scalaire non

nul, conserve le rang de la matrice, on aura le rang(P ) = n. Donc, le système (2.17) admet une

solution unique xi(t), avec les variables y(t) et u(t) qui sont connues.

Ainsi, l’observabilité du modèle local i est nécessaire et suffisante pour assurer l’observabilité du

sous-modèle (Si).

Alors, si les paires (Ai,Ci), i = 1,2, . . . ,r, sont observables, les sous-modèles (Si), i = 1,2, . . . ,r,

sont observables et, par conséquent, les états xi(t), i = 1,2, . . . ,r, peuvent être reconstruits ainsi

que l’état x(t) du système global selon (2.11).

2.3 Analogie entre un modèle TS et un modèle LPV

polytopique

Un système non linéaire peut être représenté par une forme LPV (Linéaire à Paramètres Va-

riants). Cette représentation constitue une forme polytopique, lorsque les matrices à paramètres

variables qui la constituent sont des combinaisons convexes des matrices à coefficients constants

constituant les sommets du polytope. Le comportement du système étant exprimé comme une

combinaison barycentrique de ces matrices. Celles-ci sont obtenues en utilisant une transfor-

mation polytopique convexe (TPC) [58]. Chaque sommet du polytope définit un sous-modèle

linéaire. La non-linéarité du système global étant rejetée dans les fonctions de pondération des

sous-modèles.

Un modèle linéaire polytopique est défini par les équations suivantes [6] :















ẋ(t) =
N
∑

i=1
µi(θ(t))(Aix(t)+ Biu(t))

y(t) =
N
∑

i=1
µi(θ(t))(Cix(t)+ Diu(t))

(2.18)

où : θ est le vecteur des paramètres, N est le nombre de sommets définis par (Ai,Bi,Ci,Di), et

µi sont les coefficients de la transformation polytopique convexe, tel que :

N
∑

i=1
µi(θ(t)) = 1, µi(θ(t)) ≥ 0, ∀i = 1, . . . ,N, ∀θ ∈ Θ (2.19)

Il existe une forte analogie entre un système TS (2.4) et un système polytopique LPV [6][64].

En effet, la seule différence remarquable entre ces deux structures est l’ensemble des outils

mathématiques utilisés pour obtenir une description du système. Dans le cas LPV, ces outils
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appartiennent aux mathématiques standards ; alors que dans le cas TS, ils appartiennent à la

théorie de la logique floue. En particulier, les correspondances entre un système LPV polytopique

convexe et un système TS sont les suivantes [6] :

- le vecteur de paramètres θ du système LPV correspond au vecteur des variables de prémisse

ξ du système TS ;

- les coefficients de la transformation polytopique µi correspondent aux coefficients wi dé-

crivant le degré de pondération de chaque modèle local ;

- les systèmes sommets dans le cas polytopique correspondent aux modèles locaux dans la

cas TS.

Cette analogie est fortement utilisée pour étendre les techniques et résultats développés

pour les systèmes LPV polytopiques aux cas des systèmes TS et vice-versa. La plupart des

travaux réalisés pour les systèmes LPV polytopiques concernant l’analyse d’observabilité et de

commandabilité sont basés seulement sur les matrices qui définissent les sommets du polytope [6].

2.4 Observabilité des modèles flous TSD

Comme dans le cas des systèmes standards l’observabilité se définit comme la possibilité

de reconstruire l’état par la connaissance des entrées et des sorties du système. A la différence

que pour les systèmes descripteurs linéaires (1.5), l’observabilité se décompose selon les deux

propriétés suivantes : l’impulse observabilité et la R-observabilité [47].

Définition 2.4.1. (Observabilité) : le système (1.7) est dit observable si la condition initiale x0

peut être déterminée de manière unique par u(t) et y(t) pour tout t ≥ 0.

La régularité est une propriété très importante pour les systèmes descripteurs linéaires. Elle

garantit l’existence et l’unicité des solutions pour cette classe de systèmes.

Définition 2.4.2. (Régularité) [38] : le couple matriciel (Ei,Ai) du système (1.7) est dit régulier,

∀k = 1, ...,ne, ∀i = 1, ...,na, si et seulement si le polynôme :

det(sEk − Ai) 6= 0 (2.20)

où s désigne l’opérateur de Laplace.

Les définitions suivantes caractérisent l’observabilité du système (1.7).
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Définition 2.4.3. (R-Observabilité) [1] : le triplet (Ek,Ai,C) est R-observable, ∀k = 1, ...,ne,

∀i = 1, ...,na, si :

rang







sEk − Ai

C






= n, ∀s ∈ lC, (2.21)

Le concept de R-observabilité caractérise la capacité de reconstruire seulement l’état at-

teignable à partir des données sur les entrées et les sorties. Elle ne reflète pas l’observabilité

des termes impulsifs. L’observabilité de ces termes revient à étudier l’observabilité impulsive ou

Impo-observabilité.

Définition 2.4.4. (Observabilité Impulsive) [1] Le triplet (Ek,Ai,C) est dit Impo-observable

(les termes impulsifs de l’état sont observables), ∀k = 1, ...,ne, ∀i = 1, ...,na, si :

rang













Ek Ai

0 Ek

0 Ci













= n + rang(Ek) (2.22)

L’observabilité impulsive garantit la capacité d’estimer l’état de la partie statique.

Une présentation détaillée des propriétés structurelles et des différents concepts intervenant dans

l’analyse de l’observabilité des systèmes descripteurs linéaires est donnée en [25], [38] et [47].

2.5 Mise sous forme triangulaire d’observation d’un

système TS

On considère dans cette thèse, les observateurs triangulaires par modes glissants introduits

dans [8]. Leur conception requiert une transformation du système sous une forme triangulaire

d’observation.

Considérons un système non linéaire qui peut se mettre sous la forme canonique d’observa-

bilité [27], appelée forme triangulaire d’observation :































































ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

...

ẋn−1 = xn

ẋn = f(x,u)

y = x1

(2.23)
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où y = x1 est le signal de sortie du système et f est une fonction analytique bornée.

2.5.1 Modèle 1

Considérons un système dynamique non-linéaire d’ordre n régit par une équation différen-

tielle ordinaire, reliant la sortie y(t) à u(t) l’entrée du système. Par conséquent, ce système peut

être mis sous forme d’une représentation d’état en posant : y = x1, x2 = ẏ, x3 = ÿ, . . ., la variable

ẋn est déduite de l’équation différentielle, en fonction de x1,x2, . . .xn et u.

Par leur qualité d’approximateur universel, un modèle flou TS représentant ce système est

construit par les méthodes de secteurs non linéaires ou de linéarisation autour de points de

fonctionnement. Ainsi, le modèle flou TS est obtenu par interpolation de modèles locaux linéaires,

comme suit :










ẋ(t) =
r
∑

i=1
wi(z(t))(Aix(t)+ Biu(t))

y(t) = Cx(t)
(2.24)

où x(t) = [x1(t), . . . ,xn(t)]T est l’état du système et les matrices constantes caractérisant les

sous-modèles, Ai ∈ R
n×n, Bi ∈ R

n×m, sont définies par :

Ai =



























0 1 0 . . .0

0 0 1 . . .0
...

0 0 0 . . .1

ai1 ai2 ai3 . . .ain



























,Bi =



























0

0
...

0

bi1



























,

C =
[

1 0 0 . . .0
]

.

La synthèse d’un observateur pour le modèle (2.24) suppose que les modèles locaux sont

localement observables, i.e. toutes les paires (Ai,C) sont observables.

Supposons par la suite, pour des raisons de simplicité, que le modèle flou (2.24) est composé

de 2 règles, i.e. r = 2. Ainsi, le modèle flou TS (2.24) peut être réécrit sous la forme triangulaire
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d’observation (2.23) comme suit :






























































ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

...

ẋn−1 = xn

ẋn = f(x,u)

y = x1

(2.25)

avec f(x,u) =
(

(a11 − a21)w1(z)+ a21
)

x1 +
(

(a12 − a22)w1(z)+ a22
)

x2 + . . . +
(

(a1n − a2n)w1(z)+

a2n
)

xn +
(

(b11 − b21)w1(z)+ b21
)

u.

2.5.1.1 Exemple

On considère un bras de robot à un degré de liberté de masse m et de longueur l, actionné

par un moteur à courant continu (voir figure 2.2) [46].

O

l

m

α

Figure 2.2 – Bras de robot à un degré de liberté

La dynamique du système est décrite par l’équation différentielle d’ordre 3 suivante :

...
α = −R

L
α̈ −

(0.06N2

ml2L
+

g cosα

l

)

α̇ − Rg sinα

lL
+

0.3N

ml2L
u (2.26)

avec α est la position angulaire du bras selon l’axe vertical et les paramètres du système sont

donnés par :g = 9.81m/s2, m = 2Kg, R = 1.5Ω, L = 0.05H, l = 0.5m, N = 100.

Pour obtenir un modèle TS du système, on utilise l’approche de transformation par secteurs

non linéaires (voir [69]). La figure 2.3 représente la fonction sin(x1(t)) et son secteur local [b2, b1]

pour x1(t) ∈ [−π
2 , π

2 ], constitué de deux droites b1x1(t) et b2x1(t) de coefficients b1 = 1 et b2 = 2
π .
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0

0.5

1

1.5
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pi/2−pi/2

b
1
x

1
b

2
x

1

sin(x
1
)

x
1

Figure 2.3 – Secteur non linéaire local de sin(x1(t))

Le modèle flou TS est composé de 2 règles représentant le comportement du modèle (2.26)

autour des deux points de fonctionnement 0 et π/2 est obtenu sous la forme (2.24) avec :

Règle 1 : Si x1(t) est proche de 0 Alors ẋ(t) = A1x(t)+ B1u(t)

Règle 2 : Si x1(t) est proche de π
2 Alors ẋ(t) = A2 x(t) + B2 u(t)

avec :

A1 =













0 1 0

0 0 1

−Rg
lL −

(

0.06N2

ml2L
+ g

l

)

−R
L













,A2 =













0 1 0

0 0 1

−2Rg
πlL −0.06N2

ml2L
−R

L













,

B1 = B2 =













0

0

0.3N
ml2L













, C =
[

1 0 0
]

, x(t) =
[

α α̇ α̈

]T

.

Les fonctions d’activation (voir figure 2.4), dépendent de la variable d’état mesurable, x1(t), du

système, selon :










w1(x1) = 1−1/(1+exp(−7(x1−π/4))
1+exp(−7(x1+π/4))

w2(x1) = 1− w1(x1)
(2.27)



Chapitre 2. Observabilité des systèmes TS 22

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
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Figure 2.4 – Fonctions d’activation

Le modèle flou TS est alors obtenu sous la forme :











ẋ(t) =
2
∑

i=1
wi(x1(t))(Aix(t)+ Biu(t))

y(t) = Cx(t)
(2.28)

2.5.2 Modèle 2

Considérons le modèle flou TS (2.4) où les variables d’état sont mesurables (C1 = · · · = Cr =

In). Le modèle peut être écrit alors en n sous-modèles sous la forme triangulaire (2.23) :

Σk











ẋk =
n
∑

j=1
akjxj +

m
∑

j=1
bkjuj

yk = xk

, k = 1,2, . . . ,n. (2.29)

où
r
∑

i=1

wi(ξ)Ai = (aij)i=1,n
j=1,n ,

r
∑

i=1

wi(ξ)Bi = (bij)i=1,n
j=1,m .

2.6 Conclusion

Dans ce deuxième chapitre, nous avons présenté les conditions d’observabilité des systèmes

flous de forme standard (TS) et descripteur (TSD). La mise sous la forme triangulaire d’obser-

vation de deux modèles du système TS permet la conception des observateurs triangulaires à

modes glissants pour les systèmes TS, qui feront l’objet du chapitre suivant.



Chapitre 3

Observateurs à modes glissants des

systèmes TS

3.1 Introduction

Les observateurs à modes glissants utilisent des techniques basées sur la théorie des systèmes

à structure variable ou du mode glissant [73]. L’observateur à modes glissants est un observa-

teur dont le terme de correction est une fonction signe. Le principe consiste à contraindre, à

l’aide de fonctions discontinues, les dynamiques des erreurs d’observation d’un système non li-

néaire d’ordre n et de sortie p à converger vers une variété S de dimension (n-p) dite surface

de glissement. L’attractivité de cette surface est assurée par des conditions appelées conditions

de glissement, les dynamiques sont calculées en utilisant la méthode de la commande équiva-

lente [23][24] (voir Annexe A).

L’une des caractéristiques principales de ces observateurs est la robustesse vis-à-vis des per-

turbations externes et erreurs de modélisation ou incertitudes du système, en plus, de la propriété

de convergence rapide et en temps fini des erreurs d’observation [9][66].

Dans ce chapitre, nous montrerons, à travers des exemples de systèmes décrits par des

modèles TS, que l’utilisation des observateurs à modes glissants d’ordre 2, permet de réduire le

phénomène de réticence ainsi que l’amélioration de la précision de convergence. Dans un premier

exemple, une synthèse des observateurs à modes glissants d’ordre 1 et d’ordre 2 est réalisée pour

l’estimation d’état d’un système TS. Le deuxième exemple traite l’estimation d’état en présence

d’une entrée inconnue (perturbation externe). Une comparaison entre les performances du banc

d’observateurs, à modes glissants d’ordre 2, élaboré et l’observateur flou proposé dans [43] est

23
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réalisée.

3.2 Observateurs triangulaires à modes glissants

Dans la suite de cette section, nous allons présenter la structure des observateurs par modes

glissants adaptée au cas où le système peut se mettre sous forme triangulaire d’observation [8][10].

Une stratégie de convergence dite étape par étape est réalisée afin d’assurer la convergence de

chaque variable d’état l’une après l’autre en temps fini [29].

3.2.1 Observateurs à modes glissants d’ordre 1

La structure de l’observateur à mode glissant d’ordre 1 pour le système non linéaire (2.23),

mis sous forme triangulaire observable, est la suivante [8] :



















































˙̂x1 = x̂2 + λ1sign(x1 − x̂1)

˙̂x2 = x̂3 + E1λ2sign(x̃2 − x̂2)
...

˙̂xn−1 = x̂n + En−2λn−1sign(x̃n−1 − x̂n−1)

˙̂xn = f(x1, x̃2, . . . x̃n,u)+ En−1λnsign(x̃n − x̂n)

(3.1)

où x̃i est l’état équivalent sur la surface de glissement :

x̃i = x̂i + Ei−1λi−1sign(x̃i−1 − x̂i−1), i = 2, . . . ,n

avec sign désignant la fonction sign classique filtrée par un filtre passe-bas [24] ; la fonction Ei

est mise à zéro s’il existe 1 ≤ j < i tel que x̃j − x̂j 6= 0 (par définition x̃1 = x1), sinon Ei est égale

à 1 (Ei = 1, si E1 = ... = Ei−1 = 1 et x1 − x̂1 = 0, sinon Ei = 0). Grâce à cela, les fonctions Ei

assurent que les prochaines étapes sont activées qu’après avoir obtenu la convergence des étapes

précédentes, ce qui implique qu’il n’apparaît pas de phénomène de pics [9].

3.2.1.1 Etude de convergence de l’observateur

La stratégie de convergence de l’observateur est réalisée étape par étape sur différentes

surfaces de glissement et assure la convergence de l’erreur d’observation en n étapes et en temps

fini vers zéro. La convergence en temps fini de l’observateur est assurée par le théorème suivant :

Théorème 3.2.1. [8] Considérons le système (2.23) et l’observateur (3.1). Si le système est
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à entrées bornées et à états bornés (EBEB) en temps fini, alors pour tout état initial x(0), x̂(0)

et toute entrée bornée u, il existe un choix de λi tel que l’état de l’observateur x̂ converge en un

temps fini vers l’état du système x.

Preuve. L’étude de la stabilité et de la convergence de l’observateur utilise les méthodes du

vecteur équivalent [23] et une convergence au sens de Lyapunov [8][9].

En soustrayant (3.1) à (2.23), la dynamique de l’erreur d’observation (e = x − x̂) s’écrit :



















































ė1 = e2 − λ1sign(x1 − x̂1)

ė2 = e3 − E1λ2sign(x̃2 − x̂2)
...

ėn−1 = en − En−2λn−1sign(x̃n−1 − x̂n−1)

ėn = f(x,u)− f(x1, x̃2, . . . , x̃n,u)− En−1λnsign(x̃n − x̂n)

(3.2)

- Étape 1 : Supposons que x1(0) 6= x̂1(0) et comme Ei = 0, i ≥ 1 dans la première étape, nous

obtenons la dynamique de l’erreur d’observation suivante :



















































ė1 = e2 − λ1sign(x1 − x̂1)

ė2 = e3

...

ėn−1 = en

ėn = f(x,u)− f(x1, x̃2, . . . , x̃n,u)

(3.3)

Considérons l’ensemble S = {e/e1 = 0} représentant la surface de glissement et la fonction de

Lyapunov V1 = 1
2e2

1. La surface de glissement est attractive si et seulement si

V̇1 = e1ė1 = e1(e2 − λ1sign(e1)) < 0

En choisissant λ1 > |e2|max, une convergence de l’erreur d’observation vers zéro est garantie

après un temps fini t1 [9].

Ainsi, pour λ1 > |e2|max et sur la surface de glissement nous avons :

• x̂1 converge vers x1 en temps fini et reste égal à x1 pour t > t1.

• ∀t > t1, E1 = 1 et ė1 = 0 , de (3.3) on obtient e2 = λ1sign(e1) et par conséquent x̃2 = x2.

- Étape 2 : Le but de cette étape est d’atteindre e1 = e2 = 0. Pour t > t1 on a e1 = 0 et la
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dynamique de l’erreur d’observation devient :



















































ė1 = 0

ė2 = e3 − λ2sign(x2 − x̂2)
...

ėn−1 = en

ėn = f(x,u)− f(x1,x2, x̃3, . . . , x̃n,u)

(3.4)

Posons V2 = 1
2e2

1 + 1
2e2

2, on obtient :

V̇2 = e1(e2 − λ1sign(e1))+ e2(e3 − λ2sign(e2))

Cependant, si la condition λ1 > |e2|max est vérifiée pour t > t1, on obtient e1 = 0 et e2 −
λ1sign(e1) = 0, ainsi on trouve :

V̇2 = e2(e3 − λ2sign(e2))

Par conséquent, si λ2 > |e3|max alors e2 converge vers zéro après un temps fini t2 > t1. Pour

t > t2, sur la surface e2 = 0, on obtient ė2 = 0 et on déduit donc x̃3 = x3 et E1 = E2 = 1.

Ainsi suivant le même raisonnement et procédons étape par étape, on obtient à l’étape (n−1)

la convergence de l’erreur d’observation vers la surface e1 = e2 = . . . = en−1 = 0 après un temps

fini tn−1 sous les conditions λi > |ei+1|max et x̃ = x.

- Étape nième : cette étape commence à l’instant tn−1, à cet instant ek = 0, pour tout k < n.

Ainsi, la dynamique de l’erreur d’observation devient :



















































ė1 = e2 − λ1sign(e1) = 0

ė2 = e3 − λ2sign(e2) = 0
...

ėn−1 = en − λn−1sign(en−1) = 0

ėn = −λnsign(xn − x̂n)

(3.5)

Posons Vn =
∑n

i=1
1
2e2

i , on déduit de ei = 0 ∀i < n que

V̇n = en(−λnsign(en))

Alors en converge vers 0 en un temps fini tn > tn−1 pour toute valeur de λn > 0 et si toutes les
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conditions λk, k < n sont vérifiées après tn−1.

Un inconvénient majeur de ce type d’observateur est le phénomène de réticence ou chattering

en anglais [72] qui se produit à cause de la nature discontinue de la fonction sign. Ce phénomène

engendre des oscillations de fréquence élevée une fois atteint le régime glissant et peut en outre

exciter des dynamiques hautes fréquences non modélisées et conduire à l’instabilité.

Pour éviter ou atténuer ce phénomène, plusieurs solutions ont été proposées. L’une d’entre

elles consiste à remplacer la fonction sign par des approximations continues à gain élevé dans

un proche voisinage de la surface de glissement, et saturée en dehors de ce voisinage [37]. Parmi

ces fonctions, on cite la fonction de saturation définie par :

sat(e) =











sign(e) si |e| > ε

e
ε si |e| ≤ ε

(3.6)

En effet, cette fonction revient à filtrer les composantes hautes fréquences dans la région

linéaire. Le régime glissant qui en résulte est donc confiné dans un ε-voisinage de la surface de

glissement [28]. D’autres fonctions peuvent aussi être utilisées telles que les fonctions tanh(e
ε),

2
π arctan(e

ε) . . . [15].

De plus, bien que cette technique permette d’atténuer le phénomène de réticence, la ro-

bustesse et le temps de réponse s’en trouve dépréciés. Des compromis entre l’importance de la

réticence et les performances doivent être faits [28]. Une autre solution, basée sur la théorie des

modes glissants d’ordre supérieur [31][49][50], permet l’élimination du phénomène de réticence

tout en préservant les propriétés de robustesse et garantissant même une meilleure précision de

convergence en temps fini [11][22].

3.2.2 Observateurs à modes glissants d’ordre supérieur

Les modes glissants d’ordre supérieur sont une généralisation du concept des modes glissants

classiques. Cette technique introduite dans [49][50][51] permet non seulement de bonnes proprié-

tés de robustesse par rapport aux incertitudes paramétriques, aux erreurs de modélisation et

aux perturbations, mais aussi une simplicité de mise en œuvre des modes glissants classiques.

Son atout remarquable, c’est qu’elle permet, l’élimination du phénomène de réticence, tout en

préservant les principaux avantages de la précédente approche même une meilleure précision de

convergence par rapport aux imperfections du modèle.
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L’ensemble de glissement d’ordre r par rapport à la fonction contrainte s est défini par [28] :

Sr = {x ∈ R
n : s = ṡ = · · · = s(r−1) = 0} (3.7)

Dans la littérature, beaucoup d’algorithmes par modes glissants d’ordre supérieur ont été pro-

posés, par exemple : algorithme du twisting, algorithme sous-optimal et algorithme du Super

twisting [29][49]. Dans la suite, nous allons mettre l’accent sur un algorithme par mode glissant

d’ordre supérieur dit super-twisting.

3.2.3 Observateurs à modes glissants d’ordre 2

Le super-twisting [49] est un algorithme d’ordre deux qui ne requiert que l’information sur

s. Le but est d’établir un régime glissant d’ordre deux par rapport à la surface de glissement s,

en imposant aux trajectoires d’état du système à évoluer au bout d’un temps fini sur l’ensemble

S et à ne plus le quitter ensuite :

S = {x : s = ṡ = 0} (3.8)

3.2.3.1 Principe de l’algorithme du super-twisting

Un différentiateur robuste basé sur l’algorithme du super-twisting (voir figure 3.1) est donné

par les équations suivantes [65] :

Σobs =























u(e1) = u1 + λ1|e1| 1
2 sign(e1)

u̇1 = α1sign(e1)

λ1,α1 > 0

(3.9)

où e1 = x1 − x̂1, λ1 et α1 sont des paramètres positifs, u1 est la sortie du différentiateur,

sign(e1) =























+1 si e1 > 0

−1 si e1 < 0

∈] − 1,1[ si e1 = 0

Une caractéristique importante du différentiateur est le fait que la sortie ne dépende pas di-

rectement des fonctions discontinues mais de l’intégrateur. Ainsi, le phénomène de réticence est

atténué [65]. L’implémentation de cet algorithme est simple et ne requiert l’information que pour

la surface de glissement e1 et non pas de sa dérivée.
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∑

obs
u(e1) = x̃2

u1

∫

x̂1 -

x1

+

e1 = x1 − x̂1

Figure 3.1 – Structure du différentiateur d’ordre deux.

3.2.3.2 Structure d’un observateur à modes glissants d’ordre 2

La structure générale de l’observateur étape par étape à mode glissant d’ordre 2, basé sur le

différentiateur robuste (3.9), est la suivante [29] :

Σobs ≡



































































































































˙̂x1 = x̃2 + λ1|e1| 1
2 sign(e1)

˙̃x2 = α1sign(e1)

˙̂x2 = E1[x̃3 + λ2|ẽ2| 1
2 sign(ẽ2)]

˙̃x3 = E1α2sign(ẽ2)

˙̂x3 = E2[x̃4 + λ3|ẽ3| 1
2 sign(ẽ3)]

...

˙̃xn−1 = En−3αn−2sign(ẽn−2)

˙̂xn−1 = En−2[x̃n + λn−1|ẽn−1| 1
2 sign(ẽn−1)]

˙̃xn = En−2αn−1sign(ẽn−1)

˙̂xn = En−1[θ̃ + λn|ẽn| 1
2 sign(ẽn)]

˙̃θ = En−1αnsign(ẽn)

(3.10)

où ẽi = x̃i − x̂i pour i = 1, . . . ,n avec x̃1 = x1, [x̃, θ̃]T = [x̃1, x̃2, . . . , x̃n, θ̃]T est la sortie de l’observa-

teur et λi,αi > 0 sont les gains de l’observateur. Pour i = 1, . . . ,n−1, les valeurs Ei assurent que

les prochaines étapes sont activées qu’après avoir obtenu la convergence des étapes précédentes,

elles sont définies comme :

Ei = 1si |ẽj | = |x̃j − x̂j| ≤ ε, pour toutj < isinonEi = 0.

avec ε est une petite constante positive.
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3.2.3.3 Analyse de convergence

La convergence de l’erreur d’estimation pour un système de forme triangulaire (2.23) peut

être garantie grâce au théorème suivant :

Théorème 3.2.2. [65] Considérons le système (2.23), supposé à état borné pour tout t < ∞,

et l’observateur à mode glissant d’ordre 2 (3.10). Pour toutes conditions initiales x(0), x̂(0), il

existe un choix de λi et αi tel que l’état de l’observateur x̂ converge en temps fini vers l’état x

du système.

Preuve. La stratégie de convergence de l’observateur est réalisée étape par étape sur différentes

surfaces de glissement. La convergence de l’erreur d’observation est obtenue en (n − 1) étapes

et en temps fini. Les (n − 1) premières étapes permettent de reconstruire le vecteur d’état et la

nième étape permet d’estimer une entrée inconnue du système, e.g. un défaut ou une perturbation,

supposée bornée.

La variable d’état du système (2.23) est supposée bornée, i.e. pour tout t > 0 : |xi(t)| < di et

|f(t)| < K1, |ḟ(t)| < K2 avec K1 et K2 sont des constantes positives.

- Étape 1 : Supposons que e1(0) 6= 0, la dynamique de l’erreur d’observation, obtenue en

soustrayant (3.10) à (2.23), est :



















































ė1 = ẋ1 − ˙̂x1 = x2 − x̃2 − λ1|x1 − x̂1| 1
2 sign(x1 − x̂1)

˙̃x2 = α1sign(x̃1 − x̂1)

ė2 = ẋ2 − ˙̂x2 = x3 − E1[x̃3 + λ2|x̃2 − x̂2| 1
2 sign(x̃2 − x̂2)]

ėi = ẋi − ˙̂xi = xi+1 − Ei−1[x̃i+1 + λi|x̃i − x̂i|
1
2 sign(x̃i − x̂i)], i = 3, . . . ,n − 1

ėn = f(x,u)− En−1[θ̃ + λn|x̃n − x̂n| 1
2 sign(x̃n − x̂n)]

(3.11)

La première et la deuxième ligne du système d’équations (3.11) correspondent à l’algorithme

super-twisting. La dérivée seconde de e1, par rapport au temps, est donnée par :

ë1 = x3 − α1sign(e1)− 1
2

λ1ė1|e1|− 1
2 . (3.12)

Les conditions suffisantes garantissant la convergence de l’état en temps fini sur l’ensemble de

glissement d’ordre deux {e1 = ė1 = 0}, sont [65] :

α1 > d3,

λ1 >
√

2
d3 + α1√
α1 − d3

.
(3.13)
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Ainsi, la surface de glissement e1 = 0 est atteinte après un temps fini t1 ce qui fait que ė1 = 0

impliquant x̃2 = x2.

- Étape 2 : Pour t > t1, E1 = 1 et la dynamique de l’erreur d’observation devient :































































ė1 = 0

ė2 = x3 − x̃3 − λ2|x̃2 − x̂2| 1
2 sign(x̃2 − x̂2)

˙̃x3 = α2sign(x̃2 − x̂2)

ė3 = x4 − E2[x̃4 + λ3|x̃3 − x̂3| 1
2 sign(x̃3 − x̂3)]

ėi = ẋi − ˙̂xi = xi+1 − Ei−1[x̃i+1 + λi|x̃i − x̂i|
1
2 sign(x̃i − x̂i)], i = 4, . . . ,n − 1

ėn = f(x,u)− En−1[θ̃ + λn|x̃n − x̂n| 1
2 sign(x̃n − x̂n)]

(3.14)

En choisissant,

α2 > d4,

λ2 >
√

2
d4 + α2√
α2 − d4

.
(3.15)

on obtient après un temps fini t2 > t1 la convergence de e2 vers zéro. La dynamique du reste

de l’erreur d’observation sur la surface de glissement est donnée par ė2 = 0 et on déduit donc

x3 = x̃3.

En réitérant (n−1) fois ce processus, nous obtenons après un temps fini tn−1 une estimation

de toutes les variables de l’état x. Une estimation d’une entrée inconnue du système en temps

fini peut être obtenue à la nième étape.

- Étape nième : la dynamique de l’observateur sera donnée par :























ė1 = . . . = ėn−1 = 0

ėn = f(x,u)− θ̃ − λn|x̃n − x̂n| 1
2 sign(x̃n − x̂n)]

˙̃θ = αnsign(x̃n − x̂n)

(3.16)

La deuxième dérivée de en est donnée par :

ën = ḟ − αnsign(en)− 1
2

λ2ėn|en|− 1
2

. (3.17)

En choisissant les conditions suffisantes de convergence suivantes :

αn > K2,

λn >
√

2
K2 + αn√
αn − K2

,
(3.18)

on obtient alors la convergence sur la surface de glissement en = ėn = 0 après un temps fini
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tn > tn−1, et par conséquent, θ̃ fournit une estimation de la fonction f(x̃,u). Ainsi, si le système

est soumis à une entrée inconnue, supposée bornée, une estimation de cette dernière pourra être

obtenue à partir de θ̃.

3.3 Exemple 1 : Estimation d’état d’un système TS

Considérons le modèle flou TS (2.28) représentant le comportement non linéaire d’un bras

actionné par un moteur DC décrit par (2.26).

Les fonctions d’activation du modèle (2.27) dépendent de la première composante x1(t) du

vecteur d’état qui est mesurable.

L’observabilité de chaque sous-modèle, i = 1,2 est nécessaire pour assurer l’observabilité du

modèle global (2.28). Les conditions d’observabilité suivantes sont vérifiées : rang(Oi) = 3,∀i =

1,2.

Le modèle flou TS (2.28) est alors réécrit sous la forme triangulaire observable (2.25) comme

suit :


































ẋ1 = x2

ẋ2 = x3

ẋ3 = f(x,u)

y = x1

(3.19)

avec :

f(x,u) =
(

− 213.89w1(x1)− 374.71
)

x1 +
(

− 19.62w1(x1)− 24000
)

x2 − 30x3 + 1200u.

On peut concevoir un observateur à mode glissant étape par étape qui permet de reconstruire

toutes les variables d’état x = [x1,x2,x3]T en un temps fini. L’entrée du système est donnée

par u(t) = −40sin(2t), et les conditions initiales sont x(0) = [1,0,0]T pour le système et x̂(0) =

[0.5,1,1]T pour l’observateur.
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3.3.1 Estimation d’état avec un observateur à modes glissants

d’ordre 1

L’observateur à modes glissants d’ordre 1 (3.1) proposé s’écrit sous la forme :























˙̂x1 = x̂2 + λ1sign(x1 − x̂1)

˙̂x2 = x̂3 + E1λ2sign(x̃2 − x̂2)

˙̂x3 = f(x1, x̃2, x̃3,u)+ E2λ3sign(x̃3 − x̂3)

(3.20)

La convergence de l’erreur d’observation vers zéro est obtenue en 3 étapes et en temps fini. Les

gains λi assurant la convergence de l’observateur sont : λ1 = 4,λ2 = 8 et λ3 = 4.

Les résultats de simulation correspondant à l’évolution de l’erreur d’estimation d’état sont pré-

sentés à la figure 3.2, cependant le phénomène de réticence (chattering) est observé (figure 3.3).

La figure 3.4 montre la convergence de l’état de l’observateur x̂(t) vers celui du système x(t).
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Figure 3.2 – Évolution de l’erreur d’estimation d’état
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Figure 3.3 – Erreur d’estimation d’état (zoom)

0 0.5 1 1.5 2
−1

0

1

 

 
x1
x̂1

0 0.5 1 1.5 2
−2

0

2

 

 

x2
x̂2

0 0.5 1 1.5 2
−100

0

100

Temps (s)

 

 
x3
x̂3

Figure 3.4 – L’état x et son estimé
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3.3.2 Estimation d’état avec un observateur à modes glissants

d’ordre 2

L’observateur à modes glissants d’ordre 2 (3.10) pour le système (3.19) s’écrit sous la forme :































































˙̂x1 = x̃2 + λ1|x̃1 − x̂1| 1
2 sign(x̃1 − x̂1)

˙̃x2 = α1sign(x̃1 − x̂1)

˙̂x2 = x̃3 + E1λ2|x̃2 − x̂2| 1
2 sign(x̃2 − x̂2)

˙̃x3 = E1α2sign(x̃2 − x̂2)

˙̂x3 = θ̃ + E2λ3|x̃3 − x̂3| 1
2 sign(x̃3 − x̂3)

˙̃θ = E2α3sign(x̃3 − x̂3)

(3.21)

La convergence de l’erreur d’observation est obtenue en 3 étapes et en temps fini. Les gains de

l’observateur sont : λ1 = 200, α1 = 150, λ2 = 500, α2 = 450, λ3 = 5000 et α3 = 85000.

Les résultats de simulation, figures 3.5 et 3.6, illustrent les bonnes performances de l’observateur

à modes glissants d’ordre 2. L’état estimé x̂ converge en temps fini. On peut observer que le

temps de convergence est diminué et le phénomène de réticence est éliminé par rapport au mode

glissant d’ordre 1 (voir figure 3.7).
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Figure 3.6 – Évolution de l’erreur d’estimation
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3.4 Estimation d’état d’un système TS perturbé

En présence d’entrées inconnues, e.g. perturbations ou incertitudes de modélisation, le mo-

dèle TS (1.3) s’écrit sous la forme suivante :











ẋ(t) =
r
∑

i=1
wi(ξ(t))(Aix(t)+ Biu(t))+ Eζ(t)

y(t) = Cx(t)
(3.22)

où ζ(t) ∈ R
q est le vecteur d’entrées inconnues, affectant la dynamique du système, n ≥ p ≥ q.

E ∈ R
n×q est la matrice de l’influence de ζ(t) sur la dynamique. Le vecteur ζ(t) est supposé

borné.

En supposant p = n, le modèle (3.22) est réécrit en n sous-modèles, selon la forme suivante :

Σk ≡















ẋk =
n
∑

j=1
akjxj +

m
∑

j=1
bkjuj +

q
∑

j=1
ekjζj

yk = xk

, k = 1,2, . . . ,n. (3.23)

Les sous-modèles (3.23) sont mis sous forme triangulaire, selon :

Σk ≡















xk = yk

ẋk =
n
∑

j=1
akjxj +

m
∑

j=1
bkjuj +

q
∑

j=1
ekjζj = hk(x,u,ζ) k = 1,2, . . . ,n.

(3.24)

Un banc de n observateurs à modes glissants d’ordre 2 est élaboré, de la forme suivante :

Σobsk
≡























˙̂xk = θ̃k + λk|ek| 1
2 sign(ek)

˙̃θk = αksign(ek)

xk = yk

(3.25)

où : ek = xk − x̂k.

La dynamique de l’erreur d’observation ek, k = 1,2, . . . ,n, est donnée par :

ėk = hk(x,u,ζ)− θ̃k − λk|ek| 1
2 sign(ek) (3.26)

La convergence de l’erreur d’observation, de l’observateur Σobsk
, est obtenue en une étape, selon

l’analyse donnée en §3.2.3.3. Les gains de l’observation, λk et αk, sont donnés par :

αk > Kk

λk >
√

2
Kk + αk√
αk − Kk

(3.27)
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où : |ḣk| < Kk.

Après un temps fini, tk, l’état de l’observateur, x̂k, converge en temps fini vers xk, et l’estimation

θ̃k est obtenue :

θ̃k = h̃k(x,u, ζ̃) (3.28)

Ainsi, après un temps fini T1 =
n
∑

k=1
tk, on obtient :

θ̃k =
n
∑

j=1

akjxj +
m
∑

j=1

bkjuj +
q
∑

j=1

ekj ζ̃j, k = 1,2, . . . ,n. (3.29)

(3.29) peut être mise sous forme matricielle, comme suit :

θ̃ = Āx(t)+ B̄u(t)+ Eζ̃(t) (3.30)

où :

Ā = (aij)i=1,n
j=1,n , B̄ = (bij)

i=1,n
j=1,m , θ̃(t) =

(

θ̃k

)T

k=1,n
.

Si rang(E) = q, alors ET E est inversible car E est de plein rang colonne. Ainsi, l’estimation du

vecteur de perturbations est obtenu par :

ζ̃(t) = (ET E)−1ET [θ̃(t)− Āx(t)− B̄u(t)] (3.31)

3.4.1 Exemple 2 : Application à un bras manipulateur actionné

par un moteur DC

On considère le système composé d’un bras actionné par un moteur DC (voir figure 3.8),

présenté dans [43], dont le modèle mathématique est défini par :



































θ̇m(t) = ωm(t)

ω̇m(t) = k
Jm

(θl(t)− θm(t))− B
Jm

ωm(t)+ Kτ

Jm
u(t)

θ̇l(t) = ωl(t)

ω̇l(t) = − k
Jl

(θl(t)− θm(t))− mgh
Jl

sin(θl(t))

(3.32)

où θm(t) représente la position angulaire du moteur, ωm(t) sa vitesse angulaire, θl(t) est la

position angulaire du bras et ωl(t) est la vitesse angulaire du bras. L’entrée du système est

donnée par u(t) = sin(t). Le système (3.32) est supposé affecté par une perturbation externe
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Figure 3.8 – Bras manipulateur actionné par un moteur DC

ω(t). Le modèle peut être réécrit sous forme de représentation d’état comme suit :











ẋ = Ax(t)+ f(x(t))+ Bu(t)+ Eω(t)

y(t) = Cx(t)
(3.33)

où le bruit centré ω(t) est borné par 0.6,

A =



















0 1 0 0

−48.6 −1.25 48.6 0

0 0 0 1

19.5 0 −19.5 0



















,B =



















0

21.6

0

0



















f(x) =



















0

0

0

−3.33sin(x3)



















,E =



















0.5

1

0

0



















,C =







1 0 0 0

0 1 0 0






.

En utilisant l’approche de transformation par secteurs non linéaires, un modèle flou TS repré-

sentant exactement le comportement du modèle (3.33) est obtenu sous la forme [43] :











ẋ =
∑2

i=1 µi(z(t))(Aix + Biu + Eiω(t))

y = Cx
(3.34)
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avec :

A1 =



















0 1 0 0

−48.6 −1.25 48.6 0

0 0 0 1

19.5 0 −22.83 0



















,A2 =



















0 1 0 0

−48.6 −1.25 48.6 0

0 0 0 1

19.5 0 −18.77 0



















B1 = B2 = B, E1 = E2 = E.

Les fonctions d’activation du modèle sont définies par :











µ1(z(t)) = z(t)+0.2172
1.2172

µ2(z(t)) = 1− µ1(z(t)) = 1−z(t)
1.2172

(3.35)

où la variable de prémisse, z(t) = sin(x3)
x3

, dépend de la variable d’état x3(t), qui n’est pas mesu-

rable.

La condition d’observabilité suivante est vérifiée : ∀i ∈ {1,2},rank(Oi) = 4. Le modèle flou TS

(3.34) est réécrit sous une forme triangulaire observable comme suit :































































ẋ1 = x2 + 0.5ω = f1(x2,ω)

ẋ2 = −48.6x1 − 1.25x2 + 48.6x3 + 21.6u + ω = f2(x1,x2,x3,u,ω)

ẋ3 = x4

ẋ4 = 19.5x1 −
(

4.06µ1(z(t))+ 18.77
)

x3 = f3(x1,x3)

y1 = x1

y2 = x2

(3.36)

Un banc d’observateurs à modes glissants d’ordre 2 est conçu pour l’estimation d’état du système

(3.34) :

Σobs1
≡











˙̂x1 = f̃1 + λ1|x̃1 − x̂1| 1
2 sign(x̃1 − x̂1)

˙̃f1 = α1sign(x̃1 − x̂1)

Σobs2
≡











˙̂x2 = f̃2 + λ2|x̃2 − x̂2| 1
2 sign(x̃2 − x̂2)]

˙̃f2 = α2sign(x̃2 − x̂2)

Σobs3
≡



































˙̂x3 = x̃4 + λ3|x̃3 − x̂3| 1
2 sign(x̃3 − x̂3)

˙̃x4 = α4sign(x̃3 − x̂3)

˙̂x4 = E3[f̃3 + λ4|x̃4 − x̂4| 1
2 sign(x̃4 − x̂4)]

˙̃f3 = E3α4sign(x̃4 − x̂4)

(3.37)
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avec : x̃1 = x1 et x̃2 = x2. Les gains d’observation sont : λ1 = 50, α1 = 40, λ2 = 70, α2 = 50, λ3 =

50, α3 = 45, λ4 = 150 et α4 = 135, assurant une convergence de l’erreur d’observation en temps

fini.

La convergence de l’observateur Σobs1
permet de fournir une estimation de la fonction f̃1(x2, ω̃),

ainsi une estimation de la perturbation ω̃(t) est obtenue par :

ω̃(t) = 2(f̃1(x2, ω̃)− x2) (3.38)

La convergence de l’observateur Σobs2
fournit l’estimation f̃2(x1,x2, x̃3,u, ω̃), par conséquent,

l’état estimé x̃3 est obtenu par :

x̃3 =
1

48.6
(f̃2 − 48.6x1 + 12.5x2 − 21.6u − ω̃) (3.39)

Cependant, une estimation de la fonction d’activation µ̃1(t) peut être obtenue, suite à la conver-

gence de l’observateur Σobs3
, par :

µ̃1(t) =
19.5x1 − 18.77x̃3 − f̃3

4.06x̃3
(3.40)

Afin d’éviter la singularité de x̃3, on pose [21] :

µ̃1(t) = Esµ̃1(t − 1)+ (1− Es)

(

19.5x1(t)− 18.77x̃3(t)− f̃3(t)
4.06x̃3(t)

)

(3.41)

avec :

Es =











1 si |x̃3| < ǫ)

0 si |x̃3| ≥ ǫ)

où ǫ est choisi égal à 0.2.

La figure 3.9 présente les variables d’état du système et leurs estimées. L’estimation de la

perturbation ω(t) est donnée dans la figure 3.10 (a). L’estimation de la fonction d’activation

µ1(t) est présentée à la figure 3.10 (b).

Dans [43], un observateur flou lipschitzien est proposé pour le système TS (3.34), donné sous

la forme suivante :











˙̂x(t) =
∑2

i=1 µi(x̂(t))(Aix̂(t)+ Biu(t))+ L(y(t)− ŷ(t))

ŷ(t) = Cx̂(t)
(3.42)

Les conditions de convergence de l’observateur se basent sur la théorie de Lyapunov et des hy-
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Figure 3.9 – États du système (pointillé bleu) et leurs estimés (trait continu rouge ) par
observateurs à modes glissants

pothèses de Lipschitz. Les conditions de stabilité sont formulées sous forme d’inégalités linéaires

matricielles. Le gain L de l’observateur est déterminé, par la résolution de ces LMIs, de manière

à garantir la convergence de l’erreur d’estimation d’état en assurant un taux d’atténuation mi-

nimal du transfert de l’influence de la perturbation ω(t) vers l’erreur d’estimation d’état e(t).

Le gain de l’observateur L est donné par [43] :

L =



















10.0762 1.2823

−72.4926 21.3171

−8.1831 4.1334

−3.7979 7.9510



















Les états du système et leurs estimés sont donnés sur la figure 3.11. Une comparaison des

erreurs d’estimation d’état obtenues par le banc d’observateurs à modes glissants d’ordre 2

développé (3.37) et l’observateur flou (3.42) est présentée à la figure 3.12. On observe une bonne

convergence de l’erreur d’estimation d’état des deux observateurs. Cependant, les observateurs

à modes glissants d’ordre 2 élaborés permettent une convergence rapide en plus d’une simplicité

de mise en œuvre.
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Figure 3.10 – (a) Estimation de la perturbation ω(t), (b) Fonction d’activation µ1(t) et
son estimée
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Figure 3.11 – États du système (pointillé bleu) et leurs estimés (trait continu rouge) par
observateur flou
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Figure 3.12 – Erreurs d’estimation d’état obtenues par le banc d’observateurs à modes
glissants (MG) et l’observateur flou

3.5 Conclusion

Dans ce troisième chapitre, nous avons présenté la structure des observateurs triangulaires

à modes glissants d’ordre un et deux ainsi qu’une analyse de convergence de l’erreur d’esti-

mation. Ces observateurs ont été développés pour des systèmes flous TS. Deux exemples sont

considérés de modèles TS à variables de prémisse mesurable et non mesurable. Des résultats de

simulation ont permis de montrer que les observateurs à modes glissants d’ordre 2 réalisent une

meilleure observation, avec une élimination du phénomène de réticence. Ce type d’observateurs

sont utilisés, dans le chapitre suivant, pour estimer les variables d’état d’un pendule inversé

rotatif réel.



Chapitre 4

Application à un procédé réel : le

pendule inversé rotatif

4.1 Introduction

Ce chapitre traite le problème d’estimation d’état pour un système réel : le pendule inversé

rotatif (RIP : Rotary Inverted Pendulum) ou le pendule de Furuta. Ce système mécanique est

sous-actionné, instable et fortement non linéaire [19]. Il constitue un excellent support expéri-

mental pour tester des lois de commande linéaire et non linéaire. Deux observateurs à modes glis-

sants d’ordre 2 sont élaborés pour estimer les variables d’état du pendule. Le modèle dynamique

du pendule est représenté par un modèle flou descripteur (TSD). Une stratégie de convergence

étape par étape est réalisée sur différentes surfaces de glissement, assurant la convergence de

l’erreur d’estimation en temps fini vers zéro.

4.2 Description du pendule inversé rotatif

Le pendule inversé rotatif est composé d’un bras actionné en rotation dans le plan horizon-

tal, disposant à son extrémité un pendule inversé (tige) libre en rotation dans le plan vertical

orthogonal au bras, lié l’un à l’autre par une liaison pivot au point O1 [44].

Un moteur à courant continu entraine la rotation autour de l’axe z du bras, de rayon r, et donc

du pendule, de longueur l et de masse m, autour de l’axe x1 (voir figure 4.1.(a) [20]). Ce système

possède deux degrés de liberté : l’angle de rotation du bras du pendule par rapport à l’axe z,

noté θ, et l’angle de rotation de la tige autour de l’axe x1, noté φ. Ces deux positions angulaires

45
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sont mesurées avec des encodeurs.

Le bras du pendule doit être déplacé de manière à assurer la stabilisation et le maintien du

(a) position haute (b) position basse

Figure 4.1 – Le pendule inversé rotatif de l’entreprise QUANSER.

pendule en position haute, autour de la verticale au point d’équilibre instable.

4.3 Modélisation du système

4.3.1 Modèle non linéaire

Pour déterminer un modèle du système, le formalisme de Lagrange est utilisé. L’énergie

cinétique totale du pendule a pour expression :

Ec =
1
2

(Jeq + mr2 +
ml2

4
sin2φ)θ̇2 +

1
6

ml2φ̇2 +
1
2

mlrφ̇θ̇cosφ (4.1)

En prenant Oxy comme plan de référence, l’énergie potentielle totale du pendule est donnée

par :

Ep =
1
2

mglcosφ (4.2)

Le Lagrangien est donné par L = Ec − Ep et les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent :















d

dt
(
∂L

∂φ̇
)− ∂L

∂φ
= −Brφ̇

d

dt
(
∂L

∂θ̇
)− ∂L

∂θ
= τout − Baθ̇

(4.3)
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en conséquence les équations du mouvement du système non linéaire sont [20] :











ml2

3 φ̈ + mlr
2 θ̈cosφ − ml2

4 θ̇2sinφcosφ+ Brφ̇ − mgl
2 sinφ = 0

mlr
2 φ̈cosφ + (Jeq + mr2 + ml2

4 sin2φ)θ̈ − mlr
2 φ̇2sinφ + ml2

2 φ̇θ̇sinφcosφ+ Baθ̇ = τout

(4.4)

Le couple de sortie τout sur l’arbre de charge est :

τout =
ηmηgKtKg

R
Vm −

ηmηgKtKvK2
g ,

R
θ̇ − ηgK2

g Jmθ̈ (4.5)

où Vm est la tension de commande appliquée au moteur.

Les caractéristiques et les valeurs numériques des constantes du pendule inversé rotatif sont

résumées dans la table 4.1.

Table 4.1 – Liste des paramètres du système [20].

Symbole Description Valeur
m Masse de la tige du pendule 0.125kg
l Longueur de la tige du pendule 0.335m
r Longueur du bras du pendule 0.215m

Jeq Moment d’inertie équivalent du bras 3.5842 ×10−3 kgm2

du pendule et du réducteur
Jm Moment d’inertie du rotor du moteur 3.87 ×10−7 kgm2

Ba Coefficient de frottement du bras 0.004Nmsrad−1

Br Coefficient de frottement de la tige 0.0095Nmsrad−1

g Pesanteur 9.81ms−2

Kt Constante du couple 7.67 ×10−3 NmA−1

Kv Constante de la FCEM 7.67 ×10−3 V srad−1

R Résistance du moteur 2.6Ω
Kg Rapport de réduction 70
ηg Rendement du réducteur 0.9
ηm Rendement du moteur 0.69

Ainsi, le modèle dynamique non linéaire du système RIP est le suivant [20] :











4
3c1φ̈+ c2θ̈cosφ − c1θ̇2sinφcosφ+ c3φ̇ − c4sinφ = 0

c2φ̈cosφ + (c5 + c1sin2φ)θ̈ − c2φ̇2sinφ + c6θ̇ + 2c1φ̇θ̇sinφcosφ = c7Vm

(4.6)

avec :
c1 = ml2

4 , c2 = mlr
2 , c3 = Br, c4 = mgl

2 , c5 = Jeq + mr2 + ηgK2
g Jm

c6 = Ba +
ηmηgKtKvK2

g

R , c7 = ηmηgKtKg

R
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4.3.2 Modèle flou descripteur TSD

Le modèle non linéaire (4.6) est écrit sous forme de descripteur régulier d’état comme suit :











E(x)ẋ(t) = A(x)x(t)+ Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(4.7)

avec x = [φ,θ, φ̇, θ̇]T est le vecteur d’état, u = Vm est l’entrée, y = [φ,θ]T est le vecteur de sorties

mesurables du système et les matrices suivantes :

E(x) =



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4
3c1 c2cosφ

0 0 c2cosφ c5 + c1sin2φ



















, B =



















0

0

0

c7



















A(x) =



















0 0 1 0

0 0 0 1

c4
sinφ

φ 0 −c3 α

0 0 β −c6



















, C =







1 0 0 0

0 1 0 0







où α = c1θ̇sinφcosφ et β = c2φ̇sinφ − 2c1θ̇sinφcosφ.

Le modèle descripteur du système RIP (4.7) présente des termes non linéaires fonctions :

- de variables d’état mesurables, φ et θ : cosφ, sin2φ et sinφ
φ ;

- de variables d’état non mesurables, φ̇ et θ̇ : θ̇sinφcosφ et φ̇sinφ.

Considérons ne et na le nombre de termes non linéaires contenus, respectivement, dans les ma-

trices E(x) et A(x). Le modèle flou sera alors composé de re × ra = 2ne × 2na = 32 règles, avec

ne = 2 et na = 3.

Une manière de réduire ce nombre est déduite de l’utilisation du principe de séparation entre

le calcul des gains de l’observateur et de la loi de commande PDC (Parallel Distributed Com-

pensation) [69], où il est nécessaire que les variables de prémisses n’utilisent que des variables

mesurables. Ce dernier a permis la mise en œuvre d’un modèle flou TSD composé de 8 règles.

Ainsi, 3 termes non linéaires sont pris en compte et reportés dans la partie prémisse des règles

du modèle flou.

Le vecteur de prémisses est alors : z(t) = [z1(t)z2(t)z3(t)], avec les variables de prémisse sui-

vantes :

z1(t) = c2cos(φ(t)), z2(t) = c5 + c1sin2φ(t), z3(t) = c4
sin(φ(t))

φ(t)
(4.8)
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Les non-linéarités α et β sont considérées comme des incertitudes bornées du modèle, avec :

|φ| ≤ φ0, |θ̇| ≤ θ̇0 et |φ̇| ≤ φ̇0.

Remarque 4.1. En supposant la matrice E(x) inversible, un modèle sous forme d’état standard

du modèle (4.6) peut être obtenu comme suit :











ẋ(t) = Ā(x)x(t)+ B̄u(t)

y(t) = Cx(t)
(4.9)

avec : Ā = E−1A, B̄ = E−1B

Ā(x) =
1

4c1c5 − 3c2
2cos2φ + 4c2

1sin2φ
×



















0 0 0 1

0 0 0 1

3c4
sinφ

φ (c1sin2φ + c5) 0 (∗)1 (∗)2

−3c2c4
sinφ

φ cosφ 0 (∗)3 (∗)4



















où les (∗)i représentent les termes suivants :

(∗)1 = −(3c3(c1sin2φ + c5))− 3c2cosφ(c2φ̇sinφ − 2c1θ̇cosφsinφ)

(∗)2 = 3c2c6cosφ + 3c1θ̇cosφsinφ(c1sin2φ + c5)

(∗)3 = 4c1(c2φ̇sinφ − 2c1θ̇cosφsinφ)+ 3c2c3cosφ

(∗)4 = −4c1c6 − 3c1c2θ̇cos2φsinφ

B̄ =
1

4c1c5 − 3c2
2cos2φ + 4c2

1sin2φ



















0

0

−3c2c7cosφ

4c1c7



















Le modèle d’état standard (4.9) contient 7 non-linéarités d’où un nombre de règles du modèle

flou TS de 27 = 128 règles. De plus, contrairement à la matrice B, la matrice B̄ est dépendante de

l’état x(t) ce qui peut conduire à un contrôleur plus complexe pour ce système. Pour ces raisons,

il est bien noté que la représentation TS descripteur du pendule inversé rotatif a permis de

réduire le nombre de règles du modèle flou ainsi que le conservatisme des contraintes LMIs [20].
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En utilisant l’approche par transformation par secteurs non linéaires, le modèle descripteur

TSD représentant exactement le modèle non linéaire simplifié du RIP s’écrit alors comme suit :











re
∑

k=1
vk(z(t))Ekẋ(t) =

ra
∑

i=1
wi(z(t))(Aix(t)+ Bu(t))

y(t) = Cx(t)
(4.10)

où re = 4, ra = 2, et les fonctions de pondération non linéaires, vk(z(t)) et wi(z(t)), satisfont la

propriété de somme convexe :

vk(z(t)) ≥ 0,
re
∑

k=1
vk(z(t)) = 1

wi(z(t)) ≥ 0,
ra
∑

i=1
wi(z(t)) = 1

(4.11)

Considérons zj (resp. zj) le maximum (resp. minimum) de zj , sur un intervalle de l’angle φ ∈
[−φ0,φ0]. Les variables de prémisse peuvent alors s’écrire de la manière suivante :

zj(t) = Mj1(zj(t))zj + Mj2(zj(t))zj , j = 1, . . . ,3 (4.12)

où les fonctions d’appartenance (voir figure 4.2) sont :

Mj1(zj(t)) = (zj − zj)/(zj − zj)

Mj2(zj(t)) = (zj − zj)/(zj − zj)
(4.13)

avec :

Mj1(zj(t))+ Mj2(zj(t)) = 1 (4.14)

Ainsi, les matrices des sous-modèles sont données par :

E1 =



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4
3c1 z1

0 0 z1 z2



















, E2 =



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4
3c1 z1

0 0 z1 z2



















E3 =



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4
3c1 z1

0 0 z1 z2



















, E4 =



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4
3c1 z1

0 0 z1 z2


















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(c) variable z3(t)

Figure 4.2 – Les fonctions d’appartenance du modèle flou TSD.

A1 =



















0 0 1 0

0 0 0 1

z3 0 −c3 0

0 0 0 −c6



















, A2 =



















0 0 1 0

0 0 0 1

z3 0 −c3 0

0 0 0 −c6



















Les fonctions de pondération vk(z(t)), k ∈ {1, ...,4}, et wi(z(t)), i ∈ {1,2}, sont choisies comme

suit :
w1(z) = M31(z3), w2(z) = M32(z3)

v1(z) = M11(z1)M21(z2), v2(z) = M11(z1)M22(z2)

v3(z) = M12(z1)M21(z2), v4(z) = M12(z1)M22(z2)

Le modèle flou TSD obtenu est alors composé de 8 règles floues, données dans la table 4.2.

À titre d’exemple, une règle est de la forme :

Règle 1 :
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Si z1(t) est M11 et z2(t) est M21 et z3(t) est M31

Alors











E1ẋ(t) = A1x(t)+ Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(4.15)

Table 4.2 – Règles du modèle flou TSD du système RIP.

Fonctions d’appartenance Matrices
Règles M1j(z1) M2j(z2) M3j(z3) Ek,Ai

1 M11 M21 M31 E1,A1

2 M11 M21 M32 E1,A2

3 M11 M22 M31 E2,A1

4 M11 M22 M32 E2,A2

5 M12 M21 M31 E3,A1

6 M12 M21 M32 E3,A2

7 M12 M22 M31 E4,A1

8 M12 M22 M32 E4,A2

En choisissant φ0 = 49π
180 (rad), les bornes des variables de prémisse (4.8) sont :

z1 = 0.003, z2 = 0.0111, z3 = 0.1813

z1 = 0.0045, z2 = 0.0131, z3 = 0.2054
(4.16)

et les valeurs des matrices du modèle flou TSD sont :

E1 =



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0.0047 0.0045

0 0 0.0045 0.0131



















,E2 =



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0.0047 0.0045

0 0 0.0045 0.0111



















E3 =



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0.0047 0.003

0 0 0.003 0.0131



















,E4 =



















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0.0047 0.003

0 0 0.003 0.0111


















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A1 =



















0 0 1 0

0 0 0 1

0.2054 0 −0.001 0

0 0 0 −0.0729



















,A2 =



















0 0 1 0

0 0 0 1

0.1813 0 −0.001 0

0 0 0 −0.0729



















B =



















0

0

0

0.1282



















4.4 Stabilisation du RIP

Dans la pratique, la commande du pendule inversé rotatif nécessite deux contrôleurs : un

contrôleur pour la phase de balancement (Swing up, en anglais), et un second contrôleur pour

la phase de stabilisation dans sa position d’équilibre instable. Le contrôle de balancement [7]

permet d’amener le pendule de sa position d’équilibre stable vers une position haute dans la

zone de validité du second contrôleur.

Dans notre cas, la stabilisation du RIP, en temps réel, dans sa position haute est assurée par

un contrôleur robuste de type TS proposé dans [20], garantissant la stabilité du pendule malgré

les incertitudes de modélisation et les perturbations externes du système. La zone de validité de

ce contrôleur est considérée par : |φ| ≤ 49π
180 (rad). La loi de commande floue est de type PDC

(Parallel Distributed Compensation), et s’écrit [20] :

u(t) =
4
∑

k=1

2
∑

i=1

wi(z(t))vk(z(t))Kikx(t) (4.17)

où u(t) est le signal de commande et Kik sont les gains de retour d’état.

Les matrices des gains de retour d’état Kik, i = 1, ...,2 et k = 1, ...,4, sont issues de la synthèse
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du contrôleur flou robuste, garantissant la stabilité de la boucle fermée [20] :

K11 = [26.8550 1.4142 3.8231 2.0844]

K12 = [25.1416 1.4142 3.5734 2.0638]

K13 = [41.6885 1.4142 6.0852 2.0945]

K14 = [39.0849 1.4142 5.7014 2.0741]

K21 = [24.9747 1.4142 3.7940 2.1137]

K22 = [23.4523 1.4142 3.5580 2.0932]

K23 = [38.7119 1.4142 6.0174 2.1233]

K24 = [36.3931 1.4142 5.6539 2.1029]

(4.18)

4.5 Simulation

Afin de tester la validité du modèle flou élaboré, on réalise une simulation en boucle fer-

mée des deux modèles du RIP : modèle non linéaire et modèle flou TSD. Les modèles sont

implémentés sous Matlab/Simulink. Les figures 4.3 et 4.4 montrent l’évolution des états du

modèle non linéaire et ceux du modèle TSD, avec les conditions initiales suivantes sur l’état

x(0) = [30̊ , 0̊ , 0̊ /s, 0̊ /s]T . On remarque que le modèle flou descripteur élaboré représente exac-

tement le modèle non linéaire.

4.6 Observateurs à modes glissants d’ordre 2 pour le

système RIP

Le vecteur d’état du système RIP est : x = [x1,x2,x3,x4]T = [φ,θ, φ̇, θ̇]T . Les seules sorties

mesurables ici sont les positions angulaires φ et θ alors que les vitesses angulaires φ̇ et θ̇ seront

obtenues à l’aide des observateurs par modes glissants étape par étape d’ordre 2, permettant

d’estimer l’état complet du système.

La conception d’un observateur pour le système RIP, représenté par (4.10), exige la propriété

d’observabilité. Cette propriété se traduit par la capacité de reconstruire l’état x = [φ,θ, φ̇, θ̇]T à

partir de l’entrée u et des sorties du système φ et θ. L’observabilité du modèle global (4.10) est

garantie si tous les sous-systèmes sont observables. Les conditions suivantes sont vérifiées :

rang







sEk − Ai

C






= n, ∀s ∈ lC (4.19)
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Figure 4.3 – Les angles du RIP.

rang













Ek Ai

0 Ek

0 C













= n + rang(Ek) (4.20)

pour k = 1, ...,4, i = 1, ...,2 et n = 4.
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Figure 4.4 – Les vitesses angulaires du RIP.

4.6.1 Synthèse d’observateurs étape par étape d’ordre 2

Pour construire un observateur à modes glissants étape par étape, le modèle du système RIP

(4.10) est réécrit en deux sous-systèmes de forme triangulaire d’observation comme suit :

Σ1 ≡























ẋ1 = x3

ẋ3 = 3
4c1

(cx1 − aẋ4 − c3x3) = f1(t,x)

y1 = x1

(4.21)
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Σ2 ≡























ẋ2 = x4

ẋ4 = 1
b (c7u − c6x4 − aẋ3) = f2(t,x,u)

y2 = x2

(4.22)

avec
a = (v1(z)+ v2(z))z1 + (v3(z)+ v4(z))z1

b = (v1(z)+ v3(z))z2 + (v2(z)+ v4(z))z2

c = w1(z)z3 + w2(z)z3

Supposons que le système est à entrée bornée et état borné (EBEB), alors il existe des constantes

K1, . . . ,K4 telle que, ∀t > 0,

|f1| < K1, |ḟ1| < K2 |f2| < K3, |ḟ2| < K4 (4.23)

En appliquant l’algorithme du super-twisting (3.9), l’observateur sous forme triangulaire associé

à chaque sous-système (4.21)-(4.22) s’écrit :

Σobs1 ≡



































˙̂x1 = x̃3 + λ1|x1 − x̂1| 1
2 sign(x1 − x̂1)

˙̃x3 = α1sign(x1 − x̂1)

˙̂x3 = θ̃1 + F1λ2|x̃3 − x̂3| 1
2 sign(x̃3 − x̂3)

˙̃θ1 = F1α2sign(x̃3 − x̂3)

(4.24)

Σobs2 ≡



































˙̂x2 = x̃4 + λ3|x2 − x̂2| 1
2 sign(x2 − x̂2)

˙̃x4 = α3sign(x2 − x̂2)

˙̂x4 = θ̃2 + F2λ4|x̃4 − x̂4| 1
2 sign(x̃4 − x̂4)

˙̃θ2 = F2α4sign(x̃4 − x̂4)

(4.25)

où x̂ est l’état estimé, les λi et αi sont les gains d’observation et les fonctions Fi sont données

par :

Fi = 1si |ej | = |x̃j − x̂j| ≤ ε, pour tout j ≤ i sinon Fi = 0

avec ε est une constante positive petite.

4.6.2 Analyse de convergence

Soit l’erreur d’observation intermédiaire définie par ei = x̃i − x̂i pour i = 1, ...,4, avec x̃1 = x1

et x̃2 = x2.

Lemme 4.6.1. Considérons le système (4.21) et l’observerateur associé (4.24). Pour toutes
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conditions (x1(0),x3(0)), (x̂1(0), x̂3(0)), il existe un choix de λi et αi tel que l’état de l’obser-

vateur (x̂1, x̂3) converge en un temps fini vers l’état (x1,x3) du système et θ̃1 converge aussi en

temps fini vers f1(t,x).

Preuve. La stratégie de convergence de l’observateur est réalisée étape par étape sur différentes

surfaces de glissement. La convergence de l’erreur d’observation vers zéro est obtenue en temps

fini.

- Etape 1 : Supposons que e1(0) 6= 0, la dynamique de l’erreur d’observation, obtenue en

soustrayant Σobs1 à Σ1, est :























ė1 = x3 − x̃3 − λ1|e1| 1
2 sign(e1)

˙̃x3 = α1sign(e1)

ė3 = f1 − θ̃1 − F1λ2|e3| 1
2 sign(e3)

(4.26)

La dérivée seconde de e1 par rapport au temps est donnée par :

ë1 = f1 − α1sign(e1)− 1
2

λ1ė1|e1|− 1
2 (4.27)

Les conditions suffisantes garantissant la convergence de l’état en temps fini sur l’ensemble de

glissement d’ordre deux {e1 = ė1 = 0}, sont [29] :

α1 > K1

λ1 >
√

2
K1 + α1√
α1 − K1

(4.28)

Ainsi, la surface de glissement e1 = 0 est atteinte après un temps fini t1 ce qui fait que ė1 = 0

impliquant x̃3 = x3.

Alors, après cet instant, on obtient :

x̂1 = x1, x̃3 = x3

- Etape 2 : Pour t > t1, F1 = 1 et la dynamique de l’erreur d’observation devient :























ė1 = 0

ė3 = f1 − θ̃1 − λ2|e3| 1
2 sign(e3)

˙̃θ1 = α2sign(e3)

(4.29)
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La dérivée seconde de e3 par rapport au temps est :

ë3 = ḟ1 − α2sign(e3)− 1
2

λ2ė3|e3|− 1
2 (4.30)

En choisissant les conditions suffisantes de convergence suivantes :

α2 > K2

λ2 >
√

2
K2 + α2√
α2 − K2

(4.31)

on obtient alors la convergence en un temps fini t2 > t1 sur la surface de glissement e3 = ė3 = 0.

Ainsi, ∀t > t2 :

x̂3 = x̃3, f̂1(x̃) = θ̃1

où θ̃1 est l’estimation de f1(x).

Lemme 4.6.2. Considérons le système (4.22) et l’observateur associé (4.25). Pour toutes condi-

tions (x2(0),x4(0)), (x̂2(0), x̂4(0)), il existe un choix de λi et αi tel que l’état de l’observateur

(x̂2, x̂4) converge en un temps fini vers l’état (x2,x4) du système.

Preuve. En suivant la même procédure d’analyse de convergence de l’observateur (4.24), on

montre la convergence de l’erreur d’observation, e2 et e4, en temps fini vers zéro. Les conditions

suffisantes de convergence sont choisies :

α3 > K3

λ3 >
√

2
K3 + α3√
α3 − K3

(4.32)

α4 > K4

λ4 >
√

2
K4 + α4√
α4 − K4

(4.33)

Ainsi, après un temps fini t4, l’état atteint les surfaces de glissement et sur ces surfaces, nous

avons : e2 = ė2 = 0 d’où : x̂2 = x2, x̃4 = x4, et e4 = ė4 = 0 d’où : x̂4 = x̃4, f̂2(x̃) = θ̃2.
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4.7 Résultats de simulation

On considère les conditions initiales suivantes : x(0) = [−180̊ , 0̊ , 0̊ /s, 0̊ /s]T pour le système

et x̂(0) = [0̊ , 0̊ , 0̊ /s, 0̊ /s]T pour les observateurs. La figure 4.5 donne les erreurs d’observation

e1 = x1 − x̂1 et e3 = x̃3 − x̂3 de l’observateur (4.24) et e2 = x2 − x̂2 et e4 = x̃4 − x̂4 de l’observateur

(4.25).
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Figure 4.5 – Évolution de l’erreur d’estimation d’état

Les figures 4.6 et 4.7 illustrent les résultats de l’estimation d’état. Les performances des

observateurs proposés peuvent être analysées à travers ces résultats. Une convergence rapide des

états des observateurs vers ceux du système est obtenue.
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Figure 4.6 – Estimation des positions angulaires du RIP.
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Figure 4.7 – Estimation des vitesses angulaires du RIP.
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4.8 Résultats expérimentaux

Le dispositif expérimental du pendule inversé rotatif, présenté dans la figure 4.8, comporte

le pendule inversé rotatif de l’entreprise QUANSER, un amplificateur de tension VoltPAQ-X2

et un PC avec deux cartes d’acquisition Measurement Computing : la carte PCI-QUAD04 à

quatre canaux pour l’acquisition des données fournies par l’encodeur et la carte PCI-DAS6025.

Figure 4.8 – Photo du banc d’essai de l’expérimentation.

Les développements du contrôleur en temps réel et des observateurs du système RIP sont

réalisés à l’aide du logiciel Matlab/Simulink. Pour le contrôleur implémenté, les vitesses angu-

laires φ̇ et θ̇ n’étant pas mesurables, un dérivateur passe-bas 200s
s+200 est utilisé pour reconstruire

la vitesse à partir de la position mesurée.

Pour les essais effectués en temps réel sur le pendule inversé rotatif, les observateurs proposés

(4.24) et (4.25) sont utilisés, avec les gains d’observation suivants : λ1 = 40, α1 = 1500, λ2 =

200, α2 = 3000, λ3 = 40, α3 = 1500, λ4 = 200et α4 = 3000. Ces paramètres ont été choisis afin

de vérifier les conditions de convergence des deux observateurs (4.28), (4.31), (4.32) et (4.33).

L’état initial du RIP est sa position d’équilibre stable et celui des observateurs est x̂(0) =

[−180̊ , 0̊ , 0̊ /s, 0̊ /s]T .

Les résultats expérimentaux obtenus d’un premier essai sur le système RIP montrent les

bonnes performances d’estimation d’état des deux observateurs élaborés. Une convergence rapide

en temps fini des états des observateurs vers ceux du système est constatée.

La figure 4.9 montre la convergence des positions estimées θest, φest vers les positions mesurées

réelles θmes, φmes, respectivement. Les vitesses estimées ˆ̇θ et ˆ̇φ sont présentées sur la figure 4.10.
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Figure 4.9 – Les angles du RIP et leurs estimés.

Un deuxième essai est effectué sur le système réel. Les résultats d’estimation de l’état du

système sont présentés sur les figures 4.11 et 4.12. L’efficacité et la robustesse de la loi de

commande peuvent être analysées à travers ces résultats qui montrent une bonne stabilisation
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Figure 4.10 – Les estimés des vitesses angulaires du RIP.

du système RIP réel dans sa position d’équilibre instable en dépit des perturbations extérieures

appliquées au pendule aux instants 14.4s, 23s, 34.6s et 42.5s.
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Figure 4.11 – Les angles du RIP et leurs estimés.
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Figure 4.12 – Les estimés des vitesses angulaires du RIP.
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4.9 Conclusion

Ce quatrième chapitre a permis de présenter une application de la technique d’estimation

proposée sur un pendule inversé rotatif réel. Après une modélisation basée sur les équations

dynamiques, un modèle flou descripteur a été obtenu, permettant de réduire le nombre de règles

à 8 règles. Ce dernier est utilisé pour la conception de deux observateurs à modes glissants

d’ordre 2, pour l’estimation des variables d’état du pendule. Les essais menés sur le système

réel sont concluants et les résultats obtenus permettent de valider les bonnes propriétés de ces

observateurs : convergence en temps fini et précision de convergence.



Chapitre 5

Application à l’estimation de défauts

des systèmes TS

5.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est le diagnostic de défauts des systèmes TS, par des observateurs

étape par étape à modes glissants d’ordre deux. L’extension des résultats obtenus au chapitre

3 au problème d’estimation des défauts de capteurs et d’actionneurs est considérée. L’approche

d’estimation proposée se base sur deux bancs d’observateurs à modes glissants d’ordre deux.

Chacun de ces bancs est élaboré séparément, en supposant qu’un seul type de défauts pouvant

affecter le système. Le schéma d’estimation proposé permet la détection, la localisation des dé-

fauts ainsi la reconstruction de leurs évolutions au cours du temps. L’avantage de cette approche

réside dans sa simplicité de mise en œuvre permettant une reconstruction rapide et précise des

défauts.

La reconstruction des entrées inconnues, e.g perturbation et incertitudes paramétriques, est

aussi abordée dans ce chapitre. Deux exemples de simulation sont considérés afin d’en présenter

les performances, le premier est un système hydraulique à 2 cuves, représenté par un modèle

TS obtenu par linéarisation autour de deux points de fonctionnement, dans le deuxième, un

modèle TS exact est proposé pour représenter un système à 3 cuves, utilisant l’approche par

transformation par secteurs non linéaires.

69
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5.2 Différents types de défauts

Un défaut est une déviation non acceptable d’au moins une caractéristique d’un système

par rapport à sa valeur nominale. Les défauts sont des événements qui peuvent apparaitre au

niveau des capteurs, des actionneurs et au niveau du système [43][62]. Ils peuvent être classés

en défauts additifs et défauts multiplicatifs.

– Défauts d’actionneurs : Les défauts d’actionneurs représentent une perte totale (dé-

faillance) ou partielle d’un actionneur agissant sur le système conduisant à la perte d’une

action de commande sur le système. Un exemple de perte totale d’un actionneur est un

actionneur qui est resté "collé" sur une position entraînant une incapacité à commander

le système par le biais de cet actionneur. Les défauts actionneurs partiels sont des ac-

tionneurs réagissant de manière similaire au régime nominal mais en partie seulement,

c’est-à-dire avec une certaine dégradation (baisse d’efficacité) dans leur action sur le sys-

tème (perte de puissance d’un moteur, fuite dans un vérin, ... ). De tels défauts entraînent

un fonctionnement dégradé du système et peuvent même conduire à l’instabilité de ce

dernier.

– Défauts de capteurs : Ce type de défaut est la cause d’une erreur dans la mesure d’une

grandeur physique, qui peut être partiel ou total. Un défaut partiel apparaît sous forme

d’un biais, d’une dérive, d’une baisse d’efficacité, d’un défaut de calibrage. . . . La perte

totale d’un capteur (blocage) est due, par exemple, à une perte de connexion physique

(électrique par exemple) entre la source d’information et le capteur ou un dysfonctionne-

ment du capteur (usure mécanique, problème logiciel, etc.).

– Défauts systèmes : les défauts de système sont tous ceux qui affectent les composants

du système hors actionneurs et capteurs. Ils reflètent un changement dans les paramètres

du système, par exemple, la masse, les coefficients aérodynamiques, etc. Ce type de défaut

est difficile à diagnostiquer à cause de la diversité des situations de défaillances.

5.3 Principe de l’approche d’estimation de défauts

Rappelons que les observateurs triangulaires à modes glissants d’ordre 2, présentés dans

le chapitre 3, permettent une estimation des variables d’état en temps fini, en garantissant

une convergence rapide avec une meilleure précision par rapport au mode glissant d’ordre un.

La convergence de l’erreur d’observation est obtenue en (n − 1) étapes et en temps fini. Les

(n − 1) premières étapes permettent de reconstruire le vecteur d’état et la nième étape fournit
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une estimation d’une fonction θ̃, qui peut être fonction des défauts et des entrées inconnues

(§3.2.3.3).

Système CapteursActionneurs
u uf

fa d

y

fs

+

−Banc d’observateurs
(1)

f̃s

Banc d’observateurs
(2)

f̃a

d̃

Figure 5.1 – Schéma d’estimation de défauts

L’idée proposée, dans ce chapitre, consiste à exploiter cette caractéristique pour estimer

les défauts de capteurs fs, les défauts d’actionneurs fa et les entrées inconnues d, affectant un

système TS. L’approche de l’estimation est illustrée par le schéma de la figure 5.1. Elle utilise

deux bancs d’observateurs à modes glissants d’ordre 2 pour l’estimation des défauts. Le banc

d’observateurs (1) fournit une estimation des défauts de capteurs f̃s à partir du vecteur de

mesure y et de la commande uf appliquée au système. L’estimation f̃s ainsi réalisée peut servir

ensuite à l’estimation des défauts d’actionneurs. Le banc d’observateurs (2) utilise les entrées

(y − f̃s) et la commande nominale conçue pour le système sans défaut u, afin d’estimer les

défauts affectant les actionneurs du système f̃a et les entrées inconnues d̃. La synthèse de chaque

banc d’observateurs est effectuée séparément, en considérant que les défauts d’actionneurs et de

capteurs ne surviennent pas simultanément.

Soit le modèle d’un système TS, donné par les équations :











ẋ(t) =
r
∑

i=1
wi(ξ(t))(Aix(t)+ Biu(t))

y(t) = Cx(t)
(5.1)

où x(t) ∈ R
n, y(t) ∈ R

p et u(t) ∈ R
m sont les vecteurs d’état, sortie mesurée et d’entrée connue,

respectivement. Les fonctions d’activation wi(ξ(t)) vérifient la propriété de somme convexe (2.5).

Hypothèse 1. Tout au long de ce chapitre, on considère que les hypothèses suivantes sont

vérifiées :

– Le système (5.1) est stable EBSB (pour des entrées bornées, les sorties du système sont
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bornées).

– Les paires (Ai,C), i = 1 . . . ,r, sont observables.

– Les défauts de capteurs sont bornés et constants.

– Les défauts d’actionneurs sont bornés.

– Les entrées inconnues (perturbations, incertitudes) sont bornées.

5.4 Estimation de défauts de capteurs

On considère un système TS (5.1) affecté par des défauts de capteurs, de types additifs, de

la forme suivante :










ẋ(t) =
∑r

i=1 wi(ξ(t))(Aix(t)+ Biu(t)

y(t) = Cx(t)+ fs(t)
(5.2)

où fs(t) ∈ R
l est le vecteur de défauts de capteurs, affectant la sortie du système et supposé

constant, i.e. ḟs(t) = 0.

5.4.1 Synthèse du banc d’observateurs (1)

En supposant que toutes les variables d’état sont mesurables (C = In), le système (5.2) peut

être écrit en n sous-systèmes, comme suit :

Σk ≡











ẋk =
n
∑

j=1
akjxj +

m
∑

j=1
bkjuj

yk = xk + fsk

, k = 1,2, . . . ,n (5.3)

avec fsk est le défaut de capteur affectant la sortie yk, et

r
∑

i=1

wi(ξ)Ai = (aij)
i=1,n
j=1,n ,

r
∑

i=1

wi(ξ)Bi = (bij)
i=1,n
j=1,m

En effectuant le changement de variables suivant :

vk = yk = xk + fsk , k = 1,2, . . . ,n (5.4)

les sous-systèmes (5.3) sont mis sous une forme triangulaire observable, comme suit :

Σk ≡























vk = yk

v̇k =
∑n

j=1 akjvj −∑n
j=1 akjfsj +

∑m
j=1 bkjuj

= hk(v,u,fs), k = 1,2, . . . ,n

(5.5)
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En appliquant le différentiateur robuste (3.9) à chaque sous-système (5.5), un banc de n obser-

vateurs à modes glissants d’ordre 2, (Σobsk
), k = 1,2, . . . ,n, est élaboré :

Σobsk
≡























˙̂vk = θ̃k + λk|ek| 1
2 sign(ek)

˙̃θk = αksign(ek)

vk = yk

(5.6)

avec ek = ṽk − v̂k et ṽk = vk. L’analyse de convergence de chaque observateur Σobsk
est obtenue

en temps fini, selon l’analyse donnée en §3.2.3.3. Pour tout état initial v(0), v̂(0), il existe un

choix de λk et αk tel que l’état initial de l’observateur v̂k converge en temps fini vers l’état vk du

système. La convergence de l’erreur d’observation se fait en une étape et les gains d’observation,

assurant la convergence de l’erreur vers zéro en temps fini, sont donnés par :

αk > Kk

λk >
√

2
Kk + αk√
αk − Kk

(5.7)

avec |ḣk| < Kk.

Un régime glissant existe sur la surface {ek = ėk = 0} après un temps fini tk, et par conséquent,

l’estimation θ̃k, de la fonction hk(v,u,fs), est obtenue :

θ̃k =
n
∑

j=1

akjvj −
n
∑

j=1

akj f̃sj +
m
∑

j=1

bkjuj (5.8)

Chaque observateur, Σobsk
, fournit une estimation θ̃k, k = 1,2, . . . ,n. Ainsi, après un temps fini

de convergence, T1 =
n
∑

k=1
tk, on obtient :

θ̃k =
n
∑

j=1

akjvj −
n
∑

j=1

akj f̃sj +
m
∑

j=1

bkjuj k = 1,2, . . . ,n (5.9)

L’équation (5.9) peut être écrite sous forme matricielle, comme suit :

θ̃(t) = Āv(t)− Āf̃s(t)+ B̄u(t) (5.10)

où :

Ā = (aij)i=1,n
j=1,n , B̄ = (bij)

i=1,n
j=1,m , θ̃(t) =

(

θ̃k

)T

k=1,n
,v(t) = (vj)T

j=1,n
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Cependant, si la matrice Ā est non singulière alors l’estimé du vecteur d’état est obtenu par :

f̃s(t) = Ā−1(Āv(t)+ B̄u(t)− θ̃(t)) (5.11)

Ainsi, l’estimation des composantes du vecteur fs(t) permet :

- la détection et la localisation du défaut : f̃sk 6= 0 correspond à la présence d’un défaut sur

le kième capteur ; dans le cas d’absence de défaut, f̃sk est nul ;

- l’estimation de l’amplitude du défaut à chaque instant.

5.5 Estimation de défauts d’actionneurs

En présence de défauts affectant les actionneurs, le système (5.1) s’écrit :











ẋ(t) =
∑r

i=1 wi(ξ(t))(Aix(t)+ Bi(u(t)+ fa(t)))

y(t) = Cx(t)
(5.12)

où fa(t) ∈ R
m est un vecteur de défauts d’actionneurs, supposé borné et C = In. Une analyse

similaire, à celle présentée dans le cas d’estimation de défauts de capteurs, permet l’estimation

de défauts d’actionneurs. Un banc d’observateurs à modes glissants d’ordre 2 est élaboré pour

l’estimation des défauts.

5.5.1 Synthèse du banc d’observateurs (2)

Le système (5.12) peut être écrit sous forme de sous-systèmes suivants :

Σk ≡























ẋk =
∑n

j=1 akjxj +
∑m

j=1 bkjuj +
∑m

j=1 bkjfaj

= hk(x,u,fa)

yk = xk, k = 1,2, . . . ,n

(5.13)

Pour chaque sous-système Σk, un observateur à modes glissants d’ordre 2 est élaboré, de la

forme suivante :

Σobsk
≡























˙̂xk = θ̃k + λk|xk − x̂k| 1
2 sign(xk − x̂k)

˙̃θk = αksign(xk − x̂k)

xk = yk, k = 1,2, . . . ,n

(5.14)

La convergence des observateurs Σ̃k, k = 1, . . .n, est analysée selon la procédure présentée en

§3.2.3.3. Pour chaque observateur, la convergence de l’erreur d’observation, vers zéro, est obtenue
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en une étape et en temps fini. Les gains de l’observation, λk et αk, sont donnés par :

αk > Kk

λk >
√

2
Kk + αk√
αk − Kk

(5.15)

où : |ḣk| < Kk.

Après un temps fini tk, l’état de l’observateur converge vers celui du système, d’où :

x̂k = xk, θ̃k = h̃k(x,u, f̃a) (5.16)

Ainsi, après un temps fini, T2 =
n
∑

k=1
tk, on obtient :

θ̃k =
n
∑

j=1

akjxj +
m
∑

j=1

bkjuj +
m
∑

j=1

bkj f̃aj
, k = 1,2, . . . ,n. (5.17)

Sous forme matricielle, (5.17) devient :

θ̃(t) = Āx(t)+ B̄u(t)+ B̄f̃a(t) (5.18)

Si rang(B̄) = m, alors B̄T B̄ est inversible car B̄ est de plein rang colonne. Ainsi, l’estimation

du vecteur de défauts d’actionneurs est obtenue par :

f̃a(t) = (B̄T B̄)−1B̄T [θ̃(t)− Āx(t)− B̄u(t)] (5.19)

Un défaut sur le kième actionneur est détecté si la composante du vecteur f̃ak(t) est non

nulle ; une valeur nulle correspond à l’absence d’un défaut. L’estimation fournie de l’amplitude

du défaut détecté pourra être utilisée pour le corriger.

5.5.2 Présence d’entrées inconnues

En présence d’entrées inconnues, d(t), perturbations ou incertitudes paramétriques, le modèle

TS (5.12) s’écrit sous la forme suivante :











ẋ(t) =
r
∑

i=1
wi(ξ(t))(Aix(t)+ Bi(u(t)+ fa(t))+ Ed(t)

y(t) = Cx(t)
(5.20)
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où d(t) ∈R
q est le vecteur d’entrées inconnues supposé borné, affectant la dynamique du système,

n ≥ p ≥ m + q. E ∈ R
n×q est la matrice de l’influence de d(t) sur la dynamique.

Le banc de n observateurs (5.14) conçus, est utilisé pour estimer le vecteur de défauts

d’actionneurs fa(t) et le vecteur de perturbations d(t). Après un temps fini de convergence, les

estimés θ̃k, k = 1,2, . . . ,n, sont obtenus et permettent de fournir f̃a(t) et d̃(t).

Si la matrice D = [B̄ E] est de plein rang et rang(D) = m + q alors DT D est inversible. Ainsi,

on obtient :






f̃a(t)

d̃(t)






= (DT D)−1DT [θ̃(t)− Āx(t)− B̄u(t)] (5.21)

Remarque 5.1. L’approche proposée a été développée lorsque les variables de décision sont me-

surables. Dans le cas de variables non mesurables, les fonctions d’activation des observateurs

élaborés dépendent alors de l’état estimé et une estimation de ces fonctions peut être obtenue.

5.6 Exemple 1 : Application à un système hydrau-

lique à 2 cuves

L’exemple suivant traite le diagnostic de défauts de capteurs d’un système hydraulique [16].

Une représentation schématique du système est donnée sur la figure 5.2. Le procédé se compose

de deux réservoirs en série de section identique At, deux capteurs ultrasons de niveau, deux

électrovannes situées à la base des réservoirs et une pompe alimentant le réservoir 1 par un débit

constant φe. Les entrées du système sont u1 et u2 correspondant aux tensions appliquées sur les

électrovannes. Les sorties mesurées sont les hauteurs de liquide dans les réservoirs, h1 et h2.

Les équations dynamiques du système sont [16] :



































ḣ1 = 1
At

(φe − ω1

√
h1)

ω̇1 = 1
τ (ke1u1 − ω1)

ḣ2 = 1
At

(ω1

√
h1 − ω2

√
h2)

ω̇2 = 1
τ (ke2u2 − ω2)

(5.22)

Les équations de sortie sont :










y1 = h1 + fs1

y2 = h2 + fs2

(5.23)

avec ωi et kei sont, respectivement, le taux d’ouverture et le gain statique du iième électrovanne,

τ est la constante de temps et fsi est le défaut du iième capteur de niveau.
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Figure 5.2 – Système hydraulique à 2 réservoirs

Le vecteur d’état est défini par X=[h1 w1 h2 w2]T . La technique utilisée pour l’obtention du

modèle flou TS du système est la linéarisation du modèle non linéaire (5.22) autour de points de

fonctionnement (OPi = (h01,w01,h02,w02)). Chaque sous-modèle local est un système dynamique

linéaire valide autour de chaque point de fonctionnement, et défini par les matrices suivantes :

Ai =



















− ω01

2At

√
h01

−
√

h01

At
0 0

0 − 1
τ 0 0

ω01

2At

√
h01

√
h01

At
− ω02

2At

√
h02

−
√

h02

At

0 0 0 − 1
τ



















,Bi =



















0 0

ke1

τ 0

0 0

0 ke2

τ



















,Ci =







1 0 0 0

0 0 1 0






.

Pour τ = 2.6525s, At = 0.16m2 et les deux points de fonctionnement (OP1,OP2) suivants :

OP1 =













h01 = 0.25m ω01 = 0.20795× 10−3

h02 = 0.35m ω02 = 0.20795× 10−3

ke1 = 0.03528× 10−3 ke2 = 0.03923× 10−3













OP2 =













h01 = 0.35m ω01 = 0.17574× 10−3

h02 = 0.25m ω02 = 0.20795× 10−3

ke1 = 0.03083× 10−3 ke2 = 0.02860× 10−3












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on obtient un modèle TS avec les deux sous-modèles suivants [16] :

A1 =



















−0.0013 −3.1250 0 0

0 −0.3770 0 0

0.0013 3.1250 −0.0011 −3.6975

0 0 0 −0.3770



















,B1 =



















0 0

0.00001330 0

0 0

0 0.00001479



















A2 =



















−0.0009 −3.6975 0 0

0 −0.3770 0 0

0.0009 3.6975 −0.0013 −3.1250

0 0 0 −0.3770



















,B2 =



















0 0

0.00001162 0

0 0

0 0.00001078



















C1 = C2 = C =







1 0 0 0

0 0 1 0






.

Ainsi, le modèle flou TS est représenté par un ensemble de 2 règles représentant chacune le

comportement dynamique du système autour d’un point de fonctionnement :

Règle 1 associée à h01 = 0.25m,h02 = 0.35m et Règle 2 associée à h01 = 0.35m,h02 = 0.25m.

Les fonctions d’activation dépendent de la variable de prémisse ξ(t), qui est constituée de

variables d’état mesurables ξ1 = h1 et ξ2 = h2. Elles sont données sur la figure 5.3, avec les

ensembles flous : Low (L) et High (H).

Chaque sous-modèle décrit le comportement du système dans une zone de fonctionnement :

S1 (sous-modèle associé à la règle 1) et S2 (sous-modèle associé à la règle 2). En fonction de la

zone où le système évolue, chaque sous-modèle contribue plus ou moins à l’approximation du

comportement global du système. La contribution de chaque sous-modèle au modèle global est

définie par une fonction de pondération, donnée par :











σ1(ξ) = min(µL(ξ1),µH(ξ2))

σ2(ξ) = min(µH(ξ1),µL(ξ2))
(5.24)

où σi(ξ) ∈ [0,1] est le degré de validité du sous-modèle local ith pour la variable de prémisse ξ,

µL(ξj) et µH(ξj) sont les degrés d’appartenance de ξj aux ensembles flous L et H, respectivement.

Le modèle TS global est une combinaison convexe des deux sous-modèles ; le système (5.22)-
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Figure 5.3 – Ensembles flous et zone de validité de chaque sous-modèle

(5.23) est alors représenté par le modèle TS suivant :











ẋ(t) = Ax(t)+ Bu(t)

y(t) = Cx(t)+ Ffs(t)
(5.25)

avec x = X −X0, u = U −U0, y = Y −Y0 et fs(t) = [fs1 fs2]T est le vecteur de défauts de capteurs.

Les matrices A, B, C et F sont données par :

A =
∑2

i=1 wi(ξ(t))Ai, B =
∑2

i=1 wi(ξ(t))Bi,

C =
∑2

i=1 wi(ξ(t))Ci, F =







1 0

0 1






.

où le poids wi(ξ(t)) attribué à chaque règle est défini par :

wi(ξ(t)) =
σi(ξ(t))

∑2
i=1 σi(ξ(t))

La conception d’un banc de deux observateurs à mode glissant d’ordre 2 (5.6) permet d’estimer le

vecteur de défauts fs(t) en un temps fini. Les conditions initiales sont x(0) = [0.05 0.0 0.05 0.0]T

pour le système considéré autour du point de fonctionnement OP1 et x̂(0) = [0 0 0 0]′ pour

l’observateur. Les gains d’observation λ1,α1, λ2, α2, λ3, α3, λ4 et α4 sont, respectivement, choisis

4, 10−6, 4, 10−4, 4, 10−5, 4, et 10−4.
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Figure 5.4 – Estimation des défauts de capteurs
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Figure 5.5 – Estimation de défauts affectant les deux capteurs

La figure 5.4 montre l’estimation des défauts de capteurs où seulement le 1er capteur est

affecté par un défaut de type biais apparaissant à l’instant 8 mn. La figure 5.5 présente l’esti-

mation de défauts de type intermittent : un défaut sur le capteur 1 (respectivement le capteur

2) se déclenche à l’instant 8 mn (respectivement 15 mn) et disparaît à l’instant 10.5 mn (respec-
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Figure 5.6 – Estimation de défauts simultanés

tivement 17 mn). Dans la figure 5.6, on simule des défauts de type intermittent et d’occurrence

simultanée. Les performances du banc d’observateurs peuvent être analysées à partir des figures

qui montrent une bonne estimation des défauts avec une convergence rapide.

5.7 Exemple 2 : Application à un système hydrau-

lique à 3 cuves

Le principal inconvénient de la technique de linéarisation, utilisée pour la construction des

modèles TS, est la perte d’information par rapport au modèle non linéaire, la difficulté du choix

du nombre et de la position des différents points de fonctionnement utilisés pour la linéarisation.

Seule l’approche par secteurs non linéaires [69] permet d’obtenir un modèle TS représentant

exactement le modèle non linéaire, évitant ainsi une perte d’information.

Dans les travaux [3], [59] et [63], un modèle TS est construit pour le système hydraulique de 3

cuves en utilisant la technique de linéarisation autour de points de fonctionnement. Dans cette

section, on utilise la technique par secteurs non linéaires pour construire un modèle TS exact

pour ce système hydraulique.
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5.7.1 Description et Modèle Mathématique du procédé

Le système hydraulique, présenté à la figure 5.7 [63], comporte trois cuves cylindriques de

section identique S, liées entre elles par des tuyaux de section Sn avec un coefficient d’écoulement

µ13 = µ32. Deux pompes, commandées par des moteurs à courant continu, alimentent les cuves

1 et 2.

Le débit d’évacuation de l’installation est situé à la base de la cuve 2 avec un coefficient

T1

l1

Pompe1

q1

µ13

q13

Sn

T3

l3
µ32

q32

S

T2

l2

Pompe2

q2

µ20

q20

Figure 5.7 – Système à trois cuves

d’écoulement µ20. Les entrées du système sont les débits q1(t) et q2(t) fournis par les pompes.

Les sorties mesurées sont les niveaux du liquide dans les cuves l1(t), l2(t) et l3(t).

Ce système est représenté par les équations dynamiques suivantes :























S dl1(t)
dt = q1(t)− q13(t)

S dl2(t)
dt = q2(t)+ q32(t)− q20(t)

S dl3(t)
dt = q13(t)− q32(t)

(5.26)

où qmn représente le débit de liquide de la cuve m vers la cuve n (∀m 6= n,m,n = 1,2,3), s’ex-

primant selon la loi de Torricelli par :

qmn(t) = µmnSnsign(lm(t)− ln(t))
√

2g | lm(t)− ln(t) | (5.27)

Le débit en sortie d’installation, q20, est fonction de la hauteur du liquide selon l’équation

suivante :

q20(t) = µ20Sn

√

2gl2(t) (5.28)

Les valeurs numériques des paramètres du système sont données dans la table 5.1. Dans [62], le

système hydraulique est représenté par un multimodèle obtenu par la méthode de linéarisation du

modèle non linéaire (5.26) autour de 3 points de fonctionnement, sous l’hypothèse que l1 > l3 > l2.
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Autour de chacun de ces points de fonctionnement, le modèle du système est linéarisé, définissant

3 modèles linéaires associés. Cette approche fournit une approximation du modèle non linéaire

(5.26) (voir Annexe B).

Dans notre cas, on représente ce système par un modèle flou TS obtenu par la méthode

des secteurs non linéaires ; représentant de manière exacte le modèle non linéaire (5.26), sous

l’hypothèse que l1 6= l2 6= l3.

Table 5.1 – Les valeurs des paramètres du système hydraulique.

Paramètre Valeur
S 0.0154m2

Sn 5 ×10−5 m2

µ13 = µ32 0.5
µ20 0.6
qimax(i ∈ [12]) 1.5 ×10−4 m3s−1

lj max(i ∈ [123]) 0.62m
g 9.81m/s2

5.7.2 Modèle flou TS du système hydraulique

En supposant que l1 6= l2 6= l3, le modèle (5.26) peut être réécrit comme suit :



















































dl1
dt = b1q1(t)− a1sign(l1 − l3)

√
|l1−l3|

|l1−l3| | l1 − l3 |
dl2
dt = b2q2(t)+ a2sign(l3 − l2)

√
|l3−l2|

|l3−l2| | l3 − l2 |
−a3

√
l2

l2
l2

dl3
dt = a4sign(l1 − l3)

√
|l1−l3|

|l1−l3| | l1 − l3 |

−a5sign(l3 − l2)
√

|l3−l2|
|l3−l2| | l3 − l2 |

(5.29)

où : b1 = b2 = 1
S , a1 = a4 = µ13

Sn

S

√
2g, a2 = a5 = µ32

Sn

S

√
2g et a3 = µ20

Sn

S

√
2g.

Sachant que tout nombre réel est constitué de deux parties : un signe + ou - et une valeur

absolue, on peut alors écrire :

sign(z)|z| = z, ∀z ∈ R (5.30)
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En utilisant (5.30), le modèle (5.29) devient :























dl1
dt = b1q1(t)− a1

√
|l1−l3|

|l1−l3| (l1 − l3)

dl2
dt = b2q2(t)+ a2

√
|l3−l2|

|l3−l2| (l3 − l2)− a3

√
l2

l2
l2

dl3
dt = a4

√
|l1−l3|

|l1−l3| (l1 − l3)− a5

√
|l3−l2|

|l3−l2| (l3 − l2)

(5.31)

On définit les variables de prémisse suivantes :

z1(ξ1) =

√

| ξ1 |
| ξ1 | , z2(ξ2) =

√

| ξ2 |
| ξ2 | , z3(ξ3) =

√
ξ3

ξ3
(5.32)

où :

ξ1(t) = l1(t)− l3(t), ξ2(t) = l3(t)− l2(t), ξ3(t) = l2(t) (5.33)

Alors, on aboutit à la représentation suivante du système (5.31) :

ẋ(t) =













−a1z1 0 a1z1

0 −a2z2 − a3z3 a2z2

a4z1 a5z2 −a4z1 − a5z2













x(t)+













b1 0

0 b2

0 0













u(t) (5.34)

avec x(t) = [l1(t) l2(t) l3(t)]T est le vecteur d’état. En appliquant l’approche par transformation

par secteurs non linéaires [69], on construit un modèle TS représentant exactement le modèle

non linéaire du système hydraulique. On utilise les transformations sur les non-linéarités zk(ξk),

k = 1, . . . ,3, qui peuvent s’écrire de la manière suivante :

zk(ξk) = Ek1(zk)αk + Ek2(zk)βk, k = 1, . . . ,3 (5.35)

avec : Ek1(zk) et Ek2(zk) représentent les fonctions d’appartenance de la variable de prémisse

zk, définies par :

Ek1(zk) =
zk(ξk)− βk

αk − βk
, Ek2(zk) = 1− Ek1(zk), (5.36)

αk = max(zk(ξk)) et βk = min(zk(ξk)), avec les valeurs : α1 = α2 = 31.62, β1 = β2 = 1.58, α3 = 10

et β3 = 1.27.

On aboutit donc à un modèle TS avec un nombre de règles r = 23 = 8. Une règle i du modèle

est de la forme :

Règle i :

Si z1(t) est M i
1 et z2(t) est M i

2 et z3(t) est M i
3
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Alors











ẋ(t) = Aix(t)+ Biu(t)

y(t) = Cix(t), i = 1, . . . ,8
(5.37)

Les ensembles flous M i
1, M i

2, M i
3 pour chaque règle sont donnés dans la table 5.2.

Ainsi, un modèle TS représentant exactement le comportement du modèle (5.26) est obtenu

Table 5.2 – Fonctions d’appartenance des règles floues

Règle Fonctions Matrices

i Mi
1 Mi

2 Mi
3 Ai,Bi

1 E11 E21 E31 A1,B1

2 E11 E21 E32 A2,B2

3 E11 E22 E31 A3,B3

4 E11 E22 E32 A4,B4

5 E12 E21 E31 A5,B5

6 E12 E21 E32 A6,B6

7 E12 E22 E31 A7,B7

8 E12 E22 E32 A8,B8

sous la forme suivante :











ẋ(t) =
∑8

i=1 wi(z(t))(Aix(t)+ Bu(t))

y(t) = Cx(t)
(5.38)

Les matrices sont données par :

A1 =













−0,227 0 0,227

0 −0,344 0,072

0,227 0,072 −0,299













,A2 =













−0,227 0 0,227

0 −0,085 0,072

0,227 0,072 −0,299













A3 =













−0,227 0 0,227

0 −0,282 0,01

0,227 0,01 −0,236













,A4 =













−0,227 0 0,227

0 −0,023 0,01

0,227 0,01 −0,236













A5 =













−0,011 0 0,011

0 −0,344 0,072

0,011 0,072 −0,083













,A6 =













−0,011 0 0,011

0 −0,085 0,072

0,011 0,072 −0,083












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A7 =













−0,011 0 0,011

0 −0,282 0,01

0,011 0,01 −0,020













,A8 =













−0,011 0 0,011

0 −0,023 0,01

0,011 0,01 −0,020













,

B = B1 = B2 = B3 =













64.935 0

0 64.935

0 0













,C =













1 0 0

0 1 0

0 0 1













Les variables de prémisse zk(t), k = 1, . . . ,3, sont mesurables. Les fonctions de pondération

wi(ξ), i = 1, . . . ,8, sont obtenues à partir des fonctions d’appartenance, comme suit :

wi(z) =
αi(z)

∑8
k=1 αi(z)

, αi(z) =
3
∏

k=1

M i
k(zk), i = 1, . . . ,8 (5.39)

Les fonctions d’appartenance sont représentées sur la figure 5.8.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
0

0.5

1

abs(ξ
1
)(m)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
0

0.5

1

abs(ξ
2
)(m)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0

0.5

1

ξ
3
(m)

E
12

E
11

E
21

E
22

E
31

E
32

Figure 5.8 – Fonctions d’appartenance des variables de prémisse z1(ξ1), z2(ξ2) et z3(ξ3)
(haut, milieu et bas, respectivement)

La figure 5.9 présente les états du système (trait continu) et les états du modèle T-S (trait

pointillé). On remarque que le modèle TS représente exactement le modèle non linéaire du

système (5.26).
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Figure 5.9 – États du système et ceux du modèle TS

5.7.3 Stabilisation du modèle flou TS

Pour le modèle TS du système (5.38), les paires (Ai,B), i = 1, . . . ,8, sont commandables, i.e

rang(Ci) = rang[B|AiB| · · · |An−1
i B] = 3, ∀i = 1, . . . ,8. Un régulateur flou est synthétisé afin de

maintenir les niveaux l1 et l2 à des valeurs de référence constantes lref1 et lref2, respectivement,

malgré les perturbations qui peuvent subvenir sur le système.

La loi de commande est basée sur un retour d’état appelé PDC (Parallel Distrubuted Compen-

sation) [69]. L’idée est de créer un compensateur pour chaque règle du modèle flou. Le régulateur

partage la même base de règles que le modèle flou (pour sa partie prémisse). Un gain de com-

mande par retour d’état constitue la partie conclusion de chaque sous modèle flou [57]. Afin de

réaliser les performances de suivi de consigne, une action intégrale est ajoutée.

Le régulateur flou est alors défini de la façon suivante :

Règle i :

Si z1(t) est M i
1 et z2(t) est M i

2 et z3(t) est M i
3

Alors ui(t) = −Fixa(t), i = 1, . . . ,8 (5.40)
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où : xa(t) = [xT (t)xT
I (t)]T est le vecteur d’état augmenté et xI(t) est la sortie de l’intégrateur :

ẋI(t) = yr(t)− r(t) = C1x(t)− r(t) (5.41)

avec : yr(t) = [l1(t) l2(t)]T , r(t) = [lref1 lref2]T est le vecteur de référence, C1 =







1 0 0

0 1 0






et

Fi = [Ki KiI ] est le gain local étendu de contre réaction. Chaque règle i du régulateur possède

le même poids que celui de la règle i du modèle flou et possède une équation de sortie linéaire.

La sortie finale du régulateur est inférée par l’équation suivante :

u(t) = −
8
∑

i=1

wi(z(t))Fixa(t) = −
8
∑

i=1

wi(z(t))(Kix(t)+ KiIxI(t)) (5.42)

Les gains Fi du régulateur sont déterminés par l’analyse de la stabilité du système TS bouclé.

5.7.3.1 Conditions de stabilité du modèle bouclé

La représentation du modèle en état augmenté est donnée par :











ẋa(t) =
∑8

i=1 wi(z(t))(Aeixa(t)+ Beiu(t)+ Er(t))

y(t) = Cexa(t)
(5.43)

où :

Aei =







Ai 03×2

C1 02×2






, Bei =







Bi

02×2






, E =







03×2

−I2






, Ce =

[

C1 02×2

]

En substituant (5.42) dans (5.43), le modèle en boucle fermée s’écrit :

ẋa =
∑8

i=1

∑8
j=1 wi(z)wj(z){(Aei − BeiFj)xa + Er} (5.44)

En posant Gij = Aei − BeiFj , (5.44) peut être réécrite :

ẋa =
∑8

i=1 wi(z)wi(z)(Giixa + Er)+ 2
∑8

i=1

∑

i<j wi(z)wj(z){(Gij +Gji

2 )xa + 1
2Er} (5.45)

L’analyse de la stabilité via une fonction de Lyapunov quadratique a permis l’obtention des

conditions LMIs suffisantes de stabilité. Considérons la fonction de Lyapunov candidate V (x(t)) =
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xa(t)T Pxa(t), P = P T > 0, dont la dérivée par rapport au temps est :

V̇ =
∑8

i=1 w2
i (z){xT

a (GT
iiP + PGii)xa + rT ET Pxa + xT

a PEr}
+2
∑8

i=1

∑

i<j wi(z)wj(z){xT
a

(Gij+Gji)
2

T
Pxa + xT

a P
(Gij+Gji)

2 xa + 1
2rT ET Pxa + 1

2xT
a PEr}

(5.46)

La mise sous forme matricielle de (5.46) donne :

V̇ =
∑8

i=1 w2
i (z)







xa

r







T 





GT
iiP + PGii PE

ET P 0













xa

r







+2
∑8

i=1

∑

i<j wi(z)wj(z)







xa

r







T 





1
2(Gij + Gji)T P + P 1

2(Gij + Gji) 1
2PE

1
2ET P 0













xa

r







(5.47)

Alors, le système (5.44) est asymptotiquement stable s’il existe une matrice P commune définie

positive telle que (voir [69]) :







GT
iiP + PGii PE

ET P 0






< 0, ∀i = 1, . . . ,8 (5.48)







1
2(Gij + Gji)T P + P 1

2(Gij + Gji) 1
2PE

1
2ET P 0






< 0, i = 1, . . . ,8, i < j. (5.49)

Pour déterminer les gains du régulateur Fi, i = 1, . . . ,8, on utilise la méthode par placement

des pôles, qui consiste à placer les pôles du système augmenté bouclé en [−0.0096 − 0.0097 −
0.0097 − 0.99 − 0.99]. Les matrices de gains obtenus sont :
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F1 = [K1 K1I ] =

1e−3 ∗







7.84 −1.28 −8.42

−1.28 9.68 −2.66

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.018 −0.041

−0.041 0.135







F2 = [K2 K2I ] =

1e−3 ∗







7.84 −1.28 −8.42

−1.28 13.67 −2.66

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.018 − 0.041

0.0410.135







F3 = [K3 K3I ] =

1e− 3∗







8.40 −0.14 −7.59

−0.14 11.05 −0.30

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6.23e− 3 −5.69e− 3

−5.69e− 3 0.15







F4 = [K4 K4I ] =

1e−3 ∗







8.40 −0.14 −7.59

−0.14 15.04 −0.30

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6.23e−3 −5.69e−3

−5.69e−3 0.15







F5 = [K5 K5I ] =

1e−3 ∗







15.2 −0.18 −1.8

−0.18 8.98 −11.22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.14 −2.01e−2

−2.01e−2 2.02e−2







F6 = [K6 K6I ] =

1e−3 ∗







15.2 −0.18 −1.8

−0.18 12.8 −11.22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.14 −2.01e−2

−2.01e−2 2.02e−2







F7 = [K7 K7I ] =

1e−3∗







15.12 −8.2e−2 −4.4

−8.2e−2 10.98 −3.54

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.1 −3.84e−2

−3.84e−2 0.12







F8 = [K8 K8I ] =

1e−3∗







15.12 −8.2e−2 −4.4

−8.2e−2 14.97 −3.54

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0.1 −3.84e−2

−3.84e−2 0.12
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On vérifie par la suite l’existence d’une matrice P commune, par la résolution des LMIs (5.48)

et (5.49). En utlisant la toolbox LMI control de Matlab, on obtient :

P = 1e−7∗



























3.94 0.9 −1.03 1.45e− 02 3.40e−4

0.90 2.85 −0.96 8.99e−4 1.27e−2

−1.03 −0.96 13.69 −8.50e−3 −4.83e−3

1.45e−2 8.99e−4 −8.50e−3 7.67e−5 −1.45e−5

3.40e−5 1.27e−2 −4.83e−3 −1.45e−5 7.84e−5



























5.7.4 Résultats de simulation

La figure 5.10 présente l’évolution des niveaux l1(t), l2(t), l3(t) et les débits q1(t), q2(t) en

absence de défauts. Des changements de référence sont effectués aux instants 1500s pour lref1

et 2000s pour lref2.
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Figure 5.10 – Les niveaux l1(t), l2(t), l3(t) et les débits q1(t), q2(t) en absence de défauts

5.7.4.1 Estimation de défauts de capteurs

Les trois capteurs de niveau sont affectés par des défauts fs1,fs2 et fs3. Les défauts sont

des biais de 10% survenant, respectivement, aux instants 1000s, 3000s et 2500s. Les gains du
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banc de 3 observateurs (5.6) sont choisis : λ1 = 0.1,α1 = 10−4, λ2 = 0.1, α2 = 10−4, λ3 = 0.1 et

α3 = 10−4. Les conditions initiales sont x(0)=[0.15m,0.03,0.05]T et v̂(0)=[0m,0,0]T . Les erreurs

d’observation, ei=vi − v̂i, i = 1, . . . ,3, sont données sur la figure 5.11 et les défauts de capteurs

ainsi que leurs estimés sont illustrés sur la figure 5.12. Une convergence de l’erreur d’estimation

en temps fini est observée. Les évolutions des niveaux ainsi que les débits de commande, en

fonction du temps, sont représentés sur la figure 5.13. La présence de l’action intégrale a permis

d’annuler, en régime permanent, les erreurs introduites par ces défauts considérés comme des

perturbations.
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Figure 5.11 – Les erreurs d’estimation du banc d’observateurs (1)

5.7.4.2 Estimation de défauts d’actionneurs

On considère deux défauts d’actionneurs fa1(t) et fa2(t) des pompes 1 et 2, respectivement,

qui consistent en une réduction d’efficacité. Dans la première simulation, deux défauts simultanés

apparaissant sur le système à l’instant 1500s, en considérant une perte d’efficacité de 60% pour

la pompe 1 (60% du débit maximal) et de 30% pour la pompe 2 (30% du débit maximal).

Une estimation simultanée des défauts est obtenue par le banc d’observateurs (5.14). Les gains

d’observation λ1,α1, λ2,α2, λ3 etα3 sont choisis, respectivement, 0.1, 10−3, 0.1, 10−3, 0.1 et 10−3.

Les conditions initiales pour l’observateur sont x(0)=[0.15m,0.03,0.05]T et x̂(0) = [0,0,0]T . La
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Figure 5.12 – Estimation des défauts de capteurs f̃s1, f̃s2 et f̃s3
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Figure 5.13 – Les niveaux l1(t), l2(t), l3(t) et les débits q1(t), q2(t) en présence de défauts
de capteurs
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convergence des erreurs d’estimation d’état, ei=xi − x̂i, i = 1, . . . ,3, est obtenue en temps fini,

comme illustrée à la figure 5.14.

La figure 5.15 présente les défauts d’actionneurs et leurs estimés. Ces défauts affectent les

débits q1(t) et q2(t) en créant une baisse des débits (voir figure 5.16). Par conséquent, l’évolution

dynamique des niveaux est affectée par ces défauts. Cependant, la présence de l’action intégrale

dans la loi de commande permet de compenser rapidement ces effets et ainsi annuler l’erreur

statique des niveaux. Dans la seconde simulation, on considère des défauts d’actionneurs de
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Figure 5.14 – Les erreurs d’estimation du banc d’observateurs (2)

type multiplicatif. Le défaut fai
est représenté par :

fai
= uf

i − ui = (ki − 1)ui

avec uf
i est la sortie du ième actionneur, ui est la commande appliquée sur le ième actionneur, ki est

le gain d’efficacité de la pompe, 0 ≤ ki ≤ 1 : ki = 0 correspond à la perte de la pompe (défaillance)

et ki = 1 correspond à un fonctionnement normal (pas de défaut). Un défaut actionneur est

considéré sur la pompe 1 avec une perte d’efficacité de 60%(k1 = 0.4) est supposé apparaître

à l’instant 1000s. Les erreurs d’observation sont données par la figure 5.17(a). L’estimation

des défauts d’actionneurs est présentée à la figure 5.17(b)-(c). Les gains d’efficacité des deux
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Figure 5.15 – Estimation des défauts d’actionneurs f̃a1 et f̃a2
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Figure 5.16 – Les niveaux l1(t), l2(t), l3(t) et les débits q1(t), q2(t) en présence de défauts
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actionneurs sont donnés par la figure 5.18.
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Figure 5.17 – Estimation des défauts d’actionneurs f̃a1 et f̃a2
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Figure 5.18 – Les gains d’efficacité des deux actionneurs
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5.7.4.3 Cas de défauts simultanés

Une estimation simultanée des défauts affectant le capteur 1 et l’actionneur 2 est présentée

à la figure 5.19, en utilisant la structure d’estimation de défauts proposée. Les évolutions des

niveaux ainsi que les débits de commande sont données par la figure 5.20.
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Figure 5.19 – Estimation des défauts simultanés f̃s1 et f̃a2

5.7.4.4 Présence d’une perturbation

On considère les débits qf1, qf2 et qf3 représentant des débits de fuite éventuelle au niveau

des cuves :

d =













qf1

qf2

qf3













,E =













−1/S 0 0

0 −1/S 0

0 0 −1/S













En l’absence de défaut d’actionneurs, le banc de 3 observateurs à modes glissants d’ordre 2 (5.13)

fournit une estimation de d(t), qui est déterminée par (5.21). La figure 5.21 présente l’évolu-

tion des niveaux dans les cuves suite à une fuite qf3 dans la troisième cuve (T3), en l’absence

de défauts d’actionneurs. L’estimation de la perturbation qf3 et les erreurs d’observation sont

illustrées sur la figure 5.22.
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Figure 5.20 – Les niveaux l1(t), l2(t), l3(t) et les débits q1(t), q2(t) en présence de défauts
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Figure 5.22 – Estimation de la perturbation (fuite) dans T3 et erreurs d’observation

5.7.4.5 Estimation des paramètres du système

Dans le cas des incertitudes paramétriques dues à la méconnaissance des valeurs numériques

des paramètres du modèle, µ13, µ32 et µ20, une estimation de ces paramètres peut être réalisée,

en-ligne, au début du fonctionnement du système durant un intervalle de temps petit [0, t1].
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Figure 5.23 – Estimation des paramètres µ13, µ32 et µ20
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On suppose que durant cet intervalle aucun défaut n’est présent et aucune variation de

référence n’est effectuée. Le modèle TS incertain est de de la forme :











ẋ(t) =
∑8

i=1 wi(ξ(t))((Ai + ∆Ai)x(t)+ Biu(t))

y(t) = Cx(t)
(5.50)

avec ∆Ai représentent les incertitudes paramétriques qui sont supposées bornées.

Une estimation des paramètres du système, µ13, µ32 et µ20, peut être obtenue par le banc

d’observateurs (5.14). Un exemple de simulation de variation de ces paramètres est présenté

sur la figure 5.23. Les valeurs estimées de ces paramètres ainsi que leurs valeurs nominales sont

présentées.

5.8 Conclusion

Dans ce chapitre, une approche est proposée pour l’estimation des défauts de capteurs et

d’actionneurs, pour les systèmes non linéaires représentés par un modèle T-S. Cette approche

utilise deux bancs d’observateurs étape par étape à modes glissants d’ordre 2. Chaque banc d’ob-

servateurs est construit séparément pour l’estimation d’un seul type de défauts. Deux exemples

de systèmes non linéaires sont considérés afin de présenter les performances de l’approche d’es-

timation proposée. Les résultats de simulation obtenus permettent de conclure sur la bonne

estimation des défauts et des entrées inconnues.
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Les travaux présentés dans ce mémoire de thèse représentent une contribution aux problèmes

d’estimation d’état et du diagnostic des systèmes non linéaires décrits par un modèle TS. Le

premier chapitre a été consacré à la présentation des modèles flous TS standard et descripteur,

ainsi que les méthodes d’obtention. Deux méthodes ont été utilisées pour représenter les systèmes

non linéaires étudiés. La première méthode repose sur la linéarisation du modèle non linéaire

autour de points de fonctionnement. La seconde méthode utilise l’approche par secteurs non

linéaires permettant d’obtenir un modèle TS représentant de manière exacte le modèle non

linéaire, contrairement à l’approche précédente qui donne une approximation du modèle non

linéaire.

Avant d’aborder le problème d’estimation d’état et de conception d’observateurs pour les

systèmes TS, une analyse d’observabilité d’un système TS a été faite en chapitre 2, se basant

sur la contrainte d’observabilité des modèles locaux. Dans cette thèse, la technique d’estimation

utilise des observateurs triangulaires par modes glissants dont la conception requiert une trans-

formation du système sous une forme triangulaire d’observation. Deux modèles TS mis sous

forme triangulaire d’observation sont alors présentés.

Notre intérêt est porté aux observateurs étape par étape à modes glissants d’ordre deux,

du fait de leurs propriétés de précision de convergence, de robustesse et de simplicité de mise

en œuvre. Le troisième chapitre a été consacré à la synthèse des observateurs étape par étape

à modes glissants d’ordre un et deux, pour les systèmes TS mis sous forme triangulaire d’ob-

servation. Les résultats de simulation, présentés dans ce chapitre, permettent de valider les

performances du mode glissant d’ordre 2 : élimination du phénomène de réticence et conver-

gence en temps fini de l’erreur d’observation. Ces observateurs ont été utilisés, par la suite,

pour l’estimation d’état d’un bras manipulateur actionné par un moteur DC. Pour l’estimation

d’état d’un système TS perturbé, les résultats obtenus par le banc d’observateurs construit sont

comparés à ceux de l’observateur flou proposé dans [43]. Ces résultats permettent de conclure

sur l’estimation précise et rapide des observateurs élaborés.
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Dans le quatrième chapitre, nous avons présenté la synthèse de deux observateurs étape

par étape à modes glissants d’ordre 2 pour un pendule inversé rotatif décrit par un modèle TS

descripteur. Ces observateurs ont été validés expérimentalement sur un pendule inversé rotatif

réel. Les résultats obtenus montrent une convergence en temps fini de l’erreur d’observation.

Dans le chapitre 5, les observateurs élaborés ont été utilisés pour le diagnostic de défauts du

système TS. Une approche d’estimation des défauts de capteurs et d’actionneurs a été proposée,

basée sur deux bancs d’observateurs élaborés séparément. Cette approche permet la détection,

la localisation et la reconstruction de l’évolution temporelle des défauts. Deux exemples de

simulation ont été considérés afin d’en présenter les performances : une reconstruction rapide et

précise des défauts avec une simplicité de mise en œuvre. Dans le premier exemple, un système

hydraulique à 2 cuves est représenté par un modèle TS obtenu par linéarisation autour de deux

points de fonctionnement. Pour un système hydraulique à 3 cuves, un modèle TS exact est

proposé, utilisant l’approche par transformation par secteurs non linéaires.

Les travaux réalisés dans cette thèse ouvrent un certain nombre de perspectives :

- La validation des résultats de diagnostic des défauts du système hydraulique à 3 cuves sur

un banc d’essai réel.

- L’analyse des performances de l’approche d’estimation proposée en considérant d’autres

exemples de systèmes TS incertains, traitant le problème de la robustesse de l’estimation

vis-à-vis des perturbations et des incertitudes.

- La synthèse d’une loi de commande tolérante aux défauts pour le système hydraulique

à 3 cuves décrit par le modèle TS proposé, utilisant les informations issues du module

d’estimation de défauts.
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Annexe A

Rappels sur les modes glissants

Cette partie est consacrée aux rappels théoriques nécessaires à la compréhension du fonc-

tionnement des observateurs à modes glissants.

A.1 Principe des modes glissants

La génération d’un régime glissant est associée à une certaine classe de systèmes régis par

des équations différentielles discontinues, dans le sens où le second membre est une fonction non

linéaire, discontinue à travers une hypersurface S définie par :

S = {x ∈ X : s(x,t) = 0} (A.1)

où x = (x1, . . . ,xn)T appartient à l’espace des états X et s : X × R+ −→ R est une fonction

suffisamment différentiable. La variable s(x,t) définit la fonction de glissement à imposer. La

surface de glissement S divise l’espace en deux parties disjointes s(x) > 0 et s(x) < 0, noté

respectivement s+ et s−, dans lesquelles la dynamique est différente.

On considère le modèle d’un système de la forme :

ẋ(t) = f(x) =











f+(x(t)) si x ∈ s+

f−(x(t)) si x ∈ s−
(A.2)

f+ et f− étant des fonctions continues.

Définition A.1.1. [28] On dit qu’il existe un régime glissant idéal sur S s’il existe un temps

fini ts tel que la solution de (A.2) satisfasse s(x,t) = 0 pour tout t ≥ ts.
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f+

f−

s(x,t) = 0
s+

s−

Figure A.1 – Attractivité de la surface S

Suivant que l’état du système est dans s+ ou dans s−, il rejoint la surface S respectivement

avec les vitesses f+ et f−. Ces vecteurs vitesses des trajectoires du système doivent toujours

pointer vers cette surface. On dit que la surface est attractive (voir figure A.1). Ayant rejoint la

surface, l’état va y rester puisque chacun des deux champs f+ ou f− l’y ramène. Il glissera donc

le long de cette surface. C’est ce mouvement le long de la surface de discontinuité s(x,t) = 0

qu’on nomme régime ou mode de glissement [18] (voir figure A.2).

e(t)

ė(t)

0

s(x,t) = 0
surface de glissement

x(t0)

phase de convergence

phase de glissement

Figure A.2 – Phase de convergence et mode de glissement idéal
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A.2 Condition d’existence du mode de glissant

Des conditions suffisantes permettent de garantir l’existence d’un régime glissant. Toutefois,

avant d’atteindre le mode glissant, il existe une phase de convergence durant laquelle la ou les

variables d’état se déplacent vers la surface de glissement. La surface de glissement doit être

attractive pour tout point de l’espace d’état [28]. En prenant comme fonction de Lyapunov

V = 1
2s2, il suffit que la dérivée par rapport au temps de V soit négative pour que la surface

s(x,t) = 0 soit attractive soit :

sṡ < 0 ∀x ∈ X (A.3)

Cette condition (A.3) est appelée condition d’attractivité. Pour que les trajectoires convergent

vers la surface S, il faut que les vecteurs s et ṡ soient de signes opposés.

A.3 Convergence en temps fini

Si la condition (A.3) est vérifiée alors toutes les trajectoires vont converger vers la surface,

mais la convergence vers s = 0 n’est qu’asymptotique. C’est pourquoi on remplace souvent (A.3)

par la condition dite de η-attractivité [28]

sṡ ≤ −η|s| (A.4)

qui assure une convergence en temps fini vers s = 0. En effet, par intégration de cette inéquation

|s(t)| − |s(0)| ≤ −ηt,

ce qui montre que le temps te requis pour atteindre la surface, partant d’une condition initiale

s(0), est borné par :

te ≤ |s(0)|
η

.

Ainsi, une convergence en temps fini d’un état initial quelconque vers la surface de glissement

est garantie.

A.4 Comportement du système en régime glissant

Quand le système est en régime glissant, la surface de glissement vérifie la condition ṡ(x) = 0.

Cette surface une fois atteinte, le système est dit en régime glissant et sa dynamique est forcée
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à suivre celle fixée par l’équation de la surface. Cette dynamique est largement indépendante

de celle du système initial et surtout de ses variations éventuelles. Le principal intérêt de cette

technique vient du fait qu’une fois en régime glissant, le système est insensible aux incerti-

tudes paramétriques et aux perturbations extérieures, mais qu’il reste affecté pendant le régime

transitoire, i.e. avant que la surface de glissement ne soit atteinte [28].

Il existe principalement deux méthodes pour la détermination du mode de glissement :

- la méthode de Filippov [18][26],

- la méthode de la commande équivalente [18][28].



Annexe B

Linéarisation du modèle non linéaire

du système de 3 cuves

B.1 Linéarisation autour d’un point d’équilibre

Linéarisons (5.26) au voisinage du point d’équilibre (U0,Y0) = (q10,q20, l10, l20, l30) ; on obtient,

en négligeant les termes du second ordre, les équations du système hydraulique linéarisé :











ẋ(t) = Aix(t)+ Biu(t)

y(t) = Cx(t)
(B.1)

où y = Y − Y0, x = X − X0 = [h1 h2 h3]T , u = U − U0 = [δq1 δq2]T .

Ai =













bi
1 0 ci

1

0 bi
2 ci

2

ai
3 ai

4 ai
5













,Bi =













ai
1 0

0 ai
2

0 0













,C =













1 0 0

0 1 0

0 0 1













,

avec :

ai
1 = ai

2 = 1
S ; bi

1 = −µ13
Sn

2S

√

2g
|l10−l30| ; ci

1 = µ13
Sn

2S

√

2g
|l10−l30| ;

bi
2 = −µ32

Sn

2S

√

2g
|l30−l20| − µ20

Sn

2S

√

2g
l20

; ci
2 = µ32

Sn

2S

√

2g
|l30−l20| ;a

i
3 = µ13

Sn

2S

√

2g
|l10−l30| ;

ai
4 = µ32

Sn

2S

√

2g
|l20−l30| ; ai

5 = −µ32
Sn

2S

√

2g
|l20−l30| − µ13

Sn

2S

√

2g
|l10−l30| .

Trois modèles linéarisés du système (B.1) sont obtenus pour les trois points de fonctionne-

ment du système hydraulique donnés dans la Table 2. Pour chaque point de fonctionnement

(OP1,OP2,OP3) un sous-modèle linéarisé (B.1) est obtenu.
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Table B.1 – Points de fonctionnement

P ointOPj 1 2 3
Y j

0 = [l1 l2 l3]T (m) 0.2 0.5 0.5
0.15 0.15 0.405
0.175 0.32 0.45

U j
0 = [q1 q2]T (m3/s) 2.19 ×10−5 5.8 ×10−5 3.1 ×10−5

5.05 ×10−5 1.44 ×10−5 8.7 ×10−5

Les paramètres des modèles locaux sont :

A1 =













−0.0227 0 0.0227

0 −0.0338 0.0227

0.0227 0.0227 −0.0454













,B1 =













64.9351 0

0 64.9351

0 0













A2 =













−0.0086 0 0.0086

0 −0.0197 0.0086

0.0086 0.0086 −0.0172













,B2 =













64.9351 0

0 64.9351

0 0













A3 =













−0.0161 0 0.0161

0 −0.0237 0.0169

0.0161 0.0169 −0.0330













,B3 =













64.9351 0

0 64.9351

0 0













Le modèle TS flou du système (B.1) est composé donc de trois règles correspondant aux trois

modes de fonctionnement du système OP1,OP2 et OP3 :

Règle i : Si h1(t) est M i
1 et h2(t) est M i

2 et h3(t) est M i
3

Alors











ẋ(t) = Aix(t)+ Biu(t)

y(t) = Cx(t)
(B.2)

où ξ(t) = [h1(t)h2(t)h3(t)] est le vecteur des prémisses. M i
1 . . .M i

3 sont les ensembles flous, illustrés

dans la figure (B.1). Un degré de validité, wi, est associé à chaque sous-modèle i, caractérisant

le poids de chaque règle pour les variables de prémisse ξ(t).

Le modèle global flou TS du système hydraulique (5.26) est obtenu sous la forme suivante :











ẋ(t) =
∑3

i=1( wi(ξ(t))
∑2

i=1
wi(ξ(t))

)(Aix(t)+ Biu(t))

y(t) = Cx(t)
(B.3)
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Figure B.1 – Ensembles flous et degrés de validité des règles.
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