REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE
ET POPULAIRE

UNIVERSITE ABOU BEKR BELKAID-TLEMCEN

A

122
e

&
0

) FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE

MEMOIRE DE MASTER

Option :Biomathématiques et Modélisation

présenté par :
SADAOUI Nour El Houda

Existence globale des solutions d’une classe des
systemes de réaction-diffusion

Devant le jury composé de :

M. A.MOUSSAOUI ‘ Professeur.Université de Tlemcen ‘ Président ‘
M. B.ABDELLAOUI | Professeur.Université de Tlemcen | Examinateur |
M. R.BENTIFOUR ‘ M.C.B.Université de Tlemcen ‘ Examinateur ‘

M. K.BIROUD | M.C.B.Université de Tlemcen | Encadreur |

Année Universitaire :2019-2020



Dédicace

Je dédie ce mémoire :
A mes tres chers parents.
A ma sceur :Marwa.
A mes freres :Mohammed, Youcef.
A toute ma famille et spécialement a mes cousines.
A tous mes amis sans exception.
A mes collegues :Rafika,Amel JFatima,khadija,Siham,
Fadila,Ahlam ,Asma.,Imane
et les autres collegues de ma promotion et du département.
A tous qui m’ont apporté du soutien toute ma vie.
A tous mes enseignants.



Remerciements

En préambule a ce mémoire, j'adresse ces quelques mots pour remercier
notre grand Dieu tout puissant pour exprimer ma reconnaissance envers sa
grande générosité. Dieu m’a donné la volonté, la patience, la santé et la
confiance durant toutes mes années d’études.

Je remercie chaleureusement Mr.k.Biroud qu’il m’a fait I'honneur d’ac-
cepter 'encadrement de ce mémoire .Il était tres généreux a travers sont
soutient,sa disponibilité , et ses conseilles et orientations qui m’ont permet
de mener ce travail a son terme.

Je remercie ma famille en particulier mes parents pour leur soutien et
leurs conseils.Ils ont toujours été une source de motivation d’encouragements
et de beaucoup de bonheur.

Je remercie également mes camarades de Master II et mes amis du
département pour leurs conseils et leurs idées.

Enfin, j’adresse mes plus sinceres remerciements a tous mes proches et
amis, qui m’ont toujours soutenu et encouragé au cours de la réalisation de
ce mémoire.

11



Table des matieres

I Préfiminaires 4
(1.1  Espaces Fonctionnels | . . . . .. ... ... ... ... .... 4
[L2 Formule de Greenl . . . . . . . . ... ... ... . 5
(1.3 Inégalite de Holder| . . . . . . ... ... ... ... ... ... 5
(1.4 Inégalité de Gronwall . . . . . . ... ... ... 6
(1.5 Inégalité de Youngl . . . . .. ... .. ... .. ... ... .. 6
[1.6 Quelques outils dans les espaces de Sobolev|. . . . . . . . . .. 7
(1.7 Principe de maximum parabolique.| . . . . . . .. . ... ... 9
[1.8  Principe de comparaison parabolique] . . . . . . . .. ... .. 10
(1.9 Semi-groupes de contractions| . . . . ... ... ... ..... 11
1.10 Théoreme de Hille-Yoshida (homogenes)| . . . .. .. ... .. 11
1.11 Théoreme de Hille-Yoshida(non homogenes)| . . . . .. .. .. 12

2 Existence globale des solutions classiques d’un modele réaction- |

[__diffusion | 13
2.1 Introductionl . . . . . . . . ..o 13
[2.2  Existence globale des solutions classiques| . . . . . . .. . ... 17
[2.3  Les problemes ouverts:| . . . ... .. ... ... 29

[3 La bornitude globale des solutions d’un systeme réaction- |

[_diffusionl 30
(3.1 Le cas sans diffusionl . . . . . . . ..o o L 32
3.2 La bornitude uniforme dans L' () . . . . ... .. ... ... 33
3.3 La bornitude uniforme dans L=(Q)|. . . . .. ... ... ... 39

(Bibliographie| 45




Introduction

Les systemes de réaction-diffusion apparaissent naturellement dans la
modélisation mathématique d’une grande variété de phénomenes, dans les
sciences naturelles, I'ingénierie et 1’économie, des processus de fusion, cer-
tains modeles biologiques, les processus cellulaires, 1’écologie, la propagation
de maladies, les processus industriels, le transport catalytique de contami-
nants dans I'environnement, la dynamique des populations, la propagation
des flammes et des réactions chimiques et autres.

La plupart de ceux-ci, en premiere vue, sont des phénomenes qui ont un
dénominateur commun, la présence de diffusion (permettant a la propaga-
tion d’une épidémie ou d’une substance chimique), et de réaction (qui est la
maniere spécifique dont les différentes phases ou les composantes chimiques
réagissent), ils sont génériquement appelés systemes réaction-diffusion.

Ce travail est une contribution a 1’étude de l'existence globale des solu-
tions des systemes de réaction-diffusion du type suivant :
{%—It’“ — DAu=F(u) sur (0,+00) x €, (1)

uw(0,z) = ug(x) sur €.

Ou €2 est un ouvert borné de R™ de frontiere réguliere OS2,

u(t,.) est une fonction définie sur 2 a valeurs dans R™, D est une matrice
carrée d’ordre m définie positive et diagonalisable appelée matrice de diffu-
sion et F' est une fonction localement lipschitzienne de R™ a valeurs dans R™
appelée terme de réaction qui est le résultat de toutes les interactions entre les
composantes de u. Par exemple, en chimie u est un vecteur de concentrations
chimiques, F' représente 'effet des réactions chimiques sur ces concentrations
et le terme D Awu représente les diffusions moléculaires a travers la frontiere
de réaction. On ajoutera une condition aux limites sur la frontiere 92 de
maniere a ce que le probleme soit bien posé.



Ce travail est organisé de la fagon suivante :
Dans le premier chapitre, nous commencons par présenter certains résultats
préliminaires qui nous seront utiles dans les chapitres suivants.

Ensuite ,dans le deuxieme chapitre,nous allons montrer 1’existence globales
des solutions classiques du modele réaction-diffusion suivant :[1§]

(

up — di Au = w? — u*? (0,400) x Q, (Ey)

vy — dpAv = W — uv? (0,400) x Q, (E»)

w; — dsAw = —w) + u*v’ (0, +00) x Q, (Es)
(S) g—Z(t,x) = a—z(t,x) = g—:j(t,m) =0 (0,400) x 09,

u(0,z) = up(x) >0 z €,

v(0,2) = vo(z) >0 x €,

w(0,z) = wy(x) >0 x € S

\

Dans le deuxieme chapitre ;nous allons montrer la bornitude uniforme des
solutions globales d’un modele de type Fujita.[33]

Le modele correspondant a ce travail est :

uy — diAu = byuPro?,
(x,t) € QA x Ry (2)

v — doAv = byuP? v,
avec les conditions initiales et les conditions au bord

w(0,2) = ug(x), v(0,2) =vo(x), x€Q, (3)
u=uv=0, (x,t) € 02 x R,. (4)



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on va rappeler quelques notions générales qui nous seront
utiles dans les chapitres suivants.

1.1 Espaces Fonctionnels :

e ('(Q2) désigne 'espace des fonctions continues et bornées sur 2 muni de
la norme ||ullc@) = maédu(x)]
TE

e C*(Q), k € N désigne I'espace des fonctions k fois contintiment différentiables
sur €2 et on écrit :

C=(Q) = () C*(Q).

k>0
o C°(Q) I'espace des fonctions de C(Q).

e [P(Q) désigne I'espace des fonctions u mesurables sur Q, 1 < p < oo,

tel que :
/|u|pdx < 0,
Q

1
HWWZELWM

o [>*(Q) désigne l'espace des fonctions u mesurables et vérifient |u| < C
pp (presque partout) sur €2 ou C est une constante positive,muni de la norme :

muni de la norme :

|u]| Lo (@) = sup esszealu(x)| = inf{C, |u| < C p.p sur Q}.
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e On définit les espaces LP(0,7,X),1 < p < oo et L*(0,7,X) comme suit :
T
LP(0,7,X) ={u:[0,7T] = X, mesurable,/ |lull% dt < oo},
0
muni de la norme : .
Iy = [ Il .

L*(0,7,X) = {u:[0,T] = X, mesurable,sup ess,cqllu(z)|x < oo},

muni de la norme :

[l Low 0.7.) = sup esszeallullx-
e D(Q) désigne 'espace des fonctions de C'™° qui a support compact sur €.

1.2 Formule de Green

Théoréme 1.2.1 [17]

Soit € un ouvert borné du frontiere réguliere 02 et n(z) la normale
extérieure au point z. Soient u une fonction de H?*(2) et v une fonction
de H'(Q). Alors la formule de Green s’écrit :

ou

/(Au)vdm = —vdo — / Vu.Vv dx.
Q 9 Q

an on
1.3 Inégalité de Holder

Soient 1 < p,q < oo avec %—i—é: 1.
Soient u une fonction de LP(Q2) et v une fonction de L%(£2). Alors 'inégalité

de Holder s’écrit :
/|uv|d:c < (/|up|dx)é(/|vq\dx) |
Q Q Q

Q|



1.4 Inégalité de Gronwall

Théoréme 1.4.1 [17]

Soient u, v et w des fonctions continues sur un intervalle [t, t1].
Soit ¢ € L>(0,T); ¢ > 0 et A € LY0,T], A > 0.

Si 30, Cy > 0 tel que ¢(t) < Cp + Cs fot A(s)p(s)ds pp sur [0,T].
Alors :

(t) < C4 exp(Cg/O A(s)ds)  pp sur[0,T].

1.5 Inégalité de Young

Soient a et b deux réels positifs ot nuls et p,q des réels strictement positifs
tels que : 1 +1 =1, alors:
p q
a? b

ab < — 4+ —
p q



1.6 Quelques outils dans les espaces de Sobo-
lev

Soit Q un ouvert de RY | et soit 1 < p < oo .L’espace de Sobolev W17(Q)
est défini par :

o W'P(Q) = {u € LP(Q); tel que 4 € LP(Q2) pour tout i = 1..N'}

muni de la norme :

ullwie = ]l o) + Zu—um @

pour m € N*et 1 < p < o0,
o W™P(Q) ={u e LP(Q): D*u € LP(Q), |a| < m},

el = Y IIDullfne,

am

muni de la norme :

aa1+a2+...+an

N a o n ) s . . .
ol, D% = ——r——— |a| = 3| @; est la dérivé au sens des distributions.
Oz O ..ﬁx:

Si p = 400, la norme de l'espace W1>°(Q) est donné par :
||u||W11°°(Q) := sup|u| + sup|Vul.
Q Q

En particulier pour p = 2 ,on note Wt? = H*.

e H'(Q) c’est I'espace de Sobolev défini par :

HY(Q) ={ue L*Q): Ou

o € L*(Q),1<i<n},

muni de la norme :

ou

ul =/|u\2dx+/
H(Q) 0 0 p)
:/|u|2dz+/|Vu|2dx.
Q Q




Pour m e N*et 1 <p < o0,

1" espaces de Sobolev H™(f2) est défini comme suit :

e H™(Q)) = {u € L*(Q) : D*u € L*(Q) pour tout o € N*vérifiant |a| < m},
muni de la norme :

- / D*ufde,

laj<m

= Z ||Dau“%2(9)-

laj<m

Proposition 1.6.1

L’espace de Sobolev WP est un espace de Banach pour 1 < p < oco. WP
est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oco.

Définition 1.6.2

Soit 1 < p < oo, 'espace Wy *(Q) désigne la fermeture de C}(Q) dans
Whr(Q).

L’espace W, ?(Q) ;muni de la norme induite par W'?(Q) est un espace de
Banach séparable,il est de plus réflexif si 1 < p < oo.

Définition 1.6.3

Une fonction v € L,

(compact ), v € WHP(K).

(Q), alors v € W,2(Q), si pour tout K CC

loc

Lemme 1.6.4

Soient u € WH(Q) , 1 < p < oo, avec Supp u compact inclus dans
Q,alors u € W, P(Q).



1.7 Principe de maximum parabolique.

Considérons le probleme suivant :

% — DAu = f(z,t,u) Gr =Q x [0,T],
u(z,0) = uo(x) Q,
u=0 o2 x [0, T7.

avec 2 C R™ un domaine borné.

e Principe de maximum faible :

Théoreme 1.7.1
Soit uw € C*Gr)NC(Gr) et DAu— %t >0 dans Gy.
Supposons que u < 0 sur © x {0} et sur 90 x (0, 7).

alors u(z,t) <0  V(x,t) € Gr.

e Principe de maximum fort :

Théoréme 1.7.2

Soit w € C*Gr) et DAu—2%>0 dans Gr.

Supposons que u < M dans Gy avec (M > 0) et wu(xg,tg) = M pour
(ZEg,to) € GT.

alors u(z,t) =M V(z,t) € Gy,.

Ces résultats sont cités dans [23].



1.8 Principe de comparaison parabolique

Ces résultats sont cités dans [23].

Théoréeme 1.8.1

Soit Q un domaine borné de R¥,

u e C(0,T;C?*(Q)) est une solution du probléme suivant :

(89_1; = DAU + f(QU,t,U) Q X [07T]7

u(z,0) = ug(x) Q,
Qu=0 o0 x (0,77,

avec f est lipschitzienne en u,et quasi monotone,

et soient vy, vy deux sous-sur solutions respectivement ,vérifiant :

%2 > DAvy + f(z,t,v5) Qx[0,T]

ot
&1 < DAy + f(z,t,01) Qx[0,7T]
v1(0,2) < vy(0, ) Q

On suppose également que % <0< % pour z € 0F2 et Vt > 0.

Alors
vy <u<wy dans [0,T] x Q

De plus ,si I(xo, tg) € Q2 x [0, 7] tel que ve(xg,ty) = v1(xo, to),
alors

vg =v1 dans [0,ty] x €.
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1.9 Semi-groupes de contractions

Définition 1.9.1

On appelle Semi groupe continue de contraction une famille & un pa-
rametre {S(t) }+>o d’opérateurs linéaires continues sur E un espace de Banach
tel que :

* [[S@)llze < 1,9t 0.

* S(0)=1.

* Sty +t2) = S(t1) 0 S(t2)Vty,ta > 0.
* Yug € E, S(t)uy € C([0, +oo[, E).

Définition 1.9.2

On dit que A : D(A) € X — X est un générateur infinitésimal du
semi-groupe S(t),,si

S(t)u —
D(A) ={ueX: 1irr01+ (t)u uexz’steh
t—s
Au = lim+ S(t)u = u,pour tout u € D(A).
t—0

1.10 Théoréme de Hille-Yoshida (homogeénes)

Théoréme 1.10.1

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H.
Alors pour tout uy € D(A) il existe une fonction

u € CY([0, +00); H) N C([0, +oo[; D(A))

unique telle que :

4o Au =0 sur [0, 400,
u(0) = up.

De plus on a : [u(t)] < |ug] et |2(t)| = |Au(t)| < |Aug| Vt > 0.

11



1.11 Théoreme de Hille-Yoshida(non homogénes)

Théoréeme 1.11.1

Considérons le probleme

{%(t) + Au(t) = f(t) sur [0,7]
u(0) = up.

Soit X un espace de Banach et A un opérateur de D(A) C X dans X.

Supposons que A est m-accrétif dans X, alors pour tout ug € D(A) et tout
f € CY]0,T];X) il existe une fonction

u € CH[0,T);X) N C([0,T]; D(A))

unique solution de (1.1]).De plus u est donnée par la formule

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds.

Ou T'(t) désigne le semi-groupe engendré par — A.

Ces deux théoremes sont cités dans [17].

Lemme de régularisation
Soit w une solution classique de

—dAw=F sur Qr=Qx(0,7T),
w=0 sur  (0,7) x 09, (1.2)

w(0) = wy sur Q,

oud>0alorson a:

()

avec—>——N—+281q<

@r) < CllIF |l za@qr) + llwolla@r]ls (1.3)

N+2 N+2

et avec r =00 si g >

Cette proposition est cité dans [2§].
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Chapitre 2

Existence globale des solutions
classiques d’un modele
réaction-diffusion

2.1 Introduction

Dans ce chapitre,on s’intéresse a l’étude de 'existence globale des solu-
tions classiques du systeme réaction-diffusion suivant :

(1w, — diAu = w? — 0P (0,400) x Q, (Ey)
vy — dpAv = W — uv’ (0, 4+00) x Q, (E»)
w; — dgAw = —w) + u*v’ (0, +00) x Q, (Es3)
(S) g—Z(t,x) = a—:;(t,x) = g—:j(t,x) =0 (0,400) x 09,
u(0,z) = up(x) >0 x €,
v(0,2) = vo(z) >0 x €,
w(0,z) = wp(x) >0 x €.

\

Avec Q un ensemble ouvert réguliere borné de R et (dy,ds, ds, v, 8,7) €
(0,+00)3 x [1,+00)3.

Si a, B et v sont des constantes positives alors le systeme (.S) décrit un
exemple d'une réaction chimique de type :

aU + pV =W

13



tels que u,v et w représentent la densité de U,V et W respectivement.

Notons que le systeme (S) vérifie deux propriétés principales, a savoir :
e ( P) La positivité des solutions de (S) est préservée pour toujours :

Notons : flu,v,w) = w¥ — u*? |

g(u,v,w) = wl — uvP,
h(u,v,w) = —w? + u®v’.

Nous avons Vu > 0, f(0,v,w) > 0, Yo > 0, g(u,0,w) > 0,
Yw > 0, h(u,v,0) > 0.

e (M) La masse totale des composantes u,v et w est a priori borné sur
tous les intervalles finis (0,¢) :

f+g+2n<0.

Définition 2.1 La solution classique de (S) dans Qr = (0,T") x Q0 signifie :
e (u,v,w) € C([0,T); LY(Q)*) N L>([0,7] x Q)3,Vr € (0,T);

o Vk,I=1,...,NVpe (1,+00)

Ortt, Opv, Oyw, Oy, Uy O, Uy Oy W, Oy iy Uy Oy, Uy Oy W, w0, v, w € LP((0,T7)
Q);

e les équations dans (S) sont satisfaites presque partout.

Définition 2.2 la solution faible de (S) dans Qr = (0,7T) x  : nous enten-
dons essentiellement solution au sens de distributions ot de maniére équivalente

ici, solution au sens de la formule des variations des constantes avec les semi
groupes correspondants. Plus précisément :

u(t) = S (£)uo + / Sur(t — $)(w(s) — u? ()0°(s))ds,
o(t) = S, (t)vo + / Sur(t — 5)(w(s) — u(s)0*(s))ds,

w(t) = Sg,(t)wo + /08d3 (t — 8)(—w(s) + u(s)v”(s))ds,

tel que Sy,(.) c’est le semi groupe généralisé dans L'(Q2) par —d;A avec des
conditions de Neumann homogenes au bord ,1 <1 < 3.

14



Pour obtenir des solutions u,v et w du systéme (S) uniformément
bornés dans L'(Q) on va intégrer simplement la somme (E1) + (Es) +2(E3)
dans l'espace et le temps, et prenons en compte les conditions aux limites
(Jo A(dyu + dyv + 2dzw) = 0), alors on obtient que :

/ u(t) +o(t) + 2w(t) = / ug +vo + 2wyt >0, (2.1)
Q Q

grace a la positivité de u,v et w nous déduisons de 1’équation (2.1)) que :

Ve >0, [lu(t)llzr @) [lv@lri), @)@ < lluo +vo + 2woll 1), (2.2)

autrement dit, la masse totale des trois composantes u, v et w n’explose pas,
alors u(t),v(t) et w(t) restent uniformément bornées dans L!(€2).

Si ug, vg, we € L>(2), 'existence locale et I'unicité et la bornitude uni-
forme des solutions positives de (S) sont obtenus dans [28§] .

Plus précisément, il existe 7' > 0 et une solution classique unique (u, v, w)
de (S) sur [0,7"). Si Tinar dénote le plus grand de T, alors nous avons :

Si (Thae < +00) =
lim  ([[u@)llzoe@) + [[v(E)]| (@) + [w(t)[[ (@) = +o0. (2.3)

t mazx

Remarque 2.1 Pour étudier [’existence globale des solutions du systeme
(S), c’est-a-dire déterminer si Ty = +00, nous utilisons la contra-posée
de la caractérisation du temps maximal d’existence :

S’il existe une fonction : H : [0, +00) — [0, 4+00) continue tel que :
V€0, Tnae)y Oy + 0@z + N0l < H). (24)

Alors : Tz = +00.

e Si les coefficients du diffusion sont égaux (d; = dy = d3 = d) alors :

posons Z = u + v + 2w vérifie le systeme suivant :

Z,—dAZ =0 (0,400) x Q,

(B){ 2 =0 (0, +00) x 99,

Z(0,z) = Zy(x) z €,

15



avec  Zp(x) = up(x) + vo(x) + 2wp(x),
par le principe de maximum on déduit que :

lu(t) +v(t) + 2w(t)|| L) < [Juo + vo + 2wol|Leo(), t >0,
grace a la positivité des solutions u, v et w on obtient alors que :

[u(@)[ @) + [[0(O) | o= () + 12w (B[22 0) < [luo +v0 + 2wol|=(), T2 0,

autrement dit :
u(t),v(t) et w(t) sont uniformément bornés dans L>(1),
alors : T4 = +00.

e Dans le cas ou les coefficients du diffusion sont différents :

L’existence globale est considérablement plus compliqué. Il a été étudié par
plusieurs auteurs dans les cas suivants :

NDa=p=~y=1:

L’existence globale de la solution classique a été obtenu par :
* Rothe[28] pour la dimension N < 5.

x Pierre[25] et Morgan[22] pour tout dimension N .

2) v =1 pour tout « et 5 :

x L’existence globale du solution classique a été prouvé par Feng[1(] pour
tout dimension N .

Ja+pf<20uy<2:

« L’existence globale du solution faible a été prouvé par Pierre [24] pour
ug, Vo, wo dans L2(£2).

16



Ce travail a pour but de généraliser les travaux des recherches des [[10], [22],
[25], [28] et [[18], [24]]. Nous avons décidé de concentrer dans ce cha-
pitre sur la question de I’ existence globales des solutions classiques
dans L>((2) et dans le cas des conditions aux limites homogénes de
Neumann, et dans les cas suivants :

e o+ [ <;
o (dy =d3 ot dy = ds) V(a, 3,7);
o di =dy V(c,B,7) tel que a + f # 7;

N+6
[} 1§7<N—+2Vaetﬁ

2.2 Existence globale des solutions classiques

D’abord on va énoncer un des ingrédients principaux pour la preuve des
nos résultats, c’est le lemme suivant qui est basé sur les effets de régularisation
d’équation de la chaleur. Ce lemme a été introduit par Hollis-Martin-Pierre
dans [16] .

Lemme 1 :

Soit T' > 0 et (®, V) la solution classique de :

(O, — diAD = f(®, W) (t,z) € (0,T) x Q,
U, — dy AV = g(®, W) (t,2) € (0,T) x Q,
82 (t,2) =0 (t,x) € (0,T) x 99,
(t,x) =0 (t,x) € (0,T) x 09,
®(0,2) = Po(x) x € ),

(P (0,2) = Yy(x) x € .

Supposons que f+ g = 0,alors pour tout p € (1, 4+00),il existe C tel que pour
tout ¢ € (0,7) on a :

I llr@r) < CLIRI Lr@r) +1]- (2.5)
La version générale de ce lemme a été cité dans [24].
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e Premier cas : a+ 3 <7«

Théoreme 1 :

Supposons que 0 < ug, vy, wy < M avec M est un réel positif.
Si a4+ 8 <7, alors le systeme (S) admet une solution classique globale.

Preuve :

Soit T" € (0,Tnaz) et t € (0,T] , grace a la positivité de u,v et w,
nous déduisons d’apres 1’équation (F) que u est borné par U la solution
du probleme suivant :

U, — dlAU =w? (t, I) S (0, T) X Q,
(P) S &E(t,z) =0 (t,z) € (0,T) x 09,
U(0,z) = up(x) x € ),

et en déduisant aussi d’apres I’équation (Es) que v est borné par V' la solution
du probleme suivant :

Vi— oAV =w (ta) € (0,T) x €,
(Py) § 95(t,2) =0 (t,z) € (0,T) x O,
V(0,2) = vg(x) x € (.

Par conséquent, il suffit de montrer que w € LP(Qr) pour p assez grand.

e soit ¢ > 1, multiplions (Ej3) par w? et I'intégrons sur Q7,on obtient que :

1
1
¢+ @ Qr T -

(2.6)
1
K() = —/wSH.
q+1Jq
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En utilisant I'inégalité de Holder,on obtient alors que :

F R o e e 2.7)
T
avec

1 1 q

S+ ——=1

ros q+v

Or, a4+ p < v, alors on peut choisir r tel que ra < g+ v et s tel que
sB < q+7. Alors, L7 (Qr) C L (Qr) et L™ (Qr) C L**(Qr).
Par conséquent il existe C'; tel que :

J[ wvur < Clulanlilagplolioner:  28)
T

d’apres le lemme 1,il existe Cy tel que :

[ullzrto(@ry < Co(l + lwllzrtaor)), (2.9)
et il existe une autre constante Cj tel que :

[0l rtai@r) < Cs(1 + [[wllrraior)- (2.10)
D’apres (2.9)) et (2.10) on va estimer (2.8)), on obtient alors que :

// u v w? < Ca(1+ [wllrrai@r)* (1 + [[wll o) (1 + wllrtap)™

T

Si  [w||pr+e@,) <1 alors la preuve c’est terminée. -
Sinon , il existe Cj5 tel que :
[ wevtur < ol (212)
T
alors on va déduire d’apres 1'égalité (2.6)) que :
/ / W < Gl |+ Ky, (2.13)
T

Notons R:= [ fQT w7 et estimons I'inégalité (2.13), on obtient que :

qt+o+ps

R < CsR ++ + K. (214)
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Or ¢g+a+ 8 < g+, on va appliquer 'inégalité de Young a (2.14)), on
obtient alors que :

(1- )R < Ko + Cs. (2.15)

Ainsi, nous allons choisir un € € (0,1) , alors, on va trouver que :

1wl Latr(0r) < Cr. (2.16)
Revenons a (P;) et (P») ,et choisissons ¢ tel que WTW > N£2 179], on obtient
alors que :

|| oo (or) < Cs, (2.17)

]| Lo (@r) < Co. (2.18)

Revenons a (E3), alors on va déduire d’apres (2.17)) et (2.18) qu’il existe Cyg
tel que :

[wl[r(@r) < Cho, (2.19)

cela implique que  T},4, = +00.
[ |

e Deuxiéme cas : d; = dz o dy = ds ou dy = ds :

Théoréme 2 :

Supposons que 0 < ug, vg, wy < M avec M est un réel positif.

(i) Si dy = d3 ou dy = d3 alors, le systeme (S) admet une solution

globale Y(a, 3,7).

(ii) Si di = dy alors ,le systeme (S) admet une solution globale
V(a, B,7) tel que a + 3 # 7.
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Preuve :
() di=ds=d:

nous avons que :

(usw)—dA(utw) = 0 W — 0 (utw)(0, ) = ug(z)+wp(x) > 0.

Par le principe de maximum on déduit que :

[u(t) + w(t)[lee < [luo + wolloo, (2.20)

grace a la positivité des solutions u et w on déduit que wu(t),w(t) sont uni-
formément bornés dans L>((2).

Revenons a (E»),[19], donc on peut conclure que v est uniformément borné

dans L>(12).

Cela implique que : T} = +00.

(11) dl = d2 =d:

Le cas de a + 3 < v est déja était traité dans le théoremel,il ne reste donc

qu’a démontrer le cas v < o + 3 si ug # vp.

Si ug = vy le résultat est évident.

Revenons au cas de d; = dy = d si (ug # vy) alors on a :

O(u —v)
on

par le principe de maximum on a : |[u(t) — v(t)]e < ||t — volleo = C,

(u—v)i—dA(u—v) = 0; =0; (u—=v)(0,2) = up(z)—vo(x).

et nous avons aussi que :

utF =y 4+ u® (v’ —o”)
= w0’ +uB(Ou+(1-0)v)" ! (u—v) g€ (0,1)
< u® +u*B2P IO 40P,

On applique I'inégalité de Young , alors on trouve qu’il existe C; > 0 et
Cia > 0 tel que :

Cnuo‘+5 S'Lba?]ﬁ—i-clg. (221)
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On remplace (2.21)) dans (F;) on obtient que :
Ut — dlAU + Cuua—i_ﬁ S w” + 012. (222)

Soit ¢ > 1, on va multiplier (2.22)) par u? et l'intégrer sur Q)7,on obtient
que :

1
—— [ wtN(T) + ng/ |Vul?ui™! + Cpy // u AT
q+1Jg Qr T

S// wyuq—i-clz// u! + K, (2.23)
Qr T

1
Klz— u(q)Jrl
qg+1Jg

avec

Y

d’apres 'inégalité de Holder on obtient que :

//QT wlu? < (//Tw’YT)l/T(//Tuqs)l/s (2.24)

%ﬁﬂ ot g = —atBtg

avec ! r = m

Le lemme 1 implique qu’il existe C'3 tel que :

(// w’”)l/r = ”wH’[y/quch(QT) < C??)(l + ”uHLq“”ﬂ(QT))'Y'
T

Si |[|ul/pe+ats@.) < 1 alors la preuve c’est terminée .

Sinon, il existe C4 tel que :

([ < Cululeaign: (2.25)
T

or, qs < q-+a+ B, alors on a: LIt (Qr) C L¥(Qr),

ainsi il existe C'5 tel que :

([ w7 < Cullulsennigny (2.26)
T

22



Notons S = [ fQT udtotB Estimons |D et ,on trouve que :
/ / Wiyt < ChgSaiats, (2.27)
T

De plus L4 t8(Qr) C L9(Qr) alors, il existe C7 tel que :

Cha / / u? < CyrSarass, (2.28)
T
Or, v < a+pf, on applique I'inégalité de Young ,on obtient alors qu’il existe

Cis tel que :
gty 9
ClGSq+°‘+5 < ES + Clg. (229)

On applique I'inégalité de Young une autre fois et on obtient alors qu’il existe
Chg tel que :
_a 9
017Sq+a+ﬁ < 55’ —+ Clg. (230)

Par conséquent (2.23)) implique que :
(011 — €)S S 018 + 019 + Kl. (2.31)

Choisissons ¢ < C4; dans (2.31]) , alors il existe Cyq tel que :

||| pat+ats@py < Coo, (2.32)

grace a l'estimation ([2.32)) et le lemme 1 | il existe Cy; tel que :
|wl[Lat+a+s(@r) < Cor. (2.33)

Revenons a (P;) et (FP») et choisissons q tel que —q+3+6 > M£2 179] on obtient
alors que :
[ul| oo (@r) < Caa. (2.34)

[v][zoo(@r) < Cos. (2.35)

Revenons a (Ej3) alors on va déduire d’apres ([2.34) et (2.35) qu'il existe Cay
tel que :

[wllzee(@r) < Coa (2.36)
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Cela implique que T},,, = +00.

|
e Troisieme cas : 1§”y<%—igVaetﬁ
Théoreme 3 :
Supposons que 0 < ug, vg, wy < M avec M est un réel positif.
Sil <y < %—ig alors le systeme (S) admet une solution globale pour tout

(o, B) € [1,+00)%

Preuve :

Soit T € (0,Tnaz) et t € (0,7, puisque u,v et w sont positives alors
on va déduire d’apres I’équation (F;) que u est borné par U la solution du
probleme :

U, — dlAU = w7 (t, .73) S (0, T) X Q,
(P) S &E(t,z) =0 (t,z) € (0,T) x 09,
U(0,z) = up(x) x € .

Il suffit de montrer que w € LP(Qr) pour p large. pour cela on distingue le
cas de y =1 et le cas de v > 1.

*y=1leta,f>1:

Rappelons que 'existence globale des solutions classiques pour (.S) lorsque
a = [ =v=1a été étudié par plusieurs auteurs.

Il a été obtenu par Rothe [28] pour la dimension N < 5.

Plus tard, il a été prouvé par Pierre [25] pour toutes les dimensions N, puis
par Morgan[22] .

Feng[10] a prouvé 'existence globale dans le cas v = 1 indépendamment de
a et 0 et avec des conditions aux limites plus générales.
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Dans notre preuve, nous utilisons une idée introduit dans [25] était appliqué
dans [20].

Pour tout p > 1, on déduit d’aprés (Py) et la propriété du semi groupe que :

[u@)llp < [luolly +/0 [w(s)llp ds. (2.37)

On va appliquer l'inégalité de Holder pour p > 1 et en utilisant (2.5 ,on
obtient alors que :

t t ;
/”w<s)!\pdsét”p’(/ /wpdxdsﬂ/pszl/p/C%[H/ /updxds)”p].
0 0 Jo o Ja

(2.38)
avec p' = 1%'
pour t € (0,71, soit h(t) := [,|u(t,z)[Pdz.
L’inégalité ([2.37)) peut écrit comme suit :
t
h(t)/P < Oy + 027(/ h(s) ds)Y/?, (2.39)
0
ainsi .
h(t) < 2071C% + 2071 C%, / h(s) ds, (2.40)
0
puis on utilise 'inégalité de Gronwall, on obtient que :
[ull o (@ry < Cos, (2.41)
répétons la méme méthode pour v,on obtient alors :
[ollir@r) < Clo. (2.42)
L’estimation de 1) et 1) pour g > % donne :
||UQUB||LQ(QT) < Csy. (2.43)

Revenons a (E3) et utilisons la théorie du régularité dans LP(€2), on obtient :

1wl e (@ry < Car- (2.44)
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xcas 1 < v < X208 13 preuve était basée sur le lemme 1 et les deux lemmes

N+2
sulvants :

Lemme 2 :

(Michel Pierre) Soit T' > 0 et Z la solution de

Zy— A(A(t,2)Z) <0 (t,z) € (0,T) x Q,
92 (t,2) =0 (t,x) € (0,T) x 09,
Z(0,z) = Zo(x) x € (.

Supposons que 0 < d < A(t,x) < D avec (d, D) € (0,+00)?, alors il existe
C=C(T,d,D,Q) tel que :

1212 (@) < CllZoll 2

La version générale du ce lemme se trouve dans [ [24],Proposition 6.1] ,
[[6], Théoreme 3.1]

Lemme 3 :

Soit (p,q) tel que 1 < p < g < 4o00,d > 0 et Sy(t) le semi groupe
généralisé dans LP(Q)) par —dA avec les condition de Neumann homogenes
au bord alors :

—N /1
2

1S4(£)Y ], < (C(Qm(t) = &~ Y ||, pour tout Y € LP(Q),t >0 (2.45)

Avec m(t) = min(1,1).
Ce lemme a été prouvé dans [[28], lemme3, p.25].
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Preuve :

On applique le lemme 2 au systeme (S) avec Z = u + v + 2w et

A= % , alors nous avons que u,v,w € L*(Qr). précisément ,il

existe (3, tel que :

lull2@r); l0llz2@ey: [wllz2@ry < Cao. (2.46)

Maintenant on va estimer ([2.45)) avec p > 1 et ¢ = +00,0n obtient que :

t N
[u(®)lloo < fluolloc + 033/0 (t =)= [[w(s)]p ds. (2.47)

On applique I'inégalité de Holder ,on obtient alors que :

/@—@£MNﬂb®S{/&—@2 wﬂp/mm )2 ds)/e.
" ’ (2.48)

ME2 (Intégrale

On remarque que 'intégrale fo (t—s) 1) ds converge lorsque p >
de Riemann ) et nous avons aussi que :

t Ny N 1 N
/ (t — S) » ds = t T 21 / (1 — y) 2-1)  dy
0 0
(En utilisant un changement de variable (s = ty))

1
< C(T)7D :T1_2<pN1>/ (1— )7 dy,
0

dans un autre coté le lemme 1 implique que :

/mm 2 ds)? = 0]y < C(1+ [ullmon).  (2.49)

|u||Lrv(@r) < 1 alors le preuve c’est terminée.

Sinon, il existe Cs5 tel que :

(AWN@Mdﬁ

D=

S 035”“”2?7((27«)‘ (250)

27



Hqum(QT) _ (// um>1/p _ (// um—p+€+p—€)l/p
Qr Qr

l1—¢ — £
< Huum{gﬂ(// pema—s
Qr
L’équation (2.47)) peut écrit comme suit :
1— —p+e
IOl < ool + Cooll 30w rre 25
T

Si p(y—1) < 2, et par le choix de € € (0, min(p,2 — p(y — 1)),on déduit de

(2.46) et(2.51)) qu'il existe Cs; tel que :

|l Lo (@r) < Car, (2.52)
a propos de la condition p(y — 1) < 2 donne si v < 1+ % <1+ Ni+2 = %_ig,

En répétant la méme méthode et on va trouver qu’il existe Csg tel que :
0] (@r) < Css. (2.53)
Finalement, pour (E3) on déduit de (2.52)) et qu'il existe Csg tel que :
[wl| Lo (@r) < Cso- (2.54)

[

Remarque :

Tous ces résultats restent vraies si on remplace les conditions au bord de
Neumann homogenes par les conditions au bord de Dirichlet homogenes ,il
suffit de remplacer le lemme 3 par le lemme suivant :
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Lemme 4 :

Soit (p,q) tel que 1 < p < g < +oo,d > 0 et Sy(t) le semi groupe
généralisé dans LP(Q)) par —dA avec les conditions de Dirichlet homogenes
au bord alors :

1S:()Y ||, < (4I1t) = G|V, pour tout Y € LP(Q),t >0  (2.55)
Pour la preuve de ce lemme voir [[27], Proposition48.4, p.441]

2.3 Les problemes ouverts :

1. Sidy =dy et a+ [ = ,l'existence globale des solutions classiques du
systeme (.S) est un probleme ouvert.

2. Si les coefficients du diffusions sont différents alors I'existence globale
des solutions classiques du systéme (.S) est un probleme ouvert quand

N+6
N +2

<y<a+p
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Chapitre 3

La bornitude globale des
solutions d’un systeme
réaction-diffusion

Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la bornitude globale des solutions d'un
systeme de réaction-diffusion de type Fujita.

u; — diAu = byuPro?,
(r,t) € QA x Ry (3.1)

vy — doAv = bouP2 %2,

avec les conditions initiales et les conditions au bord

u(0,2) = ug(x), v(0,2) =uv9(x), x€Q, (3.2)
u=uv=0, (x,t) € 00 x Ry, (3.3)

avec () C R™ est un domaine borné,avec un bord de classe C**¢.¢ € (0,1);
Pi, q; sont des constantes positives avec p; +¢; < 1,7 = 1,2; d;,b; sont
toutes des constantes positives, i = 1,2; (), vo(z) > 0.

L’équation fournit une classe de systemes de réaction-diffusion. Il peut
étre utilisé comme un modele pour décrire la propagation de la chaleur dans
un environnement a deux composants mélange combustible [7], processus
de réaction chimique[l5], interaction de deux substances biologiques sans
limitation automatique [[21], [32]],etc...
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Il est bien connu que les solutions d’équation simple du réaction-diffusion

up — Au = u” (3.4)

existent globalement si @ < 1 et peuvent exploser dans un temps finie si
a > 1,voir exemple [12].

Jusqu’a présent, la plupart des travaux sur sont limitées aux cas plus
particulier avec dy = dy = 1,by = by =1, ie.

up — Au = uPro®
(x,t) € A xR, (3.5)

vy — Av = uP?o®

Par exemple, Escobedo et Levine ont fournit une analyse complete de I’explo-
sion critique et les nombres d’existence globale pour le probleme de Cauchy
du dans [§].

Ils ont trouvés que quand pegy > Ops +q2 > p1 +q1 > 0 et py > 1, le
systéme se comporte comme 'équation simple u; — Au = uP* ™% par rapport
aux théoremes d’explosion de type-Fujita [13]. Le probléeme des valeurs li-
mites initiales avec un domaine borné dans R™ a été étudié par Escobedo et
Herrero dans [9].Récemment, la condition d’existence globale pour (3.5),(3.3)
et (3.2) était connu comme 0 < py,q2 < 1,paqr < (1 —p1)(1 — ¢2) [[2], [33]].

Naturellement,il y’a une autre question est de savoir si ces solutions glo-
bales sont globalement bornés ou ils tendent a l'infini dans L>(Q2) 7. 11 est
facile de savoir que la condition d’existence globale 0 < p,q2 < Lpeqy <
(I — p1)(1 — ¢2) ne suffit pas pour la bornitude globale, méme dans le cas
simple de ¢; = py = 0,p1 = g2 = 1 (voir section 3 de ce chapitre).

Nous montrerons dans la section 2 que, sans diffusion les solutions du
systeme EDO correspondant tendent vers l'infini quand ¢ tend vers l'infini.

Le but de ce chapitre est de montrer que les solutions d’un systemes
de réaction-diffusion peuvent étre globalement bornés sous cer-
taines conditions supplémentaires.

Nous réalisons cet objectif en deux étapes. Premierement, nous établissons
les estimations uniformes L' pour les solutions globales par la méthode des
"fonction propre’,puis on va utiliser le travail de [I] et de [29] pour obtenir
des solutions globales uniformément bornés dans L>(f2) .
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3.1 Le cas sans diffusion

Commencons par le systeme EDO correspondant sans diffusion :

U'(t) =0 U@V (),
t>0 (3.6)
VI(t) = bU )V (1)*,
U(0) = Uy V(0) =V (3.7)
Nous avons de 1'équation(3.6) que :
by U()P2 AU (t) = by V(1) 2V'(¢)
et par conséquent on a :
LU f)itp2—p1 _ by V() tan—a
IL4+ps—m l+q —
by 1+p2—p1 b1 1+q1—
_ _ ylta—a 3.8
l+py—pr ° l+qg—¢q ° (3:8)
Supposons que :
b2 1+pa— bl 14+q1—
= U P2—P1 L S VA +q1 2 3.9
L+py—p1 ° T ltqg—q (3.9)
Ensuite, il résulte de (3.8) et (3.9)) que :
V(t) > bo(1+ a1~ ¢) 1/(1+q1—q2)U(t)(1+p2—p1)/(1+q1—q2)_ (3.10)
bi(1+p2 —p1)
On remplace (3.10) dans (3.6) on obtient que :
3.11)

U/(t) > k‘[](t)plJF(lJFP?*pl)/(1+f11*qz)ql7
V/(t) < k/V(t)QQ+(1+q1*42)/(1+p2*p1)p2’ <312>

avec
bl(l + p2 — pl) 1/(14p2—p1)

_ (bQ(]. + q1 — Q2) 1/(14+q1—q2) k/ _ (
bi(14p2 — 1) ’ ba(14+q1 — o)
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Puisque p;+¢ <1l,i=1,20ona:

d:=1-=p1)(1—q)—p2q1 >0 (3.13)

et par conséquent :

1+ py— 1+ g —go— (1= p)(1 - qo)
O<py 42" P, — TP (L =p)(A = g2) — poa)

1+Q1—Q21 I1+q¢ —q
)
1 15 <1, (3.14)
1+¢ —q
I+q—q 0
O<qpid =2, 1%  _q1_5<l 3.15
Tltp-p L+p2—m ’ (3.15)

Pour le probleme EDO
m'(t) = km(t)'

nous avons les solutions explicites :
m(t) =m(0)e" t >0 pour & =0, (3.16)
m(t) = (k&yt +m(0)°)/% pour §; € (0,1). (3.17)

Ainsi, par le principe de comparaison, nous avons que (U(t),V (t)) existe
globalement grace a (3.12)),(3.10]) et tend vers I'infinie quand ¢ — oo grace a

(1D ot G10).

3.2 La bornitude uniforme dans L'(Q)

Nous avons des différents résultats pour le systeme avec diffusion.En fait,
les solutions de ({3.1))-(3.3)), sont non seulement globales mais aussi sont uni-
formément bornés pour tout (z,t) € Q x Ry.

Nous devons d’abord établir la bornitude uniforme des solutions dans L'((2).
Notons par ®(z) la premiere fonction propre de

AP+ AP =0 dans Q, ®=0 dans 09, (3.18)

avec la premiere valeur propre Aj.Alors ®(z) > 0 dans 2, A\ > 0.
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Supposons que a = 1 dans (3.4),.ele cas de ¢ = py = 0,p1 = ¢ =
1 dans (3.1)).Clairement ,la condition d’existence globale 0 < py,qo < 1,

poqi — (1 —p1)(1 — q2) < 0 dans [[2], [33]] est vérifiée. Cependant,

/@utdx:/q)Audx+/<I>udx: (—)\1+1)/<I>udx,
Q Q Q Q

et par conséquent ||Pulpr — oo si Ay < 1. En d’autres termes, certaines
conditions supplémentaires peuvent étre nécessaires pour garantir la borni-
tude uniforme des solutions globales.

Théoréme 3.1 Soit (u,v) la solution de(3.1)-(3.3). Supposons que ug(z), vo(z) €

LY (Q) et que une des trois conditions suivantes est vérifiée :

(i) pita<li=12;
(i) pi+q=1,9=1,2, bipr+ bypa < di A1, b1q1 + bage < da)y;
(ii1) pr+q<pi+q =1, bipt <diAi,bigi < da).
Alors :
sup|lu(., t)| 1), sup||v(., )| 1) < 0.
£>0 >0

Preuve :

Il est bien connu que la premiere valeur propre du probleme est in-
versement proportionnelle au diametre carré de Q [3].Donc, pour tout nombre
positif A; < A on peut trouver un domaine Q D Q tel que A; est la premidre
valeur propre du probleme

AP+ A0 =0 dans Q, ®=0 dans 0. (3.19)

Soit ®(x) la premiere fonction propre de (3.19), alors ®(z) > 0 dans Q et par
conséquent  Pd(x) > &y > 0 dans €2 est valable pour une constante positive
o-

Définissons :
®(z)u(z, t)dr, (3.20)

O (z)v(z, t)dx (3.21)



La positivité des solutions de ({3.1))-(3.3)) est évidente.
(Notons : f(u,v) = uPv?, g(u,v) = uP?v?,
Yu >0, f(0,v)>0¥v>0, g(u,0)>0.)

I1 découle de 'homogene condition au bord de Dirichlet (3.1)) et la positivité
des solutions que

ou ov
— < —
o = 0, o = 0  pour(z,t) € 00 x Ry. (3.22)

En utilisant (3.1),(3.3)),(3.19))-(3.22), on obtient que :
E'(t) = / dupdr = dl/ dAudr + bl/ duPt v dy
Q Q Q

) 5 3 5
:m/h@ﬂw—mM/¢wm+m/¢wwwx
o0 on Q Q

< —dlj\l/&)u d:p+bl/(i>uplvq1 dx
Q Q

= —dlj\lE(t) + bl / i)uplvqldx, (323)
Q
F@g—@xmm+@/éwwwm (3.24)
Q

(i) pour p;+¢ <1, i =1,2, on utilise I'inégalité de Young, on obtient
que :

0 < uPo? < qlﬁl/(hv +(1— q1>5—1/(1—Q1)uP1/(1—q1)7 0<q <1,

0 < ul® < p261/172u + (1 _ ]92)5—1/(1—1172)7J112/(1—p2)7 0<py<l.

Choisissons € > 0 petit tel que :

d)\

max(blméfl/ql, 52p2€1/p2> < 53
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Avec d := min(dy, dy) on obtient de (3.23)) et (3.24) que :

E'(t)+ F'(t) < —dT)\l(E(t) +E(t) + b / B(1 — qp)e M A=myp/(=0) gy
Q

+ bQ/ (1 — py)e /7Py e/(U=p2) gy, (3.25)
Q

On utilise encore une fois I'inégalité de Young, on obtient encore pour, 0 <
pi+q <li=1,2que:

< (1—g){-2 n(l—ql)/p1u+1 — DL O —(1-a)/(=prma) (=1 (=) ) (1=a)/(1=p1=a1) }

I—aq I—q
- pm(l_ql)/plu +(1—p — ql)n—(l—fh)/(l—pl—q1)5—1/(1—P1—q1)’

et
0< (1_pz)g—l/(l—Pz)UQQ/(l—pQ) < an(l—pQ)/qzU_|_(1_pQ_q2)n—(1—p2)/(1—p2—QQ)g—l/(l—PQ—QQ)_

Choisissons 1 > 0 petit tel que :

5
max(bypy ' =P bygan TP < Tl
et notons
C, = / é{bl(l —p — ql)5_1/(1_771—q1)n_(1_q1)/(1_pl—fh) + bo(1 — py — @)
Q
X5—1/(1—172—Q2)n—(1—P2)/(1—P2—Q2)}dx.

Ensuite, il résulte de (3.25) que :

d\
E'(t)+ F'(t) < —Tl(E(t) + F(t)) + Cy. (3.26)
L’inégalité (3.26|) signifie que :
- AC
E(t) + F(t) < (E(0) + F(0))e~ /4 4 dTl' (3.27)
1
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Remarque :

Le cas de poq; = 0 est plus facile a traiter. En fait si p, = ¢; = 0 alors
devient le cas trivial non couplé; si par exemple ps = 0,q; > 0 alors nous
pouvons obtenir I'estimation uniforme L! par 1’ application de 'inégalité de
Young juste dans la premiere équation ((3.1).

(ii) pi + ¢ = 1,1 = 1,2 ;nous avons par l'application de l'inégalité de
Young que :

uP v < pru+ qro, uP?v® < pau + gov,
et par conséquent :

E'(t)

F'(t)

—dlj\lE(t) + blplE(t) + blqu(t),
—do M F(t) + bopa E(t) + bago F(2),

IA A

puisque  bip1 + bapa < diA1, b1gi + baga < d2Aq, on va choisir 5\1 satisfait
max((b1p1 + bapa)/di, (b1g1 + baga)/d2) < Ay < Aq,alors :

+ (b1q1 + b2go) F(t) <0, (3.28)
Cela signifie que :
E(t)+ F(t) < E(0) + F(0). (3.29)
]

(iii) Pour pi+q = 1,pa+¢2 < 1, on choisit A1 tel que max(bypy/dy, biq1/dy) <

A1 < Aj, alors nous avons par la méme maniere dans (i) et (i7) respective-
ment que :

E'(t) < —diME(t) + bip  E(t) + b F(t),

F/(t) S —dg:\lF(t) + b2p261/p2E(t) + bQQQH(I_p2)/q2F(t)

+/ by(1 — py — qo)e /(P22 y=(=p2)/(1=p2=a2) gy
Q
Choisissons €, > 0 petit tel que :

d25\1 —bqa

bago PN < ==,

di) — bip
bgp251/1?2 < %7

37



On trouve que :

d15\1 — bips d25\1 —biqa

E'(t) + F'(t) < — min( 5 , 5

JE®R) + F(t) + Ca,

avec 02 fQQSbQ 1 — Do — q2) 1/(1—p2— QQ)T} (1—p2)/(1—p2—q2) dx. et alors

G

E(t)+ F(t) < (E(0) + F(0))e ! + =

(3.30)

avec \g 1= min((dlj\l - blpl)/2> (d25\1 - lel)/2)7

grace & ug(x), vo(z) € L'(Q) et ®(x) > d; > 0 dans Q dans (3.21)) et (3.22),il
se résulte de (3.27) , (3.29) et (3.30) que :

sup|lu(., t)| 1), supl|v(., t)||z1(@) < oo. (3.31)
>0 >0

Remarque :

Si on utilise la premiere valeur propre \; et la premiere fonction propre
®(x) de (3.18)) considéré dans le domaine originale €2, comme d’habitude, au
lieu d’introduit \; et ®(x)(dans Q,Q O Q) dans la preuve ci-dessous, nous ob-

tenons simplement la bornitude umforme de ||u(., t)|| Ll Ot [o(.2)]| 2 o puisque

® = (0 dans 0f). Dans ce cas ,pour obtenir la bornitude uniforme de u et v dans
L'(2),nous devons montrer que u et v sont les deux bornés uniformément
dans une partie de 02 pour ¢t > 0 .Ce serait beaucoup plus difficile et com-
pliqué [[11], [14]].
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3.3 La bornitude uniforme dans L*((2)

Appliquons le cadre d’Alikakos [1] et Rothe [29] pour établir la bornitude

uniforme des solutions dans L>(€2).

Considérons une seule équation parabolique

w—Au=f (z,t) € Qx(0,T),

u(z,0) = ug(x) x €,

avec soit un Dirichlet

u(z,t) =0, (z,t) € 90 x (0,7T).
ou condition au bord de Neumann

ou
on

Supposons que :
f<Cl+u) pour u > 0.

Et notons que :
U() = ||U(,0)||Loo(9),

C:=max(1, sup |[lc(.,)[) o),
0<t<T

U, := max(1, sup HU(-J)H)LT(Q))"

0<t<T

Dans [29], Rothe a prouvé la proposition suivante :

Proposition 3.3.1 :

(2,t) =0, (z,t) € O x (0,T).

(3.35)

(3.36)

Soit u une solution moyenne ou forte de (3.32))-(3.34) ou(3.35).Si les

constantes -, ¢, 7 décrits ci-dessus, satisfont :

1<~v<1+7r2/n—-1/q¢) ¢q>1,r>1/2,

(3.37)

alors il existe des constantes positives K, o et p indépendantes de T telles

que :

sup |[u(.,t)| L) < kC7UL.
0<t<T
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Maintenant, on va énoncer notre théoreme sur la bornitude uniforme des so-
lutions dans L>(£2).

Théoreme 3.3.2 :
Soit (u, v) la solution de ({3.1))-(3.3]). Supposons que ug(z), vo(x) € L>(£2),

min(q, p2) < 2/n et une des trois conditions (i) — (i77) dans le théoreme 3.1
est vérifiée :
Alors :

sup|lu(., t)|| () supl|v(., 2)]| () < oo
t>0 t>0

Preuve :

Nous savons d’apres le théoreme 3.1 que les solutions u et v sont uni-
formément bornées dans L'(Q).Vérifions la condition de la proposition 3.3.1,
donc on a :

0 < f1 = b o < b (1 + u),

En effet :
ona: 0<p <l alors u” < (14+u)’ <(1+u).
et

0 < fo = buP*v® < byuP?(1 + v).
en effet :

ona: 0< g <lyalors v < (1+v)2 <(1+4+w).

Iciy =7r =1; (r=1, car u € L") ,q = 1/q pour fi, ¢ = 1/py pour fo.
Sans perte de généralité, supposons que ¢; < 2/n. Ainsi, les conditions de la
proposition 3.3.1 sont satisfaites par la premiere équation . Ceci donne
la bornitude uniforme dans L*(2) pour le composant w. Ainsi nous avons
pour la deuxieme équation :

0< fo <c(l+0) (3.39)

Avec ¢ = 0o,y =71 = 1,(¢ = oo car u € L®r=1,car v € L') on utilise la
proposition 3.3.1, on obtient a nouveau la bornitude uniforme dans L*(£2)

de v aussi.
[ |
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Pour un cas spécial de d; = d; = d ,la condition min(q;,p2) < 2/n
n’est pas nécessaire.

Théoreme 3.3.3 :
Soit (u,v) la solution de (3.1)),(3.2)) et (3.3)) avec d; = dy = d. Supposons

que ug(x), vo(z) € L>(§2), avec une des conditions (i) — (ii7) dans le théoreme
3.1 est vérifiée,
alors

sup|lu(., t)|| L (@), suplv(., )| () < oo.
>0 >0

Preuve :

Puisque p; +¢; < 1,7 = 1,2 ,et par l'utilisation de I'inégalité de Young
on obtient que :

0 <uPo <piut+qu+(1—p —q), (3.40)

0 < uPv® < pyu+ qu + (1 — p2 — qa). (3.41)

Notons w := u + v. Remplagons (3.40) et (3.41]) dans (3.1)),on obtient que :

wy — dAw = fi(u,v) + fo(u,v)
< (b1p1+bap2)ut(b1g1+b2q2)v+b1 (1—p1—q1)
+bo(1 —pa — q2) < C(1 +w),

tel que :
C = max(b1p1 + bap2, b1g1 + baqo, b1(1 — p1 — q1) + b2(1 — p2 — @2)).

Nous avons d’apres le théoreme 3.1 que :
sup||lw(., t)|| L1y < oo.
>0

Alors v = r = 1,¢ = oo et la condition (3.37) est satisfait, appliquons la
proposition 3.3.1,on obtient alors que :

sup|lw(., t)[| Lo () < 0. (3.42)
>0

par conséquent,et grace a la positivité de v et v on a :

sup|u(., )| L) < 00, sup||v(., t) || Lo () < 0. (3.43)
£>0 >0
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Les théoremes 3.1 , 3.3.2 et 3.3.3 peuvent étre étendus aux m-
systeme.

uyy — diAuy = byuf" ub? L ubim

Ut — dgAUg = bgu’fmu‘g”....u%m,

(x,t) € Q@ x Ry, (3.44)
Ut — A Ay, = by u™ ub™? . uPmm
avec les constantes d;,b; > 0,72 =1,...,m, et
ui(x,0) = uip(z), i=1,..,m, x€Q, (3.45)
u; = 0, vi=1,2...,m, (z,t) €00 x R,. (3.46)

Théoreme 3.3.4 :
Soit (uy, ..., uy) solution de (3.44)-(3.46) .Supposons que » 7", pi; = 1,

i =1,.,m0; D5 pi; < 1, = mg + 1,..,m; et une des deux conditions
suivantes soit vérifiée :

(i)  mo=0; ou
(11) 1 <mg <m, 22101 bszj < di)\17j =1,...,mg.

Siup(z) € LY(Q),i =1,..,m ,alors supllu;(.,t)|[p1 ) < o0, i=1,..,m.
>0

Preuve :

Clairement, les deux cas (77) et (iii) dans les théoremes 3.1 et 3.3.2 sont in-
clus dans le cas (i7) du théoreme. Nous pouvons utiliser les mémes procédures
que celles de la preuve du théoreme 3.1 par induction pour obtenir la conclu-
sion globale du théoréme sur la bornitude L(Q) .

[ |
Pour obtenir la bornitude uniforme L> pour les solutions globales, nous avons
besoin d’un autre condition est :

2
Zplj, Z D2js - Z Pm—1,5 < E (347)
j#1 j#1,2 J#1,2,..m—1
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Théoréme 3.3.5 :

Supposons que la condition du théoreme 3.3.4 et la condition (3.47)) sont
vérifiés .Si uo € L>®(Q),i = 1,...,m, alors

sup||u(., )| Lo (@) < 00,7 =1,...,m.
>0

Preuve :
Nous avons pour I"équation (3.44))

0 < fi = by ub b < bpub? b (14 uy).

Il découle du théoreme 3.3.4 que ||u;(.,t)|[z1@) < 00,j = 1,...,m. Ainsi

uy'?.ubim € L9 avec 1/q =Y., p1j < 2/n., nous avons par l'utilisation de

la proposition 3.3.1 avec v = r = 1, que ||uy(.,1)||z=() < 00.
Apres, considérons le terme de réaction dans le seconde équation :
0 < fo = bouf?' ub? . ul?™ < cpuf..ul?™ (1 4 ug),

avec ¢; = sup by ||uq (., t)|| L (o) on utilise la proposition 3.3.1 avec u5> ...uP2m €
>0

Li1/q = Z#mpgj < 2/n, et v = r = 1,alors on obtient la bornitude
uniforme de uy dans L*>(92).
[

Théoréme 3.3.6 :

Sidy =...=d,,, alorslethéoreme 3.3.5 est vraie sans la condition (|3.47)).
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Conclusion

Nous avons établi dans ce travail quelques résultats concernant 1’existence
globale des solutions pour des systemes de réaction-diffusion.Ces résultats
vont dans deux directions distinctes :

Dans la premiere partie de notre travail nous avons réussi a obtenir,
sous des hypotheses un résultat d’existence globale des solutions classiques
pour un systeme de réaction-diffusion dans L>*(Qr).

Dans la seconde partie de ce travail, nous avons réussi sous des théoremes
et des propositions a répondre a la question de savoir si ces solutions glo-
bales sont globalement bornés ou ils explosent a 'infinie,et ces résultats a été
démontré dans L'(Q) et dans L>(Q).
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