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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse a l'intégrale de Riemann-Liouville

1) = g | F@ =

qui a été généralisée par M.Riesz ([7]) aux dimensions supérieures dans les cas euclidien et lorentzien
et ce de maniére purement formelle. Dans ce travail, nous allons essayer de retrouver la définition
donnée par M.Riesz dans les cas de dimension 2 et 3. Il s’agit de montrer que I'intégrale de Riemann-
Liouville introduite par M.Riesz dans le cas du cone de lumiére n’est rien d’autre que la puissance
fractionnaire d’un opérateur intégral généralisant la "primitive". Pour la puissance fractionnaire, on
utilise 'approche de Balakrishnan (]6]).

i
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 La fonction Gamma d’Euler

Dans cette section on utilise ([5]) comme référence.

Définition 1.1.1 Posons
E={ecC:R(z) >0}

La fonction gamma d’Euler est définie par :
r- £—=C
+oo
z—T(z) = / e ' tdt
0

On peut montrer que l'intégrale qui définit la fonction gamma est convergente. En effet, on divise
lintégrale en deux parties en écrivant

1 +o00
['(2) :/ ettZ1dt—|—/ e 't dt.
0 1

Considérons .
A= / et tat
0
et
—+o00
B = / et tat
1
Alors

1 1 1 1
|A|:|/ et dt| g/ |e_ttz_1|dt:/ e‘tt%(z)_ldtg/ M7 < oo
0 0 0

0
pour R(z) > 0 et

+oo +oo +oo +oo
|B| = | / et 1dt| < / le~ it dt = / e R g = / e tmRE M=l gy
1 1 1 1

On sait que pour tout m € N la fonction définie par h(t) = t™e ™" est bornée, donc pour que U'intégrale
converge il suffit de choisir m > R(z). Ainsi la fonction gamma est bien définie pour tout z tel que
0 < R(z) < m et puisque m peut étre choisi arbitrairement, on déduit que I'intégrale définissant
gamma est convergente si R(z) > 0.

Proposition 1.1.1 La fonction gamma est analytique pour tout z tel que R(z) > 0.
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Démonstration 1.1.1 On sait que la fonction définie par z — e 't*~1 est analytique en z. Pour
montrer que gamma est analytique il suffit de justifier Uapplication du théoréme de dérivation sous
le signe de lintégrale, c’est-a-dire qu’il faut montrer que :

sup e "t < oi(t) et sup le T Int] < po(t)
ZeDzo,T ZEDZ(),T

avec py et @y deut fonctions intégrables. Ici D, , C E avec v < R(z) désigne un disque de centre
2o et de rayon r. On a
2€ D, = R(z) =17 < R(2) < R(20) +7r

Si0<t<lona:
’eftt271’ S e*tt%(z)fl S e*tt%(zo)f’l”fl

qui est intégrable car R(zp) >r et sit>1 on a :

’eftt271| S €7tt§R(Z)71 S e*tt%(ZO)Jr’r'fl

qui est intégrable aussi.
Pour la deuzieme condition on a s1 0 <t <1

le~t*  nt| < 7| In(t)[tRE) 71 < 5] In(¢)[|¢RE0) =L

qui est intégrable car on peut choisir € > 0 tel que R(zp) > r + £ et on sait que la fonction définie
par t°|In(t)| est bornée au voisinage de zéro.
Maintenant st t > 1

et ] < e IO < et ()R
qui est intégrable aussi. Ainsi il suffit de poser

%(t):{tmmHﬂ e saz(t):{ts‘lnu)u%e%“sfl i 1<l

e~ ttR(z0)+r=1 g 1 e~t|In(t)[tR(zo)+r—1 5 ¢>1

1.1.1 Relations remarquables

Nous prouvons maintenant trois relations de base satisfaites par la fonction gamma.

Proposition 1.1.2 La fonction gamma vérifie les identités suivantes :
Equation fonctionnelle :

L(z+1) =2I'(2) (1.1)

Formule des compléments :

7
IzIra-z) = 1.2
B0 =2) = 5 (12)
Formule de duplication :
1

Val(22) = 227 1T(2)[ (2 + 5) (1.3)

Démonstration 1.1.2 Nous allons prouver la premiére et la deuziéeme formule.
1. En intégrant par partie on trouve

+oo 40 +oo
Mz+1) = / e 'tPdt = —tPe . + z/ e 't dt = 2T(2)
0 0
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2. On suppose que 0 < R(z) < 1

+o0 +oo +o00 +o00o
()1 —z) = (/ e_ttz_ldt)(/ e °s Fds) = / / e~ g2 gsdt
0 0 0 0

Soit le changement de variable

u=s+1t , U=

u
det = (1—|——1))2dUdU

L’intégrale précédente devient

+o00 +oo +o0 +o0 d d +oo , z—1
/ / e~ ) g=22 =1 gt — / / eup 1 Y / Y v
0 0 0 0 l+wv o 1+w

1l faut montrer que
oo, z—1
v T
/ dv = —
A sin(mz)

+oco , z—1
A:/ LA
0 1+U

Soit la fonction complexe définie par :

Cz—l Cz—l
— D= d
7(0) et /C ¢

Posons

1+¢

ot C est le contour suivant :

FiGUurReE 1.1 —

Par le théoréme des résidus on a :

D = 2im res(f,—1) = 2ir lim ((+1)f(¢) = 9imeim(z=1)
(——1

D’autre part on a :

2T —p1 Rze 0z z v T,zeigz R (t + Z'g)zfl
d¢ =1 ——df+ dt A do ——dt
/Cf(C)C Z/ﬂ Reid 11 / (e +1 +Z/27r_yrez9+1 +/r t+ic+1

Vv vV
Al Ao B

pt2m RZe 0z pt2m ’Rzeiez’
Al = —df| < ———db
| 1| |/ 19+1 |_/# |R€7'9+1|

1. Pour A; :
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de plus on a :
|Re® +1] > ||Re®| — [1]| = R~ 1

ce qui donne que :
R%(z) e—@]m(z)

— 0
R—1 R—+o00

car on a 0 < R(z) < 1, donc

Al — 0
z—+00
2. Pour A, :
v R(z) ,—0Im(z)
Az < / L ——
2T —v L—r
et
,r.ﬂ?(z) efBIm(z)
— 0
1—r r—0
donc
A2 — 0

r—0

3. Pour By on a :
(t +ie)7 ! = (3 I+ +io(@) (-1

avec

o(e) — 0
e—0

donc on a :

t+ie)t — 771
(
e—0

Quand on fait tendre r, R vers 0,400 respectivement et € vers O on obtient :
+o00o tz—l
By — / dt
e—0 Jo 1+t

(t — ig)*™! = ean(E+e?)+il2m—p(e))(z-1)

4. Pour By on a :

avec
ple) — 0

e—0

donc on a :

(t . ig)z—l BN 62i7r(z—1)tz—1
e—0

On fait tendre r, R vers 0,400 respectivement et € vers 0. On obtient

] —+00 tz—l
By —» —¥m= Y / dt
e—0 0 14+t

Finalement on a : 4 ‘
(1 — XA = 2jgre™==1

ce qui implique que

A 2ireim(z=1) _ 27 T

(1 — e2in(z 1))~ e—in(z-1) — gin(z—1) - —sin(n(z — 1))

o0 tz—l T
/0 1+t sin(mz)
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Remarque 1.1.1 En utilisant la formule on remarque que :

) ['(z+k) _
e = . L tion T’ k) est
Y= P AN T o pepry a fonction I'(z + k) es
I'(z+k)
2z+1)(z+2)(z+k—-1)
sur tout CN\{—k, =k +1,...,0}. Donc en utilisant le théoréeme du prolongement analytique on
peut prolonger la fonction gamma sur tout C\Z~

Iz+1)  TI'(z+2

1. T'(2) = . = et

définie pour tout z avec R(z) > —k, donc la quantité

est définie

2. D’apres la remarque précédente on peut dire que la formule est vérifiee sur tout C\Z.

3. On remarque aussi que pour tout n € N on a :

I'(n+1)=n!
de plus :
r 1
lim T'(a) = lim Lo+l 4o
a—0+ a—0+ (0]

1.1.2 Intégrales liées a la fonction gamma

Il existe plusieurs intégrales qu’on peut exprimer a l'aide de la fonction gamma mais on ne va
considérer ici que quelques unes.

+o0
1. / e Pt = F]gf) R(z) >0 ,R(p) >0
0

1
2. Soit 'intégrale suivante (appelée intégrale béta d’Euler) : B(x,y) = / N1 =)t at
0

d
onat= et dt = Y

R(x) > 0,R(y) > 0. Par le changement de variable u = T3 1 jﬁ " 1+u)?’

et on trouve que :

B(a:,y):/o Oo(ux—ldu (1.4)

1+ w)o+

Or d’apres ce qui précéde on a :

1 1 /+Oo (L-w)tyzty—1 gy
(14+wu)*ty  T(x+y)

On remplace dans (1.4) :

1 —+o00 “+o00
B(x,y) ==——— e trty—t e Yyt tdudt
) Jo 0

T M)
F(x+y)/0 Bt r

et donc



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES 7

1.2 Intégrale de Riemann-Liouville

Dans cette section on utilise ([7]) comme référence.

Définition 1.2.1 L’intégrale de Riemann-Liouville est définie par :

/f — 1)t (1.5)

avec R(a) > 0 et x € [0,b] o b est un réel positif.

Pour fixer les idées, nous supposons que f est une fonction continue. Cela posé, I'intégrale existe
pour tout complexe a avec R(a) > 0. En effet on a :

«a a ||f||00 §Ra -1 b%(a)
— Nt < R | — |
@) < gy L 1O =i < s [ = e < i)

Proposition 1.2.1 L’application définie par :

I*: C([0,b,R) — C([0,b],R)
f—1°F

est linéaire continue.

Démonstration 1.2.1 D’apres l'inégalité précédente, il est clair que
(@)
P(a)[R(a)

Proposition 1.2.2 Soient o et § avec R(a) > 0 et R(B) > 0 alors on a la formule de composition :

117 f (x)) = I°*7 f (x)

1 flloo < £l

(voir [7] p.10)

Démonstration 1.2.2 On g :

1°(F f(z) = / / F($) (@ — 07t — 5)°dsdt

— W/O f(s) (/ (x — )t — s)ﬁ—ldt) ds

-5
CAlors 0 <wv <1 etdl=(x—s)dv, ce qui implique que :
T—s

On pose v =

[ a—tre— s - /O ((x = )(1 = )" 0"z — )" dt
= (z—s)*tF 1 /1(1 —0)* Pt

donc enfin on a :

a+ —1F(Q)F(B) R ¢
P F@) = i | H6e =9 R s = 1



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES 8

Proposition 1.2.3 Pour [ et x fizés, l'intégrale de Riemann-Liouville est analytique en o . (voir [7]
p.11)

Démonstration 1.2.3 Soit M =||f||o et N un majorant de (x — t)¢|In(z — t)|. Pour montrer que
1% est analytique il suffit de montrer que :

sup [f(t)(x — )" <o(t) et sup | f(t)(z — )" In(z — 1) <O(1)

a€Daqyg,r a€Daqg,r
avec 0 , U deux fonctions intégrables et D, , C E ot R(cag) > 1. 1l est facile de voir que
a € Doy = R(ap) —r < R(a) < R(ag) + 7

1. On traite d’abord sup |f(t)(z — 1)

2€Dag,r
(a) pour (x —t) <1 :
|f(t) (.CE — t)a_1| < M(QZ’ _ t)%(a)—l < M(.T _ t)?R(ao)—r—l

(b) pour (x —t)>1:
1F()(z — )Y < M(z — )™= < M (g — ¢)R0)+r-1

2. pour le cas de sup |f(t)(z —¢)* In(z —t)| < I(t) on a :

(a) pour (x —t) <1 :

[f()(@ = )* (e — )] < Mz — ) (z = )" In(z — )] < MN(z — )0t
(b) pour (x —t) > 1 :

|f(t>($ — t)ail ln(l’ - t)| < M(J? - t)e<x _ t)%(a)fefll ln(x _ t)’ < Mln(b)(x . t)%(a0)+r71

En résumé on a :

o M(x —t)®eo)=r=L g p —t <1
sup [ f(t)(x —t)*H < o(t) = { MEx — t;%(ao)”—l stz —t>1

aEDao,r
avec § intégrable car R(cag) > 1 et R(ap) +7 > 0. On a aussi que :

{ MN (x — t)Rl@)=r=e=l g p —t < 1

sup |f(t)(z — t>a_1 In(z —t)| <) = M In(b)(z — t)%(ao)—i-r—l sir—1>1

a€Daqg,r
On a R(ag) — r > 0 donc pour que ¥ soit intégrable il suffit de prendre € tel que R(ap) —r —e >0
el ceci est possible car R(ag) — 1 est strictement positif, ce qui termine la preuve.

1.2.1 Prolongement analytique

Admettons maintenant en outre que les dérivé f(*)(t) existent pour k < n et qu’elles remplissent
des conditions analogues a celles posées pour f(¢). En intégrant par partie on a :
T 1 u(t) = f(t) = w(t) = f'(t)
e — _ fa— : — t)o- — )
@) = e [ Ao 3w T
[(a)
fO) (@ =)= 1 ‘ )

I°f(z) = - Ta) 0+I’(a+1) i () (x —t)*dt

0
- r(£(+ pe T @

alors
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Si on fait une autre intégration partie on trouve :
f(0) /'(0)
I¢ =2 7 o LA
UG s sy

Donc aprés n intégrations par partie(voir [7] p.11) on a :

xa+1 4 Ia+2f//(3’})

@ _ — f(k)(()) «a a+n £(n)
Iﬂ@_ggﬁg:?:ﬁxM+l+f (2) (1.6)

Sachant que 1/T°(.) est analytique entiére, que I**" est analytique pour « > —n et [* est analytique
pour o > 0 donc d’aprés le théoréme du prolongement analytique on peut prolonger I* & C (pour
f € C™ par exemple).
1.2.2 L’intégral I* pour a = 0 et pour o entier négatif
Dans le cas a = 0, on peut utiliser la formule (1.6)) avec n = 1; ce qui donne
P f(x) = f0) + I'f'(x) = f(2)

¢’est-a-dire

I°f(z) = f(=) (1.7)
Nous allons montrer que sous la seule condition de continuité de f, on a
limolaf(x) = f(x) (1.8)
En effet on a :
1 x
I“f(x) = —/ftx—taldt /f x—taldt+_/f _ aldt
(x) Ty, 1
= o [ () - f@) -1 1dt+—/ v — 1)t
i ) U0 - T =0 g [0t
D’abord

_f(x) xgj— a—1g, _ f(l') T — 1)
M_FWLA( Db =~y Y

On doit montrer que i, —0> 0. Rappelons a ce propos la définition de la continuité au point x
oa—r

Ve>0 dIn>0 Viel (lze—tl<n=|f(x)—ft)]<e). (1.9)

on divise I'intervalle [0, z] en deux intervalles [0,z — 7] et [x — 1, x| avec n trés petit

b= [ O s [ :(f(t) ~ f@))e — 0t

J/

~N~
Z1a ilb

a—0

. / ) - Fe) - et — 0

car I'(«) —, oo et I'expression (f(t) — f(z))(z —t)*dt est bornée quand a — 0
a—
Pour iy,, grace a (1.9)

, 5 ’ _ e (z—t)** £
< — — ) ldt = — S
““—rmyéﬁx ) [(a) a le TlatD)! as0©
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¢ étant choisi arbitrairement petit, on aura 7y, — 0 (voir [7] p.12).
oa—

Maintenant nous allons définir /* pour « entier négatif comme une limite. Nous allons utiliser (L.6)

et (3)

n—1
lim [°f(z) — lim (Z PO sk, e Fo (x))
a——n a——n o F(af + k + 1)
n—1
. F*(0) koo
_ 1 a+ 1 Jatn (n)
LN CE S i A
= )
Donc on conclut que :
I7"f(z) = lim I°f(z) = f™(z) (1.10)
a——n

1.2.3 Quelques formules vérifiées par 'intégrale

Nous avons déja vu que si & = —n est un entier négatif /% f(x) est une dérivée ni™¢ (en respectant

les hypothéses sur f). Maintenant prenons « un entier positif. Par la formule de composition on peut
écrire
fla)=1" (1" (... 1" f(2)))

/ / / dt dilfn 1- dl’l

Ainsi I" f(z) est une primitive n'*™¢. De plus

I"f

d a+1 _ 1 d : « 1 @
L pasipay md—/ FO)e =1t = s [ 1O = o
= m/o ft)(x —t)*dt = I f(x)
L) = 1°4(2) (1.11)

On peut méme généraliser a un ordre k quelconque :

otk pay = po 1.12
gl @) =171 (2) (1.12)

1.3 Puissances fractionnaires d’opérateurs

Dans cette section on utilise ([6]) comme référence. Soient X un espace de Banach et A : D(A) C
X — X un opérateur linéaire fermé.

Définition 1.3.1 On appelle ensemble résolvant :

p(A)={\ € C; A — A est inversible et d’inverse borné }
Définition 1.3.2 On appelle spectre de A le complémentaire de p(A) dans C et on le note par o(A)

Remarque 1.3.1 e [’ensemble résolvant est toujours un ensemble ouvert de C.
o Si A est borné alors le spectre est un compact de C.

Définition 1.3.3 Ont dit que A est non-négatif si |—o0,0] C p(A) l'ensemble résolvant de A et :

M = sup{|[M(A+ XI)7!||} < +o0 (1.13)
A>0
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Remarque 1.3.2 Puisque A(A+ X)™' = T — XNA+ XN)7Y, et si A > 0 on a clairement que
A(A+ XI)7! est uniformément borné par rapport a \, de plus :

sup||[A(A 4+ XD 7| — sup||A(A+ XD 7| < 1 (1.14)
A>0 A>0

Définition 1.3.4 Ont dit qu’un opérateur linéaire fermé A : D(A) C X — X est sectoriel de type w
avec w €0, 7| si :

(i) o(A) est inclu dans la fermeture du secteur

S, ={z€C\ {0} : |arg(2)| < w}

(ii) de plus, pour tout W' €|w, | la résolvante vérifie :
sup{||z(z — A)7!||: 2 € C\ S} < +0

Remarque 1.3.3 Tout opérateur non-négatif est sectoriel, et tout opérateur sectoriel est non-négatif.

(voir [6] p.7)

Dans tout ce mémoire on ne va utiliser que des opérateurs bornés. La formule qui va suivre, appelée
formule de Balakrishnan, définit la puissance fractionnaire de A pour 0 < R(a) < 1.

Définition 1.3.5 Soient A un opérateur linéaire borné, a € C tel que 0 < R(a) < 1. La puissance
fractionnaire A* de A est définie par D(A%*) = D(A) =X et

sin(ar)

A%p = /m MY+ A) P Agdh (¢ € X) (1.15)
0

™

Si A et non-négatif, 'intégrale définissant A% est convergente en norme. En effet :
sin(am teo _
lasoll = Iy [T e+ 4 g
0
< |sm(om)

<|

<|

1 +o0
|(||/ )\O“l(/\I+A)‘1A¢d)\||+||/1 T+ A) A d))

sin(ar)

+oo
([ AR ars Ay sl ax+ [0+ ) 0] dn)
0 1

sin(ar)

1 “+o00
y((M + 1) 9l / AT g\ 4 MHA(;SH/ A(e)=2 dA) < 400
0 1

car on a .
INTHAL + A) A = XTI = MA+ADTIO)| < (M + 1o AT
INTHAL + A) A = [XTTIA + A) T Ag|| < M2 Ag).

Remarque 1.3.4 — Dans les chapitres 2 et 3, l'opérateur A est défini par des intégrales doubles
et triples. Nous avons €té alors confronté o de sérieuses difficultés pour montrer que notre opé-
rateur est non-néqatif, c’est-a-dire assurer la condition pour pouvoir utiliser la formule
de Balakrishnan. Pour ce faire, nous proposons deés maintenant une classe d’opérateur, notée
Sap, qui permet la convergence de 'intégrale dans la formule de Balakrishnan (au moins dans
le cas de R?).

— En ce qui concerne la notion d’opérateur sectoriel, d’autres auteurs ont été confronté a des
problémes similaires, et ils ont proposé la notion d’opérateur presque sectoriel (voir [§])
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Définition 1.3.6 Soit A un opérateur linéaire borné sur X, on dit que A € S, si | — 00,0[€ p(A)
et da,b € R avec a < b telle que :
— sup |[A(A+ M)A < +o0
0<A<1

— sup [N (A+ M)A < 400
1<A<+00
Remarque 1.3.5 L’intégrale définissant A® converge absolument si a < R(«a) < b en effet :

400 1 +oo

/ AR (AT 4+ A) T Ag|l d\ < / AR (AT 4+ A) T Ag|| d\ + / AR (AT + A) T Ag|| d
o 0 oo 1
< / A== NN T+ A) L Ag|| d) + / AR Nb(NT + A) L Ag|| dX
0 1

pour que les intégrales convergent il suffit que R(a) —a >0 et b — R(«w) > 0.

1.3.1 Application

Comme premiére application, nous allons calculer la puissance fractionnaire de 'opérateur de
"primitive". Soit x € [0, 1], on définit A de C([0, 1]) dans C([0, 1]) par :

0= [ s

Pour appliquer la formule de Balakrishnan il faut montrer que A est non-négatif.

1. Calcul de la résolvante :
Soit g € C([0,1]), on montre qu'il existe un unique f € C([0,1]) tel que g = Af + \f,
en effet :

Af +Xf=g Vrel0,1]
Af+)\(Af)’—g Vr € [0,1]

(Af) + Af— 19 Va € [0,1] (1.16)

pour résoudre cette équation diﬂérentlelle, on utlhse le facteur intégrant :

p(z) = el 3% = ex®

() Af(2)) = yu(x)g()
(A Af(2)) = yeA"g(a)
as@) = [ dawar
Af(z) = % /Oxei“‘”gof) dt (1.17)
or on sait que (Af) = f donc on dérivant par rapport & x on trouve
o) = o) =55 [ e Ko gt at (1.18)

La partie intégrale dans 1} est une convolution entre g et la fonction définie par e~x* donc
on peut écrire aussi :

@) = o) = 55 [ e Vot~ (1.19)

d’ou ’expression de la résolvante

M+ A) ()= < f(x) — v /Off e_%tf(x —t)dt (1.20)
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2. on montre que M = sup||A(A + \I)7|| < +oo :
A>0

(A M) @) =150 - 55 [ e ¥rta—oa

(A2 @) < @+ 155 [ e 3=

1 1 o
A+ A @] < 1 e + 55 / e X f (2 — 1)) dt

(A4 AD7 @) < 5l + 11 / X gt

(A4 A @) < e+ ] "w[—Aeit}j
(A A7 @) < 5l + 1L 0 - o)
[A(A + M) "fllso <2/ £l (1.21)
donc on conclut que :
sup{[[AN(A+ )71} <2 (1.22)
A>0

3. calcul de la puissance fractionnaire de A :

A0 f(z) = SmloT) /0 TN+ A) A S () dA

(e

A0 f(z) = SmleT) /;OO AT — MM+ A) ) f () dA

T
. + 1 €T
A f(z) = Sm(‘”)/ Nl / e~ Xt f(z — t) dt) d\
m
+o0
A% f(z) = Snlam) / / N2 X f (o — £) dt dX
m
Af(z) = sin(am) / fla / AO=2e= %t d\ di
m
A9 () — S0OT / fla / X026~ %t A\ di
m
1 1
soity:—,)\:—,d)\:—@ donc on a :
A Yy 2
Aaf _ Sln / f / y2 « —yt dy dt
y?
sin(am Feo
4 f(2) = /frv—t)/ Y dy dt
1 _
A F(z _ sin(a / fla 04) 0t
on utilise pour obtenir :
1 — oz)
A“ dt
1) = = |, 7

Finalement on trouve que la puissance fractionnaire de A n’est autre que l'intégrale de

Af(x / flz—t)ttat (1.23)

Riemann-Liouville :
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1.4 Quelques fonctions spéciales utiles

On commence par les fonctions de Bessel :

1. La fonction de Bessel de premiére espéce est définie par :

To(2) = kz_o r(szfﬁffl Ty el <o farg(e) < (1.24)

(voir [5] p.102)
2. La fonction de Bessel modifiée est définie par :

+oo
1 2\ 2k+v
— i g (i) = AN , (1.2
I(z) =1i"J,(iz) gF(k+1)F(l€+y+1) (2> |z| < 400, |arg(z)| <m. (1.25)

3. Il existe plusieurs formes intégrales de la fonction de Bessel. On va citer ce qui est utile pour

la suite :
1 1 1 . 1
I'(v+ §)Jy(z) = ﬁ(g)y /_1 (1 — %) "2 dt (1.26)
D+ 2)0u(2) = 5= / "9 (sin () do (1.27)
1 ™
Io(z) = — /0 e dg (1.28)

les formules (1.26) & (1.28) sont valables pour R (v) > —2 (voir [I], volume II p.81)
20(25)'T(y + 3)
V(a2 + g2t

/O " ear g (Ba)r s = R(y) > -1, R(a) > [S3(8)]  (1.29)

(voir [3] p.712 WA 422(6))
/*“’ o) 4 - L)

th T ouD (M)
(voir [3] p.684 EH II 49(19))

4. La fonction de Bessel de premiére espéce, pour z > 0 et v > 0, est réelle, bornée et a un
caractére oscillatoire. Son comportement pour les petites et les grandes valeurs est décrit par
les formules asymptotiques suivantes (voir [5] p.134 (5.16.1)) :

R(y) > —%, R —p) > —1. (1.30)

ZI/

) R — 0 1.31
T A (151)
J(2) m | cos(z — 2y — Sm), st (1.32)
v(2) =\ —cos(z — gmv — o), z 00 .
5. La fonction de Mittag-Leffler & deux paramétre est définie par (voir [2] p.56) :
+o0 Sk
Ea = Y > 0, C 1.33
AD=D rarggy (@2 08€0 (1.33)
la fonction de Mittag-Leffler a trois paramétres est définie par (voir [2] p.97) :
B0 =3 e 2 (Ra) > 0. R(5) > 0, 7> 0) (1.34)
Z) = —_— .
o 2 T(ak + B) k' ’ »
on a la formule suivante (voir [2] p.85 formule (4.10.3)) :
e L(p)T(—p)
Epg(—t)tP tdt = ——~—— 7 0<R(p) <1 1.35
| Eastn P <R <) (1.35)
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6. Comportement asymptotique pour la fonction de Mittag-Leffler (voir [I] volume IIT p.210
formule 22)

soit t, = zae2min/a

am
on a la fonction E, 3 pour |arg(z)| < - est égale a :

N-1
1 16t z " N T
Euop5(z) = a‘ ( )+ZQ » t, Petn — Zl W+O(|z| ), z— 00, |arg(z)| < 5
arg(z nw|<—5- n=

(1.36)



Chapitre 2

L’intégrale de Riemann-Liouville en
dimension 2

L’intégrale de Riemann-Liouville a été généralisée par M.Riesz ([7]) aux dimensions supérieures
dans le cas euclidien et lorentzien et ce de maniére purement formelle. Dans ce qui suit, nous al-
lons retrouver la définition de M.Riesz dans le cas lorentzien & ’aide des puissances fractionnaires
d’opérateurs convenablement choisis. Soit

Q={XeR*z; >0eta’>a3}

FIGURE 2.1 — Le cone

C’est un cone convexe qui définit un ordre partiel sur R2 par: X <Y <= Y — X € Q. Les intervalles
de R? par rapport a cette relation d’ordre sont définis par :

[a,b) ={X €R* /X —a€Qetb— X cQ}

et sont bornés. Introduisons la forme quadratique Q(X) = 2?2 — 2 utile pour la suite.

Soit X = C([0, e1]) avec e; = (1,0). On définit 'opérateur A par A : X — X

a0 =4 [[ s (21)

ou X € [0,e1], t = (t1,t2) et dt = dt,dty. L'intervalle [0, 1] est représenté par la figure suivante :

16
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FIGURE 2.2 — "L’intervalle" [0, e4]

. . . 3 .
Théoréme 2.1.1 La puissance fractionnaire de A pour 1 < a <1 s’exprime par :

A JX) = g [ 10X = 0QGr d

Démonstration 2.1.1 On définit la transformation de Laplace dans R? par :

= /Q/e—<Z,X>f(X

avec Z = (21,22) , Z € Q el {.,.) désigne le produit scalaire usuel de R2.
1. On montre d’abord que l'opérateur A est borné, en effet :

o] =5 [ swa| < 5 [ 1s00a < Sisie [ < i

2. Calculons la transformée de Laplace de Af(X) :

2L(Af(X // ZX)Af(X)dX = //e‘<Z’X>/0Xf(t)dth
[ son

t+Q

L(Z)
Calculons L(Z). Posons X =t+u u €  ce qui implique que :

= //6_(Z’X>dX — €_<th> //e—<Z,u) du
Q

t+Q

#(2)
“+o00 e #2u2 “
:/ / e TR dysduy = / et —| duy
— 2
—uy
ui1z2 __ —Uu122
:/ €_Z1u1<e e )dm 1( 11 )
0 2 22\ 21— 2 21t 2
2 2
Z pr— p—
=237 0w
Finalement on trouve : )
LIAfF(X))N(Z) = < L(f(X))
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3. Caleul de la résolvante (A + A)~!
(a) On pose g = (N + A)7Lf, ce qui est équivalent o (N[ + A)g = f

(M +A)g = £ = M)(2)+ 51 £0)(2) = LANE) = LGNE) = 50 LUN2)

400 _)k

Qz) Q) +3-x_ 1 1 1 _1_1Z
N2 +1 MQZ)+1) A XQ2)+1 A XL Q)

finalement on a trouvé que :

Q(2) 1S (DR

1
QA ¥ e .

1
(b) Pour calculer la résolvante il faut trouver loriginale de W Pour cela on va calculer

> =

la transformée de Laplace de Q(Z)P. Soit

+oo U1l
= //e_<Z’“)Q(u)Bdu = / / e Awmz2u2 (2 28 dyyy duy
0 —u1
Q

on pose ug = wiT , T €| — 1, 1] Uintégrale devient

+oo
/ / —Z1U1—22uUlT 2/3-1-1(1 _ TZ)Bdeul

—28-2

=120+ 2)/ <21 + 722) (1—715HPdr

-1
25 +2); s
28 +2)z e — /le—TZ’BdT
r(2s Z <Z> J o
X : Lla+7) . . o

ot (a); = ala+1)...(a+j—1) = I(a) désigne le symbole de Pochhammer. L’intégrale

w =0 st 7 est impaire donc on a :

w = / 1 - 72 /0 (1 —1%F = /O (7-2)#%(1 —Bd(r?) = F(é—(i_ﬁﬁlrl(f ;1)

2 21
B=T(28 +2):%" QZ 25+2 o I (/Bglrl(f‘%*')l) <z_j>

Pi+3) _ Tl+3) _ Vrl(+3) V&
FRi+1) DEU+3) 22T+ HT(+1) 220

[(28+4+2)(28+2)y  T'(28+ 21+ 2) 92621 (3 4 [+ 1)T(B + I+ %) B 9264211

On a :

= = T(6+I+1
L(B+1+3) L(B+1+3) VID(B+1+32) VT (5 )
On remplace dans B on aura :
!
ap B I+ DB 1) () apen ) on 2+°° P
B =z lZ ; ol B AR A GRS l
—0 —
_ 22B+1F(5 + 1)221—26—2 (1 _ <§)2) 225“1“(5 + ) _ 22 —B-1

21



CHAPITRE 2. ’INTEGRALE DE RIEMANN-LIOUVILLE EN DIMENSION 2 19

26+1 2
//e_<Z’“>Q(u)5du _2 Q{Z()Bﬁjll) (2.5)
Q

(¢) Détermination de (A + M)~'. Dans notre cas, B =k donc

En définitive on obtient :

1 Q)
£ (Q(Z)k+1)(“) T 9% (k 4 1)2

fl 1 _ (—1)F p_ I (CDP Q) k1 Q(u)
£ (Q(Z)+§)(“) —;(m%w@(m _5;:0 (k!)2( AN ) =50y )

ot Jy est la fonction de Bessel de premiére espece d’indice O d’une variable. Et finalement :

M+ A)f(X) = -5 // Jo(

4. Pour pouvoir appliquer la formule de Balakrishnan a notre opérateur il faut montrer que soit

A est non-négatif (condition 7 ou bien qu’il est dans une classe S, (définition .

On a
M+ A)TAF(X QA//

pour X €]0,1] : ont sait que /xJo(x) est bornée pour tout x > 0 d’ou IMy > 0 tel que

|vVado(z)| < My et donc
L LY Q)\i, . [QW)
'<M+A> Af(X)‘ %Az/ ) o S| = w)ldu

< [ flloMo o

f ooMO du

T2l //0 Q(u)i
—_————

<400

V(X —u)du (2.6)

V(X —u)du (2.7)

— sup [AT(A + A) P A| < 400 (2.8)
0<A<L1

pour A €]1,400[: dans ce cas on utilise le fail que Jy est bornée par 1, donc Uintégrale sera
bornée par || f|loo. Ainsi

= sup MM+ A)TA| < oo (2.9)

1<A<+00

. 3
Nous avons réusst ¢ trouver a = 1 b=1 tels que A € S,p.

3
5. Application de la formule Balakrishnan. Soit 1 <a<l

A% f(X)

:sin(om)

/+Oo AT+ A)TPAF(X)dA

7sln(a7r) /0+°° Aal QA / / JO(\/T (X—u)d)\>du
2:” /+oo// A2, \/@)ﬂX JdAdu
smz(;w // FX _udu/+oo)\a 2J(W)

t:ﬁ sin(a // (X / (Q(u)> Jo()2Q<>t

t2

_sin(a // FX —u)Q )f’é—ldu/joo ;(;(th

—_2Q(u)
dA=— =g dt
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donc on a :

a0 = 29 7 i - an [ 5 (2.10)

T
On utilise la formule . Dans notre cas on a v =0, p=2a—1. Alors

1 1 1
— 2a—1>——:>2oz>—:>04>1
— 2a4+1>-1= 2a+1>-1=a<l1
donc on peut utiliser cette formule pour 'intégrale en t

/+°° Jolt) ,, _ T~ )

t2a71 2204711"(04)

et on remplace dans :

A0) = gtk 2 [ 0 - wta

on utilise on trouve :

AJ(X) = g / /0 F(X = w)Q(u)*du 2.11)

Cette formule est reliée a l'intégrale de Riemann-Liouville /%, introduite par Marcel Riesz, par 'ex-

pression :
AY = [* (2.12)

our o € 31
p Rk



Chapitre 3

L’intégrale de Riemann-Liouville en
dimension 3

Dans ce chapitre nous allons appliquer le méme procédé que le chapitre précédent mais en di-
mension 3. Le cone convexe

Q={XeRz >0eta]>ax5+23}

FIGURE 3.1 — Le Cone

définit un ordre partiel sur R® par X <Y <= Y — X € Q. Comme le cas précédent, les intervalles
de R3 par rapport a cette relation d’ordre sont définis par :

[a,b) ={X €R* /X —a€Qetb— X cQ}

et sont bornés. Introduisons la forme quadratique Q(X) = a3 — 22 — 3. Soit X = C([0, e1]) avec

e; = (1,0,0) On définit I'opérateur A par A : X — X avec :

a0 =5 [[[ soa (31)

ou X € [0,e1], t = (t1,t2,t3) et dt = dt,dtsdts. L'intervalle [0, e;] est représenté par la figure suivante :

21
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FIGURE 3.2 — "L’intervalle" [0, 4]

Théoréme 3.1.1 La puissance fractionnaire de A pour ay < a < a s’exprime par :

N

X —u)Q )TQ_ du

AT(X) =

\/_2305 1F ?04
0u ag, oy €0, 1] restent a déterminer.

Démonstration 3.1.1 On définit la transformation de Laplace dans R® par :

- ///e—<ZvX>f(X)dX (3:2)

1. On montre d’abord que l'opérateur A est borné, en effet :

00| = oe| [[[ ] < o [[[ 1swnar < st [ ar < "Dy

2. Calculons la transformée de Laplace de Af(X) :

2L (Af(X) = 27r/// 2XAf(X)dX = /4/e—<va>//0Xf(t)dth
- I rn

t+Q

avec Z = (z1, 29, 23) € Q.

(-

L(Z)
Calculons L(Z). Posons X =t+u, u € Q ce qui implique que :

- fffeenas-con [

t+Q
%,_/
?(Z)

Pour calculer ¢(Z) on doit paramétrer le cone en coordonnées polaires
Uy = ug, uy = pcos(f), us = psin(0)

On fait de méme pour Z :
21 =21, 29 =71cos(p) , z3 =rsin(p) O<uy <+4o00,0<p<u;,0<6<2r

21Uy + 2oug + z3u3z = zuq + rp(cos(d — p))
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Donc on a :

+o0 ul 27
¢<Z) :/ / / e—z1u1—rp(cos(6—go))pd9 dpdu1
0 0 0

+00 ul 27
_ / / / eleulfrp(cos(e))pde dp du1
0 0 0

+00 u1

27 e 1 oy (rp)pdp duy

+oo O+oo
=27 / e 1 [o(rp)p duy dp
0

2 oo

— —/ e AP Iy(rp)pdp
21 0
o0r [T

= — e P Jo(irp)pdp
21 Jo ]
On utilise la formule . Dans notre cas on a :

Yy=0>-1, a=2z>[3(0)|=r=/u+ u3

27 221F(%) 27
Z = — 3 s 3
= <ﬁ<zf—r2>z> Q)

LIAF(X))(Z) = L(F(X))(Z) (3:3)

ce qui donne

puis enfin

3. Caleul de la résolvante (A + A)~!
(a) On pose g = (N + A)7'f ce qui équivaut a (A + A)g = f

1
M+ A)g= AC(g)(Z) + ~L(9)(Z) = L(f)(Z
( )g = [ <= A(9)(Z) GE (9)(Z) = L(f)(Z)
_ Q2
= LO)(7) = N
Q2  _Q2e+3-3 1 1 1 _1_1*2” (=D*(3)"
AQZ):+1  MQ(Z)F+1) A XNQZ)4++ A N Q7))
c’est-a-dire
Qz): 1 133 (DG oy
A2+ A N Qz)i o4
(b) Pour calculer la résolvante il faut trouver loriginale de LZ?,)?, pour cela on va
AQ(Z)z +1

calculer la transformée de Laplace de Q(Z)P. On note cette transformée par H

H = / / / e~ Q) du
Q

On utilise le changement de variable précédent :
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+o0 2w
/ / / e~srmrpeos®O) (2 _ V8 5 dl dp duy p=uT,dp = urdt
—+00 s
/ / / et (z1+rT cos(9)) 2,3+2(1 ) +db dr du1
=T1'(26+ 3) / / (21 4 r7cos(0)) 2231 — 72)Pr df dr

['(28 + 3)z, ~26- 3/0/0 (1—1——7’008(9))’25’3(1— Q)ﬁTd(ng

21
2 2
T'(26+3)z "~ 32 6+3J r / / cos(0)! (1 — )P dh dr

/0%(608(9))%9 - /Oﬂ<cos<e>>fde+ / (cos®) d8  6—0+n

o Uy

= /o (cos(6))? db + /OW(— cos(8'))! do’
cos(f) =t 6 = arccos(t)

= (1+ (1)) f; (cos(8)) do {da dt

= (14 (=1)%) /_11 t(1—%) 2 dt

pour j =2m on a :

/OZW(cosw))j o :4/01t2m(1—t2)%dt
L(m+35)(3)

= 2/0 ()2 (1 — 372 d(?) = 2 Tt 1)
/ PN - P dr = %/ (1 — 7% d(7?)
°  T{m+1)0(B+1)
- T(m+3+2)

donc on a : . .
) s 2 (26 + 3)am Tlm + DDA T(m+ DTE+1) 7
H =T(26+3)7 ;) Gl Tl Tmidid o)
B 2 3 m L Hrdr 1
253, 2m+26—|—3) T \om
Zm'F (m+B+2) 2z 2

= 9 54 DT+ 5 +2)
26—
LB+ 1= \/_Z m‘F(m+ﬁZ—i—2)

m=0

<6+1> —28— 3226+2\/—Z m‘|‘5+ )( )Qm

21

(=—)>"

22’1

oy
7

=T(B+ DB+ 3)z 27

D4 105+ B f(_)
=T(B+ 1)I(B+ 3)22+2/7Q(Z) P2

d’ou la transformée de Laplace de Q(u )

2n0(25 +2)

L@u))(2) = =5 2
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(c) Détermination de (A + \I)~1

dans notre cas, = §k donc on a :

SV __Qme*
£ (Q(Z)§k+2)<u) ~ 2aT(3k + 2)

1 <% —1)* 3
£ ; (w) = kz:; zmk(r(gac +2) (Q)2)*

LR (= b
T o F(3k+2)( Y

donc finalement on a :

M+ A)Hf(X) =< 27m2/// Es3o(— g)f(X—u)cm

(d) La formule précédente montre que | — 0o, 0[C p(A), donc il reste & montrer que :

25

(3.6)

M = sup{||N(A+X])7||} < +oo ou bien que A est dans une classe S, . Malheureusement
A>0

nous n'avons pas réussi & montrer ceci. Ce que nous conjecturons pour achever ce travail.

4. Calcul de la puissance fractionnaire :
1 ) _
AL+ A)TAF(X) = o— /// B (— )f(X u)du

Sy
A F(X) = = Sm(o‘” /+OO/// A2E,, Qw? VF(X — ) dud)

A F(X) = 1 sin(am)

2 T

u)i)f(X—u)dud/\

T A
Aaf( . 1 SIHSTOHT // f —U /0+oo A& 2E (—%)dAd
Soit les variable : Q%\L)z A= )5 ,dA = —Q(Z)gds

) £ 1] [ (@) 8

A f(X) = L sinfam /// X —u)Q(u)2@ /O+°° (%)aEz,z(—S)deu

or on a d’apres la formule
Hoo I't—a)l I'l—a)l
L LT (T
0 _

donc :

N _ 1 sin(a %QIF(I—Q)F(O{)
100 = 5 2 7 s - mote i

et on conclut que :

a0 = e [ s iautena

(3.7)
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En utilisant la formule de duplication ,on a:

3 1 1 3 3
F'Ba—1)=T2(za—-

20 2V Ur 277\

L expression s’écrira alors :

) = =2 CaGa - 3)

1
2

3

A0 = e [[[ - wew e s

2

Cette formule est reliée a I'intégrale de Riemann-Liouville, introduite par Marcel Riesz, par 'expres-

sion :

J4a ::[3a

3.2 Application a I’équation des ondes dans R’

(3.9)

On a d’abord deux propriétés analogues a celles citées en dimension 1. En effet, si on note par [J

I'opérateur des ondes (le d’Alembertien) ie;

o* 9 0P

~— 9.2 9.2 9.2
Ory Or; 0z3

on a :
Propriété 3.2.1 Soient a et 5 avec R(a) > 1 et R(B) > 1 alors :
Jo[P = JotP
C7e+? — Je
voir([7] p.04 et p.32)
Remarque 3.2.1 On peut aussi prouver que [°f(z) = f(x) voir([7] p.05)

e La formule[3.11] est importante, car en prenant o = 0 on aura :
O f(x) = I°f(2) = f(x)

i@ =5 [[[ 1 —waw 2

voir([7] p.04). 11 est clair que :

Oron a:

Pf(x) = (f* g)(x)

1 1
= siz €

g(x) =< 27 /Q(x) 2m\/2? — a2 — 3

0 sinon

avec

Donc on a :
O(f*g)=f=(f*9)
ce qui implique que :
(f +DOg) = (f =0)
f étant quelconque on aura :
Og=2¢

ce qui implique que g est une solution élémentaire du d’Alembertien.

(3.10)

(3.11)



Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire, l'objectif de retrouver les définitions données par M.Riesz de l'intégrale de
Riemann-Liouville en dimension 2 et 3 dans le cas Lorentzien a été atteint dans une large mesure. Il
manque cependant la démonstration que I'intégrale dans la formule de Balakrishnan converge dans
un sous-intervalle de ]0, 1[. Nous comptons remédier a cela dans un travail prolongeant ce mémoire.
Comme perspectives nous pouvons d’abord projeter d’étendre cette approche, a savoir la théorie des
puissances fractionnaires d’opérateurs, au cas d’une dimension quelconque toujours en relation avec le
cas Lorentzien et I’équation des ondes. La difficulté qu’il faudra surmonter est celle de la convergence
de 'intégrale dans la formule de Balakrishnan. Ensuite, on pourrait essayer d’entreprendre de faire la
méme chose dans le cas discret, c’est-a-dire démarrer avec une formule discréte approchant 'opérateur
A et lui appliquer la théorie des puissances fractionnaires pour récupérer une approximation de A®.
Cela pourrait avoir des conséquences intéressantes sur la résolution numérique de problémes liés a
I’équation des ondes.
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