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Chapitre 1

Introduction

Dans la nature, deux populations peuvent étre influencées I'une sur 'autre, ainsi
lorsque 'effectif d’une population varie, ceci peut avoir des répercussions sur 'effectif
de 'autre. Parmi ces interactions, il y a la prédation qui est comptée positivement pour
I'une des deux especes. La prédation est une relation trophique, une relation biolo-
gique dans laquelle un individu (le prédateur) se nourrit d’autre individus les (proies).
D’apres les statistiques, les poissons se sont les plus pratiquant de la prédation, sur-
tout les poissons brochets qui vivent dans les rivieres d’eaux douces. Ils capturent des

grandes quantités des petits poissons.

En Mathématique, les premiers modeles de la dynamique de plusieurs especes en
interaction sont de type prédation. Dans ces modeles, I'interaction des individus d’une
méme espece n’est pas la seule qui modifie la stratégie de la dynamique des popu-
lations des proies et des prédateurs, mais aussi l'interaction entre les individus des
especes différentes. On représente cette interaction par des fonctions appelées fonc-
tions réponses ou réponses fonctionnelles. Parmi ces modeles, le modele de Lotka-

Volterra avec réponse fonctionnelle de type Holling 1T :
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Introduction

( dzgﬂ = ra(t)(1- %) — o(2)y(t),
dzz—(tﬂ = ag(@)y(t) — py(t), )
[ #(0) >0, y(0)>0

Ou z,y désignent respectivement les densités des proies et des prédateurs, r, k sont
des constantes positives qui indiquent respectivement le taux moyen de croissance
intrinseque des proies et la capacité de charge des proies de ’environnement qui est
souvent déterminée par les ressources de maintien disponible, o > 0 sont des coefhi-
cients d’'interaction entre les deux populations, u est le taux de mortalités naturelle

dx(t) dy(t
des prédateurs, les dérives ( ), y(t) représentent la variation des populations au

cours du temps et ¢(x) est la réponse fonctionnelle de type Holling II.

Holling a proposé sa réponse fonctionnelle en 1959 en mettant en évidence la

saturation du prédateur car les capacités physiologiques du prédateur sont limitées.

Un prédateur ne peut capturer qu'un nombre fini de proie méme si la quantité des
proies est tres élevée, ce qui exprime la réponse fonctionnelle de Holling II (ou
Michaelis-Menten) :

ol h est un constant strictement positive qui désigne le taux de saturation, c’est a
dire le taux maximum de consommation de proie. D'un point de vue biologique, le
terme ¢(x) qui désigne la réponse fonctionnelle des prédateurs a la modification de la
densité des proies démontre généralement un certain effet de saturation de capture,
c’est pourquoi, la fonction ¢(x) dépend uniquement de la densité des proies x. Ainsi,

cette fonction est souvent appelée fonction de réponse dépendante des proies.

Sur la base de la fonction de Holing II (ou de Michaelis-Menten de type II),
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Introduction

Arditri et ses collaborateurs proposent la fonction suivante :

axr

T y ax
2 = — . 1.2
¢1(y) h—l—f hy + x (1.2)
Yy

Une telle réponse fonctionnelle est généralement appelée fonction de réponse dépendante

du ratio <§) Ce type de réponse correspond notamment au partage de la ressource

entre les prédateurs .Donc le modele ([1.1) avec la nouvelle fonction réponse (1.2)
s’appelle modele ratio dépendant d’Arditri Ginzburg [2].

La variations de population ne dépend pas seulement du temps mais dépend aussi
des structures d’individu aux propriétés varie comme l’age la taille ...etc. L’age est
I'un des parametres les plus importants et les plus significatifs structurant une po-
pulation. De nombreuses variables internes, au niveau de l'individu isolé dépendent
évidement de l'age, parce que un’age différent implique différentes capacités de re-
production et de survie, et aussi différents comportements.

Pour cela Lotka-McKendrick ont proposé un modele linéaire qui prend en considération
la variation d’age pour modéliser les population structuré par 'age.

D’abord, on définit la fonction u(t,a) comme étant la densité de la populations qui
ont I'age a l'instant t.par rapport 1" age (on note a > 0 I’age de l'individu a l'ins-
tant t), on appelle aussi la distribution d’ age d’une population. Il est modélisé par

I’équation suivante :

ou(t,a) N ou(t, a)
ot Oa

avec la condition initial :

= —p(a)u(t,a), a>0.

u(0,a) = up(a),

et la condition au bord :
u(t,0) = B(t).

Dans ce mémoire, nous allons développer les résultats obtenus dans l'article de
Hui Tang, Zhihua Liu [12], nous étudions un modele mathématique qui prend en

considération la prédation et la structure d’age en méme temps, et nous analysons
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Introduction

la bifurcation de Hopf pour le modele proie- prédateur avec la structure d’age des
prédateurs. Combinés a une analyse de stabilité locale et a des simulations, ils sont
démontré que ces modeles ont la capacité de produire une dynamique plus complexe

et plus raisonnable.

Au cours de ce mémoire, nous allons formuler le modele en tant que probleme de
Cauchy abstrait dont sa partie linéaire est un opérateur a domaine non dense, et nous
essayons d’étudier le modele a 1’aide de la théorie du semi-groupe intégrée et de la
bifurcation de Hopf. En outre, I'existence de la bifurcation de Hopf fait 'objet d’une
enquéte et les simulations numériques sont également présentées pour appuyer nos
conclusions.

A noter que notre parametre de bifurcation 7 représente I’age de maturation de la
population des prédateurs.
Les résultats montrent que lorsque le parametre de bifurcation passe par une valeur

critique, des bifurcations de Hopf se produisent.
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Chapitre 2
Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notations et résultats (théorie spectrale,

semi-groupes, bifurcation de Hopf, ...) qui nous seront utiles dans les chapitres intérieures.

2.1 Espaces de Lebesgue et de Sobolev

Définition 2.1 [11] Soit Q un ouvert de R"™ muni de la mesure de Lebesgue, [’espace
de Lebesque L' est l'espace des fonctions a valeurs dans R dont la valeur absolue

(ou lespace des fonctions a valeurs dans C dont le module) est intégrable au sens de

| fllr = (/Qlf(mﬂdx).

Lebesgue. Sa norme est :

Définition 2.2 [11] Soit Q un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesque dx et

soit p € R avec 1 < p < 00, lespace de Lebesque LP(S2) est défini par :

P(Q)={f:Q—=R;f mesurable et |f[’ € L'}.

£l = [ 1) "

On note :

la norme de l’espace LP .

13



Théorie spectrale Préliminaires

Définition 2.3 [11] Soit Q un ouvert de R™. L’espace de Sobolev, noté WP(Q) est
constitué des fonctions de LP(S)) dont chacune de ses dérivées partielles au sens des

distributions s’identifie a une fonction de LP(Q)). Plus précisément,
WP (Q) = {u € LP(Q),3g € L*(Q) tel que/ up'de = — / gpdz, Y € Cy}.
Q Q

Définition 2.4 (Espace des fonctions continues a support compact)[11]
Une fonction continue f : Q@ — C est a support compact s’il existe un compact
K C Q tel que f vaut zéro sur Q\ K. Nous définissons l'ensemble des fonctions

continues a support compact sur €2 par :
Co(2) ={f : Q — C: festcontinue et a support compact}.

Le support de f dans ) est

supp(f) ={z € Q: f(z) # 0} C Q.

2.2 Opérateurs bornés et opérateurs compacts

Définition 2.5 (Opérateur borné[11l])
Une application linéaire L entre les espaces vectoriels normés X et Y est appelée
opérateur borné s’il existe un réel M > 0 pour lequel, pour tout u € X, ['inégalité

suivante est réalisée :

[ Lully < Mllul|x.

Le plus petit des majorants M est appelé norme de lopérateur de L, et noté ||.|| z(x,v)-
De plus, on dit que l'opérateur L est borné sl est continu en 0, ou s’il est continu

sur X.

Définition 2.6 (Opérateur compact[11])

Soient E et F' deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire borné A de E dans F
est dit compact si A(Bg(0,1)) est compact dans F.

L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F est noté K(E; F). Si E = F alors,
on note KC(F).

14



Théorie spectrale Préliminaires

2.3 Théorie spectrale

Cette section est consacrée de la théorie spectrale : valeur propre, vecteur propre,

ensemble résolvant et spectre.

Définition 2.7 (Valeurs propres et vecteurs propres[20]) on considére un es-
pace vectoriel E sur un corps commutatif K de dimension finie. Les éléments de E
sont les vecteurs et ceur de K sont les scalaires.

On notera v : E — E un endomorphisme.

Un scalaire X est dit valeur propre de w s’il existe un vecteur x € E non nul tel que
u(z) = Az,

Les valeurs propres de u sont donc les scalaires A € K tels que (u — N d) n’est pas
injectif (autrement dit son noyau n'est pas réduit au vecteur nul).

Le vecteur x est dit vecteur propre associe a la valeur propre .

Définition 2.8 (L’ensemble résolvant et spectre[20])

Soient F un espace de Banach, A : FF — F une application linéaire continue.
1. On appelle spectre de A, l’ensemble
og(A)={ e K: (Mg —A) non inversible}.

Tout scalaire \ € o(A) est dit valeur spectrale.

Le rayon spectral de A noté r(A) est défini par

r(A) = sup{|\[, A € o(A)}.

Et on a toujours r(A) < ||A||r.

Si o(A) = &, alors, par convention, on pose r(A) = 0.

2. On appelle spectre continu de A, l’ensemble
0(A)={NeK: (Mygrp—A) est injectif,
Im(AMyp — A) est dense mais distinct de F}.
3. On appelle spectre résiduel de A, ’ensemble

o (A) ={AeK: (Myr—A) est injectif,Im(Aazp—A) est non dense dans

15

F}.



Semi-groupe continu de contraction Préliminaires

4. On appelle spectre essentiel d’un opérateur linéaire fermé, l’ensemble

Oess(A) :={N € K; (Myr—A) n'est pas un operateur de Fredholm d'indice

lopérateur de Fredholm est un opérateur borné L entre deux espaces de Banach
X et Y ayant un noyau de dimension finie et une image de codimension finie.

On peut alors définir ["indice de l'opérateur comme
ind(L) = dim(ker L) — codim(ImL).
5 On appelle spectre ponctuel de A, ’ensemble

op(A) ={A € K: X waleur propre de A}.

Une valeur propre de A est une valeur spectrale et on a toujours o,(A) C o(A).
On appelle espace propre associé a la valeur propre A € o,(A), le sous-espace
vectoriel Ker(Ayr — A) # {0}.
On appelle multiplicité géométrique d’une valeur propre A € 0,(A) la dimension
de Ker(AMyp — A) et multiplicité algébrique, la limite de dim Ker(Alp — A)®
quand k — +o0.

6. On appelle ensemble résolvant de A, [’ensemble

p(A) ={AeK: (AMygr— A) est inversible}.

Tout scalaire \ € p(A) est dit valeur résolvante et l’application :

R\(A) = (\up — A)™H € L(F), YA€ p(A)

est appelée la résolvante de A.

2.4 Semi-groupe continu de contraction

Soit E un espace de Banach.

Définition 2.9 [7] On appelle semi- groupe fortement continue de contraction toute
famille d’opérateurs linéaires bornées {T(t)}1>0 : E — E qui vérifie les conditions

sutvantes :

16
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Semi-groupe intégré Préliminaires

e 7(0) = Ig.
[ T(tl + t2) = T(tl) o T(tg), th, tg 2 0.
o |T()]lem < 1.
) 11\1{13T(t)x =z, VYx € E. Un semi groupe fortement continue est appelle aussi
un Cy semi-groupe.
Définition 2.10 (Générateur infinitésimal[7)])
On appelle générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contraction {T(t)}i>o,

Popérateur linéaire A défini sur ’ensemble

T(t)x —
D(A) = {x € F: lim Tz eviste dans E},
t—0+
par :
Tz —
(Vo€ D(A)) Az = lim LT
t—0+ t

Exemple :[7]

L’opérateur linéaire T'(t) = e~ est un semi-groupe continu de contraction sur R.
v T(0) = Ig.
V T(t) +ty) = e7litt2) — gmatig=ate — Tt 4+ 1,) Vi, 1y > 0.
VAITOl e, < 1.
v lim T(t)z = lim ez =2, Vz€E.

t—0+ =0+
Définition 2.11 (Semi-groupe exponentiellement borné|7])
Soit {T(t)}i>0 un Co-semi-groupe dans E, soit A son générateur infinitésimall.
On dit que {T'(t)}+>0 est un semi-groupe exponentiellement borné si 3w > 0 et IM > 1
tels que :
|T(t)| 2y < M exp(wt), vVt >0

et on note {T(t)}+>0 € Sg(w, M).

2.5 Semi-groupe intégré

Définition 2.12 [18] On appelle semi-groupe intégré toute famille d’opérateurs linéaires

continues {S(t)}i>o0 : E — E qui vérifie les conditions suivantes :

17



Semi-groupe intégré Préliminaires

. 5(0) =
e [application t — S(t)u est continue sur [0,+o00[ Yu € E.

o S(t) vérifie :
S(s)o S(t) = /S(S(T +1t) = S(r))dr =5(t)o S(s), Vt,s>0.

Le semi-groupe intégré {S(t)}i>o0 est non-dégénéré si

St)r=0=2=0, Vt>0.

A partir de Thieme [21)], un opérateur linéaire A : D(A) — E est un générateur

infinitésimale d’un semi-groupe intégré non-dégénéré {S(t)}i>o si seulement si :

<V336D(A)> yzAx@S(t)x—tx:/OtS(s)y ds, Vt>0.

Exemple [ 8] Soit {T'(t) }+>oun semi-groupe continu sur un Banach E, alors la famille
fo s)ds est un semi-groupe intégré sur E.
fo s)ds = 0.

v lin} S(s)u = lim( [’

s—t 0

T()dlyu = (fy T()dl)u = S(t)u, Yu€ E.

VO[5S 4ty = Ser))dr = [T T)dl — [ T()dl)dr

On utilise la relation de Chasles, on trouve

Jy (S +8) = S(r)dr = [ ([7 T(W)dl)dr

Lorsque on fait le changement de variable ¢ = —r + [, on trouve :
fo (r+t)—S(r) dr—fo(f gO—I—T)dgo)d

18



Théoreme de Hille-Yoshida Préliminaires

Puisque {T'(¢) }+>0 est un semi-groupe continu sur un Banach E, alors :
T(p+r)=T(p)oT(r),

ceci implique que,

Jo(S(r+1t) r))dr = |3 fo (r)dedr = S(t) o S(s).

Définition 2.13 (Le semi-groupe localement lipschitzien[18])
Un semi-groupe intégré est dit continu localement lipschitzien si : pour tout t > 0, il

existe une constante positive K telle que :

15(r) = S(s)lemy < K |r = sl ¥s,r € (0,1).

2.6 Théoréme de Hille-Yoshida

La théorie de Hille-Yoshida est un outil fondamentale reliant les propriétés de dis-
sipation de l'énergie d’un opérateur non borné A : D(A) C E — FE ( E espace
de Banach) a lexistence et 'unicité et la régularité des solutions d’une équation

différentielle,

dx(t)
i Az (t), o)
z(z) = xo.

Ce résultat permet notamment de donner I'existence, I'unicité et la régularité des solu-
tions des équations aux dérivées partielles d’une maniere plus efficace que le théoreme

de Cauchy-Lipschitz-Picard, plus adapté aux équations différentielles ordinaires.

Définition 2.14 (Les opérateurs dissipatifs, m-dissipatifs[18])
Soit E un espace de Banach. Un opérateur (A, D(A)) est dissipatif si :

Vo € D(A), VA >0,z — Ma|g > [|2]|x.

Si de plus VA > 0,(lag — AA) est surjectif on dit que (A, D(A)) est maximal-
dissipatif (ou m-dissipatif).

19
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On peut montrer que VA > 0,1d — \A est surjectif si et seulement si

AN tel que  (Iaqg — Mo A) est surjectif.

En pratique pour montrer qu’un opérateur est m-dissipatif, on montre d’abord qu’il
est dissipatif et on résout ensuite un probleme variationnel pour une valeur Ao bien

choisie (par exemple avec le théoreme de Lax-Milgram).

Définition 2.15 (Opérateur de Hille-Yoshida [18])
Soit {T'(t)}i>0 € Sg(w, M), A son générateur infinitésimal et il existe M > 1,w € R.
Alors pour tout X € p(A) on a :

M

Théoréeme 1 (Premier Théoréme du Hille-Yoshida[13])
Soit E un espace de Banach et A : D(A) — E un opérateur non borné. On a

I’équivalence :
1) (A, D(A)) est m-dissipatif a domaine dense.

2) (A,D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continue de contrac-

tion.

Théoreme 2 (Deuxiéme Théoréme du Hille-Yoshida[13])
Soit E un espace de Banach et A : D(A) — E un opérateur non borné. Les propriétés

sutvantes sont équivalentes :
1. A satisfait la condition de Hille-Yosida.

2. A est le générateur d’un semi-groupe intégré localement lipschitzien.

2.7 Théoreme du point fixe de Banach-Picard

Définition 2.16 (Applications contractantes[8]) Soient E,F deuz espaces de
Banach, et soit T : E — F une application.
On dit que T est une application contractante si I\ € (0, 1) tel que :

| T2z —Ty-F < M|z —y||g; Vz,y € E.

Théoréme 3 (Point fize du Banach-Picard[8])

20



Bifurcation de Hopf Préliminaires

Sotent X un espace de Banach et F une partie fermé de X; T : FF — F une appli-

cation qui vérifie :

Alors, il eziste un point five unique u € F solution de T'(u) = u.

Lemme 2.1 (Lemme de Gronwall[5])
Soient f,q ety trois fonctions continues sur un segment [0,T] a valeurs positives, et
vérifiant l'inégalité :
t
v) < FO + [ alo)ls
0

Alors, pour tout t dans [0,T]

y(t) < f(1) + /Ot F(0g(s)el o) g,

2.8 Bifurcation de Hopf

La bifurcation de Hopf est une bifurcation locale dans laquelle un point fixe d’un
systeme dynamique perd sa stabilité tandis qu'une paire de valeurs propres complexes
conjuguées de la linéarisation autour du point fixe franchissent ’axe imaginaire du

plan complexe.(voir [9])

Définition 2.17 Un cycle limite est une trajectoire périodique fermée isolée.

Une trajectoire fermée est une orbite non réduite a un point et qui revient a la condi-
tion initiale apres un certain temps.

Isolée : signifie que les trajectoires voisines ne sont pas fermées, elles spiralent au-
tour du cycle limite en s’en éloignant ou en s’en approchant. Si toutes les trajectoires
voisines s’approchent du cycle limite, le cycle est dit stable ou attractif, sinon, il est
dit instable.

Remarque :

Les cycles limites sont des phénomenes non linéaires, ils ne peuvent pas apparaitre
dans les systéemes linéaires (un systeme linéaire — = Ax peut avoir une orbite fermée

mais ne sera pas isolée. En effet, si x(t) est une solution périodique non constante,
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ax(t) aussi, donc x(t) est entourée d’orbites fermées non réduites a4 un point).
Pour montrer I'existence d’un cycle limite le théoreme le plus utilisé est le théoreme

suivant :

6000 T T T T
4000 B
2000 4
0F .’ i i B
-2000 B
4000 B

-6000 - B

_8000 Il 1 1 1 1
-6000 -4000 -2000 0 2000 4000 6000

F1GURE 2.1 — Cycle limite

Théoréme 4 (Poincaré-Andronov-Hopf (P-A-H)[9])

x
Soit le champ de vecteurs = f(z,¢), avec ¢ est un paramétre de bifurcation (¢ € R)
et x € R" et soit x. un point d’équilibre du systéme.

On considére la linéarisation suivante :

pri Df(x —e,c)x.

Ou Df(x—e,c) est la matrice jacobienne du systeme calculée au point d’équilibre ..

St toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne ont une partie réelle négative a

Uexception d’un pair de valeurs propres complexes conjuguées y(c)£iw(c) qui vérifient

les conditions :

(H1) Sicy le point de bifurcation alors ces deux valeurs propres doivent traverser l’aze
imaginaire 4 ¢ = co : Y(co) =0, w(cy) >0 et +'(co) # 0 (appelé condition de
transversalité) .

(H1) Quand c = ¢y il n’y a pas d’autre valeur propre avec une partie réelle nulle.

Alors sous ces conditions, il y a une naissance en ¢ = ¢y d’un cycle limite de
2m

w(co)

période T =
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Comment trouver la valeur de bifurcation et conclure ’'exis-

tence d’une bifurcation de Hopf

Considéreront le systeme différentielle suivant :

dx(t)
dt = f(-T,y,C),

(2.2)
d:l;—f) = g(‘rayac)'

Il admet deux valeurs propres conjugués A(c) = Re(c) £ ilm(c).

Valeur de bifurcation

La valeur de bifurcation ¢y est la valeur qui annule la partie réelle de ces valeurs

propres, c’est a dire, Re(co) =0 .

Condition de transversalité
dRe(c)

Si wE

le=e, 7 0 alors on a 'existence d’une bifurcation de Hopf.

2.8.1 Les types de bifurcation de Hopf

Il existe trois cas de bifurcations de Hopf possibles[d] :
Si v (co) >0 :

— Bifurcation de Hopf dégénérée : lorsque ¢ = cg, il existe des trajectoires
concentriques autour du point d’équilibre.

Le point d’équilibre correspond alors a un centre.

— Bifurcation de Hopf super-critique : lorsque ¢ = ¢ le point d’équilibre est
asymptotiquement stable, et il existe ¢* > ¢, tel que Ve vérifiant ¢y < ¢ < ¢*
le point d’équilibre devient instable est entourée par un cycle limite asymptoti-

quement stable dont I’amplitude est proportionnelle a /¢ — ¢q.
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— Bifurcation de Hopf sous-critique : lorsque ¢ = ¢y, le point d’équilibre est
instable et il existe ¢* < ¢g, tel que Ve vérifiant ¢* < ¢ < ¢y le point d’équilibre

devient asymptotiquement stable est entourée par un cycle limite instable dont
I'amplitude est proportionnelle & /|c — co|.

FIGURE 2.2 — Bifurcation de Hopf dégénérée

stable

instable

bifurcation supercritique bifurcation sous-critique

FIGURE 2.3 — Bifurcation de Hopf super-critique et sous-critique

Si v'(co) < 0 : il suffit d’inverser les conclusions c-a-d que le cycle limite asympto-

tiquement stable (resp. instable) apparait pour des valeurs du parametre inférieures
(resp. supérieures) a cq.
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2.8.2 Exemple

Un exemple du dernier type de bifurcation de Hopf.

*Bifurcation de Hopf sous-critique

La bifurcation de Hopf sous-critique est la stabilisation de la partie foyer instable
quand les valeurs propres complexes conjuguées associées a cette partie traversent
I’axe imaginaire pur pour la transformer en une partie foyer stable.

Cette stabilisation donne de la naissance d’un cycle limite instable.

Soit le systeme différentielle suivant :
o = pr—y+ay?
(2.3)

/

y = z+upy+yt

(0,0) est un point d’équilibre.
La linéarisation :

J(z,y) = p+y: =1+ 2y
Hy= 1 w+ 3y?

Calculons les valeurs propres :

A -1
T — M| = det | " NEER R
u_
= U — A= *i
= A=pxi.

Trouvons la valeur de bifurcation

Re(A) = =0 = ug = 0 la valeur de bifurcation .
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Condition de transversalité

dRe(\)
dp

— 1|, =1#0.

D’ou l'existence d’une bifurcation de Hopf.

Quel est le type de bifurcation de Hopf?

On va voir la naissance de cycle limite et sa nature.

On fait les coordonnées polaires.

x = rcos(f),
avec  1r+y? =12 (2.4)
y = rsin(0).

Ceci implique que :

2rr’ = 2zxx’ + 2y,

rr'’ = 1 cos(0) (rpcos(d) — rsin(f) + r° cos(9) sin(0),

+ 7sin(0)(r cos(6) + prsin(0) + r?sin(9)),

= rpcos?(0) — rcos(#) sin(6) + r® cos?(#) sin?(6),

—rcos(f) — 0 + prsin®(0) + 3 sin* (),

= 1" = pr +r’sin’*(9),

r = pr + ry?.
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Si =0, on trouve
P =ry> >0 ce qui donne 7 .

D’ou la naissance d'un cycle limite instable.

Donc il existence une bifurcation de Hopf sous-critique.
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Chapitre 3

Bifurcation de Hopf pour un
modele proie-prédateur structuré

en age

3.1 Présentation du modele

Le modele que nous allons étudier dans ce chapitre prend en compte la structure
d’age et la compétition entre les prédateurs.

Sa forme mathématique est la suivante :

(

dv_ o), v(t) [ ult,a)da
e O
aug;’a)+aué2a) = —pu(t,a), a>0
3.1
u(t,0) = nu(t) Jy Bla)u(t,a)da (3.1)
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Interprétation :

% v(t) représente la densité des proies a l'instant t. On voit qu’ils croissent de
maniére logistique avec un taux moyen de croissance "r = b — d” (ou b est le

taux de natalité, d est celui de mortalité ) et une capacité limite du milieu ”k”.

% u(t,a) représente densité des prédateurs a U'instant t qui ont 'age a. La densité

totale des prédateurs est donnée par fooo u(t,a)da.

w(a) est le coefficient ou le taux de mortalité a I'age a c’est a dire le nombre
moyen de déces a 1'age a par unité de population de méme age. Il est supposé

indépendant de I’age a dans ce modele.

_q(t) Ji Bla)ut, a)da
h+v(t)
est la réponse fonctionnelle de Holling II (ou Michaelis-Menten

B(t)

v

tité ¢(v) = -
v

) voir 7 est le taux de naissance du prédateur.

. est le taux de natalité des prédateurs, la quan-

La fonction S(a) est le coefficient ou le taux de fertilité d’age qui représente le

nombre moyen de naissances provenant d'un individu d’age a.

Hypothése 1 Supposons que la fonction ((a) est définit par :

Bla) = { g st azr, (3.2)

0 si aec(0,7).

Outr>0 et [*>0.

Avec -
/ pa)e ™ da =M < co. (3.3)
0

Dans ce modele tous les parametres sont supposés strictement positifs.

3.1.1 Remise en échelle (Normalisation)

L’objectif de cette sous-section est d’introduire un parametre de bifurcation 7 qui

peut étre considéré comme une mesure d'une période de maturation biologique.
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D’abord, on va normaliser le systeme (3.1)) par la mise a ’échelle temporelle et
t

I’échelle d’age : a* = —, t"=—.

dv* B dv dt dv

d  otdir | dt

2) u*(t*,a"*) = Tu(rt*, Ta¥),
ce qui donne,
@ 1 [8u* ot* n ou* 8@*}
ot Ttotr ot Odar ot

ou 1 0ou”
ot 2ot
Ainsi,
@ 1 [814* ot* n ou* E)a*}
da  T'0t* da = Oa* Oa -’
ou_ 10w
da T2 0a*
Donc,
Ou L0t a) = =22 9
ot " oa MY T 2 lgE T e
Puisque u(t,a) = —u*(t*, a"), alors on trouve :
T

i [Gu* n Gu*}
T2Lotr  Qa*'’

1
_ *t* * —
—Hu (t*,a")

Par conséquent,
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On note simplement v*, u* par v, u et le nouveau systéme obtenu est :
) )

(

dv o(t),  v(t) [;7 u(t,a)da
% - T(T’U(t)(l_ L )_ h—i-’l}(t) )7
ou(t,a)  Ou(t,a)
= - >
ot + 90 Tpu(t, a), a>0
00 (3.4)
u(t,0) = mo(t) o Bla)u(t,a)da
’ h+ u(t) ’
w(0,.) = wuo € LL((0,+00),R)
\ v(0) = v >0.
Avec la nouvelle fonction de fécondité :
N B* si o a>1
- 00 - 3.5
Bla) = B[+ (@) { 0 si ac(0,1). (3.5)
De plus,
0o 0o -
/ ﬁ(a)e_“ada:Mé/ ﬁ*e_““da:Méﬁ*e = M.
O T
Donc,

B*=Mpe*, 1>0.

Ensuite, considérons la structure d’age des proies, ’équation d’évolution de la densité

des proies est donnée par :

dp  Op

La population totale des proies a 'instant ¢ est donnée par

u(t) == / p(t,a)da.
0
Ainsi, en intégrant de 0 & +oo I’équation (3.6)) on obtient :
V'(t) = p(t,0) — 7do(t).
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En identifiant ’équation précédente avec 1’équation de v dans le systeme (3.4, on

remarque qu’on doit prendre p(t,0) de tel sorte qu il vérifie
p(tv O) = G(u(t> ')v p(t, ))7
ou

b [ p(t,ayda(1 — Py
e Lo Pt a)da)® " plt a)da fy” ult, a)da

k h+ [ p(t,a)da
Ainsi, on obtient le systeme
dp Op
(3.7)
p(t,0) = Gult,.), p(t,.)),

L p(oa CI,) = po € L}F((O7+OO)7R)

Enfin, on pose
t
w(t,a) = u(t. a) :
p(t, a)
Ce qui donne,
t
6_w+8_w:_ T 0 u(t,a) _ 0 Wit a)
ot Oa 0 7d) \p(t,a) 0 7d
et,
t,0
w(t0) = [ “EO) Z B, ).
p(t,0)
Donc on obtient le systeme suivant :
(
ow  Ow
E—i—% = —Duw(a,t).
(3.8)

w(t,0) = Blw(t,.)).

w(0,.) = wp e L1 ((0,+00),R?),

33



Bifurcation de Hopf pour un modele proie-prédateur structuré en age

avec

o i plt.a)da i Blau(t. o
D(a) = ( 5 Td> , B(w(.,t)) = h+ [ p(t,a)da
G(u(t,.), p(t, )

3.2 Probleme de Cauchy associé

On note par X, I’espace de Banach,
X =R? x L'((0, +00), R?),

muni de la norme,

(@
Nl oz + @l L1 ((0,400),R2)-

D(A) = {(0,0)} x W((0, +o0), R?).

Notons par

On définit 'opérateur linéaire A : D(A) — X par,

(-5

et Popérateur non linéaire F':= D(A) — X est définit par :

(C)-(7)

Xo := D(A) = {(0,0)} x L"((0,+00), B?).

avec

L’opérateur linéaire A est défini de maniere non dense car :

Xo := D(A) = {(0,0)} x L'((0, +00),R?) # X.
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Posons z(t) = (wé) )) ,

le systeme (|3.8)) peut étre réécrit sous la forme d’un probleme linéaire de Cauchy dont

la partie linéaire de ce probleme est un opérateur A a domaine non dense,

I(O) = <£0> =g € m

3.3 Existence, unicité et globalité de la solution positive

3.3.1 Existence et unicité de la solution positive

Pour étudier I'existence et I'unicité de solution des problemes de type(3.9), suppo-

sons que les hypotheses suivantes sont vérifies :
(H1) A satisfait la condition de Hille-Yosida.

(H2) La fonction F': Xy — X est localement lipschitzienne i.e : pour chaque compact
C de Xy il existe K(C) > 0, telle que :

1F(z) = F(y)llx < KOz = yllx,, Yo,y € Xo.

d
(H3) Le semi-groupe continue 7'(t) = ES (t) est exponentiellement bornée i.e
Jw >0 et AM > 1 deux constante telle que :

IT(@)] < Mev i > 0.

L’existence globale et I'unicité de la solution de probleme de Cauchy découlent
des résultats de Magal[l7], de Magal et Ruan[19] et de Hille-Yoshida 2 (voir
chapitre 1).

Pour prendre en compte la solution positive, revenons au systeme , qui est un

cas particulier du systeme ([3.9), sous ces valeurs initiales non négatives v(0) = vy >
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0, u(0,a) =wug € L1 ((0,+00),R), la solution du systeéme (3.9 est positive ce qui

énonce le théoréme suivant :

Théoreme 5 : Le probleme de Cauchy admet au moins une solution intégrale

positive dans
Xot = {(0,0)} x LL((0,+00), R*)}.

En plus, elle est donnée par :

x(t) = S'(t)xo + %/0 S(t—s)F(xz(s))ds Vte[0,T]. (3.10)

ou S(t) le semi-groupe intégré engendré par l'opérateur A.

Preuve de Théoréme [3 :

Tout d’abord, transformons le probleme en un probleme de point fixe considérons

I'opérateur suivant :

¢ : C([0,T7, Xo1) — C([0, T, Xo+),

tel que Vo € C([0, 1], Xo+),

o(2)(t) = x0+—/ S(t — s)F(x(s))ds; ¥t > 0.

Le probleme de trouver une solution du systeme (3.9) revient & montrer que ¢ admet

un point fixe unique dans 'espace
E={x € C([0,T], Xos) : sup ||z(t)|| = Lr < o0, Vt € [0,T]}
t

telle que

Premierement, on doit montrer que ¢ satisfait les conditions du théoreme de Banach

La preuve sera donnée en deux étapes :
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Etape 1 :

Etape 2 :

Montrons que ¢(z)(t) € E, i.e il faut montrer que :

sup [|g(z)(t)]| < oc.

te(0,T)

Nos avons .

6Ol = 15 O+ 5 [ S(t=5)Pa(s)as].

d’apres de (H3) on trouve.

le() ()] < Me™||xo]| + Me™* /Ot e[| F(x(s)) = F(0)[|ds + [[F(0)]],
ainsi

le(@) () < Me™||zo|| + Me™ /Ot e K (C)l[z(s) = Ollds + [ F(0)]],
par conséquent,

T
sup [|¢(x)(t)]| < Me™ |lzoll + M€WTK(C)/ e [lz(s)llds + [ F(0)]
te(0,T) 0

= Lp < 400, (\V/T < OO)

Donc
o(z)(t) € E.

Montrons que ¢ est une application contractante, i.e il faut montrer que

INe(0,1) tel que sup [|p(x)(t) — o(y)(t)le < Alz —ylle; Yo,y e E.

te(0,7)

En effet supposons que z,y € E deux solutions du probleme (3.9)), alors :

o(z)(t) = S'(t)xo + %/0 S(t — s)F(z(s))ds.

H(y)(t) = xo+—/5t—s (5))ds

On désigne par || le module. Calculons ||¢p(x)(t) — é(y)(t)] -

@) =] = 157 [ S0 = 9IFa(s) = Fly(s)lds)
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A partir d’hypothese (H2) et (H3) on trouve que :

[p(x) — d(y)] < Me™* /0 e~ K (C)]a(s) — y(s)|ds.

d’ou :

l6(2) = ¢(W)lloe < M TE(C)||x(s) — y(s)ll

(car e™* < let|r — y| < [|z(s) — ¥(5) | )

Ainsi

¢ est contractante si Me*TTK(C) <1, iesiT <

—wT

K(CYM'

Donc lexistence et I'unicité d’une solution positive de la forme (3.10) pour
probleme (3.9)) .
]

3.3.2 La globalité de la solution

On suppose aussi que le semi-groupe {S(t)}:>0 est exponentiellement borné, et que
la fonction F est lipschitzienne.
Montrons la globalité de solution par ’absurde

Supposons que 37" < oo tel que thn% |z(t)] = 4o0.
—

2(t)] = 15/ (t)z0 + & / S(t — 5)(F(x(s)) — F(0))ds + F(0)]
< Me™|zo| + MewtK(C’)/O e "*|z(s) — 0|ds + |F(0)|
< (e |+ [FO)) + Me™K(C) [ e fa(o)lds.

Appliquons le lemme de Gronwall :

w(t—1)dl

t
jz(t)] < (Me“’tll“oHIF(O)IH/ (Me™ || + [F(0)) (MK (C)e =) eME@O [ e g,
0
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On fait t tendre vers T :

t—T

lim |z(t)| < lim ((Me"|zo| + |F(0)])
t—T
t
+ / (Me"|zo| + [ F(0)]) (MK (C)e =) MEO [ 0% g),
0
On trouve :

T
+00 < (M fan| +[FO)) + [ (Me™fao] + [FODOIR(C)er )M 1 g
0

< +00.

Ce qui est absurde.

D’ou la globalité de la solution.

3.4 Les états stationnaires et la linéarisation

3.4.1 Existence des états stationnaires

0
Soit z(a) = (_( )) un état stationnaire du probleme ‘) donc :
w(a
A ! + F U =0.
w(a) w(a)

Puisqu’on a :
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Avec : v = [ p(a)da.

Simplification des calculs

D’une part, on a :

_ thyrvv/ B(a)i(a) dae~.

Multiplions avec f(a) et intégrons entre (0, 00) :

/OOO B(a)u(a)da = hTT@ /0°° B(a)a(a)da /0°° B(a)e~da,

ce qui donne :

TT]’U

— / B(a)e ™ da. (3.11)

 h40

D’autre part, on a :
5= /OO 50)e"da = 7(bo(1 — L) 4 a2 — Lo @U@)da, /Oo ¢~
) 7 -7 TR hto ’

ce qui donne,

o2 0y ula)da, 1
AR ot

40
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ensuite,
o 1(6’(1 17)+d172 5+ do T)foooﬂ(@)da)
vEWTE Ty v Tman h+o
ainsi,
1 v, v [ u(a)da
0==-(b—d)v(l—-~+)——2
(6= dyo(1 - 1) - H DU
de méeme,
v . h+v o
b—d)v(l —— = d
b= - D = [T atae,
et,
_ v h+7v ™mo [ _ <
b—d)v(l —— d THa
=yt - P = T [ s@atada [ e
Donc,
> ~ Tu(h + )% _ v
= — (1 - =
[ Blaa(ayda = L0 - a1 - ).

apres simplification on obtient :

AmﬁmmmMazr -
u et p.

Trouvons v,
A partir de (3.11)) on trouve :
I3 Bla)e ™da Ty — v = h.

o(mn [;° Bla)e ™ da — 1) = h.

Donc,

41
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_th—Uv/ B(a)u(a) dae ™.

Lorsqu’ on remplace v par son expression, on trouve :

a(a) = =1 = 2y (h+ v)2eme,

h+0on k
Donc,
a(a) = Tru(l = 2)(h + 0)e ",
et,
pla) = Tdve ™,
avec,

o 1
/ pla)da = Td@—d =0 ceci vrai.
0

T

D’apres 1 "équation (3.12) on voit que si [~ A(a)u(a)da = 0 alors,

u(a) =0,
Et
1) v =0, ce qui donne p = 0.
Ou
2) v = —h exclut car v est positive.
Ou

—71da

3) v = k. ce qui donne p = tdke

Lemme 3.1 Le systéme admet toujours deux états stationnaires :

OR2 OR2
T (a) = OLl et fg(a) = OLI
OLl ’rdk’e_Td“

En outre, il existe un unique état stationnaire positif du systéme pour
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B h
v(a) = o1
Z3(a) = | 7ru(l — %)(h + v)e THa
Tdve T4
st et seulement si :
- h+Ek
M

Ou M est définit dans .

3.4.2 La linéarisation(systéme linéarisé)

Maintenant on va linéarisé le systeme (3.9) autour des états stationnaires pour
é¢tudier la stabilité locale. Tout d’abord on commence par appliquer le changement

de variable suivant :

Ce qui donne :

% _ ‘fl_f = A(y(t) + 2(a)) + F(y(t) + 2(a)),

puisque A est un opérateur linéaire, on trouve :

Y- W A0+ AG@)+Fy(1)+5(a) = Ay(0)+ Fy(1) +(a)~ F(x(a)).

Donc on obtient le systeme suivant :
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[ Y~ Ay + POy + 3(0) - FG@), 120,
(3.13)
y(0) = (wo _Ow(a)> =10 € D(A).
Ce systeme peut étre réécris comme :
V= L)+ ), 20
(3.14)
y(0) = (w o (a)) — 4 € D(A).
Avec :
L:=A+ DF(z)

est un opérateur linéaire,
et

avec
HO)=0 et DH(0)=0.

3.5 L’équation caractéristique

Avant de faire I’étude qualitative, nous allons chercher ’équation caractéristique
autour des états stationnaires.

Notons par :
vi=min{rd,Tu} >0, Q:={AeC: Re(\) > —v}.
On obtient les résultats suivants par P.Magal[17].
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Lemme 3.2 L’opérateur A est un opérateur de Hille-Yoshida tel que YA € Q, X\ €
p(A), on a :

|AL—A)™ < VRe(\) > —v, ¥n e N

I
(Re(X\) +v)™’

Preuve du lemme 3.2

Trouvons 1'expression de ¢(a) :

On a

o= ()= ()= )+ (25,)- ()

Ce qui implique :

(3.15)

Calculons le facteur intégrant 6 .

8(@) — ef()\l-l-D)da — e(D+ADa
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Ainsi,
/ (6(s)p(s)) ds = / eOTFDI (5 ds,
0 0

6(a)p(a) = p(0) + / " OTEDIy (5)ds.

Donc,

(,O(G) _ 046_(D+/\I)a + /a €(>\I+D)(S_a)¢(8)d8.
0

Soit Ag la partie de A dans D(A),telle que :

AO : D(Ao) — X.
Définie par

Apxr = Az,Vx € D(Ay) ={z € D(A) : Az € D(A)}.

Et pour tout
2

O) € D(Ay), (p € WEHLH(0, +00), R?).

On a:

Avec : Agp = —¢' — Do,
et

D(Ag) = { € W((0,00), R?) : (0) = 0}.

L’opérateur linéaire A, est un générateur infinitésimale du semi-groupe continue
{Tao(t)}iz0  sur D(Ay),
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0
tel que pour chaque t > 0, ( > € D(A), (p € WH((0,00), R?),R?).

¥

Lemme 3.3 Lopérateur {Ta,(t)}i>0 est défini par :

0 0
Taolt) (sO) - (TAO (W) '

avec !

= (3.16)

Et :

Maintenant, nous estimons la limite de croissance essentielle du semi-groupe forte-

ment continu généré par Ay qui est la partie de A dans D(A).

Tout d’abord, on introduit les hypotheses suivantes :

Hypothese 2 Supposons que l’ensemble résolvant de A est non vide et que la partie
Ag de A dans Xy est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu

{Ta,(t) }1>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X.

D’apres I'hypothese (2)), il s’en suit que p(A) = p(Ay), car I'ensemble résolvant de A
et 'ensemble résolvant de Ay ne sont pas vides et il s’en suit également que A génere

un semi-groupe intégré {S(t)}i>o sur X.

L’opérateur DF(z) : D(A) € X — X est un opérateur linéaire borné compact,

0
tel que pour tout :( ) € D(A), (¢ € WH((0,+0),R?).

'
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_ _ DJ(u(a),v)
DB(w = DB(w =
(2)() = DB (5) (D G(a(a),@)> e

Jata).p) = L PR o Gata)a) = v (o1 - 2 ol - Lot
Calculons la différentielle de D.J(u(a),v) et DG(u(a),v) .

aJ fooo B(a)u(a)da(h + v) — Tnv fooo B(a)u(a)da

ov (h+7)? ’

aJ Iy Bla)u(a)da T Iy Bla)u(a)da

o (h +v) (h + v)? '

oJ ™V B

= T San(a)da

Et,

oG v, bo 20 [7u(a)da(h+v) -0 [ u(a)da

F A Y i Ot o) )

oG T oo

i~ hodo Wada

Donc pour tout ¢ € W((0, +00), R?) la valeur de DB(w)(y) vaut :
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0 > Ble)a(a)da .
DB@)) =1 _r 217((th1])% h )" u(a)da /0 pla)da
v Uk O T )
L/ -
h+v a)p(a)da
e ) [ s

Puisque 'opérateur DF(w) est compact, et d’apres Ducrot[6] nous obtenons :

wO,ess<A0) S WO(AO> S —v <0

et nous pouvons appliquer les résultats de perturbation de Thieme[21], Liu[l5] et

Magal[I7] pour déduire que :

Woess((A+ DF(z)) < —v < 0.
Considérons la proposition suivante.

Proposition 3.1 Le taux de croissance essentiel du semi-groupe fortement continu

généré par Ay est strictement négatif, woess(Ag) < 0.

I’équation caractéristique

Tout d’abord , nous définissons C' := DF(z).Soit A € Q. Puisque (A — A) est
inversible, il s’en suit que A\l —(A+DF(Z)) = A —(A+C) est inversible si seulement
si [ — C(A — A)~! est inversible .

De plus, quand I — C(Al — A)™! est inversible on a,

MNM—-—(A+ON) =N -A) T -0A-A)HL

_ A—l o — Y .
a-corea ()= (7)
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On trouve,

o C 0 — (7
o - e~ MHDag [ e=(MFDNs=a)yp(5)ds \w)

qui est équivalente a

® 0 0 ’

le:

a = DB@)(e O Pra) = 5+ DB@)(; e P
p =0 .
A partir de formule de DB(w), nous savons que
h %
0 T 5 Bla)a(a)da
= (h+ ) Ji2° e=(r+Dlagy
—7 20(d — b) h [ u(a)da
v w b= (h+ )2 )
a—DB(w)(e~M+Pag) =
™V
. h + 7 fooo ﬁ(a)ef(/\I+D)ada
0 0

On note :
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htn 0 _
— Jo Bla)u(a)da 0
AN =1— (h+0) / o—(A\+D)ag,
—TU 20(d — b) h [y u(a)da
7 S e e T E R

Et,
K\ ) = DB(@)( / ¢~ (D)) () ds). (3.18)

Alors :
AN a=~v+ K(\ ). (3.19)

Et on obtient ’équation caractéristique
det A(A) = 0.

Quand A(\) est inversible on trouve

a=(AW) (v + K\ v)).

De la discussion ci-dessus et d’aprés le lemme (3.5) dans [22], nous obtenons le

lemme suivant.

Lemme 3.4 Les résultats suivants sont valables :
(1) c(A+C)NQY=0,(A+C)NQ={A € Q:detA((N\)) = 0}.

(ii) si A € p(A+ C)NQ, nous avons la formule suivante pour la résolvante,

o) 0
(M- (A+(O)) <¢>—<w>.
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Ou

() = e MFPHAN)) Ha + K(A9) + /0 D ),

avec A(N) et K(X, ) sont définit dans , .

Preuve du lemme [3.4]

1. Supposons que A € 2 et que det(A(N)) # 0.

Nous avons

(M — (A+C)) (O‘> — (A — A (I = C(\T— A (“) — <0>
@ ® (0

soit
R 71 P — .
(I C’(A[—i—A) ) ( ) = ¢)

De la discussion ci-dessus et a partir du lemme (3.5) dans [22] nous obtenons :

)
a = (AWN) Uy + K\ ),
(3.20)

p = 9
Par lemme (3.2)), nous obtenons ([3.22]).

Donc Nous avons
{A € Q:detA((N) #0} C p(A+C).

et
c(A+C)NQ C {X e Q:detA((N)) =0}

2. Inversement, supposons que A € Q et det(A()\)) = 0.

0
Nous prétendons que nous pouvons trouver <¢> € D(A) \ {0} tels que;

(A+0) (2) Y (2) | (3.21)
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En fait, définissez

(- ()
()l

Ainsi, nous pouvons trouver une solution de (3.21)) si et seulement si nous pou-

vons trouver a <a) € X \ {0} satisfaisant
¥

De I'argument ci-dessus, cela équivaut a trouver (Q) = 0 satisfaisant
2
ANa = 0,
(3.22)
p = 0.

ce qui signifie que nous pouvons trouver une solution de(3.21)) si et seulement si

nous pouvons trouver o # 0 tels que A(N)a = 0.

Mais puisque nous supposons que det A((\)) = 0, nous pouvons trouver a # 0,

qui est un vecteur propre associé a la valeur propre A telle que A(A)a = 0.

w

0
Donc nous pouvons trouver € D(A) \ {0} satisfaisant (3.21]) , donc

A€ o,(A+C)et {A e Q:det A((N) =0} Co,(A+C).

Maintenant, on va déduire la formule de ’équation caractéristique
det A((A)) = 0.
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3.6 La formule de I’équation caractéristique det(A())) = 0 au-

tour de chaque état stationnaire et I’étude qualitative

3.6.1 Hypothese

A partir d’hypothese (1)) on a :

1

~(rut )]+ 0
00 e
/+ e~ (M+D)a g, [)\ + T }0 .
—(rd4+a)al oo |
i ! ras ™
donc,
1
—+o00 0
/ e OEDag = | ATH
0 0
A+ 7d
Ainsi,
+oo +oo [ b 6_(7—’[”_)\)@} ;‘roo 0
/ B(a)e—(AHD)ada _ 3 o~ (A[+D)a g, _ A+ T .
0 ! 0 [t s
A+ 7d 1
donc,
/8*67(/\+TN')
400 _ 0
/ B(a)e~MFDagg — At —(At7d)
0 0 B*e
A+ 7d
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3.6.2 Stabilité de I’état stationnaire 7,

L’équation caractéristique au état stationnaire 7, = (0, 0, 0) est

1 0 [re~Ath) 0
0 0 \ 0 0 \
A o= 1 — +TH — +ur
L 1) 1 KR B (| IS
A+ 71d A+dr
(1 0) 0 Ob
= - T
1

0 A+ 7d
1 0

= b
01—

A+ 7d

Donc,

B b _)\+7'd—7'b_0
A+7d  AN+7d

det(A(N) |s,) = 1

2

= A+7d—71b=0,

A=—-1d+7b=(b—d)T =77 >0.

D’ou I’état stationnaire Z; est instable.
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3.6.3 Stabilité de ’état stationnaire Z,

L’équation caractéristique au état stationnaire T, = (O, 0, Tdke”l“> est

1
0 0 AT
Wz, T r2(d—b)+b) 0
+k A+71d
7‘771{: e~ (A+TH) 0
/\—l—/n

Be—()\—i-Td)

A+dr
. 0 0 Tnkﬁ*e—()\-i—ur)
(0 ] 7(2d—b) | = | (h+E)(h+ pT)

(h+k)( >\+m) A+ 7d 0 0

0 ke
= ( L T(de)) - ((h+k)(h+m') )
h+ E)( h+,u7') A 1d 0 0
kBt Otum) .
_ (- 1)+ )
- 7(2d — b)
( h+k h+d7) A+ 7d
(h+E)(h + p1) — kB e~ A+H7) 0
_ h+/€)(h—|—m')
N 7(2d —b)
( h+k)(h+dr) A t7d

Donc,

[(h 4+ E)(A + p7) — mnB*e” M0 [(X 4+ 7d) — 7(2d — b))

det(A(N) |z,) = A+ 7)) A+ 7d)(h+ k)

=0.

On voit que les solutions de det(A(N) |z,) = 0 sont les solutions de 1'équations
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[(h+ k) + pr) — B*e” YD) [(A + 7d) — 7(2d — b)] = 0.

Ce qui implique :

( (h+k)(A+ pr) —mpBre” e = 0
ou
L (A+7d)—7(2d—b) = 0
l.e:
[ (h+E)(A+ pur) — mpBre”Mrm) =
ou
A = —r7<0 car r>0.

\

Trouvons le signe de partie réelle de A solution de I’équation (*).

Les solutions de la premieére équation du systeme ([3.24))

Posons A = a + i3, (a,fB) € R2

Lorsque on remplace A par son valeur dans I’équation (*), on trouve :

(a+if) = %ﬁk e H et

(a+if) = %ﬁk e+ (cos B+ isin f) — pT.
Ainsi,
(o + pr — }:n—jtﬂk: e W) cos B) + i(f — ;Z—ﬁk‘ e~ W gin B) = 0.

o7

(3.23)

(3.24)
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Ceci implique que :

(a+ pr — %ﬁk et eosB) =0 ou (B+ ;:fk: ~Wrte) sin B) = 0.
Pour assurer la stabilité de z5 il faut a < 0 avec o + pur = hrfk’ —(hrta) o5 3.
Ce qui donne —ur < a0 < 7= h+k — UT.

. g : (h+k)u
D <0 —pur <0.len < ———.
onc, a Slh+k AT ien 5
h+k
D’ou 5y est localement asymptotiquement stable si 7 < (‘;—*W

3.6.4 Stabilité d’état stationnaire 7

L’équation caractéristique au état stationnaire strictement positive

T3 = <0 , ﬁ) = <0> Tu(l — %)(h+@)e—7#a, T@de—m>

h t
avec 10 = o1 es
—T1hn
fo da
det(A(N) |a,) = (h —1—7_1)) (A +(lZZd— 6 .
1— "
(h+)( )\—l—/m) ()\—l—,ud)( k 0 (h—|—17)2)
TNV * ,—(AuT)
I ) A+m)6 ‘ 0
0
™mU O —7hn oo B
(h+0) >\+m)ﬁ ‘ (h+0)2(\ + pd) Jy” Blajula)da _ 0
TV T (217(d—b)+b_ h ) -
(h+0)(A+ 1) (A + pd) k (h+7v)?
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Lorsque on remplace u et v par leur valeurs dans ’équation caractéristique on

trouve :

N HTAN+ B4 (72 C+71DN)e (N

det(A(N) |z,) = = = 2
AR las) A+ 7d)(\ + 7h) oy~ B)
Avec :
$ Ay —hnM — k+ knM — h
- K (nM — 1)kMn
£ g _ —2k + 3knM — 2h — kn? M?
s (M — D)k '
O —hMn —k+kMn—h
= ur :
s (nM — 1)kMn
*D=—p.
Et

(A€ Q:det(AN) |ay) =0} & {A € Q: f(A) =0}

Puisque les solutions complexes de I’équation f(\) = 0 sont difficile a trouver, on va

étudier 'analyse de la bifurcation de Hopf autour d’état stationnaire positive .

3.7 L’analyse de la bifurcation de Hopf autour de 1’état sta-

tionnaire positive

Nous considérons le parametre 7 comme un parametre de bifurcation et étudions

I’existence de la bifurcation de Hopf autour d’état stationnaire positive zs3 .

Posons A = 7€.
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Alors nous obtenons

f) = f(7€) = 7°g(§) = (€ + AL + B+ (C + DE)e™™).

ce qui implique que :

{AN e Q:detA((N) =0} = {r& €: g(§) = 0}.
Soit £ = iw(w > 0) la valeur propre imaginaire pure de g(&§) = 0,
tel que :

—w? +iAw + B + Ce ™7 + iDwe ™7 = (.

Nous obtenons :

—w?*+ B = —Duwsin(wr) — C cos(wT)
(3.26)
Aw = Csin(wt) — Dw cos(wT).
Lorsque on élevé au carrée les deux équation, on trouve :
(B —w?)?+ (Aw)® = C* + D*w?. (3.27)
le
w* + (A% — 2B — D*Hw? + B* - C?* = 0. (3.28)
Soit 0 = w?, 'équation ([3.28)) devient :
0? +(A* —2B - D*o + B* - C* = 0. (3.29)

h+k
Et pour tout n > btk ona B+C >0, B—C < 0 ceci implique que

kM’
(B> - C?) <.
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Calculons le discriminant de I’équation ([3.29)).

A= (A?—-2B—D?*?—4(B*—C?% = (—0¢ + 01)* — 4(0¢.01) > 0.
Donc I'équation (3.29)admet deux racines distincts o et oy tels que :

oo +o,=—(A*-2B—D?, o0y.0,=DB*—C% (3.30)

et la racine positive est donnée par :

oy = %(— (A2 —2B — D?) + /(A2 — 2B — D?)2 — 4(B>2 —02))).

De plus 'équation (3.28)) admet une solution positive wg = /79, et g(£) = 0 admet
deux racines imaginaires pures +iwy, avec wi = oy et T = 7, pour tout n = 0,1,2, ....

donne ci dessous

Trouvons la valeur critique de parametre de bifurcation 7,
Remplagons wy par sa valeur dans I’équation ((3.26))

—0o+ B = —D,/ogsin(y/007) — C cos(y/o0T).
(3.31)
Aoy = Csin(\/ooT) — D\/ogcos(y/00T).

— oy + B = Dy | YT Do eonl/our)

)

= —Coo + CB + DAoy = cos(,/oo7) [ — C? — D?0y],

CO’Q—CB—DAO'O . an—OB—DAO'O
st —1<

= cos(\/ooT) = C? + D202 ’ - C? + D?%a3

CO’O —(CB — DAO'O CO’O - CB - DAO'O

= /00T = arccos| T+ Do’ |, st —1< Tt Do <1,
1 CO’O—CB—DAO'O . 1 OO’O—CB—DAO'O
= T = —— arccos , st —1<
Vo C? + D?%c} C? + D%}
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Donc la valeur critique de bifurcation est donné par :

(C'— AD)w — BC ACwy + Dwo(wi — B)

w—o[arccos Tt D2 + 2nml, si T3 D2l >0
S (3.32)
1 (C' — AD)w — BC . ACwq + Dwo(wi — B)
w—0[27r arccos CT 1 D2 + 2nml, si T3 D2l <0

pour tout n =0,1,2, ...

Lemme 3.5 Supposons que hypothése et les conditions suivantes,
h+k

T B-C<0,AD-2C <0, A2-2B >0, et 2BC+ABD—-A%C <

n >
0.

sont vérifier.Alors :

dg(§) lees
df E=iwo#0-

avec £ = iwy est une racine simple de l’équation .

le lemme ([3.5) nous donne ’existence d’une bifurcation de Hopf.

Preuve du lemme (3.5))

Premierement, on a :

dg(€)

——2 e, = 12wo + A+ De™° — iDwyT,e” o,

dg
A partie de I'équation (|3.26)) on trouve que :

1g(©) A+ D cos(wory,) + (B —wt) =0

d—£’§:w0 - O ~ (333)

2wy + AwgT, — D sin(wgT,) = 0.

D’une part on a :

—7(B—wd)— A
cos(woty,) = nl DwO) :
et,
) 2wy + Awo,
sin(wet,) = ——————.

D
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ce qui donne :
(2 + A7) wp

—To(B —wd) — A
D’autre part, d’apres (3.26) et (3.27) on trouve que :
—ADwj + C(w§ — B)

tan(wor,) =

cos(woTy,) = D2uZ 1 (2
0
et,
_ Dwy(wg — B) + ACwyq
sin(wot,) = D 4 09 :
0
Ce qui donne :
AC D - B
tan(wot,) = wo + Dun(wy )

—ADw} + C(wg — B)
de plus,
Dr,wi+(AD—2C+(A—2B)Dt,)+Bwi+(2BC+ABD—A*C+B?*Dr,) = 0.

D’apres I'hypothese de lemme on a :

7, >0,D<0 et AD—-2C <0,A2-2B >0 FEt 2BC+ABD—-A*C >
0.

Drywi+ (AD —2C +5A% —2C + (A% —2B) D1, )wi + (2BC + ABC — A%C +
B%Dr,) < 0.

Donc,

dg(§)

d—gkziwo # 0.

Lemme 3.6 Supposons que hypotheése et les conditions suivantes,

h+k

VR B-C <0, AD-2C <0, A?2-2B >0, et 2BC+ABD—-A%*C <

n >
0.
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sont vérifier.

Noter que&(7) = a(r)+iw(7) la racine de g(§) = 0 satisfait que a(1,) =0, w(7,) =
Wy, T, est définie dans .

Alors

Preuve du lemme [3.6]

Nous étudions d_g au lieu de%, nous obtenons d’abord :
T

dr B < T D B 28+ A > ‘
0E | () e ey Tz ) .
en utilisant (3.27)nous avons :

()

_ —D? N 2wg + (A% + 2B)
C?2+ D? +wt  A?wi + (B — wj)?

E=iwo

2w+ A*—2B - D?

C? + D?w}
Donc,
. —(A? - 2B — D?) + /(D* — A2+ 2B)2 — 4(B? — )
0 2
On obtient :
, dRe(§) ‘ dr . 2w + A* — 2B — D?
si1gn (T T:Tn) = sign (Re (d_f 5:iw)) = szgn( C? + D2 > 0.

O
Résumons les résultats précédents, nous obtenons le théoreme suivant :

Théoreme 6 [12] Supposons que I’ hypothése et les conditions suivantes, n >
%, B—-C<0, AD-2C<0, A2—-2B>0 et 2BC+ ABD — A%C <0,
sont vérifier.

Alors il existe T, > 0, n = 0,2, ...(1,, est défini dans), de sorte que lorsque T = T,
le modele proie -prédateur subit une bifurcation de Hopf a l’état stationnaire
(u,0).
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3.7.1 Simulations numériques

L’analyse de la bifurcation indique que lorsque le parametre de bifurcation 7 passe
par une valeur critique 7, (ou 7, est défini dans ), la solution positive subit une
bifurcation de Hopf.

Pour déduire le type de cette bifurcation de Hopf, nous allons introduire une simula-
tion numérique. Nous choisissons les parametres n = 0.6, p = 0.,7, r = 0.6, b = 0.8,
d=0.2, k=120, h =10, M = 2.

Le systeme devient,

(

dv_ o(t),  v(t) [;7 u(t,a)da
P 0.6v(t)(1 — 120) — T
Ou(t,a) Oul(t,a)
ot + 5 = —0.7u(t,a), 0> 0
x (3.34)
u(t.0) = 0.6v(t) J, ﬁ(a)u(t,a)da7

10 + v(t)

u(0,.) = wup € LL((0,+00),R)

v(0) = vy >0.

\

On calcule A = 0.6583, B = 0.01163, C' = 0.02919, D = —0.7 qui satisfont les condi-
tions du théoreme @

En outre on obtient 75 = 0.7880 et 74 = 21.9541. On choisit 7 = 0.7 < 7y et les valeurs
initiales v(0) = 49, u(0,a) = 14.5¢7%7. Les graphiques de v(t), u(t,a) sont respecti-
vement dans les figures (3.2), (3.3) et orbite (portrait de phase) est représenté dans
la figure (3.4). Sous les mémes valeurs initiales, nous choisissons 7o < 7= 0.8 < 77 et
dessinons les graphiques de v(t) et la norme L' de u(t,a) dans les figures (3.6),(2.5).
D’apres les figures, nous pouvons observer que ce systeme (3.34]) subit une bifurcation
de Hopf sous-critique lorsque 7 = 79, et une orbite périodique non triviale bifurque de
I’état stationnaire (u,v) lorsque 7 < 7. On observe que la période de maturation 7
tend a stabilise I’équilibre positif, ¢’est-a-dire que I’état stationnaire positif dépendant

de I'age devient stable et que les solutions périodiques disparaissent lorsque 7 aug-
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mente de 0.7 & 0.8, ceci montre bien que cette bifurcation est une bifurcation de
Hopf sous-critique.
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FIGURE 3.1 — L’évolution de v(t) pour 7 = 0.7
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FIGURE 3.2 — L’évolution de u(t,a) pour 7 = 0.7
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FIGURE 3.3 — L’orbite de v et u pour 7 = 0.7.
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Chapitre 4

Conclusion

Dans ce mémoire , nous avons analysé la bifurcation de Hopf pour un modele proie-
prédateur structuré en age pour les prédateurs. nous savons que 1’état stationnaire

positive perd sa stabilité initiale et qu'une bifurcation de Hopf se produit.

Donc si nous intéressons aux effets combinés de la structure d’age pour les prédateurs

et les proies, quel sera le comportement dynamique du systeme ?

69



Conclution Conclusion

70



Bibliographie

[1] Alam, S. Prey-predator Dynamics under Herd Behavior of Prey, Universal Journal
of Applied Mathematics 1(4) : 251-257, 2013.41, 95.

[2] R. Arditi and L. R. Ginzburg, Coupling in predator-prey dynamics : Ratio-
dependence, J.Theoret. Biol. 139 (1989) 311-326.

[3] J.M. Cushing, Existence and stability of equilibria in age-structured population
dynamics, J. Math. Biol. 20 (1984) 259-27.

[4] J.M. Cushing, M. Saleem, A predator prey model with age structure, J. Math.
Biol. 14 (1982) 231-250.

[5] J-P. Demailly, Analyse numérique et équations différentielles ; collection Grenoble

Sciences, presses universitaires de Grenoble, Grenoble (1996),

[6] A. Ducrot, Z. Liu, P. Magal, Essential growth rate for bounded linear perturbation
of non densely defined Cauchy problems, J. Math. Anal. Appl. 341 (2008) 501-
518.

[7] K.J. Engel and R. Nagel, A Short Course on Operators Semigroups. Universitex.
New York, N.Y :Springer, 2006.

[8] L. Gorniewiz, Topologial Fixed Point Theory of Multivalued Mappings, Mathe-
matis and its Appliations, 495, Kluwer Academi publishers,Dordreht, 1999.

[9] J. Guckenheimer, M. Myers et B. Sturmfels, « Computing Hopf Bifurcations I >,
SIAM Journal on Numerical Analysis,1997.

[10] M.E. Gurtin, D.S. Levine, On predator-prey interactions with predation de-
pendent on age of prey, Math. Biosci. 47 (1979) 207-219.

[11] H. Brezis. Analyse fonctionnelle. Masson, 1983.

71



Bibliographie Bibliographie

[12] Hui Tang, Zhihua Liu, Hopf bifurcation for a predator-prey model with age struc-
ture.Applied Mathematical Modelling 40 (2016) 726-737.

[13] H. Kellermann and M. Hieber, Integreted Semigroup, J. Fun t. Anal, 84, (1989),
160-180.

[14] Y. Kuang and E. Beretta, Global qualitative analysis of a ratio-dependent
predator-prey system, J. Math. Biol. 36 (1998) 389-406.

[15] D.S. Levine, Bifurcating periodic solutions for a class of age-structured predator-
prey systems, Bull. Math. Biol. 45 (1983) 901-915.

[16] Z. Liu, P. Magal, S. Ruan, Hopf bifurcation for non-densely defined Cauchy
problems, Z. Angew. Math. Phys. 62 (2011) 191-222.

[17] P. Magal, Compact attractors for time-periodic age structured population mo-
dels, Electron. J. Differ. Equ. 65 (2001) 1-35.

[18] D. L. Ludovi, A Comparative Study Conerning the Well Known Theory of
CO -Semigroups and the Theory of On e - Integrated Semi-groups. Leturas ma-
tematias. Volumen 26(2005), 35-96.

[19] P. Magal, S. Ruan, On semilinear Cauchy problems with non-dense domain, Adv.
Differ. Equ. 14 (2009) 1041-1084.

[20] Pierre Lévy-Bruhl : Introduction a la théorie spectrale. Dunod, Paris, 2003.

[21] H.R. Thieme, Quasi-compact semigroups via bounded perturbation, in : O.Arino,
D. Axelrod, M. Kimmel (Eds.), Advances in Mathematical Population Dynamics :
Molecules, Cells and Man,World Scientic Publishing, River Edge, NJ; 1997, pp.
691-713.

[22] Z.Wang, Z. Liu, Hopf bifurcation of an age-structured compartmental pest-
pathogen model, J. Math. Anal. Appl. 385 (2012) 1134-1150.

[23] G.F.Webb, Theory of Nonlinear Age-dependent Population Dynamics, Marcel
Dekker, New York, 1985.

72



I Alai Gl Uil 5 3 jpaal) Alobaall Uiy s pead) Conn (o jiiall allai (il Uiad a5 jlaY) o3 3 |
b s a el Caslll ans Jl b 48l U Gl u oLl Adadl and e alaal e g can I

*kkkkkkkhhkhkhhhhkhkkhhhkhkhkkhkhkhhhkhhhhkhhhkhhhkhkhhhhkhkhhkhkhhhkhkhkhkhkhkhkkhkhhhkhkhkhhhkhhhkhkhhkkkhkhhkkhkhhkhkhhkkkhkkkkkk

. Résumé !
l J
| . . |
I Dans ce mémoire, nous avons analysé un systeme proie-prédateur structuré en age, 1
. en étudiant |I'équation caractéristique et en appliquant la théorie de la bifurcation de !
ﬂ% Hopf pour les équations semi-linéaires. H
I . . " P - ]
i L'analyse indique que dans certaines conditions, la solution périodique non triviale se i
I roduit par une bifurcation de Hopf, et ceci lorsque le parametre de bifurcation passe |
I I
%% par des valeurs critiques . é’;‘
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Abstract ]

In this memory, we have analyzed an age-structured prey-predator system, we have i
studied the characteristic equation and we have applied the Hopf bifurcation theory for H
semi-linear equations. i

The analysis indicates that under some conditions, a non-trivial periodic solution I
©  appears by a Hopf bifurcation, and this occurs when the bifurcation parameter passes I
through critical values . /
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