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Introduction

L’étude réalisée dans ce mémoire concerne certains modeles mathématiques décrivant
I’évolution, au cours du temps, des populations de cellules souches hématopoiétiques.
Ce travail s’insere dans le cadre général de I’étude de problemes de la dynamique des
populations. En hématologie, 'un des problemes importants de nombreux biologistes
et praticiens, est de tirer du sens d'une grande quantité de données de plus en plus
complexes liées aux déreglements de la prolifération au niveau moléculaire et des pa-
thologies qui en résultent, ce qui nécessite de faire appel a des modeles théoriques.
L’analyse mathématique de tels modeles ainsi constitués permet en retour de déterminer
les conditions portant sur les parametres des modeles en étude. Ceci afin d’observer
un phénomene donné, et donc de faire des prédictions quantitatives et qualitatives
sur la population décrite par ces modeles (voir [4], [6], [11], [31], [36] et [40]).

En 1960, Till et McCulloch [48] confirment I'existence de cellules souches hématopoiét-
iques (CSH) qui sont responsable de la production des cellules sanguines matures.
L’hématopoiese est définie comme 1’ensemble des mécanismes qui assure le remplace-
ment continu et régulé des différentes cellules sanguines dans la moelle osseuse (voir
[1]-[3], [8] et [31]). Son dysfonctionnement génere des anomalies qui engendrent des
maladies hématologiques (voir [43]), comme dans le cas de la leucémie myéloide chro-
nique (LMC) qui est un cancer du sang caractérisé par une prolifération excessive de
certaines cellules sanguines (voir [36]).

La LMC est généralement basé sur la détection d'un chromosome anormal présent
chez plus de 95% des patients atteints de LMC appelé chromosome BCR-ABL ou
chromosome Philadelphie, appelé ainsi d’apres le nom de la ville ou il a été découvert

par deux scientifiques, Peter Nowell & David Hungerford en 1960 [39].



Ce chromosome chimérique résulte, suite a une translocation réciproque entre le gene
ABL (Abelson) situé sur le chromosome 9 et le gene BCR (Breakpoint Cluster Re-
gion) situé sur le chromosome 22, (voir [18]-[20], [29] et [46]). Cette anomalie chro-
mosomique génere une protéine dite tyrosine kinase et produit une perturbation de
I’hématopoiese d’ou la LMC, (voir [10], [29] et [35]).

Mackey en 1978, a été le premier a proposer les modeles mathématiques décrivant la
dynamique des cellules souches hématopoiétiques (voir [30] et [31]), il s’est inspiré des
travaux de Lajtha [27] et de Burns et Tannock [13]. Colijn, Fortin et Mackey ([14] et
[23]), ont repris ces modeles et ils les ont utilisés dans 1'étude du role des CSH dans
la dynamique de la LMC. Adimy et al. [5], Crauste et al. [16] et Pujo-Menjouet et
Mackey [41], ont pris en considération la maturité des cellules sangines.

D’autres auteurs ont développé des modeles mathématiques pour étudier I’évolution
de la LMC, notamment Moore et Li [37] qui ont considéré un systéme non linéaire
d’EDO pour les cellules cancéreuses et deux types de cellules lymphocyte. Ledzewicz
et Schattler [28] ont analysé un systeme linéaire d’EDO pour les cellules proliférantes
et quiescentes. Dans les travaux de Dingli et Michor [I8], les auteurs ont étudié un
systeme non linéaire d’EDO pour les cellules souches hématopoiétiques et les cellules
différenciés.

Inspiré par les travaux de Dingli et Michor [I8], les auteurs dans [24], ont considéré
un modele mathématique dans lequel, ils traitent deux types de compartiments cel-
lulaires les CHS et les progéniteurs. En conséquence, ils supposent que les progénit-
eurs cancéreuses proviennent des CSH cancéreuses par differenciation, alors que les
progéniteurs normales proviennent des CSH normales.

En considérant, le travail cité précedemment (voir [24]), nous avons étudié un modele
mathématique pour la leucémie myéloide chronique sans les cellules leucémiques dans
un premier temps et avec les cellules leucémiques dans le second.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres.

Dans le chapitre 1, apres l'introduction, nous étudions la partie biologique de notre
modele afin d’expliquer la dynamique des cellules souches hématopoiétiques normales
et cancéreuses dans le cadre de la leucémie myéloide chronique.

Dans le chapitre 2, nous trouvons quelques résultats mathématiques utiles pour la



suite de ce mémoire.

Dans le chapitre 3, nous considérons un modele mathématique contenant deux équati-
ons différentielles qui décrivent la dynamique de la population des cellules souches
hématopoiétiques normales et celles des progéniteurs normales. Nous démontrons,
tout d’abord, I'existence globale et I'unicité de solutions positives. Puis, nous étudions
I'existence des points d’équilibre et leur stabilité. Ensuite nous donnons quelques si-
mulations pour illustrer nos résultats.

Dans le chapitre 4, nous étudions le cas d'un modele mathématique contenant quatre
équations différentielles qui modélisent la dynamique de la population des cellules
souches hématopoiétiques normales, celles des progéniteurs normales, des cellules
souches hématopoiétiques leucémiques et celles des progéniteurs leucémiques. Nous
démontrons, I'existence globale et I'unicité de solutions positives. Apres, nous étudions
les conditions d’existence et de stabilité des points d’équilibre. Nous terminons avec

des simulations numériques qui illustrent nos résultats.



Chapitre 1

Microenvironnemnt de la moelle

osseuse

1.1 Gene, ADN et Chromosome

Ce sont trois entités moléculaires essentiels que 'on ne distingue pas toujours. En
fait, tous les trois fournissent les informations dont I'ovule fécondé a besoin pour se
développer jusqu’a I’age adulte (voir [26]).

a) L’ADN :

L’ADN (ou acide désoxyribonucléique) est une longue chaine de petites molécules
formé de quatre bases azotées différentes qu’on désigne par les lettres A, C, G et T qui
signifient respectivement Adénine, Cytosine, Guanine et Thymine. Chaque maillon a
une forme particuliere et I'organisme les lit comme des lettres de I'alphabet Braille.
b) Geéne :

Un gene est une partie de ’'ADN qui correspond a une information génétique par-
ticuliere qui donne naissance a une protéine. Ce sont les protéines qui font ’essen-
tiel du travail dans l'organisme et les genes sont a l'origine de leur reproduction.
Concretement, un gene est une longue séquence de A, C, G et T dans 'ADN. Une
partie de cette longue séquence contient les codes de production de la protéine en
langage génétique. Chaque combinaison de trois lettres génétiques correspond a un

acide aminé particulier, c’est a dire a un des éléments dont sont faites les protéines.



¢) Chromosome :

L’ADN n’est pas seul dans les cellules des organismes vivants. Il est enroulé autour
d’un squelette de protéines comme sur une bobine de fil, (voir Figure . C’est cet
assemblage d’ADN plus le squelette des protéines qu’on appelle chromosome. Cet as-
semblage empéche les chaines d’ADN de s’emméler et peut aussi rendre leur lecture
plus ou moins facile.

Chaque cellule d'un étre humain possede 23 paires de chromosomes (22 paires d’au-
tosomes numérotées de 1 a 22 et une paire de chromosomes sexuels), XX pour le
sexe féminin, XY pour le sexe masculin. Sauf exception, les cellules sexuelles comme
L’ovule et le spermatozoide ne possedent que 23 chromosomes. Lors de la fécondation,
les 23 chromosomes de I'ovule s'unissent a ceux du spermatozoide pour faire 23 nou-

velles paires de chromosomes (voir[47]).
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FIGURE 1.1 — Schéma d’un chromosome [26].

1.2 Division cellulaire

La phase de prolifération cellulaire se divise en deux principales phases qui sont
I'interphase et la mitose.
a) L’interphase :
L’interphase représente 90% du cycle cellulaire. Elle comporte trois phases essentielles,
la phase G1, la phase S et la phase G2 (voir [I5] et [34]).
— Phase G1 (environ 12h) :
C’est une phase de préparation de la phase S, sensible aux facteurs externes.

Son milieu est un point de restriction ou point R. Le passage G1/S est soumis
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a un controle strict (Check point).

— Phase S (environ 8h) :
C’est une phase de synthese de ’ADN, prolongée dans le cas des cellules cancéreuses
ou lésions. Il y a une activation des points de controle en G2 s’il ya persistance

de lésions.

— Phase G2 (environ 3h) :
Au cours de cette phase, il y’a formation de complexes moléculaires pour ’entrée
en mitose. Le point de controle G2/M vérifie I'intégrité de I’ADN.

b) La mitose :

Elle est caractérisé par quatre phases différentes.

— Prophase :
Condensation des chromosomes, disparition de I’enveloppe nucléaire, éloignement

des centrosomes et formation du fuseau mitotique.

— Prométaphase :
Capture des chromatides-soeurs de chaque chromosome par des microtubules

des poles opposés au niveau de leur kinétochore.

— Meétaphase :
Achevement de I'attachement bipolaire des chromosomes par leurs kinétochores

et formation de la plaque métaphasique au plan équatorial de la cellule.

— Anaphase :
Séparation des deux chromatides-soeurs de chaque chromosome. Chaque chro-

matide devient ainsi un chromosome migrant vers un pole.

— Télophase :

Reconstitution des enveloppes nucléaires et cytodiérese.

La phase de quiescence ou de repos, est notée par G, elle vient juste apres la mitose.

(voir Figure [1.2)).
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FIGURE 1.2 — Division cellulaire [34].

c¢) La régulation du cycle cellulaire :

Le cycle cellulaire est régulé par des protéines non enzymatiques dont la synthese va-
rie au cours du cycle, appelées cyclines et des protéines enzymatiques de type kinase
dont I'activité dépend des cyclines ou cdk appelées CDK (Cyclin Dependant Kinase),
(voir [15] et [34]).

Voici quelques exemples de complexes régulateurs :

- Cdk4-cycline D et CdK2-cycline E/Rb permet le passage de G1/S.

- Cdkl-cycline B ou MPF permet I'entrée en Mitose.

Le cycle cellulaire est également régulé par des protéines permettant de surveiller
I'intégrité de 'ADN, des protéines détectant des lésions telles que DDCP (DNA Da-
mage Check Point) et des protéines localisant des erreurs de duplication et controlant
la répartition équitable des 2 chromatides filles entre les 2 cellules (RCP, Replication
Check Point et MCP, Mitotic Chek Point).

12



1.3 Les cellules souches

a) Définition :
Deux capacités essentiels définissent les cellules souches et permettent de les distinguer
des autres cellules, (voir []], [11] et [33]).

1. La capacité de différenciation : Dans certaines conditions physiologiques ou
expérimentales, les cellules souches sont capable de se différencier en cellules
spécialisées.

2. La capacité d’auto-renouvellement : Les cellules souches sont des cellules non

spécialisées qui se renouvellent par division cellulaire pendant de longues périodes.

La division des cellules souches s’effectue de maniere symétrique i.e. chaque cel-
lule souche donne deux cellules souches qui restent dans leur niche ou deux cellules
différenciées. Et de maniere asymétrique, 'une des deux cellules filles reste dans la

population des cellules souches et I'autre rejoint le groupe de cellules en différenciation

(voir Figure [L.3)).

Progéniteur

2

Cellules matures

Cellule mature

9
9 Q
@

F1GURE 1.3 — Différents types de division [9].

b) Classification des cellules souches :
En ce qui concerne les cellules souches, on en distingue plusieurs types en fonction de
leur capacité de différenciation, (voir Figure [1.4)).
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— Les cellules souches totipotentes :
Ce sont des cellules souches capables de former tous les types cellulaires, elles
peuvent former un organisme entier multicellulaire. Ce sont des cellules qui se
retrouvent dans les ovocytes fécondés jusqu’au quatrieme jour (stade morula de
2 a 8 cellules).

— Les cellules souches pluripotentes :
Elles peuvent conduire, par différenciation, a I’ensemble des tissus issus des
trois feuillets embryonnaires (endoderme, mésoderme et ectoderme) mais ne
permettent pas de conduire aux annexes embryonnaires. In vivo, on trouve
différents types de cellules souches pluripotentes selon ’age de I'organisme ou
de l'individu. Par exemple, chez I'’embryon de 5-7 jours, les cellules souches
pluripotentes correspondent aux cellules de 1’épiblaste, localisées au coeur de
la masse cellulaire interne du blastocyste et sont appelées cellules souches em-

bryonnaires.

— Les cellules souches multipotentes :
Les cellules souches multipotentes ont un potentiel de différenciation plus réduit
que les cellules souches pluripotentes mais sont tout de méme capables de
conduire a au moins quatre types cellulaires tout en étant déja engagées dans
un programme de différenciation tissulaire spécifique. Ces cellules sont présentes

chez le foetus (= 6 semaines) ainsi que chez l'adulte.

— Les cellules souches unipotentes :
Les cellules souches unipotentes ne peuvent conduire qu’a un seul type cellulaire.
Les myoblastes myosatellites, les adipoblastes, les cellules chondrogéniques du
périchondre et les cellules ostéogéniques du périoste, les cellules de 1’épithélium
basal de la muqueuse gastro-intestinale ainsi que certains progéniteurs neuro-

naux sont des cellules souches unipotentes.
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FIGURE 1.4 — Blastocyste et classification des cellules souches [25].

c) Les cellules souches adultes (CSa) :

Ces cellules se retrouvent dans les tissus adultes humains ou elles participent au
maintien d’un organe ou d’un tissu dans un état physiologique. Cela se fait grace a
leur capacité d’une part a se multiplier a I'identique (afin de renouveler les cellules
sans épuiser le réservoir de cellules souches) et d’autre part a se différencier pour
acquérir les caractéristiques du tissu a réparer. Des cellules souches répondant a cette
définition et donc considérées comme CSa, ont été identifiées avec certitude. Il existe

deux types de cellules souches adultes : les CSM et les CSH.

1. Les cellules souches mésenchymateuses :
Les cellules souches mésenchymateuses (CSM) sont des cellules souches tissu-
laires, adultes, multipotentes a l'origine des lignages ostéoblastiques, chondro-
blastiques, adipocytaires, stromales et tendinoblastiques. De facon plus contestée,
elles donneraient également naissance aux cellules musculaires striées squelet-
tiques et cardiaques voire a des cellules d’origine non mésodermique, tels les

hépatocytes ou les cellules neurales.

2. Les cellules souches hématopoiétiques :

Elles sont les plus connues, elles sont capables de se différencier en globules

15



blancs, en globules rouges et en plaquettes. Placées dans un organe ou un tissu
différent, elles peuvent engendrer du muscle, du foie ou des cellules nerveuses.
Ces cellules sont extraites de la moelle osseuse ou du sang périphérique d’un
patient pour lui étre injectées autant qu’il en a besoin. On peut envisager la
meéme pratique a partir d’'un donneur apparenté ou non, et mieux a partir de

sang du cordon embilical.

1.4 L’hématopoiese

L’hématopoiese est un mot d’origine grecque, se composant de deux termes : hémato
pour "sang” et poiese pour ”création”. Ce processus physiologique hiérarchisé permet
la production des cellules sanguines matures qui sont les érythrocytes, les plaquettes
et les leucocytes comprenant les granulocytes, les monocytes, les lymphocytes B et
T, (voir [4], [9] et [11]).

a) Localisation de I’hématopoiése :

Pendant la période embryonnaire, trois localisations distinctes de I'hématopoiese ont
été caractérisées correspondant chacune approximativement a un trimestre.

La premiere phase a lieu dans une région mal définie appelée AGM (Aorta-Gonado-
Mesonephros) localisée au niveau du mésoderme, exclusivement érythroblastique. La
deuxieme phase a lieu essentiellement dans le foie et la rate.

A partir du sixieme mois, I'hématopoiese devient médullaire. A la naissance, I’hématop-
oiese est quasi exclusivement médullaire. Elle se fait dans tous les os, y compris le
crane et les phalanges. La moelle est, a cet age, presque entierement hématopoiétique,
avec tres peu de cellules graisseuses. Au cours du vieillissement, I’hématopoiese subit
une régression qui, chez ’adulte, se limite aux os plats : sternum, cotes, vertebres et
bassin, (voir Figure [L.9]).

Chez le sujet agé, la richesse médullaire décroit progressivement, surtout apres 70
ans, mais sans diminution notable du nombre de cellules sanguines circulantes. Il n’y

a pas d’aplasie physiologique du sujet agé.
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FIGURE 1.5 — Différents stades de I’hématopoiese[LT].

b) Les facteurs de croissance hématopoiétiques :

Les facteurs de croissance de la lignée myéloide sont principalement le stem cell factor
(SCF), l'interleukine 3 (IL 3), le GM-CSF (CSF signifie colony stimulating factor),
le M-CSF, le G-CSF, I’érythropoiétine et la thrombopoiétine. Dans la lignée rouge,
I’érythropoiétine est indispensable a la différenciation définitive en érythroblastes.
Dans les lignées granuleuses, I'ILL 3 suffit a induire une différenciation définitive en
granuleux ou en monocytes mais moins efficacement que le GM-CSF. Les facteurs
de croissance spécifiques (M-CSF pour les monocytes, G-CSF pour les granuleux)
augmentent le nombre de colonies respectivement monocytaires et granuleuses. La
thrombopoiétine favorise la différenciation terminale des plaquettes. L’'IL 5 est une
cytokine essentielle de la différenciation et I’activation des polynucléaires éosinophiles.
Certains de ces facteurs sont depuis devenus des molécules fréquemment utilisées en

thérapeutique comme 1’érythropoiétine, ( voir [33]).
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Les compartiments de I’hématopoiése
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FIGURE 1.6 — Les compartiments de ’hématopoiese[25].

1.5 Les cellules sanguines

a) Les globules rouges :
Ce sont des cellules qui assurent la circulation de 'oxygene et ’évacuation du di-
oxyde de carbone dans 'organisme. L’érythropoiese est le processus de formation des

érythrocytes dans la moelle osseuse, (voir Figure [1.7)).
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FIGURE 1.7 — Erythropoiese [25].

b) Les globules blancs :
Ce sont des cellules du systeme immunitaire. Elles sont présentes dans le sang, la
lymphe, les organes lymphoides, ainsi que dans plusieurs tissus de 'organisme. En cas
d’infection ou de réaction infammatoire, le nombre de leucocytes augmente. Dans cer-
tains cas de leucémie, les globules blancs se multiplient excessivement et provoquent
un syndrome myéloprolifératif. On retrouve trois principales classes de leucocytes,
(voir Figure [L.8).
1. Les granulocytes :
Ou bien polynuclaires, ils sont répartis en trois catégories selon leurs roles dans

la défense de l'organisme. On distingue les neutrophiles, les basophiles et les
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éosinophiles.
. Les lymphocytes :
Ce sont des cellules qui réagissent suite a la présence des bactéries ou des cellules

cancéreuses. On retrouve les lymphocytes T, lymphocytes B et NK (Natural
Killers).

. Les monocytes :
Ils possedent une capacité de destruction et de digestion des corps étrangers

(virus, parasites et bactéries), et se multiplient en cas d’infection chronique.
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FIGURE 1.8 — Leukopoiese [25].

c) Les plaquettes :

Ce sont des éléments obtenus par division du cytoplasme du mégacaryocyte, une
cellule de la moelle osseuse. Les thrombocytes sont des petits fragments dépourvus
de noyau. Elles forment un caillot qui adhere aux cellules endothéliales des vaisseaux

sanguins pour les réparer (voir Figure [1.9)).
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FIGURE 1.9 — Mégacaryopoiese [25].

1.6 La leucémie

La leucémie est un cancer qui prend naissance dans les cellules hématopoiétiques de la
moelle osseuse. Tissu spongieux situé au centre de la plupart des os, la moelle osseuse
produit des globules rouges, des globules blancs et des plaquettes. Chez les personnes
atteintes de leucémie, des cellules sanguines cancéreuses se forment et remplacent
les cellules sanguines normales dans la moelle osseuse (voir [10] et [I1]). Les quatre

principaux types de leucémies sont :
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1. la leucémie myéloide aigué.
2. la leucémie myéloide chronique.
3. la leucémie lymphoblastique aigué.

4. la leucémie lymphocytaire chronique.

1.6.1 La leucémie myéloide chronique (LMC)

La leucémie myéloide chronique se caractérise par une production excessive et persis-
tante au sein de la moelle osseuse des globules blancs (ou leucocytes). Une partie de
ces globules blancs sont anormaux, ce sont des cellules immatures qui passent dans

le sang. Elle porte plusieurs autres noms, notamment les suivants :
1. Leucémie myélogene chronique.
2. Leucémie granulocytaire chronique.
3. Leucémie myélocytaire chronique.

a) Causes :

On ne nait pas avec la LMC. Il ne s’agit pas d’une maladie héréditaire. Elle survient
lorsque I’ADN d’une seule cellule de la moelle osseuse est endommagé. La cellule mutée
se multiplie de maniere incontrolable, et les cellules auxquelles elle donne naissance
remplacent les plaquettes, les globules rouges et les globules blancs normaux de la
moelle osseuse. Les cellules cancéreuses circulent ensuite dans le sang en exces. Comme
I’évolution de la LMC est lente, elle n’interfere pas completement avec la production
de globules rouges, de globules blancs et de plaquettes matures. Par conséquent,
la LMC est généralement moins grave que la leucémie aigué. Au moment de leur
diagnostic, les patients qui en souffrent ne présentent souvent aucun symptome.

b) Facteurs de risque :

Un facteur de risque se définit comme tout élément qui augmente le risque qu’une
personne soit touchée par une maladie. Les facteurs de risque pour la LMC sont les

suivants :
1. Le sexe : La LMC touche un peu plus d’hommes que de femmes.

2. L’age : Le risque d’étre affecté par la LMC augmente avec ’age.
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3. L’exposition aux rayonnements : Chez un petit nombre de patients, la LMC
est causée par l'exposition a de tres fortes doses de rayonnements (comme chez
les personnes ayant survécu a la bombe atomique ou & un accident nucléaire).
Le risque est également un peu plus élevé chez les personnes qui recoivent de
tres fortes doses dans le cadre d’une radiothérapie visant a traiter d’autres
formes de cancer, comme le lymphome. La plupart des individus souffrant d'un
cancer et traités par radiothérapie ne développent pas de LMC; en outre, la
majorité des patients atteints de LMC n’ont pas été exposés a de fortes doses
de rayonnements. L’exposition aux radiographies diagnostiques dentaires ou

médicales n’a pas été associée a une augmentation du risque de LMC.

1.6.2 Le chromosome Philadelphie et le géne de fusion BCR-
ABL

Les cellules de 'organisme doivent se dupliquer afin de remplacer les cellules usées.
Pour ce faire, elles font une copie de tout leur contenu, y compris de leurs chro-
mosomes, puis se divisent en deux cellules identiques. Elles commettent parfois des
erreurs, soit lors de la duplication, soit lors de la division. L'une de ces erreurs est ap-
pelée translocation. Une translocation survient lorsqu’un fragment de chromosome se
sépare et s’attache a un autre chromosome. Il arrive parfois que des fragments prove-
nant de deux chromosomes différents échangent de place. Cela peut donner naissance
a un gene de fusion, c’est-a-dire un gene anormal qui résulte de la fusion de deux
genes différents.

Le gene de fusion BCR-ABL est a l'origine de tous les cas de la LMC. Il ne se trouve
pas dans les cellules sanguines normales. Le gene BCR-ABL est le résultat d'une
translocation entre les chromosomes 9 et 22 qui survient dans une seule cellule de
la moelle osseuse, au cours de sa division. Une partie du chromosome 9 s’attache
au chromosome 22, et une partie du chromosome 22, au chromosome 9, cet échange
aboutit & un chromosome 9 plus long que la normale et & un chromosome 22 plus
court que la normale. Le nouveau chromosome 22 anormal est connu sous le nom
de chromosome Philadelphie, (ainsi appelé en raison de sa découverte par I'Institut
Winstar, a Philadelphie), (voir [9], [21]).
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L’extrémité inférieure du chromosome 9 porte le gene ABL (nommé d’apres Herbert
Abelson, le scientifique I'ayant découvert). La cassure du chromosome 22 touche un
gene appelé BCR (pour Breakpoint Cluster Region). Le gene muté ABL se déplace
sur le chromosome 22 et fusionne avec la partie restante du gene BCR. De cette fusion
nait le gene BCR-ABL, responsable de la LMC.

D’une maniere géneral, les genes donnent des directives aux cellules pour la fabri-
cation de protéines. A I'état normal, le gene ABL indique a la cellule de fabriquer
une protéine appelée < tyrosine kinase ». Cette protéine signale a la cellule quand se
développer et se diviser.

Dans le cadre de la maladie, le gene anormal BCR-ABL produit une protéine anormale
appelée tyrosine kinase BCR-ABL, qui demande aux cellules souches du sang de pro-
duire trop de granulocytes (globules blancs). Ces granulocytes particuliers portent
le gene BCR-ABL, ils sont nommés cellules leucémiques ou cellules LMC. Ils sont
anormaux et n’évoluent pas en globules blancs sains, ils fabriquent de nouvelles cel-
lules trop rapidement et ne meurent pas quand ils le devraient, (voir [I0] et [35]).
Ces granulocytes finissent par s’accumuler dans la moelle osseuse et par remplacer les
plaquettes, les globules rouges et les globules blancs normaux, ce qui peut provoquer

une anémie, une infection ou des saignements excessifs, (voir Figure [1.10)).
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FIGURE 1.10 — Chromosome de philadelphie [9].

1.6.3 Phases de la LMC

Les médecins ont recours a des tests diagnostiques pour déterminer la phase de la
LMC d’un patient. Celle-ci repose principalement sur le nombre de globules blancs
immatures (blastes) dans le sang et la moelle osseuse. Il existe quelques systemes de

classification distincts pour les phases d'une LMC, (voir [17] et [21]).

1. Phase chronique.
Lorsqu’ils recoivent un diagnostic de la LMC, la plupart des patients se trouvent

dans la phase chronique. Les personnes atteintes de la LMC en phase chronique
— peuvent présenter ou non des symptomes;
— ont un nombre accru de globules blancs;

— répondent habituellement bien au traitement standard (leurs symptomes
disparaissent, le nombre de globules blancs revient a la normale, le taux

d’hémogl-obine s’améliore et la taille de la rate diminue).

Si elle n’est pas traitée, la LMC en phase chronique finit par évoluer vers une

LMC en phase accélérée.
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2. Phase accélérée :
La phase accélérée s’accompagne d'une augmentation du nombre de blastes
immatures, et parfois, de nouvelles altérations chromosomiques s’ajoutent a la
présence du chromosome Ph.

Les personnes atteintes d’'une LMC en phase accélérée peuvent avoir,
— un taux sanguin de basophiles (type de globule blanc) de plus de 20%,
— un nombre élevé de globules blancs,
— un nombre de plaquettes tres élevé ou tres faible,
— une augmentation de la taille de la rate,
— une anémie,
— des anomalies chromosomiques supplémentaires,
— de nouvelles altérations chromosomiques (mutations) dans les cellules LMC.

Dans la phase accélérée, le nombre de cellules LMC augmente plus rapidement
et provoque des symptomes tels que de la fatigue, de la fievre, une perte de
poids et une augmentation de la taille de la rate. Si elle n’est pas traitée, la

LMC en phase accélérée finit par évoluer vers une LMC en phase blastique.

3. Phase blastique :
La phase blastique se manifeste et se comporte de la méme facon que la forme
aigué de la leucémie myéloide. Les personnes souffrant d'une LMC en phase

blastique peuvent présenter,
— une anémie,
— un nombre tres élevé de globules blancs,
— un nombre de plaquettes tres élevé ou tres faible,

— des blastes qui ont quitté le sang ou la moelle osseuse pour se propager a

d’autres tissus et organes,

— des cellules LMC porteuses de nouvelles anomalies chromosomiques.
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Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Théoreme de Cauchy-Lipchitz

Définition 2.1. (Probléme de Cauchy)([12]). Soit la fonction f: 1 x R* — R?,
J CICR, (ty,z0) € I x R?, d € N*. On appelle solution (respectivement, solution
mazximale) du probléme de Cauchy associée a la donnée (to, xo) toute solution (J,x)

(respectivement, solution mazximale) de
a(t) = f(t, @), (2.1)
vérifiant de plus to € I et z(ty) = xo.

Théoréeme 2.1. (Cauchy-Lipchitz, forme faible)([12]).

Si la fonction f:I x R4 — R? est de classe C alors pour toute condition initiale
(to,z0) € I x R%, il existe un intervalle J C I contenant to tel qu’il existe dans
J une unique solution du probleme de Cauchy associé. En particulier, pour toute
telle donnée, il existe une unique solution maximale associée et toute autre solution

vérifiant la condition de Cauchy est une restriction de cette solution maximale.

Définition 2.2. ([12]). Une fonction continue f: 1 x RY — R? | est dite localement
Lipschitzienne par rapport a la variable d’état (ou a la seconde variable). Si pour tout
(to,w0) € I x R?, il existe Cyy 4, > 0 et un voisinage U de (to, zo) dans I x R tel que
Vt € 1, Vay, 2o € R? tels que (t,z1) € U et (t,x5) €U, on a
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1f (&, 1) = f(t )| < Croaollzn — 22|

Théoréme 2.2. (Cauchy-Lipchitz, forme forte)([12]). Le théoréme de Cauchy-
Lipschitz est encore vrai si f est continue et localement lipschitzienne par rapport a
la variable d’état.
2.2 Théoreme de positivité
Soit I’équation différentielle

(t) = f(t,r) et x(ty) = 2°, (2.2)
f:Rx D —R%ou D est un ensemble ouvert C R

Théoréme 2.3. (Positivité)([44],[45]). On suppose que f vérifie les hypothéses du
théoreme .11 et

Vie{l,..,d},Vz e RL 12, =0= fi(t,x) > 0. (2.3)

Si x(tg) > 0, alors la solution correspondante z(t) de satisfait x(t) > 0 Vt > 1.

2.3 Lemme de Gronwall

Lemme 2.1. ([22]). Soient f et g deuz fonctions continues sur I = [0,T] avec f >0

et g dérivable. St une fonction u, continue a valeurs réelles, vérifie

+ /O " (s)u(s)ds

-I—/Og s)exp /f du ds
sOcen( [ swan)+ [ gern( [ )
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2.4 Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre

La forme générale d'un systeme de deux équations différentielles ordinaires autonomes
est la suivante (voir [7]).
= flz,y),
i o= glz,y)
1. Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre
Un point d’équilibre (z*,y*) du systeme vérifie

fl@*y*) = 0,
(e =0 .

gla*,y*) =

(2.4)

Soient (u(t),v(t)) les coordonnées locales au voisinage du point d’équilibre

(z*,y*) données par

u(t) =

v(t)

(1)

z(t) — x*
y(t) —y"

9

Si les variables locales u(t) et v(t) tendent vers 0, alors la trajectoire tend vers
I'équilibre (x*, y*). Pour linéariser, on recherche le systéme d’équations qui gou-
verne les variables (u,v) en faisant une approximation du premier ordre au

voisinage du point d’équilibre :

0 0

u=f(a",y") + a—i(ﬂf*,y*)(ﬁc — ") + 8—5(33*@*)(3/ —y)+
0 0

b= gt y) gy ) =) ) )

En utilisant les relations définissant le point d’équilibre, c’est-a-dire f(z*, y*) =
g(z*,y*) = 0, apres substitution des coordonnées locales dans les équations
précédentes et en négligeant les termes d’ordre supérieurs a 1 dans le développement

de Taylor, nous obtenons le systeme linéarisé suivant :

u_a_x(xvy)u—i_@y(xvy)va
U_ax(xvy)u_}—ay(xay)Ua
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u’il est possible de réécrire sous une forme matricielle =A avec
? .
D v

of  of

_ or Oy
A= 99 99
or Oy

La matrice des dérivées partielles que nous notons A, s’appelle la matrice jaco-
bienne.

En algebre linéaire nous remarquons qu’il existe plusieurs formes de Jordan
en fonction du signe du discriminant de 1’équation caractéristique. Nous allons
donc distinguer ces différents cas.

a) A a deux valeurs propres réels distinctes,

b) A a une valeur propre réelle double,

¢) A a deux valeurs propres complexes conjuguées.

. Typologie des systémes planaires linéaires(voir [7])

Pour distinguer les trois cas, on considere I’équation caractéristique
w? — trAw + detA = 0.

On sait que si wy et wy sont les solutions de 1’équation caractéristique, nous

avons

trA = wp + wo,
detA = wiws.

Les trois cas précédents dépendent du signe du discriminant :
A = (trA)* — 4det A.

a) Cas de deux valeurs propres réelles distinctes :

Trois cas peuvent étre distingués :

— w1 > 0 et wy > 0. Les deux valeurs propres sont positives, il s’agit d'un

noeud instable ou encore source.

— w1 < 0 et wy < 0. Les deux valeurs propres sont négatives, il s’agit

d’un noeud stable ou encore un puit.
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— wy et wy sont de signes contraires, il s’agit d’'un point selle ou point

col.

b) Cas d’une valeur propre réelle double :

Deux cas sont a distinguer :
— w < 0, il s’agit d’un noeud stable dégénéré, trA < 0.
— w > 0, il s’agit d’un noeud instable dégénéré, trA > 0.

c) Cas de deux valeurs propres complexes conjuguées :
Notons par w; = a + i et wy = av — i3 les valeurs propres de A.

Trois cas peuvent étre distingués :
— «a > 0. Il s’agit d'un foyer instable.

— «a = 0. Les deux valeurs propres sont imaginaires pures, il s’agit d’un

centre.

— a < 0. Il s’agit d’'un foyer stable.

2.5 Stabilité des points d’équilibre
Soit I'équation différentielle

(t) = f(z(t)) et x(ty) = xo, (2.6)

pour t > 0 et ol f : R? — R? est une fonction vérifiant au moins les conditions de

Cauchy- Lipschitz et  est une fonction de R* dans R?, solution de I’équation

Définition 2.3. ([{2/). On dit que x* appartenant a R? est un point d’équilibre si

f(z*) =0, ainsi x = x* est l'unique solution de avec la condition initiale x(ty) =

*

T .

Notation : ®(t,zg) est la solution de telle que ®(tg,z9) = zo. ou P est le flot
associé a I’équation différentielle de [2.6]

Définition 2.4. ([{2]).

1. x* est dit uniformément stable si :

Ve>03dn>0 |lzg—a*| <n= |t z) — 2| <e, Vt>0.
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2. x* est dit uniformément asymptotiquement stable si x* est uniformément stable
et st :
dp >0 ||z —2*| <p= tE+moo¢(t’xO> ="

3. un équilibre qui n’est pas uniformément stable est dit instable.

Théoreme 2.4. ([42]). Soit & = Az un systéme linéaire ou A est une matrice carré

d’ordre d, de valeurs propres distinctes wy, ....,w,, (r < d).

1. 0 est un équilibre uniformément stable si et seulement si Re(\;) < 0, Vi €
{1,..,d}.
2. 0 est un équilibre uniformément asymptotiquement stable si,

Vi € {1,..,d}, Re(w;) < —o < 0 pour un certain ¢ > 0, et on a ¥Vt > 0
lo(t, zo) || < Kllzofle™".

3. S’il existe w tel que Re(w) > 0, alors 0 est instable.
Définition 2.5. ([{2]). Soient 2 un ouvert de R™ contenant 0, et soit V :Q — R
une fonction de classe C*!,
1. V est dite définie positive si :
(a) V(0) =0, et
(b) V(u) >0 pour u € Q/{0}
2. V est dite définie négative, si -V est définie positive.
3. V est dite semi-définie positive si :
(a) V(0) =0, et
(b) V(u) >0 pour tout u € §2
4. V est dite semi-définie négative si -V est semi-définie positive.
Théoréme 2.5. (Stabilité au sens de Lyapunov : méthode directe)([42]).
Soit y(t) solution de y = f(y) et soit V une fonction de classe C' définie positive sur

Q un voisinage de y* = 0 (sans perte de généralité on prend l’équilibre exactement

lorigine)
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1. Si ’r est semi-définie négative alors y* est stable.

2. Si o est définie négative alors y* est asymptotiquement stable.

Théoréme 2.6. (Théoréme d’invariance de LaSalle)([{2]). Soit R™ 5 y — V(y) de

classe C* et définie positive

av
<.
dt_o

Alors, pour toute condition initiale yo, la solution de y = f(y) (définie pour tout
temps t > 0) converge asymptotiquement vers le plus grand sous-ensemble invariant

d
contenu dans l’ensemble des points & € R™ tels que %V(ﬁ) =0.

2.6 Critere de Routh-Hurwitz

Soit le systeme linéaire de dimension n suivant (voir [7])
. n
T =) GijTij,

avec ¢ € [1,n], ou A = (a;;) est une matrice carrée de dimension n a coefficients
constants. La matrice A admet n valeurs propres qui sont solutions de I’équation
caractéristique det(A — wl) = 0, qui est un polynéme de degré n que nous écrivons
sous la forme suivante :

p(w) = g™ + 1w + w2 + .+ e w + e, =0,

ol ey, €1, €, ..., €, sont réelles. Considérons les n déterminants suivants,

ffliz €1

]ﬂé _ €1 e3
1 €9
€1 €3 €5
]yé = 1 €y €4
0 €1 €3
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€1 €3 €5
1 €y €4
Hy =
0 0 . .. €L

avec k € [1,n]. Dans le cas de dimension n, tous les a; avec j > n sont pris égaux a

zéro. Nous avons le résultat suivant :
(L’équilibre est asymptotiquement stable < V € [1,n], Hx > 0).

Il faut donc vérifier que les n déterminants Hj sont strictement positifs. Il s’agit de
conditions nécessaires et suffisantes de stabilité asymptotique locale, c¢’est-a-dire que
les valeurs propres de la matrice Jacobienne calculée au point d’équilibre ont toutes

une partie réelle négative.

2.7 Modele de Malthus et Modele de Verhulst

Nous citons ici deux modeles tres connues en dynamique des populations.

a) Modeéle de Malthus :

Malthus [32] étudia en 1798 le probleme de croissance d’une population P a I'instant
t, notée par P(t). Il se base sur une loi mentionnant que les déces et les naissances
sont proportionnels a la population.

C;—f = (B—p)P = P(t) = Pye® Mt ¥t > 0. P, est la donnée initiale, le parametre 3
représente le taux de natalité, et p représente le nombre de déces rapporté au nombre
d’individus. Ces données statistiques sont estimées suivant une échelle de temps fixée
(jour, mois,...). De plus, il considére que le milieu n’influence pas la croissance, c’est-
a-dire qu’il n’est pas limitant. En effet, I’étude qualitative du modele montre que :
La densité de la population tend exponentiellement vers l'infini si § > p.

La population ne progresse pas avec le temps dans le cas ou 5 = p.

Une décroissance instantanée conduit a ’extinction de la population si 8 < p.

b) Modele de Verhulst :

Verhulst [38] présente en 1836 un modele afin de modéliser la croissance d'une popu-
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lation en présence de facteurs limitant (ie la croissance de la population se stabilise

au cours du temps), on notera la capacité d’accueil de 'environnement par K :

dP P
%Z(ﬁ —p)(1— %), P(0) = F.

Le parametre K représente le nombre maximal d’individus pouvant subsister en-
semble. Les individus se retrouvent en compétition pour la nourriture, le territoire
ou la reproduction. Pour n’importe quelle donnée initiale Fy, la limite de la solution

P(t) montre que.
— La densité de la population tend vers K si § > pu.
— La population ne progresse pas avec le temps dans le cas ou g = p.

— Une décroissance instantanée conduit a l'extinction de la population si 5 < pu.
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Chapitre 3

Analyse mathématique d’un
modele sur la régulation des

cellules sanguines

Dans cette partie, on considere un modele qui décrit 1’évolution des cellules souches
normales hématopoiétiques et les cellules progénitrices normales.

On a le modele suivant

Ty = (5 —a; — Bowo — >\SU1)5507 (3 1)
j,’l = QxTy — d1$1‘ .
Avec les conditions initiales suivantes :
70(0) = ) > 0 et 2,(0) = 2% > 0. (3.2)

Dans ce cas, la population des cellules souches hématopoiétiques se divisent en deux
compartiments, les cellules souches normales indifférenciées et les cellules souches nor-
males progénitrices.

Dans les tableaux 1 et 2, on récapitule les symboles et les parametres de notre modele.

Tableau 1. Symboles et définitions de populations.
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Symboles || Définitions

o Cellules souches normales

X1 Cellules progénitrices normales

Tableau 2. Symboles et définitions de paramétres.

3.1

Parameétres | Définitions
Bo Tauz de mortalité des cellules souches normales
15} Taux de division des cellules souches normales
A Coefficient d’interaction entre les cellules souches et progénitrices
(g Tauzx de production des cellules souches normales
dy Taux de mortalité des cellules progénitrices normales

(D

Cellules souches a, Cellules progénitrices d,
hématopoiétiques normales > normales x, >
/T
Boxo+Ax,

FIGURE 3.1 — Schéma du modele B.1]

Existence et unicité de solution

Nous allons étudier 'existence et I'unicité de la solution globale de notre modele

qui représente un cas de la dynamique de la population des cellules souches normales

hématopoiétiques indifférenciées et des cellules souches normales progénitrices en pre-

nant compte de la compétition entre les cellules.
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Soit F': R?* — R? donné par F(zg,z1) = (F1, F)(xo, 21), tel que :

{ Fi(zo,21) = (8 — az — oo — Aw1)0,

F2($0,l'1) = ax.flﬁo—dll'l.

Théoréme 3.1. Soit F continue et localement Lipschitzienne dans R? alors le systéme
[3.1) admet une solution unique (zo(t),z1(t)) dans R2.

Preuve

F est localement lipschitzienne, donc d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz le

m

systeme (i3.1]) pour toutes conditions initiales admet une solution unique (zo(t), z1(t))

R? définie localement.
Théoréme 3.2. Le systéeme (3.1) admet une solution unique positive dans R%.

Preuve

Considérons le systeme suivant

{ ty = Fi(xo, 1),

1 = Fy(xg,11).

On a Fi(0,21) =0 >0, Vx; € R,.

Fy(x0,0) = azxo > 0, Vo € R, avec a, > 0.

Alors en utilisant le théoreme de positivité on déduit que le systeme admet
une solution unique positive dans R?, V¢ > 0.

Hypothese :
H1l:d, <1

Théoreéme 3.3. Le systéme (3.1) admet une solution globale unique positive dans
R2 .
_l’_

Preuve

Soit N(t) = zo(t) + z1(t) si thHTl N(t) < oo, alors le systeme (3.1) admet une solution
—

globale unique (xo(t), z1(t)) € R

On fait un raisonnement par contradiction, on suppose que 1in% N(t)=00.
t—
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On a

N(t) = do(t) + a1 (t)
S (ﬁ + 1)Mx0 — Ty — dll'l(t)
S (ﬁ + 1)M1’0 - pN<t)
Ou M,, = max(x), K1), p = min(1,d;) = d; avec K; = b g G
0

N(t) < (B+1)Myt + N(0) — p/t N(s)ds

D’apres le lemme de Gronwall

(B +1)M,, N (B +1)M,,

N(t) < [N(0) - Jexp(—pt)

N(t) est bornée, cependant (z0,zy) € R2 et ¢ > 0, alors la solution (zy(t),z1(t)) est

bornée.

3.2 Existence des points d’équilibre

Dans cette section, on va étudier I'existence des points d’équilibre de (3.1]).

Définition 3.1. Le point d’équilibre Ei = (E!, E?) est appelé un point d’équilibre
non trivial si E7 > 0, Vi € {1,2}.

Les points d’équilibre de (3.1) peuvent étre soit I’équilibre trivial Ey ou le point
d’équilibre non trivial E,.
Théoréme 3.4. 1. Le systeme (3.1)) admet une solution trivial Ey = (0,0).

2. Soit A > 0, st B > a, alors il existe un point d’équilibre non trivial unique

T - Ug d
E. = (&, Z—lgl) avec &1 = éfcll%)al'
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Preuve

Le systeme
{x'o = Fi(zo, 1),

1 = Fy(zo, 1)

admet un point d’équilibre (xf, z7), si Fi(xg, z7) = 0 et Fy(zf, 27) = 0.

Alors, on a
Fi(zg,27) = (B — as — Boxg — Aaj)zg =0,
Fy(xi,x) = azxf— dixy =0.
Donc
x5y =0 ou (8 —a,— Poxrs— Ax}) =0,
ay
] = d—lxo
On a les points d’équilibre suivants :
EO = (07 0)7
_ ag o (6 - aw)dl
Er= (6, g6, avee &y = Body + Aag

3.3 Stabilité des points d’équilibre

Dans cette section, on va analyser la stabilité des points d’équilibre du modele ((3.1]).

La méthode est basée sur la linéarisation du systeme (|3.1)).

Théoreme 3.5. 1. Si 8 > ay, alors le point d’équilibre trivial Ey est instable.

2. Si B < ag, alors le point d’équilibre trivial Ey est stable.

Preuve
8F1 0F1
Soit la matrice jacobienne Ji(xzg, x1)= gf’g gﬁ
dwy  Ox1
. . b — a, —2Bgxs — A\xp  —Ax)
Jl(%a%):( mo ' ’
Ay —d1

J1<0,0)=<5;% (ZZ )
T — U]
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1. Si B—a, > 0 avec —d; < 0, alors le point d’équilibre Ej est instable (point selle).

2. Sif—a, <0 avec —d; < 0, alors le point d’équilibre Fy est stable.

Théoreme 3.6. Soit A > 0 et B > a,, alors le point d’équilibre non trivial E, est

localement asymptotiquement stable.

Preuve

Soit la matrice jacobienne J; (&1, %{’1):
dl Qg —dl

—Bob1 —AE )

Tr(J1(&, %51)):—5051 —di <0 et Det( (&1, §261))=Fo81 + Aaz&1 > 0. Donc Ey est

1
un point d’équilibre localement asymptotiquement stable.

Remarque 3.1. L’équation caractéristique correspondant au point d’équilibre E, est :
p(u) = u? 4+ (Bo& + dr)u + Bodi&y + Aaz&y = 0.

Avec

A = (Boér + d1)? — 4(Bodi&r + Nag&y).

A = Tr(Jy (6, %60))2 — 4det(J, (&1, %61)).-

Si A <0, on adet(Jy (&, Z—T&)) < i(Tr(Jl(fl, Z—j{l)))Q ce qui implique que le point
d’équilibre E, est un foyer stable.

Si A >0, on adet(Jy (&, Z—jfl)) > i(Tr(Jl(ﬁl, Z—jfl)))Q ce qui implique que le point

d’équilibre E, est un noeud stable.
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3.4 Simulations numériques

1.5 20
15
.1
10
0.5
5
0 0
0 500 1000 0 500 1000
ED ! T T T
187 ]
or i
D 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

F1GURE 3.2 — Simulation des cellules souches normales hématopoiétiques x et cellules
différenciées normales x; pour les parametres : A = 0.01, 5y = 0.01, d; = 0.01,
f =0.3> a, = 0.2, ce qui signifie que le point d’équilibre trivial Ey est instable (Th
3.5,1) et le point d’équilibre non trivial E, est stable (Th 3.6).
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20 4

15 y 3
= 10 . = 2
] 1
UEI 500 1000 DD Eﬁﬂ 1000
t t
4 . . . . . . . . .
3t i
= 2f i
1 i
0 ! ! ! ! ! ! ! !

0 2 4 B 8 10 12 14 16 18 20
x0

FI1GURE 3.3 — Simulation des cellules souches normales hématopoiétiques zq et cellules
différenciées normales x; pour les parametres : A = 0.001, 5y = 0.002, d; = 0.01,
£ = 0.003 < a, = 0.01, ce qui signifie que le point d’équilibre trivial E, est stable
(Th 3.5,2).
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Chapitre 4

Analyse mathématique d’un
modele sur la leucémie myéloide

chronique

Dans ce chapitre, on considere les cellules souches normales, les cellules progénitrices
normales, les cellules souches leucémiques et les cellules progénitrices leucémiques
notées respectivement par zo(t), z1(t), yo(t) et yi(¢).

On a le modele suivant

to = (B —as— Boxo — AMa1 + y1))xo,

Ty = azTo — d127,

' (4.1)
% = (v—ay — vy — Mz1 + ay1))vo,
U1 = ayyo — days.
Avec les conditions initiales :
20(0) = xg > 0,21(0) = 29 > 0,0(0) = y§ > 0 et y,(0) =y > 0. (4.2)

Dans les tableaux 3 et 4, on récapitule les symboles et les parametres de notre modele

Tableau 3. Symboles et définitions des populations.
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Symboles || Définitions

o Cellules souches normales

1 Cellules progénitrices normales
Yo Cellules souches leucémiques

Y1 Cellules progénitrices leucémiques

Tableau 4. Symboles et définitions de paramétres.

Parametres | Définitions

5o Tauzx de mortalité des cellules souches normales

Yo Taux de mortalité des cellules souches leucémiques
Taux de division des cellules souches normales

v Taux de division des cellules souches leucémiques

A Coefficient d’intéraction entre les cellules souches et progénitrices

(g Taux de production des cellules souches normales

@y Tauzx de production des cellules souches leucémiques

dy Taux de mortalité des cellules progénitrices normales

do Taux de mortalité des cellules progénitrices leucémiques

o Paramétre de compétition o € (0,1)
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Cﬂ_\
cellules souches al cellules progénitrices d|

hématopoiétiques normales __} normales x, —"
/ -
BoXo+Alx +y,)

Cr

YoYothixtay)

cellules souches ay cellules progénitrices z

leucémiques yg __} |euc\émi:|ues_\|1 _}’

FIGURE 4.1 — Schéma du modele [4.1]

4.1 Existence et unicité de solution

Nous allons étudier 'existence et 1'unicité de la solution globale de notre modele.

Soit F': R* — R* donné par F'(xg, x1, Yo, y1) = (Fi1, Fa, F3, Fy)(zo, 21, Y0, 1), tel que.

Fy(zo, 71, Y0, Y1) (B — ax — Bozo — A1 + y1))o,

Fy(z0,71,Y0,41) = azT0 — dy1,

Fy(xo,21,90,%1) = (v — ay — Yoyo — M1 + ay1))vo,
( ) = ayyo — dayn.

F4 Lo, L1, Yo, Y1

Théoréme 4.1. Soit I continue et localement Lipschitzienne dans R*, alors le systéme
(1)) admet une solution unique (zo(t), z1(t), yo(t),y1(t)) dans R*.

Preuve

F est localement lipschitzienne donc d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz le
systeme pour toutes conditions initiales admet une solution unique

(2o(t), 21(t), yo(t), y1(t)) dans R* définie localement.

Théoréme 4.2. Le systéeme (A1) admet une solution unique positive dans R
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Preuve

Considérons le systeme suivant

To = Fi(zo, 1,0, Y1),
Ty Fy(xo, 21,90, 11),
Yo F3(xo, 21,90, Y1),
o= Fu(wo, 71,90, 1)

On a

Fi(0, 21,90, y1) = 0> 0, V(21,90,91) € RY,

Fy(20,0,y0, Y1) = azo > 0, V(z0, Yo, t1) € RY,

Fy(zg,21,0,y1) = 0> 0, V(x0, 21,y1) € R3,

Fy(z0, 21, 90,0) = ayyo > 0, V(zg, z1,y0) € RY.

Alors, en utilisant le théoreme de positivité (2.3]), on déduit que le systeme (4.1)
admet une solution unique positive dans ]Ri, Vvt > 0.

Hypothese :

H:d <dy<l.

Théoréme 4.3. Le systéme (4.1) admet une solution globale unique positive dans
R

Preuve

Soit N(t) = xo(t) +x1(t) +yo(t) +yi(t) si th_r)rTl N(t) < co. Alors le systeme admet
une solution (xo(t), z1(t), yo(t), y1(t)) € R .

On fait un raisonnement par contradiction, on suppose que }er% N(t)=00.

On a

N(t) = do(t) + &1(t) + go(t) + 91 (t)
< (B+ Dzo(t) — 2o(t) — diwa(t) + (v + Dyo(t) — yo(t) — daya (1)
< (B4 1) My, + (v + 1) My, — 20(t) — 21(2) — do(21(2) + 91 (¢))
< (B4 1) My + (v + )My, — pN

Ou M,, = max(x), K1), My, = max(y), K2), p = min(1,dy) = dy
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Y Gy

a
xetng

avec K| =
' Bo Yo

tN(s)dsS/t(B—Fl)Mmo—i-(”y—i-lM ds — /N
N(t) < ((B+1)Myy + (v + 1) Myt + N(0 /N

D’apres le lemme de Gronwall ([2.1])

(B4 1My + (v + 1)My0]ea:p(—pt) 4 (B+ 1) My, + (v + 1)Myo.

N(t) < [N(0) - p p

N(t) est bornée, cependant (zf, 27, yJ,y}) € R: et ¢ > 0, alors la solution
(xo(t), z1(t), yo(t), y1(t)) est bornée.

4.2 Existence des points d’équilibre

Dans cette section, on va étudier 'existence des points d’équilibre de (4.1)).

Définition 4.1. Le point d’équilibre E' = (EL, E? B3 E?) est appelé un point d’équilibre
non trivial si B > 0, Vi € {1,2,3,4}.
Les points d’équilibre de peuvent étre soit le point d’équilibre trivial Ey ou les
points d’équilibre non triviaux suivants.
1. Le point d’équilibre chronique noté par E. = (E}, E?, E2, E?), avec E! > 0 pour
i€ {1,234}
2. Le point d’équilibre blast noté par E, = (0,0, Ef, E}}), avec Ei > 0 pour i €
{3,4}.
3. Le point d’équilibre non pathologique noté par E, = (E;, Ez, 0,0), avec E; >0
pour ¢ € {1,2}.
Théoreme 4.4. Soit A >0, si 8 > a, et v > a,, alors il existe.

1. Le point d’équilibre trivial Ey = (0,0,0,0) de (4.1]).
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2. Le point d’équilibre non pathologique E, = (51, %51, 0, O) de (4.1). Avec & =
1

(6 - ax)dl
ﬂOdl + )\ax '

3. Le point d’équilibre blast E, = <() 0 772, ) de (4.1 . Avecny =

Preuve

Le systeme

iy = Fi(wo, 21,90, 91),
Ty Fy(xo, 21,90, 91),
Yo Fs(xo, 21,90, 1),
= Fy(xo, v1,0,91).

admet un point d’équilibre (xf, z7, g, y7), si

Alors, on a

Donc

(

* * *
T8, 17, Y5, i)

* * *
x 7x17y07

(@5
(5, 71, Y5, Y1)
( 0 i)
(@3

* * *
z >$17y07y1)

On a les points d’équilibre suivants :

Ey = (0,0,0,0).
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(B — az — Boxg — Mz} +yi))xh
azxy — dio]
(v — ay —vy5 — AT + ayi))ys
ayys — dayy
0 ou B —a,— Poxy— Nat+y7)
a;
0 ou v —ay,—vy;— Az + ayy)
* ay *
o = d_2 0

(v — ay)dy
Yods + Aavay,

c o o o

=0,

=0,



Az (ﬁ - a:v)dl
E = y T4 5 0, 0 5 = —
P (fl d, &1 ) avec &; Bodi T N
a (v — ay)dy
E, = 0707 >_y , avec = —y
b ( Up dy 772) 2 Yods + Aaa,
Pour déterminer &;, on prend ] = %xz‘), ye =yt =0et f—a, — Boxl — )\%xa‘ —0
! 1
ce qui implique que x5 = & = M
’ Body chL Aay )
Pour déterminer 7,, on prend yj = d_y?lS> =) =0 ety — a, — Yoy — Md—yyé _9
2 2
ce qui implique que y; =12 = M
° Yoda + Aovay,
Soit ¢ := , dy = et dy == —(q¢ — ).
B—a,” " By ( q ) et Yo (¢=a)

Théoreme 4.5. Soient 5 > a, et v > a,. Alors, il existe un point d’équilibre chro-
nique unique E. = (53, %53,7’]3, Z—an) de , st l’'une des conditions suivantes est
satisfaite :

1. O< A< A, dy > df et dy > d5,

2. A> N >0, d; <dj etdy <dj.

6 - Aaydy ” . N, do 5
Avee & = (Bods + Aa)ds et 1y = (odz + Aaa, )dy
Az Ady AazAay,
(e + D) (Bods + Aau) " Cioda + Ay ) (Gods + Aa)
Preuve
Le systeme
iy = Fi(xo, 1,0, Y1),
1 Fy(wo, 21, Yo, Y1),
Yo Fs(wo, 1, Yo, Y1),
= Fy(wo, z1,90,91).
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admet un point d’équilibre (zj, 3, v, y7), si

(

Fy(xg, 23, 95,97) = 0,
Fy(xg, 21, 95, 01) = 0,
Fy(xg, 21, 95,01) = 0,
| Fo(ag, 27, 95,97) = 0
Alors, on a
(B = az — Boxg — @] +yi))zg = 0,
a,xy — dix} 0,
(v = ay —voy5 — AT + awi))yg 0,
ayyy — doy; = 0.
Donc )
zh =0 ou B —a;— Bory— Nzt +yi) =0,
r; = Z—jxs,
Yo =0 ou v —ay,— 0y — Az} +ayj) =0,
o Gy
\ Y1 = d_2 0

Qg

a

: * * _ Y, *

Soient z} = 7 %0, Yir = -
2

1
Alors, on obtient

ay , Gy
B —ay — Boxy — )\(d—% + d_yyo) =0,
Ay 1* a?, . (4.3)
¥ —ay — Yoys — M=z + a—y;) = 0.
dy do
Donc, on a
Ay, . ay
(Bo + d_l)% + d_zy =3 — a,,
DY Ay, (44)
(d_l)xo + (’YO + @d—Q)yo =7 — ay.

Le systeme (4.4]) a une solution unique (3, y3) si et seulement si son déterminant de

est différent de 0. i.e.

AazAay — (Body + Aag)(vode + Aaay,) # 0. (4.5)
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Calcul de zj.

d
On multiplie la premiere équation de (4.3|) par )\—2 et la deuxieme équation de (4.3))
a

Y

do

ar —————.
P dayo + Aaay,
Alors on obtient

ds dsy
2 o . d Kk
)\ay (5 CLw) [dl)\a/y( 150 + Aax)]xo Yo
(’Y _ ay)d2 . d2)\a1 I'* . y*
doyo + Aaay,  di(dayo + Aaay) o0
On a Ny = (’Y — ay)d2 ot 61 (ﬁ - ax)dl

dayo + Aaa " Bodi + My
En remplagant dans (4.6]) et (4.7) on obtient

d2 d2 (ﬁ — afE) * *
)\ay (5 aCU) [)\ay 51 ]xo 0
_ & "2 2t = 0
P dl ('7 _ ay) 0 Yo
On soustrait (4.9) de (4.8]) et on obtient
[ACLZ( 772 ) . d2 (/8 — Qg )]x* — Aayn? - d2</6 - az)
dy "y —ay Aay & 0 Aay

AagAay&ime — didy(B — az)(y — ay)

= )‘aynQ - dZ(ﬁ - ax)

[ Aaydy (7 — ay)& Jzg Aay,

75 = [y — da(B — a,)] 7 — o)t
. Aayd (v — ay)&ime — dida(B — a.) (v — a,)&

T T b — hids(3 - a)(y — a)
On divise par dids(8 — a;)(y — ay), donc on obtient
5 >\(J,yd1
l'* _f . ! (ﬁodl —+ )\CL;,;)dQnQ
07583 ANz Aa,

(Yoda + Aaay)(Body + Aay)

Calcul de y;.

33

AagAay€ing — dide (B — ag)(y — ay)



et la deuxieme équation

dy
On multiplie la premiére équation de (4.3) par ————
p p q .3) p Y

d;
de (4. )
e () par £
Alors on obtient :

(5 B aﬂc)dl dl/\ay * *
— — = 0. 4.1
diBo+ Ay do(dyBo+ a0 %0 =0 (4.10)
d d . .
/\al (v —ay) — [W(dz% + Aaay)lyy — x5 = 0. (4.11)
On a 51 _ (ﬁ - ax>d1 et Ny = (7 - ay>d2

B+ a0 dayo + Aaay,’
En remplacant dans (4.10]) et (4.11) on obtient

— > g —xr = 0. 4.12
&1 a Ty 0 ( )

di dy (v —ay)
_ S P S T Py = 0. 4.1
)\ax (ry ay) [)\ax s ]yO Zo 0 ( 3)
On soustrait (4.13)) de (4.12)) et on obtient
[)‘ay( 51 ) . dl (’Y - ay)] _ )\al‘gl - d1(7 - ay)
dy B—a,’ Aag. mp 70 \a,
[)\aa:)\aygan - d1d2</8 - &x)('}/ - ay)] * )\axgl - dl (’7 - ay)
A ds (B — az)ne % Aa,
do (ﬁ - aw)m

Up = A&y —di(y — ay)] AazgAay§ine — didz (B — ag)(y — ay)

v = Aazdy(8 — az)éima — dida(B — az)(7y — ay)etay
AagAay§ins — didy (6 — ag)(y — ay)
On divise par dids(8 — a,)(y — a,), donc on obtient
Az (2
"7 Coda + haa,)d; o
Yo =113 = AagAa,
(Vod2 + Aaay)(Bodi + Aay)

Les conditions de positivité de &3 :

B di(y — ay)gl
53 - [)‘a?ﬂh - d2(ﬁ B ax)] ACL;C)\%&% — d1d2(ﬁ - ax)<’y - ay) '
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On a, di(y — ay)&1 > 0 car v —a, > 0et & > 0.

En effet, pour que & > 0, deux cas se présentent :

I/ ler cas : Aayne — dao(B — ay) < 0 et AagAay&ine — dida(B — ag)(y — ay) <O.

En premier, on pose

H(X) = Aaghay,&ime —dida(B—az) (7 —ay) = Eima(Aagiay, — (Bodi 4+ Aay) (Yode + Aaay)).
Donc,

H(\) < 0 si et seulement si (AazAay, — (Body + Aaz)(yoda + Aaay)) < 0 car &m > 0.
On a va calculer les racines \; et Ay de I’équation suivante,

NagAa, — (Bodi+Aay) (Yoda+Aaay) = (1—a)aza, * — (azyoda+ Bocdiay) A\ — Bodivoda =
0.

On obtient,

A = (azv0d2 + Boadiay)? + 4(1 — a)azay,Bodiyods > 0.

(CL:E’}/()dQ + 6004d1ay) + \/Z
2(1 — a)azay, '

Ce qui nous donne, \; 5 =

(agvods + Boadyay) + VA

Alors, H(X\) < 0 si et seulement si 0 < A < \*, avec \* =
2(1 — o)agay,

En second, on étudie Aa,ns — da(B — a,) < 0, on remplace 7, par sa valeur et on

obtient,

(v — a,) (v — ay)
dolNay————— — (B — a, 0= Aa,|—————— (B —az)| <0
2[ ade’}/O‘i‘)\Oéay (6 a )] < ay[d270+)\aay (6 a )]

1 - 1 B—a,
doyo + Aaa,  Aay v —ay
A — A
d2>&[u_a]:>d2>&[q—@]
Y B—ax Yo

Donc, si 0 < A < A* et dy > d5, on a & > 0.

I/ 2éme cas : Aayn, — da(B — az) > 0 et Aagha,&ine — dide(f — ag)(y — ay) > 0.
En utilisant le méme raisonnement on obtient,
E3>0s1 A >N >0et dy <ds.

Les conditions de positivité de s :

B da(B — az)m
N3 = [)\Clel - dl(ﬁy - ay)]Aaanyf1772 _ dldQ(B _ am)(»)/ _ ay) .
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On a dy(f —az)ne >0 car f—a, >0etn >0.

En effet, pour que n3 > 0, deux cas se présentent :

I/ ler cas : Aa,& — di(y — ay) <0 et AagAay&ine — dida(B — ag)(y — ay) <O.

En premier, on pose

H(X) = Aaghay,&ime —dida(B—az) (7 —ay) = Eima(Aagiay, — (Bodi 4+ Aay) (Yode + Aaay)).

Donc, de la méme maniere que précédemment
(azvods + Boadyay) + VA
2(1 — a)agay, '
En second, on étudie Aay& — di(y — a,) < 0, on remplace & par sa valeur et on

obtient,

H(\) <0 si et seulement si 0 < A < \*, avec \* =

(B_aw) (6_aw>
di|Aay——"— — — Ny | ————— — — 0
1[ a dlﬁo—i_)\ax (7 ay)] <O = a [d160+)\ax (fy ay)] <

1 < 1 v—ay
difo+Aay  Aag B —ay
Aag B — ay Aag 1
dy > — 1] = d; > - —1J.
' Bo [7—% ] ' Bo [q ]

Donc, si 0 < A < A* et dy > dj, on a n3 > 0.
I/ 2éme cas : \a,& — di(y — ay) > 0 et AagAay&ine — dide (6 — az)(y — ay) > 0.
En utilisant le méme raisonnement on obtient,

N3 >0si A >\ >0etdy <dj.

4.3 Stabilité des points d’équilibre

Dans cette section, on va analyser la stabilité des points d’équilibre du modele (4.1)).
La méthode est basée sur la linéarisation du systeme (|4.1).

On considere la matrice jacobienne suivante

oy, 0F, 0F, O0F;
oR oR OB oh
R OR OB OB
R R ok on
Org Or1 Oyg Oy

Jo
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8 —a; — )\(%l‘o + %yg) —2Bpry —Axg 0 —Axg

J Ay —d1 0 0
2 = “
0 —Ayo ¥ —ay — M Fzo+ agiyo) — 2790y —Aayo
0 0 (Iy —d2
, v = ay Aag 1 —q Aay,
Soient q := , dy = —) et di = —(q— ).
B —ay ! Bo ( q ) ? Yo ( )

Théoréeme 4.6. 1. SiB>a, ou v > ay, alors Ey est instable.

2. SiB<a, et v <ay, alors le point d’équilibre trivial E, est stable.

Preuve

La matrice jacobienne en Ej est :

1. Sif—a; >0o0uy—a, >0, avec —d; <0 et —dy <0, alors le point d’équilibre

trivial Ey est instable.

2. S8if—a, <0ety—a, <0, avec —d; <0, et —dy < 0, alors le point d’équilibre

trivial Eq est stable.

Théoréme 4.7. Soient A >0, B> a, ety > a, .

1. Siq<1etdy <dj, alors le point d’équilibre non pathologique E, est localement

asymptotiquement stable.

2. St q>1 oud; >dj, alors le point d’équilibre non pathologique E, est instable.
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Preuve

La matrice jacobienne en £, est :

—Bo&1 —A& 0 =&
Ay —dl 0 0
o= 0 0 ~v—a,—2Zg 0
d;
0 0 a, —dy

Pour le point d’équilibre non pathologique £,,.
Qg * *
xy = &1, x’{:d—fl et y5 = y; = 0.
1

oF

a—xl = ﬂ — Ay — 2ﬁ0$0 — )\(I’l + y1) = _BOI07 car 5 — Qg — 60‘7:0 - /\xl =0.
0

On pose

w1 = —fo&1

Wy =77 — Gy — AFE.
Le polynome caractéristique de la matrice Jo est donné par

Al —ul Bl .
0 Cl —ul

—A 0 —A 0
Avec A, = w1 & B = & et C; = 2 )
a; —dp 0 0 ay, —ds
p(u) et(Al —ul) x det(Cy —ul) =0

(
p(u) = det(Ay —ul)[(ws — u)(=dy —u)] =0
p(u) = p1(u)(wz — u)(—ds — u) = 0, avec pi(u) = det(A; —ul).

p(u) =

o

na
pr(u) = (wy —u)(—=dy —u) + Aa,& =0

Cette équation est équivalente a

pi(u) =u?+eu+ey =0

Ol e; = di + Bo&i et ex = di5p&1 + Aaz&s.

On a e; > 0 et e; > 0, donc d’apres le critere de Routh-Hurwitz, toutes les valeurs
propres de p; sont a partie réelle négative.

Pour que les valeurs propres de J; soient toutes a partie réelle négative, il faut que
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u=wy <0, i.e.

Y —ay — AGF& <0

(B - aw)dl
— —\ax - v - 0
T dy dlﬁo + Aa,
(ﬁ — Qg

6_az
Y Ay

— 1
d1<>\ax(ﬁ al’—l):dl<>\%<——1>.

Bo Y Gy Bo q
V_G’y * _ ANg

5 - al” T b
pathologique E, est localement asymptotiquement stable.

Bodr + Aay < Aay

1—
Donc si ¢ < 1 et dy < dj avec g = (—q), le point d’équilibre non

D’autre part, ws > 0si ¢ > 1 ou dy > dj, alors le point d’équilibre non pathologique
E, est instable.
Théoreme 4.8. Soient A >0, 8> a, et v > ay.

1. Siqg>a et dy <dj, alors le point d’équilibre blast Ej, est localement asymp-

totiquement stable.

2. 8iq < a oudy > di, alors le point d’équilibre blast £y, est instable.

Preuve

La matrice jacobienne en FEj, est :

B—ay— A% 0 0 0
do
J2 _ Qg —dl 0 0
—A2 —Yom2  —Aan
0 Ay —d2

Pour le point d’equilibre blast FEj.
_ Yy

To =21 =090 =1k et yr = 7k,

OF;

Ty =7 o~ 2ot = A+ ayn) = =g car = ay =040 — Aoy = 0.
0

On pose

wi =0 —a; — )\%7}2-
ds
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W = —Yo72-

Le polynome caractéristique de Jy est donnée par :

A2 —ul 0
BQ CQ —ul

0 0 —A —-A
Avec Al = 1 ,BQ = 112 et 02 = w2 AP .
Qg —d1 0 0 ay —d2

p(u) = [(w1 — u)(—dy — u)]det(Cy —ul) = 0.
p(u) = (w1 — u)(=di — u)ps(u) = 0.

Avec

p(u) =

pa(u) = (wy — u)(—dy — u) + Aaa,ns = 0.

Cette équation est équivalente a :

pa(u) = u* 4+ eyu+ ey =0

Ot e = dy + Yom2, €2 = dayonz + Aaaymns.

On a e; > 0 et e; > 0, donc d’apres le critere de Routh-Hurwitz, toutes les valeurs
propres de ps sont a partie réelle négative.

Pour que les valeurs propres de J; soient toutes a partie réelle négative, il faut que
u=uw <0, i.e.

5—@1—)\2—;’n2<0

— ay)d
5—ax—>\z—y—(7 ay)dz <0
2 dayo + Aaay,
(v — ay)
Ay———— > —a,
aydﬂo + Aaay, f-a
Y Ay
Yoda + Aa, < Aayﬁ .
A A
dy ﬂ(V Qy _a) — dy < "W (g - a)
Yo ﬁ_ax o
. . v ay Aay, s
Donc si g > a et dy < dj ot qg= , d5y = — (¢ — a). Le point d’équilibre blast
—a Yo

E, est localement asymptotiquement stable.
D’autre part w; > 0 si ¢ < a ou dy > dj, alors le point d’équilibre blast Ej est

instable.

Théoréme 4.9. Soient 8 > a, et v > a,.
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1. S10 < X< A\, dy > dj et dy > d3, alors le point d’équilibre chronique unique

E. est localement asymptotiquement stable.

2.5t A >N >0, dy <dj etdy <ds, alors le point d’équilibre chronique unique

E. est instable.

Preuve

La matrice jacobienne en FE. est :

—Bols —AE3 0 —A&3

Qg —d1 0 0
Jy =
0 —An3 —Yom3  —Aans
0 0 Qy —ds
Pour le point d’equilibre chronique FE..
* * Ay * * ay
Ty = &s, T, = —&3, Yo = N3 et Yy = —1n3.
8 dl d2
F
a—l = —a; — Poxro — Mx1 + y1) — oo = —Soo.
Lo
oF;
3_yo =7 —ay —YoYo — AMx1 + ay1) — VYo = —YoY%o

Le polynome caractéristique de la matrice J; est donnée par :

p(u) = [(wi — w)](—d1 — u) + Aa&s][(w2 — w)|(—d2 — u) + Aaauns] — aza,\2&ms = 0.
Cette équation est équivalente a :

p(u) = ut + eyuz + eau? + esu + eg = 0 On

er = di + 5o&s + dz + Y013

e2 = (Bod1 + Aag)&s + (Yoda + Aaay)ns + (dy + Bo&s)(da + Yoms3).-

e = (di + Bo&s)(Yoda + Aaay)ns + (da + vom3) (Bodr + Aag)Es.

es = [(Body + Aay) (Yoda + Aaay) — aza, ?|&ms > 0,81 0 < X < A*, dy > df et dy > dj.
De plus, on a ejeses > €3 + eley, donc d’apres le critere de Routh-Hurwitz, toutes les
valeurs propres de p; sont a partie réelle négative.

Ce qui montre que le point d’équilibre chronique E. est localement asymptotiquement
stable si 0 < A < A*, dy > dj et dy > d5.

eq < 0,81 A > A >0,d; <djetdy <dj, cequi montre que le point d’équilibre

chronique E, est instable.
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A partir des résultats précedents, nous déduisons les figures suivantes avec les zones.
[:dy <dietdy,>ds,

IT:dy <djetdy<ds,

IIT : dy > dj et do < d, et

IV :dy > dj et dy > d5.

E, instable
Ey, instable

E, instable
IIr Es LAS

E, LA.S
Ey instable T

o
o]
=
o) 4

FI1GURE 4.2 — Différentes zones d’existence et de stabilité des points d’équilibre lorsque
0< A <A
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E, instable
Ey, instable

Ei L:ASS
E, instable T

E, instable
I Es LAS

E. instable

F1GURE 4.3 — Différentes zones d’existence et de stabilité des points d’équilibre lorsque
A >N > 0.

4.4 Stabilité globale

Dans cette section, on va étudier la stabilité globale des points d’équilibre de (4.1J).

Soient T'= | xg — &, x1 — %&,yo —Ni, Y1 — %771' et
d1 d2

A
Bo O O 5
Ay A
0 L2
A _ Qg 2
A
O 5 Yo O
é 0 0 Aads
2 Qy

Y B
4 v da By
Preuve :
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Pour montrer que la matrice A est définie positive on applique la méthode du pivot.

Donc on a le systeme suivant :

A
Bozo + S = 0 L1

Ad A
Lo+ Sy =0 L2
Qg 2
A
571 + 7% =0 L3
A Aad
—Xg + a 23/1 =0 L4
( 2 Qy
( A
Boxo + S = 0 L1
Ad A
1[['1 + —Yo = 0 L2
Ay 2
Vodl A dl 1
— —)yo=0 L3— —L3— L2
( Ay Zl)y0 Ay 2
adsy A A
M———)y1 =0 L4 — L4——1L1
M, "1 260
Donc on obtient une matrice triangulaire Ay :
A
Bo O 0 5
Ad
0 = A 0
A= T d A
Yol1
0 0 - — 0
Ca dy A
Qs
0 0 0 AM— — —
(%)

Pour que A soit définie positive, il faut que les pivots de A; soient positifs, alors on a
Yod1 A . R 1 da, ads A . R 1 Aay

——)>0s8id; >djoud}=-— et A(— ——)>0sidy >djoud)=-——=.

( o 4) sidy >dj oudi = 7 o et A( o 4%) sidy > dj ot df = — B

Théoreme 4.10. 1. Sidy < dy <dj, g <1 etdy>ds, alors le point d’équilibre
non pathologique E, est globalement asymptotiquement stable dans Ri/{O} XRi.

2.5 dy < dy < di, q > «etd > dj, alors le point d’équilibre blast E, est

globalement asymptotiquement stable dans Ry /R x {0} x R
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3,810 <X\ < N, dy > max(dj,d}) et do > max(ds,dy), alors le point d’équilibre
chronique est globalement asymptotiquement stable dans R% /{0} x Ry x {0} x
R, .

Preuve

1. Stabilité globale du point d’équilibre non pathologique E,.
Soit T' = (xo — &1, 11 — Z—j&,yo,yl) :
On calcule TAT'
TAT" = fo(wo—&1)? +&(x1—*§1) +702~/o+)\ o
On considere la fonctlon de Lyapunov sulvante

A Ao
Vi=(@—&—&1In —) + —($1 — —51) + 9o + —3.
51 Ay 26Ly

(a) Vi est continument différentiable dans R% /{0} x R} = Dy car In(zy) n’est

pas définie en z¢ = 0.

292+ M(wo— §1)y1+>\(9«“1—*§1)

(b) Vi est définie positive dans Dy — {E,} car :
N Ay
VYI(EP) = 07 et V(x()vxhyanl) 7£ Epv ‘/1 >0 ou Ep = (517 d_€17070)'
1

(¢) Vi est semi-définie négative dans Dy car :
Calcul de Vi du modéle
Vi

Vi 0V1 ot 5V1 - - A%
' Oz ¢ Ox 1 \ é)yo Yo 891 Y- )
¥ . am . . o .
Vi=(1- —1)550 + — (21 — —&)%1 + Yo + — 1.
o Qg dy Qy
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9y 0 = (1- ;0)360
=(1- 2)(5 — az — Boxo — M1 + y1)zo.

= (B — az — Boro — Mx1 + y1))x0 — £1(8 — ax — Boro — A1 +y1))-

= (B — az)zo — Boxg — A1 + y1)xo — (B — az)é1 + Boliwo + A(x1 + y1)&r.
oV

8760950 = —Bo(zo — &1)* + Bo&i — Bob1zo + (B — az)wo — (B — az)éa

+ )\(331 + yl)fl — )\(.Il + yl)xo.
gzl)x'o = —fo(zo — 51)2 + ﬁoﬁf — Borzo + (B — az)zo — (B — az)é1

— AMzo — &)y + Aw1 — Az

ovy . A Qg

8—331301 :a—x(iﬂl - d—lﬁ)(%xo - d1$1)-
Ad Qg AQy @y

= — a: (l’l — d—1£1)2 + dl 5% - d—1£1$0 + )\$0I1 — )\511’1.
ovy .
8—190 = (v — ay — Yoyo — A(@1 + ay1))yo

Yo
Ay Ay

= Yoy + (v —a, — )\d—1§1)yo — My — d—lfl)yo — Aoy -
ov; . Ao ad
_lyl = —uyi(ayyo — dath) = — 29% + Aayoyr
Oy Qy ay

Vi = —TAT' +(y—a, — )\Z—jfl)yo—i-ﬁof% — Bofrzo+ (B —az)m0 — (B—a0)&1

Aag 5 Aag
+ 4 & — 4 §1%o.
5 , Qg )\aac
Vi=-TAT' + (y — a, — Ad—1§1)yo + (B — ay — Bo&1 — a §1)o
Ay
- (5 — a; — PBo&1 — dy 51)51.
Donc
. Ay
Vi = ~TAT + (")/ — Qy — )\d—fl)yo
1
)\ax N (ﬁ - al“)dl

—a, — — = 0’ =

car (ﬁ a Boé1 d; §1> ou & Body + Nag
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Si la matrice A est définie positive ( dy > dj et dy > d3), d’autre part, on a
(¢ < 1etd; < di dapres le théoréme [4.7)), alors Vi < 0V(zq, z1, Yo, y1) €
D, .

(d) De plus Vi=0,si (20, 21, Y0, 1) = Ep.
Donc M; = {E,} est le plus grand ensemble invariant contenu dans Ien-
semble By = {(x¢,1,90,y1) € Dy, Vi = 0}.
D’apres le théoreme de L’invariance de Lasalle on déduit que le point

d’équilibre non pathologique E, est globalement asymptotiquement stable
dans R} /{0} x R3.

2. Stabilité globale du point d’équilibre blast Fj.

' a
Soit T = (iﬂo,ﬂﬁhyo —M2,Y1 — d—yn2) .
2
On calcule TAT'
Adq Aad
TAT' = fy $o+7951+’70(y0 12)°+ a 2

(y—d7h)+A@o1nﬁn+A@y—Jwﬂ

On considere la fonctlon de Lyapunov suivante :

Y A a
24 (Yo —m —mIn =) + —— (11 — é 1),

Vo =
2= Tot 2a, 7o 2a,

(a) V5 est continument différentiable dans R% /R x {0} x Ry = D, car In(y,)

n’est pas définie en yy = 0.

(b) V4 est définie positive dans Dy — {E,} car :
. a
Va(Ey) =0, et V(zo, 21,90, y1) # Eb , V2 > 0 ot By = (0,0,72, d—yﬁ2>-
2

(¢) Vi est semi-définie négative dans D, car :
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) : V5
Calcul de V5 du modele Vo = Vs ZXo + avzx; Ve Yo + 0 Y1

8x0 3 8 Yo a hn
oVsy .
8702330 = (B — ax — Boxo — Mx1 + y1))zo
a a

= —Boxg + (B — az — Ajan)xo — Ay — dfz772)330 — AxoT1.
151% A Ad
721"1 = —I (axl'o — dll‘l) = —711'% + Axory.
0x1 Ay Qg
oVa . 72
T2 = (1= 2=
9o o = yo)yo

=(1- gm — ay — 7030 — Mz1 + ay1))yo

= (v — ay —yoy0 — AMx1 + ay1)yo — m2(y — ay — yoyo — A1 + ayr)).

= (v — ay)yo — 0y5 — Mx1 + ay1)yo — (v — ay)m2 + Yomeyo + A(@1 + ayi)ne
Vs

o 10 = —0(Y0 — 12)% + 7015 — Yomeyo + (Y — ay)yo — (v — ay)me

+ A1 + ay1)n2 — Mz + ay1)yo
oVa .

a0 = —70(Y0 — 12)* + 7075 — Yomeyo + (v — ay)yo — (v — ay)n2

— Myo — m2)z1 + Xamayr — Aayoy:.
e
8y1 ay

Aads a Aoa Aoa
=== - d—zm)2 += Y3 — 7 Y2y + Aayoyr — Aoy
y

— (1 — d7772)<ayy0 — dayn).

. a
Vo = —TAT' + (B — a, — Ad—ynz)xo +70m5 — Vo290 + (Y — ay) Yo

Aaa )\aa
— (v —ay)ne + s L — dg L1290 -

Vo= —TAT + (B —a, — Ad2 m2)To + (7 — ay — Yol — Aja 12)Y0
Aaay,

— (v —ay —om2 — 7 “12)12-

Donc

Vo= —TAT + (8 — a, — Ad2 ) To, car

(v = ay — yomz — )\3%772) =0, 0t n = %.

Si la matrice A est définie positive ( dy > df et dy > d3), d’autre part, on a
(¢ > avet dy < dj d’apres le théoreme [4.8)), alors Vi < 0Y(z0, 21, Yo, y1) €
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D, .

(d) De plus V3 = 0, si (g, 1, Yo, Y1) = F.
Donc My = {E,} est le plus grand ensemble invariant contenu dans 1’en-
semble Fy = {(xg, 1, %0,y1) € Da, Vo = 0}.
D’apres le théoreme de L’invariance de Lasalle on déduit que le point
d’équilibre blast E} est globalement asymptotiquement stable dans Ri / Ri X
{0} x R,.

3. Stabilité globale du point d’équilibre chronique F..

. Ay a

Soit T = (w0 — &, 21 — —&3,Y0 — W3, Y1 — —2713 |-
dy dy

On calcule TAT’

Ad . Aad a
TAT' = Bo(xg — &) + ! (1 — =€) + o(yo — m)* + 2 (y1 — —2m3)* +
Qg d1 y dg
a ay
Ao — &) (y1 — =5n3) + Mxr — ==&) (Yo — 13)-
do dy

On considere la fonction de Lyapunov suivante :

A

2a,

Qg Ao a
(21— =2&)*+ (yo—m3 — 73 In @) +—(y1 — -Lma)?

Zo
Vi=(rg—&—E&In—)+
3= (10— &3 —&3 ) a4 s 2a, a5

&3
(a) V3 est continument différentiable dans R% /{0} x Ry x {0} x R}y = Dj car

In(zo) n’est pas définie en xy = 0 et In(yy) n’est pas définie en yo =0

(b) V3 est définie positive dans D3 — {E,.} car :
. Az a
V3(Ee) = O.et V(zo, 21,90, 41) # Ec . V1 > 0 ou B, = (&, d_€377737 d—yﬁs) :
1 2

(¢) Vi est semi-définie négative dans Ds car :

Calcul de V3 du modele
vy= Moy oy Vs, Vs,
3= o7q 0 oy 1 s Yo Em 1
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6xol‘o = (1 — ;0)1'0
=(1- Z)(ﬂ —a; — Boro — AMx1 + y1)Zo

= (B — az — Boro — AMz1 +y1))w0 — &3(B — az — foro — A1 + 1))

= (B — az)w0 — Bowg — Mz1 + y1)z0 — (B — az)& + Boészo + M1 +y1)&3

g;/zx'o = —Bo(z0 — £3)* + Lok — Bobsxo + (B — az)zo — (B — az)é3
+ AM@1 4+ y1)€3 — M1 + y1)wo

g;/iw'o = —Bo(z0 — &3)* + Bo&s — Bolsxo + (B — az)zo — (B — az)és

— Mo — &3)y1 + Azx1 — Azoxy
Vs . A

o0z Qg

=7, (21 d1§3) =+

Oy
(w1 — 67153)(%% —dix1)

Aag Aag
532, - 7153350 + Azox1 — A&371

x dl

ovs . 73, .
Yo =(1———)y
a0 0 ( yo) 0

=(1- %)(v — ay — 050 — A1 + ay1))yo

= (v — ay —Y0Y0 — AMz1 + ay1)yo — 13(y — ay — yoyo — A(x1 + ay1))

= (v —ay)yo — %yé = AMz1 +ay1)yo — (v — ay)ns + vomyo + MA@ + ay1)ns
oVs

a0 = —0(yo — 73)% + Y0m3 — Yoo + (v — ay)yo — (v — ay)ns

+ A1 + ay1)ns — Az1 + ay1)yo

Vs .
a0 Y0 = —Y0(yo — 13)* +70m3 — Yomsyo + (v — ay)yo — (v — ay)n3

- )‘(ZUO - 773)?/1 + Aamsy1 — Aazxoyr

Vs . A ay
I8 = By, — 22 —d
o (1 = 7 m)(ayyo — doy)
_Aad, Ay 9 AaGy 5  Aaay

— _ v — A - A
o (y1 d2n3) + 7 73 4 N3Yo + Aayoyr — Aamsy
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Ay
Vs = —TAT" + (8 — az — Poés — )\(d—&, +
1

Ay

g m3))xo — (B — az — Poés —
2

Qg a .y aa
M=&+ =2n3))&s + (7 — ay —Yoms — AM(==&s + —213) )yo — (v — ay — o3 —
a2 d, dy dy

Donc Vi = —T AT’

ay . a a, . «aa .
car (f—a,—Bo&s—A5-Es+=713))+(y—ay—0ms— AN 5-Es+——13)) = 0 ot
d; dy d; dy
f B )\aydl 1 Ty — )\amdg f
€y — ' (Body + Aay)ds 2 ot 77 — ? (Yod2 + Aavay)d; '
5 - Az Ay, 8= B AazAay,
(Yod2 + Aaay)(Body + Aay) (Yod2 + Aaay)(Body + Aay)

Si la matrice A est définie positive ( d; > d} et do > d3), d’autre part,
ona (0 < X<\, d >djetdy > d;) dapres le théoréme [4.9),alors
V3 <0, Y(zo, 71,40, 41) € Ds .

De plus Vs = 0, si (2, 71, Yo, 1) = Ee.

Donc My = {E,} est le plus grand ensemble invariant contenu dans l’en-
semble Es = {(z0, 1,90, y1) € D3, V5 = 0}.

D’apres le théoreme de L’invariance de Lasalle on déduit que le point

d’équilibre chronique FE,. est globalement asymptotiquement stable dans
R:/{0} x Ry x {0} x Ry.
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4.5 Simulations numériques
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FIGURE 4.4 — Simulation des cellules souches normales hématopoiétiques g, cel-

lules différenciées normales x, cellules souches leucémiques y, et cellules progénitrices

leucémiques y; pour les parametres : A = 0.0001, Sy = 0.0003, v = 0.004, d; = 0.01,
dy = 0.01,a = 0.0002, 8 = 0.01 < a, = 0.03, v = 0.03 < a, = 0.05 ce qui signifie que
le point d’équilibre trivial Fy est localement asymptotiquement stable (Th 4.6,2).
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FIGURE 4.5 — Simulation des cellules souches normales hématopoiétiques g, cel-
lules différenciées normales x, cellules souches leucémiques y, et cellules progénitrices
leucémiques y; pour les parametres : By = 2x 1074, 79 =4x1073, 3 =3%x1072 > a, =
1072, v=5x102>a,=3x102% a=2x10"% d; =102, dy = 1072, A = 10"
Nous avons ¢ = 1,df = —2.2204 x 10718 d5 = 7.4985 x 1074, \* = 1.5 x 1073, Alors
0 < A< ANydy > dj et dy > dj ce qui signifie que les points d’équilibre dans la
zone III, ainsi Fjy est instable, I, est instable, F} est instable et . est localement
asymptotiquement stable ( Th 4.6,1, Th 4.7,2, Th 4.8,2, Th 4.9,1).
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FIGURE 4.6 — Simulation des cellules souches normales hématopoiétiques g, cel-
lules différenciées normales x, cellules souches leucémiques y, et cellules progénitrices
leucémiques y; pour les parametres : By = 2 x 1074, 49 =4 x 1073, 8 =3 x 1072 >
a; = 1072,y =5x10% >a, =3x107% a=2x10"" d = 1072, dy = 1072,
A =10"% Nous avons ¢ = 1071, df = 4.5 x 1072, d5 = 7.485x 107¢, \* = 1.35 x 1072
Alors ¢ < 1 et dy < di, do > dj ce qui signifie que les points d’équilibre dans la zone
I, ainsi Ej est instable, F, est localement asymptotiquement stable et F}, est instable
et ( Th 4.6,1, Th 4.7,1, Th 4.8,2) .
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FIGURE 4.7 — Simulation des cellules souches normales hématopoiétiques g, cel-
lules différenciées normales x, cellules souches leucémiques y, et cellules progénitrices
leucémiques y; pour les parametres : By = 2x 1074, 9 =4x1073, 3 =3%x1073 > a, =
107, v=5x102>a,=3x102% a=2x10"% d; =102, dy = 1073, A = 10"
Nous avons ¢ = 10,d; = —4.5x 107, dy = 7.5 x 1073, \* = 5.8764 x 10~*. Alors ¢ > 1
et di > dj, ¢ > a et dy < dj ce qui signifie que les points d’équilibre dans la zone III,
ainsi Ej est instable, I, est instable et L}, est localement asymptotiquement stable
(Th 4.6,1, Th 4.7,2, Th 4.8,1) .
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FIGURE 4.8 — Simulation des cellules souches normales hématopoiétiques xq, cel-
lules différenciées normales x, cellules souches leucémiques y, et cellules progénitrices
leucémiques y; pour les parametres : By = 2x107°, 9 = 4x107°, 3 =3x10"! > a, =
1072, 7y=5x102>a,=3x103 a=2x10"% d;, =107° dy = 107*, A = 10"
Nous avons ¢ = 1.572 x 1071,d} = 2.68 x 1072, dj = 1.2 x 1073, \* = 1.5102 x 1075.
Alors g < let dy < dj, ¢ > aetdy <dj, 0> X > A\ ce qui signifie que les points
d’équilibre dans la zone II, ainsi Ej est instable, F, est localement asymptotiquement
stable, Fj est localement asymptotiquement stable et E, est instable (Th 4.6,1, Th
4.7,1, Th 4.8,1, Th 4.9,2) .
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Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons étudié un modele mathématique sur la leucémie myéloide
chronique (LMC) (voir [24]), décrivant dans le temps ’évolution de la dynamique des
populations, la population prise en compte ici est celle des cellules souches hématopoi-
étiques de la moelle osseuse.

Nous avons commencé par considérer le cas d'un modele mathématique sans maladie
comportant deux équations différentielles décrivant la dynamique de la population des
cellules souches hématopoiétiques normales et celles des progéniteurs normales. Nous
avons étudié 'existence globale et 'unicité de solutions positives, puis I'existence des
points d’équilibre et leur stabilité selon les parametres de (3.1)). Nous avons remarqué
le role important du parametre d’intéraction A et les parametres de prolifération 3 et
a, dans la stabilité des états d’équilibre de (3.1)).

Dans le cas avec maladie, nous avons considéré un modele mathématique contenant
quatre équations différentielles qui décrivent la dynamique de la population des cel-
lules souches hématopoiétiques normales, celles des progéniteurs normales, des cellules
souches hématopoiétiques leucémiques et celles des progéniteurs leucémiques. Comme
dans le chapitre 3, nous avons étudié 'existence globale et 1'unicité de solutions po-
sitives, puis l'existence des points d’équilibre et leur stabilité selon les parametres de
)

Dans les figures et [£.3] nous avons identifié quatres zones correspondant & ’exis-
tence des points d’équilibre et & leur stabilité selon les parametres de (4.1). En effet,
nous notons I'importance des parametres de compétition o et d’intéraction A, aussi les
taux de mortalité respectifs d; et dy, des cellules progénitrices normales et leucémiques

dans le changement de stabilité d'un point d’équilibre a un autre, lorsque nous pas-
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sons d’une zone vers une autre.

Nous avons constaté que lorsque le trivial E est stable, les autres points d’équilibre
n’existent pas, et lorsque ces derniers existent le trivial Fy est toujours instable.

La zone I est la meilleure, en effet le point d’équilibre non pathologique E,, est stable
alors que le blast Ej, est instable. Les zones I et I11 sont indésirables car le point
d’équilibre blast Ej, est stable et les autres points d’équilibre sont instables, méme si
la zone II reste moins dangereuse que la zone III.

Nous avons aussi remarqué que le parametre d’intéraction A joue un primordial dans
I'existence et la stabilité du point d’équilibre chronique FE,. de . Dans la zone
IT, lorsqu’il existe il est toujours instable et dans la zone IV, lorsqu’il existe, il est
localement asymptotiquement stable.

En perspective, on peut traiter le cas de la résistance, les cas de bifurcation surtout
quand on passe d’une zone a une autre. On peut prévoir des problemes de controle

optimal.
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RESUME

Notre travail concerne la modélisation de I'hématopoiése. Nous nous intéressons a
I'étude de I'évolution de la population de cellules souches hématopoiétiques par un
systéme d'équations différentielles ordinaires décrivant la prolifération des cellules
sanguines dans le cadre de la leucémie myéloide chronique. Tout d'abord, nous
démontrons I'existence globale et l'unicité de solutions positives. Puis, nous étudions
I'existence et la stabilité des points d'équilibres. Enfin, nous donnons des simulations
numeriques pour illustrer nos résultats.

Mots clé: Cellules souches hématopoiétiques, Leucémie myéloide chronique,
Equations différentielles ordinaires, points d’équilibre, Existence et unicité de
solutions positives, Stabilité, Simulations numériques.
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ABSTRACT

Our work is about a blood modeling. We are interested in studying the development
of the hematopoietic stem cell community through a system of ordinary differential
equations describing the proliferation of blood cells in the context of chronic myeloid
leukemia. First, we prove the global existence and uniqueness of positive solutions.
Then we examine the existence and stability of equilibrium points. Finally, we
propose numerical simulations to illustrate our results.

Key words: Hematopoietic stem cells, Chronic myeloid leukemia, Ordinary
differential equations, Steady states, Existence of positive solutions, Stability,
Numerical simulations.
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