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NOTATIONS

Notations
LP(Q) L'espace de Lebesgue.
L Q) Lespace des fonctions essentiellement bornée .
| x| Le module de x.
Q| La mesure de Q.
0Q La frontiére de Q.
€Q Le complémentaire de Q.
B, (xg) La boule de centre xg et de rayon r de RY.
lullr ) La norme de u dans L? (Q).
[l 1) La norme de u dans L°°(Q2).
whpP(Q) L'espace de Sobolev.
W*P(Q) Espaces de Sobolev fractionnaires pour 0 < s < 1
Cyo () Les fonctions infiniment dérivables et continues a support compact sur Q.
co L'espace des fonctions Holderiennes sur Q.
ck) Les fonctions de classe k sur Q.
che) Lespace des fonctions Holderiennes de classe k.
S®RN) Lespace de Schwartz dans R,
F (u) La transformée de Fourier de u.
F () La transformée de Fourier inverse de u.
E' Dual topologique de E.
Vu Gradient de u.
Au laplacien de u.
(—A)* Laplacien fractionnaire .
ker f Noyau de f. (Kernel)
— Injection continue.
—— Injection compacte .
I'() La fonction Gamma qui généralise le factorielle.
PV La valeur principale de Cauchy.
p.p Presque partout.



Introduction

Un systeme de réaction-diffusion est un modele mathématique qui décrit I'évo-
lution (au cours du temps) de tres nombreux phénomenes en chimie, physique et en
biologie ...

Mathématiquement, ces systemes sont représentés par des équations aux dérivées

partielles paraboliques de la forme :

{ U, — DAU = F(U)

+Conditions

ol U désigne la concentration des substances ou bien les individus selon le phé-
nomene modélisé. Les conditions décrivent I’état initial des substances étudiées ou
bien les vitesses initiales de ces substances.

AU modélise la diffusion locale des individus dans I'espace, D représente les taux de
diffusions et F décrit I'interaction et le processus de réaction entre ces derniers.

En biologie, prenons le cas d'un systeme de proie-prédateur de la forme :

u

u;—Au = ru(l—E)—auv

vi—Av = —-mv+eauv (1)
Conditions

ol : u : densité des proies, v : densité des prédateurs. les proies suivent une crois-
sance logistique.

m : le taux de mortalité des prédateurs a I’absence des proies.

a : le taux de prédation.

e : le taux de conversion de la biomasse des proies en biomasse de prédateurs.
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Dans les systemes de réaction-diffusion, il est intéressant d’étudier la globalité
des solutions et leurs comportements asymptotiques pour pouvoir détecter des condi-
tions auxquelles on a la stabilité des états stationnaires qui sont des solutions des
problemes elliptiques associés a ces systemes (des solutions qui ne dépendent pas
de 1).

La diffusion dans le cas standard est modélisée par le laplacien. Dans ce mémoire,
elle est modélisée par le laplacien fractionnaire qui semble plus réaliste car elle dé-

pend de la position de la donné dans le domaine tout entier a un instant £ > 0.

Ce mémoire est organisé comme suit :
Dans le chapitre 1, on va présenter quelques définitions du laplacien fractionnaire
(—A)%, etles espaces de Sobolev associés plus quelques outils d’analyse fonctionnelle,
puis on va traiter le cas d'un probleme parabolique en cherchant I'existence et I'uni-
cité et la régularité LP de sa solution comme on va présenter la méthode de mono-
tonie pour établir des résultats d’existence pour les équations de réaction-diffusion

fractionnaires.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse aux systémes paraboliques, on va présenter
d’abord la méthode de monotonie afin de montrer I’existence et I'unicité de solution,
puis on va étudier la globalité d’'une classe des systemes ou la masse et la positivité

sont conserveées.

Enfin, le chapitre 3 est dédié a 'étude d’'un modele de croissance des récifs co-
ralliens avec une diffusion fractionnaire dans I’espace, tout d’abord on va donner le
modele mathématique qui décrit la croissance des récifs. Puis, on va chercher les
conditions auxquelles I'instabilité de Turing apparait et on les compare avec le cas

de la diffusion normale (i.e. donnée par le laplacien).



Chapitre 1

OUTILS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

1.1 Espace de Schwartz et transformée de Fourier

Notations : Un multi-indice a est un N-uplet d’entiers, a = (a1, a2, -+, an) € NV,

Pour a € I\IN, on pose:

al=a1+---+an (longueur du multi-indice)

DY = ( 0 )cn ( 0 )azv B ol
B 0x; oxy B 6“1x1---0“NxN'
Pour x € RN on note x* = x{'" --- x3.

Définition 1.1. Espace de Schwartz
Lespace de Schwartz S(RN) est l'espace des fonctions ¢ indéfiniment différentiables sur

RN et qui vérifient

sup |x*DPp(x)| <o Va,BeNV

xeRN
Comme conséquence de cette définition, la fonction ¢ et toutes ses dérivées tendent
vers 0 a I'infini plus rapidement que n'importe qu’elle fraction de type #

La topologie de S(RV) est engendrée par la famille de semi-normes

sup |x*DPp(x)|.

xeRN
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Définition 1.2. Espace des distributions tempérées
Lespace des distributions tempérées est le dual topologique de S(RY) et il est noté
S'(RM).

Définition 1.3. Produit de convolution
Soient f, g deux fonctions deR" d valeurs dansR (ou bien dansC), on définit le produit

de convolutionde f et g par :

(f * g)(x) =fRN flx=y)g) dy.

Définition 1.4. Transformée de Fourier

On définit la transformée de Fourier sur S(RY) par :

1 .
F(P)©&) = Nf e % p(x) dx.
(2m)z JRY

La transformée de Fourier inverse est définie par :

1 .
F ) (&) = Nf e** p(x) dx.
(2m)z JRY

Propriété 1.1. : Soit ¢ € S(RYN), alors
1. F(p)e SRN).
2. FL)©) = i&; F () (©).

J

3. Soit f,g€ SRN) : Z(f x g) = F(f) F(g).

Comme conséquence de la deuxieme propriété, on a
F(-Au) = E1°F ()
cette relation se généralise pour s € R pour donner
F(-0)°u) = EIPF (W),

Ceci a permet de donner une premiere définition du laplacien fractionnaire comme
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la transformée de Fourier inverse de |£|>°% (u), ceci combiné avec la troisieme pro-
priété donne
-A)°u=F P «FHF W) =F 185 * u. (1.1)

(pour plus de détail voir|1.2.4)

1.2 Espacesde Sobolev fractionnaires et le laplacien frac-

tionnaire

1.2.1 Théoréme de Trace

Commencons d’abord par une motivation des espaces de Sobolev fractionnaires,
cette motivation est donnée par le théoreme de Trace des espaces de Sobolev wbhr(Q)
(Q régulier).

Si une fonction u est réguliere sur Q, alors sa trace sur 0 est sa restriction sur
le bord. Mais, la restriction sur le bord d’une fonction u € WhP(Q) n’a aucun sens,
puisque 0Q est de mesure de Lebesgue nulle. Le Théoréme suivant, permet de don-
ner un sens a la "restriction au bord", cette restriction est donnée par un opérateur

Tr.Lopérateur Tr est défini par prolongement par densité de la trace au bord.

Théoréme 1.1. Théoréme de Trace de W7 (Q) vers L (0Q)
Soient 1 < p < 0o, Q un ouvert borné lipschitzienne de R", alors il existe un opérateur
linéaire continu Tr de WP (Q) vers LP (0Q) tel que :

o ITr@)llzr o) = Cllullwrrq
e Si u est réguliere alors Tr(u) = uy,,.
e Ker Tr = W, (Q).

Le "défaut" de cette version de trace est que la compacité de I'opérateur Tr n’est
pas claire, ce qui limite 'utilisation pratique de cette version de Trace. Par contre, le

Théoréme suivant donne une version plus fine de la trace au bord.

Théoréme 1.2. Théoréme de Trace
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Soient Q un domaine de classe C' deR" avec (N =2),1 < p < co. Alors de plus 'opéra-
teur Tr vérifie:
Trw' P (@) = W' 0Q).

1
(notons que Tr : WP (Q) — W' P (0Q) est continu )

Pour la démonstration voir [10]

1.2.2 Lespace W*P(Q)

Définition 1.5. Lespace W*”(Q) et WS? (RY)

Soient Q < RN ouvert,0 < s<1 et p € [1,00[, on pose

lu(x) —uI?
SP(Q) = P(Q): —
w (Q).—{uEL (Q).fgj;2 x|V dxdy<oo}

W*P(Q)est un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme

lu(x) — u(y)|? :
- p p
Halerin = (1 + |, ey

ou la norme équivalente

|u(x) —u(y)? »
ety = oo+ [ [ G dway)”

le terme

< =

. lu(x) — u(y)”?
[ulwsrq) = (fQ dexdy)

est dit la semi-norme de Gagliardo.

Si p =2, on note H*(Q) := WS2(Q) Clest un espace de Hilbert dont le produit scalaire

(u(x) —u(y)) (v(x) —v(y))
< u,v>HS(Q):fQu(x)v(x)dx+foQ PRSIV dxdy.

est
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1.2.3 Lespace W;"”(Q)

Définition 1.6. Soit0< s <1, on définit
W, Q) = {u e WP RYN) avec u=0 p.p dansR™ \ Q}

c’est un espace de Banach pour la norme

lu(x) — u(y)|P p

0it Q =R*N\ (€Q x €Q).

Si p =2, on le note par Hj(Q) c’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

an,s (M(X) - u(y)) (U(x) — U(y))
f[RzN fRN |x — y|N+2s dxdy Vu,ve HjQ)

<Uu,v >H6V(Q):

Remarque 1.1.

1. C3°(Q) estinclus dans W*P(Q).
2. Lespace C°(Q) est dense dans WOS P ie. Wos P = c® (Q)”'|| WP
3. SiQ =R alors les deux espaces WOS P®RNY, WP (RN) coincident.

4. On note par H™*(Q) le dual topologique de H(Q).

Proposition 1.1. Inégalité de Poincaré fractionnaire

Soit Q un domaine borné régulier deRYN, alors il existe C := C(Q, N, s) > 0 telle que :

p
flu(x)lpdx<Cf “T)(CX) y|L1\£f(+J;)s| dxdy — Yue WSP(Q)

pour la démonstration voir [2], [3].

1.2.4 Lelaplacien fractionnaire (—A)°

Définition 1.7. Le laplacien fractionnaire
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On note par (—A)* Le Laplacien fractionnaire d’ordre 2s ,qui est défini par

u(x) —u(y)

x e A sE O, 1.2

(=A)’u(x) :=ap s P.Vf
R

Y I (8325

25—
an,s =2 "1
) IT(=s)l

est la constante qui vérifie l'identité suivante
A'u=F 7 Fuw EeRY,s€0,D),

pour tout u € S(RV).
Ici PV désigne la valeur principale de Cauchy qui représente la limite de l'intégrale sur
RN\ B.(x) quand e — 0.

Proposition 1.2. Dans , si0<s< % alors la valeur principale n'est pas nécessaire.

Démonstration. En effet, soit u € S(RN) par application du Théoréme des accroisse-

ments finis, on obtient :

[u(x) —u(y)l f [u(x) —u(y)| f lu(x) —u(y)|
—— 2 dy = — = dy+ — —7d
fIRN |x — y|N+2s Y Brx) |x—y|N+2s y RN/Bp(x) |Xx— y|N*2s

lx—yl 1
< c —d +2||u||Loof —d
fBR(x) |x — y|NF2s Y RN\Bg(x) |x— y|N*2s Y
1 1
sl e
Bp(x) |x—y|Nt2s—1 Y RN\Bg(x) |X — y|N*2s y)
R 1 S |
< C(fo ﬁdf‘i‘fR —I‘23+1 dr) < o0.

Ou C est une constante positive et r =[x — y|.
O

La proposition suivante n’est rien d’autre que le Théoréme de Riesz dans I'espace
de Hilbert Hj(Q).
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Proposition 1.3. Lopérateur
(=) : Hy(Q) — H*(Q)

est linéaire, continu, bijectif et auto-adjoint, pour

AS _ N (u(x) —u(y) ) —v(y)
<(-A)’u,v>= 5 fo PETIZEE dxdy

eton a la relation suivante entre Hg et L2

120l vy = 2,1 (=8) 22l (1.3)

(Pour la preuve de la derniére formule voir [11, Proposition 3.6])

Démonstration. On veut montrer qu’il existe ¢ > 0 telle que :

I=A) ull s = cllull gy

(la linéarité de (—A)® est évidente.)
Soit u € Hj(Q), estce qu'ona (-A)*ue H°(Q)?

Notons

T,: HJQ —R

v — T,(v) =< (-A)’u,v>

T, est linéaire, traitons sa continuité

an,s (u(x) —u(y)(vix) —v(y))
T,(v) = 5 fo Ty s dxdy,
an s lu(x) — u(y)|? 1 lv(x) - v(y)I? .
< 5 fQWdXdy)z ([ QWdXdy)Z, (" < " Holder)
< an,s

5 Nl vl g,
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ceci implique que T}, est continu, et de plus

an,s

(=AY ull s = 1 Tull g5 < el £ (-

On conclut que (-A)* est un opérateur linéaire continue de Hg(Q2) dans H™*(Q).

Auto-adjoint : soit u, v € Hj(Q), on a que
< (=N ’u,v>=<u,(-A)°’v>.

Puisque, par définition

an,s (u(x) —uMwx)—vy)

<u,(-N)°’v>.

1.2.5 Extension de Caffareli-Silvestre

Une maniére équivalente de définir le laplacien fractionnaire d'une fonction don-
née g : RV — R est celle illustrée par Caffarelli et Silvestre dans [9]. Cette méthode
consiste a définir le laplacien fractionnaire comme I’opérateur qui associe a la condi-
tion de Dirichlet; la condition de Neumann (avec un certain poids) du probléeme
d’extension suivant :

Axu+§uy+uyy = 0 dans RN *!

(1.4)
ulx,0 = g sur RV

ou R =RN x (0,+o0) eta=1-25.
La premiere équation est équivalente a div(y'™**Vu) =0.

Ainsi, le laplacien fractionnaire de g est donné par :

(-A)°’g= C}/i_r%—y“uy (1.5)
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avec C une constante de normalisation.

1.2.6 Laplacien fractionnaire spectral :

Soient Q un domaine borné de RN, {1;} et {¢;} les valeurs propres et vecteurs
propres (resp) du (—A) avec condition de Dirichlet homogene. Si u € H, 1(Q) alors il
existe une suite de nombres réelles {a;} telque u = Y a;¢;. Lelaplacien fractionnaire

ieN

spectral est défini par :

(=D Spec =) @iAi@;. (1.6)
ieN

Lorsque Q est borné, alors le laplacien fractionnaire spectral et le laplacien fraction-

naire défini par I'extension de Caffarelli-Silvestre coincident. Autrement dit, si

div(y'=*Vv) 0 Q x (0,00)
v(x,y) = 0 0Q x (0,00) (1.7)
v(x,0) glx) Q

alors

i,l_)ng - yl—Zsz = C(_A)gpectg-

Remarque 1.2. DansRY, le laplacien fractionnaire défini dans (1.2) coincide avec sa
définition par l'extension de Caffarelli-Silvestre. Quand ) est borné, ces deux défini-

tions sont distinctes.

1.3 Les injections continues et compactes des espaces

de Sobolev

Théoreme 1.1. Injections des espaces de Sobolev fractionnaires
N > p s Inégalité de Sobolev
soit s € (0,1). Il existe S = S(N, s) > 0 tel que pour tous u € WSP(RN), ona:

lu(x) — u(y)|”?
”u”LPS(RN)_Sf [I;N |x — y|N+ps dxdy
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PN

N=ps l'exposant critique de Sobolev.

avec pg =

Ceci est équivalent a dire que :

WP (RN) — LIRN) vgelp,pll.

WP RN) — LIRY) Vg€ [p,ool
N<ps
Soit Q) un domaine Lipschitzienne deRY, alors
WP (Q) — C**(Q)
ps—N

p
Remarque 1.3. Les injections précédentes sont conservées si on remplace RN par un

Ona:=

domaine borné de classe C.

Théoreme 1.2. Les inclusions compactes de Rellich-Kondrachov fractionnaire
N>ps

Soients€ (0,1) etQ c RN borné,alors

W, P (Q) —— L9(Q)  Vgell,pil

N=ps
W,7(Q) == L1Q) Vg=1
N<ps
Wy (@) —— %)  VB<a
. _._ ps—N
Oua:= -

Pour plus de détails voir [1],[2] [6] et [14].



CHAPITRE 1. OUTILS D’ANALYSE FONCTIONNELLE 17
Théoreme 1.3. Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Soitu e LP(RN) telle que (-A)2ue L' RN) avecr=1etp=1.

Alors3C>0:C=C(N,s,r,p) telle que

0
L™ (RN)

1

N
s 0
[ u”Lq([RgN) =Cl(=A)zul I UHLP(RN)

VY q,0 € R satisfaisant :
(i) 0=0=<1

(i) 1< g <oo

(iii) %:9(%—%)+%.

(Voir [1]).

1.4 Probleme Parabolique (Existence et Régularité)

Lobjectif de cette section est I'étude de I'existence et I'unicité de quelques pro-
blémes paraboliques.

Commencons par I’étude du probleme linéaire, considérons donc:

ur+=A°u = f(x, 1) dans Qr
u(x,t) = 0 dans ®RN\Q)x (0,7) (1.8)
u(x,0) = wuy(x) sur

avec f donnée, Q domaine borné de RV, Q7 =Q x (0, T) et T > 0.

1.4.1 Espaces Paraboliques
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Définition 1.8. Espaces Paraboliques

Lespace de Lebesgue parabolique est :

r 1
LPiQr) = {(/): (fo (., t)llzp(mdt)q <OO}-

Sip=q: LPI(Qr)=LP(Qr).

Lespace de Sobolev parabolique :
L0, T; Wy P (@) = {@ € LP@1) 1 1@ g, g7y <0 |
ou bien, c’est 'ensemble

PO, 7w @) = {0:0,1) — WP (@) f 100017, di<ool.

w, P ()

Soitue LP(0,T; Wos’p(Q)) alors sa norme est exprimée par :

p
hul? ff 1wt = uI” iy ar,

PO, ;WP @) |x— y|N+ps

00t Q =R*N\ (6Q x €Q)

1.4.2 Solution d’énergie

Définition 1.9. Solution d’énergie

Soient f € L2(0, T; H5Q) et ug € L*>(Q) , u est dite solution d’énergie de (1.8) si elle

vérifie :

ue L*(0, T; Hy(Q) N C([0, T, L*(Q)) , u; € L*(0, T; H5(Q))
et YweL*0,T; H{(Q) ona

T T
f utwdxdt+f <(-N’u,w> dt:f < f,w>dt,
Qr 0 0

ot H3(Q) représente le dual de H3(Q) et < -,- > est le crochet de dualité entre H™ S et
p 0
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HS.

Théoréme 1.3. Soit f € L2(0, T; H5(Q)). Alors pour toute condition initiale u, € I2(Q),

le probleme (1.8) admet une solution unique d’énergie .
Pour la preuve on se réfere a [2] et [14].

Démonstration. : Soit 'espace
CX Q) = {(p eEC®QxI[0,TD:px,1)=0(x,1) € RV \Q) x [0, T] et @, T)=0x¢€ Q}»

et soient ¢ € C°(Qr) et ue L*(0, T; HJ(Q)).

On définit 'opérateur

T T
L(p(u)::f f —u<ptdxdt+f <(-AN)’u,p>dt.
0 JQ 0

Notre objectif est de montrer que u est une solution d’énergie du probleme (1.8) c’est
a dire

T
Ly (u) :f <f,p> dt+f up(x)p(x,0)dx.
0 Q

On considere le produit scalaire sur C°(Q7)

1 T
<@y >.=3 fﬂ(p(x,O)w(x,O)dx+f0 <@L 0,p( 0 >3 dt.
Notons H* (Q7) := C® (QT)”'“* (espace de Hilbert).
Montrons que L, est un opérateur linéaire continu. En effet, la linéarité de L,
est une conséquence de la linéarité de l'intégrale et le produit de dualité. Pour la

continuité, en appliquant I'inégalité de Holder, on obtient :

lu(x) — u(y)?

Ty dxdvdr.

[Lp(u)| < | u”LZ(QT) ||(Pt||L2(QT) + ||(P||L2(0,T;H3(Q))
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Ainsi,
ay,
[Lp()| = c() (” ullr2 + TS” u||L2(0,T;Hg(Q))),
an, L el ..
< C((p) (” u“LZ*(Q) + Ts ” u”LZ(O,T;Hé(Q))), (Inegahte de HOlder)
an, R
< C((,D)(Sll ull s + TS I uIILz(O)T;Hg(QT))), (Inégalité de Sobolev)
= G llull g

D’ou L, : H* — R est un opérateur linéaire continu. Il est important de noter que

Ci(p) =C(Qr,s,N)-ll@ly+, de la derniére inégalité on déduit,
(Vpe H) Lyl = C(Q7,s, N) ol g (1.9)

Ce qui montre la continuité de I'opérateur linéaire L: H* — H*.
Puisque, H* est un espace de Hilbert alors par le Théoréme de Riesz 3! T (@) € H* tel
que:

Lo(y)=<vy,T(p) > Vye H".

Par conséquent T'(¢) := Ly, ce qui entraine en particulier la linéarité de T: H* — H".
Maintenant, montrons T est injectif. En effet,

Tp) =0 — <T(),y>=0 Vye H"

en particulier pour ¥ = ¢, donc < T'(¢), ¢ >= 0. Ensuite,

T

—(p(ptdxdt+f <(=Ng,p>dt =0
0

Qr
lfo d 2dxdt+fT<( No,o>dt =0
2Jo Jadt 0 e B

1 2 aNs
— dx—l——’ CITS :0.
2fg(p 5> 19120 ;150

C’est a dire,
lplls =0,
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ce qui montre que T est injectif.
On remarque que < T(¢),¢ >= |||, ainsi, 'inégalité de Cauchy-Schwartz nous

donne:

| <T@),¢ > 1< ITWla lola = ol <IT@l e lola:,

d’ o,

ol g < I T (@)l g+ (1.10)
par suite, T : H* — T(H™) est bijectif. De , T~! est une application linéaire
continue, et qui vérifie | T~ (@) || g+ < 1.

On définit la forme linéaire
B(®) ::fQuo(x)q)(x,O)dx+fQ fx, H®(x, ) dxdt pour ®e H".
T

Par les inégalités de Holder et Sobolev, on a

| B(D)|

IA

(f ug(x)dx)%(f c1>2(x,0)dx)%+(f fzdxdt)%(f d2dxdrt)?
Q Q Qr Qr

IA

1 1 T * 2 1
(f ug(x)dx)z(f q>2(x,0)dx)2+cf(f (f P* dx)z7 d1)?)
Q Q 0 Q

IA

1 1
( fQ ug(x)dx)? ( fQ ®*(x,00dx)2 + c1,5 1Pl 120,7: 1500
Cuio, f 191+

IA

De plus d’apres
IB(T ') < Cup f 1 T plls < Cuyy fllpll .

Donc, B est une forme linéaire continue dans H*, d’apres le Théoreme de Riesz 3lu €
H* tels que
B(T™'g)=<¢@,u>, VeeH*.

Posons ® = T~ ¢, il en résulte :

B(®)=<T(®),u>= Lo(u)
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d’ot 'existence et I'unicité de solution d’énergie u. O

En ce qui concerne la régularité des solutions des problemes paraboliques (1.8),

un résultat trés important basé sur [21] ,[14] et par interpolation, est celui ci :

Lemme 1.1. Régularité

Soit le probleme suivant :

wr+(-AN)w = F dans Qr,
w(x,t) = 0 dans RN\Q) x (0, 7), (1.11)
w(,x) = wy(x) dans Q.

On suppose que F € L1(Qr), wy € L9(Q), alorson a

lwlrr@p < CllFllLap + lwollLa@l,

1 1 2s . N+2s
4> 4 a0 < —==
avecr_q N+25,szq_ 25
. N+2s
— > AVTa9
etr =00 siq= 25 -

1.4.3 Méthode de Monotonie

soit le probleme

ur+(-AN°u = f(uw dans Qr
u(x,t) = 0 dans (RM\Q)x (0,7) (1.12)
ulx,0) = uy(x) sur

avec Qr =Qx(0,T).

Définition 1.10. sous et sur-solution

On dit que u est une sur-solution du probleme (1.12) si et seulement si

U+ (=AN)’u

vV

fw) dans Qr
0 dans RN\Q) x (0,T) (1.13)

u(x,0) = up(x) sur Q

ux, )

v
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respectivement " <" pour les sous-solutions.

Proposition 1.4. Principe du maximum
Soit Q un domaine borné deRY et ue L2(0, T; HS(Q)) n C([0, T]; L*(Q)) telle que

U+ (—A)Su

IV

0 dans Qr
0 dans RN\Q)x(0,7T) (1.14)

u(x,0) = ug(x)=0 sur Q

v

u(x,r

alors u=0 dansQr

Définition 1.11. P'intervalle fonctionnel
Soient u, u une sur, sous-solution (respectivement) du probleme tellesqueu<u

On définit le secteur [g, ﬁ] par:
|wa|={uel?0 T H;@): us<usw  dansQr)

On note par 0Q7 = (Q x {0}) U ((RN \Q) x (0, T)).

Maintenant considérons le probleme suivant (qui n’est autre que|(1.12|) :

{ ur+(-A°u = f(u) dans Qr (1.15)
u(x, ) = h(x,t) dans 0Qr
Avec h(x,0) = uy(x), et h(x, 1) =0si x € RN\ Q) x (0, T).
On suppose que f € C(R), Lipschitzienne unilatéralement
i.e.
fw-f(w)y=z-clu—v) si usv<u<u (1.16)

ol c est la constante de Lipschitz et u, u désignent une sous; sur-solution (respecti-
vement) du probléme .

On définit F(u) = cu+ f(u), F est croissante car

si v < u alors d’apres|1.16|

fw+cu=f(v)y+cv = F(u)=F()
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On considere le schéma itératif suivant :

F(u,-1) dans Qr
h(x,t) dans 0Qr

{ (Un) ¢ + (—A)S Uy + cliy, 17

ul’l(xr t)

pour 7 = 1. Si pour n = 0 on choisit uy = u, alors on montrera dans le Lemme(1.1} que

{u,} est une suite de sous-solution croissante, qu’on note par {un} o
- n=

Et si up = u, on montrera que cette suite est une suite de sur-solution décroissante,

qu’on note par : {ﬁn} .
n=0

Lemme 1.1. Soientu, u une sur, sous-solution ordonnées dans 200, T; Hg (Q)) du pro-

bleme (1.12). Si f vérifie la condition (1.16), alors les suites { gn} o et {ﬁn} . véri-
n= n=
fient:

Usu,<u, ,<Upy1 <Up<U.

Démonstration. Tout d’abord, a chaque itération le second terme du probleme|[1.17]
est fixé, donc d’apres le Théoréeme [1.3|on a I'existence et 'unicité de solution u,, ce
qui justifie |'existence des suites {un} et {ﬁn} .

—")n=0 n=0

Maintenant, on pose w(x, t) = u— uj, o w vérifie :

wi+ (A Sw+cw = Fu)-Fw)(=0) dans Qr
wx,t) = 0 dans 0Qrp

d’apres le principe du maximum w = 0 dans Q7, d’'ou u = u; dans Q7.

REMARQUE : le principe de max est applicable sur w car le terme cw est absorbable

par wy ie : on peut considérer v(x, t) = e’ w(x, t) avec v vérifie le probléme
vi+(=A)°’v=0 dans Qr

vix,t)=0 dans 0Qr

le principe du maximum donne v = 0 dans Qr et par conséquence w(x,t) = e “'v(x, t) =
0dansQr.
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On pose w; (x, t) = u; — u, donc w, vérifie :

\Y

(w)¢+(=A)wi+cw; = F(w)-Fw(=0) dans Qp
wi(x,t) = 0 dans 0Qr.

D’apres le principe du maximum w; = 0 dans Q7, d’'ou u; = u dans Q7. Jusque la, on
amontré : u < u, <u. En particulier, ona u, < u;.

2 1 )
Supposons (par récurrence) qu'ona u, , <u, etmontronsquonau, <u,.,.

Sionpose wy1=u, , —u,, alors wyy vérifie

{(wn+1)[+(—A)Swn+1+cwn+1 > F(u,)-Fu, (=0 dans Qr

wpi1(x, ) = 0 dans 0Qr.

Ce qui implique (principe du maximum) que wy+; = 0, c’est a dire u,,, = u,. Par

un raisonnement par récurrence, si on considere w, = u — u, alors d’'une maniere
analogue on montre que u, <u (Vn). On arrive ainsi a la conclusion :

usu,<u, .<u (vVn). (1.18)

USUpy1<up<u (Vn) (1.19)

Soit v1 = Uy — u,, ou v; vérifie :

(VD) + (=A)’v1+cny F(u)-Fu)(=0) dans Qr
vix,t) = 0 dans 0Qr

le principe du maximum implique v; =0 dans Q7 , d’ott Uy = u, dans Qr.

Plus généralement,ona: u,<u, VYneN
En effet,

Pour n =0, 1 la propriété est déja vérifiée.
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Par récurrence si on suppose u, _, <uy-1, alors v, = u, — u,, vérifie

W)+ (=D vp+cv, = F(up-1)-F(u, ,)(=0) dans Qr
vp(x,t) = 0 dans 0Qr

par le principe de max, v, =0, c'estadire u, = u,,.

CONCLUSION :

Théoréme 1.4. On définitv:=limu, p.petv:=limu, p.p.
alors

v=v dans Qr

et v,V sont des solutions faibles du probleme (1.12).

Démonstration. :

Ona u,<ur VnkeN

faisons tendre n — oo v=ur VYkeN

etk — oo VsV

Pour simplifier, on remplace {u,},>0 par {u,} =0, €t U par u.
Estimations a priori :

Prenons u,, comme fonction test :

T T
f () Un dxdt+f < (=N up,u,>dt f f F(u,-1) u,dxdt
Qr 0 0 Q

L e [ a2 d ' Fudxd
ELM"OJFIO ||un||H8(Q) t fofg (Wudxdt

1 2 g 2 17 2
Efgun(x,T)+f0 IIMHIIHS(Q)dt < C(T)+§f0 fQuO(x)dx

IA

{un}est bornée dansL?(0, T; Hj(Q))
{u,}est bornée dansL>®(0, T; L?(Q)).

Puisque {u,} est bornée dans I'espace réflexif L2(0, T; Hg (Q)), alors (a une sous suite)
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u, — ii dans L?(0, T; Hg (Q)), et d’apres l'injection compacte (a une sous sous suite)

u, — i dans L?>(Q7) et u,, — i p.p. Grace a la monotonie de {u,} on déduit que u = .
Soit ¢ € Hx*. En utilisant ¢ comme fonction test dans la formulation faible :

T T
f (un)t(pdxdt+f <(-N)’uy, @ > dt:f fF(un_l),(pdxdt
Qr 0 0 Ja

par intégration par parties,

T T
—f (Mn)(PrdXdHf <(=N)’up, @ > dt:f f F(un_l)(pddef uy(x)p(0, x)dx.
Qr 0 0 Ja Q

En appliquant le Théoréme de convergence monotone sur ¢, ¢_, on déduit
T T
f f F(un_l)(pdxdtﬁ‘[ f Fwpdxdt.
0 Ja 0 Jo

T T
f <(=N)’uy, @ > dt—»f <(=A)’u,p> dt.
0 0

Par dualité,

De méme,
= f (un)q)tdxdt—»f up;dxdt.
Qr Qr
Conclusion : U est une solution faible de (1.12).
Finalement, si on applique le méme raisonnement précédent a u, := u,, u:= v,
on déduit que v est une solution faible du probleme (L.12). O



Chapitre 2

SYSTEME PARABOLIQUE

Dans ce chapitre, on s’'intéresse a I’étude d'un systéme parabolique a deux équa-
tions couplées avec une diffusion non-locale .

On considere donc le systeme :

ur+=A°u = f(u,v) (x,1) € Qr

ve+(—A)'v = gwv) ((xt) € Qr
ulx,t) = hxt) (1t € 0Qr
vix,t) = hy(x,t) (x,t) € 0Qr

(2.1)

ou 0Qr = (Q X {0}) U ((RN \ Q) x (0, T)), Q est un domaine borné régulier de RY et
f,g € C(R?).

Un outil fondamental pour avoir I'existence des solutions est la méthode de mono-
tonie, pour cela on va préciser le concept de sur et sous-solutions pour les systemes

et ce que veut dire H = (f, g) monotone .

2.1 Méthode de monotonie

2.1.1 Fonction quasi-monotone

Définition 2.1. On dit que la fonction f : Dy x Dy — R avec D; c R est quasi-monotone

croissante (resp. décroissante) dans Dy x D, si pour toutu € Dy, f(u,v) est croissante

28
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(resp. décroissante) par rapporta v € D-.

Définition 2.2. Cas de fonction vectorielle

Soit

H:D;xD, — R?
(wv,v) — Huwv)=(f(u,v),gu,v)

La fonction H est dite :

» Quasi-monotone croissante dans Dy x Dy, si f, g sont quasi-monotone croissante.
* Quasi-monotone décroissante,si f, g sont quasi-monotone décroissante.

* Quasi-monotone mixte, si l'une des composantes est quasi-monotone croissante et

l'autre quasi-monotone décroissante.

Si H est de classe C1, alors les définitions ci-dessus se traduisent (respectivement) en :

>0, B>0; (u,v)eD;xD,

ov
%50, %50; (u,v) € D1 x D;
<0, %20 (uweDi<D:

En ce qui suit, on pose h(x,t) = (h1(x, ), ha(x,t)) et on note comme relation
d’ordre dans R? par’<’ qui est définie par :

pour X = (x1, %) € RZ etY = (y1, y») € R? (X <Yssi x;<y; et x< yg).

Définition 2.3. sous et sur-solution
U = (u,v) etU = (u, v) sont dites (respectivement) sur-solution et sous-solution ordon-

née du probleme (2.1) si elles vérifient

D U )=<UK,D (x,0) €Qr

2 Ux,)<hxt<UKx1 (x,1)€dQr
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3) Selon les données, l'une des trois conditions suivantes est vérifiée :

3.1) Si H=(f,§g) est quasi-monotone croissante :

v
o
v

u,+Nu-fwy) o € Qr

ur+=Nu-f(w,v)
v+ (Nv-gwy) (x,1) € Qr

T+ (-0 V- g(@, V)

v
o
v

3.2) Si H est quasi-monotone décroissante :

\Y
o
v

u,+N'u—-fwv) (1) € Qr

ur+(-N'u-fw,v)
v+ (=Nv-g@y) (x,0) € Qr

Ui+ (—0)T - g(u,)

v
o
v

3.3) Si H est quasi-monotone mixte :

\Y
v

u,+=Nu-fwv) (1 € Qr

ur+(-0Nu-f@v) = 0
v+ (=Nv-g@w,v) (x,0) € Qr

Ui+ (-A)*V-gu,v)

v
o
1Y

Définition 2.4. intervalle fonctionnel

Soit U = (u, v) et U = (U, D), on définit le secteur
uU={ueE U<U=<U|

On prend E = L*(0, T; Hj(2)).

2.1.2 Construction de la suite des sous-solutions et ’autre des sur-
solutions :
Conditions sur la fonction de réaction

Supposons que les fonctions f, g satisfassent la condition de Lipschitz unilatéral,

ie:

IV

—c1(ug — up) Up < Uy

{ flu,v) = fuz,v) (2.5)

glu,v)—gu, 1) = —co(v1—12) Uy = 1p
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et comme dans le cas d'une seule équation on construit une fonction monotone

(croissante ici) a partir de f et g, on la définit comme suit :

F(u,v)

au+ f(u,v)

G(u,v)

cv+g(u, ).

161‘

A partir d'une itération bien choisit, on construira une suite des sous et sur- solu-

tions, données par le schéma suivant :

(Un)e+ (=D ’up+crup = F(up-1,vp-1) dansQr
W)+ (=AY’ vp+ vy = Glup-1,Vp-1) dansQr 2.6)
uy(x,t) = hi(x1 dans 0Qr
va(x,t) = hy(x,t) danso0Qr

L'existence et I'unicité de solution est assuré a chaque itération pour ce systéme, vu
qu’a chaque n € N les équations sont découplées et avec un second membre constant

par rapport a u, et vy,.

Lemme 2.1. On suppose que H = (f, g) est quasi-monotone et vérifie (2.5). Alors {ﬁn} .
n=
et {Qn} o sont monotones (avec Uy, = (uy, vy,) et Uy, = (Uy, Vy)).
nz _— — —
De plus :

UsU,<U,,,<Uu<U,<U VYnz0

Démonstration. Lidée de la démonstration est la méme qu’on a utilisé pour une
seule équation, vu que les équations du systéme sont découplées, la seule différence
est de pouvoir controler F par rapport a sa premiere composante et G par rapport
a sa deuxieme composante. Ceci est possible lorsque H est quasi-monotone crois-

sante, décroissante ou mixte, on doit juste bien choisit les premiere itérations.

* si H est quasi-monotone croissante alors on prend (u,, v,) = (1, v) et (1o, Vo) =

(u,v).

e Si H est quasi-monotone décroissante alors on prend (i, v,) = (&, V) et (o, Vo) =
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(u, ).

* Si H est quasi-monotone mixte alors on prend (1, v,) = (&, V) et (4, Vo) = (4, D).

2.1.3 Existence de solution:

Maintenant, on prend : V :=1limU, et V =1limU,, qui existent a partir de la

monotonie et la bornitude (dans E) des suites.

Théoréme 2.1. Soient (u,v) et (u,v) une sous et une sur-solution ( resp) ordonnée du
probleme @.1). Supposons H est quasi-monotone dans [U, U] et elle vérifie (2.5)),
alors le probleme 2.1) admet V,V comme solutions faibles dans E. De plus, on a :
V<V

Remarque 2.1. Sif, g sont Lipschitziennes alors on a l'unicité de la solution.

2.1.4 Application

Maintenant dans cette partie, on va appliquer la méthode de monotonie pour
montrer 'existence et I'unicité et méme la positivité de I’exemple suivant qui décrit
I'interaction entre deux populations (proie prédateur, compétition, coopération).

Soit le systéme suivant :

ur+di(-AN°u = fi(u)+gi(u,v) dans Qr
Vi+do(-N)Sv = fo(v)+g(u,v) dans Qr
< u(x,t) = 0 dans ®RM\Q)x(0,T) 27
v(x,r) = 0 dans (RN\Q)x(0,7)
u(x,0) = uplx) dans Q
v(x,00 = wvo(x) dans Q

u, v représentent la concentration des deux populations, d;,d> les taux de diffusion.

f1, f> sont les fonctions de croissance des deux populations u, v respectivement.
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Finalement, g, g§» désignent I'interaction entre les deux populations et i , vy repré-
sentent la concentration des deux populations a 'instant initial.
Le laplacien fractionnaire montre que la diffusion dépend de tout le domaine et non

pas juste le voisinage de 'emplacement de I’élément.

Existence et unicité

Soit le probleme :

ur+di(-AN)°*u = ula;—bu+av) dans Qr
vi+dy(—A)’v = v(ap—byv+pu) dans Qr
< ulx,) = 0 dans RM\Q)x(0,T) 2.8)
v(x,n) = 0 dans RM\Q)x(0,T)
u(x,0) = up(x) dans Q
v(x,0) = vy(x) dans Q

Les populations ci-dessus suivent une loi de croissance logistique ou a; désigne leur
. b; e .
taux de croissance et -t la capacité limite, pour i = 1, 2.
1

Selon le signe de a, on distingue 3 cas :

1. sisign(a,p) = (-,+) ou (+,-) il s’agit d'un modele proie-prédateur dont a est

le taux de prédation et § = ea avec e c’est le taux de conversion.

2. sisign(a,p) = (—,—) il s’agit d'un modele de compétition et chaque parametre

caractérise la force de compétition exercée sur I’autre population.
3. sisign(a, p) = (+,+) il s’agit d'un modele de coopération.

Meéthode de monotonie

Tout d’abord vérifions que F = (f, g) est quasi-monotone, avec
fu,v)=ula,—bhu+av)

et g(u,v) =v(ax—byv+ pu).

Ona:
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of _ au pourtoutu =0 sign(a,f) = (+,+) = Fquasi-monotone croissante .

g (lg’, =4 sign(a,p)=(-,—-) = Fquasi-monotone décroissante.
— = => . . .

ou pv  pourtoutv =0 sign(a,p) =(-,+) = Fquasi-monotone mixte .

On remarque que : f(0,0) = 0 et g(0,0) = 0 donc on prend (&, v) = (0,0). Pour la sur-
solution, on opte pour une constante (1, V) = (cy, ¢2) avec ¢; >0 pour i =1,2.
On remarque que c; > 0 implique que la sous et sur-solution sont comparables.
D’apres les définitions de sous et sur-solution (voir la me condition) et selon la
monotonie de E on fixe les conditions sur ¢; pour avoir notre sur-solution. Plus pré-
cisément,
1. SiF est quasi-monotone croissante (a >0et f<0) :
D’apres la condition[3)
-fwv) =z0= —-f(u,v)
{ -gw,v) =20= -gu)
d’ou:
{ a—bici+ac, <0

dg—bng-l-,BCl <0

vu que c; > 0,c, > 0, il suffit de résoudre

{ a—bici+ac; =0

az—b202+,601 =0

,5611+b1612) Bay + by az
bib,—Ba’’ bib, - Pfa

el (01,02)2( (a1 +a si Ba # b1 by et by b, > Pa.

by
Side plus 0 < up < c; et 0 < vy < ¢y, alors d’apres le Théoreme [2.1]il existe une
unique solution dans [(u, v), (4, V)].
2. SiF est quasi-monotone décroissante (@ <0 et <0):
D’apres la condition [3)
-fy) 20z -f(u,D)
{ -guv) =20= -g(w,v)

d'our:
C > ﬂ
—ci(a1—bic;) =0 =79
> 1
ap
—C2(ap —bycz) =0 0= —,
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a az)

on prend (cy, ¢2) = (b b
1 02

Onremarque que c; > 0, ce qui entraine que la sous et la sur solution sont com-
parables, si de pluson a0 < uyy < c; et 0 < vy < ¢,. Alors, d’apres le Théoreme

2.1]il existe une unique solution dans [(u, v), (&, V)].

3. SiF est quasi-monotone mixte, (¢ <0,5>0) :

- d’ou
-gu,v) =z0= -g(u,v)
> a4
{ a—-bicg <0 €= b_l
== 1 ay
a—bxeo+pfc; <0 = —(ar+pf—)
by by

On prend (¢, ¢2) = (b b ( a+p— )) On a bien une sous et sur-solution com-
by
parable, si de plus (uo, Vo) €1(0,0), (c1, c2)] alors d’apres le Théoreme[2.1]il existe

une unique solution dans [U, V.

Remarque 2.2. Pour montrer la positivé des solutions, il suffit de choisir une sous-
solution strictement positive et une sur-solution de telles sorte qu'ils seront compa-

rables.

2.2 Conservation de la masse

2.2.1 Conditions (P) et (M)
Soit le systéme :

(2.9)

ur+di(=N°u= f(u,v)
v+ do(-A)v =g(u, ).
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Le systéme conserve la positivité si et seulement si le systeme sans diffusion conserve

la positivité. Pour cela on suppose que :

) fO,v)=0,Vv=0
gw,0=0,Vu=0

En ce qui concerne la conservation de la masse totale , on suppose que :

™M) f+g<o0

2.2.2 Exemple

Sans perte de généralité , on prend

fu,v) = —uvP
glu,v) = uvP
avec =1
us+di(-AN)°’u = —uvP dansQp
vi+do(=A)v = uvP  dansQrp
) = 0 dans RN\ Q) x (0, T
) u(x,t) ans ( )% (0,T) 2.10)
vix,t) = 0 dans RN\ Q) x (0, T)
u(x,0) = up(x) dansQ
v(x,0) = vp(x) dansQ

tels que uy, vp € L™, positives.

Remarque 2.3. les fonctions f et g vérifient les conditions (P) et (M) donc la positivité
et la conservation de la masse des solutions du probléme (2.10) sont assurées.
ieuz0etv=0..(P)

et f[qu(t,x)+v(t,x)dx < [qup(x)+ vo(x) dx ...(M)

Démonstration. Le systéme conserve la masse.
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Soit v, = f(¢g) VneN*

a

ol: ¢ estlapremiere fonction propre associé a 1 et f(o) =

o+i”
f: est concave, croissante a valeur dans [0, 1].
Linégalité de Kato nous donne :
s 1
(A 'y = ————N19=0 (2.11)

Par sommation des deux premieres équations du systeme (2.10) et on utilisons v,
comme fonction test et par intégration sur Qr, on aura :

Jow+wudx + dy [o, (=0 uy,dxdt + dp [o, (=8) vyndxdt < [q(uo+ vo)

a partir de (2.10) et vu que 'opérateur est auto-adjoint alors :

Jow+ vy, < [o(uo+vo)dx

faisons tendre n — +oo et le théoreme de convergence monotone donnent :

Jowu+v) < [o(uo + vo). O

Existence locale :

Théoréme 2.2. Soient uy, vy € L*(Q). Si le systeme (2.10) vérifie la condition (P) et (M)

alors il admet une solution locale.

Pour montrer I’existence, on applique le Théoreme du point fixe de Schauder.

Théoréme 2.3. Théoreme de Schauder
Soit T : K— K, ot K est un convexe fermé inclus dans un Banach E, et T une appli-

cation continu compact. Alors, il existe un point fixe dans K.
Une conséquence du Lemme de Vitali est le lemme suivant

Lemme 2.2. SoientQ un domaine tel que u(Q)) <ocoetl < p < r < oo, on suppose que::
| fullr @ <c VneN.
{ n alors, N fn=fllzr@ — 0.
fa—1F H-p-p. o

Démonstration. (Théoreme 2.2)
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On définit tout d’abord 'espace et 'opérateur T :

T :E — E
(2.12)
o — v
avec v est la solution du :
ur+di(-0)°u = —u(pf
B (2.13)
v+ do(-N)Sv = uel
et,
1
E:{(peEa:“(p”EUSl et ||(p||Lqﬁ+a§lﬁ}
notons que

o =L, T; Wy° ().

FEtape 1 : Cherchons les bons parameétres pour avoir T(E) c E.

Tout d’abord, pour ¢ € E on montre que v € E (pour un bon choix de parametres) :

D’apres le Lemme|l.1jon a I'estimation a priori suivante :

Ivlizr@n = cfl u(pf e + lvolliLagy |, 2.14)
1.1 2s
pour tout r tel que ; = 7" Niss
Ainsi,
Wiz < clluolrel@slippaq, + IvollLaqp],
. 1
ﬁ a n n Py
( a) o
< C(I-(ZTI‘NLB?L ”(p”LqﬁJru(QT)) +C” U()”L (Q)|QT|‘Z, (Par < HOlder)
B %
= or Pl gpiaq,, TCT
< crl+cy.

Fixons r > g + a de sorte qu’on arrive a controler

vl gp+a < arllvlir@p-
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ou, ar = |Qr|, notez que pour T assez petit, il existe [ >0telquona ar(cyl+ c;) <
l% ceci entraine || Vil papraiqp) < l%.

Par régularité du probleme linéaire on a aussi || V| ge < [.

Etape 2: Dés présent on considére E muni de la topologie issue de la norme L5 (Q1) :
Il est clair que E est convexe, montrons que E est fermé.

(Remarque : Notons que n'importe quelle suite de E est bornée dans E, et dans
Labta)

Soit {¢,}nen € E tel que ¢, — ¢ fortement dans E. Par les injections compactes
de E; on déduit que (a une sous suite) ¢, — ¢; p.p, et a une sous sous suite on
déduit que ¢, — @. Par unicité de la limite p.p, on déduit ¢ = ¢;.
Par le Lemme de Fatou, et la semi continuité inférieure de la norme || - | g, on déduit
que @ € E.

Etape 3 : T est compact?

Soit {¢u}nen © E tel que {¢,}, est bornée dans (E, || - || ;45), alors {v,} admet elle

une sous suite qui converge dans L2 (v, = T(¢,)).

On sait que v, € E pour tout n et par définition de E, {v,,}, est bornée dans E; i.e.
lvallg, <1, E; étant réflexif ceci implique qu'il existe v € E,; tel que (a une sous suite
de) {v,} convergence faible vers v dans Ej.

Par les injections compactes, on obtient v, — v dans L?(0, T; L%(Q)) avec a < 25.
Ceci implique qu’a une sous sous suite v, — v p.p.

Noter qu'ona || vyl 14+« < ¢, par conséquent, en utilisantle Lemme on déduit:
vy —vlpgpra—e — 0 quand n—oo Ve>0

en particulier pour € = a ce qui donne (2 une sous suite) v,, — v dans L7°.
Etape 4 : T est continu?
Soit ¢, — ¢ dans E, est ce que v, — v dans E?
Tout d’abord noter que la suite {v,}, est une suite de E (voir Etape 1).

En calculant la différence entre I'équation de v, et celle de v, on déduit que (v, —
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v) vérifie I'équation
(Un = V)i +da (=) (0 — V) = F_ )P
n t+dz Vp— V) =ul(@n)y —(@)))

De plus, les conditions aux bords et la condition de Cauchy en ¢ = 0 sont nulles.

D’apres le lemme de régularité[1.1jon a

lvn = vlliran < cleh - oPllLac.

Ceci implique que {v,},en converge fortement dans E vers v. Ce qui montre que
T est continu.

Finalement, Par application du Théoreme du point fixe de Schauder, on déduit
I'existence locale d'une solution du probleme ((2.10)). O

Globalité

Proposition 2.1. :

Si Trax < 00, alors la solution explose dans ||.|| 1 a l'instant t = Ty, 4.

Par contraposée : si la solution est bornée alors, Ty, 4, = +00.

Théoréme 2.4. On suppose que uy, vy € L°(Q2) et que les conditions (P) et (M) sont

vérifiées alors le systemes admet une solution globale.

Démonstration. En ce qui suit, on essaye d’avoir une estimation dans L™ :
Sid, =d> : (le cas le plus simple )

On a la globalité des solutions .

en effet : par addition des deux équations (u+ v);+d;(—A)*(u+v)=0
Principe de max = u(t,x) + v(t, x) < llugll zoo + vl zoo.

P) = lullze+lvlre<C.

=  Tmax = +o0.

Sidl#dgl
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Rappelons la 1¢” équation dans (2.10) :
u+dy(-AN)Su=-uvP <0
Par le principe de max, on a:

u(t, x) < ugp(x)

P) = llullzo@pn < luoll @

= ue L*°(Q7), uestla "bonne" composante.

Maintenant, on va essayer d’obtenir une estimation L* pour v.
ATaide dulemmel[1.1} on va prouver qu’on a une estimation L®(Qr).
Tout d’abord on a besoin d'une information sur le terme non-linéaire, d’apres la 1°"¢

équation de (2.10) :( prenons en considération que fQ(—A)S udx=0)

0
Jouo
= Jo,uf = C

— uvP e LY Q).

U+ dy(-A)u+ uvf

I\

(EnintégrantsurQr) =  0< f[ou+ fo. uvf

Du lemme/[1.1lon obtient :

N+2s
N

Il Q) < c[luvPlp@y +lvollpg |, Vr< (2.15)

onavelL (Qp) = vPeln avecq; = %

. N+2s .
Si ﬁ < N ¢
N+2s

On fixe r tels que f < r < =3~ et on réapplique le lemme et on obtient :

1 N+2s-2sq

1vlizn@p < c| luvP o + lvoll o vV —>

cecidonne: vP € L2(Q7) oilgy = %

(N+25) 1
N+2s(1-q1)

N+2s

N et ceci nous mene a

On peut toujours fixer r; tel que r; > r > f§ car <
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réutiliser le lemme(1.1]du fait qu'on a g, > 0.

N+2s
2s

Apreés un nombre fini d’itérations, on se ramene a : gy >
ensuite,

v =00 —= UELOO(QT).

— Existence globale de solution du systéme (Tnax = +00)
Maintenant que se passe t'il lorsque £ est assez grand?
: N+2s .
Sif>~%=:
Dans ce cas, on va utiliser une technique basée sur la régularité L des équations pa-

raboliques. Une hypothese de plus a ajouter est celle de la croissance polynomiale de

g

(H) guv)<ci(u+v)*+c.

On utilise le Lemme suivant de la régularité L” des équations paraboliques (pour plus

de détails voir [[20],lemme 3.4])

Lemme 2.3. Soit w, @ des fonctions satisfaisant :
wi+di(-A)°w=q@;+dy(-N)°’¢ dansQr

et qu’elles vérifient la conditions de Dirichlet au bord avec des conditions initiales bor-
nées.

Alors:Yte (0, T)V1<p<oo, 3¢, o

allwlirran) < l@lrqyn +1=cllwlrgy)+1)

Revenons a notre modele, par sommation des deux premiere équations du sys-
teme (2.10), on obtient :
Vi +da(—A)°v=—(us+di(-A)°v).

On définit les opérateurs suivants A; =0, + d;(—A)* pour i = 1,2.
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on sait que u € L*°(Qr) uniformément d’apres le lemme2.3|il résulte que
veLP(Qr) Vp < oco.

On choisit un g assez grand de tels sorte v € L9(Qr) tel que g > % le lemme
nous assure que v € L*°(Qr).

CONCLUSION : le systeme (2.10) admet une solution globale. O

Remarque 2.4. :

Dans le cas local, pour les systemes de réaction diffusion avec croissance exponentielle :

ur—alAu = f(u,v) dans Qr
-bAv = , d Q

Vs v g(u,v) ans T (2.16)
u(x,0) = up(x) dans Q

v(x,0) = vo(x) dans Q

oit Q est un domaine borné de classe C' deRYN, uy, vo € L*(Q), vo=0, ug=0,a=0 et
b=0.
On suppose que f,g = 0 sont de classe C'([0,00) x [0,00)), et des conditions au bords

sous la forme

(2.17)

Alu+(1—11)g—g = 0 dans 0Qx(0,T)
A2v+(1—/12)g—1’; = 0 dans 0Qx(0,T)

avec A; : fonction de classe Cl(0Q) [qo<A;<1.
La globalité de la solution de (2.16)est assuré sous les hypotheses suivantes

(HI) (0,8 =g(0,6)=0 et g(p,0) =0.

H2)  gp,¢) = w(d) flp,&)
oit y=0 declasse C'([0,00), tel queil existe f=1 : nl_z)in nPlym =1.

H3)  g(p,) < colp) e’
avecc>0, a >0, f=1 et positive de classe C([0,00)) tel que ¢(0) = 0.
8ab

Et une hypothese de restriction sur la condition intiale uy < ——————
aBN(a—b)

Esquisse de la preuve :
De I'hypothese (H1) on obtient que u € L*°(Qr).
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Maintenant pour v, on cherche d’abord une estimation LP pour g avec un certain p, et
par régularité parabolique on aura v € L d’out la solution de est globale.

Uestimation sur g se résulte de la proposition 2.2 de [5].



Chapitre 3

INSTABILITE DE TURING ET LA

DIFFUSION FRACTIONNAIRE

Ce chapitre est basé sur I'article [22] dont le but est de connaitre I'effet de la dif-

fusion fractionnaire dans la formation des récifs coralliens.

3.1 Récifs coralliens

Un récif corallien est une structure naturelle bioconstruite, qui résulte de la construc-
tion d’un substrat minéral durable formé de carbonate de calcium.
Les récifs sont construit par des petits animaux nommés polypes ou coraux en dépo-

sant les ions de carbonate de calcium dissous sur les surfaces des récifs existantes.

FIGURE 3.1: Récifs coralliens

45
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La morphologie des coraux est complexe et c’est ¢ca qui définit la beauté de cette der-

niere dans le monde marin.

Différents travaux de modélisation sur les récifs ont été proposés, Somathilake et

Janak ont considéré le modele de la croissance des récifs dans un réservoir avec une
réaction-diffusion normale.([24] et [23]).
Les équations de réaction diffusion fractionnaire apparaissent quand on modélise
des processus avec une hétérogénéité non-local et spatiale. Plus spécialement, les
modeles de réaction diffusion fractionnaire dans I’espace surviennent lors de la mo-
délisation dans les milieux hétérogenes|'}

La forme générale d’équations de réaction diffusion fractionnaire est :

— =—Dy(-N)Zu+ f(u, 1),

N

ou
o —Ds(-A)2u:le processus de la diffusion fractionnaire .
e D;:taux de diffusion.

e f(u,t):laréaction.

Maintenant on discute suivant les valeurs de s :

s=2 la diffusion est normale.
s<2 le processus de diffusion est lent par rapport a s = 2, elle est nommée sous-diffusion.
s=2 : leprocessus de diffusion est rapide par rapport a s = 2 et elle est dite sur-diffusion.

La sous-diffusion est considérée lorsqu’on modélise un processus relié a des contraintes
spatiales ou temporelle comme dans le cas des milieux poreux.
La sur-diffusion est considérée lors d’'un processus comme la transportation d'une
particule a travers un milieu chaotique ou turbulent.
Pour notre cas, les récifs coralliens peuvent étre pris comme un milieu poreux. Par

conséquence, pour rendre le modele plus réaliste on prend la sous-diffusion.

1. Dont les éléments sont de nature différente ou présentent des différences de structure, de fonc-
tion, de répartition.
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3.2 Le modele mathématique

Dans cette section, on va étudier la croissance des récifs coralliens dans un ré-
servoir plein d’eau avec quelque larves coraux situées au fond, on assume que la
croissance des polypes se fait dans le réservoir et que les coraux consomment les
nutriments dissous et produisent des matériaux solides qui ne sont rien d’autre que
leur squelette en extractant du carbonate de calcium dissous qui les entoure. Ce pro-
cessus peut étre vu comme une réaction entre les nutriments dissous et carbonate
de calcium.

Notons par A et B (respectivement) les nutriments dissous et les matériaux solides
dissous et par u, v leurs biomasses .

Dans ce cas, la concentration des nutriments et des matériaux solides est controlée
par deux processus, la réaction et la sous-diffusion. Ainsi les nutriments réagissent
avec les matériaux solide et produisent des matériaux solide supplémentaire. On

peut résumer ceci comme suit

A+2B2L 3B

L'évolution en temps des nutriments est décrite par I’équation suivante :

0u s
E:—Du(—A)7u+a—bu—b1uv2; l<s<2

ou:
a représente les nutriments initiaux déposés dans le systeme.
b taux de la perte, b; taux de réaction,
D, taux de diffusion des nutriments dissous.
De méme, la concentration des carbonate de calcium est donnée par I’équation sui-
vante :
O D=} = byt by Pu,
ot
ol b, est le taux du carbonate de calcium déposé sur les coraux existants.
On note par w la concentration de carbonate de calcium solide déposée sur le récif

corallien afin de former son squelette , I'évolution est décrite par I’équation suivante :
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ow _
or — bgl}.

Maintenant en rassemblant ces équations,on trouvera le systeme suivant :

u+dy(-N:u = bus—u) - b v’u,
vi+dy(-N:v = —byv+b iy, 3.1)
Wy = bgU,

ou ug = %. Afin de réduire le nombre de parameétre dans le systeme, on effectue le
changement de variable ci-dessus :

t* =bt,x*x=x/L, yx=yl/Letzx=2z/L,ouL= (%)% On obtient :

S

ul +(-Az2u* = 1-u*-a’v*iu’,
N

vi+d(-N2v* = —Av*+afv*iu’, 3.2)
w; = Av*,

N bu? b d
I R i P AV ) LU R /) — 4y
ouu™ = V" =5 W' =5 a=—p , A= b,etd—du.

Proposition 3.1. Avec le changement de variable ci-dessus, le systeme (3.1) est équi-
valent au systeme (3.2).

Démonstration.

ou 3 ou dtx
ot Orx dt’
ou ou
— = p—.
ot Ot

s X — Y

Pour la diffusion, soit X € R®: (-A)2u(X) = Cf M :
RS | X —Y[3*+S

LX*)—u(LY*
u( ) — u( )Lng*’
3 L3+3|X* _ Y*|3+s
c u(LX*)—u(LY™) .,

= — ay’,
LS Jps |X* _ Y*|3+s
c u(X)—u(LY*

_ o[ wX)-udyn o,
LS Jps | X* — Y*|3+s

onpose:X=LX*Y=LY*: (-A)IuX) = cf
R

= %(—A*)%um.
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En remplacant dans (3.1) on aura :

S
u;‘+gL"5(—A*)iu = (us—u)—%vzu.
s
Vit (-anie = Ry B2y,
x« _ b
w, = TU'
En divisant les équations sur u; on obtient :
s byu?
uy, +(-A"z2u* = l—u*—lTusv*Zu*.
s byu?
v§*+Z—Z(—A*)2 vt = —b—bZU*+ 1b”5 v*2u*,
* _ Q *
wp, = FU.

*

e by u? R .
On définit u* = ul, v* = ui, w =% q= lbus, A= b—bz,etd — D e systeme devient :
S S

Us dy
* S _ * 2 ,%2 %
u; +(-ANz2u” = 1-u"—-a“v=u’,
vi+d(-N2vt = vt +autiu’,
w; = Av*.
(|
Afin de simplifier les notations , on élimine les étoiles et on obtiendra :
w+(=Niu = 1-u-a?v?u, (Lx)e R:xR3,
v+d(-Niv = -Av+a?rvPu, (tx)e RYxR® (3.3)
wy = Av, (t,x) € RjXW

3.3 Instabilité de Turing:

Dans cette section, on va extraire les conditions d’instabilité de Turing pour le

modele de la croissance des récifs pour un point d’équilibre stable sans diffusion.
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3.3.1 Les états stationnaires :

Maintenant on s’intéresse aux deux premieéres équations du modele des récifs

coralliens :

{ u+(-N:u = F(u,v)
; (3.4)
vi+d(-AN)z2v = G(u,v)

2 2

ou F(u,v) =1-u-a?uv® et G(u,v) = —Av + a®uv?.

Les états d’équilibre constant en espace sont :

_JaZ_ai2 2412 T A12 o/ a2 A 02
Ey=(1,0), E, = (& \/ga 4\ ’a+\/2‘fx/14/1) etEaz(oH\/ga 41 @ \/2(2/14/1 ).

Noter que E; et E5 existent si a > 2A.

On considere le systeme (3.4) sans diffusion et on étudie la stabilité des points d’équi-
libre .

La matrice Jacobienne :

I g—i 3—5 _ —-1-a?v? -2d%uv 3.5)
g—g g—g a’v? -A+2a%u
Pour E; :
-1 0 det =A
]y = _ et(J1) 3.6)
0o -1 Tr(Jp=-1+A)

et par conséquence : E; estlocalement asymptotiquement stable .
Pour E; aveci =2,3

On remarque, le fait que E; sont des points d’équilibre :

—2a®u;v; = A et 2a’u; = 22, en remplacant dans la Jacobienne on obtiendra le résul-
tat suivant :

i

a? vl? A

Ji=

( —1-a?v? -22 )
3.7

La trace et le déterminant valent :
Tr(J) =A-1-a*vi, det(J;) = Ma*vs —1).
Stabilité des E; :

Pour Ej3 :
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(a@—Va?—412)?

1
ﬁ(a—Z/l— Vat—4A2)(a+21 -V a2 —-4212).

det(Es)

Onpose 1 =a—20—Va2—4A2et I, = a+21— Va2 —4A2.
Rappelons 'hypothese d’existence de E» et Ej :

(hyp) a > 21 = a’-412>0

2 > Vat-4A’<a
—0<2A<a+20-Va2-412=1,

Le signe de I; :

on sait que a®> —4A% < a

L = a-2A-Va?2-4A2
a—2A—(a®—-41?%)
a—21+vVa?—-4A?

4121 — )

a—-21+vVa2-412

= I[; <0.

D’oui: det(E3) <0 = Ejestun point selle.

Pour E> :

B 9 a+ 4722
det(E,) = /1[04 (a+T) —1] (3.8)
\/ 2 212
_ [(‘” “A 4 —1] car a®> 422 (3.9)
Va2 — 212
TrE) = A-1- @FVe —4A9 (3.10)

472
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si A < 1alors Tr(E,) <0 d’ou la stabilité de E,.

3.3.2 Les conditions d’instabilité :

Maintenant on s’'intéresse a I’étude de I'instabilité de Turing du point E,.
On utilisera la méme stratégie de Turing pour les systeme de réaction diffusion avec
la sous-diffusion qui consiste a déstabiliser un point d’équilibre lors de ’apparition
de la diffusion et on cherche les conditions d’instabilité.
Les conditions d’instabilité pour les systémes suivant avec des conditions au bord de

Neumann homogeéne ont été obtenu. (voir [18]).

ur—Au uv) xeQ,t>0,
{ ! flw ) (3.11)

vy —Av glu,v) xe€Q,t>0,

ou f, g sont des fonctions qui décrivent le processus de réaction.
Doncg, les conditions d’instabilité de Turing sont :

Ci=det(J) >0,

C,=Tr(J)<0,

Cs=day +azp >0,

Cy=C2—-4dC, > 0;

ol : J est la matrice Jacobienne.

(3.12)

a a2

azy dz
avec E est le point d’équilibre stable.
Maintenant, on essaye d’extraire les conditions d’instabilité de Turing pour le sys-
teme (3.4).

Tout d’abord, on linéarise (3.4) au voisinage de I’état d’équilibre E = (i, #), pour cela

on pose:u =1+ u; et v= 0+ v;. Ainsi,

Fy (@i, D)uy + Fy (G, D) vy,

{ () + (A2 513

Wi+ (=A)2vy = Gu(fd, D)uy + Gy (i, D) vy
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On considere les solutions de la forme :

u a .
( ! ) = ( )e‘””K'X, avec X e R3 et K € RS.
U1

Enl'injectant dans (3.13) on aura:

— ks
ou; _ ann ae 1231 otk = [K].
o as aro — daks 41

Ceci est équivalent a :

0'—6111+ks —ai» u 0
—ap1 0—a22+dk5 141

Vu qu’on cherche des solutions non triviales alors :

=0. (3.14)

o—ap+k° —ap

—an o—am+dk’ '
On pose :

p=k% gw) = ai +axp —p—duet h(p) = du? — (day + az)pu+ ay1 az — a2 as;.

En remplacant dans :

o® - g(wo +h(w =0. (3.15)

Prenons en considération le fait que E- est stable, ceci donne g(u) <0 car:
app+ap <O0.
Ainsi, (3.15) admet des solutions positives si et seulement si () < 0. On cherche une

des valeurs critiques p. pour laquelle on a h(u.) <0.
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On remarque que h est convexe, dans ce cas on cherche le minimum de h;

%ﬁf) = 2d,u—(da11+a22).
w:o — H*:da11+agg.
du 2d
4d(ar1 az — arpaz1) — (dan + az)*
h(p.) = 2d .

d’apres ce qui précede u > 0 donc forcément p, > 0 d’ou la condition :

dd11+6122 >0 (3.16)

et comme on cherche a trouver des solutions positives de (3.15) alors on impose la
condition :
Bomin(is) <0 c.ad, 4d(det(J) — (day; + azz)* < 0. (3.17)

LES CONDITIONS D’INSTABILITE DE TURING :
on rassemblons les hypotheses a partir de (3.8),(3.10),(3.16) et (3.17), alors :

Cy=det())>0

C,=Tr()<0

Cy=day +ax >0

Cy = 4d(det(J)) — (dan + az)* <0.

(3.18)

Onremarque que: C; =C;, Vie{l,2,3,4}.
CONCLUSION : les conditions d’instabilité pour les systemes de réaction diffusion frac-
tionnaire sont les mémes que celles de réaction-diffusion normale, 1a seule différence

apparait au niveau du taux de croissance o et le K qui dépendent de s.



Bibliographie

B.Abdellaoui, A.Attar, R.Bentifour, I.Peral, On Fractional Quasilinear Parabo-
lic Problem With Hardy Potential, Nonlinear Differ. Equ. Appl. (2018) 25 : 30.
https ://doi.org/10.1007/s00030-018-0521-y.

B.Abdellaoui, M.Medina, I.Peral, A.Primo. Optimal Results For The Fractional
Heat Equation,arXiv :1412.8159v3 [math.AP] 13 Oct 2015.

B.Abdellaoui, M.Medina, 1.Peral, A.Primo, The effect of the Hardy potential in
some Calderon-Zygmund properties for the fractional Laplacian. ]J.Differential
Equations 260 (2016) 8160-8206.

B.Abdellaoui, Y.O.Boukarabila, S.E.Miri. Introduction aux méthodes
variationnelles et application a la résolution des EDP elliptiques.
doi:10.13140/RG.2.2.10826.82883, Juin 2018. 109.

R.Belgacem, S.Benachour. Global classical solutions for reaction-diffusion sys-
tems with nonlinearities of exponential growth. Journal of evolution equations.
August 2010.

G.M.Bisci, V.D.Radulscu and R.Servadei. Variational Methods for Nonlocal Frac-

tional Problems. Encyclopedia of mathematics and its applications, 2016.

N.Boudiba. Existence globale pour des systemes de réaction-diffusion avec

controle de masse , thése de doctorat, université de Rennes 1, France, 1999.
H.Brezis. Analyse fonctionnelle. Théorie et applications. Dunod,2005.

L.Caffarelli, L.Silvestre. An extension problem related to the fractional laplacian,
arXiv :math/0608640 [math.AP] 13 feb 2007.

55



BIBLIOGRAPHIE 56

(10]

(11]

(12]

(13]

(14]

(15]

(16]

(17]

(18]

(19]

(20]

(21]

(22]

EDemengel, G.Demengel. Functional spaces for the theory of elliptic partial dif-

ferential equations, EDP sciences, Springer 2012.

E. Di Nezza, G.Palatucci, E.Valdinoci. Hitchhker’s quide to the fractional Sobolev
spaces , Bulletin des Sciences Mathématiques Volume 136, Issue 5, July-August
2012, Pages 521-573.

C.Evans, Partial Differential Equation. American Math, Society ,2010 .

E.H.Laamri. Mesures, intégration, convolution et transformée de Fourier des
fonctions. Dunod 2007.

T.Leonori, I.Peral, A.Primo and ESoria, Basic Estimates for solutions of a class of
nonlocal elliptic and parabolic equations, Discrete and Continuous Dynamical

Systems Volume 35, Number 12, December 2015.

Anthony.W.Leung. Partial differrential equations application to life and physical

sciences. World scientific, 2009.

M.Medina, Nonlinear elliptic and parabolic equations related to reaction diffu-

sion and growth problems, Universidad Auténoma de Madrid 2014-2015.

A.Y.Menacer, Systemes Paraboliques Non-linéaire Issu D'un Modele Biologique :
Existence et Comportement Asymptotique, Université Abou Bekr Belkaid Tlem-

cen, mémoire de master, 2015-2016.

J.D.Murray. Mathematical Biology : Spatial models and biomedical applications
(vol II). Berlin Heidelberg : Springer-Verlag, 2003.

Ricardo.H.Nochetto. Numerical methods for fractional differential diffu-
sion.Lecture 2 : Spectral fractional laplacian. Nonlocal school on fractional
equations , NSFE 2017.

M.Pierre, Global Existence in Reaction-Diffusion Systems with Control of Mass :
a Survey, M. Milan J. Math. (2010) 78: 417, https ://doi.org/10.1007/s00032-010-
0133-4..

M.Pierre, Systémes De Réaction-Diffusion, Ecole de printemps, équations aux
dérivées partielles non-linéaires Marrakech, 31 mars-5 avril 2008.

L.W.Somathilake and K.Burrage, A space-fractional-reaction-diffusion model for

pattern formation in coral reefs, Cogent Mathematics & Statistics, 2018.



BIBLIOGRAPHIE 57

[23] L.W.Somathilake& J.R.Wedagedera. A reaction diffusion type mathematical mo-

del for formation of coral patterns. Journal of National Science Foundation, 2014.

[24] L.W.Somathilake & J.R.Wedagedera.On the stability of a mathematical mo-
del for coral growth in a tank. British Journal of Mathematics and Computer
Science,2012.

[25] M.A.Y.Sosa, Fractional reaction-diffusion problems,These de doctorat, univer-
sité de Chile, 2014.

[26] Kailai.Xu. The fractional laplacian for the fractional pdes. Stanford university.
2018.



Résumé

Dans ce mémoire, on étudie les systémes de réaction-diffusion fractionnaire, dont on montrera
I'existence et la globalité des solutions a 'aide de la méthode de monotonie et par d’autres techniques
pour les systémes avec conservation de la masse, enfin, on étudiera un modéle des récifs coralliens
dans lequel l'instabilité de Turing apparaitra sous certains conditions.

Mots clés : opérateurs non-locaux, systéme de réaction-diffusion, laplacien fractionnaire, méthode
de monotonie, instabilité de Turing.

Abstract

In this work, we study fractional reaction-diffusion systems, where we will show the existence and
the globality of solutions using the method of upper-lower solution and other techniques for systems
with control of mass, at last we will study a model of coral reefs where under some conditions the
Turing instability will appear.

Keywords: nonlocal operators, fractional reaction diffusion systems, fractional laplacian, upper-
lower method, Turing instability.
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