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"Il vaut mieux viser la perfection et la
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NOTATIONS 4

Notations

Lp (Ω) : L’espace de Lebesgue.

L∞(Ω) : L’espace des fonctions essentiellement bornée .

|x| : Le module de x.

|Ω| : La mesure de Ω.

∂Ω : La frontière de Ω.

CΩ : Le complémentaire de Ω.

Br (x0) : La boule de centre x0 et de rayon r de RN .

||u||Lp (Ω) : La norme de u dans Lp (Ω).

||u||L∞(Ω) : La norme de u dans L∞(Ω).

W 1,p (Ω) : L’espace de Sobolev.

W s,p (Ω) : Espaces de Sobolev fractionnaires pour 0 < s < 1

C∞
0 (Ω) : Les fonctions infiniment dérivables et continues à support compact sur Ω.

C 0,α : L’espace des fonctions Hölderiennes sur Ω.

C k (Ω) : Les fonctions de classe k sur Ω.

C k,α(Ω) : L’espace des fonctions Hölderiennes de classe k.

S(RN ) : L’espace de Schwartz dans RN .

F (u) : La transformée de Fourier de u.

F−1(u) : La transformée de Fourier inverse de u.

E ′ : Dual topologique de E.

∇u : Gradient de u.

∆u : laplacien de u.

(−∆)s : Laplacien fractionnaire .

ker f : Noyau de f. (Kernel)

,→ : Injection continue.

,→,→ : Injection compacte .

Γ(.) : La fonction Gamma qui généralise le factorielle.

PV : La valeur principale de Cauchy.

p.p : Presque partout.



Introduction

Un système de réaction-diffusion est un modèle mathématique qui décrit l’évo-

lution (au cours du temps) de très nombreux phénomènes en chimie, physique et en

biologie ...

Mathématiquement, ces systèmes sont représentés par des équations aux dérivées

partielles paraboliques de la forme :

{
Ut −D∆U = F (U )

+Conditions

où U désigne la concentration des substances ou bien les individus selon le phé-

nomène modélisé. Les conditions décrivent l’état initial des substances étudiées ou

bien les vitesses initiales de ces substances.

∆U modélise la diffusion locale des individus dans l’espace, D représente les taux de

diffusions et F décrit l’interaction et le processus de réaction entre ces derniers.

En biologie, prenons le cas d’un système de proie-prédateur de la forme :
ut −∆u = r u(1− u

K
)−a uv

vt −∆v = −mv +ea uv

Conditions

(1)

où : u : densité des proies , v : densité des prédateurs. les proies suivent une crois-

sance logistique.

m : le taux de mortalité des prédateurs à l’absence des proies.

a : le taux de prédation.

e : le taux de conversion de la biomasse des proies en biomasse de prédateurs.
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Dans les systèmes de réaction-diffusion, il est intéressant d’étudier la globalité

des solutions et leurs comportements asymptotiques pour pouvoir détecter des condi-

tions auxquelles on a la stabilité des états stationnaires qui sont des solutions des

problèmes elliptiques associés à ces systèmes (des solutions qui ne dépendent pas

de t ).

La diffusion dans le cas standard est modélisée par le laplacien. Dans ce mémoire,

elle est modélisée par le laplacien fractionnaire qui semble plus réaliste car elle dé-

pend de la position de la donné dans le domaine tout entier à un instant t > 0 .

Ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le chapitre 1, on va présenter quelques définitions du laplacien fractionnaire

(−∆)s , et les espaces de Sobolev associés plus quelques outils d’analyse fonctionnelle,

puis on va traiter le cas d’un problème parabolique en cherchant l’existence et l’uni-

cité et la régularité Lp de sa solution comme on va présenter la méthode de mono-

tonie pour établir des résultats d’existence pour les équations de réaction-diffusion

fractionnaires.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse aux systèmes paraboliques, on va présenter

d’abord la méthode de monotonie afin de montrer l’existence et l’unicité de solution,

puis on va étudier la globalité d’une classe des systèmes où la masse et la positivité

sont conservées.

Enfin, le chapitre 3 est dédié à l’étude d’un modèle de croissance des récifs co-

ralliens avec une diffusion fractionnaire dans l’espace, tout d’abord on va donner le

modèle mathématique qui décrit la croissance des récifs. Puis, on va chercher les

conditions auxquelles l’instabilité de Turing apparait et on les compare avec le cas

de la diffusion normale (i.e. donnée par le laplacien).



Chapitre 1

OUTILS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

1.1 Espace de Schwartz et transformée de Fourier

Notations : Un multi-indice α est un N-uplet d’entiers, α= (α1,α2, · · · ,αN ) ∈NN ,

Pour α ∈NN , on pose :

[α] =α1 +·· ·+αN (longueur du multi-indice)

Dα =
( ∂

∂x1

)α1 · · ·
( ∂

∂xN

)αN = ∂[α]

∂α1 x1 · · ·∂αN xN
.

Pour x ∈RN on note xα = xα1
1 · · ·xαN

N .

Définition 1.1. Espace de Schwartz

L’espace de Schwartz S(RN ) est l’espace des fonctionsϕ indéfiniment différentiables sur

RN et qui vérifient

sup
x∈RN

|xαDβϕ(x)| <∞ ∀α,β ∈NN

Comme conséquence de cette définition, la fonctionϕ et toutes ses dérivées tendent

vers 0 à l’infini plus rapidement que n’importe qu’elle fraction de type 1
xα .

La topologie de S(RN ) est engendrée par la famille de semi-normes

sup
x∈RN

|xαDβϕ(x)|.

7



CHAPITRE 1. OUTILS D’ANALYSE FONCTIONNELLE 8

Définition 1.2. Espace des distributions tempérées

L’espace des distributions tempérées est le dual topologique de S(RN ) et il est noté

S′(RN ).

Définition 1.3. Produit de convolution

Soient f , g deux fonctions deRN à valeurs dansR (ou bien dansC), on définit le produit

de convolution de f et g par :

( f ∗ g )(x) =
∫
RN

f (x − y)g (y) d y.

Définition 1.4. Transformée de Fourier

On définit la transformée de Fourier sur S(RN ) par :

F (ϕ)(ξ) := 1

(2π)
N
2

∫
RN

e−iξx ϕ(x)d x.

La transformée de Fourier inverse est définie par :

F−1(ϕ)(ξ) := 1

(2π)
N
2

∫
RN

e iξx ϕ(x)d x.

Propriété 1.1. : Soit ϕ ∈ S(RN ), alors

1. F (ϕ) ∈ S(RN ) .

2. F ( ∂ϕ
∂x j

)(ξ) = iξ j F (ϕ)(ξ).

3. Soit f , g ∈ S(RN ) : F ( f ∗ g ) =F ( f )F (g ).

Comme conséquence de la deuxième propriété, on a

F (−∆u) = |ξ|2F (u)

cette relation se généralise pour s ∈R pour donner

F ((−∆)su) = |ξ|2sF (u).

Ceci a permet de donner une première définition du laplacien fractionnaire comme
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la transformée de Fourier inverse de |ξ|2sF (u), ceci combiné avec la troisième pro-

priété donne

(−∆)su =F−1(|ξ|2s)∗F−1(F (u)) =F−1(|ξ|2s)∗u. (1.1)

(pour plus de détail voir 1.2.4)

1.2 Espaces de Sobolev fractionnaires et le laplacien frac-

tionnaire

1.2.1 Théorème de Trace

Commençons d’abord par une motivation des espaces de Sobolev fractionnaires,

cette motivation est donnée par le théorème de Trace des espaces de Sobolev W 1,p (Ω)

(Ω régulier).

Si une fonction u est régulière sur Ω, alors sa trace sur ∂Ω est sa restriction sur

le bord. Mais, la restriction sur le bord d’une fonction u ∈ W 1,p (Ω) n’a aucun sens,

puisque ∂Ω est de mesure de Lebesgue nulle. Le Théorème suivant, permet de don-

ner un sens à la "restriction au bord", cette restriction est donnée par un opérateur

Tr . L’opérateur Tr est défini par prolongement par densité de la trace au bord.

Théoréme 1.1. Théorème de Trace de W 1,p (Ω) vers Lp (∂Ω)

Soient 1 ≤ p <∞, Ω un ouvert borné lipschitzienne de RN , alors il existe un opérateur

linéaire continu Tr de W 1,p (Ω) vers Lp (∂Ω) tel que :


• ‖Tr (u)‖Lp (∂Ω) ≤C ‖u‖W 1,p (Ω)

• Si u est régulière alors Tr (u) = u|∂Ω .

• K er Tr =W 1,p
0 (Ω).

Le "défaut" de cette version de trace est que la compacité de l’opérateur Tr n’est

pas claire, ce qui limite l’utilisation pratique de cette version de Trace. Par contre, le

Théorème suivant donne une version plus fine de la trace au bord.

Théoréme 1.2. Théorème de Trace



CHAPITRE 1. OUTILS D’ANALYSE FONCTIONNELLE 10

SoientΩ un domaine de classe C 1 de RN avec (N ≥ 2),1 < p <∞. Alors de plus l’opéra-

teur Tr vérifie :

Tr (W 1,p (Ω)) =W 1− 1
p ,p (∂Ω).

(notons que Tr : W 1,p (Ω) −→W 1− 1
p ,p (∂Ω) est continu )

Pour la démonstration voir [10]

1.2.2 L’espace W s,p(Ω)

Définition 1.5. L’espace W s,p (Ω) et W s,p (RN )

Soient Ω⊆RN ouvert, 0 < s < 1 et p ∈ [1,∞[, on pose

W s,p (Ω) :=
{

u ∈ Lp (Ω) :
∫
Ω

∫
Ω

|u(x)−u(y)|p
|x − y |N+ps

d xd y <∞
}

W s,p (Ω)est un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme

||u||W s,p (Ω) :=
(
||u||pLp (Ω) +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)−u(y)|p
|x − y |N+ps

d xd y
) 1

p

ou la norme équivalente

||u||W s,p (Ω) := ||u||Lp (Ω) +
(∫

Ω

∫
Ω

|u(x)−u(y)|p
|x − y |N+ps

d xd y
) 1

p

le terme

[u]W s,p (Ω) :=
( ∫

Ω

∫
Ω

|u(x)−u(y)|p
|x − y |N+ps

d xd y
) 1

p

est dit la semi-norme de Gagliardo.

Si p = 2, on note H s(Ω) := W s,2(Ω) c’est un espace de Hilbert dont le produit scalaire

est

< u, v >H s (Ω)=
∫
Ω

u(x) v(x)d x +
∫
Ω

∫
Ω

(u(x)−u(y)) (v(x)− v(y))

|x − y |N+2s
d xd y.
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1.2.3 L’espace W s,p
0 (Ω)

Définition 1.6. Soit 0 < s < 1 , on définit

W s,p
0 (Ω) =

{
u ∈W s,p (RN ) avec u = 0 p.p dans RN \Ω

}
c’est un espace de Banach pour la norme

‖u‖W
s,p

0 (Ω) =
(∫ ∫

Q

|u(x)−u(y)|p
|x − y |N+ps

d x d y

)1/p

,

où Q =R2N \ (CΩ×CΩ).

Si p = 2, on le note par H s
0(Ω) c’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

< u, v >H s
0(Ω)= aN ,s

2

∫
RN

∫
RN

(u(x)−u(y)) (v(x)− v(y))

|x − y |N+2s
d xd y ∀u , v ∈ H s

0(Ω)

Remarque 1.1. :

1. C∞
0 (Ω) est inclus dans W s,p (Ω).

2. L’espace C∞
0 (Ω) est dense dans W s,p

0 (Ω) i.e. W s,p
0 (Ω) =C∞

0 (Ω)
‖.‖W s,p (Ω)

3. Si Ω=RN alors les deux espaces W s,p
0 (RN ), W s,p (RN ) coïncident.

4. On note par H−s(Ω) le dual topologique de H s
0(Ω).

Proposition 1.1. Inégalité de Poincaré fractionnaire

Soit Ω un domaine borné régulier de RN , alors il existe C :=C (Ω, N , s) > 0 telle que :∫
Ω
|u(x)|p d x ≤C

∫ ∫
Q

|u(x)−u(y)|p
|x − y |N+ps

d xd y ∀u ∈W s,p
0 (Ω)

pour la démonstration voir [2], [3].

1.2.4 Le laplacien fractionnaire (−∆)s

Définition 1.7. Le laplacien fractionnaire
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On note par (−∆)s Le Laplacien fractionnaire d’ordre 2s ,qui est défini par

(−∆)su(x) := aN ,s P.V.
∫
RN

u(x)−u(y)

|x − y |N+2s
d y , s ∈ (0,1), (1.2)

où

aN ,s = 22s−1π−N
2
Γ( N+2s

2 )

|Γ(−s)|
est la constante qui vérifie l’identité suivante

(−∆)su =F−1(|ξ|2sFu) ξ ∈RN , s ∈ (0,1),

pour tout u ∈ S(RN ).

Ici P.V désigne la valeur principale de Cauchy qui représente la limite de l’intégrale sur

RN \ Bε(x) quand ε→ 0.

Proposition 1.2. Dans (1.2), si 0 < s < 1
2 alors la valeur principale n’est pas nécessaire.

Démonstration. En effet, soit u ∈ S(RN ) par application du Théorème des accroisse-

ments finis, on obtient :∫
RN

|u(x)−u(y)|
|x − y |N+2s

d y =
∫

BR (x)

|u(x)−u(y)|
|x − y |N+2s

d y +
∫
RN /BR (x)

|u(x)−u(y)|
|x − y |N+2s

d y

≤ c
∫

BR (x)

|x − y |
|x − y |N+2s

d y +2||u||L∞

∫
RN \BR (x)

1

|x − y |N+2s
d y

≤ c
(∫

BR (x)

1

|x − y |N+2s−1
d y +

∫
RN \BR (x)

1

|x − y |N+2s
d y

)
≤ C

(∫ R

0

1

r 2s
dr +

∫ ∞

R

1

r 2s+1
dr

)
<∞.

Où C est une constante positive et r = |x − y |.

La proposition suivante n’est rien d’autre que le Théorème de Riesz dans l’espace

de Hilbert H s
0(Ω).
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Proposition 1.3. L’opérateur

(−∆)s : H s
0(Ω) → H−s(Ω)

est linéaire, continu, bijectif et auto-adjoint, pour

< (−∆)su, v >= aN ,s

2

∫ ∫
Q

(u(x)−u(y))(v(x)− v(y))

|x − y |N+2s
d xd y

et on a la relation suivante entre H s
0 et L2

‖u‖2
H s

0(RN ) = 2a−1
N ,s‖(−∆)s/2u‖2

L2(RN ). (1.3)

(Pour la preuve de la dernière formule voir [11, Proposition 3.6])

Démonstration. On veut montrer qu’il existe c > 0 telle que :

‖(−∆)su‖H−s (Ω) ≤ c‖u‖H s
0(Ω)

(la linéarité de (−∆)s est évidente.)

Soit u ∈ H s
0(Ω), est ce qu’on a (−∆)su ∈ H−s(Ω) ?

Notons

Tu : H s
0(Ω) −→R

v −→ Tu(v) =< (−∆)su, v >

Tu est linéaire, traitons sa continuité

Tu(v) = aN ,s

2

∫ ∫
Q

(u(x)−u(y))(v(x)− v(y))

|x − y |N+2s
d xd y,

≤ aN ,s

2
(
∫ ∫

Q

|u(x)−u(y)|2
|x − y |N+2s

d xd y)
1
2 (

∫ ∫
Q

|v(x)− v(y)|2
|x − y |N+2s

d xd y)
1
2 , (" ≤ " Hölder)

≤ aN ,s

2
‖u‖H s

0
‖v‖H s

0
,
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ceci implique que Tu est continu, et de plus

‖(−∆)su‖H−s (Ω) := ‖Tu‖H−s (Ω) ≤
aN ,s

2
‖u‖H s

0(Ω).

On conclut que (−∆)s est un opérateur linéaire continue de H s
0(Ω) dans H−s(Ω).

Auto-adjoint : soit u, v ∈ H s
0(Ω), on a que

< (−∆)su, v >=< u, (−∆)s v > .

Puisque, par définition

< (−∆)su, v > = aN ,s

2

∫ ∫
Q

(u(x)−u(y))(v(x)− v(y))

|x − y |N+2s
d xd y

= < u, (−∆)s v > .

1.2.5 Extension de Caffareli-Silvestre

Une manière équivalente de définir le laplacien fractionnaire d’une fonction don-

née g : RN −→ R est celle illustrée par Caffarelli et Silvestre dans [9]. Cette méthode

consiste à définir le laplacien fractionnaire comme l’opérateur qui associe à la condi-

tion de Dirichlet ; la condition de Neumann (avec un certain poids) du problème

d’extension suivant : ∆xu + a
y uy +uy y = 0 dans RN+1+

u(x,0) = g (x) sur RN
(1.4)

où RN+1+ =RN × (0,+∞) et a = 1−2 s .

La première équation est équivalente à di v(y1−2s∇u) = 0.

Ainsi, le laplacien fractionnaire de g est donné par :

(−∆)s g =C lim
y→0

− y auy (1.5)
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avec C une constante de normalisation.

1.2.6 Laplacien fractionnaire spectral :

Soient Ω un domaine borné de RN , {λi } et {ϕi } les valeurs propres et vecteurs

propres (resp) du (−∆) avec condition de Dirichlet homogène. Si u ∈ H 1
0 (Ω) alors il

existe une suite de nombres réelles {αi } tel que u = ∑
i∈N

αiϕi . Le laplacien fractionnaire

spectral est défini par :

(−∆)s
spect u = ∑

i∈N
αiλ

s
iϕi . (1.6)

Lorsque Ω est borné, alors le laplacien fractionnaire spectral et le laplacien fraction-

naire défini par l’extension de Caffarelli-Silvestre coïncident. Autrement dit, si


di v(y1−2s∇v) = 0 Ω× (0,∞)

v(x, y) = 0 ∂Ω× (0,∞)

v(x,0) = g (x) Ω

(1.7)

alors

l i m
y→0

− y1−2s vy =C (−∆)s
spect g .

Remarque 1.2. Dans RN , le laplacien fractionnaire défini dans (1.2) coïncide avec sa

définition par l’extension de Caffarelli-Silvestre. Quand Ω est borné, ces deux défini-

tions sont distinctes.

1.3 Les injections continues et compactes des espaces

de Sobolev

Théorème 1.1. Injections des espaces de Sobolev fractionnaires

Cas 1 : N > p s Inégalité de Sobolev

soit s ∈ (0,1). Il existe S = S(N , s) > 0 tel que pour tous u ∈W s,p (RN ), on a :

‖u‖Lp∗s (RN ) ≤ S
∫
RN

∫
RN

|u(x)−u(y)|p
|x − y |N+ps

d xd y
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avec p∗
s = pN

N−ps l’exposant critique de Sobolev.

Ceci est équivalent a dire que :

W s,p (RN ) ,→ Lq (RN ) ∀q ∈ [p, p∗
s ].

Cas 2 : N = p s

W s,p (RN ) ,→ Lq (RN ) ∀q ∈ [p,∞[

Cas 3 : N < p s

Soit Ω un domaine Lipschitzienne de RN , alors

W s,p (Ω) ,→ C 0,α(Ω)

Où α := ps−N
p .

Remarque 1.3. Les injections précédentes sont conservées si on remplace RN par un

domaine borné de classe C 1.

Théorème 1.2. Les inclusions compactes de Rellich-Kondrachov fractionnaire

Cas 1 : N > p s

Soient s ∈ (0,1) et Ω⊂RN borné ,alors

W s,p
0 (Ω) ,→,→ Lq (Ω) ∀q ∈ [1, p∗

s [

Cas 2 : N = p s

W s,p
0 (Ω) ,→,→ Lq (Ω) ∀q ≥ 1

Cas 3 : N < p s

W s,p
0 (Ω) ,→,→ C 0,β(Ω) ∀β<α

Où α := ps−N
p .

Pour plus de détails voir [1],[2][6] et [14].
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Théorème 1.3. Inégalité de Gagliardo-Nirenberg

Soit u ∈ Lp (RN ) telle que (−∆)
s
2 u ∈ Lr (RN ) avec r ≥ 1 et p ≥ 1.

Alors ∃C > 0 : C =C (N , s,r, p) telle que

‖u‖Lq (RN ) ≤C‖(−∆)
s
2 u‖θ

Lr (RN )
‖u‖1−θ

Lp (RN )

∀q,θ ∈R satisfaisant :

(i) 0 ≤ θ ≤ 1

(ii) 1 ≤ q <∞

(iii) 1
q = θ( 1

r − s
N )+ 1−θ

p .

(Voir [1]).

1.4 Problème Parabolique (Existence et Régularité)

L’objectif de cette section est l’étude de l’existence et l’unicité de quelques pro-

blèmes paraboliques.

Commençons par l’étude du problème linéaire, considérons donc :


ut + (−∆)su = f (x, t ) dans ΩT

u(x, t ) = 0 dans (RN \Ω)× (0,T )

u(x,0) = u0(x) sur Ω

(1.8)

avec f donnée, Ω domaine borné de RN ,ΩT =Ω× (0,T ) et T > 0.

1.4.1 Espaces Paraboliques
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Définition 1.8. Espaces Paraboliques

L’espace de Lebesgue parabolique est :

Lp,q (ΩT ) =
{
φ : (

∫ T

0
‖φ(., t )‖q

Lp (Ω)d t )
1
q <∞

}
.

Si p = q : Lp,q (ΩT ) = Lp (ΩT ).

L’espace de Sobolev parabolique :

Lp (0,T ;W s,p
0 (Ω)) =

{
Φ ∈ Lp (ΩT ) : ‖Φ‖Lp (0,T ;W

s,p
0 (Ω)) <∞

}
ou bien, c’est l’ensemble

Lp (0,T ;W s,p
0 (Ω)) =

{
Φ : (0,T ) →W s,p

0 (Ω) :
∫ T

0
‖Φ(., t )‖p

W
s,p

0 (Ω)
d t <∞

}
.

Soit u ∈ Lp (0,T ;W s,p
0 (Ω)) alors sa norme est exprimée par :

‖u‖p

Lp (0,T ;W
s,p

0 (Ω))
=

∫ T

0

∫ ∫
Q

|u(x)−u(y)|p
|x − y |N+ps

d x d y d t ,

où Q =R2N \ (CΩ×CΩ)

1.4.2 Solution d’énergie

Définition 1.9. Solution d’énergie

Soient f ∈ L2(0,T ; H−sΩ) et u0 ∈ L2(Ω) , u est dite solution d’énergie de (1.8) si elle

vérifie :

u ∈ L2(0,T ; H s
0(Ω))∩C ([0,T ],L2(Ω)) , ut ∈ L2(0,T ; H−s(Ω))

et ∀w ∈ L2(0,T ; H s
0(Ω)) on a

∫
ΩT

ut w d x d t +
∫ T

0
< (−∆)su, w > d t =

∫ T

0
< f , w > d t ,

où H−s(Ω) représente le dual de H s
0(Ω) et < ·, · > est le crochet de dualité entre H−s et
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H s
0 .

Théoréme 1.3. Soit f ∈ L2(0,T ; H−s(Ω)). Alors pour toute condition initiale uo ∈ L2(Ω),

le problème (1.8) admet une solution unique d’énergie .

Pour la preuve on se réfère à [2] et [14].

Démonstration. : Soit l’espace

C∞
∗ (ΩT ) =

{
ϕ ∈C∞(Ω× [0,T ]) :ϕ(x, t ) = 0(x, t ) ∈ (RN \Ω)× [0,T ] et ϕ(x,T ) = 0 x ∈Ω

}
et soient ϕ ∈C∞∗ (ΩT ) et u ∈ L2(0,T ; H s

0(Ω)).

On définit l’opérateur

Lϕ(u) :=
∫ T

0

∫
Q
−uϕt d xd t +

∫ T

0
< (−∆)su,ϕ> d t .

Notre objectif est de montrer que u est une solution d’énergie du problème (1.8) c’est

à dire

Lϕ(u) =
∫ T

0
< f ,ϕ> d t +

∫
Ω

u0(x)ϕ(x,0)d x.

On considère le produit scalaire sur C∞∗ (ΩT )

<ϕ,ψ>∗= 1

2

∫
Ω
ϕ(x,0)ψ(x,0)d x +

∫ T

0
<ϕ(., t ),ψ(., t ) >H s

0(Ω) d t .

Notons H∗(ΩT ) :=C∞∗ (ΩT )
‖.‖∗

(espace de Hilbert).

Montrons que Lϕ est un opérateur linéaire continu. En effet, la linéarité de Lϕ

est une conséquence de la linéarité de l’intégrale et le produit de dualité. Pour la

continuité, en appliquant l’inégalité de Hölder, on obtient :

|Lϕ(u)| ≤ ‖u‖L2(ΩT ) ‖ϕt‖L2(ΩT ) +‖ϕ‖L2(0,T ;H s
0(Ω))

aN ,s

2

∫ T

0

∫ ∫
Q

|u(x)−u(y)|2
|x − y |N+2s

d xd yd t .
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Ainsi,

|Lϕ(u)| ≤ c(ϕ)
(
‖u‖L2(ΩT ) +

aN ,s

2
‖u‖L2(0,T ;H s

0(Ω))

)
,

≤ C (ϕ)
(
‖u‖L2∗(Ω) +

aN ,s

2
‖u‖L2(0,T ;H s

0(Ω))

)
, (Inégalité de Hölder)

≤ C (ϕ)
(
S‖u‖H s

0(ΩT ) +
aN ,s

2
‖u‖L2(0,T ;H s

0(ΩT ))

)
, (Inégalité de Sobolev)

≤ C1(ϕ)‖u‖H∗ .

D’où Lϕ : H∗ −→ R est un opérateur linéaire continu. Il est important de noter que

C1(ϕ) =C (ΩT , s, N ) · ‖ϕ‖H∗ , de la dernière inégalité on déduit,

(∀ϕ ∈ H∗) ‖Lϕ‖ ≤C (ΩT , s, N )‖ϕ‖H∗ (1.9)

Ce qui montre la continuité de l’opérateur linéaire L : H∗ → H∗.

Puisque, H* est un espace de Hilbert alors par le Théorème de Riesz ∃!T (ϕ) ∈ H∗ tel

que :

Lϕ(ψ) =<ψ,T (ϕ) > ∀ψ ∈ H∗.

Par conséquent T (ϕ) := Lϕ, ce qui entraîne en particulier la linéarité de T : H∗ → H∗.

Maintenant, montrons T est injectif. En effet,

T (ϕ) = 0 ⇐⇒ < T (ϕ),ψ>= 0 ∀ψ ∈ H∗

en particulier pour ψ=ϕ, donc < T (ϕ),ϕ>= 0. Ensuite,

∫
ΩT

−ϕϕt d xd t +
∫ T

0
< (−∆)ϕ,ϕ> d t = 0

−1

2

∫ T

0

∫
Ω

d

d t
ϕ2d xd t +

∫ T

0
< (−∆)ϕ,ϕ> d t = 0

1

2

∫
Ω
ϕ2d x + aN ,s

2
‖ϕ‖L2(0,T ;H s

0(Ω)) = 0.

C’est à dire,

‖ϕ‖2
∗ = 0,
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ce qui montre que T est injectif.

On remarque que < T (ϕ),ϕ >= ‖ϕ‖2∗, ainsi, l’inégalité de Cauchy-Schwartz nous

donne :

| < T (ϕ),ϕ> | ≤ ‖T (ϕ)‖H∗ ‖ϕ‖H∗ =⇒‖ϕ‖2
H∗ ≤ ‖T (ϕ)‖H∗ ‖ϕ‖H∗ ,

d’où,

‖ϕ‖H∗ ≤ ‖T (ϕ)‖H∗ (1.10)

par suite, T : H∗ −→ T (H∗) est bijectif. De (1.10), T −1 est une application linéaire

continue, et qui vérifie ‖T −1(ϕ)‖H∗ ≤ 1.

On définit la forme linéaire

B(Φ) :=
∫
Ω

u0(x)Φ(x,0)d x +
∫
ΩT

f (x, t )Φ(x, t )d xd t pour Φ ∈ H∗.

Par les inégalités de Hölder et Sobolev, on a

|B(Φ)| ≤ (
∫
Ω

u2
0(x)d x)

1
2 (

∫
Ω
Φ2(x,0)d x)

1
2 + (

∫
ΩT

f 2d xd t )
1
2 (

∫
ΩT

Φ2d xd t )
1
2

≤ (
∫
Ω

u2
0(x)d x)

1
2 (

∫
Ω
Φ2(x,0)d x)

1
2 + c f (

∫ T

0
(
∫
Ω
Φ2∗d x)

2
2∗ d t )

1
2 )

≤ (
∫
Ω

u2
0(x)d x)

1
2 (

∫
Ω
Φ2(x,0)d x)

1
2 + c f ,S‖Φ‖L2(0,T ;H s

0(Ω))

≤ Cu0, f ‖Φ‖∗.

De plus d’après (1.10)

|B(T −1ϕ)| ≤Cu0, f ‖T −1ϕ‖∗ ≤Cu0, f ‖ϕ‖∗.

Donc, B est une forme linéaire continue dans H∗, d’après le Théorème de Riesz ∃!u ∈
H∗ tels que

B(T −1ϕ) =<ϕ,u >, ∀ϕ ∈ H∗.

Posons Φ= T −1ϕ, il en résulte :

B(Φ) =< T (Φ),u >= LΦ(u)
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d’où l’existence et l’unicité de solution d’énergie u.

En ce qui concerne la régularité des solutions des problèmes paraboliques (1.8),

un résultat très important basé sur [21] ,[14] et par interpolation, est celui ci :

Lemme 1.1. Régularité

Soit le problème suivant :


wt + (−∆)s w = F dans ΩT ,

w(x, t ) = 0 dans (RN \Ω)× (0,T ),

w(0, x) = w0(x) dans Ω.

(1.11)

On suppose que F ∈ Lq (ΩT ), w0 ∈ Lq (Ω), alors on a

‖w‖Lr (ΩT ) ≤C [‖F‖Lq (ΩT ) +‖w0‖Lq (Ω)],

avec 1
r ≥ 1

q − 2s
N+2s , si q ≤ N+2s

2s .

et r =∞ si q ≥ N+2s
2s .

1.4.3 Méthode de Monotonie

soit le problème


ut + (−∆)su = f (u) dans ΩT

u(x, t ) = 0 dans (RN \Ω)× (0,T )

u(x,0) = u0(x) sur Ω

(1.12)

avec ΩT =Ω× (0,T ).

Définition 1.10. sous et sur-solution

On dit que u est une sur-solution du problème (1.12) si et seulement si


ut + (−∆)su ≥ f (u) dans ΩT

u(x, t ) ≥ 0 dans (RN \Ω)× (0,T )

u(x,0) ≥ u0(x) sur Ω

(1.13)
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respectivement " ≤ " pour les sous-solutions.

Proposition 1.4. Principe du maximum

Soit Ω un domaine borné de RN et u ∈ L2(0,T ; H s(Ω))∩C ([0,T ];L2(Ω)) telle que


ut + (−∆)su ≥ 0 dans ΩT

u(x, t ) ≥ 0 dans (RN \Ω)× (0,T )

u(x,0) ≥ u0(x) ≥ 0 sur Ω

(1.14)

alors u ≥ 0 dans ΩT

Définition 1.11. l’intervalle fonctionnel

Soient u, u une sur, sous-solution (respectivement) du problème (1.12) telles que u ≤ u.

On définit le secteur
[

u,u
]

par :

[
u,u

]
=

{
u ∈ L2(0,T ; H s

0(Ω)) : u ≤ u ≤ u dansΩT

}
On note par ∂ΩT =

(
Ω× {0}

)
∪

(
(RN \Ω)× (0,T )

)
.

Maintenant considérons le problème suivant (qui n’est autre que 1.12 ) :

{
ut + (−∆)su = f (u) dans ΩT

u(x, t ) = h(x, t ) dans ∂ΩT

(1.15)

Avec h(x,0) = u0(x), et h(x, t ) = 0 si x ∈ (RN \Ω)× (0,T ).

On suppose que f ∈C (R), Lipschitzienne unilatéralement

i.e.

f (u)− f (v) ≥−c(u − v) si u ≤ v ≤ u ≤ u (1.16)

où c est la constante de Lipschitz et u, u désignent une sous; sur-solution (respecti-

vement) du problème (1.15) .

On définit F (u) = cu + f (u), F est croissante car

si v ≤ u alors d’après 1.16

f (u)+ cu ≥ f (v)+ cv ⇒ F (u) ≥ F (v)
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On considère le schéma itératif suivant :{
(un)t + (−∆)sun + cun = F (un−1) dans ΩT

un(x, t ) = h(x, t ) dans ∂ΩT

(1.17)

pour n ≥ 1. Si pour n = 0 on choisit u0 = u, alors on montrera dans le Lemme 1.1, que

{un} est une suite de sous-solution croissante, qu’on note par
{

un

}
n≥0

.

Et si u0 = u , on montrera que cette suite est une suite de sur-solution décroissante,

qu’on note par :
{

un

}
n≥0

.

Lemme 1.1. Soient u, u une sur, sous-solution ordonnées dans L2(0,T ; H s
0(Ω)) du pro-

blème (1.12). Si f vérifie la condition (1.16), alors les suites
{

un

}
n≥0

et
{

un

}
n≥0

véri-

fient :

u ≤ un ≤ un+1 ≤ un+1 ≤ un ≤ u.

Démonstration. Tout d’abord, à chaque itération le second terme du problème 1.17

est fixé, donc d’après le Théorème 1.3 on a l’existence et l’unicité de solution un , ce

qui justifie l’existence des suites
{

un

}
n≥0

et
{

un

}
n≥0

.

Maintenant , on pose w(x, t ) = u −u1, où w vérifie :

{
wt + (−∆)s w + cw ≥ F (u)−F (u)(= 0) dans ΩT

w(x, t ) ≥ 0 dans ∂ΩT

d’après le principe du maximum w ≥ 0 dansΩT , d’où u ≥ u1 dans ΩT .

REMARQUE : le principe de max est applicable sur w car le terme cw est absorbable

par wt ie : on peut considérer v(x, t ) = ect w(x, t ) avec v vérifie le problème

vt + (−∆)s v ≥ 0 dans ΩT

v(x, t ) ≥ 0 dans ∂ΩT

le principe du maximum donne v ≥ 0 dansΩT et par conséquence w(x, t ) = e−ct v(x, t ) ≥
0 dans ΩT .
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On pose w1(x, t ) = u1 −u, donc w1 vérifie :

{
(w1)t + (−∆)s w1 + cw1 ≥ F (u)−F (u)(≥ 0) dans ΩT

w1(x, t ) ≥ 0 dans ∂ΩT .

D’après le principe du maximum w1 ≥ 0 dansΩT , d’où u1 ≥ u dansΩT . Jusque là, on

a montré : u ≤ u1 ≤ u. En particulier, on a u0 ≤ u1.

Supposons (par récurrence) qu’on a un−1 ≤ un et montrons qu’on a un ≤ un+1.

Si on pose wn+1 = un+1 −un , alors wn+1 vérifie

{
(wn+1)t + (−∆)s wn+1 + cwn+1 ≥ F (un)−F (un−1)(≥ 0) dans ΩT

wn+1(x, t ) ≥ 0 dans ∂ΩT .

Ce qui implique (principe du maximum) que wn+1 ≥ 0, c’est à dire un+1 ≥ un . Par

un raisonnement par récurrence, si on considère wn = u −un alors d’une manière

analogue on montre que un ≤ u (∀n). On arrive ainsi à la conclusion :

u ≤ un ≤ un+1 ≤ u (∀n). (1.18)

Par un raisonnement analogue, on montre

u ≤ un+1 ≤ un ≤ u (∀n) (1.19)

Soit v1 = u1 −u1, où v1 vérifie :

{
(v1)t + (−∆)s v1 + cv1 = F (u)−F (u)(≥ 0) dans ΩT

v1(x, t ) ≥ 0 dans ∂ΩT

le principe du maximum implique v1 ≥ 0 dansΩT , d’où u1 ≥ u1 dans ΩT .

Plus généralement, on a : un ≤ un ∀n ∈N
En effet,

Pour n = 0,1 la propriété est déjà vérifiée.
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Par récurrence si on suppose un−1 ≤ un−1, alors vn = un −un vérifie

{
(vn)t + (−∆)s vn + cvn = F (un−1)−F (un−1)(≥ 0) dans ΩT

vn(x, t ) ≥ 0 dans ∂ΩT

par le principe de max, vn ≥ 0, c’est à dire un ≥ un .

CONCLUSION :

u ≤ un ≤ un+1 ≤ un+1 ≤ un ≤ u

Théoréme 1.4. On définit v := limun p.p et v := limun p.p .

alors

v ≤ v dans ΩT

et v,v sont des solutions faibles du problème (1.12).

Démonstration. :

On a un ≤ uk ∀n,k ∈N
faisons tendre n →∞ v ≤ uk ∀k ∈N
et k →∞ v ≤ v

Pour simplifier, on remplace {un}n≥0 par {un}n≥0, et v par u.

Estimations à priori :

Prenons un comme fonction test :

∫
ΩT

(un)t un d x d t +
∫ T

0
< (−∆)sun ,un > d t =

∫ T

0

∫
Ω

F (un−1)un d xd t

1

2

∫
Ω

u2
n

∣∣∣T

0
+

∫ T

0
‖un‖2

H s
0(Ω) d t ≤

∫ T

0

∫
Ω

F (u)u d xd t

1

2

∫
Ω

u2
n(x,T )+

∫ T

0
‖un‖2

H s
0(Ω) d t ≤ C (T )+ 1

2

∫ T

0

∫
Ω

u2
0(x)d x

=⇒
{

{un}est bornée dansL2(0,T ; H s
0(Ω))

{un}est bornée dansL∞(0,T ;L2(Ω)).

Puisque {un} est bornée dans l’espace réflexif L2(0,T ; H s
0(Ω)) , alors (à une sous suite)
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un * ũ dans L2(0,T ; H s
0(Ω)), et d’après l’injection compacte (à une sous sous suite)

un → ũ dans L2(ΩT ) et un → ũ p.p. Grâce à la monotonie de {un} on déduit que u = ũ.

Soit ϕ ∈ H∗. En utilisant ϕ comme fonction test dans la formulation faible :

∫
ΩT

(un)t ϕd x d t +
∫ T

0
< (−∆)sun ,ϕ> d t =

∫ T

0

∫
Ω

F (un−1),ϕd xd t

par intégration par parties,

−
∫
ΩT

(un)ϕt d x d t+
∫ T

0
< (−∆)sun ,ϕ> d t =

∫ T

0

∫
Ω

F (un−1)ϕd xd t+
∫
Ω

u0(x)ϕ(0, x)d x.

En appliquant le Théorème de convergence monotone sur ϕ+, ϕ−, on déduit

∫ T

0

∫
Ω

F (un−1)ϕd xd t →
∫ T

0

∫
Ω

F (u)ϕd xd t .

Par dualité, ∫ T

0
< (−∆)sun ,ϕ> d t →

∫ T

0
< (−∆)su,ϕ> d t .

De même,

⇒
∫
ΩT

(un)ϕt d x d t →
∫
ΩT

uϕt d x d t .

Conclusion : v est une solution faible de (1.12).

Finalement, si on applique le même raisonnement précédent à un := un , u := v ,

on déduit que v est une solution faible du problème (1.12).



Chapitre 2

SYSTÈME PARABOLIQUE

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude d’un système parabolique à deux équa-

tions couplées avec une diffusion non-locale .

On considère donc le système :
ut + (−∆)su = f (u, v) (x, t ) ∈ ΩT

vt + (−∆)s v = g (u, v) (x, t ) ∈ ΩT

u(x, t ) = h1(x, t ) (x, t ) ∈ ∂ΩT

v(x, t ) = h2(x, t ) (x, t ) ∈ ∂ΩT

(2.1)

où ∂ΩT =
(
Ω× {0}

)
∪

(
(RN \Ω)× (0,T )

)
, Ω est un domaine borné régulier de RN et

f , g ∈C (R2).

Un outil fondamental pour avoir l’existence des solutions est la méthode de mono-

tonie, pour cela on va préciser le concept de sur et sous-solutions pour les systèmes

et ce que veut dire H = ( f , g ) monotone .

2.1 Méthode de monotonie

2.1.1 Fonction quasi-monotone

Définition 2.1. On dit que la fonction f : D1×D2 →R avec Di ⊂R est quasi-monotone

croissante (resp. décroissante) dans D1×D2 si pour tout u ∈ D1, f (u, v) est croissante

28
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(resp. décroissante) par rapport à v ∈ D2.

Définition 2.2. Cas de fonction vectorielle

Soit

H : D1 ×D2 → R2

(u, v) → H(u, v) = ( f (u, v), g (u, v))

La fonction H est dite :

• Quasi-monotone croissante dans D1 ×D2, si f , g sont quasi-monotone croissante.

• Quasi-monotone décroissante ,si f , g sont quasi-monotone décroissante.

• Quasi-monotone mixte, si l’une des composantes est quasi-monotone croissante et

l’autre quasi-monotone décroissante.

Si H est de classe C 1, alors les définitions ci-dessus se traduisent (respectivement) en :

∂ f
∂v ≥ 0, ∂g

∂u ≥ 0; (u, v) ∈ D1 ×D2
∂ f
∂v ≤ 0, ∂g

∂u ≤ 0; (u, v) ∈ D1 ×D2
∂ f
∂v ≤ 0, ∂g

∂u ≥ 0; (u, v) ∈ D1 ×D2

En ce qui suit, on pose h(x, t ) = (h1(x, t ),h2(x, t )) et on note comme relation

d’ordre dans R2 par ’≤’ qui est définie par :

pour X = (x1, x2) ∈R2 etY = (y1, y2) ∈R2
(

X ≤ Y ssi x1 ≤ y1 et x2 ≤ y2

)
.

Définition 2.3. sous et sur-solution

U = (u, v) etU = (u, v) sont dites (respectivement) sur-solution et sous-solution ordon-

née du problème (2.1) si elles vérifient

1) U (x, t ) ≤U (x, t ) (x, t ) ∈ΩT

2) U (x, t ) ≤ h(x, t ) ≤U (x, t ) (x, t ) ∈ ∂ΩT
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3) Selon les données, l’une des trois conditions suivantes est vérifiée :

3.1) Si H = ( f , g ) est quasi-monotone croissante :

{
ut + (−∆)su − f (u, v) ≥ 0 ≥ ut + (−∆)su − f (u, v) (x, t ) ∈ ΩT

v t + (−∆)s v − g (u, v) ≥ 0 ≥ v t + (−∆)s v − g (u, v) (x, t ) ∈ ΩT

(2.2)

3.2) Si H est quasi-monotone décroissante :

{
ut + (−∆)su − f (u, v) ≥ 0 ≥ ut + (−∆)su − f (u, v) (x, t ) ∈ ΩT

v t + (−∆)s v − g (u, v) ≥ 0 ≥ v t + (−∆)s v − g (u, v) (x, t ) ∈ ΩT

(2.3)

3.3) Si H est quasi-monotone mixte :

{
ut + (−∆)su − f (u, v) ≥ 0 ≥ ut + (−∆)su − f (u, v) (x, t ) ∈ ΩT

v t + (−∆)s v − g (u, v) ≥ 0 ≥ v t + (−∆)s v − g (u, v) (x, t ) ∈ ΩT

(2.4)

Définition 2.4. intervalle fonctionnel

Soit U = (u, v) et U = (u, v), on définit le secteur

[U ,U ] =
{

U ∈ E U ≤U ≤U
}

On prend E = L2(0,T ; H s
0(Ω)).

2.1.2 Construction de la suite des sous-solutions et l’autre des sur-

solutions :

Conditions sur la fonction de réaction

Supposons que les fonctions f , g satisfassent la condition de Lipschitz unilatéral,

i.e : {
f (u1, v)− f (u2, v) ≥ −c1(u1 −u2) u2 ≤ u1

g (u, v1)− g (u, v2) ≥ −c2(v1 − v2) v2 ≤ v1

(2.5)
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et comme dans le cas d’une seule équation on construit une fonction monotone

(croissante ici) à partir de f et g , on la définit comme suit :

F (u, v) := c1u + f (u, v)

G(u, v) := c2v + g (u, v).

À partir d’une 1er itération bien choisit, on construira une suite des sous et sur- solu-

tions, données par le schéma suivant :
(un)t + (−∆)sun + c1un = F (un−1, vn−1) dansΩT

(vn)t + (−∆)s vn + c2vn = G(un−1, vn−1) dansΩT

un(x, t ) = h1(x, t ) dans ∂ΩT

vn(x, t ) = h2(x, t ) dans ∂ΩT

(2.6)

L’existence et l’unicité de solution est assuré à chaque itération pour ce système, vu

qu’à chaque n ∈N les équations sont découplées et avec un second membre constant

par rapport à un et vn .

Lemme 2.1. On suppose que H = ( f , g ) est quasi-monotone et vérifie (2.5). Alors
{

U n

}
n≥0

et
{

U n

}
n≥0

sont monotones (avec Un = (un , vn) et Un = (un , vn)).

De plus :

U ≤U n ≤U n+1 ≤U n+1 ≤U n ≤U ∀n ≥ 0

Démonstration. L’idée de la démonstration est la même qu’on a utilisé pour une

seule équation, vu que les équations du système sont découplées, la seule différence

est de pouvoir contrôler F par rapport à sa première composante et G par rapport

à sa deuxième composante. Ceci est possible lorsque H est quasi-monotone crois-

sante, décroissante ou mixte, on doit juste bien choisit les première itérations.

• si H est quasi-monotone croissante alors on prend (u0, v0) = (u, v) et (u0, v0) =
(u, v).

• Si H est quasi-monotone décroissante alors on prend (u0, v0) = (u, v) et (u0, v0) =
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(u, v).

• Si H est quasi-monotone mixte alors on prend (u0, v0) = (u, v) et (u0, v0) = (u, v).

2.1.3 Existence de solution :

Maintenant, on prend : V := limU n et V = limU n , qui existent à partir de la

monotonie et la bornitude (dans E) des suites.

Théoréme 2.1. Soient (u, v) et (u, v) une sous et une sur-solution ( resp) ordonnée du

problème (2.1). Supposons H est quasi-monotone dans [U ,U ] et elle vérifie ( (2.5)),

alors le problème (2.1) admet V ,V comme solutions faibles dans E. De plus, on a :

V ≤V

Remarque 2.1. Si f, g sont Lipschitziennes alors on a l’unicité de la solution.

2.1.4 Application

Maintenant dans cette partie, on va appliquer la méthode de monotonie pour

montrer l’existence et l’unicité et même la positivité de l’exemple suivant qui décrit

l’interaction entre deux populations (proie prédateur, compétition, coopération).

Soit le système suivant :

ut +d1(−∆)su = f1(u)+ g1(u, v) dans ΩT

vt +d2(−∆)s v = f2(v)+ g2(u, v) dans ΩT

u(x, t ) = 0 dans (RN \Ω)× (0,T )

v(x, t ) = 0 dans (RN \Ω)× (0,T )

u(x,0) = u0(x) dans Ω

v(x,0) = v0(x) dans Ω

(2.7)

u, v représentent la concentration des deux populations, d1,d2 les taux de diffusion.

f1, f2 sont les fonctions de croissance des deux populations u, v respectivement.
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Finalement, g1, g2 désignent l’interaction entre les deux populations et u0 , v0 repré-

sentent la concentration des deux populations à l’instant initial.

Le laplacien fractionnaire montre que la diffusion dépend de tout le domaine et non

pas juste le voisinage de l’emplacement de l’élément.

Existence et unicité

Soit le problème :

ut +d1(−∆)su = u(a1 −b1u +αv) dans ΩT

vt +d2(−∆)s v = v(a2 −b2v +βu) dans ΩT

u(x, t ) = 0 dans (RN \Ω)× (0,T )

v(x, t ) = 0 dans (RN \Ω)× (0,T )

u(x,0) = u0(x) dans Ω

v(x,0) = v0(x) dans Ω

(2.8)

Les populations ci-dessus suivent une loi de croissance logistique où ai désigne leur

taux de croissance et bi
ai

la capacité limite, pour i = 1,2.

Selon le signe de α,β on distingue 3 cas :

1. si si g n(α,β) = (−,+) ou (+,−) il s’agit d’un modèle proie-prédateur dont α est

le taux de prédation et β= eα avec e c’est le taux de conversion.

2. si si g n(α,β) = (−,−) il s’agit d’un modèle de compétition et chaque paramètre

caractérise la force de compétition exercée sur l’autre population.

3. si si g n(α,β) = (+,+) il s’agit d’un modèle de coopération.

Méthode de monotonie

Tout d’abord vérifions que F = ( f , g ) est quasi-monotone, avec

f (u, v) = u(a1 −b1u +αv)

et g (u, v) = v(a2 −b2v +βu).

On a :



CHAPITRE 2. SYSTÈME PARABOLIQUE 34


∂ f

∂v
= αu pour toutu ≥ 0

∂g

∂u
= βv pour tout v ≥ 0

=⇒


si g n(α,β) = (+,+) ⇒ F quasi-monotone croissante .

si g n(α,β) = (−,−) ⇒ F quasi-monotone décroissante.

si g n(α,β) = (−,+) ⇒ F quasi-monotone mixte .

On remarque que : f (0,0) = 0 et g (0,0) = 0 donc on prend (u, v) = (0,0). Pour la sur-

solution, on opte pour une constante (u, v) = (c1,c2) avec ci > 0 pour i = 1,2.

On remarque que ci > 0 implique que la sous et sur-solution sont comparables.

D’après les définitions de sous et sur-solution (voir la 3ème condition) et selon la

monotonie de F, on fixe les conditions sur ci pour avoir notre sur-solution. Plus pré-

cisément,

1. Si F est quasi-monotone croissante (α> 0 et β< 0) :

D’après la condition 3){
− f (u, v) ≥ 0 ≥ − f (u, v)

−g (u, v) ≥ 0 ≥ −g (u, v)
d’où : {

a1 −b1c1 +αc2 ≤ 0

a2 −b2c2 +βc1 ≤ 0

vu que c1 > 0,c2 > 0, il suffit de résoudre

{
a1 −b1c1 +αc2 = 0

a2 −b2c2 +βc1 = 0

=⇒ (c1,c2) =
(

1

b1

(
a1 +αβa1 +b1a2

b1b2 −βα
)

,
βa1 +b1a2

b1b2 −βα
)

si βα 6= b1b2 et b1b2 >βα.

Si de plus 0 ≤ u0 ≤ c1 et 0 ≤ v0 ≤ c2, alors d’après le Théorème 2.1 il existe une

unique solution dans [(u, v) , (u, v)].

2. Si F est quasi-monotone décroissante (α< 0 et β< 0) :

D’après la condition 3){
− f (u, v) ≥ 0 ≥ − f (u, v)

−g (u, v) ≥ 0 ≥ −g (u, v)
d’où : {

−c1(a1 −b1c1) ≥ 0

−c2(a2 −b2c2) ≥ 0
=⇒


c1 ≥ a1

b1

c2 ≥ a2

b2
,
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on prend (c1,c2) =
(a1

b1
,

a2

b2

)
.

On remarque que ci > 0, ce qui entraîne que la sous et la sur solution sont com-

parables, si de plus on a 0 ≤ u0 ≤ c1 et 0 ≤ v0 ≤ c2. Alors, d’après le Théorème

2.1 il existe une unique solution dans [(u, v), (u, v)].

3. Si F est quasi-monotone mixte, (α< 0,β> 0) :{
− f (u, v) ≥ 0 ≥ − f (u, v))

−g (u, v) ≥ 0 ≥ −g (u, v))
d’où

{
a1 −b1c1 ≤ 0

a2 −b2c2 +βc1 ≤ 0
=⇒


c1 ≥ a1

b1

c2 ≥ 1

b2
(a2 +βa1

b1
).

On prend (c1,c2) = (
a1

b1
,

1

b2

(
a2+βa1

b1

)
). On a bien une sous et sur-solution com-

parable, si de plus (u0, v0) ∈ [(0,0) , (c1,c2)] alors d’après le Théorème 2.1 il existe

une unique solution dans [U ,V ].

Remarque 2.2. Pour montrer la positivé des solutions, il suffit de choisir une sous-

solution strictement positive et une sur-solution de telles sorte qu’ils seront compa-

rables.

2.2 Conservation de la masse

2.2.1 Conditions (P) et (M)

Soit le système : {
ut +d1(−∆)su = f (u, v)

vt +d2(−∆)s v = g (u, v).
(2.9)
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Le système conserve la positivité si et seulement si le système sans diffusion conserve

la positivité. Pour cela on suppose que :

(P)

{
f (0, v) ≥ 0, ∀v ≥ 0

g (u,0) ≥ 0, ∀u ≥ 0

En ce qui concerne la conservation de la masse totale , on suppose que :

(M) f + g ≤ 0

2.2.2 Exemple

Sans perte de généralité , on prend

f (u, v) = −uvβ

g (u, v) = uvβ

avec β≥ 1 

ut +d1(−∆)su = −uvβ dansΩT

vt +d2(−∆)s v = uvβ dansΩT

u(x, t ) = 0 dans (RN \Ω)× (0,T )

v(x, t ) = 0 dans (RN \Ω)× (0,T )

u(x,0) = u0(x) dansΩ

v(x,0) = v0(x) dansΩ

(2.10)

tels que u0, v0 ∈ L∞, positives.

Remarque 2.3. les fonctions f et g vérifient les conditions (P) et (M) donc la positivité

et la conservation de la masse des solutions du problème (2.10) sont assurées.

i.e. u ≥ 0 et v ≥ 0 ...(P)

et
∫
Ωu(t , x)+ v(t , x)d x ≤ ∫

Ωu0(x)+ v0(x)d x ...(M)

Démonstration. Le système conserve la masse.
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Soit ψn = f (ϕ) ∀n ∈N∗

où : ϕ est la première fonction propre associé à λ1 et f (σ) = σ

σ+ 1
n

.

f : est concave, croissante à valeur dans [0,1].

L’inégalité de Kato nous donne :

(−∆)sψ≥ 1

n(ϕ+ 1
n )
λ1ϕ≥ 0 (2.11)

Par sommation des deux premières équations du système (2.10) et on utilisons ψn

comme fonction test et par intégration sur ΩT , on aura :∫
Ω(u + v)ψn d x + d1

∫
ΩT

(−∆)suψn d xd t + d2
∫
ΩT

(−∆)s vψn d xd t ≤ ∫
Ω(u0 + v0)

à partir de (2.10) et vu que l’opérateur est auto-adjoint alors :∫
Ω(u + v)ψn ≤ ∫

Ω(u0 + v0)d x

faisons tendre n →+∞ et le théorème de convergence monotone donnent :∫
Ω(u + v) ≤ ∫

Ω(u0 + v0).

Existence locale :

Théoréme 2.2. Soient u0, v0 ∈ L∞(Ω). Si le système (2.10) vérifie la condition (P) et (M)

alors il admet une solution locale.

Pour montrer l’existence, on applique le Théorème du point fixe de Schauder.

Théoréme 2.3. Théorème de Schauder

Soit T : K −→ K , où K est un convexe fermé inclus dans un Banach E, et T une appli-

cation continu compact. Alors, il existe un point fixe dans K.

Une conséquence du Lemme de Vitali est le lemme suivant

Lemme 2.2. SoientΩ un domaine tel que µ(Ω) <∞ et 1 ≤ p < r <∞, on suppose que :{
‖ fn‖Lr (Ω) ≤ c ∀n ∈N.

fn −→ f µ.p.p.
alors, ‖ fn − f ‖Lp (Ω) −→

n→∞ 0.

Démonstration. (Théorème 2.2)
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On définit tout d’abord l’espace et l’opérateur T :

T : E −→ E

ϕ −→ v
(2.12)

avec v est la solution du : {
ut +d1(−∆)su = −uϕβ+
vt +d2(−∆)s v = uϕβ+

(2.13)

et,

E =
{
ϕ ∈ Eσ : ‖ϕ‖Eσ ≤ l et ‖ϕ‖Lqβ+a ≤ l

1
β

}
notons que

Eσ = Lσ(0,T ;W s,σ
0 (Ω)).

Étape 1 : Cherchons les bons paramètres pour avoir T (E) ⊂ E .

Tout d’abord, pour ϕ ∈ E on montre que v ∈ E (pour un bon choix de paramètres) :

D’après le Lemme 1.1 on a l’estimation à priori suivante :

‖v‖Lr (ΩT ) ≤ c

[
‖uϕβ+‖Lq (ΩT ) +‖v0‖Lq (Ω)

]
, (2.14)

pour tout r tel que 1
r ≥ 1

q − 2s
N+2s .

Ainsi,

‖v‖Lr (ΩT ) ≤ c[‖u0‖L∞‖ϕ+‖Lβq (ΩT ) +‖v0‖Lq (ΩT )],

≤ c(|ΩT |
1

q(qβ+a) ‖ϕ‖β
Lqβ+a (ΩT )

)+ c‖v0‖L∞(Ω) |ΩT |
1
q , (Par " ≤ " Hölder)

≤ cT ‖ϕ‖β
Lqβ+a (ΩT )

+ c∗T
≤ cT l + c∗T .

Fixons r > qβ+a de sorte qu’on arrive à contrôler

‖v‖Lqβ+a ≤ aT ‖v‖Lr (ΩT ).
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où, aT = |ΩT |, notez que pour T assez petit, il existe l > 0 tel qu’on a aT (cT l +c∗T ) ≤
l

1
β ceci entraîne ‖v‖Lqβ+a (ΩT ) ≤ l

1
β .

Par régularité du problème linéaire on a aussi ‖v‖Eσ ≤ l .

Étape 2 : Dès présent on considère E muni de la topologie issue de la norme Lqβ(ΩT ) :

Il est clair que E est convexe, montrons que E est fermé.

(Remarque : Notons que n’importe quelle suite de E est bornée dans Eσ et dans

Lqβ+a .)

Soit {ϕn}n∈N ⊂ E tel que ϕn −→ϕ fortement dans E . Par les injections compactes

de Eσ on déduit que (à une sous suite) ϕn −→ ϕ1 p.p, et à une sous sous suite on

déduit que ϕn −→ϕ. Par unicité de la limite p.p, on déduit ϕ=ϕ1.

Par le Lemme de Fatou, et la semi continuité inférieure de la norme ‖ · ‖Eσ on déduit

que ϕ ∈ E .

Étape 3 : T est compact?

Soit {ϕn}n∈N ⊂ E tel que {ϕn}n est bornée dans (E ,‖ · ‖Lqβ), alors {vn} admet elle

une sous suite qui converge dans Lqβ ? (vn = T (ϕn)).

On sait que vn ∈ E pour tout n et par définition de E , {vn}n est bornée dans Eσ i.e.

‖vn‖Eσ ≤ l , Eσ étant réflexif ceci implique qu’il existe v ∈ Eσ tel que (à une sous suite

de) {vn} convergence faible vers v dans Eσ.

Par les injections compactes, on obtient vn −→ v dans Lσ(0,T ;Lα(Ω)) avec α < 2∗
s .

Ceci implique qu’à une sous sous suite vn −→ v p.p.

Noter qu’on a ‖vn‖Lqβ+a ≤ c, par conséquent, en utilisant le Lemme 2.2, on déduit :

‖vn − v‖Lqβ+a−ε −→ 0 quand n −→∞ ∀ε> 0

en particulier pour ε= a ce qui donne (à une sous suite) vn −→ v dans Lqβ.

Étape 4 : T est continu ?

Soit ϕn −→ϕ dans E , est ce que vn −→ v dans E ?

Tout d’abord noter que la suite {vn}n est une suite de E (voir Ètape 1).

En calculant la différence entre l’équation de vn et celle de v , on déduit que (vn −
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v) vérifie l’équation

(vn − v)t +d2(−∆)s(vn − v) = u((ϕn)β+− (ϕ)β+)

De plus, les conditions aux bords et la condition de Cauchy en t = 0 sont nulles.

D’après le lemme de régularité 1.1 on a

‖vn − v‖Lr (ΩT ) ≤ c ‖ϕβn −ϕβ‖Lq (Ω).

Ceci implique que {vn}n∈N converge fortement dans E vers v . Ce qui montre que

T est continu.

Finalement, Par application du Théorème du point fixe de Schauder, on déduit

l’existence locale d’une solution du problème ((2.10)).

Globalité

Proposition 2.1. :

Si Tmax <∞, alors la solution explose dans ‖.‖L∞ à l’instant t = Tmax .

Par contraposée : si la solution est bornée alors, Tmax =+∞.

Théoréme 2.4. On suppose que u0, v0 ∈ L∞(Ω) et que les conditions (P) et (M) sont

vérifiées alors le systèmes (2.10) admet une solution globale.

Démonstration. En ce qui suit, on essaye d’avoir une estimation dans L∞ :

Si d1 = d2 : (le cas le plus simple )

On a la globalité des solutions .

en effet : par addition des deux équations (u + v)t +d1(−∆)s(u + v) = 0

Principe de max =⇒ u(t , x)+ v(t , x) ≤ ‖u0‖L∞ +‖v0‖L∞ .

(P) =⇒ ‖u‖L∞ +‖v‖L∞ ≤C .

=⇒ Tmax =+∞.

Si d1 6= d2 :
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Rappelons la 1er équation dans (2.10) :

ut +d1(−∆)su =−uvβ ≤ 0

Par le principe de max, on a :

u(t , x) ≤ u0(x)

(P) =⇒ ‖u‖L∞(ΩT ) ≤ ‖u0‖L∞(Ω)

=⇒ u ∈ L∞(ΩT ), u est la "bonne" composante.

Maintenant, on va essayer d’obtenir une estimation L∞ pour v .

À l’aide du lemme 1.1, on va prouver qu’on a une estimation L∞(ΩT ).

Tout d’abord on a besoin d’une information sur le terme non-linéaire, d’après la 1er e

équation de (2.10) :( prenons en considération que
∫
Ω(−∆)su d x ≥ 0)

ut +d1(−∆)su +uvβ = 0

(En intégrant surΩT ) =⇒ 0 ≤ ∫
Ωu +∫

ΩT
uvβ ≤ ∫

Ωu0

=⇒ ∫
ΩT

uvβ ≤ C

=⇒ uvβ ∈ L1(ΩT ).

Du lemme 1.1 on obtient :

‖v‖Lr (ΩT ) ≤ c
[
‖uvβ‖L1(ΩT ) +‖v0‖L1(Ω)

]
, ∀r < N +2s

N
(2.15)

on a v ∈ Lr (ΩT ) =⇒ vβ ∈ Lq1 avec q1 = r
β .

Si β< N+2s
N :

On fixe r tels que β< r < N+2s
N et on réapplique le lemme et on obtient :

‖v‖Lr1 (ΩT ) ≤ c
[
‖uvβ‖Lq1 (ΩT ) +‖v0‖Lq1 (Ω)

]
∀ 1

r1
> N +2s −2s q1

(N +2s) q1
.

ceci donne : vβ ∈ Lq2 (ΩT ) où q2 = r1
β

.

On peut toujours fixer r1 tel que r1 > r > β car N+2s
N < (N+2s) q1

N+2s(1−q1) et ceci nous mène à
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réutiliser le lemme 1.1 du fait qu’on a q2 > 0.

Après un nombre fini d’itérations, on se ramène à :qM > N+2s
2s ,

ensuite,

rM =∞=⇒ v ∈ L∞(ΩT ).

=⇒ Existence globale de solution du système 2.10. (Tmax =+∞)

Maintenant que se passe t’il lorsque β est assez grand?

Si β> N+2s
N :

Dans ce cas, on va utiliser une technique basée sur la régularité Lp des équations pa-

raboliques. Une hypothèse de plus à ajouter est celle de la croissance polynomiale de

g,

(H1) g (u, v) ≤ c1(u + v)a + c2.

On utilise le Lemme suivant de la régularité Lp des équations paraboliques (pour plus

de détails voir [[20],lemme 3.4])

Lemme 2.3. Soit w,ϕ des fonctions satisfaisant :

wt +d1(−∆)s w =ϕt +d2(−∆)sϕ dansΩT

et qu’elles vérifient la conditions de Dirichlet au bord avec des conditions initiales bor-

nées.

Alors : ∀t ∈ (0,T )∀1 < p <∞, ∃c1,c2 :

c1(‖w‖Lp (ΩT )) ≤ ‖ϕ‖Lp (ΩT ) +1 ≤ c2(‖w‖Lp (ΩT ) +1)

Revenons à notre modèle, par sommation des deux première équations du sys-

tème (2.10), on obtient :

vt +d2(−∆)s v =−(ut +d1(−∆)s v).

On définit les opérateurs suivants Ai = ∂t +di (−∆)s pour i = 1,2.
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on sait que u ∈ L∞(ΩT ) uniformément d’après le lemme2.3 il résulte que

v ∈ Lp (ΩT ) ∀p <∞.

On choisit un q assez grand de tels sorte vβ ∈ Lq (ΩT ) tel que q > N+2s
2s le lemme 1.1

nous assure que v ∈ L∞(ΩT ).

CONCLUSION : le système (2.10) admet une solution globale.

Remarque 2.4. :

Dans le cas local, pour les systèmes de réaction diffusion avec croissance exponentielle :


ut −a∆u = f (u, v) dans ΩT

vt −b∆v = g (u, v) dans ΩT

u(x,0) = u0(x) dans Ω

v(x,0) = v0(x) dans Ω

(2.16)

où Ω est un domaine borné de classe C 1 de RN , u0, v0 ∈ L∞(Ω), v0 ≥ 0, u0 ≥ 0, a ≥ 0 et

b ≥ 0.

On suppose que f , g ≥ 0 sont de classe C 1([0,∞)× [0,∞)), et des conditions au bords

sous la forme  λ1u + (1−λ1)∂u
∂η

= 0 dans ∂Ω× (0,T )

λ2v + (1−λ2)∂v
∂η = 0 dans ∂Ω× (0,T )

(2.17)

avec λi : fonction de classe C 1(∂Ω) tq 0 ≤λi ≤ 1.

La globalité de la solution de (2.16)est assuré sous les hypothèses suivantes

(H1) f (0,ξ) = g (0,ξ) = 0 et g (ρ,0) ≥ 0.

(H2) g (ρ,ξ) ≤ ψ(ξ) f (ρ,ξ)

où ψ≥ 0 de classe C 1([0,∞), tel que il existe β≥ 1 : l i m
η→+∞ ηβ−1ψ(η) = 1.

(H3) g (ρ,ξ) ≤ c ϕ(ρ) eαξ
β

avec c > 0, α> 0, β≥ 1 et ϕ positive de classe C 1([0,∞)) tel que ϕ(0) = 0.

Et une hypothèse de restriction sur la condition intiale u0 ≤ 8ab

αβN (a −b)2

Esquisse de la preuve :

De l’hypothèse (H1) on obtient que u ∈ L∞(ΩT ).
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Maintenant pour v, on cherche d’abord une estimation Lp pour g avec un certain p, et

par régularité parabolique on aura v ∈ L∞ d’où la solution de (2.16) est globale.

l’estimation sur g se résulte de la proposition 2.2 de [5].



Chapitre 3

INSTABILITÉ DE TURING ET LA

DIFFUSION FRACTIONNAIRE

Ce chapitre est basé sur l’article [22] dont le but est de connaitre l’effet de la dif-

fusion fractionnaire dans la formation des récifs coralliens.

3.1 Récifs coralliens

Un récif corallien est une structure naturelle bioconstruite, qui résulte de la construc-

tion d’un substrat minéral durable formé de carbonate de calcium.

Les récifs sont construit par des petits animaux nommés polypes ou coraux en dépo-

sant les ions de carbonate de calcium dissous sur les surfaces des récifs existantes.

FIGURE 3.1: Récifs coralliens

45
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La morphologie des coraux est complexe et c’est ça qui définit la beauté de cette der-

nière dans le monde marin.

Différents travaux de modélisation sur les récifs ont été proposés, Somathilake et

Janak ont considéré le modèle de la croissance des récifs dans un réservoir avec une

réaction-diffusion normale.([24] et [23]).

Les équations de réaction diffusion fractionnaire apparaissent quand on modélise

des processus avec une hétérogénéité non-local et spatiale. Plus spécialement, les

modèles de réaction diffusion fractionnaire dans l’espace surviennent lors de la mo-

délisation dans les milieux hétérogènes 1.

La forme générale d’équations de réaction diffusion fractionnaire est :

∂u

∂t
=−Ds(−∆)

s
2 u + f (u, t ),

où

• −Ds(−∆)
s
2 u : le processus de la diffusion fractionnaire .

• Ds : taux de diffusion.

• f (u, t ) : la réaction .

Maintenant on discute suivant les valeurs de s :

s = 2 : la diffusion est normale.

s ≤ 2 : le processus de diffusion est lent par rapport à s = 2, elle est nommée sous-diffusion.

s ≥ 2 : le processus de diffusion est rapide par rapport à s = 2 et elle est dite sur-diffusion.

La sous-diffusion est considérée lorsqu’on modélise un processus relié à des contraintes

spatiales ou temporelle comme dans le cas des milieux poreux.

La sur-diffusion est considérée lors d’un processus comme la transportation d’une

particule à travers un milieu chaotique ou turbulent.

Pour notre cas, les récifs coralliens peuvent être pris comme un milieu poreux. Par

conséquence, pour rendre le modèle plus réaliste on prend la sous-diffusion.

1. Dont les éléments sont de nature différente ou présentent des différences de structure, de fonc-
tion, de répartition.
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3.2 Le modèle mathématique

Dans cette section, on va étudier la croissance des récifs coralliens dans un ré-

servoir plein d’eau avec quelque larves coraux situées au fond, on assume que la

croissance des polypes se fait dans le réservoir et que les coraux consomment les

nutriments dissous et produisent des matériaux solides qui ne sont rien d’autre que

leur squelette en extractant du carbonate de calcium dissous qui les entoure. Ce pro-

cessus peut être vu comme une réaction entre les nutriments dissous et carbonate

de calcium.

Notons par A et B (respectivement) les nutriments dissous et les matériaux solides

dissous et par u, v leurs biomasses .

Dans ce cas, la concentration des nutriments et des matériaux solides est contrôlée

par deux processus, la réaction et la sous-diffusion. Ainsi les nutriments réagissent

avec les matériaux solide et produisent des matériaux solide supplémentaire. On

peut résumer ceci comme suit

A+2B
b1−→ 3B

L’évolution en temps des nutriments est décrite par l’équation suivante :

∂u

∂t
=−Du(−∆)

s
2 u +a −bu −b1uv2 ; 1 ≤ s ≤ 2

où :

a représente les nutriments initiaux déposés dans le système.

b taux de la perte, b1 taux de réaction,

Du taux de diffusion des nutriments dissous.

De même, la concentration des carbonate de calcium est donnée par l’équation sui-

vante :
∂v

∂t
=−Dv (−∆)

s
2 −b2v +b1v2u,

où b2 est le taux du carbonate de calcium déposé sur les coraux existants.

On note par w la concentration de carbonate de calcium solide déposée sur le récif

corallien afin de former son squelette , l’évolution est décrite par l’équation suivante :
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∂w
∂t = b2v .

Maintenant en rassemblant ces équations,on trouvera le système suivant :


ut +du(−∆)

s
2 u = b(us −u)−b1v2u,

vt +dv (−∆)
s
2 v = −b2v +b1v2u,

wt = b2v,

(3.1)

où us = a
b . Afin de réduire le nombre de paramètre dans le système, on effectue le

changement de variable ci-dessus :

t∗= bt , x∗= x/L, y∗= y/L et z∗= z/L, où L = ( du
d )

1
s On obtient :


u∗

t + (−∆)
s
2 u∗ = 1−u∗−α2v∗2u∗,

v∗
t +d(−∆)

s
2 v∗ = −λv∗+α2v∗2u∗,

w∗
t = λv∗,

(3.2)

où u∗ = u
us

, v∗ = v
us

, w∗ = w
us

, α= b1u2
s

b , λ= b2
b ,etd = dv

du
.

Proposition 3.1. Avec le changement de variable ci-dessus, le système (3.1) est équi-

valent au système (3.2).

Démonstration.

∂u

∂t
= ∂u

∂t∗
d t∗
d t

,

∂u

∂t
= b

∂u

∂t∗ .

Pour la diffusion, soit X ∈R3 : (−∆)
s
2 u(X ) = c

∫
R3

u(X )−u(Y )

|X −Y |3+s
dY ,

on pose :X = LX ∗,Y = LY ∗ : (−∆)
s
2 u(X ) = c

∫
R3

u(LX ∗)−u(LY ∗)

L3+s |X ∗−Y ∗|3+s
L3dY ∗,

= c

Ls

∫
R3

u(LX ∗)−u(LY ∗)

|X ∗−Y ∗|3+s
dY ∗,

= c

Ls

∫
R3

u(X )−u(LY ∗)

|X ∗−Y ∗|3+s
dY ∗

= 1

Ls
(−∆∗)

s
2 u(X ).
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En remplaçant dans (3.1) on aura :

u∗
t + du

bLs (−∆∗)
s
2 u = (us −u)− b1

b v2u.

v∗
t + dv

bLs (−∆∗)
s
2 v = −b2

b v + b1
b v2u.

w∗
t = b2

b v.

En divisant les équations sur us on obtient :

u∗
t∗ + (−∆∗)

s
2 u∗ = 1−u∗− b1u2

s
b v∗2u∗.

v∗
t∗ + dv

du
(−∆∗)

s
2 v∗ = −b2

b v∗+ b1u2
s

b v∗2u∗.

w∗
t∗ = b2

b v∗.

On définit u∗ = u
us

, v∗ = v
us

, w∗ = w
us

, α= b1u2
s

b , λ= b2
b ,etd = dv

du
. le système devient :


u∗

t + (−∆)
s
2 u∗ = 1−u∗−α2v∗2u∗,

v∗
t +d(−∆)

s
2 v∗ = −λv∗+α2v∗2u∗,

w∗
t = λv∗.

Afin de simplifier les notations , on élimine les étoiles et on obtiendra :


ut + (−∆)

s
2 u = 1−u −α2v2u, (t , x) ∈ R∗+×R3,

vt +d(−∆)
s
2 v = −λv +α2v2u, (t , x) ∈ R∗+×R3

wt = λv, (t , x) ∈ R∗+×R3

(3.3)

3.3 Instabilité de Turing :

Dans cette section, on va extraire les conditions d’instabilité de Turing pour le

modèle de la croissance des récifs pour un point d’équilibre stable sans diffusion.
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3.3.1 Les états stationnaires :

Maintenant on s’intéresse aux deux premières équations du modèle des récifs

coralliens : {
ut + (−∆)

s
2 u = F (u, v)

vt +d(−∆)
s
2 v = G(u, v)

(3.4)

où F (u, v) = 1−u −α2uv2 et G(u, v) =−λv +α2uv2.

Les états d’équilibre constant en espace sont :

E1 = (1,0), E2 = (α−
p
α2−4λ2

2α , α+
p
α2−4λ2

2αλ ) et E3 = (α+
p
α2−4λ2

2α , α−
p
α2−4λ2

2αλ ).

Noter que E2 et E3 existent si α> 2λ.

On considère le système (3.4) sans diffusion et on étudie la stabilité des points d’équi-

libre .

La matrice Jacobienne :

J =
(

∂F
∂u

∂F
∂v

∂G
∂u

∂G
∂v

)
=

(
−1−α2v2 −2α2uv

α2v2 −λ+2α2u

)
(3.5)

Pour E1 :

J1 =
(
−1 0

0 −λ

)
=⇒

{
det (J1) =λ

Tr (J1) =−(1+λ)
(3.6)

et par conséquence : E1 est localement asymptotiquement stable .

Pour Ei avec i = 2,3

On remarque, le fait que Ei sont des points d’équilibre :

−2α2ui vi =λ et 2α2ui = 2λ, en remplaçant dans la Jacobienne on obtiendra le résul-

tat suivant :

Ji =
(
−1−α2v2

i −2λ

α2v2
i λ

)
(3.7)

La trace et le déterminant valent :

Tr (Ji ) =λ−1−α2v2
i , det (Ji ) =λ(α2v2

i −1).

Stabilité des Ei :

Pour E3 :
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det (E3) = λ
( (α−

p
α2 −4λ2)2

4λ2
−1

)
= 1

4λ
(α−2λ−

√
α2 −4λ2)(α+2λ−

√
α2 −4λ2).

On pose I1 =α−2λ−
p
α2 −4λ2 et I2 =α+2λ−

p
α2 −4λ2.

Rappelons l’hypothèse d’existence de E2 et E3 :

(hyp) α> 2λ ⇒ α2 −4λ2 > 0

on sait que α2 −4λ2 <α2 ⇒
p
α2 −4λ2 <α

=⇒ 0 < 2λ<α+2λ−
p
α2 −4λ2 = I2

Le signe de I1 :

I1 = α−2λ−
√
α2 −4λ2

= α−2λ− (α2 −4λ2)

α−2λ+
p
α2 −4λ2

= 4λ(2λ−α)

α−2λ+
p
α2 −4λ2

=⇒ I1 < 0.

D’où : det (E3) < 0 =⇒ E3 est un point selle.

Pour E2 :

det (E2) = λ
[
α2

(
α+ α+

p
α2 −4λ2

2αλ

)2 −1
]

(3.8)

= λ
[ (α+

p
α2 −4λ2)2

4λ2
−1

]
> 0 car α2 > 4λ2 (3.9)

Tr (E2) = λ−1− (α+
p
α2 −4λ2)2

4λ2
(3.10)
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si λ< 1 alors Tr (E2) < 0 d’où la stabilité de E2.

3.3.2 Les conditions d’instabilité :

Maintenant on s’intéresse à l’étude de l’instabilité de Turing du point E2.

On utilisera la même stratégie de Turing pour les système de réaction diffusion avec

la sous-diffusion qui consiste à déstabiliser un point d’équilibre lors de l’apparition

de la diffusion et on cherche les conditions d’instabilité.

Les conditions d’instabilité pour les systèmes suivant avec des conditions au bord de

Neumann homogène ont été obtenu. (voir [18]).

{
ut −∆u = f (u, v) x ∈Ω, t > 0,

vt −∆v = g (u, v) x ∈Ω, t > 0,
(3.11)

où f , g sont des fonctions qui décrivent le processus de réaction.

Donc, les conditions d’instabilité de Turing sont :

C1 = det (J ) > 0,

C2 = Tr (J ) < 0,

C3 = d a11 +a22 > 0,

C4 =C 2
3 −4dC1 > 0;

où : J est la matrice Jacobienne.

J =
(

a11 a12

a21 a22

)∣∣∣∣
E

(3.12)

avec E est le point d’équilibre stable.

Maintenant, on essaye d’extraire les conditions d’instabilité de Turing pour le sys-

tème (3.4).

Tout d’abord, on linéarise (3.4) au voisinage de l’état d’équilibre Ẽ = (ũ, ṽ), pour cela

on pose :u = ũ +u1 et v = ṽ + v1. Ainsi,

{
(u1)t + (−∆)

s
2 u1 = Fu(ũ, ṽ)u1 +Fv (ũ, ṽ)v1,

(v1)t + (−∆)
s
2 v1 = Gu(ũ, ṽ)u1 +Gv (ũ, ṽ)v1.

(3.13)
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On considère les solutions de la forme :

(
u1

v1

)
=

(
a

b

)
eσt+i K .X , avec X ∈R3 et K ∈R3.

En l’injectant dans (3.13) on aura :

(
σu1

σv1

)
=

(
a11 −k s a12

a21 a22 −dk s

)(
u1

v1

)
, où k = ‖K ‖.

Ceci est équivalent à :

(
σ−a11 +k s −a12

−a21 σ−a22 +dk s

)(
u1

v1

)
= 0.

Vu qu’on cherche des solutions non triviales alors :

∣∣∣∣∣ σ−a11 +k s −a12

−a21 σ−a22 +dk s

∣∣∣∣∣= 0. (3.14)

On pose :

µ= k s , g (µ) = a11 +a22 −µ−dµ et h(µ) = dµ2 − (d a11 +a22)µ+a11a22 −a12a21.

En remplaçant dans (3.14) :

σ2 − g (µ)σ+h(µ) = 0. (3.15)

Prenons en considération le fait que E2 est stable, ceci donne g (µ) < 0 car :

a11 +a22 < 0.

Ainsi, (3.15) admet des solutions positives si et seulement si h(µ) < 0. On cherche une

des valeurs critiques µ∗ pour laquelle on a h(µ∗) < 0.



CHAPITRE 3. INSTABILITÉ DE TURING ET LA DIFFUSION FRACTIONNAIRE 54

On remarque que h est convexe, dans ce cas on cherche le minimum de h ;

dh(µ)

dµ
= 2dµ− (d a11 +a22).

dh(µ)

dµ
= 0 ⇐⇒ µ∗ = d a11 +a22

2d
.

h(µ∗) = 4d(a11a22 −a12a21)− (d a11 +a22)2

4d
.

d’après ce qui précède µ> 0 donc forcément µ∗ > 0 d’où la condition :

d a11 +a22 > 0 (3.16)

et comme on cherche à trouver des solutions positives de (3.15) alors on impose la

condition :

hmi n(µ∗) < 0 c.à.d, 4d(det (J )− (d a11 +a22)2 < 0. (3.17)

LES CONDITIONS D’INSTABILITÉ DE TURING :

on rassemblons les hypothèses à partir de (3.8),(3.10),(3.16) et (3.17), alors :
C ′

1 = det (J ) > 0

C ′
2 = Tr (J ) < 0

C ′
3 = d a11 +a22 > 0

C ′
4 = 4d(det (J )− (d a11 +a22)2 < 0.

(3.18)

On remarque que : Ci =C ′
i , ∀i ∈ {1,2,3,4}.

CONCLUSION : les conditions d’instabilité pour les systèmes de réaction diffusion frac-

tionnaire sont les mêmes que celles de réaction-diffusion normale, la seule différence

apparait au niveau du taux de croissance σ et le K qui dépendent de s.
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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie les systèmes de réaction-diffusion fractionnaire, dont on montrera
l’existence et la globalité des solutions à l’aide de la méthode de monotonie et par d’autres techniques
pour les systèmes avec conservation de la masse, enfin, on étudiera un modèle des récifs coralliens
dans lequel l’instabilité de Turing apparaîtra sous certains conditions.

Mots clés : opérateurs non-locaux, système de réaction-diffusion, laplacien fractionnaire, méthode
de monotonie, instabilité de Turing.

Abstract

In this work, we study fractional reaction-diffusion systems, where we will show the existence and
the globality of solutions using the method of upper-lower solution and other techniques for systems
with control of mass, at last we will study a model of coral reefs where under some conditions the
Turing instability will appear.

Keywords: nonlocal operators, fractional reaction diffusion systems, fractional laplacian, upper-
lower method, Turing instability.

�
	

jÊÓ

Ð@Y
	

j
�
J�AK. ÈñÊmÌ'@

�
éJ
ÓñÔ«ð Xñk. ð

	á�
J.
	
��

�
IJ
k , ø



Qå�ºË@ É«A

	
®

�
JË @ ðPA

�
�

�
�
	
KB@

�
éÒ

	
¢

	
�


@ �PY

	
K ,

�
èQ»

	
YÖÏ @ è

	
Yë ú




	
¯

h.
	
XñÖ

	
ß

�
é�@PYK. Ðñ

�
®

	
J�

�
@Q�


	
g



@ð ,

�
éÊ

�
JºË@

	
¡

	
®m�

�
' ú




�
æË @

�
éÒ

	
¢

	
�


CË øQ

	
k



@

�
HAJ


	
J
�
®

�
Kð ú



Î

	
®�Ë@ð ø



ñÊªË@ ÉmÌ'@

�
é
�
®K
Q£

.
	

©
	
JK
Pñ

�
K

�
éK
P@Q

�
®
�
J�@ ÐY« Pñê

	
£

	
¡jÊ

	
K

	
¬ðQ

	
¢Ë@

	
�ªK. É

	
£ ú




	
¯

�
IJ
k

�
éJ


	
K Ag. QÖÏ @ H. Aª

�
�Ë@ 	áÓ

, ú


Î

	
®�Ë@ð ø



ñÊªË@ ÉmÌ'@

�
é
�
®K
Q£ , ø



Qå�ºË@ É«A

	
®

�
JË @ ðPA

�
�

�
�
	
KB@

�
éÒ

	
¢

	
�


@ ,

�
éJ
Êm

× Q�

	
« ÉÓ@ñ«: �

éJ
kA
�
J

	
®Ó

�
HAÒÊ¿

.
	

©
	
JK
Pñ

�
K

�
éK
P@Q

�
®
�
J�@ ÐY«


	Notations
	Introduction
	Outils d'analyse fonctionnelle
	Espace de Schwartz et transformée de Fourier
	Espaces de Sobolev fractionnaires et le laplacien fractionnaire 
	Théorème de Trace
	L'espace Ws,p()
	L'espace Ws,p0()
	Le laplacien fractionnaire (-)s
	Extension de Caffareli-Silvestre
	Laplacien fractionnaire spectral:

	Les injections continues et compactes des espaces de Sobolev 
	Problème Parabolique (Existence et Régularité) 
	 Espaces Paraboliques
	Solution d'énergie
	Méthode de Monotonie


	système parabolique 
	 Méthode de monotonie
	Fonction quasi-monotone
	Construction de la suite des sous-solutions et l'autre des sur-solutions:
	Existence de solution: 
	Application

	Conservation de la masse
	Conditions (P) et (M)
	Exemple


	Instabilité de Turing et la diffusion fractionnaire 
	 Récifs coralliens
	Le modèle mathématique
	Instabilité de Turing : 
	Les états stationnaires:
	Les conditions d'instabilité:


	Bibliographie

