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Introduction

L’analyse des données est un sous domaine des statistiques qui se préoccupe de la
description de données conjointes. On cherche par ces méthodes a donner les liens pouvant
exister entre les différentes données et a en tirer une information statistique qui permet de
décrire de fagon plus succincte les principales informations contenues dans ces données.
On peut également chercher a les classer en différents sous groupes plus homogénes. Cette
méthode consiste essentiellement a établir les relations existants entre les observations,
entre les variables ou entre les observations et les variables.

Globalement, ces méthodes sont classées en méthode d’analyse factorielle et méthode des
classifications. Elles permettent notamment de manipuler et de synthétiser I'information
provenant de tableaux de données d’une taille importante. Pour cela, il est conseillé de
bien estimer les corrélations entre les variables que I'on étudie. On a alors souvent recours
a la matrice des corrélations.

Le 1¢" chapitre comporte quelques notions de base en 'algébre linéaire et aussi quelques
résultats importants sur les les vecteurs gaussiens .

Pour le chapitre 2, il s’agit d’une généralisation a k populations de tailles (n;)1<;j<i des
tests de comparaison de moyennes de deux échantillons. Elle permet d’étudier ’effet d’une
variable qualitative (facteur) sur une variable quantitative. On utilise des mesures de
variance afin de déterminer le caractére significatif, ou non, des différences de moyennes
mesurées sur les populations.

Le chapitre 3 est consacré a 1'étude de 'analyse des composantes principales "A.C.P"
permettant la projection des données de grande dimension dans un espace de dimension
plus faible. Nous illustrons cette théorie par un exemple d’application trés simple pour

visualiser des données réelles.
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Dans le chapitre 4, nous étudions 'analyse factorielle des correspondances qui est une
A.C.P double anlysant la liaison entre deux variables qualitatives. Plus précisement, elle
réalise une A.C.P sur les profils lignes et une autre sur les profils colonnes. Nous expliquons

mieu cette technique par ’étude d’un exemple d’application donné en fin de cette partie.
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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Rappels d’Algébre Linéaire

1.1.1 Définitions et Notations

Définition 1. Espace vectoriel. Un espace vectoriel est une structure stable par addition
de vecteurs et par multiplication par un scalaire. Autrement dit , on peut ajouter deux
éléments d’un tel espace, ou les multiplier par un nombre , le résultat appartiendra encore

a l’espace de départ.
Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de E. FF+ G = {x +y\z € F,y € G} et
FxG={(z,y)\z € FyeG}

Définition 2. . On dit que F' et G sont supplémentaires si FNG =@ et F+G = E. De
facon equivalente , tout vecteur x de E s’écrit de maniere unique x = w4+ v avec u € F
etveG.

le supplémentaire d’un sous espace véctoriel n’est pas unique.

Définition 3. Projecteurs. Si F' et G sont suppléementaires, les applications p et q de

E dans E définies par :



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Ve € E, v=p(x) + q(z) avec p(x) € F et q(x) € G sont linéaires ( on dit que ce sont des
endomorphismes de E vérifiants) :

Pl:p*=p, ¢ =q (idempotence)

P2:pog=qop=0

P3:p+q=1,

P4 :Im(p) = F = ker(q), Im(q) =F = ker(p)

On dit que p est la projection sur F' paralléelement a G et que q = I — p est la projection
sur G paralléelement a F'.

On appele projecteur dans un espace vectoriel E tout endomorphisme idempotent de E.

Dans le cas particulier ot les deur sous espaces supplémentaires sont orthogonauzx, i.e

E = F @ F+ alors les projecteurs p et q associées sont dits projecteurs orthogonauz.

Définition 4. Une matrice symétrique est une matrice qui est égale a sa propre transpo-
B . . L. . ’ . . . . .
sée. Ainsi A est symétrique si : A = A, ce qui exige que A soit une matrice carrée.

L’ensemble des matrices symétriques a coefficients dans un anneau K est noté S, (K).

VS € Su(R), S € S,(R)" < VX € M, 1(R), X'SX > 0.

Ou S;F(R) est l’ensemble des matrices symétriques positives d’ordre n.

Définition 5. Le rang d’une matrice. Soit A € M,,,(R) ou C. On note Cy,Cs,...,C,
les vecteurs colonnes de A de (R™ ou C"). On appelle rang de A la dimension du sous-
espace vectoriel de (R™ ou C™) engendré par Cy,Cy,...,C,.

Ou encore, Le rang d’une matrice est le nombre mazximum de lignes (ou de colonnes)
linéairement indépendantes.

Le rang est toujours inférieur ou égal au minimum du nombre de lignes et du nombre de

colonnes de la matrice.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

St le rang de la matrice est égal au minimum du nombre de lignes et du mombre de

colonnes, la matrice est dite de plein rang (ou de rang maximal).

Définition 6. Matrices inversibles. Une matrice carrée A d’ordre n est dite inversible,
s’il existe une matrice B d’ordre n telle que AB = BA = I, ou I; désigne la matrice
unité d’ordre n. Dans ce cas, la matrice B est unique et est appelée la matrice inverse de
A, et est notée A1,

St une matrice carrée est de plein rang, alors elle est inversible.

Définition 7. Trace d’une matrice. La trace de la matrice carrée A d’ordre n est :

TrA = zn: (077
i=1

Définition 8. Valeurs et vecteurs propres. Soit A une matrice n X n, x € R" un
vecteur non nul et X\ € R. Si Az = Az Alors (A, x) sont les éléments propres de A. Il faut

que det(A — \l;) = 0, sinon la seule solution est le vecteur nul.

Définition 9. Une matrice carrée A d’ordre n est diagonalisable si elle est de la forme
A = diag(\1,...\n), dans ce cas, il existe une matrice inversible B tel que A = B~'AB.
La © éme colonne de B est le vecteur propre de A associé a la valeur propre \;.

A est diagonalisable si et seulement si ses vecteurs propres sont linéairement indépendants.

1.2 Vecteur gaussiens

Définition 10. On dit que le vecteur aléatoire X = (X1,...X,,) est gaussien si toute les

combinaisons linéaires de X sont gaussiennes. Ou encore, pour tout u € R",

<u, X >= uX = zn:uiXi

=1
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Proposition 1. Si le vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) est gaussien alors toute ses

composantes sont gaussiennes. La réciprque est fausse.

Preuve. Soit X = (X;,...X,,) V.G, alors en prenant u; = 1 et u; = 0 pour tout i > 2,

on en déduit que :
X1 = Zule
i=1

est gaussienne. La réciproque est fausse, en effet,

Soit X ~ N(0,1) et ¢ une variable aléatoire indépendante de X et suivant la loi de
1

Rademacher : tel que : P(e = 1) = P(e = —1) = 3 Considérons la nouvelles variable

Y = X et le vecteur aléatoire V = [X,Y]. La variable aléatoire Y est gaussienne, en

effet -
Fy(u) = P(Y <u)
= P((eX <u)NQ)
= P((eX <uw)N[e=1)U(e = -1)])
= P([(eX <u)n(e=D]U[(eX <u)N(e=-1)])
= P((eX <u)n(e=1)+P((eX <u)n(e=—1))
= P(X <u,e=1)+P(X > —u,e = 1)
= JR(X <u)+ ,B(X > —u)
— P(X <u) = Fx(u)
Par suite, Y suit la loi normale N(0,1), par contre, le vecteur V = [X,Y] n’est pas

gaussien, en effet, pour Z =X +Y = (1 +¢)X, on a,

ce qui est impossible pour une variable gaussienne.
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Proposition 2. Soit le vecteur X = (X, ..., X,,) de v.a indépendantes. 1l est gaussien si

et seulement si pour tout © € N, X; est gaussienne.

Proposition 3. La matrice de covariance d’un vecteur aléatoire, si elle existe, est sy-
métrique réelle positive, i.e Yu € R* w'Tu > 0, elle est donc diagonalisable en base
orthonormée :

[ =PAP,
avec P' = P~' et A = diag{\1, ..., \,}, les \; étant tous positifs ou nuls.

preuve. Notons par ['x la matrice de covariance du V.a X, sachant que
Cov(X,Y)=Cov(Y,X) (ou comme (AA)=AA"), T'x est symétrique. Reste & montrer

que pour tout vecteur réel u = (uy, ...,un)/, onauTu > 0. Or
uE[(X ~E[X])(X ~E[X]) Ju = E[(«' (X—E[X]))(X~E[X]) v)] = E[(« (X~E[X]))?] > 0.

Proposition 4. Soit X =(X7, ...,Xn)/ un V.a de matrice de covariance I'x. La variable

- . !/ .
aléatoire Z =a1 X1 + ... + a, X, =a X a pour variance :

aq
VGT(Z):&/F)(O(:[OQ P O[n] FX

A

Définition 11. Fonction caractéristique d’un vecteur gaussien . Soit X un V.a

dans R™, sa fonction caractéristique est donnée par :

. R" — C,
XY u= [ug, ...7Un]/ — @x(u) = Elexp(i < u, X >)] = Elexp(i Z?:l

u; X;)]
Ou encore,
1,

®x(u) = expliu'm — U [xu)

Proposition 5. Transormation affine . Si X ~ N(m,I'x), pour A € Mg,(R) et

B € M 1(R), alors le vecteur Y =AX + B est gaussien avec

Y ~ N(Am + B, AT'A)).
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Définition 12. Soit X et Y deux variables aléatoires de carrés intégrables et indépen-
dantes alors on dit qu’elles sont non corrélées si Cov(X,Y)=0 ou encore la matrice de

. / .
covariance du vecteur [ X, Y] est diagonale.
Remarque 1. L’exemple suivant nous montre que la réciproque est en général est fausse.

Exemple. Décorrélation #Indépendance
Soit X ~ N(0,1) et Y = X? donc E[Y] = E[X?] = Var(X) = 1. En calculant la
covariance :

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = 0

donc X et Y sont bien décorrélées. Cependant X et Y ne sont pas indépendantes car Y

est une fonction déterministe de X.

Proposition 6. Indépendance < Décorrélation
Soit X =(X1,..., X,) un vecteur aléatoire gaussien. Les variables aléatoires (X1, ..., X,)
sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées, c’est-a-dire la matrice de

covariance I'x est diagonale.

preuve. Supposons X gaussien et de composantes indépendantes. Alors ces compo-

santes sont non corrélées, c’est-a-dire :

V(i,j) € {1,..,n}* Cov(X;,X;) =0,

et la matrice 'y est digonale. Ceci est toujours vrai, ’aspect gaussien de X n’est pas
nécessaire.

Réciproquement, supposons X gaussien et de matrice de covariance I'x diagonale

I'x = diag(o?,...,02).
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Si on note m = |myq, ...,mn]/ la moyenne de X, celui-ci admet pour fonction caractéris-
tique :
1,
®x(u) = expliu'm — U [xu)
ou

Vie{l,...n}, ®x(u) = exp(i Zm]u] Zul—‘xjuj)

- . o3u
Hexp(zmjuj ]2 ) = H Dy, (uy)
=1

Proposition 7. Soit X = (Xj, ..., Xn)/ un vecteur gaussien de moyenne m et de matrice
de covariance Tx. Il existe P orthogonale telle que PTxP' = A = diag(\, ..., \,), avec
les \j > 0. Alors les composantes Y; du vecteur aléatoire Y = P(X —m) sont des variables

aléatoires gaussiennes indépendantes centrées de variances respectives \;.

preuve . Puisque I'x est symétrique réelle positive, elle est diagonalisable en base

orthonormée : I'y = P'AP, avec :
A = diag(A, ..., \n),

ou les \; sont les valeurs propres positives de I'x et P une matrice orthogonale. Si on

considére maintenant le nouveau vecteur aléatoire
Y =(Y,....Y,) = P(X —m) = PX — Pm,

c’est encore un vecteur gaussien, en tant que transformée affine d’un vecteur gaussien.

Plus précisément, on sait que :
Y ~N(Pm— Pm,PTlxP) = N(0,A).

Ainsi le vecteur gaussien Y est centré et ses composantes sont indépendantes, puisque sa

matrice de covariance est diagonale.
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Proposition 8. Densité d’un vecteur gaussien .

Si X ~ N(m,Tx), avec T'yx inversible, alors X admet pour densité :

1 1 o
(@) = (@1, 0) = Gy bl (@ = m) T (2 —m)

preuve . On utilise la transormation affine du résultat précédent : Y = P(X — m),

avec

PTxP = A = diag(\y, ..., \n).

dire que I'y est inversible équivaut a dire que les valeurs propres \; sont toutes strictement
positives. Les composantes Y, ...,Y; sont indépendantes, avec Y; ~ N(0,);), donc YV

admet pour densité :

) =1]6Hw) =1] exp(—51-)
qu’on peut encore écrire :

_ 1 L
f&(y)——(QW)%V&ﬂETi;eXp( 5y A Y)

Pour retrouver la densité de X, il suffit alors d’appliquer la formule de changement de

variable pour le C!-diffeomorphisme

b R™ — R",
| * = y=P(x—m),

Ce qui donne

fx(x) = fyr(P(x —m))|det Jy(x)].
Or ¢ est une transformation affine, donc Vo € R™, Jy(x)=P et puisque P est orthogonale
alors, Vo € R”, |det Jy(x)|=1. On en déduit la densité du vecteur X

1 1 .
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

1.3 Conditionnement des vecteurs gaussiens

Théoreme. Soit la v.a'Y telle que E[Y?] < +o00. Parmi toutes les fonctions
u:R — R, Uerreur d’aproximation E[(Y —u(X))?] est minimale lorsque u est la fonction

de régression E[Y|X].
preuve . Notons m(X) = E[Y'|X], alors pour toute fonction u : R — R, on peut écrire
E[(Y — u(X))*] = E[((Y — m(X)) + (m(X) — u(X)))’]
On utilise la linéarité de I'espérance
E[(Y —u(X))’] = E[(Y = m(X))*] + 2E[(Y —m(X)) (m(X) — u(X))] + E[(u(X) —m(X))?].
Or le calcul d’espérance par conditionnement assure que
E[(Y = m(X))(m(X) — u(X))] = E[E[(Y — m(X))(m(X) — u(X))|X]],
et puisque m(X) — u(X) est une fonction de X, on sait que
E[(Y = m(X))(m(X) — w(X))] = E[E[Y" — m(X))|X](m(X) — u(X))],

Or par linéarité de I’espérance conditionnelle et puisque E[m(X)|X]| = m(X) = E[Y|X],

on en déduit que
E[(Y —m(X))|X] = E[Y|X] ~ Efm(X)|X] = E[Y|X] —m(X) = 0
on a donc obtenu
E[(Y —u(X))] = E[(Y — m(X))] + E[(u(X) — m(X))?.

cette quantité est minimale lorsque u(X) = E[Y|X]. On a vu que le mieux a faire est de

prendre u la fonction de régression de Y sur X, c’est-a-dire la fonction qui & X associe
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

E[Y|X = z]. D’aprés le théoréme de projection, la variable aléatoire E[Y | X] est la fonction

u(X) caractérisée par la double propriété

u(X) € L*(X),
{Y—MXML%X%

ou L*(X) = {u(X) avec u : R — R borélienne telle que E[u?*(X)] < +o0}

Proposition 9. La droite de régression est donnée par f(X)=aX +b , avec :

_ Cov(X)Y)
= Var(x)
b=E[Y]| - aE[X],

c’est-a-dire

Cov(X,Y)

f(X)IE[Y]+VT()(>

(X ~E[x])
preuve . On cherche la meilleure droite f(X) = aX + b qui approxime Y au sens de
I'érreur quadratique E(Y — (aX + b))
E(Y — (aX +1))*> = E[(Y —EY)+E(Y) —a(X —EX) +E(X)) - b)]?
= E[(Y —E(Y)) — a(X —E(X)) + (E(Y) — aE(X) — )]?

= oL+ a0y —2aCou(X,Y) + (E(Y) — aE(X) — b)?

_ 034—(aag—(lwﬁfﬁq)Q——Cmigfﬂq-+(EOQ——@EL¥)—bf
= @m—g%§QY+@<L(Q%%QY>Hmm—muy@2

En notant p le coeflicient de corrélation linéaire

_ Cou(X,Y)
P= O0x0y '

Aprés dérivation par rapport & a et b, nous trouvons

- Cov(X,Y)

2
Ox

et b=E(Y)—adE(X)
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CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

Théoreme. Espérance conditionnelle < droite de régression .

Si [X,Y] est un vecteur gaussien, alors

Cov(X,Y)

HHM:EW“'VWM)

(X — E[X]).

preuve . Il suffit de prouver que la fonction u définie par :

Cov(X,Y)

w(X) =E[Y] + Var(X)

(X —E[X])

vérifie bien la double propriété de caractérisation de I'éspérance conditionnelle. Puisque
X est gaussienne, elle est dans L?(Q), et par suite u(X) = aX + b est dans L?(X). 1l
reste a prouver que la variable aléatoire (Y —u(X)) est orthogonale au sous-espace L?(X),
c’est-a-dire orthogonale & toute variable aléatoire f(X) fonction de X. On commence par
montrer que (Y — u(X)) est indépendante de X. Puisque le vecteur [X,Y] est gaussien

et que :

e e e e N [ B R B R R

’ . . 2.
Le vecteur (X,Y —u(X)) est gaussien aussi comme tranformée affine d’un vecteur gaus-

sien, donc montrer I'indépendance de ses composantes revient & montrer leur décorrélation.

Or
Cov(X,Y —u(X)) =Cov(X,Y) — Cov(X,u(X)) = Cov(X,Y) — Cov(X,aX +b) =0,

donc X et (Y — (X)) sont indépendantes, et reste aussi indépendante de toute fonction

f(X) de la variable X. Par suite

< f(X),Y —u(X) >=E[f(X)(Y —u(X))] = E[f(X)[E[Y —u(X)] = 0.
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Rappel . Le projeté orthogonal de Y sur un sous-espace vectoriel F' = Vect(ey, ..., €,),

avec les e; orthogonaux, est
- e; e " <Y,e >
)= 2 el el ~ 2 el
Interprétation géométrique : Soit F le sous espace de L?(X) engendré par le vecteur

(1, X).

Soit (1, X —E(X)) base orthogonale de F :

<1,X - E(X) >=E(1(X — E(X))) =0

<Y 1>
B

<Y, X-EX)> Cov(X,Y)
E(X -E(X))?2  Var(X)

Le premier vecteur donne

le second vecteur donne

On en déduit

Cov(X,Y)

WF(Y) = ]E[Y] + W

(X — E[X]) = E[Y|X]

On retrouve bien la droite de régression ceci veut dire que dans le cas gaussien, la
projection orthogonale de Y sur L?(X) est exactement la projection orthogonale sur

F=vect(1, X).

1.4 Hyperplan de régression

Dans ce paragraphe, on ne fait aucune hypothése de gaussianité. On suppose observer
un V.a X = (Xj,..., X,,) de matrice de covariance I'x supposée de plein rang. On veut
connaitre la fonction affine des X;, donc de la forme f(Xi,..., X,) =b+ a1 X5 + ... +a, X,
qui approche le mieux la variable aléatoire Y au sens des moindres carrés, autrement dit,

I'erreur quadratique moyenne

E[(Y — (b+ a1 X1 + ... + an X))’
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soit minimale. Dans ce cas, on cherche I’hyperplan de régression, ceci revient a déterminer

la projection mp(Y') de Y sur le sous-espace
F=Vect(1, Xy,..., X,).
Théoreme. La projection orthogonale de la v.a'Y sur F' est
Tr(Y)=b+ zn:ai(Xi - E[X)]) = E[Y] + TyxTx' (X — E[X])
i=1

avec

Pyx = E[(Y — E[Y])(X — E[X])] = [Cou(Y, X1), ..., Cou(Y; X.,)]
matrice ligne de covariance de la variable aléatoire Y et du vecteur aléatoire X.

preuve . la projection orthogonale de Y sur F' est de la forme
WF(Y) =b + ZGJZXZ
i=1

par suite Y —mg(Y") est orthogonale & F est équivalent a dire que Y —7g(Y") est orthogonale
a chacun des vecteurs qui engendrent F', c’est-a-dire :1, X1, ..., X,

L’orthogonalité a 1 donne

<Y -b-> aX;1>=E[Y]-b- ) aE[X]=0

=1 =1

c’est-a-dire
b=E[Y]-> aE[X)]
i=1

L’orthogonalité a X; donne les n équations

<Y -b-) a;X;,X;>=0 1<j<n

=1

ou encore

<Y -EY] =) a(X; —EX)]),X;>=0 1<j<n

=1
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Avec les notations de I’énoncé, ces n équations se résument sous forme matricielle &

I'yvx =[a1,...,a,]'x

c’est-a-dire :

[al, PN an] = FY7XF)_(1

En revenant a mp(Y'), ceci donne

mp(Y) =0+ a:X; = E[Y] - TyxI'{'E[X] + TyxI'' X

i=1

c’est-a-dire

mp(Y) = E[Y] + yx D'y (X — E[X])

Remarque 2. En prenant X = Xy, on retrouve bien la droite de régression puisque

I'yx =Cov(X,Y) et 'y = Var(X).

Corollaire 1. Erreur quadratique moyenne . L’erreur quadratique moyenne dans
l’approximation par l’hyperplan de régression, encore appelée variance résiduelle ou résidu,
est

E[(Y —7r(Y))*)] =Ty — TyxI'y'Txy
avec I'y =Var(Y) et I'xy = (FY’X)'.
preuve . Il suffit de I’écrire :
E[(Y —7p(Y))’] = E[(Y - E[Y]) — TvxT'y (X — E[X]))?]
ce qui donne une combinaison de 3 termes. Le premier est simple
E[(Y —E[Y])?] = Var(Y).
Le deuxiéme 'est un peu moins

E[(Y - EY])TyxTx (X —E[X])] = Ty xTY'E[(Y - E[Y])(X — E[X])] = Ty xT'x'Txy

22 /65



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

et le troisiéme encore moins
E[(TyxIx' (X — E[X]))’] = E[(TyxI'y' (X — E[X]))(DyxTx (X — E[X]))]

ce qui aboutit a

E[(TyxI'¥ (X —E[X])? =Ty xI'y' Txy.

On remet tout bout a bout

]E[(Y — WF(Y))Z] = VCLT’(Y) — 2Fy7Xr;(1FX7y + FY,XF;(er,Y = VCLT'(Y) — FyJ(F;(lFX,y

1.5 Espérance conditionnelle gaussienne

On suppose maintenant le vecteur (X7, ..., X,,,Y) gaussien. L’éspérance conditionnel
de Y sachant X=[X1, ..., Xn]/ est la projection orthogonale de Y sur ’espace des fonctions
w(X)=u(X1, ..., X,), avec u : R* — R telle que E[u?(X)] < +oo. C’est la fonction qui
minimise E[(Y —u(X))?]. On a vu que pour un vecteur gaussien bidimensionnel [X, Y], la
droite de régression coincide avec la courbe de régression. Plus généralement, on montre

que pour un vecteur gaussien [Xi, ..., X,,,Y], Iespérance conditionnelle coincide avec la

projection sur 'hyperplan de régression.

Théoreme. Espérance conditionnelle < Hyperplan de régression .

Si [ Xy, ., X, Y]' est un vecteur gaussien , alors
E[Y|X] =E[Y|Xy, ..., X,] = E[Y] + Ty xI'y (X — E[X])
et la variance résiduelle vaut

o> =E[(Y —E[Y|X])?] =Ty — I'yxI'{'Txy

23 /65



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE

preuve . Notons 7r(Y) la projection orthogonal de Y sur F' = Vect(1, X3, ..., X,)
c’est-a-dire

mp(Y) = E[Y] + yx Iy (X — E[X])

On a bien str 7x(Y) de la forme u(X) ci-dessus. De plus , dire que (Y —mg) est orthogonale
au sous-espace F' signifie que (Y — mp(Y)) est décorrélée des variables X; (puisque (Y —
mr(Y)) est centrée. Mais puisque tout est gaussien, c’est exactement dire que (Y —7mp(Y))

est indépendante du vecteur X. Pour toute fonction u, on a donc
E[(Y - u(X))?] = E[(Y — 7r(Y))) + (mp(Y) — u(X)))?]

Ce qui donne
E[(Y —u(X))*] = E[(Y = 7p(Y))*] +2E[(Y =7 (V) (1r(Y) —u(X)) +E[(7(Y) —u(X))’]
Or on vient de voir que

ElY —7p(Y)(7r(Y) — u(X))] =0
le troisiéme terme étant positif, donc pour toute fonction u, on a

E[(Y —u(X))*] > E[(Y — 7p(Y))’]

Remarque 3. Le terme FY’XF)_(IF)QY correspond a la variance de la variable aléatoire
E[Y|X] : il est donc positif et par suite E[(Y — E[Y|X])?] < Ty. On a obtenu la décom-

position orthogonale
Y =E[Y|X]+W = (E[Y] + T'yx['{H(X — E[X])) + W

c’est-a-dire que W =Y — E[Y|X] est une variable aléatoire gaussienne indépendante des
X;. W est centré puisque E[E[Y | X]] = E[Y] et, par le théoreme de Pythagore, sa variance
est la variance résiduelle

0'2 = Fy - FY,XF;(er,Y
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En bref, on a

W~ N(0,02),
WX

Théoreme. Cochran [1] . Soit X = (Xi,...,X,) V.g centré réduit. Pour F un sous
espace vectoriel de R™ de dimension p, on note Pp (resp.Pp1) la projection orthogonale
sur I (resp. F'+). Alors les vecteurs aléatoires PrX et Ppi X sont gaussiens indépendants
de lois PrX ~ N (0, Pr) et Ppi X ~ N(0, Pp1), de plus, les variables aléatoires || PpX ||*

et || PpLX||* sont indépendantes de lois | PeX||> ~ x5 et |Ppo X||> ~ x5,

peuve . Le résultat est immédiat si on I'écrit dans une base orthonormée adaptée
a la somme directe orthogonale R® = F & F'* : soit (uy,...,u,) (resp.(upi1, ..., u,)) une
base orthonormée de F (resp.F*), alors u = (uy, ..., u,) est une base orthonormée de R™.
Notons U la matrice (orthogonale, U* = U~1) de passage de la base canonique a la base
u.
Les projections orthogonales sur F et F* s’expriment trés simplement dans la base
uw:Pp=ULU" et Pp.=UJ,,U", oul,estla matrice diagonale avec des 1 sur les
p premiers coefficients diagonaux et des 0 ensuite, et J,_, = 15 — I,.
On pose Y = U'X. Clest encore un vecteur gaussien centré réduit (car il est de matrice
de covariance U'I;U = I;), qui correspond aux coordonnées de X dans la base u.
Pour Y, on a immédiatement que LY = (Y1,..,Y,,0,...,0)" et J,.,Y =
0,...,0,Y,41,...,Y,) sont indépendants, de lois N(0,I,) et N(0,.J,—,), puis que
ILYIP = S0, Y2 X2 et [V = S0 Y2~ 2,
On peut alors revenir au vecteur X en remarquant que PpX = ULY et Pp. X = UJ,_,Y
sont gaussiens centrés indépendants de matrice de covariance respective UL,U" = Pr et

UJ,—,U" = Pp., puis, comme une transformation orthogonale préserve la norme, que

1P X2 = 1LY 1"~ x5 et [P X|* = [[JnpY [P ~ X5,
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ANOVA

Un exemple de reproductibilité pour étudier les performances de trois laboratoires

relativement a la détermination de la quantité de sodium de lasalocide dans de la nourri-

ture pour de la volaille.

Une portion de norriture contenant la dose nominale de 85 mg/kg de sodium de lasa-

locide a été envoyée a chacun des laboratoires a qui il a été demandé de procéder a 10

réplications de ’analyse.

Les mesures de sodium de lasalocide obtenues sont exprimées en mg/kg. Elles sont

reproduites dans le tableau suivant :

Lab.B | Lab.C' | Lab.D
1 87 88 85
2 88 93 84
3 84 88 79
4 84 89 86
5 87 85 81
6 81 87 86
7 86 86 88
8 84 89 83
9 88 88 83
10 86 93 83

Cette écriture de tableau est dite désempilée, nous pouvons l’écrire sous forme stan-
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dard (empilée), c’est-a-dire avec deux colonnes, une pour le laboratoire et une pour la
valeur de la teneur en sodium de lasalocide mesurée, et trente lignes pour chacune des

observations réalisées.

Essai Laboratoire Lasalocide Essai Laboratoire Lasalocide
1 Laboratoire B 87 1 Laboratoire C 88
2 Laboratoire B 88 2 Laboratoire C' 93
3 Laboratoire B 84 3 Laboratoire C' 88
4 Laboratoire B 84 4 Laboratoire C' 89
5 Laboratoire B 87 5 Laboratoire C' 85
6 Laboratoire B 81 6 Laboratoire C' 87
7 Laboratoire B 86 7 Laboratoire C' 86
8 Laboratoire B 84 8 Laboratoire C &9
9 Laboratoire B 88 9 Laboratoire C 88
10 Laboratoire B 86 10 Laboratoire C' 93

Essai Laboratoire Lasalocide
1 Laboratoire D 85
2 Laboratoire D 84
3 Laboratoire D 79
4 Laboratoire D 86
5 Laboratoire D 81
6 Laboratoire D 86
7 Laboratoire D 88
8 Laboratoire D 83
9 Laboratoire D 83
10 Laboratoire D 83

Sur chaque essai, on observe deux variables.

1. Le laboratoire. Il est totalement controlé. La variable "Laboratoire" est considé-
rée comme qualitative avec trois modalités bien déterminées : B, C, et D. Nous

I’appelons le facteur. Ici, le facteur "Laboratoire" est a effets fixes.

2. La quantité de sodium de lasalocide. La variable "Lasalocide" est considérée comme
quantitative comme généralement tous les résultats obtenus par une mesure. Nous

I’appelons la variable réponse.
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La variable mesurée dans un tel schéma expérimental sera notée Y. Pour les observations,

nous utilisons deux indices :
1. Le premier indice , nous utiliserons en général I'indice 7.
2. Le second indice, nous utiliserons en général I'indice j.

Ainsi, les observations seront notées en général :

Yij, 7,21,,[, ]:1,,J

2.0.1 Définition et Notations

En se plagant dans le cas équilibré, nous notons les moyennes de chaque échantillon

par :
1 J
j=1

et les variances de chaque échantillon par :

J
i Zyz] y“ y Z:L,I

Remarque 4. Cette derniére formule exprime la variance non corrigée. Trés souvent,
dans les ouvrages ou logiciels, c’est la variance corrigée qui est utilisée : au lieu d’étre
divisée par J, la somme est divisée par J — 1.

Apres calculs avec le logiciel R, nous avons pour [’exemple cité plus haut :
ylo - 855) yQo - 8867 @3. - 838

S1e=2224 s5.=2633, s3,=2.0616.

Le nombre total d’observations est égale a : n =1 x J =3 x 10 = 30.
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2.1 Objectif.

L’analyse de la variance ANOVA est une méthode statistique qui permet d’étudier
la modification de la moyenne p d’une quantité Y (variable réponse quantitative) selon
I'influence éventuelle d'un ou de plusieurs facteurs d’expérience qualitatifs (traitements
... ). Dans le cas ou la moyenne n’est influencée que par un seul facteur (noté facteur A),
il s’agit d’une analyse de la variance a un seul facteur ("one way ANOVA"). Un facteur
A est souvent une variable qualitative présentant un nombre restreint de modalités. Le
nombre de modalités du facteur A sera noté I. Nous supposons que Y suit une loi normale
N (pi,0?) sur chaque sous-population i définie par les modalités de A. L’objectif est ici

de tester I'égalité des moyennes de ces populations, & savoir de tester 'hypothése nulle :

Hol,lLl:,lLQ:...:,LL[

contre 'hypotheése alternative :
Hy : Fig # i tel que u;, # py (il existe au moins deux moyennes différentes).
Nous regroupons les valeurs que peut prendre la réponse Y dans les facteurs A; lors des

J répétitions dans le tableau suivant :

Facteur A Y
Ay Yii,... Y1
A; Yii,...,Yis
Ar YY1

2.1.1 Notations .

Nous avons observé n = I % J valeurs de la variable Y indexée par deux indices i et j.

La moyenne de ces valeurs par rapport a 'indice ¢ est notée Y,; . Il s’agit simplement de
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la moyenne de valeurs de la j-éme colonne du tableau :

La moyenne de ces valeurs par rapport a l'indice j est notée Yj,. Il s’agit simplement de

NI'—‘

la moyenne de valeurs de la i-éme ligne du tableau :

<=
'Mk

1

J

La moyenne globale par rapport aux indices 7 et j est notée Y,,. Il s’agit simplement de
la moyenne globale du tableau :
| L
Voo m 1522 Yo
=1 j=1

La aussi, il est aisé d’avoir les lois des éléments ci-dessus. Par exemple : Y;q ~ N (s, 0%/ J)

et Yoo ~ N (pt,0%/n) on =1x%J.

2.2 Equation d’analyse de variance et tests .

Alors, la variation totale théorique, ou somme totale des carrés des écarts est égale a :
I J
SCror = Z Z(Yij —Y..)? (2.1)
i=1 j=1
Nous appellons variation théorique due au facteur A, la quantité :
I
SCr =7 (Yie —Ya)’ (22)
i=1
et variation résiduelle, la quantité :
I J
SCr=>_ (Z(Yw‘ — n,)?) (2.3)
i=1 \j=1

d’ou la formule

| SCror = SCr + SCk]
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preuve . Remarquons que : Y;; — Yoo = VYj; — Yie + Yie — Yio. D'l :

car le double produit, dans le développement de la somme au carré, vaut zéro. En effet :

1 J 1

23D (Vi — Vi) (Yie = Vo) =2 (Ve — Yau)

i=1 j=1 i=1

J

Z(Y;J - Y;.)

j=1

D’autre part, nous remarquons que : Z}]:1 Yi; = JY,. par définition de Yj,. Dot :
J
> (Yij = Vi) = JYie — JYie =0
j=1
D’ou le résultat.

Proposition 10. Sous les hypothéses de normalité et d’égalité des variances, on a :

SCr

5 ™~ X1-1

Sous les hypotheéses usuelles de 'analyse de la variance, nous avons :

D) ~ Xn—1

o
Sous les hypothéses habituelles de [’analyse de la variance, les statistiques SCg et SCgr

sont indépendantes et on a :

SCr

2 ~ Xn—1

g

Preuve .[2]

1. 1l est facile de voir que SCp = Zf:l JY;e — nY2. Posons Z; = \/jYZ-. pour v =

1., 1.

PIRERD)

Nous avons alors : Z; ~ N (VT s, 0%) et Yoo = %21‘1:1 VIZ;.

Nous en déduisons que :
I 12
SCr = 72— (— J7Z;)?

= iu - %)ZE —-2) ﬁﬁZiZ-

n J

i=1 i<j
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’

SCp s’exprime alors comme une forme quadratique en Z = (Zy, ..., Zy) .
La matrice A associée a cette forme quadratique s’exprime sous la forme A =
I;— %VV/ ovv= NI, . ,JI).

Calculons A%. On a ici :

r 1
A* = (Ij——wvv)x (I;——
(Lo = —vv) x (la— ~vv)
1 1 1
= I;— o — o+ —21/1/ v
n n n
Nous pouvons remarquer que v = Zle VIVJ = n, donc les deuz derniers

termes de la partie droite de la derniére équation s’annulent et on a A?> = A

SC
D’ou 2F suit alors x3 ou d est l'ordre de la matrice A.
o

2. En effet, posons :

1
2 2
J=1
2
Pouri = 1,..,1, on a (J — 1) L~ x%_,. Par indépendante des échantillons,

sc 52 |
R = Zz (] = 1); ~ Xh_p puisque Z£:1<J -1)=n-1.

8. Posons u=(1,1,..,1) € R" | Z = (Yy)ic1... 1j=1...0
Soit Uespace F' = vect(u) tel que dim F' =1 | d’aprés le théoreme de Cochran nous

avons Pr(Y;;) et Pri(Y;;) sont indépendants .

A — —
En eﬁet:PF(Z):(Hﬂrli —< Z] D w)“zyu et Ppi(Z) = Z = Yu
u
, o1 (Y Y) SC’T
DOU’;”PFL( )||2 Z] 121 1 o2 NX?L*l
Table de 1’analyse de variance .

1 IJ 1 L 1 IJ

i=1 j:1 i=1 j=1 i=1 j=1

que nous pouvons noter :
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appelée formule de I'analyse de la variance, ou S% représente la variance due au facteur
A, ou S% représente la variance résiduelle, et S? la variance globale.

Les diverses quantités (4.2), (4.3) et (4.4) suivent, au facteur multiplicatif o prés, des
lois du khi-deux avec des nombres de degrés de liberté respectifs IJ —1, [ —1et IJ — 1.

Ceci est résumé dans le tableau suivant :

Source | Variations | Degrés de liberté | Carrées moyens F
Facteur SCrp I—1 512::% F:%
R
Résidu SCr IJ—I=I(J—1) 5}22:1&5}6;}3)
Total SCror I(J-1) S%:§€7T—%€
Exemple .

Nous voulons comparer des hauteurs moyennes, exprimées en métres, des arbres de trois types
de hétraies. Nous cherchons effectivement & savoir s’il existe ou non, en moyenne, des différences
significatives de hauteurs d’arbres entre les trois types de foréts. Nous supposons que les hypo-
theéses de normalite et d’égalité des variances sont satisfaites. Les données sont fournies dans le

tableau suivant :

Typel | Type2 | Type 3
23.4 22.5 18.9
24.4 22.9 21.1
24.6 23.7 21.2
24.9 24.0 22.1
25.0 24.4 22.5
26.2 24.5 23.6
26.3 25.3 24.5
26.8 26.0 24.6
26.8 26.2 26.2
26.9 26.4 26.7
27.0 26.7
27.6 26.9
27.7 27.4

28.5

Nous pouvons aussi réaliser cette étude sous R. Les commandes sont les suivantes :
>hetraie<-rep(1 : 3, ¢(13, 14, 10))

>hauteur<-c(23.4,24.4,24.6,24.9,25.0, 26.2, 26.3, 26.8, 26.8, 26.9, 27.0, 27.6, 27.7, 22.5, 22.9, 23.7, 24.0,
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+24.4,24.5,25.3,26.0, 26.2, 26.4, 26.7, 26.9, 27.4, 28.5, 18.9, 21.1,21.2, 22.1, 22.5, 23.6, 24.5, 24.6, 26.2, 26.7)
>hetraie<-factor(hetraie)

>arbre<-data.frame(hetraie,hauteur)

>modelel <-aov(hauteur hetraie,data=arbre)

> summary(modelel)

Le tableau d’analyse de variance fourni est le suivant :

Df | Sum Sq | Mean Sq | F value | Pr(> F)
hetraie 2 48.88 24.441 7.124 0.00261
Residuals | 34 116.65 3.431

A un seuil égale & 5% I'hypotheése d’égalité des hauteurs moyennes des arbres dans les trois types

de hétraies est rejetée.

2.3 Analyse de la variance a deux facteurs .

L’analyse de variance & deux facteurs peut étre considérée comme une généralisation de
I’analyse de variance & un facteur, permettant de tenir compte simultanément de deux facteurs.
Les deux facteurs peuvent étre placés soit sur un pied d’égalité, soit subordonnés I'un & l'autre.
Dans le premier cas, les modéles d’analyse de variance sont dits croisés, et, dans le second cas,

ils sont appelés hiérarchisés ou multi-niveaux.

2.4 Equation d’analyse de variance et tests .

Nous regroupons les valeurs prises par la variable réponse Y dans les conditions (A4;, B; )

dans le tableau ci-dessous :
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Facteur B
Facteur A By B; By
Al Y11 Ylj YiJ
Az‘ Y;l Yéj )/;J
Aj Yo | o | Y | o | Y

La variation théorique totale est définie par :

IJ
SCror = Z Z(Yi,j ~Yao)? (2.5)

i=1 j=1

Nous appelons variation théorique due au facteur A, la quantité :
I
SCa=JT) (Yie—Yes) (2.6)
i=1
De la méme fagon, la variation théorique due au facteur B est :
J
SCp=1) (Yo;—Yes) (2.7)
j=1
La variance résiduelle est définie par :

I J
SCrR=)Y Y (Yi; —Yie—Ye;+Y..) (2.8)
i=1 j=1

Nous montrons alors aisément la relation fondamentale de ’analyse de variance & deux facteurs

sans répétition :

SCror = SCa+ SCp + SCr (2.9)
] Source ‘ Degrés de liberté ‘
Facteur A na—I—1
Facteur B ng=J — 1
Résiduelle | np=(I —1)(J —1)
Totale TLTOT:IJ -1

Aux différentes sommes des carrés des écarts peuvent étre associés des
nombres de degrés de liberté :

$=% Bt G- 5w

qui constituent eux aussi des mesures globales de variations.

Notons y des données expérimentales yi 1, ...,y1.7, Y21, .-, Y2,/ ---, Y1,J Der-
mettant une réalisation du tableau précédent tableau
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La variation totale observée sur la liste y de données expérimentales est

définie par :
IJ

scror = Z Z(yz‘,j — Yoo (2.10)

i=1 j=1
La variation due au facteur A observée sur la liste y de données expérimen-
tales est définie par :

SC4q = JZ(,%,. - yo,o)2 (211)
=1

La variation due au facteur B observée sur la liste y de données expérimen-
tales est définie par :

%B:]EXMJ—%Jz (2.12)

La variation résiduelle observée sur la liste y de données expérimentales est
quant a elle égale a:

J
R — Z Z Yij — Yie — Yo,j + y0,0)2 (213)

i=1 j=1
La relation fondamentale de I'analyse de variance reste valable lorsqu’elle est
évaluée sur la liste y de données expérimentales :

scror = SCA + scg + Scr (2.14)

Nous désirons faire les tests d’hypothéses suivantes:

!

HOZC“:OQ:...:C([:O

contre

Hy :Jig € {1,2, ..., 1 o # 0

Nous pouvons répéter tout ce qui précéde pour le facteur B. Nous pouvons
souhaiter tester les hyphothéses:

H(;/:51252:~--=51=0
contre
Hl : 3]0 € {1727 D) J}\BJO 7& 0

Le tableau d’analyse de la variance a deux facteurs résume les choses
ci-dessous :

[ Source | Variations | d.d.I [ Carrés moyens |  F | Décision |
2 / /
Facteur A SCa na sh=4 fA:z_Zz H, ou H,
2
2 sc s " "
Facteur B scp ng sp==E fg—é Hy ou H,
2 _: 2 sc
Résiduelle SCR nR Sp=718
Totale SCTOT NTOT

Exemple . L’influence d’un traitement grossissant, & base de vitamines,
est étudiée sur des animaux de races différentes. Pour cela nous disposons
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d’animaux de trois races, notées R; , pour ¢ = 1,2, 3, et nous avons effectué
trois traitements, notés D; , pour j = 1,2, 3, utilisant respectivement 5, 10
et 15ug de vitamines B12 par cm3. Le gain moyen de poids par jour est
mesuré, a l'issue d'un traitement de 50 jours dans chaque cas. Un seul animal
est utilisé pour chaque couple < race-traitement >.

| Traitement\Race | R, [ Ry || Rs |
[ Dy [1.26 | 1.21 ][ 1.19 ]
[ D, [ 1.29 ][ 1.23 ][ 1.23 |
[ D [1.38 [ 1.27 ][ 1.22 ]

L’objectif est d’effectuer une analyse de la variance & deux facteurs sans
répétition (il y a en effet une seule observation par < case>>). Les facteurs,
controlés, a effets fixes, sont la race et la dose, tous les deux a 3 modalités.
La réponse est le gain moyen de poids.

Nous désirons tester les hypothéses suivantes:

HE: Les races n’ont pas d’effets sur la prise de poids
HE: Les races ont un effet sur la prise de poids

Puis

HP: Les doses n’ont pas d’effet sur la prise de poids
HP: Les doses ont un effet sur la prise de poids

Le tableau d’analyse de la variance correspondant est :

Df [ Sum Sq | Mean Sq [ F value [ Pr(>F)
races 2 [0.015267 ] 0.007633 | 9.745 0.0290
doses 2 10.007400 [ 0.003700 | 4.723 0.0885

Resudual | 4 ] 0.003133 [ 0.000783

Nous décidons alors que :

1. HI est vraie : il y a un effet de la race sur le gain de poids (p=0, 0290).

2. HP est vraie : il n’ y a pas d’effet de la dose sur le gain de poids
(p=0,0885).
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Chapitre 3

Analyse en composantes

principales

Introduction

L’ACP est une méthode de base en statistique exploratoire multidimen-
sionnelle, elle permet de représenter graphiquement les corrélations entre va-
riables et les ressemblances entre individus, elle transforme un grand nombre
de variables corrélées en un plus petit nombre de variables indépendantes les
unes des autres appelées les composantes principales.

3.1 Les données en ACP .

En ACP Les données sont les mesures effectuées sur n unités
{uy,ug,...,u;,...uy}. Les p variables quantitatives qui représentent ces me-
sures sont {vl,vg,...,vj,...vp}, elle consiste a projeter les points sur une
droite, un plan...un sous-espace a ¢ dimensions (avec ¢ < p) choisi de fagon
a optimiser un certain critére.

v V2 . UV . . Y
Uy 11 - . e Ty
U | T21 - . R )
X=u | ri - Tig « « « T

On note :
L’individu u; : élément de RP.
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CHAPITRE 3. ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

Variable v;: élément de R".

x;;: est la valeur prise par la variable j sur I'individu <.
Ti1

L42
Avec Ul = (Ta Tz . Tij - . Tip); Ce qui donne U; = | Zij
Tip
3]
et V; = Tij
I’;-Lj

Nous constatons que ces espaces etant de dimension plus en général a 2
et méme 3, nous pouvons visualiser ces représentations.

Dans ce cas, nous cherchons une représentation des n individus dans un sous
espace F, de R” de dimension ¢ et c’est le principe d’une ACP.
Autrement dit nous cherchons & définir ¢ nouvelles variables combinai-
sons linéaires de p variables initiales et qui nous ferons perdre le moindre
d’information possible. Nous avons

Cr = i a;; X;
i=1

e (; sont appelées composantes principales.
e axes qu’elles déterminent sont appelés axes principaux.
e formes linéaires associées sont appelées facteurs principaux.

Remarque . Les a;; représentent les éléments du vecteur propre associé a la
matrice de variance-covariance.

U2
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CHAPITRE 3. ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

3.2 Choix d’une distance .

Il faut choisir une distance pour faire une représentation géométrique donc
la distance entre deux unité u; et u; utilisée par I’ACP dans I’espace est égale

a:
p

2 ! 2
d”(ui, u;) = § (23 _xi/j) )
=1
avec cette distance, toutes les variables jouent le méme role et les axes définis
par les variables constituent une base orthogonale. & cette distance on associe:
— — __ \ P _TTTT. ainel 57112 — NP 2 Tt

<ouj,ouy >= 3 L wijxy; = UiUs, ainsi |low;||? = 377, 27, = UjUs.

Nous pouvons alors définir I’angle « entre deux vecteurs par son cosinus

cos(Oé) _= &Z7 m - Zﬁ:l ik = UZUi/
=i =
low [ l|owy | \/25.’:1 w3 Y0 (UU)(ULUy )

3.3 Choix de origine .

Il faut choisir une origine liée au nuage de point car le point o cor-
respondant au vecteur de coordonnées toutes nulles n’est pas une origine
satisfaisante, car si les coordonnées des points du nuage des individus sont
grandes, le nuage est éloigné de cette origine.

Le centre de gravité est deéfini par: Y, p;Gu; =0 , avec > - p; = 1. Ces

poids sont représentés par une matrice diagonale D taille n. Si p; = %, nous

avons
n
ﬁzi:1 Ti1 T1
I I o U I
G= |2y | =%
1 z,
;Zi:1 Lip P

Prendre G comme origine, revient alors & travailler sur les tableau des
données centrées:

11— T1 T, — T Tip — Ty
X, = T —T1 $ip;x_~p
xnl__l xn]_x_] xnp_x_p
Tyl —Ta
et le vecteur de coordonnées centrées de 'unité u; est U, Tij — T
Tip —Tp
Ty — X
celuis des coordonnées centrées de la variable v; est V; = | ©ij — 75
Tpj — T j
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3.4 Inertie total .

Nous notons I le moment d’inertie du nuage des individus par rapport
au centre de gravité

SPOLCEEED 3 CRS D 92t

21]1

Si ce moment d’inertie est grand cela signifie que le nuage est trés dispersé
sinon il est treés concentré sur son centre de gravité.
Remarque . I peut aussi s’écrire sous la forme

n

]T = Z[% Z(ZL‘U — ZL‘_j)Q] = Z VCLT(U]‘)

j=1 " =1

ot Var(v;) est la variance empirique de la variable v;.
En notant ¥ la matrice de variance-covariance

- S
S =1 . . S? .
Sy .. S

avec Sy est 1'écart type, Donc Iy = Tr(X).
Dans le cas ou les variables sont centrées réduites la variance de chaque
variable vaut 1.

3.5 Décomposition de l'inertie totale .
Soit un vecteur unitaire u dans RP, il définira un axe principale que nous

allons chercher. Le point M; se projette sur cet axe en m;. On a : M; =
+ (M; —my) et | Ml = [|my]|> + || M; — mgl|?

1 — 1 — 1 —
- M;|)? = = ill?+ = i —mgl|®
w2 IV = 23l + 3 M, =

IT = ]S(u) + IM(U)

o Ig(u) & maximiser et [j;(u) & minimiser .
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1.0

0.0 25
1 |
5 ]
.
]
1
]

—— - o e e -

10
1
[ ]

1

®
© mmfem = -

1

Recherche du vecteur directeur .[4] La matrice X, contient les n
points centrés.
ry—m(X) y—m(Y)
X, = : .
Tn— m(X) g —m(Y)

, . . L, . a
Le vecteur u recherché est unitaire. Nous 1’écrivons sous la forme v = (b)
avec a® +b? =1
L’inertie statistique ou l'inertie projetée est :

1« 1 1
Is(u) = — > lImil]* = —(Xou)' Xou = u'(= X Xo)u
i=1
- b O'g( oxy a
- ( “ ) OXy 032/ <b>
= a’0% + 2aboxy + b 0¥

oxy g Y
variables. Nous la notons C' = %XéXo, elle est symétrique. Son polynome
caractéristique s’écrit

2
. ot o : . . .
La matrice < X XQY) est dite matrice de variances-covariances des deux

Ug(—)\ OoxXy
oxy 0'12/—>\

IO — \I| =

‘—AQ—)\(UX—FO'y)—FUXo'y—O'g(Y

e Le polynome caractéristique a toujours deux racines donc C' a toujours
deux valeurs propres et deux vecteurs propres .

e Les valeurs propres sont en général distinctes. On les note A\; et \s.
1. )\1+)\2:Ux+0'y

— 2
2. MM X Ayg=0x X0y —Oxy
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Toute matrice symétrique admet une base de vecteurs propres orthogonaux.
Donc,

C=UANU"
avec: U = (5%% %ng%) et A= <)(\)1 )92)
Is(u) = u'Cu

= Leov[ [y O ru umel[e]
= Lo o1 5 ][5]

= Ma®+ < NP+ N8 = N

e ) )
3 ] représente les coordonnées du vecteur u dans la base des vecteurs
propres.

L’inertie ne peut dépasser la premiére valeur propre et l'atteint pour
al [1
5 ]-10]

Généralisation a p variables .C' = UAU! admet une base de p vecteurs
propres orthonormés.

e Le premier vecteur propre normé u; est un vecteur de R? qui maximise
I'inertie projetée.

e Le deuxiéme vecteur propre normé us est un vecteur de R? orthogonal
a uy, qui maximise & nouveau l'inertie projetee.

e ct ainsi de suite pour us...u, axes suivants ot ¢ représente le rang de la
matrice diagonalisée.

Coordonnées des projections.[4]
Si uy est le vecteur propre de rang k, les coordonnées des projections des n
points sont obtenus simplement par :

L > (T — T
= =] o, L
L Zj:1(xnj — T ;) uj

Soit en écriture matricielle: {,=Xouy
Axes principaux et coordonnées .

e ;. est appelé vecteur directeur déterminant ’axe principale Fj, .

e [, est appelée vecteur des coordonnées sur ’axe principale Fj. C’est
une variable artificielle de moyenne nulle et de variance \;
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m(Ik) = _lek— ZZ Ilj U]k

’Lljl

= Zujk Z(%’lj —7;)=0
j=1 i=1

v(ly) = — lek = Xouk) Xouy = ub Cuy,

Remarque : La somme des valeurs propres est l'inertie totale .

3.6 Calcul des covariances et des corrélations .

Si nous voulons travailler avec des variables centrées et réduites, nous pas-
sons du tableau des valeurs centrées au tableau des valeurs centrées réduites

de la fagon suivante )
Xeow = Xo(Dy) 2.

=
U

avec (Dy)™2 = | - - 5

Si nous calculons la matrice de covariance & partir d’'un tableau de don-
nées centrées et réduites on obtient la matrice de corrélations empiriques

R=1X! X, = (Ds)2%(Ds)"?

3.7 ACP par projection .

Nous donnons maintenant une généralisation de ’exemple cité plus haut.
Nous nous basons sur la méthode de Lagrange pour déterminer les g vecteurs
directeurs des axes principaux.

Soit la matrice X, ,, chaque ligne représente un individu et chaque colonne
représente une variable. Nous supposerons que chaque variable est centrée.
Nous définissons maintenant u; le vecteur unitaire (i.e: de norme 1 et ulull =
1).

C’est le vecteur présentant la plus grande dispersion des projections. Les
projections des n observations sur le vecteur u; sont données par P, (X) =
Xuy. (Produit scalaire)

La somme des carrés de ces projections (inertie) est:

/

P (X)P,,(X) = u, X Xu,.

ul
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Pour le premier vecteur propre, on cherche un vecteur unitaire u* tel que

/ /
ut = arg max  u; X Xug
{uleR”,ulullzl}

Nous cherchons donc le vecteur u* tel que la projection du nuage sur uv* ait
une inertie (ou une variance) maximale. En introduisant les multiplicateurs de
Lagrange pour s’affranchir de la contrainte dans le probléme de maximisation.

(u*, \) = arg max  u; X Xuy — Muyug — 1)

{u1€ER™,uy u/1 =1}

La solution est la racine de la dérivée de ’expression ci-dessous

’
uu, =1

{ 2[X' Xuy — Aug] = 0

Simplifiant, nous trouvons

{ X/Xul = )\Ul

/
wu, =1
Si nous remarquons maintenant que
/ !/ !/
max(u; X Xup) = max(u; Aug) = max A = \;

Nous avons que le premier axe factoriel u* est associé a la plus grande valeur
!

propre de X X.

Remarque

1. Nous savons que la somme des valeurs propres d'une matrice est égale
a la trace de la matrice originale. De plus A1/ ) . ; \; indique la pro-
portion de la variance totale prise en charge par le 1°" vecteur propre.

3.8 Analyse dans ’espace des échantillons .

Nous nous sommes intéressés, jusqu’a maintenant, au nuage des n obser-
vations dans l’espace des p variables. Nous pourrions également considérer
le nuage de p variables dans I’espace des n observations. Nous cherchons le
sous-espace de dimension s (s < p) pour lequel la somme des carrés des
projections est maximale.

Nous appliquons la méme technique que précédemment et nous trouvons
que la solution, pour le premier vecteur est donnée par le systéme suivant:

XX/Ul = i

/7
vv; =1

. / . . . . .
Le premier vecteur propre de XX est celui qui maximise la variance des
projections. Comme tantot, le plan maximisant la variance des projections
sera formé des deux premiers vecteurs propres, et ainsi de suite.
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Théoreme. Les valeurs propres \; et [3; sont identiques.
Prémultiplions par
X' XX'v; = B,X v,
Cette équation nous indique que X v; est vecteur propre de X' X associé  la

valeur propre B;. Or, les valeurs propres de X' X sont données par ;. Donc,

nous concluons que B; = \;.

Remarque . Le théoréeme précédent nous indique qu’il n’est pas néces-
saire de rechercher explicitement les valeurs propres et les vecteurs propres
de XX'. Les valeurs propres sont les mémes, et les vecteurs propres u; sont
donnés par X v; & une constante de normalisation prés. En effet, la norme
de X'v; est:

/ !
UZXX V; = )\z
donc
1 /
—X v
Ai
est de norme 1. Par conséquent, nous avons nécessairement
1 /
—X Vi = U,
Ai
et de fagon similaire
1

ﬁXUl = ;.

Par suite, nous aurons les formules de transition sous la forme matricielle,
nous pouvons les écrire comme : V = XUAN: U=XVAz2ouUetV
contiennent les vecteurs propres u; et v; placés en colonne.

3.9 Reconstruction compléte et partielle de la

matrice X .

Soit la matrice V ayant les p vecteurs propres de X X' placés en colonne,
et U ayant les p vecteurs propres de la matrice X' X placés en colonne. Soit
la matrice A, une matrice diagonale p X p ayant les p valeurs propres sur la
diagonale. Des formules de transition nous avons

XU =VA2

Nous multiplions cette expression par U et notant que UU = I, nous obte-
nons

XUU =X =V AU
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Cette derniére expression nous indique que nous pouvons reconstruire la ma-
. . . !
trice X si nous connaissons les valeurs propres et les vecteurs propres de X X
/
et X X.

3.10 Coordonnées des individus et des va-
riables sur les vecteurs propres (compo-

santes principales).

Les coordonnées des individus et des variables sont simplement les pro-
jections sur les vecteurs propres

e individus: C; = XU = VA:?
e variables: C, =XV = UN3

3.11 Qualité de la représentation des individus

et des variables .

En comparant la projection d’un individu (au carré) avec la distance (au
carré) par rapport a l'origine de cet individu, nous obtenons une mesure
permettant de juger jusqu’'a quel point un individu est prés du vecteur, du
plan,... considéré.

e individu i sur vecteur j :  QIt;(i,5) = C;(4,7)? /12
e variable ¢ sur vecteur j :  QIt,(i,7) = C,(4,5)?/1?

Remarque [? se lit sur la diagonale de XX " pour les individus et sur la
diagonale de X' X pour les variables.
Dans le cas d’une matrice de corrélation [; = 1.

3.12 Contributions des individus et des va-

riables .

Cette mesure vice & quantifier I'importance de chaque variable et chaque
individu dans la définition d’un vecteur propre.
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La contribution est donnée par la coordonnée (au carré) d’une observation
ou d’une variable sur un vecteur propre divisée par la valeur propre associée
a ce vecteur propre. Pour les variables, il suffit de prendre les éléments, au
carré, des vecteurs propres.

Ct?”i

e individus: Ci()2A1

e variables:

Ctr, = Cy()’A" P =U(.)?

3.13 Exemple numérique complet .

Nous appliquons une ACP sur les donnée du tableau d’arrestation de 4
crimes dans 50 villes aux USA en utilisant le logiciel R, apreés avoir Charger
package "FactoMineR", le code est le suivant:
>library(FactoMineR)
>data(USArrests)
>USArrests
>USArrests.acp<-PCA(USArrests) # les variables sont centrées ré-
duites.
>USArrests.acp$eig calcule les valeurs propres

Valeurs propres Pourcentage % Pourcentage cumulé
T 2.4802416 62.006039 62.00604
2 0.9897652 24.744129 86.75017
3 0.3565632 8.914080 95.66425
4 0.1734301 4.335752 100.00000

Interprétation . Chaque ligne du tableau ci-dessus correspond a une
variable virtuelle (les facteurs) dont la colonne valeurs propres fournit
la variance (chaque valeur propre représente la variance du facteur corres-
pondant). La colonne pourcentage de variance, correspond au pourcentage
de variance de chaque ligne par rapport au total. La colonne pourcentage
cumulé, représente le cumul de ses pourcentage.

>plot(USArrests.acp$eig[,l|type="b",ylab="valeurs propres",xlab
# représentation graphique

valeurs propres
15 20 25

10

05

composantes

_n

composantes" ,Iwd—=
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>barplot(USArrests.acp$eig[,2],ylab="% inertie" ,xlab="composantes",
names.arg=round (USArrests.acp$eig|,2],2),main="Eboulis des va-
leurs propres",col.main="blue")
>lines(USArrests.acp$eig|,2],col="red") # visualiser les valeurs
propres afin de montrer le pourcentage variances expliquées pour chaque axe
principale.

Eboulis des valeurs propres

40 50 60
| |

% inertie
30
1

20
|

10

62.01 2474 8.91 434

composantes

L’inertie totale est répartie selon 4 valeurs propres, nous n’allons consi-
dérer que 2 valeurs propres car l'inertie cumulé sera 86.75

Avec FactoMineR, nous obtenons tous les tableaux de résultats sur les indi-
vidus et les variables, nous avons

>USArrest.acp$var

Var FT1 [COS2 |CTR | F2 [COS2 | CTR
Murder [0.84 [ 0.71 [2872 [ —0.42 | 0.17 | 17.49
Assault [0.92 ] 0.84 [34.01 ] —-0.19 [ 0.03 | 3.53

UrbanPop | 044 [ 0.19 | 7.74 | 0.87 0.75 176.18
Rape 0.86 | 0.73 ]29.53 [ 0.17 0.03 | 2.80

Pour le tableau associé aux individus, nous avons pas pu le mettre car
les calculs sont plus longs, nous avons donné juste la commande qui nous
permet de calculer les coordonnées, la coorélation et la contribution.

>USArrests.acp$ind
Pour la représentation des variables et des individus , le code est
_n

>plot(USArrests.acp,choix="var",autolab="yes") # pour les va-
riaibles
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Variables factor map (PCA)

05 1.0
I

Dim 2 (24.74%)

-05

-10

Dim 1 (62.01%)

Interprétation .nous voyons que le premier facteur est correlé positivement,
avec chacune des 4 variables initiales: plus un criminel a des crimes grave,
plus il a un score élevé sur 'axe 1, réciproquement, plus ses crimes sont pas
grave, plus son score est négatif; I’axe 1 représente donc le résultat globale
des crimes. En ce qui concerne 'axe 2, il oppose d’une part UrbanPop et
Rape (corrélations positives), d’autre part, Assault et Murder (corrélations
négatives).

>plot(USArrests.acp,choix="ind",autolab="yes") #pour les indivi-
dus

Les composantes principales sont les nouvelles variables sur lesquelles nous
nous appuyons pour visualiser les individus. Cette représentation approchée
des individus sur un espace de dimension 2.

Individuals factor map (PCA)
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Chapitre 4

Analyse factorielle des

correspondances

L’AFC est une analyse destinée au traitement des tableaux de données
ou les valeurs sont positives et homogéne comme les tableaux de contingence.
Le but de 'AFC est de lire I'information contenue dans un espace multidi-
menssionnel par une réduction de la dimension de cet espace tout en concer-
vant un maximum de 'information contenu dans I’espace de départ.

4.1 Tableau de contingence .

Le tableau de contingence est un moyen particulier de représenter simulta-
nément deux caractéres observés sur une méme population, s’ils sont discrets
ou bien continus et regroupés en classes. Les deux caracteres sont V' et W.
Les modalités ou classes de V' seront notées vy, ..., v,, celles de W sont notées
wy, ..., wy, effectif total sera noté N. Nous notons

o N = (np)n=1,. rk=1..s Leffectif conjoint de V}, et Wy: c’est le nombre
d’individus pour lesquels V' prend la valeur v, et W la valeur wy,

® Npe = Zzzl npi effectif marginal de vy: c’est le nombre d’individus
pour lesquels V' prend la valeur vy,

® N — 2221 npi effectif marginal de wy: c¢’est le nombre d’individus
pour lesquels W prend la valeur wy.
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Nous représentons ces valeurs dans un tableau de contingence :

VAW | wy | ...| wg | ...| ws || total
U1 ny ... Mg | ... | Nis Nie
Up, Np1 | -« | MpE | --- | Nhs Mhe
Uy Npt1 | e | Mk | oo | Mg || Mype

total || 1e1 | ... | ek | .. | Nes || IV

Nous définissons les marges en fréquence avec frr = npx/N

Jre = thk,f.k = thk,f.. = thk =1
k=1 h=1 Ik

Poids des points ligne et points colonne .

1. Chaque point ligne est doté d’un poid relatant 'importance de la mo-

.. Nhe
dalité h de V fre = ]f[

2. Chaque point colonne est doté d’un poid relatant 'importance de la

.. Ne
modalité k de W fq. = Nk

4.2 Modéle d’indépendance .

4.2.1 Test de chi 2.

Comme en ACP, nous nous intéressons alors aux direction de "plus grande
dispersion" de chacun de ces nuages de points, mais nous utilisons la distance
de x? entre ces deux variables (a la place de la distance euclidienne). Cette
distance permet de comparer l'effectif de chacune des cellules du tableau de
contingence a la valeur qu’elle aurait si les deux variables etaient indépen-
dantes.

Notons Ej 'effectif attendu sous ’hypothése d’indépendance; par définition

NheTlek

By = N

Et la distance du y? est définie par

&2, (N, E) =

X
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Plus la distance dig(N , E) est grande, plus le tableau observé est éloigné du
tableau attendu sous ’hypothése d’indépendance.

Sous I'hypothése d’indépendance des deux variables, la statistique diQ suit
une loi du x? a (r — 1)(s — 1) degré de liberté. Cette loi sert par exemple, a
définir une regle de décision de type: nous concluons que les variables sont
indépendantes avec un risque a si d2, (N, E) < F(i1)(sf1)<1 — «a) avec F' la
fonction de répartition de la loi du x? a (r — 1)(s — 1) degré de liberté.

4.3 La transformation initiale des données .

L’espace R* des variables (modalités colonnes) dans lequel nous pouvons
représenter le nuage des r points < individus > (modalités lignes). Chaque
Juk

fho
tableau des profils lignes.

L’espace R" individus dans lequel nous pouvons représenter le nuage des s
i

fok’
cet espace nous utilisons le tableau des profils colonnes.
La distance entre deux profils lignes et profils colonnes . Nous cal-
culons la distance euclidienne entre deux point h et A’ dans 1 ’espace R”:

s 2
) =3 (5 - )

k=1

individu a pour coordonnée X, = et dans cet espace nous utilisons le

et dans

points < variables >. Chaque variable a pour coordonnée Yj; =

En AFC est contrairement a ’ACP, nous n’utilisons pas cette distance eu-
clidienne. Plus précisément, nous l'utilisons mais aprés avoir effectué une
transformation préalable des coordonnées des points du nuages. Dans 1’es-
L fe

Vo Jre

En définitive, dans ’espace R” nous calculons la distance entre deux points
h et b par la formule
/ L fhk 1 fe U (e for)’
a2, (h, K)=S"%_ (_ _ We) g L W
eI e \ T Vb)) = T e

Nous procédons de facon équivalente pour l'espace R®, nous considérons
I

. . V fho fok
conduit a la distance

2 NN thk_ 1 fhk')2_ r 1 (@_M)2
d*(k, k) thl(mf.k Ve forr 2= fre \ for  for'

pace R" cette transformation s’écrit: Xy, =

maintenant deux points du nuage k et k', la transformation Yy, =

4.3.1 AFC et indépendance .

L’analyse d’un tableau de contingence doit donc se faire en référence a la
situation de d’indépendance. C’est ce que fait 'AFC en écrivant le modéle
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d’indépendance sous la forme suivante

Vh=1,..,r,Vk=1,..s, o _ o

fho

he
de la variable Y sachant que nous possédons la modalité h de la variable X.
De fagon symétrique, nous pouvons écrire

fnk

Vh=1,...,r,Vk=1,..5 ~—
fok’

:fho

Définition 13. o L’ensemble de probabilité { fur/ fre, k =1, ..., 8} est ap-

pelée profil ligne.

e L’ensemble de probabilité { fur/fer,h = 1,...,7} est appelée profil co-

lonne .

o {fre;k =1,...;8} (resp{fer;h = 1,....,r}) est le profil moyen corres-

pondant au profil ligne (resp.colonne).

Remarque . Si nous avons indépendance, le profile ligne d’une part et
colonne d’autre part est égal au profil moyen correspondant.

4.4 Inertie total .

Nous définissons 1 inertie total par :

Iy = fh.Zd;(h,Gh)

- w2y (G-

o i fen
- fhk_fho ok)
;kz: fho ok

4.5 L’AFC proprement dite .

Pour étudier les lignes, nous pouvons réaliser une ACP de la matrice A
(telle que apx = mpx/npe) puis de représenter les modalités de la premiére
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variable. En raison de changement de métrique, nous introduisons la matrice
M = Dz' avec D, = diag(nay, ...,nes) €t nous considérons la matrice de

. —1 -1
poids D = D; " avec Dy, = (Nye, ..., Nye). NOUs remarquons que A = D" N.
De fagon symétrique, nous pouvons définir B = ND_ L.

4.6 Détermination des composantes principales

dans R?.

4.6.1 Caractéristiques des variables et construction de

la matrice d’information .

Comme pour ’ACP nous nous plagons dans ’espace des variables, nous

utilisons donc la matrice des profils lignes. nous venons de voir que dans cet
I

Vi fre

Nous pouvons calculer les caractéristiques de ces variables (notées X pour
k=1,..,s) c’est-a-dire la moyenne et la covariance.
La moyenne .

espace les r points du nuage ont pour coordonnées Xy, =

X, = th.th
I

X - th.%%

- S e thk foo = /Tt
La covariance . La covariance entre deux variables X}, et X,/ est
cor(Xi Xy) = Vs =3 o ( 1w/ ) L we
fokz fho

V ok fh.
cov(Xg, X)) = Z\/_fh\k/hifh V ek for
ok 4

La matrice d’information (matrice des variances des covariances
des variables) . En faisant varier k et k& de 1 & s nous construisons alors
la matrice V' (s, s) des variances covariances des variables. C’est la matrice
d’information des variables et par analogie avec ’ACP, 'étape suivante de
L’AFC sera la diagonalisation de cette matrice .
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4.6.2 Diagonalisation de la matrice des variances cova-

riances ou de la matrice d’inertie .

La matrice V précédente permet de calculer par les valeurs propres et les
vecteurs propres normés, la matrice du changement de base. En AFC nous
n’utilisons pas toujours la matrice V' mais une matrice plus simple appelée la
matrice d’inertie. Considérons la matrice V' (s, s) de terme général V,,/, nous
pouvons démontrer que le premier vecteur propre ug issu de cette matrice V'
a pour coordonnées :

Uo1 o
Uy = [ Uk ]— foh
,L'Lb's cee
V fes
Et qu’il est associé¢ a la premiére valeur propre A\g = 0 de V, nous sa-
vons que tous les vecteurs propres sont orthogonaux deux a deux. Donc le
produit scalaire d’'un vecteur propre u, quelconque de V' avec ug est égal a
. . , . /
zéro, ce qui s’écrit : u, X ug =0 <
Uo1
[ Upr .- Upk .- Ups ] Upf; :up1Xu()l—i—..—l—upkxuOk—l—..—I—ustugS:0
Ups
S S .
S > i Upkor = 06 D1 Upk/ for, = 0 — (relation 1)
Ecrivons que u, est le vecteur propre associ¢ a la valeur propre A, de la

matrice V.
Vi, = Apuy 7]

Up1 Up1
Soit encore < [Vi/] | Upk | =X, | Upk
Ups Ups

pour le 3™¢ terme Vijup + ... + Viw Upp? + oo+ Vistps = ApUpk -
S
& D 1 Viw Uy = Aplipk, nous remplagons Vs par sa valeur

ApUph = Z (Z \/—f}%fh. \/E\/Tk’)u

_ Jute S
- ZZ \/—\/.—kfh. Z:\/—\/o_k'upk

_ Jute Sy
- ZZ\/—\/.—kfh. \/_Z\/O_kupk

Or d’aprés la relation 1 on a Y s/ fopty =0
X Tl
D’ou \u k= Z ’ Z
pUp k ( T /_.k fh-

SriFuie

\/m V f.k' fho
Aplpk = Z Sk:k'upk' = Z Viw Pk’
K K

(Relation 2)

Nous posons ), = S, et la relation 2 s’écrit:
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Appelons S la matrice de terme S,/ nous avons alors:
M, = Vu, = Su,

La matrice S porte le nom de matrice d’inertie. Nous pouvons constater que
les vecteurs propres de la matrice V' sont identiques a ceux de S. Il est donc
indifférent de diagonaliser la matrice S ou V.

Le premier vecteur propre associé a cette premiére valeur propre définit un
axe principal pour lequel les projections des individus et des variables pos-
sédent une variance (dispersion) nulle. Ce qui signifie que toutes les projec-
tions possédent les mémes coordonnées.

4.6.3 Le choix du nombre de composantes principales
Nous avons déja vu que I(h, G1) = fre > i d2,(h,G}) et
S hk 2 ~ )2
&, (0, G =Yk (522 — VFar) =2 (Xow — X0)

Nous constatons que ce moment d’inertie est la variance multidimensionnelle
dont nous savons en ACP qu’elle est aussi donnée par la trace de la matrice
d’information S ou V. En définitive nous pouvons écrire que [ = ), Sp, =
Or tr(S) = >, M\

4.7 Les coordonnées des projections des indivi-

dus et des variables sur les axes principaux

Contrairement a ’ACP, en AFC les projections sur les axes principaux
du nuage des individus et des variables s’effectuent sur un méme graphique.
Nous parlons de projection simultanée. Pour rappeler comment nous réali-
sons la projection d’'un point sur un axe factoriel, considérons par exemple,
un individu A et un axe principal noté F), et placons nous dans un espace a
deux dimensions de deux variables X; et Xs.
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X1

1

(Xna —)-(:)

X2

(X: -Xz)

La projection orthogonale du point h sur I’axe Fj, est donnée par le produit

scalaire
P 7
Gh:(ﬁx@:upx@ [7]
Or ces vecteurs ont les coordonnées suivantes : u_>p:< %g; ) et
Xp1 —
Cﬁ ( X1a — Xy ) donc
—z o =5 _ _
Gh :U X G?:[ upl up? ] Xhl Xl :upl(Xhl — Xl) —+ Up2<Xh2 — XQ)
? Xn2 = X

A 2 ~
Dot Gh =Fpp=> ;_; Upk(Xnp — Xi)
En généralisant ce résultat a I'espace complet R® on a

= pe1 Upk (fh.f\h/ka - \/ﬁ> =>u upkfh.fL\/km — >k UpkV/ fok:

D’aprés la relation (1) >, wpk/for =0

Upk .

fok '
Z Tk fh.fhk Va2 ;’?’;’“ )

Cette relation permet de vérifier que les coordonnées de tous les indivi-
dus sur l'axe principale qui a pour vecteur unitaire ug,=+/fer sont égales a

Posons maintenant a,;, =
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1. En effet, pour p = 0 nous avons :

R, = j{:zmk—4ﬁfi—

donc Fyp=1 quel que soit h.

Nous pourrions vérifier avec les formules de transition que a,, correspond
a la projection orthogonale de la variable £ sur 'axe principale p noté a,,
de ce fait, la formule A: F,;, = Zk S EQp n’est autre que le calcul du centre

de gravité (de la moyenne ponderee) “des coordonnées des projections des k
variables, d’ou la propriété barycentrique de ’AFC : Les coordonnées des
projections orthogonales de chaque point h sont le barycentre (moyenne
pondérée) des coordonnées des projections des points k. Et réciproquement,
les coordonnées des projections de chaque point k£ sont le barycentre des
projections des points h.

Cette propriété découle des Formules de Transition entre le tableau des
profils lignes de 'espace R* et celuis des profils colonnes de l'espace R".
Cette propriété barycentrique permet donc d’écrire que

pr, = Z %th (B), ou encore | Fp, = Z j‘?:j apr | (A)
h=1 k=1

Les formules de transitions montrent alors que la réalisation simultanée
des écritures A et B n’est pas possible. Pour que cela le soit, il faut intro-

duire dans les formules précédentes le parameétre

P
Les formules des projections simultanées des variables et des individus

s’écrivent alors

A i . Jnk .

Fpp=Eph=3_), tph——— ==, ou encore Fy,— / L=t 7, ok
fho fOk f

et apr=1/Appk, OU encore apy— Zh Ly fhk Fpn

Remarque . A signifie la valeur calculee

Par exemple F;)h (le calcul de la projection de h sur F,) peut étre calculé en
utilisant la formule F};, de la relation A ou bien en utilisant la formule A o
HOUS CONNAISSONS @y

Exemple .
Nous avons un tableau des étudiants de premiére année et choix d’un secteur
disciplinaire.
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Droit | Science | Médecine | TUT | TOTAL
Exp.agri. &0 99 65 58 302
Patron 168 137 208 62 575
Cadre sup. | 470 400 876 79 1825
Employé 145 133 135 54 467
Ouvrier 166 193 127 129 615
TOTAL 1029 962 14711 382 3784

Nous faisons entrer les données de ce tableau dans le logiciel R:
>CSD<-c("Droit","Science","Médecine","TUT")

> OSE<-c("Exp.agr","Patron","Cadre sup","Employé","Ouvrier")

> donnée. AFC<-matrix(c(80,99,65,58,168,137,208,62,470,400,876,79,145,133,135,
54,166,193,127,129),nrow=>5 ,byrow=TRUE)

> donnée.AFC

Nous allons calculer la x? .., en utilisant la commande chisq.test(donnée.AFC)
du logiciel R ol nous trouvons 320.27

Or pour un risuge @ = 0.05 on a x? = 13.84, donc x2,,.; > X

Pour appliquer ’AFC nous utilisons la commande library (FactoMineR)
>CA(donnée. AFC)$eig. # Pour calculer les valeurs propres.

Nous obtenons le graphique suivant. Nous observons que toutes les mo-
dalités sont concentrées autour du premier axe. Ceci signifie que nous avons
essentiellement une seule variable latente (ou facteur) structurante.

CA factor map

04

02
!

%)

Dim 2 (2,01
<>

-04

T T f T T T T
04 02 00 02 04 06 08

Dim 1 (97.35%)

Les résultats pour les profils colonnes:

>CA (donnée. AFC)$col$coord

: Dim 1 Dim 2 Dim 3

V1 0.02798724  —0.060669159  0.016544781
V2 0.16046170  —0.002734195 —0.037582581
V3 —0.30312512  0.029661814  0.005200252
V4 0.64017413  0.060748795  0.030869913
> CA(donnée.AFC)$col$cos2

. Dim 1 Dim?2 Dim 3

V1 0.1653282  0.7768956014  0.0577761737
V2 0.9477351  0.0002751713  0.0519897127
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V3 0.9902269  0.0094817015  0.0002914336
V4 0.9887968  0.0089040202  0.0022992257
>CA(donnée. AFC)$col$contrib

. Dim 1 Dim 2 Dim 3

V1 0.2585182  58.7585597  13.78948

V2 7.9446214  0.1115716  66.52097

V3 41.5839983  19.2593782  1.86804

V4 50.2128622  21.8704905 17.82151

Interprétation .

2

okl

Contribution du profil colonne . CTR(k)fi\ ok tel que

P
)‘p:Zk:1 fok‘a;%k
Nous appelons le vecteur de profil colonne B= (fy, ... fur ... fx)

a
ualité de représentation . glt(k)=—2"

Lorsque I'angle est proche de 0, c’est-a-dire que le cosinus est proche de 1,
I'individu est bien représenté. Dans le cas inverse, I’angle est proche de 90°
et le cosinus est proche de 0.

Les résultatus pour les profils lignes:
> CA(donnée.AFC)S$row$coord

) Dim 1 Dim 2 Dim 3
1 0.41011544 0.02625317 —0.038283778
2 0.02015079 —0.02658535 0.046880589
3 —0.26271704 0.01559580 —0.006198846
4 0.14209032 —0.09732566 —0.021242138
5 0.45148105 0.03958841 0.009493228
> CA(donnée. AFC)$row$cos2
) Dim 1 Dim 2 Dim 3
1 0.9873503 0.004045968 0.0086037660
2 0.1226519 0.213488665 0.6638594687
3 0.9959358 0.003509700 0.0005544682
4 0.6704594 0.314556176 0.0149844193
5 0.9919347 0.007626762 0.0004385628
> CA(donnée. AFC)$rowS$contrib
) Dim 1 Dim 2 Dim 3
1 16.29200620 3.229165 21.669399
2 0.07488716 6.304816 61.867745
3 40.40124242 6.886489 3.433167
4 3.02413561 68.626434 10.316292
5 40.20772861 14.953096 2.713396
Interprétation .
. . . fhonzh
Contribution du profil ligne . CTR(h)= 3 tel que
p
Ap:ZLl fh-Fth
Nous appelons le vecteur de profil ligne A= (th1 o fhe o Ths)
., , . Fo
Qualité de représentation . ¢lt(h) A= G
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Conclusion générale

Les analyses multivariées permettent de prendre en compte les facteurs
de confusion, en ajustant sur ces facteurs. Elles sont donc recommandées
lorsqu’on cherche a établir un lien statistique entre plusieurs variables. Les
analyses multivariées font appel a des méthodes statistiques plus sophis-
tiquées que les analyses univariées, et sont rarement disponibles dans les
logiciels & destination des non statisticiens. Les deux méthodes factorielles
ou descriptives qui ont pour but de proposer un nouveau systéme de repré-
sentation des variables latentes formées a partir de combinaisons linéaires
des variables prédictives qui permettent de discerner le plus possible les
groupes d’individus.

Dans ce travail, nous avons étudié et donné quelques résultats élémentaires
pour ces deux méthodes. Des exemples d’applications ont étaient traités pour
chacune des deux méthodes en utilisant le langage R pour bien interpréter
des données réelles.
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Résumé

L’objectif général des méthodes d’analyse factorielle est la recherche de
facteurs permettant de résumer les données, ces méthodes visent a réduire
la dimension des données (le nombre de variables) en conservant au mieux
I'information utile. Dans le cadre de ce travail, nous allons nous limiter a

deux de ces méthodes : L’analyse en composantes principales ( en sigle
ACP ) et I'analyse factorielle des correspondants (AFC), en donnant un

exemple d’application pour chacune d’elle.

Abstract
The général objectif of factor analys is methods is to identify factors that
can be used to summarize the data. These methods aim to reduce the size
of the data (the number of variables) by keeping as much useful information
as possible. In this work, we will limit our selves to two of these methods :
PCA and AFC, giving an example of an application for each of them.
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