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Introduction

La relation dynamique entre les prédateurs et leurs proies a longtemps été 1'un des
thémes dominants de I’écologie |1}, 11,12,/17-19,26]. De fagon générale, si z(t) représente
la population de la proie et y(t) celle du prédateur au temps t, alors un modéle proie-
prédateur a la forme :

{ T = f(:)j) - g(x,y)y, (1)
y=eg(z,y) —dy.

ou f(z) représente le taux de croissance de la proie en l’absence de prédateur, g(z,y)
représente le taux d’alimentation moyen d’un prédateur (c-a-d la réponse fonctionnelle des
prédateurs a la densité des proies). Le paramétre e représente efficacité des prédateurs a
convertir les proies consommeées en nouvelles progénitures. Le paramétre d représente le
taux de mortalité du prédateur.

On suppose généralement que la réponse fonctionnelle augmente avec la densité des
proies et diminue (ou ne changeant pas) avec la densité des prédateurs, ceci peut étre
classée comme suit :

a) proie-dépendant, lorsque seule la densité de la proie détermine la réponse comme
par exemple les modéles de Holling type I I1 111 .

b) prédateurs-dépendant, lorsque les populations du prédateur et de la proie affectent
la réponse et comme modéle on cite celui de DeAngelis et Beddington [28] ou la
fonction réponse est donné par :

axr

9(36,3/) = m,

¢) ratio-dépendant, lorsque le taux d’alimentation est déterminé par le rapport de la
densité des proies a la densité des prédateurs, on peut citer comme exemple le modéle
de Arditi et Ginzberg |28| de réponse fonctionnelle :

Alz/y) ax
&Y = T Ay " wt e

Un compte rendu historique de la pertinence biologique de la réponse fonctionnelle est
disponible dans [26].

Naturellement, la périodicité des facteurs environnementaux et les fluctuations ont
une grande influence sur l'interaction entre proies et prédateurs. Ces caractéristiques
nous ameénent & proposer une modification du modéle visant a inclure les fluctua-
tions environnementales dans ce systéme d’équations différentielles. Nombreuses sont les
publications dont les auteurs ont examiné des modéles d’équations différentielles ordi-
naires non autonomes incluants des paramétres variant de fagon saisonniére voir par
exemple [3},6,7,9,13}15]25,27,131,32].

Récemment, dans [10], pour expliquer I'influence du changement des fluctuations des



Introduction

niveaux d’eau dans un lac artificiel sur les interactions proie-prédateur les auteurs ont
proposé une nouvelle réponse fonctionnelle. En effet, parmi les perturbations environne-
mentales importantes pour les communautés de poisson il y a les changements dans les
niveaux des eaux des lacs, qu’ils soient naturels ou artificiels |4} 5,20,30].

Le niveau d’eau du lac de Pareloup dans le sud de la France est régulé, principalement
dans le but de générer de I'électricité, 'augmentation de la libération d’eau du barrage
en hiver abaisse le niveau d’eau quand la consommation d’électricité est au plus haut, ce
qui rend le contact entre la proie et le prédateur plus fréquent, et la prédation augmente.
Inversement, au printemps, le contact et ainsi la prédation diminuent car le niveau d’eau
est généralement gardé quasiment constant pendant I’été & un niveau haut a cause de la
faible libération d’eau et la fonte des neiges. En écologie la gestion de ce lac est d’une
importance considérable, I'influence des variations du niveau d’eau est trés importante
sur la persistance de certaines espéces.

Dans le modéle proposé, les auteurs utilisent comme proie une espéce de poisson nom-
mée le Gardon et comme prédateur une espéce nommeée le Brochet il est supposé que le
taux de prédation r(t) est continue et vérifie r(t 4+ 1) = r(t) c-a~-d 1-périodique, la valeur
maximale ry est atteinte pendant I'hiver et la valeur minimale r; est atteinte pendant le
printemps. La quantité de nourriture nécessaire au prédateur est vz, mais il a accés a une
quantité :

r(t)x

x, E———)
9(@,y) S D

ol D mesure les autres causes de mortalité en dehors de la prédation et le métabolisme.
Si:
9(z,y) < ¥,
alors le prédateur se contentera de la quantité g(x,y) pour sa nourriture, sinon, si :
9(z,y) =2 7B,

le prédateur sera satisfait de ~vp.
Au finale, le prédateur recoit la quantité de nourriture suivante :

min (2025

y+D

Remplagons & présent les notations x(t), y(t) par G(t), B(t). Les auteurs de [10] ont étudié
le modéle non autonome suivant :

G(t) = 16G(t) — maGA(t) — min (M . ) B(1).

B(t)+D "
B(t) = ey min (g((’?)—(i(%, VB) B(t) — mpB(1), 2)
G0)=Gy>0 B(0)=By>0

Ou G(t) et B(t) représentent les densités de la proie et du prédateur, respectivement, au
temps t. mg et mp sont respectivement, le taux de consommation de la biomasse par
le métabolisme des proies et des prédateurs. 75 et vp désignent le taux maximum de
consommation de la ressource par la proie et le prédateur, respectivement et eg est le
taux de conversion.
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En utilisant le théoréme de continuation de Gaines et Mawhin de la théorie du degré de
coincidence [14], les auteurs ont établi des conditions suffisantes pour l'existence des solu-
tions périodiques positives du systéme 2] Une telle solution décrit une situation d’équilibre
cohérente avec la variabilité des conditions environnementales et telle que les deux popu-
lations survivent. Les trajectoires dans le plan de phase de ces solutions du systéme non
autonome se substituent aux points d’équilibre du systéme autonome. voir [10}23}[24].
Dans ce mémoire, on va reprendre le modéle [2[ en supposant que r(t) est une fonction
continue et borne inférieurement par r; et supérieurement par ro tel que r et ro sont des
constantes positive. On va explorer les dynamiques du systéme [2| et présenter quelques
résultats incluant I’extinction du prédateur, la permanence, I'invariance positive et la sta-
bilité asymptotique globale. On reviendra a la fin vers I'hypothése de périodicité de r(t)
et on fera les conclusions nécessaires.

Le contenu du mémoire est comme suit :

Dans le premier chapitre : nous rappelons quelques modéles classiques de la dynamique
des populations.

Le deuxiéme chapitre contient les principaux outils mathématiques utilisés dans notre
meémoire.

Dans le dernier chapitre : nous étudions en détail la dynamique du cas général non auto-
nome de [2| et établissons des conditions suffisantes pour la permanence, ’extinction des
prédateurs et la stabilité asymptotique globale. Sous certaines conditions supplémentaires,
nous concluons que la solution périodique obtenue dans [10] est unique et est globalement
asymptotiquement stable. On finit par des simulations et une conclusion.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Généralités sur les équations différentielles ordi-
naires

On considére I'équation différentielle
y=fty), (ty)el, teR, yeR" (1.1)

ou f:U — R™ est une application continue et U un ouvert de R x R™.
On appelle f le champ de vecteur sur U et y I’état du systeéme, ¢ désigne le temps. Si f
dépend de ¢, (1.1)) s’appelle équation non autonome, sinon on 1’appelle équation autonome.

Définition 1. 8] Une solution de (1.1 sur un intervalle I C R est une fonction dérivable
y: I — R™ telle que

—Vtel (t,y(t)) e U
—Vtel y=f(t,y(t)).

Définition 2. (Probléme de Cauchy) [§]
FEtant donnée un point (to,yo) € U, le probléme de Cauchy consiste 4 trouver une solu-
tiony : I — R™ de (L.1)) sur un intervalle I contenant ty dans son intérieur, telle que

y(to) = Yo

Définition 3. [16]

Une fonction f(t,z) définie sur un domaine D de R™"1 est dite localement lipschitzienne
en x si pour toute ensemble fermée bornée U dans D il existe une constante k = ky telle
que || f(t,z) — f(t,v)|| < k||x — y|| pour tout (t,x), (t,y) dans U.

Théoréme 1. (Existence et unicité locale) [21]
Soit f(t,x) une fonction continue par morceauz en t et satisfaisant la condition de Lip-
schitz

Lf(tx) = f(&,y)l < Elle —yl|

Ve, y € B={x € R" ||z —xo|| <1}, YVt € [to, t1]. Alors il existe certain 6 > 0 telle que
Uéquation x = f(t,x) avec x(ty) = xo admet une solution unique sur [to, tg + 0].
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Théoréme 2. (Ezxistence et unicité globale) |21]
Soit f(t,x) une fonction continue par morceauz en t et satisfaisant la condition de Lip-
schitz

Lf(tx) = f(Ey)l] < Elle =yl

Vo, y € R"Vt € [ty, t1]. Alors, 'équation © = f(t,x) avec x(ty) = xo admet une solution
unique sur [tg,t1].

Définition 4. [21]
Soit v € C(R). On définit la dérivée a droite supérieure de v au point t, DV o(t), par :

D*u(t) = limsup ot + 1) = ()
h—0+ h

9

ov limsup,,_,, . (la limite supérieure) d’une suite de réels x,, est un réel y satisfaisant
deuz conditions :

e pour tout € > 0, il existe un entier N tel que : n > N implique x,, < y + €.
o ctant donné ¢ > 0 et m > 0, il existe un entiers n>m tel que x, >y — €.

Si v est dérivable au point ty, alors D v(ty) = v'(t) (la dérivée usuelle).

Lemme 1. .(Lemme de comparaison) [21]
Soit l'équation différentielle scalaire suivante :

x = f(t,z(t)), x(ty) = w0,

ot f(t,x) est continue en t et localement lipschitzienne en x, pour tout t > 0 et tout
r € J C R. Soit [ty,T) (T pouvant étre infini) Uintervalle d’ezxistence mazimal de la
solution x(t), et supposons que z(t) € J pour tout t € [to,T). Soit y(t) une fonction
continue dont la dérivée a droite supérieure satisfait 'inégalité différentielle :

Dry(t) < f(t,y(t)), y(to) < o,
avec y(t) € J pour tout [to, T). Alors y(t) < x(t) pour tout [ty,T).

Définition 5. |21/
Considérons [’équation autonome

z = f(z) (1.2)

On dit que x* est un point d’équilibre de (L.2) si f(z*) = 0.
Le point d’équilibre z* = 0 de I’équation (1.2)) est :

— stable si, pour chaque € > 0, il existe 6 = §(e) > 0 telle que
l|zol| <0 = ||z(t)|| <€, VE>0

— anstable s’il n’est pas stable
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— asymptotiquement stable s’il est stable et on peut choisir § telle que :

||zo]] <0 = lim z(t) =0
t—+o0

Définition 6. ( Cycle limite) [1]
Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée, au moins d’un coté.

Définition 7. (1)
Les isoclines zéros sont les lieur des points du plan (z,y) ot Uune des composantes du
vecteur vitesse est nulle.

Définition 8. (Domaine positivement invariant) (1]
Soit un systeme dynamique donné par

{ @ = f(z,y) (1.3)

y=g(z,y)

ot f et g sont différentiables et de différentielles continues sur R?. Un domaine D du
plan est dit positivement invariant si quelle que soit la condition initiale (zo,y0) € D, la
trajectoire correspondante reste dans D lorsque t — +00.

Définition 9. [22] Pour un systéme différentiel, une composante x(t) est dite permanente
sl existe 0 < a < B < +00, tels que pour toute condition initial z(0) >0, on a :

a <liminfz(t) < limsupz(t) < f.

t—+o0 t—+o00

Un systeme est permanent si toutes ses composantes sont permanentes.

Définition 10. (Intégrale premaiére) (1|

Une fonction H(x,y) est dite intégrale premiére d’un systéme dynamique de type (1.3)
sur un domaine D du plan si H(x(t),y(t)) est constante pour toute solution (x(t),y(t))
du systeme dynamique.

Définition 11. /29/
Si f : U — RP est différentiable en a € U C R"™, alors on appelle matrice jacobienne de
f en a la matrice

df1 df1
a—xl(a) B (a)

50 = (@) ..., -

1<5<n

Ofp ofp

Sin =p, alors Js(a) est carrée. Son déterminant est appelé le jacobien de f en a.
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Proposition 1. /29]
Soit A une matrice symétrique, de valeurs propres A1, ... , \n, alors :
A est définie positive <= \; >0 Vi

Proposition 2. |29/

Condition suffisante du second ordre

Soit f de classe C? sur un voisinage de a, ot a est un point intérieur de D C R™. On
note Hessf(a) la matrice hessienne de f en a.

SiVf =0 et Hessf(a) définie positive, alors f a un minimum local strict en a.

Notation
Soit 2 un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue dz. On désigne par L'(Q2) (ou
simplement L' l'espace des fonctions intégrables sur 2 & valeurs dans R) et on pose

fllzr) = Jq | f(2)|da.



Chapitre 2

Rappel de quelques Modéles de base en
dynamique de population

Ce premier chapitre introductif et essentiellement inspiré de [1] et des différents cours
prodigués en Master Biomathématiques et Modélisation.
De nombreux modéles de dynamique d’une seule population ont été développés. Cette
section présente une revue des modéles les plus classiques. Dans le cas d’une population
isolée, la variable d’état est 'effectif de la population, c¢’est-a-dire le nombre d’individus
x(t) de cette population & un instant ¢. Parfois, la variable utilisée est la densité d’individus
qui représente le nombre d’individus par unité de surface. La forme générale de la loi de
croissance de la population est la suivante :

dx
E = f(x)a
l’(to) = X9

2.1 Modeéle de croissance linéaire( Malthus 1798)

Le cas le plus simple est le cas du modéle linéaire. Soit n le taux de natalité par unité
de temps et par individu. Soit de méme m le taux de mortalité. Les taux de natalité et
de mortalité sont supposés étre constants, ce qui conduit au modéle linéaire suivant :

dx

g oo mE= (n—m)x =raz, (2.1)

ou r est le taux de croissance de la population.
La solution est donnée par :
z(t) = zpe
On a trois cas :
x si 7 >0 (n > m) la population va croitre exponentiellement.

% sir <0 (n <m)la population va décroitre (extinction de la population).

x si =0 (n =m) la population reste constante (= x).



2.2. MODELE DE CROISSANCE LOGISTIQUE (VERHULST 1838)

FIGURE 2.1 — La solution de I’équation linéaire avec r = 2, o = 0.5.

2.2 Modeéle de croissance logistique (Verhulst 1838)

Une hypothése plus réaliste consiste a supposer que le taux de natalité n’est pas
constant mais diminue avec 'effectif. En effet, lorsque le nombre d’individus d’une popu-
lation augmente, les ressources étant limitées, on peut penser que la natalité va diminuer.
Dans le cas le plus simple on choisit pour le taux de natalité une fonction linéaire décrois-
sante de leffectif :

n(x) = a — Pz, a,B>0

Meéme chose pour le taux de mortalité est une fonction linéaire croissante de I'effectif :
m(x) =+ oz, 7,6 >0

D’apreés (2.1)) :

d
d—f = (n(z) —m(z))r = (a — Bz — v —dx)xr = (a — y)x — (B + )22
B B+ \ x B T
= (a—7)x (1— a—7x> =(a—7y)x|1- a— —rx<1 §>,
B+9
alors, on obtient I’équation différentielle :
dx x

ou r est le taux de croissance intrinséque de la population, on suppose qu’il est positif
(o > =), K s’appelle la capacité limite du milieu qui est positif dés que r > 0.

1. Les états d’équilibre
Cette équation différentielle s’appelle ’équation logistique. Elle admet deux points
d’équilibre, I'origine et K.

10



2.2. MODELE DE CROISSANCE LOGISTIQUE (VERHULST 1838)

2. La stabilité
Pour déterminer la stabilité des équilibres, calculons la dérivée de la fonction f(x) :

d

d—f(()) =1 > 0 == l'origine est un équilibre instable.
T

d

d—f(K) = —r < 0 = K est un équilibre stable .
x

La solution de ’équation différentielle est :

K.I'o
zo+ (K — xp)e™ "t

x(t) =

Pour toute condition initiale positive, nous avons :

lim z(t) = K.
t—>00
| |:|_ Ll Ll I{
FIGURE 2.2 — Portrait de phase de I’équation logistique.

S e

FIGURE 2.3 — La solution de I’équation logistique avec r = 0.8 et K = 40.
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2.3. DEUX POPULATIONS EN INTERACTION

2.3 Deux populations en interaction

Soit les deux populations d’effectifs respectifs x(t) et y(¢) en interaction. La forme
générale d’'un modéle qui décrit les interactions entre deux population peut prendre les
trois aspects suivants :

x Chaque espéce exerce un effet positif sur autre (mutualisme).

dz
o = J(@) + hay),
Y = gly) + kla.9)

* Une espéce exerce un effet positif sur 'autre mais I'effet inverse dans I'autre sens
(proie-prédateur).

dx dx
= = [(@) + hiz,y), ar = @) =),
W 4(9) - ke = o) + Ko,y).

* Chaque espéce exerce un effet négatif sur 'autre (compétition).

dx
— = f(x) = h(z,y),
Y = o)~ hlay)
dy
= = —k )
o = 9W) —k(z,y)
ou les fonctions f(z) et g(y) représentent les croissances des populations isolées et ne
dépendent que de Veffectif de cette population alors que les termes h(x,y) et k(x,y) qui

sont positifs correspondent aux interactions entre les populations et dépendent des effectifs
des deux populations.

Ce qui nous intéresse est le deuxiéme type, on va étudier quelques modéles de type proie-
prédateur .

2.4 Modéle de Lotka-Volterra (1925)

La forme générale du systéme de Lotka-Volterra est donnée par :

dx

— =rx — axy,

dt Y

dy N

— =—m eazy.
dt Yy Yy

tel que :

x(t) : représente la population des proies,

y(t) : représente la population des prédateurs,

r : taux de croissance des proies en absence des prédateurs,

a : taux de prédation (efficacité des prédateurs dans leurs attaque),
m : taux de mortalité des prédateurs en absence des proies,

12



2.4, MODELE DE LOTKA-VOLTERRA (1925)

e : taux de conversion des proies consommeées en progénitures.
On note par b = ea, le modéle devient alors :

d

d—fzrm—axy x(0) = xy > 0,
(V1) ;

d_i = —my + bxy y(0) = yo > 0.

2.4.1 Les points d’équilibres

Pour trouver les points d’équilibres, il faut chercher les solutions du systéme suivant :

dz
EZO flz,y) =0 re—axy =0
e —>
d_yzo g(z,y) =0 —my + bxy =0
dt
alors
m
r=0 T=
ou
a

par conséquent il y a deux points d’équilibres : Porigine (0, 0) correspondant a 1’absence
m r

de proie et de prédateur, et un point (?, —> non trivial et appartenant au cadran positif.
a

¥

—
L m Ifr.:l L L x
FIGURE 2.4 — Isoclines zéros du modéle classique de Lotka-Volterra.
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2.4, MODELE DE LOTKA-VOLTERRA (1925)

2.4.2 Stabilité des points d’équilibre

Pour étudier la propriété de stabilité locale des équilibres, il faut calculer la matrice
Jacobienne :

r—ay —ax
J(z,y) =
by —m + bz
1. Le point (0, 0)
r 0
J(0,0) =
0 —m
donc les valeurs propres A\; = 1 et A\ = —m sont de signe opposé (A; > 0 et \y < 0),

alors I’équilibre (0,0) est instable (point selle).
) m r
2. Le point ( )

ba
0 —am
m r b
I(5a) =
b
U
a
on a m
t <_7_>: )
rJ b 0
m r
detJ(z,a):rm>O.

alors A\; et Ay sont des imaginaires pures. Le systéme prévoit donc un centre. Mais on
ne peux pas conclure, par la linéarisation, quand & I'existence de solutions périodiques, il
faut donc chercher une intégrale premiere.

dy _y(—m+bx)
dr — x(r —ay)

Par séparation des variables on obtient :

—m+b —_
TR e =T Wy
z )
On intégre les deux cotés :
—mlnx +br =rlny —ay+c c € R,
— ay +br —rlny —mlnz = c,

Soit H : R? — R, définie par : Vo, y > 0

H(z,y)=ay+br —rlny—mlnz

H est une intégrale premiére car :

14



2.4, MODELE DE LOTKA-VOLTERRA (1925)

dH OHdr OHdy m r
%—%gﬁ-a—y% —(b x):c(r ay)—l—(a y)y( m + bx)

= (br —m)(r — ay) + (ay — r)(m — bx)
=0

i i m r
Maintenant, on démontre que le point fixe (— —) est un extremum pour H :
a

9

OH

m
o b=
VH(z,y) = = :>VH<@,£>:(O)
OH .7 b a 0
y
On calcule la matrice Hessienne
2 2
on ol mo
0x?  Oxdy 2
HessH(x,y) = =
2 2 0 r
OH oH E
Oyoxr  Oy?

donc 2
— 0
m
HessH <@, i) =
b a2
0 —
r
b2
Al=—> 0,
m
— H (@7 f) est définie positive,
a’b? b a
Ao=——>0
mr
alors

(%, C) est un minimum local de H.
a

Les courbes se referment bien autour de ce point d’oll 'existence de solutions périodiques.
Les solutions sont donc périodiques avec une période T qui est déterminée par les
parties imaginaires des valeurs propres de la Jacobienne calculée & 1’équilibre non trivial

15



2.4, MODELE DE LOTKA-VOLTERRA (1925)

(%, f). La période vérifie donc la relation suivante :
a
2w
= = v
Démonstration.
—am
0
m r b
7(55) -
b
0
a
cherchons les valeurs propres
—am
-\
b
det =X 4+rm=0
b
T
a

alors
AN=iVim ou A= —ivim

on obtient une solution de la forme :

x(t) = ¢y costy/rm + cosinty/rm c1, co € R
y(t) = cgcosty/rm + cysinty/rm c3, ¢4 €R

la solution x(t),y(t) est périodique alors

x(T) = ¢; = cycosT/rm + cosin Tv/rm
y(0) =y(T) = c3 = cgcos T/rm + cysin T/rm

donc, il faut que
2m

TVrm=2r — T:m.

16



2.5. MODELE DE LOTKA-VOLTERRA AVEC CROISSANCE LOGISTIQUE

[ I S R B B R BT
' ' ' ' ' pI'DIB
prédateur []

80 100 120 140 160 180 200
temp

FIGURE 2.5 — La solution du modéle de Lotka-Volterra montrant un pic dans I'effectif
des proies suivi d’un pic dans D'effectif des prédateurs.

35 T T T T T T T T

251 -

FIGURE 2.6 — Portrait de phase du modéle de Lotka-Volterra présentant des trajectoires
fermées (centres) autour de 'équilibre (z*, y*).

2.5 Modéle de Lotka-Volterra avec croissance logistique

En général si on ajoute une petites perturbation au modéle de Lotka- Volterra, les effec-
tifs des proies et des prédateurs ne sont pas conservées. De plus, en absence de prédateur,
la croissance des proies est illimitée ce qui est irréaliste. Par conséquent, une modification
du modéle consiste a choisir une loi de croissance de type logistique pour la population

17



2.5. MODELE DE LOTKA-VOLTERRA AVEC CROISSANCE LOGISTIQUE

des proies, ce qui conduit au modéle suivant :

Z—f =rz(l — %) — azxy,

(2.3)
d
d_?z{ = —my + bxy,

telle que :
K : la capacité limite de la population des proies.

2.5.1 Les points d’équilibres
Isoclines zéro sont données par :
d
— Isocline vertical : d—f:():>m* (1—%>—axy:O:>x:00ﬁy:£(1—%),

d
— Isocline horizontale : d—i{ =0=y=0o0ux= %’

e Si — > K, alors on a deux points fixe : (0,0) et (£,0).

e Si

=3 =3

m r m
< K, al trois points fixe : (0,0), (K, 0 t(—,—<1——>).
alors on a trois points fixe : (0,0), (K,0) e D i

2.5.2 Stabilité des points d’équilibre
La matrice Jacobienne du systéme (2.3) est la suivante :

2r
r— —x—ay —azx
K
J(v,y) =
by —m + bx

1. Le point (0, 0)
Evaluons la partie linéaire du modéle & Porigine. Il vient :

r 0
J(0,0) =
0 —m
donc les valeurs propres A\; = 1 et A\ = —m sont de signe opposé (A; > 0 et \y < 0),

alors I’équilibre (0, 0) est instable (point selle).
2. Le point (K, 0)
r —aK
J(K,0) =
0 —m+bK
— Si—m+bK >0 cad K > %:> (K,0) est instable (point selle).

— Si—-m+bK <0cad K < %: (K,0) est stable.

18



2.5. MODELE DE LOTKA-VOLTERRA AVEC CROISSANCE LOGISTIQUE

3. Le point (E, r (1 — 2))
b a

bK
On pose
., m
= —
b
=L (-5%)
4 a bK
271 * * *
r— —x* —ay —ax
* * K
J(z*y") =
by* —m + bx*
Puisque (z*, y*) vérifie que :
ra*(1 — %) —ar'y" =0=r(1— %) —ay* =0

—my*+ by  =0= —m+bx" =0

donc la matrice Jacobienne au point (z*,y*) devient :

quandK>%ona:
trd(a*,y*) = ——a* <0
rJ(x = ——
7y K'Z. )

= (2", y") est stable (foyer stable).
det J(z*,y*) = abz*y* > 0.

r/a — rfa
K[K * y¥) —
NN

- - b +—: b
m/b K X K myso X
(a) (b)
FIGURE 2.7 — Isoclines zéros du modéle proie-prédateur de Lotka-Volterra avec crois-

sance logistique des proies. (a) Kb > m. (b) Kb < m.
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2.5. MODELE DE LOTKA-VOLTERRA AVEC CROISSANCE LOGISTIQUE

=
T
1

KR b

[¥5]
T
1

251 b

[R%]
T
1

—
T
1

051 1

FIGURE 2.8 — Portrait de phase du modéle de Lotka-Volterra avec croissance logistique
des proies. Cas ou il y a coexistence des proies et des prédateurs, r = 0.2, K = 20, a = 0.2,
m =04, b=0.1.

=y
T
1

FIGURE 2.9 — Portrait de phase du modéle de Lotka-Volterra avec croissance logistique
des proies. Cas ot il y a exclusion des prédateurs, r = 0.2, K = 20, a = 0.2, m = 0.4,
b= 0.02.
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2.6. MODELE PROIE-PREDATEUR DE HOLLING

2.6 Modéle proie-prédateur de Holling

Dans le modéle de Lotka Volterra la réponse fonctionnelle qui représente le nombre de
proies consommées par un seul prédateur par unité de temps, nommée Holling I, est de
la forme suivante :

o(x,y) = ax.

Si x est assez grand, ¢ va étre assez grande c-a-d un prédateur va consommer un nombre
assez grand des proies ce qui n’est pas réaliste. Holling en 1959 a proposé une réponse
fonctionnelle dite Holling 11 :

ax
o(z,y) = a>0, D >0.
z+D
D : une constante positive.
Dans ce cas on obtient le modéle suivant :
Lotka-Volterra
6 -
5 L
4 L
@
w
[ =
(=]
o
el
!
2
i3]
=
o
('
2r Holling

FIGURE 2.10 — Fonctions réponse de Lotka-Volterra et de Holling, cette derniére pré-
sentant un effet de saturation.

dr (1— x)_ axy
it VKT x4 D
(2.4)
@__ bxy
it~ T e D
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2.6. MODELE PROIE-PREDATEUR DE HOLLING

2.6.1 Les points d’équilibres

On cherche les points d’équilibre qui sont les intersections des isoclines du systéme

&9 -

d
Iszc;ineverticalzd—§T:0:>Tx(1—x%)—maf%:0:>x:00ur<1—%>—
oy =) (1-5),
x+D 4 a($+ ) K
d b D
—Isoclinehorizontale:d—’z:0:>y:00f1 —m—i—fo :O:x:bnim (on

suppose que b > m),
r x
Notons que le sommet de la parabole y = —(x + D) <1 — E) qui annule la dérivée de
a
I’équation de la parabole se trouve a la position 7

K—-D
2

A
Tr =

Nous ferons I’hypothése réaliste que K > D.
On a deux cas possibles :

* Si < K, alors on a trois points fixe : (0,0), (K,0) et (z*,y*) telle que z* =
—m
mD r x*
Y =l p) (1),
. mD . . A :
* Si > K, il y a seulement deux points d’équilibre : (0,0), (K,0), puisque

le point d’équilibre (—D,0) sera supprimé, vu qu’il n’a pas de signification biologique.

2.6.2 Stabilité des points d’équilibre
On calcule la matrice Jacobienne du systéme (2.4)) :

2r aDy ax
7,_Ex_(ac—i—D)Q z+D
J(z,y) =
bDy bx
(x+ D)? g +D
1. Le point (0, 0)
r 0
J(0,0) =
0 —m
donc les valeurs propres A\ = 1 et A\ = —m sont de signe opposé (A; > 0 et \y < 0),
alors I’équilibre (0, 0) est instable (point selle).
2. Le point (K, 0)
—aK
- K+D
J(K,0) =
0 e K
"TKED



2.6. MODELE PROIE-PREDATEUR DE HOLLING

ih..'r -h?
.‘__
L [x*r 1I,r*:| > —
‘__
L 3 —T* 2
X X
D mD,rr‘( :J—rﬂ]r K r -D r K mﬁﬂ: :J—mr]

(a) (b)

FIGURE 2.11 —  Isoclines zéros du modéle de Holling. (a) bm < K, il existe un équilibre

mD
non trivial positif. (b) 2 > K, aucun équilibre non trivial positif.
-m
bK .
on a les valeurs propres \y = —r < 0 et Ay = —m + K+ D donc la stabilité du

point (K,0) dépend du signe de Ay, alors on a deux cas :

mD

— Si ; > K alors Ay < 0 = (K, 0) est stable (un noeud stable).
—-m
mD

—m

— Si 7 < K alors Ay > 0= (K, 0) est instable (point selle).
3. Le point (x*,y*)

La Jacobienne vaut :

2r aDy* ax*
TR ~ (z*+ D)? 2+ D
J(* ") =
bDy* bx*
(x*+ D)? o ¥+ D

puisque (z*,y*) est un point d’équilibre pour les systéme , donc il vérifie :

dx x* ax*y* x* ay

— = (1——)— =0 1——=)— =

T rel =) - ey =0 M=) - oD
et et

dy br*y* bx*

— =0. —my* =0. — =0.

dt ™S D "t STD
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2.6. MODELE PROIE-PREDATEUR DE HOLLING

la matrice précédente devient :

2r aDy* ax*
"TTERT T (z*+D)?  1*+D
J(* ") =
bDy* 0
(z* + D)2
2r aDy*

abDx*y*

det J(i[)*,y*) = m

>0 (z*>0ety">0).

En remplacant y+* par sa formule, il vient :

rd(z*y) 2r Dr n Drz* re*(K — D — 2z*)
rJ(x =r——=1 — =
Y K' 1D K@ +D) K(z* + D)

il faut que trJ(x*,y*) soit de signe négatif pour assurer la stabilité de ’équilibre
(x*,y*) :
K—-D

trJ(z*,y*) <0< " >

si la trace est positive alors (z*, y*) est instable, nous pouvons conclure dans ce cas
par le théoréme de Poincaré-Bendizon qu’il existe au moins un cycle limite. Pour
plus de détail voir [1, p.127].

‘LE__ ?
(x*,y*) instable T
T [x*,y*) stable
—
: 4 —T*
\ X X
D n’ulju'i:zl-rﬂ]r K ) ) D mD;i:J-m]rH ) )
(a) (b)

FIGURE 2.12 —  TIsoclines zéros du modéle de Holling. (a) Le point (z*, y*) est instable.
(b) Le point (x*, y*) est stable
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2.6. MODELE PROIE-PREDATEUR DE HOLLING

FIGURE 2.13 — Cas du cycle limite. r = 0.2, K =20, D =6,a =b=2, m = 1. La
trajectoire intérieure issue de A ainsi que la trajectoire extérieure issue de B spiralent
vers le cycle limite.
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Chapitre 3

Analyse du modéle proie-prédateur

Dans ce chapitre, on suppose que r(t) est une fonction continue et bornée inférieure-
ment par r; et supérieurement par o tel que r; et 7o sont des constantes positives. On va
explorer les dynamiques du systéme [2| et présenter quelques résultats incluant I'invariance
positive, la permanence, I'extinction du prédateur et la stabilité asymptotique globale.
On rappelle ici le systéme qu’on va analyser :

G(t) = 16 () — maGA(t) — min (;@% vB) B(1).

B(t) = epmin (Bi?)%v) B(t) — mpB(1),
G0)=Gyo>0 B(0)=By>0

3.1 Invariance positive et permanence

Pour la plupart des systémes biologiques, la permanence et la bornitudes des solu-
tions sont trés importantes, parce qu’elles donnent aux systémes leur sens biologiques.
On montre d’abord que le systéme [2| est bien posé dans le sens qu’il admet une unique
solution pour n’importe quelle condition initiale (G, By), cette solution reste bornée et
positive donc existe globalement. On établit le résultat suivante :

Soit h: (t,G,B) — min(f(t,G, B),vB).

Lemme 2. Si f est localement lipschitzienne, alors la fonction h est localement lipschit-
zienne.

Démonstration. On a :

min(f(¢,G, B),vB)

_ f<t7G7B)+'VB_|f(t’G7B)_'VB|
5 .
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3.1. INVARIANCE POSITIVE ET PERMANENCE

’h(ta G, Bl) - h(ta Go, 82)‘ = ]min(f(t, GlaBl)a’YB) - min(f(t, G, B2)773)‘

_ | J(tGy B+ — [5G By) — 8] (f(ta G, By) + 78 — | [ (L, G2, By) —VB|>‘
2 2

o f(taleBl) _f<t’ G27BQ) + <|f<t7G2’BQ) _’VB| - |f(t7 GlaBl) _/VB|)‘
2 2

<

f(t7G17Bl) _ f(ta G27B2) + (|f<t7 G2;B2) _ f(t7G17B1)’>‘
2 2

- |h(t7G17Bl) - h(t7G27BQ)| S |f(t; Gla Bl) - f(t7G27BQ>|

or f est localement lipschitzienne par rapport a (G, B), donc h Iest aussi. Ainsi, les
propriétés d’existence et d’unicité local sont obtenues pour le probléme de Cauchy corres-
pondant [16].

]

L’espace des états de [2| reste dans le cadrant positif :
RZ = {(G(t), B(t)) : G(t) = 0, B(t) > 0}.

En effet, vue que G(t) = 0 et B(t) = 0 sont des isoclines zéros pour le systéme |2, aucune
trajectoire ne peut couper les axes, alors ’ensemble R%r est positivement invariant.

Maintenant, on va montrer que le systéme [2| est permanent.Tout d’abord on va sim-
plifier la forme du systéme [2 On suppose que :

v8(Bo + D) 4mGVBmBD> (1)

ro < min ( ,
’ Go (vg +mp)?

Proposition 3. Sous [’hypothése on a : pour tout t > 0 1G(t) < yp(B(t)+ D).

Démonstration. Soit
k(t) = rG(t) — vp(B(t) + D).
Calculons k(0) :

/{3(0) - TQGO - 73(30 + D) = GO (7“2 — 73(30_+1))) ’

Go

a partir de on obtient :
’YB(BO + D)
Gy ’

T2
alors
k(0) < 0.

On va montrer, par 'absurde, que pour tout ¢t >0 k() < 0.

dk
Supposons qu’il existe un ¢ tel que : k(ty) =0 et %(to) > 0.
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3.1. INVARIANCE POSITIVE ET PERMANENCE

K(to) = 0 = Blty) = 7"23(150) - D,
On a aussi : k(to) =0 <= rG(to) — v(B(to) + D) = 0.
_ TQG(to) T(tO>G(t0)
T Blt)+ D~ Blt) + D
donc : (M ) B M
"\Blt)+D"") " Blto)+ D’
dk dG aB

a(to) = 7“2%(750) — VBE(tO)

=7y <7GG(t0) — maG*(ty) — min (M gl ) B(to)>

B(te)+ D '?
—g <€B min (%,73) Bl(ty) — mBB(t0)>
=71y ('yGG(to) — maG3(ty) — %B(to))

(o225 )~ )

ce qui nous donne que :

dk B(to)

—(to) = —T(t0)<7"2 + 6373)WG@0) + Tz(mB + ’Yg)G(to)

dt
—ygmpD — romaG? (1)

< —ramaG*(tg) + r2(mp + 7¢)G(to) — ympD.

Ceci est un polyndome de degré deux dont le discriminant est

B 9 B 9 droypmempD
A = (ro(mp +6))° — 4raypmempD = (mp + 7¢) (7“2 (mp + 10)? )
VulHI on a :
A<= %(to) <0
dt ’
donc c’est une contradiction. Alors k(t) < 0, Vt > 0. O

Remarque 1. A partir de ’hypothése il existe un seuil pour les niveaur d’eau bas qui
dépend des paramétres biologiques du systéme [ Au dessus de ce seuil, la consommation
r(t)G(t)

moyenne des proies par unité de temps par un prédateur est ——————.
Y p p PSP P B(t)+D
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3.1. INVARIANCE POSITIVE ET PERMANENCE

Par conséquent, la forme du systéme [2| devient plus simple comme suit :

Définition 12. Sl existe des constantes positives 0; (i = 1,2) tel que :

mln{l%glﬁgof G(t), l%r—{ljgof B(t)} > 61,
max{limsup G(¢), limsup B(t)} < 0,

t——+o0 t—+o0

alors le systéme est dit permanent.
Soit € > 0 suffisamment petit. Posons :

Ya roegMy — mpD
M; = — +¢, M =
ma mpg

€
e Yag—T2 « . riepmi —mpD
mi = ——— —¢€, my =
mg mp

-7 r
Mf—miz%—G—i-e—(VGm 2—e):m—Q—i-Qe>0.
G G G

= >0
mp

Me — me — roeg M — mpD (rleBmi — mBD) ep(roMs — rym$)
2 — My = -

mpg mpg

car par avant, on sait que : r; < 79 et mj < Mj.
alors Mf > m$ (i =1,2).

Théoréme 3. En plus de Uhypothese supposons que le systeme[3.1] satisfait la condi-
tion sutvante :

mBD

egmy

<1 < T < Y (H2)

Alors pour € > 0 suffisamment petit , tel que m$ > 0 (i = 1,2), un ensemble T'. définit
par :
Fe ={(G(t),B(t) | mi < G(t) < Mi, mj < B(t) < My}

est positivement invariant pour le systéme [3.1]

Démonstration. On rappelle que 1’équation :

X(t)=Ft,X)XH)[A-X(t)], A#0
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3.1. INVARIANCE POSITIVE ET PERMANENCE

a pour solution :

AXqexp{ [ AF(s, X (s))ds}
Xo[exp{fot AF(s,X(s))ds} —1]+ A

X(t) =

ot Xo = X(0). On considére la solution du systéme [3.1] avec (G, By) € I'.. La solution
du systéme étant positive il vient de la premiére équation de que :

G(t) < G(t)(ve — maG(t) = meG(t)(M] — G(t)).

A partir du lemme [I] on trouve que :

MOGQ exp{’ygt} MG, eXp{’yGt}
G(t) < 1 < 1 <M i 29
() < Golexp{yaty — 1] + M? = Golexp{yat} — 1]+ Ms = 1 ° = (3.2)

De la deuxiéme équation du systéme [3.1jon a :

: B(t mp
B(t) < ———— M; —mpD —mpB(t)) = =————=DB(t)(M; — B(t)).
(1)< gy 3 peomaMi —meD —myB(t)) = S5 B)(M; ~ B()
De méme avec lemme [I} on a :
t
M By exp{/ MSB(Z;L%CZS}
B(t) < 0 < Mg, t>0. (3.3)

= 7
mpg
B [ {/Mf—d }—1} M
RV IO R A R
A partir de la premiére équation du systéme [3.1]on a :

G(t) > G(t)(ve — 12 — maG(t)) = maG(t)(m} — G(t)).

Puisque Gy > mY{, toujours avec lemme |1} on a :

m{Goexp{(vg — 72)t} )
G0 2 Golexp (g — o)t — 1]+ ml =

De la deuxiéme équation du systéme [3.1] il vient que :

B(t) > B(t)

> m(egrlmi —mpB(t) —mpD) =

Toujours avec lemme [I}, on obtient :

mgBOexp{/OtmgB(g%ds}
B(t)ZB TR =
O[eXp{/0m2B(t)+D sp=1] +ms

Les équations (3.2)), (3.3)), (3.4), (3.5) nous donne : T'. est positivement invariant pour le
systeme [3.T]

]
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3.2. I’EXTINCTION

Avec les mémes arguments et le fait que e est arbitraire on obtient le résultat
suivant :

Corollaire 1. Sous l’hypothese le systéme est permanent.

3.2 L’extinction

On pose :
m; :=m, M;:=M? T :=Ty, pouri=1,2.

On donne ici une condition sous laquelle le systéme [3.1] est non-persistent.

D
Théoréme 4. Sir, < M5 , alors tlim B(t) =0, c-a-d Uextinction des prédateurs.
eB 1 —00
y . . . . N . mpD
Démonstration. Par ’équation du prédateur dans le systéme (3.1} si ry < alors on
epiviy
a:
: My —mpD
B(t) < (PR B0,
D
donc : M D
egr —m
B(t)gBQeXp< B2 1D b )t,
ce qui donne : 1tlim B(t) =0 O
—00

Remarque 2. Le résultat précédent nous indique que si le niveau d’eau est élevé durant
l"année, les prédateurs peuvent disparaitre.

3.3 La stabilité

Définition 13. Soient (G1(t), B1(t))T, (Ga(t), Ba(t))T deux solutions quelconques du sys-
teme (3.1) avec des conditions initiales positives. Le systeme (3.1) est dit globalement
asymptotiquement stable, si les deux solutions vérifient la propriété suivante :

lim(1Gi () — Ga(t)| + | Bu(1) — Ba(t)]) =0
Pour démontrer la stabilité asymptotique globale du systéme (3.1, on utilise un
lemme di & Barbalat |2] qui est le suivant :

Lemme 3. Soit f une fonction non-négative définie, intégrable et uniformément continue
sur [\, +00) avec A € R. Alors :
lim f(t) = 0.

t—o00

Théoréme 5. Supposons que :

TQGB(MQ -+ D)

)\1 =mg — D2 > 0, (H3)
rmi€p T2
M=——T""——— => H4
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3.3. LA STABILITE

Si les hypothese[H]], sont vérifiées, alors le systéme[3.1] est globalement asymp-

totiguement stable.

Démonstration. Soit (G1(t), B1(t))T, (Ga(t), Ba(t))? deux solution quelconques du sys-
téme [3.1] avec des conditions initiales positives. On trouve alors du corollaire [I, qu’il
existe un temps 7" > 0 tel que :

my < Gy(t) < My, mo < By(t) < My,
my < Go(t) < My,  mgy < By(t) < Mo,
pour tout ¢t > T.
On définit la fonction de Lyapunov V (t) comme suit :
V(t) = Vi(t) + Val).

tel que :
Vi(t) = [InGi(t) — In Ga(1)],

Va(t) = [In By (t) — In Ba(t)],

Calculons maintenant les dérivées supérieures de Vi(t) et V5(t) le long des solutions de

B.1:

DA(t) = sgn(Gi(t) — Ga(t))

= —r(t)sgn(G1(t) — G2(t))(Bl(t) + D)(Bs(t) + D)

DI|By(t) — Bs(t)]
(Bi(t) + D)(By(t) + D)

<r(t)

< Z[B1() = By(t)] = ma|Gr(t) — Ga(t)]
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3.3. LA STABILITE

D*Va(t) = sgn(Ba(t) — Ba(t))

Gi(t Go(t)
= sgn(By(t) — )esr(t (Bl(t) D B —i—D)
- D(G1(t) — Ga(t)) Bi(t)(G1(t) — G2(1))
) Sgnf?f? Peur( ( (Bi(t) i D (Bt) + D) (Bu(t) + D)(Balt) + D)
- (Bll< t)+ D )

|G1(t) — Gaft)]

< egr(t)(Bi(t) + D) (Bi(t) + D)(Ba(t) + D)

G1(t)
e = B Ol G Dy 30 + D)
GBTQ(MQ + D) epmimy
< D2 G1(t) — Ga(t)| — mﬁﬁ@) — Bs(t)].

Alors d’apreés les calculs qu’on a fait au dessus, pour ¢t > 7', on a :
DTV (t) < —=(M|Gi(t) = Go(t)] + Xo| Bi(t) — Ba(1)]),

ou \;, i = 1,2 sont définit au théoréme 5| Intégrons l'inégalité précédente sur [T,t]. On
trouve :

V() + / 1GL () = Ga®lds + 2o / |Bu(t) = By(t)lds < V(T) < +o0,

on sait que V() est une fonction positive, donc on peut déduire que :

t t
" / G (t) — Ga(b)]ds + Ao / IBu(t) — Ba(t)|ds < V(T) < 400 V=T,
T T

et alors :

/ |G1(t) (t)|ds < 400,

/T | By (t) — Ba(t)|ds < 4o0.

Et ainsi, |G1(t) — Go(t)|, |Bi(t) — Ba(t)] € L}([T, +o0)). Par le corollaire [1| et le systéme
, on a que G;, B;, i = 1,2 et leurs dérivées sont bornées sur I'intervalle [T, +00), ce qui
implique que |G1(t) — Gy(t)| et |Bi(t) — Ba(t)| sont uniformément continues sur [T, +00).
D’apreés le lemme [3] on obtient :

Jim G (1) = Ga(t)] =0,

t—00
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3.4. LA FONCTION D’ACCESSIBILITE PERIODIQUE

3.4 La fonction d’accessibilité périodique

Remarque 3. Nous avons démontré la stabilité asymptotique globale du systéme [3.1
avec r(t) une fonction continue et bornée par ry et ro. Comme nous l'avons signalé dans
Uintroduction, la fonction d’accessibilité r(t) était supposée périodique et bornée par les
auteurs de [10]. De méme si nous supposons que 1(t) est périodique de période 1-année
et bornée par r1 et ro, alors nous obtenons toujours la stabilité asymptolique globale du
systeme . Pour Uexistence d’une solution pour le systéme les auteurs de [10] on
démontré, dans le théoreme ZEL qu’il existe au moins une solution périodique pour le
systeme (3.1, ce qui nous conduit au corollaire suivant :

Corollaire 2. Quand le taux de prédation dans le systeme proie-prédateur|(3.1] est pério-
dique, alors, sous les hypothéses et les conditions du théoréme dans [10], on
obtient l'unicité et la stabilité asymptotique globale de la solution périodique positive pour

démontré dans |10)].

1.
Théoréme. (Théoréme 1 de [10])
Si :
B D
ry < Mj (H5)
Go
4 D
ry < ’YBme827 (H6)
(vB +mp)
0< p < G =Tr2)mpr (HT)

mgep

avec Gy > 0, By > 0, alors le systeme [q admet au moins une solution 1-périodique et positive.
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3.5. SIMULATION NUMERIQUE

3.5 Simulation numérique

Considérons le systéme suivant :

(24 0.4sin27t)G(t)

,20) B(t) — 16B(t),

G(t) = 50G(t) — 14G%(t) — min

(24 0.4sin7t)G(t)
B(t) +2

(3.6)

B(t) = 6.4min (

on donne a ce systéme trois conditions initiales différentes :
1. (Go, Bo)T = (2.9,1.1)7,
2. (Go, By)T = (3.5,0.7)7,
3. (Go, By)T = (4.2,1.8)T.

avec 7o = 50, mg = 14, 75 = 20, eg = 6.4, mp = 16, D = 2 et r(t) = 2 + 0.4 sin 27¢.
Pour cet exemple, d’apreés les calcules :

B my= 167" 3y M, = 1€ — 3571,
{ r = 16, meq mgag M D
ry = 2.4. m, — esmi=meD e M, = 2B T MBY g og.
mpg mpg

On remarque que : r; < r9, m; < M; et my < Ms. Maintenant, il faut vérifier les
hypothéses du corollaire [2]:

D
* Ml _ 1471 <7ry <79 < 6.
€pMy
My+ D
€ = mg — 28 s ) ~ 0836 > 0.
D
T1mi€p T2
A=———-—==1763>0.
CMTL+DR D
By+ D
* pour (Go, Bp)? = (2.9, 1.1)T, ry < 75 CO¥+ ) = 21.379
0
By+ D
* pour (G, By)' = (3.5,0.7)T, ry < % = 15.429
0
By+ D
* pour (G, Bo)? = (4.2,1.8)T, ry < 75 COJ+ ) = 18.095
0
4 D
% Ty < Mmf?Q — 97 654.
(Y8 +ms)
L 0< D<oz rmen g
magep

Puisque 7(t) est périodique et les hypothéses sont réalisés, alors d’aprés le corollaire
le systéme admet une solution périodique positive unique et qui est globalement asymp-
totiquement stable.
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3.5. SIMULATION NUMERIQUE

Temp

Inajepald

Temp

Solution du systéme avec trois conditions initiales (G, By)? = (2.9,1.1)7,

(Go, Bo)T - (35, O.?)T, (Go, Bo)T = (42, 18)T

FIGURE 3.1 —

36



3.6. CONCLUSION

3.6 Conclusion

On a présenté et étudié dans ce mémoire un modéle proie-prédateur non-autonome avec

un taux de prédation variant de facon périodique. On a commencé par étudier quelques
modéles de base en dynamique de population, les modéles de Malthus et Verhulst pour
une unique population et les modéles Holling I, II pour deux populations. On a aussi
rappelé des notions essentielles a ’analyse des modéles présentés dans le dernier chapitre.
Le travail Dans le chapitre 3 qui est le dernier, apporte quelques résultats & propos du
comportement asymptotique d’'un modéle incorporant des proies et des prédateurs dans
un lac artificiel. Grace a la théorie de Lyapunov on a montré la stabilité asymptotique
globale de la solution périodique prouvée dans [10].
L’analyse mathématique présentée dans ce travail montre que, selon les valeurs des coef-
ficients, on peut faire des prédictions convenables & propos du comportement asympto-
tique de tout systéme proie-prédateur, y compris la permanence, la périodicité, la stabilité
asymptotique globale et I’extinction des espéces. Notre étude a montré que la dynamique
du systéme dépend fortement des fluctuations des niveaux de I’eau. Ces conclusions nous
avertissent pour prendre des décisions opportunes pour protéger les especes dans ce lac
artificiel.
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Résumé

On étudie dans ce sujet un modéle proie-prédateur qui évolue de fagon périodigue. Il a été établie
gue sous certaines conditions le systéme posséde au moins une solution périodigue. On va omettre
le caractére périodique du systéme pour le considérer dans le cas général et on va analyser l'inva-
riance. la permanence. la non-persistence et la stabilité asymptotique globale de ce systéme. puis. en
reconsidérant le comportement périodigue du systéme. on montrera. sous certaines conditions, gue la
solution périodigue dont lexistence a été précédemment établie est unigue.

Abstract

We study in this subject a prey-predator model that evolves periodically. It has been established
that under certain conditions the system has at least one periodic solution. We will omit the periodic
character of the system to consider it in the general case and we will analyze the invariance. per-
manence, non-persistence and global asymptotic stability of this system. then. by reconsidering the
periodic behavior of the system. we will show. under certain conditions. that the periodic solution
whose existence has been previously established is unigue.
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