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Introduction

La relation dynamique entre les prédateurs et leurs proies a longtemps été l'un des
thèmes dominants de l'écologie [1, 11, 12, 17�19, 26]. De façon générale, si x(t) représente
la population de la proie et y(t) celle du prédateur au temps t, alors un modèle proie-
prédateur a la forme : { .

x = f(x)− g(x, y)y,
.
y = eg(x, y)− dy. (1)

où f(x) représente le taux de croissance de la proie en l'absence de prédateur, g(x, y)
représente le taux d'alimentation moyen d'un prédateur (c-à-d la réponse fonctionnelle des
prédateurs à la densité des proies). Le paramètre e représente l'e�cacité des prédateurs à
convertir les proies consommées en nouvelles progénitures. Le paramètre d représente le
taux de mortalité du prédateur.

On suppose généralement que la réponse fonctionnelle augmente avec la densité des
proies et diminue (ou ne changeant pas) avec la densité des prédateurs, ceci peut être
classée comme suit :

a) proie-dépendant, lorsque seule la densité de la proie détermine la réponse comme
par exemple les modèles de Holling type I II III .

b) prédateurs-dépendant, lorsque les populations du prédateur et de la proie a�ectent
la réponse et comme modèle on cite celui de DeAngelis et Beddington [28] où la
fonction réponse est donné par :

g(x, y) =
ax

bx+ cy + 1
,

c) ratio-dépendant, lorsque le taux d'alimentation est déterminé par le rapport de la
densité des proies à la densité des prédateurs, on peut citer comme exemple le modèle
de Arditi et Ginzberg [28] de réponse fonctionnelle :

g(x, y) =
A(x/y)

1 + hA(x/y)
=

ax

by + x
.

Un compte rendu historique de la pertinence biologique de la réponse fonctionnelle est
disponible dans [26].

Naturellement, la périodicité des facteurs environnementaux et les �uctuations ont
une grande in�uence sur l'interaction entre proies et prédateurs. Ces caractéristiques
nous amènent à proposer une modi�cation du modèle (1) visant à inclure les �uctua-
tions environnementales dans ce système d'équations di�érentielles. Nombreuses sont les
publications dont les auteurs ont examiné des modèles d'équations di�érentielles ordi-
naires non autonomes incluants des paramètres variant de façon saisonnière voir par
exemple [3, 6, 7, 9, 13,15,25,27,31,32].

Récemment, dans [10], pour expliquer l'in�uence du changement des �uctuations des
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Introduction

niveaux d'eau dans un lac arti�ciel sur les interactions proie-prédateur les auteurs ont
proposé une nouvelle réponse fonctionnelle. En e�et, parmi les perturbations environne-
mentales importantes pour les communautés de poisson il y a les changements dans les
niveaux des eaux des lacs, qu'ils soient naturels ou arti�ciels [4, 5, 20,30].
Le niveau d'eau du lac de Pareloup dans le sud de la France est régulé, principalement
dans le but de générer de l'électricité, l'augmentation de la libération d'eau du barrage
en hiver abaisse le niveau d'eau quand la consommation d'électricité est au plus haut, ce
qui rend le contact entre la proie et le prédateur plus fréquent, et la prédation augmente.
Inversement, au printemps, le contact et ainsi la prédation diminuent car le niveau d'eau
est généralement gardé quasiment constant pendant l'été à un niveau haut à cause de la
faible libération d'eau et la fonte des neiges. En écologie la gestion de ce lac est d'une
importance considérable, l'in�uence des variations du niveau d'eau est très importante
sur la persistance de certaines espèces.

Dans le modèle proposé, les auteurs utilisent comme proie une espèce de poisson nom-
mée le Gardon et comme prédateur une espèce nommée le Brochet il est supposé que le
taux de prédation r(t) est continue et véri�e r(t+ 1) = r(t) c-à-d 1-périodique, la valeur
maximale r2 est atteinte pendant l'hiver et la valeur minimale r1 est atteinte pendant le
printemps. La quantité de nourriture nécessaire au prédateur est γB, mais il a accès à une
quantité :

g(x, y) =
r(t)x

y +D
,

où D mesure les autres causes de mortalité en dehors de la prédation et le métabolisme.
Si :

g(x, y) ≤ γB,

alors le prédateur se contentera de la quantité g(x, y) pour sa nourriture, sinon, si :

g(x, y) ≥ γB,

le prédateur sera satisfait de γB.
Au �nale, le prédateur reçoit la quantité de nourriture suivante :

min

(
r(t)x

y +D
, γB

)
Remplaçons à présent les notations x(t), y(t) par G(t), B(t). Les auteurs de [10] ont étudié
le modèle non autonome suivant :

.

G(t) = γGG(t)−mGG
2(t)−min

(
r(t)G(t)

B(t) +D
, γB

)
B(t),

.

B(t) = eB min

(
r(t)G(t)

B(t) +D
, γB

)
B(t)−mBB(t),

G(0) = G0 > 0 B(0) = B0 > 0

(2)

Où G(t) et B(t) représentent les densités de la proie et du prédateur, respectivement, au
temps t. mG et mB sont respectivement, le taux de consommation de la biomasse par
le métabolisme des proies et des prédateurs. γG et γB désignent le taux maximum de
consommation de la ressource par la proie et le prédateur, respectivement et eB est le
taux de conversion.
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Introduction

En utilisant le théorème de continuation de Gaines et Mawhin de la théorie du degré de
coïncidence [14], les auteurs ont établi des conditions su�santes pour l'existence des solu-
tions périodiques positives du système 2. Une telle solution décrit une situation d'équilibre
cohérente avec la variabilité des conditions environnementales et telle que les deux popu-
lations survivent. Les trajectoires dans le plan de phase de ces solutions du système non
autonome se substituent aux points d'équilibre du système autonome. voir [10, 23, 24].
Dans ce mémoire, on va reprendre le modèle 2 en supposant que r(t) est une fonction
continue et borne inférieurement par r1 et supérieurement par r2 tel que r1 et r2 sont des
constantes positive. On va explorer les dynamiques du système 2 et présenter quelques
résultats incluant l'extinction du prédateur, la permanence, l'invariance positive et la sta-
bilité asymptotique globale. On reviendra à la �n vers l'hypothèse de périodicité de r(t)
et on fera les conclusions nécessaires.
Le contenu du mémoire est comme suit :
Dans le premier chapitre : nous rappelons quelques modèles classiques de la dynamique
des populations.
Le deuxième chapitre contient les principaux outils mathématiques utilisés dans notre
mémoire.
Dans le dernier chapitre : nous étudions en détail la dynamique du cas général non auto-
nome de 2 et établissons des conditions su�santes pour la permanence, l'extinction des
prédateurs et la stabilité asymptotique globale. Sous certaines conditions supplémentaires,
nous concluons que la solution périodique obtenue dans [10] est unique et est globalement
asymptotiquement stable. On �nit par des simulations et une conclusion.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Généralités sur les équations di�érentielles ordi-
naires

On considère l'équation di�érentielle
.
y = f(t, y), (t, y) ∈ U, t ∈ R, y ∈ Rm (1.1)

où f : U → Rm est une application continue et U un ouvert de R× Rm.
On appelle f le champ de vecteur sur U et y l'état du système, t désigne le temps. Si f

dépend de t, (1.1) s'appelle équation non autonome, sinon on l'appelle équation autonome.

Dé�nition 1. [8] Une solution de (1.1) sur un intervalle I ⊂ R est une fonction dérivable
y : I → Rm telle que

� ∀t ∈ I (t, y(t)) ∈ U
� ∀t ∈ I .

y = f(t, y(t)).

Dé�nition 2. (Problème de Cauchy) [8]
Étant donnée un point (t0, y0) ∈ U , le problème de Cauchy consiste à trouver une solu-
tion y : I → Rm de (1.1) sur un intervalle I contenant t0 dans son intérieur, telle que
y(t0) = y0.

Dé�nition 3. [16]
Une fonction f(t, x) dé�nie sur un domaine D de Rn+1 est dite localement lipschitzienne
en x si pour toute ensemble fermée bornée U dans D il existe une constante k = kU telle
que ||f(t, x)− f(t, y)|| ≤ k||x− y|| pour tout (t, x), (t, y) dans U .

Théorème 1. (Existence et unicité locale) [21]
Soit f(t, x) une fonction continue par morceaux en t et satisfaisant la condition de Lip-
schitz

||f(t, x)− f(t, y)|| ≤ k||x− y||
∀x, y ∈ B = {x ∈ Rn ||x− x0|| ≤ r},∀t ∈ [t0, t1]. Alors il existe certain δ > 0 telle que
l'équation

.
x = f(t, x) avec x(t0) = x0 admet une solution unique sur [t0, t0 + δ].
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1.1. GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

Théorème 2. (Existence et unicité globale) [21]
Soit f(t, x) une fonction continue par morceaux en t et satisfaisant la condition de Lip-
schitz

||f(t, x)− f(t, y)|| ≤ k||x− y||

∀ x, y ∈ Rn,∀t ∈ [t0, t1]. Alors, l'équation
.
x = f(t, x) avec x(t0) = x0 admet une solution

unique sur [t0, t1].

Dé�nition 4. [21]
Soit v ∈ C(R). On dé�nit la dérivée à droite supérieure de v au point t, D+v(t), par :

D+v(t) = lim sup
h→0+

v(t+ h)− v(t)

h
,

où lim supn→+∞(la limite supérieure) d'une suite de réels xn, est un réel y satisfaisant
deux conditions :

• pour tout ε > 0, il existe un entier N tel que : n > N implique xn < y + ε.

• étant donné ε > 0 et m > 0, il existe un entiers n>m tel que xn > y − ε.
Si v est dérivable au point t0, alors D+v(t0) = v

′
(t0) (la dérivée usuelle).

Lemme 1. .(Lemme de comparaison) [21]
Soit l'équation di�érentielle scalaire suivante :

.
x = f(t, x(t)), x(t0) = x0,

où f(t, x) est continue en t et localement lipschitzienne en x, pour tout t ≥ 0 et tout
x ∈ J ⊂ R. Soit [t0, T ) (T pouvant être in�ni) l'intervalle d'existence maximal de la
solution x(t), et supposons que x(t) ∈ J pour tout t ∈ [t0, T ). Soit y(t) une fonction
continue dont la dérivée à droite supérieure satisfait l'inégalité di�érentielle :

D+y(t) ≤ f(t, y(t)), y(t0) ≤ x0,

avec y(t) ∈ J pour tout [t0, T ). Alors y(t) ≤ x(t) pour tout [t0, T ).

Dé�nition 5. [21]
Considérons l'équation autonome

.
x = f(x) (1.2)

On dit que x∗ est un point d'équilibre de (1.2) si f(x∗) = 0.
Le point d'équilibre x∗ = 0 de l'équation (1.2) est :

� stable si, pour chaque ε > 0, il existe δ = δ(ε) > 0 telle que

||x0|| < δ =⇒ ||x(t)|| < ε, ∀t ≥ 0

� instable s'il n'est pas stable

6



1.1. GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

� asymptotiquement stable s'il est stable et on peut choisir δ telle que :

||x0|| < δ =⇒ lim
t→+∞

x(t) = 0

Dé�nition 6. ( Cycle limite) [1]
Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée, au moins d'un côté.

Dé�nition 7. [1]
Les isoclines zéros sont les lieux des points du plan (x, y) où l'une des composantes du
vecteur vitesse est nulle.

Dé�nition 8. (Domaine positivement invariant) [1]
Soit un système dynamique donné par{ .

x = f(x, y)
.
y = g(x, y)

(1.3)

où f et g sont di�érentiables et de di�érentielles continues sur R2. Un domaine D du
plan est dit positivement invariant si quelle que soit la condition initiale (x0, y0) ∈ D, la
trajectoire correspondante reste dans D lorsque t −→ +∞.

Dé�nition 9. [22] Pour un système di�érentiel, une composante x(t) est dite permanente
s'il existe 0 < α < β < +∞, tels que pour toute condition initial x(0) > 0, on a :

α ≤ lim inf
t→+∞

x(t) ≤ lim sup
t→+∞

x(t) ≤ β.

Un système est permanent si toutes ses composantes sont permanentes.

Dé�nition 10. (Intégrale première) [1]
Une fonction H(x, y) est dite intégrale première d'un système dynamique de type (1.3)
sur un domaine D du plan si H(x(t), y(t)) est constante pour toute solution (x(t), y(t))
du système dynamique.

Dé�nition 11. [29]
Si f : U −→ Rp est di�érentiable en a ∈ U ⊂ Rn, alors on appelle matrice jacobienne de
f en a la matrice

Jf (a) =

(
∂fi
∂xj

(a)

)
1≤i≤p

1≤j≤n
=



∂f1

∂x1

(a) ...
∂f1

∂xn
(a)

... ... ...

∂fp
∂x1

(a) ...
∂fp
∂xn

(a)


Si n = p, alors Jf (a) est carrée. Son déterminant est appelé le jacobien de f en a.
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1.1. GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

Proposition 1. [29]
Soit A une matrice symétrique, de valeurs propres λ1, ... , λn, alors :
A est dé�nie positive ⇐⇒ λi > 0 ∀i

Proposition 2. [29]
Condition su�sante du second ordre
Soit f de classe C2 sur un voisinage de a, où a est un point intérieur de D ⊂ Rn. On
note Hessf(a) la matrice hessienne de f en a.
Si ∇f = 0 et Hessf(a) dé�nie positive, alors f a un minimum local strict en a.

Notation
Soit Ω un ouvert de Rm muni de la mesure de Lebesgue dx. On désigne par L1(Ω) (ou
simplement L1 l'espace des fonctions intégrables sur Ω à valeurs dans R) et on pose
||f ||L1(Ω) =

∫
Ω
|f(x)|dx.

8



Chapitre 2

Rappel de quelques Modèles de base en

dynamique de population

Ce premier chapitre introductif et essentiellement inspiré de [1] et des di�érents cours
prodigués en Master Biomathématiques et Modélisation.
De nombreux modèles de dynamique d'une seule population ont été développés. Cette
section présente une revue des modèles les plus classiques. Dans le cas d'une population
isolée, la variable d'état est l'e�ectif de la population, c'est-à-dire le nombre d'individus
x(t) de cette population à un instant t. Parfois, la variable utilisée est la densité d'individus
qui représente le nombre d'individus par unité de surface. La forme générale de la loi de
croissance de la population est la suivante :

dx

dt
= f(x),

x(t0) = x0

2.1 Modèle de croissance linéaire( Malthus 1798)

Le cas le plus simple est le cas du modèle linéaire. Soit n le taux de natalité par unité
de temps et par individu. Soit de même m le taux de mortalité. Les taux de natalité et
de mortalité sont supposés être constants, ce qui conduit au modèle linéaire suivant :

dx

dt
= nx−mx = (n−m)x = rx, (2.1)

où r est le taux de croissance de la population.
La solution est donnée par :

x(t) = x0e
rt

On a trois cas :

∗ si r > 0 (n > m) la population va croitre exponentiellement.

∗ si r < 0 (n < m) la population va décroitre (extinction de la population).

∗ si r = 0 (n = m) la population reste constante (= x0).

9



2.2. MODÈLE DE CROISSANCE LOGISTIQUE (VERHULST 1838)

Figure 2.1 � La solution de l'équation linéaire avec r = 2, x0 = 0.5.

2.2 Modèle de croissance logistique (Verhulst 1838)

Une hypothèse plus réaliste consiste à supposer que le taux de natalité n'est pas
constant mais diminue avec l'e�ectif. En e�et, lorsque le nombre d'individus d'une popu-
lation augmente, les ressources étant limitées, on peut penser que la natalité va diminuer.
Dans le cas le plus simple on choisit pour le taux de natalité une fonction linéaire décrois-
sante de l'e�ectif :

n(x) = α− βx, α, β > 0

Même chose pour le taux de mortalité est une fonction linéaire croissante de l'e�ectif :

m(x) = γ + δx, γ, δ > 0

D'après (2.1) :

dx

dt
= (n(x)−m(x))x = (α− βx− γ − δx)x = (α− γ)x− (β + δ)x2

= (α− γ)x

(
1− β + δ

α− γ
x

)
= (α− γ)x

1− x
α− γ
β + δ

 = rx
(

1− x

K

)
,

alors, on obtient l'équation di�érentielle :

dx

dt
= rx

(
1− x

K

)
, (2.2)

où r est le taux de croissance intrinsèque de la population, on suppose qu'il est positif
(α > γ), K s'appelle la capacité limite du milieu qui est positif dès que r > 0.

1. Les états d'équilibre
Cette équation di�érentielle s'appelle l'équation logistique. Elle admet deux points
d'équilibre, l'origine et K.

10



2.2. MODÈLE DE CROISSANCE LOGISTIQUE (VERHULST 1838)

2. La stabilité
Pour déterminer la stabilité des équilibres, calculons la dérivée de la fonction f(x) :

df

dx
= r
(

1− 2x

K

)
.

df

dx
(0) = r > 0 =⇒ l'origine est un équilibre instable.

df

dx
(K) = −r < 0 =⇒ K est un équilibre stable .

La solution de l'équation di�érentielle 2.2 est :

x(t) =
Kx0

x0 + (K − x0)e−rt
.

Pour toute condition initiale positive, nous avons :

lim
t−→∞

x(t) = K.

Figure 2.2 � Portrait de phase de l'équation logistique.

Figure 2.3 � La solution de l'équation logistique avec r = 0.8 et K = 40.
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2.3. DEUX POPULATIONS EN INTERACTION

2.3 Deux populations en interaction

Soit les deux populations d'e�ectifs respectifs x(t) et y(t) en interaction. La forme
générale d'un modèle qui décrit les interactions entre deux population peut prendre les
trois aspects suivants :

? Chaque espèce exerce un e�et positif sur l'autre (mutualisme).
dx

dt
= f(x) + h(x, y),

dy

dt
= g(y) + k(x, y).

? Une espèce exerce un e�et positif sur l'autre mais l'e�et inverse dans l'autre sens
(proie-prédateur).

dx

dt
= f(x) + h(x, y),

dy

dt
= g(y)− k(x, y).


dx

dt
= f(x)− h(x, y),

dy

dt
= g(y) + k(x, y).

? Chaque espèce exerce un e�et négatif sur l'autre (compétition).
dx

dt
= f(x)− h(x, y),

dy

dt
= g(y)− k(x, y).

où les fonctions f(x) et g(y) représentent les croissances des populations isolées et ne
dépendent que de l'e�ectif de cette population alors que les termes h(x, y) et k(x, y) qui
sont positifs correspondent aux interactions entre les populations et dépendent des e�ectifs
des deux populations.
Ce qui nous intéresse est le deuxième type, on va étudier quelques modèles de type proie-
prédateur .

2.4 Modèle de Lotka-Volterra (1925)

La forme générale du système de Lotka-Volterra est donnée par :
dx

dt
= rx− axy,

dy

dt
= −my + eaxy.

tel que :
x(t) : représente la population des proies,
y(t) : représente la population des prédateurs,
r : taux de croissance des proies en absence des prédateurs,
a : taux de prédation (e�cacité des prédateurs dans leurs attaque),
m : taux de mortalité des prédateurs en absence des proies,

12



2.4. MODÈLE DE LOTKA-VOLTERRA (1925)

e : taux de conversion des proies consommées en progénitures.
On note par b = ea, le modèle devient alors :

(V1)


dx

dt
= rx− axy x(0) = x0 > 0,

dy

dt
= −my + bxy y(0) = y0 > 0.

On pose f(x, y) = rx− axy et g(x, y) = −my + bxy.

2.4.1 Les points d'équilibres

Pour trouver les points d'équilibres, il faut chercher les solutions du système suivant :
dx

dt
= 0

dy

dt
= 0

=⇒


f(x, y) = 0

g(x, y) = 0
=⇒


rx− axy = 0

−my + bxy = 0

alors 
x = 0

y = 0
ou


x =

m

b

y =
r

a

par conséquent il y a deux points d'équilibres : l'origine (0, 0) correspondant à l'absence

de proie et de prédateur, et un point
(m
b
,
r

a

)
non trivial et appartenant au cadran positif.

Figure 2.4 � Isoclines zéros du modèle classique de Lotka-Volterra.
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2.4. MODÈLE DE LOTKA-VOLTERRA (1925)

2.4.2 Stabilité des points d'équilibre

Pour étudier la propriété de stabilité locale des équilibres, il faut calculer la matrice
Jacobienne :

J(x, y) =

 r − ay −ax

by −m+ bx


1. Le point (0, 0)

J(0, 0) =

 r 0

0 −m


donc les valeurs propres λ1 = r et λ2 = −m sont de signe opposé (λ1 > 0 et λ2 < 0),
alors l'équilibre (0, 0) est instable (point selle).

2. Le point
(m
b
,
r

a

)

J
(m
b
,
r

a

)
=


0
−am
b

br

a
0


on a 

trJ
(m
b
,
r

a

)
= 0,

det J
(m
b
,
r

a

)
= rm > 0.

alors λ1 et λ2 sont des imaginaires pures. Le système prévoit donc un centre. Mais on
ne peux pas conclure, par la linéarisation, quand à l'existence de solutions périodiques, il
faut donc chercher une intégrale première.

dy

dx
=
y(−m+ bx)

x(r − ay)

Par séparation des variables on obtient :

−m+ bx

x
dx =

r − ay
y

dy

On intègre les deux côtés :

−m lnx+ bx =r ln y − ay + c c ∈ R,

=⇒ ay + bx− r lny −m lnx = c,

Soit H : R2 −→ R, dé�nie par : ∀x, y ≥ 0

H(x, y) = ay + bx− r ln y −m lnx

H est une intégrale première car :

14



2.4. MODÈLE DE LOTKA-VOLTERRA (1925)

dH

dt
=
∂H

∂x

dx

dt
+
∂H

∂y

dy

dt
=
(
b− m

x

)
x(r − ay) +

(
a− r

y

)
y(−m+ bx)

= (bx−m)(r − ay) + (ay − r)(m− bx)

= 0

Maintenant, on démontre que le point �xe
(m
b
,
r

a

)
est un extremum pour H :

∇H(x, y) =


∂H

∂x

∂H

∂y

 =


b− m

x

a− r

y

 =⇒ ∇H
(m
b
,
r

a

)
=

(
0
0

)

On calcule la matrice Hessienne

HessH(x, y) =



2

∂H

∂x2

2

∂H

∂x∂y

2

∂H

∂y∂x

2

∂H

∂y2

 =


m

x2
0

0
r

y2



donc

HessH
(m
b
,
r

a

)
=


b2

m
0

0
a2

r




λ1 =

b2

m
> 0,

λ2 =
a2b2

mr
> 0.

=⇒ H
(m
b
,
r

a

)
est dé�nie positive,

alors (m
b
,
r

a

)
est un minimum local de H.

Les courbes se referment bien autour de ce point d'où l'existence de solutions périodiques.
Les solutions sont donc périodiques avec une période T qui est déterminée par les

parties imaginaires des valeurs propres de la Jacobienne calculée à l'équilibre non trivial
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2.4. MODÈLE DE LOTKA-VOLTERRA (1925)

(m
b
,
r

a

)
. La période véri�e donc la relation suivante :

2π

T
=
√
rm

Démonstration.

J
(m
b
,
r

a

)
=


0
−am
b

br

a
0


cherchons les valeurs propres

det


−λ −am

b

br

a
−λ

 = λ2 + rm = 0

alors
λ = i

√
rm ou λ = −i

√
rm

on obtient une solution de la forme :

x(t) = c1 cos t
√
rm+ c2 sin t

√
rm c1, c2 ∈ R

y(t) = c3 cos t
√
rm+ c4 sin t

√
rm c3, c4 ∈ R

la solution x(t), y(t) est périodique alors

x(0) = x(T ) =⇒ c1 = c1 cosT
√
rm+ c2 sinT

√
rm

y(0) = y(T ) =⇒ c3 = c3 cosT
√
rm+ c4 sinT

√
rm

donc, il faut que

T
√
rm = 2π =⇒ T =

2π√
rm

.
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2.5. MODÈLE DE LOTKA-VOLTERRA AVEC CROISSANCE LOGISTIQUE

Figure 2.5 � La solution du modèle de Lotka-Volterra montrant un pic dans l'e�ectif
des proies suivi d'un pic dans l'e�ectif des prédateurs.

Figure 2.6 � Portrait de phase du modèle de Lotka-Volterra présentant des trajectoires
fermées (centres) autour de l'équilibre (x∗, y∗).

2.5 Modèle de Lotka-Volterra avec croissance logistique

En général si on ajoute une petites perturbation au modèle de Lotka-Volterra, les e�ec-
tifs des proies et des prédateurs ne sont pas conservées. De plus, en absence de prédateur,
la croissance des proies est illimitée ce qui est irréaliste. Par conséquent, une modi�cation
du modèle consiste à choisir une loi de croissance de type logistique pour la population
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2.5. MODÈLE DE LOTKA-VOLTERRA AVEC CROISSANCE LOGISTIQUE

des proies, ce qui conduit au modèle suivant :
dx

dt
= rx(1− x

K
)− axy,

dy

dt
= −my + bxy,

(2.3)

telle que :
K : la capacité limite de la population des proies.

2.5.1 Les points d'équilibres

Isoclines zéro sont données par :

� Isocline vertical :
dx

dt
= 0 =⇒ rx

(
1− x

K

)
−axy = 0 =⇒ x = 0 où y =

r

a

(
1− x

K

)
,

� Isocline horizontale :
dy

dt
= 0 =⇒ y = 0 où x =

m

b
,

• Si
m

b
> K, alors on a deux points �xe : (0, 0) et (K, 0).

• Si
m

b
< K, alors on a trois points �xe : (0, 0), (K, 0) et

(m
b
,
r

a

(
1− m

bK

))
.

2.5.2 Stabilité des points d'équilibre

La matrice Jacobienne du système (2.3) est la suivante :

J(x, y) =

 r − 2r

K
x− ay −ax

by −m+ bx


1. Le point (0, 0)

Évaluons la partie linéaire du modèle à l'origine. Il vient :

J(0, 0) =

 r 0

0 −m


donc les valeurs propres λ1 = r et λ2 = −m sont de signe opposé (λ1 > 0 et λ2 < 0),
alors l'équilibre (0, 0) est instable (point selle).

2. Le point (K, 0)

J(K, 0) =

 r −aK

0 −m+ bK


� Si −m+ bK > 0 c-à-d K >

m

b
=⇒ (K, 0) est instable (point selle).

� Si −m+ bK < 0 c-à-d K <
m

b
=⇒ (K, 0) est stable.
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2.5. MODÈLE DE LOTKA-VOLTERRA AVEC CROISSANCE LOGISTIQUE

3. Le point
(m
b
,
r

a

(
1− m

bK

))
On pose

x∗ =
m

b

y∗ =
r

a

(
1− m

bK

)

J(x∗, y∗) =

 r − 2r

K
x∗ − ay∗ −ax∗

by∗ −m+ bx∗


Puisque (x∗, y∗) véri�e que :

rx∗(1− x∗

K
)− ax∗y∗ = 0 =⇒ r(1− x∗

K
)− ay∗ = 0

−my∗ + bx∗y∗ = 0 =⇒ −m+ bx∗ = 0

donc la matrice Jacobienne au point (x∗, y∗) devient :

J(x∗, y∗) =

 −
r

K
x∗ −ax∗

by∗ 0


quand K >

m

b
on a :

trJ(x∗, y∗) = − r

K
x∗ < 0,

det J(x∗, y∗) = abx∗y∗ > 0.

=⇒ (x∗, y∗) est stable (foyer stable).

Figure 2.7 � Isoclines zéros du modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra avec crois-
sance logistique des proies. (a) Kb > m. (b) Kb < m.
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2.5. MODÈLE DE LOTKA-VOLTERRA AVEC CROISSANCE LOGISTIQUE

Figure 2.8 � Portrait de phase du modèle de Lotka-Volterra avec croissance logistique
des proies. Cas où il y a coexistence des proies et des prédateurs, r = 0.2, K = 20, a = 0.2,
m = 0.4, b = 0.1.

Figure 2.9 � Portrait de phase du modèle de Lotka-Volterra avec croissance logistique
des proies. Cas où il y a exclusion des prédateurs, r = 0.2, K = 20, a = 0.2, m = 0.4,
b = 0.02.
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2.6. MODÈLE PROIE-PRÉDATEUR DE HOLLING

2.6 Modèle proie-prédateur de Holling

Dans le modèle de Lotka Volterra la réponse fonctionnelle qui représente le nombre de
proies consommées par un seul prédateur par unité de temps, nommée Holling I, est de
la forme suivante :

φ(x, y) = ax.

Si x est assez grand, φ va être assez grande c-à-d un prédateur va consommer un nombre
assez grand des proies ce qui n'est pas réaliste. Holling en 1959 a proposé une réponse
fonctionnelle dite Holling II :

φ(x, y) =
ax

x+D
a > 0, D > 0.

D : une constante positive.
Dans ce cas on obtient le modèle suivant :

Figure 2.10 � Fonctions réponse de Lotka-Volterra et de Holling, cette dernière pré-
sentant un e�et de saturation.


dx

dt
= rx(1− x

K
)− axy

x+D
,

dy

dt
= −my +

bxy

x+D
.

(2.4)
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2.6.1 Les points d'équilibres

On cherche les points d'équilibre qui sont les intersections des isoclines du système
(2.4) :

� Isocline vertical :
dx

dt
= 0 =⇒ rx(1− x

K
)− axy

x+D
= 0 =⇒ x = 0 ou r

(
1− x

K

)
−

ay

x+D
= 0 =⇒ y =

r

a
(x+D)

(
1− x

K

)
,

� Isocline horizontale :
dy

dt
= 0 =⇒ y = 0 où −m +

bx

x+D
= 0 =⇒ x =

mD

b−m
(on

suppose que b > m),

Notons que le sommet de la parabole y =
r

a
(x + D)

(
1− x

K

)
qui annule la dérivée de

l'équation de la parabole se trouve à la position
f
x :

f
x =

K −D
2

Nous ferons l'hypothèse réaliste que K > D.
On a deux cas possibles :

? Si
mD

b−m
< K, alors on a trois points �xe : (0, 0), (K, 0) et (x∗, y∗) telle que x∗ =

mD

b−m
, y∗ =

r

a
(x∗ +D)

(
1− x∗

K

)
.

? Si
mD

b−m
> K, il y a seulement deux points d'équilibre : (0, 0), (K, 0), puisque

le point d'équilibre (−D, 0) sera supprimé, vu qu'il n'a pas de signi�cation biologique.

2.6.2 Stabilité des points d'équilibre

On calcule la matrice Jacobienne du système (2.4) :

J(x, y) =


r − 2r

K
x− aDy

(x+D)2
− ax

x+D

bDy

(x+D)2
−m+

bx

x+D


1. Le point (0, 0)

J(0, 0) =

 r 0

0 −m


donc les valeurs propres λ1 = r et λ2 = −m sont de signe opposé (λ1 > 0 et λ2 < 0),
alors l'équilibre (0, 0) est instable (point selle).

2. Le point (K, 0)

J(K, 0) =


−r −aK

K +D

0 −m+
bK

K +D


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Figure 2.11 � Isoclines zéros du modèle de Holling. (a)
mD

b−m
< K, il existe un équilibre

non trivial positif. (b)
mD

b−m
> K, aucun équilibre non trivial positif.

on a les valeurs propres λ1 = −r < 0 et λ2 = −m +
bK

K +D
, donc la stabilité du

point (K, 0) dépend du signe de λ2, alors on a deux cas :

� Si
mD

b−m
> K alors λ2 < 0 =⇒ (K, 0) est stable (un noeud stable).

� Si
mD

b−m
< K alors λ2 > 0=⇒ (K, 0) est instable (point selle).

3. Le point (x∗,y∗)

La Jacobienne vaut :

J(x∗, y∗) =


r − 2r

K
x∗ − aDy∗

(x∗ +D)2
− ax∗

x∗ +D

bDy∗

(x∗ +D)2
−m+

bx∗

x∗ +D


puisque (x∗, y∗) est un point d'équilibre pour les système 2.4, donc il véri�e :

dx

dt
= 0,

dy

dt
= 0.

=⇒


rx∗(1− x∗

K
)− ax∗y∗

x∗ +D
= 0,

−my∗ +
bx∗y∗

x∗ +D
= 0.

=⇒


r(1− x∗

K
)− ay∗

x∗ +D
= 0,

−m+
bx∗

x∗ +D
= 0.
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la matrice précédente devient :

J(x∗, y∗) =


r − 2r

K
x∗ − aDy∗

(x∗ +D)2
− ax∗

x∗ +D

bDy∗

(x∗ +D)2
0




trJ(x∗, y∗) = r − 2r

K
x∗ − aDy∗

(x∗ +D)2
,

det J(x∗, y∗) =
abDx∗y∗

(x∗ +D)3
> 0 (x∗ > 0 et y∗ > 0).

En remplaçant y∗ par sa formule, il vient :

trJ(x∗, y∗) = r − 2r

K
x∗ − Dr

x∗ +D
+

Drx∗

K(x∗ +D)
=
rx∗(K −D − 2x∗)

K(x∗ +D)

il faut que trJ(x∗, y∗) soit de signe négatif pour assurer la stabilité de l'équilibre
(x∗, y∗) :

trJ(x∗, y∗) < 0⇔ x∗ >
K −D

2
.

si la trace est positive alors (x∗, y∗) est instable, nous pouvons conclure dans ce cas
par le théorème de Poincaré-Bendixon qu'il existe au moins un cycle limite. Pour
plus de détail voir [1, p.127].

Figure 2.12 � Isoclines zéros du modèle de Holling. (a) Le point (x∗, y∗) est instable.
(b) Le point (x∗, y∗) est stable
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Figure 2.13 � Cas du cycle limite. r = 0.2, K = 20, D = 6, a = b = 2, m = 1. La
trajectoire intérieure issue de A ainsi que la trajectoire extérieure issue de B spiralent
vers le cycle limite.
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Chapitre 3

Analyse du modèle proie-prédateur

Dans ce chapitre, on suppose que r(t) est une fonction continue et bornée inférieure-
ment par r1 et supérieurement par r2 tel que r1 et r2 sont des constantes positives. On va
explorer les dynamiques du système 2 et présenter quelques résultats incluant l'invariance
positive, la permanence, l'extinction du prédateur et la stabilité asymptotique globale.
On rappelle ici le système (2) qu'on va analyser :

.

G(t) = γGG(t)−mGG
2(t)−min

(
r(t)G(t)

B(t) +D
, γB

)
B(t),

.

B(t) = eB min

(
r(t)G(t)

B(t) +D
, γB

)
B(t)−mBB(t),

G(0) = G0 > 0 B(0) = B0 > 0

3.1 Invariance positive et permanence

Pour la plupart des systèmes biologiques, la permanence et la bornitudes des solu-
tions sont très importantes, parce qu'elles donnent aux systèmes leur sens biologiques.
On montre d'abord que le système 2 est bien posé dans le sens qu'il admet une unique
solution pour n'importe quelle condition initiale (G0, B0), cette solution reste bornée et
positive donc existe globalement. On établit le résultat suivante :

Soit h : (t, G,B)→ min(f(t, G,B), γB).

Lemme 2. Si f est localement lipschitzienne, alors la fonction h est localement lipschit-
zienne.

Démonstration. On a :

min(f(t, G,B), γB) =
f(t, G,B) + γB − |f(t, G,B)− γB|

2
.
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3.1. INVARIANCE POSITIVE ET PERMANENCE

|h(t, G1, B1)− h(t, G2, B2)| = |min(f(t, G1, B1), γB)−min(f(t, G2, B2), γB)|

=

∣∣∣∣f(t, G1, B1) + γB − |f(t, G1, B1)− γB|
2

−
(
f(t, G2, B2) + γB − |f(t, G2, B2)− γB|

2

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣f(t, G1, B1)− f(t, G2, B2)

2
+

(
|f(t, G2, B2)− γB| − |f(t, G1, B1)− γB|

2

)∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣f(t, G1, B1)− f(t, G2, B2)

2
+

(
|f(t, G2, B2)− f(t, G1, B1)|

2

)∣∣∣∣
=⇒ |h(t, G1, B1)− h(t, G2, B2)| ≤ |f(t, G1, B1)− f(t, G2, B2)|

or f est localement lipschitzienne par rapport à (G,B), donc h l'est aussi. Ainsi, les
propriétés d'existence et d'unicité local sont obtenues pour le problème de Cauchy corres-
pondant [16].

L'espace des états de 2 reste dans le cadrant positif :

R2
+ = {(G(t), B(t)) : G(t) ≥ 0, B(t) ≥ 0}.

En e�et, vue que G(t) = 0 et B(t) = 0 sont des isoclines zéros pour le système 2, aucune
trajectoire ne peut couper les axes, alors l'ensemble R2

+ est positivement invariant.
Maintenant, on va montrer que le système 2 est permanent.Tout d'abord on va sim-

pli�er la forme du système 2. On suppose que :

r2 < min
(γB(B0 +D)

G0

,
4mGγBmBD

(γG +mB)2

)
, (H1)

Proposition 3. Sous l'hypothèse H1, on a : pour tout t ≥ 0 r2G(t) < γB(B(t) +D).

Démonstration. Soit

k(t) = r2G(t)− γB(B(t) +D).

Calculons k(0) :

k(0) = r2G0 − γB(B0 +D) = G0

(
r2 −

γB(B0 +D)

G0

)
,

à partir de H1, on obtient :

r2 <
γB(B0 +D)

G0

,

alors
k(0) < 0.

On va montrer, par l'absurde, que pour tout t ≥ 0 k(t) < 0.

Supposons qu'il existe un t0 tel que : k(t0) = 0 et
dk

dt
(t0) ≥ 0.
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3.1. INVARIANCE POSITIVE ET PERMANENCE

k(t0) = 0⇒ B(t0) =
r2G(t0)

γB
−D,

On a aussi :
k(t0) = 0 ⇐⇒ r2G(t0)− γB(B(t0) +D) = 0.

=⇒ γB =
r2G(t0)

B(t0) +D
≥ r(t0)G(t0)

B(t0) +D

donc :

min

(
r(t0)G(t0)

B(t0) +D
, γB

)
=
r(t0)G(t0)

B(t0) +D
.

dk

dt
(t0) = r2

dG

dt
(t0)− γB

dB

dt
(t0)

= r2

(
γGG(t0)−mGG

2(t0)−min

(
r(t0)G(t0)

B(t0) +D
, γB

)
B(t0)

)

−γB
(
eB min

(
r(t0)G(t0)

B(t0) +D
, γB

)
B(t0)−mBB(t0)

)

= r2

(
γGG(t0)−mGG

2(t0)− r(t0)G(t0)

B(t0) +D
B(t0)

)

−γB
(
eB
r(t0)G(t0)

B(t0) +D
B(t0)−mBB(t0)

)
ce qui nous donne que :

dk

dt
(t0) = −r(t0)(r2 + eBγB)

B(t0)

B(t0) +D
G(t0) + r2(mB + γG)G(t0)

−γBmBD − r2mGG
2(t0)

≤ −r2mGG
2(t0) + r2(mB + γG)G(t0)− γBmBD.

Ceci est un polynôme de degré deux dont le discriminant est

∆ = (r2(mB + γG))2 − 4r2γBmGmBD = (mB + γG)2

(
r2 −

4r2γBmGmBD

(mB + γG)2

)
.

Vu H1 on a :

∆ < 0 =⇒ dk

dt
(t0) < 0,

donc c'est une contradiction. Alors k(t) < 0, ∀t ≥ 0.

Remarque 1. A partir de l'hypothèse H1 il existe un seuil pour les niveaux d'eau bas qui
dépend des paramètres biologiques du système 2. Au dessus de ce seuil, la consommation

moyenne des proies par unité de temps par un prédateur est
r(t)G(t)

B(t) +D
.
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3.1. INVARIANCE POSITIVE ET PERMANENCE

Par conséquent, la forme du système 2 devient plus simple comme suit :
.

G(t) = γGG(t)−mGG
2(t)− r(t)G(t)

B(t) +D
B(t),

.

B(t) = eB
r(t)G(t)

B(t) +D
B(t)−mBB(t),

G(0) = G0 > 0 B(0) = B0 > 0

(3.1)

Dé�nition 12. S'il existe des constantes positives δi (i = 1, 2) tel que :

min{lim inf
t→+∞

G(t), lim inf
t→+∞

B(t)} ≥ δ1,

max{lim sup
t→+∞

G(t), lim sup
t→+∞

B(t)} ≤ δ2,

alors le système 3.1 est dit permanent.

Soit ε ≥ 0 su�samment petit. Posons :

M ε
1 :=

γG
mG

+ ε, M ε
2 :=

r2eBM
ε
1 −mBD

mB

mε
1 :=

γG − r2

mG

− ε, mε
2 :=

r1eBm
ε
1 −mBD

mB

On a :

M ε
1 −mε

1 =
γG
mG

+ ε−
(
γG − r2

mG

− ε
)

=
r2

mG

+ 2ε > 0.

M ε
2 −mε

2 =
r2eBM

ε
1 −mBD

mB

−
(
r1eBm

ε
1 −mBD

mB

)
=
eB(r2M

ε
1 − r1m

ε
1)

mB

> 0

car par avant, on sait que : r1 < r2 et m
ε
1 < M ε

1.
alors M ε

i > mε
i (i = 1, 2).

Théorème 3. En plus de l'hypothèse H1, supposons que le système 3.1 satisfait la condi-
tion suivante :

mBD

eBm0
1

< r1 < r2 < γG. (H2)

Alors pour ε ≥ 0 su�samment petit , tel que mε
i > 0 (i = 1, 2), un ensemble Γε dé�nit

par :
Γε = {(G(t), B(t) | mε

1 ≤ G(t) ≤M ε
1, m

ε
2 ≤ B(t) ≤M ε

2}

est positivement invariant pour le système 3.1.

Démonstration. On rappelle que l'équation :

.

X(t) = F (t,X)X(t)[A−X(t)], A 6= 0
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3.1. INVARIANCE POSITIVE ET PERMANENCE

a pour solution :

X(t) =
AX0 exp{

∫ t
0
AF (s,X(s))ds}

X0[exp{
∫ t

0
AF (s,X(s))ds} − 1] + A

où X0 = X(0). On considère la solution du système 3.1 avec (G0, B0) ∈ Γε. La solution
du système 3.1 étant positive il vient de la première équation de 3.1 que :

.

G(t) ≤ G(t)(γG −mGG(t)) = mGG(t)(M0
1 −G(t)).

A partir du lemme 1 on trouve que :

G(t) ≤ M0
1G0 exp{γGt}

G0[exp{γGt} − 1] +M0
1

≤ M ε
1G0 exp{γGt}

G0[exp{γGt} − 1] +M ε
1

≤M ε
1, t ≥ 0. (3.2)

De la deuxième équation du système 3.1 on a :

.

B(t) ≤ B(t)

B(t) +D
(eBr2M

ε
1 −mBD −mBB(t)) =

mB

B(t) +D
B(t)(M ε

2 −B(t)).

De même avec lemme 1, on a :

B(t) ≤
M ε

2B0 exp
{∫ t

0

M ε
2

mB

B(t) +D
ds
}

B0

[
exp

{∫ t

0

M ε
2

mB

B(t) +D
ds
}
− 1
]

+M ε
2

≤M ε
2, t ≥ 0. (3.3)

A partir de la première équation du système 3.1 on a :

.

G(t) ≥ G(t)(γG − r2 −mGG(t)) = mGG(t)(m0
1 −G(t)).

Puisque G0 ≥ m0
1, toujours avec lemme 1, on a :

G(t) ≥ m0
1G0 exp{(γG − r2)t}

G0[exp{(γG − r2)t} − 1] +m0
1

≥ mε
1, t ≥ 0. (3.4)

De la deuxième équation du système 3.1, il vient que :

.

B(t) ≥ B(t)

B(t) +D
(eBr1m

ε
1 −mBB(t)−mBD) =

mB

B(t) +D
B(t)(mε

2 −B(t)).

Toujours avec lemme 1, on obtient :

B(t) ≥
mε

2B0 exp
{∫ t

0

mε
2

mB

B(t) +D
ds
}

B0

[
exp

{∫ t

0

mε
2

mB

B(t) +D
ds
}
− 1
]

+mε
2

≥ mε
2, t ≥ 0. (3.5)

Les équations (3.2), (3.3), (3.4), (3.5) nous donne : Γε est positivement invariant pour le
système 3.1.
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3.2. L'EXTINCTION

Avec les mêmes arguments et le fait que ε est arbitraire on obtient le résultat
suivant :

Corollaire 1. Sous l'hypothèse H2, le système 3.1 est permanent.

3.2 L'extinction

On pose :

mi := m0
i , Mi := M0

i , Γ := Γ0, pour i = 1, 2.

On donne ici une condition sous laquelle le système 3.1 est non-persistent.

Théorème 4. Si r2 <
mBD

eBM1

, alors lim
t→∞

B(t) = 0, c-à-d l'extinction des prédateurs.

Démonstration. Par l'équation du prédateur dans le système 3.1, si r2 <
mBD

eBM1

alors on
a :

.

B(t) ≤
(eBr2M1 −mBD

D

)
B(t),

donc :

B(t) ≤ B0 exp
(eBr2M1 −mBD

D

)
t,

ce qui donne : lim
t→∞

B(t) = 0

Remarque 2. Le résultat précédent nous indique que si le niveau d'eau est élevé durant
l'année, les prédateurs peuvent disparaitre.

3.3 La stabilité

Dé�nition 13. Soient (G1(t), B1(t))T , (G2(t), B2(t))T deux solutions quelconques du sys-
tème (3.1) avec des conditions initiales positives. Le système (3.1) est dit globalement
asymptotiquement stable, si les deux solutions véri�ent la propriété suivante :

lim
t→∞

(|G1(t)−G2(t)|+ |B1(t)−B2(t)|) = 0

Pour démontrer la stabilité asymptotique globale du système (3.1), on utilise un
lemme dû à Barbalat [2] qui est le suivant :

Lemme 3. Soit f une fonction non-négative dé�nie, intégrable et uniformément continue
sur [λ,+∞) avec λ ∈ R. Alors :

lim
t→∞

f(t) = 0.

Théorème 5. Supposons que :

λ1 = mG −
r2eB(M2 +D)

D2
> 0, (H3)

λ2 =
r1m1eB

(M2 +D)2
− r2

D
> 0, (H4)
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3.3. LA STABILITÉ

Si les hypothèse H1, H2, H3, H4 sont véri�ées, alors le système 3.1 est globalement asymp-
totiquement stable.

Démonstration. Soit (G1(t), B1(t))T , (G2(t), B2(t))T deux solution quelconques du sys-
tème 3.1 avec des conditions initiales positives. On trouve alors du corollaire 1, qu'il
existe un temps T > 0 tel que :

m1 ≤ G1(t) ≤M1, m2 ≤ B1(t) ≤M2,

m1 ≤ G2(t) ≤M1, m2 ≤ B2(t) ≤M2,

pour tout t ≥ T .

On dé�nit la fonction de Lyapunov V (t) comme suit :

V (t) = V1(t) + V2(t).

tel que :
V1(t) = | lnG1(t)− lnG2(t)|,

V2(t) = | lnB1(t)− lnB2(t)|,

Calculons maintenant les dérivées supérieures de V1(t) et V2(t) le long des solutions de
3.1 :

D+V1(t) = sgn(G1(t)−G2(t))
( .

G1(t)

G1(t)
−

.

G2(t)

G2(t)

)

= sgn(G1(t)−G2(t))
(
− r(t)

( B1(t)

B1(t) +D
− B2(t)

B2(t) +D

)
−mG(G1(t)−G2(t))

)

= −r(t)sgn(G1(t)−G2(t))
D(B1(t)−B2(t))

(B1(t) +D)(B2(t) +D)
−mG|G1(t)−G2(t)|

≤ r(t)
D|B1(t)−B2(t)|

(B1(t) +D)(B2(t) +D)
−mG|G1(t)−G2(t)|

≤ r2

D
|B1(t)−B2(t)| −mG|G1(t)−G2(t)|.
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3.3. LA STABILITÉ

D+V2(t) = sgn(B1(t)−B2(t))
( .

B1(t)

B1(t)
−

.

B2(t)

B2(t)

)

= sgn(B1(t)−B2(t))eBr(t)
( G1(t)

B1(t) +D
− G2(t)

B2(t) +D

)

= sgn(B1(t)−B2(t))eBr(t)
( D(G1(t)−G2(t))

(B1(t) +D)(B2(t) +D)
+

B1(t)(G1(t)−G2(t))

(B1(t) +D)(B2(t) +D)

− G1(t)(B1(t)−B2(t))

(B1(t) +D)(B2(t) +D)

)

≤ eBr(t)(B1(t) +D)
|G1(t)−G2(t)|

(B1(t) +D)(B2(t) +D)

−eBr(t)|B1(t)−B2(t)| G1(t)

(B1(t) +D)(B2(t) +D)

≤ eBr2(M2 +D)

D2
|G1(t)−G2(t)| − eBm1r1

(M2 +D)2
|B1(t)−B2(t)|.

Alors d'après les calculs qu'on a fait au dessus, pour t ≥ T , on a :

D+V (t) ≤ −(λ1|G1(t)−G2(t)|+ λ2|B1(t)−B2(t)|),

où λi, i = 1, 2 sont dé�nit au théorème 5. Intégrons l'inégalité précédente sur [T, t]. On
trouve :

V (t) + λ1

∫ t

T

|G1(t)−G2(t)|ds+ λ2

∫ t

T

|B1(t)−B2(t)|ds ≤ V (T ) < +∞,

on sait que V (t) est une fonction positive, donc on peut déduire que :

λ1

∫ t

T

|G1(t)−G2(t)|ds+ λ2

∫ t

T

|B1(t)−B2(t)|ds ≤ V (T ) < +∞ ∀t ≥ T,

et alors : ∫ t

T

|G1(t)−G2(t)|ds < +∞,∫ t

T

|B1(t)−B2(t)|ds < +∞.

Et ainsi, |G1(t)−G2(t)|, |B1(t)−B2(t)| ∈ L1([T,+∞)). Par le corollaire 1 et le système
3.1, on a que Gi, Bi, i = 1, 2 et leurs dérivées sont bornées sur l'intervalle [T,+∞), ce qui
implique que |G1(t)−G2(t)| et |B1(t)−B2(t)| sont uniformément continues sur [T,+∞).
D'après le lemme 3, on obtient :

lim
t→∞
|G1(t)−G2(t)| = 0,

lim
t→∞
|B1(t)−B2(t)| = 0.
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3.4 La fonction d'accessibilité périodique

Remarque 3. Nous avons démontré la stabilité asymptotique globale du système 3.1
avec r(t) une fonction continue et bornée par r1 et r2. Comme nous l'avons signalé dans
l'introduction, la fonction d'accessibilité r(t) était supposée périodique et bornée par les
auteurs de [10]. De même si nous supposons que r(t) est périodique de période 1-année
et bornée par r1 et r2, alors nous obtenons toujours la stabilité asymptotique globale du
système 3.1. Pour l'existence d'une solution pour le système 3.1, les auteurs de [10] on
démontré, dans le théorème 1 1, qu'il existe au moins une solution périodique pour le
système 3.1, ce qui nous conduit au corollaire suivant :

Corollaire 2. Quand le taux de prédation dans le système proie-prédateur 3.1 est pério-
dique, alors, sous les hypothèses H2, H3, H4 et les conditions du théorème 1 dans [10], on
obtient l'unicité et la stabilité asymptotique globale de la solution périodique positive pour
3.1 démontré dans [10].

1.

Théorème. (Théorème 1 de [10])
Si :

r2 <
γB(B0 +D)

G0
, (H5)

r2 <
4γBmGmBD

(γB +mB)2
, (H6)

0 < D <
(γG − r2)mBr1

mGeB
, (H7)

avec G0 > 0, B0 > 0, alors le système 2 admet au moins une solution 1-périodique et positive.
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3.5 Simulation numérique

Considérons le système suivant :
.

G(t) = 50G(t)− 14G2(t)−min

(
(2 + 0.4 sin 2πt)G(t)

B(t) + 2
, 20

)
B(t),

.

B(t) = 6.4 min

(
(2 + 0.4 sinπt)G(t)

B(t) + 2
, 20

)
B(t)− 16B(t),

(3.6)

on donne a ce système trois conditions initiales di�érentes :

1. (G0, B0)T = (2.9, 1.1)T ,

2. (G0, B0)T = (3.5, 0.7)T ,

3. (G0, B0)T = (4.2, 1.8)T .

avec γG = 50, mG = 14, γB = 20, eB = 6.4, mB = 16, D = 2 et r(t) = 2 + 0.4 sin 2πt.
Pour cet exemple, d'après les calcules :

{
r1 = 1.6,
r2 = 2.4.


m1 =

γG − r2

mG

= 3.4,

m2 =
r1eBm1 −mBD

mB

= 0.176.


M1 =

γG
mG

= 3.571,

M2 =
r2eBM1 −mBD

mB

= 1.428.

On remarque que : r1 < r2, m1 < M1 et m2 < M2. Maintenant, il faut véri�er les
hypothèses du corollaire 2 :

∗ mBD

eBm1

= 1.471 < r1 < r2 < γG.

∗ λ1 = mG −
r2eB(M2 +D)

D2
= 0.836 > 0.

∗ λ2 =
r1m1eB

(M2 +D)2
− r2

D
= 1.763 > 0.

∗ pour (G0, B0)T = (2.9, 1.1)T , r2 <
γB(B0 +D)

G0

= 21.379.

∗ pour (G0, B0)T = (3.5, 0.7)T , r2 <
γB(B0 +D)

G0

= 15.429.

∗ pour (G0, B0)T = (4.2, 1.8)T , r2 <
γB(B0 +D)

G0

= 18.095.

∗ r2 <
4γBmGmBD

(γB +mB)2
= 27.654.

∗ 0 < D <
(γG − r2)mBr1

mGeB
= 13.6.

Puisque r(t) est périodique et les hypothèses sont réalisés, alors d'après le corollaire 2,
le système admet une solution périodique positive unique et qui est globalement asymp-
totiquement stable.
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3.5. SIMULATION NUMÉRIQUE

Figure 3.1 � Solution du système avec trois conditions initiales (G0, B0)T = (2.9, 1.1)T ,
(G0, B0)T = (3.5, 0.7)T , (G0, B0)T = (4.2, 1.8)T .
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3.6. CONCLUSION

3.6 Conclusion

On a présenté et étudié dans ce mémoire un modèle proie-prédateur non-autonome avec
un taux de prédation variant de façon périodique. On a commencé par étudier quelques
modèles de base en dynamique de population, les modèles de Malthus et Verhulst pour
une unique population et les modèles Holling I, II pour deux populations. On a aussi
rappelé des notions essentielles à l'analyse des modèles présentés dans le dernier chapitre.
Le travail Dans le chapitre 3 qui est le dernier, apporte quelques résultats à propos du
comportement asymptotique d'un modèle incorporant des proies et des prédateurs dans
un lac arti�ciel. Grâce à la théorie de Lyapunov on a montré la stabilité asymptotique
globale de la solution périodique prouvée dans [10].
L'analyse mathématique présentée dans ce travail montre que, selon les valeurs des coef-
�cients, on peut faire des prédictions convenables à propos du comportement asympto-
tique de tout système proie-prédateur, y compris la permanence, la périodicité, la stabilité
asymptotique globale et l'extinction des espèces. Notre étude a montré que la dynamique
du système dépend fortement des �uctuations des niveaux de l'eau. Ces conclusions nous
avertissent pour prendre des décisions opportunes pour protéger les espèces dans ce lac
arti�ciel.
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