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Résumé . Dans ce travail, nous proposons une nouvelle formulation ma-
thématique du probléme inverse en imagerie électrocardiographique. La nouveauté
de cette approche est que nous prenons en compte les mesures manquantes sur la
surface du corps. Le probléme inverse de I'imagerie par électrocardiographie est for-
mulé comme un probléme de complétions des données pour ’équation de Laplace.
La condition aux limites de Neumann est indiquée sur toute la surface du corps. La
difficulté vient du fait que la condition aux limites de Dirichlet n’est donnée que sur
une partie de la surface du corps et qu’une frontiére incompléte est donc adjacente
a une frontiére compléte. Afin de construire le potentiel électrique sur la surface
cardiaque, nous utilisons une approche de controle optimale ot le potentiel inconnu
a la frontiére externe fait également partie des variables de controle. Nous compa-
rons théoriquement ce cas au cas ot la condition au limite de Dirichlet est donnée
sur la surface entiérement accessible. Nous comparons ensuite les deux cas et sur
la base de la distribution du bruit dans les mesures, nous concluons si cela vaut la
peine d’utiliser toutes les données. Nous utilisons la méthode de factorisation des
problémes aux limites elliptiques combinée & la méthode des éléments finis. Ceci
revient & plonger le probléme initial en une famille de problémes similaires sur des
sous domaines limités par une frontiére mobile balayant le thorax depuis la peau
jusqu’a I’épicarde. Dans le cadre du probléme inverse cette analyse permet d’écrire
directement avant discrétisation 1’équation vérifiée sur 1’épicarde par I’estimation
optimale du potentiel épicardiaque au sens d’un critére quadratique. Elle permet
d’analyser le caractére mal posé du probléme inverse et donc de discrétiser et de
régulariser au mieux ce probléme. Un des avantages de cette méthode est que si
I’on souhaite calculer le potentiel a différents temps du cycle cardiaque, il n’est pas
nécessaire de refaire la résolution de toutes les équations & chaque instant. Nous
illustrons les résultats théoriques par des simulations numériques dans un domaine
cylindrique. Nous étudions numériquement ’effet de la taille de la zone de données
manquante et de la distribution du bruit sur la précision de la solution inverse.

Mots clés : Probléme inverse, électrocardiographie, méthode de factorisation,

équations de Riccati, problémes aux limites.



AbStraCt . In this work, we provide a new mathematical formulation
for the inverse problem in electrocardiographic imaging. The novelty in this ap-
proach is that we account for missing measurements on the body surface. The
electrocardiography imaging inverse problem is formulated as a data completion
problem for the Laplace equation. The Neumann boundary condition is given at
the whole body surface. The difficulty comes from the fact that the Dirichlet boun-
dary condition is only given on a part of the body surface and thus an incomplete
boundary is adjacent to a complete boundary. In order to construct the electri-
cal potential on the heart surface, we use an optimal control approach where the
unknown potential at the external boundary is also part of the control variables.
We theoretically compare this case to the case where the a Dirichlet boundary
condition is given on the full accessible surface. We then compare both cases and
based on the distribution of noise in the measurements, we conclude whether or
not it is worth to use all the data. We use the method of factorization of ellip-
tic boundary value problems combined with the finite element method. The idea
is to embed the initial problem into a family of similar problems on subdomains
bounded by a moving boundary (along a axis of evolution that we define) from the
torso skin to the epicardium surface. Regarding the inverse problem, mathematical
analysis allows to write an optimal estimation of the epicardial potential based on
a quadratic criterion. Then, we can analyse the ill-posed behaviour of the inverse
problem and propose a better regularization and discretization of the problem.
We illustrate the theoretical results by some numerical simulations in a cylindrical
domain. We numerically study the effect of the size of the missing data zone and
the noise distribution on the accuracy of the inverse solution.

Keywords : Inverse problem, electrocardiography, Factorization method, Ric-

cati equations, boundary values problems.



Remerciements

Avant tout, je remercie Dieu de m’avoir donné la force pour réaliser ce présent
travail.

J’aimerais remercier chaleureusement toutes les personnes qui ont cru en moi
et qui m’ont aidé pendant 1’élaboration de ma thése.

Je souhaite remercier chaleureusement mes directeurs de these, Madame Na-
dra Bouarroudj, et Monsieurs Lekhmissi Belaib. Merci a vous d’avoir accepté de
diriger cette thése, et de m’avoir proposé ce sujet de recherche. C’est pour moi
un grand plaisir et honneur . J’ai trouvé en vous une source d’inspiration déci-
sive. Je les remercie pour leur confiance, leur soutien, leur grande disponibilité et
leurs nombreux conseils. En plus de m’avoir permis d’entreprendre cette thése, ils
m’ont donné la grande satisfaction et le grand honneur de partager leurs connais-
sances et leurs amitiés. Qu’ils veuillent croire & ma profonde estime et ma sincére
reconnaissance.

Je voudrais remercier Monsieur Messirdi Miloud pour avoir accepté de présider
mon jury de thése. Sa présence dans mon jury est un grand honneur pour moi.

Je remercie madame Nasri Yasmina et Monsieurs Derbah Mohamed, Belghaba
Kacem et Terbeche Mekki pour avoir accepté d’examiner mon travail. Leurs avis
m’est particuliérement important. Qu’il veuille croire & ma profonde estime.

Je tiens a remercier chaleureusement monsieurs Nejib Zemzemi et Jacques
Henry et tous les membres de I’équipe de recherche CARMEN (INRIA Bordeaux -
Sud-Ouest), et je remercier chaleureusement monsieur Fadhel Jday de 1’équipe de
recherche LAMSIN (Ecole Nationale d'Ingénieurs de Tunis ENIT), pour leur aide
et leur bonne humeur. Nous avons partagé de bons moments.

Au terme de ce parcours, je remercie celles et ceux qui me sont chers et que j’ai
quelque peu délaissés ces derniers mois pour achever cette thése. Leurs attentions et
encouragements m’ont accompagné tout au long de ces années. Je suis redevable
a mes parents et mes fréres pour leur amour abondant et sans faille, pour leur

soutien moral et matériel et leur confiance indéfectible dans mes choix.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivation

Environ trois millions de personnes meurent, chaque année, dans le monde d’un
arrét cardiaque subit ou infarctus. C’est le plus grand tueur de la planéte et il peut
arriver a n’importe qui, n’importe ot et & n’importe quel moment. Certains facteurs
peuvent cependant augmenter le risque individuel comme 1’4ge, ’hypertension ar-
térielle, le haut taux de cholestérol, une activité physique excessive, le diabéte,
le poids, les antécédents personnels de maladies du coeur, I'abus de tabac, de
drogues ou d’alcool, le stress...(Source : http ://www.sisl.ch/technique/aed.htm).
A titre d’exemples d’aprés ’OMS, 32% de la mortalité totale est causée par des
problémes cardiovasculaires. En 2011, en France, 60 000 crises cardiaques ont été
recensées, entrainant la mort de 2400 personnes. 30% des déces sont d’origine
cardiovasculaire.( Source http ://www.planetoscope. com/mortalite/1518-crises-
cardiaques-etinfarctus- mortels-en-france .html). et en algérie 46% des déces sont
d’origine cardiovasculaire Selon une étude de ’'OMS en 2013, d’ici 2030, les ma-
ladies cardiovasculaires et les maladies cardiaques pourraient tuer 23,3 millions
de personnes. Malgré leur dangerosité, les problémes liés a ’activité électrique du
coeur et les mécanismes de traitement des infarctus restent encore mal compris.

Le développement d’une meilleure compréhension de la fonction cardiaque et com-



ment et quand le coeur ne parvient plus & assurer sa fonction est un sujet de
recherche intensive. Au cours des derniéres années, les études expérimentales ont
été complétées par des modeles mathématiques qui permettent la simulation de la
fonction électrique du coeur. Le corps humain et particuliérement le coeur étant
trés complexe, beaucoup de problémes restent encore ouverts aussi bien au niveau

de la modélisation, de I'analyse que de la simulation pour les modeéles existants.

1.2 Etat de l’art

On s’intéresse dans notre étude au probléme de complétion de données pour
I’équation de Laplace dans un domaine cylindrique borné en dimension 2 et 3. Il
s’agit de la reconstruction des données sur une partie de la frontiére connaissant ces
données sur une autre partie de la frontiére. Ce type de probléme intervient dans de
nombreuses applications industrielles ou biomédicales. Parmi ces applications, on
peut citer par exemple 1’électrocardiographie, la reconstruction de la température
sur le mur intérieur d’un pipeline et la détection de contacts.

L’électrocardiographe mesure a la surface du thorax les potentiels électriques
générés par activité cardiaque. Cependant, cet outil ne permet pas de connaitre
les valeurs de ces potentiels & la surface du coeur. Si I'on considére le domaine
délimité par le thorax et illustré par la Figure 1, sa frontiére est constituée d’une
frontiére externe, la surface du thorax, et d’une frontiére interne, la surface du
coeur. Les mesures fournies par 1’électrocardiogramme donnent les conditions li-
mites sur la frontiére externe. La résolution numérique du probléme de Cauchy

permet d’identifier les potentiels électriques & la surface du coeur.



Fotentiels mésurés Faotentiels a identifier

Figure 1 : Schéma représentatif de la cage thoracique.

En thermique, considérons ’exemple de la reconstruction de la température
et du flux dans un pipeline représenté par la Figure 2 & partir de mesures sur sa
frontiére externe. Cette application intervient dans de nombreux processus indus-
triels. La stratification thermique d’un fluide parcourant un pipeline génére des
contraintes mécaniques pouvant provoquer des dégradations du matériel telles que
des fissures. La connaissance de la température sur le mur intérieur d’un pipeline

est donc essentielle pour controler 1’état du matériel.

Mesure de la temperatu emperature et flux
et de flux a identifier

Figure 2 : Schéma représentatif de pipeline.

Le dernier exemple que 1’on citera concerne la détection de contacts. On consi-
dére un solide inclus dans un autre. A partir de mesures de déplacements sur la
frontiére atteignable, on souhaite identifier les zones de contact et de frottement

entre ces deux solides. Cet exemple est illustre par la Figure 3.
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iZ one de contacte
a identifier

Deplacement
mesuré

Figure 3 : Schéma représentatif de I’Inclusion.

Ce probléme inverse est un probléme mal posé au sens de Hadamard, c’est-a-
dire qu'une paire de données sur une partie de la frontiére ne conduit pas néces-
sairement & une solution sur tout le domaine (i.e probléme d’existence ou ici de
compatibilité des données).

En éléctrocardiographie le probleme inverse de détermination des parametres

est mathématiquement modélisé par une équation de Laplace :

—Au =0 dans (,
(sz)>

_g_; |F0: 0, u |F0: Umes -

O uy,es est le potentiel mesuré sur le torse avec €2, la cage thoracique entre la
peau et ’épicarde. Pour tester les méthodes numériques et la méthode de facto-
risation, nous allons simplifié le probléme en supposant que Q = |0,a[ x O € R"
avec I'g = {0} x O.

Le probléeme (P;,,) est aussi un probléme de Cauchy mal posé au sens de

Hadamard. Voici ’exemple classique de Hadamard d’un probléeme mal posé :

(Pu) —Au, =0 dans (z,y) € R x R*,
H
—ag—y" (z,0) = Lsin(nz), wu,(z,0)=0.
la solution du probléme (Py) est donnée par : u, = - sin (nz) sinh (ny)

Romarquons que u,, — 0 quand n — 400, mais la solution explose.
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» 1018 solution pour n=1000
T T

+  Saltheo pour y=0
— Saltheorigue y=0,02
2 —— Baoltheorique y=0,05

-3

0 200 400 00 200 1000
Figure 7 : Illustration de la solution du probléme de
Hadamard, obtenue pour n = 1000, x = ih avec h = .

Cette problématique fournit aux chercheurs un défi intéressant pour la mise au
point de méthodes numériques permettant d’approcher la solution du probléme de
Cauchy. De nombreux travaux théoriques et appliqués portant sur ce sujet ont été
proposés. En voici une énumération :

F. Ben Belgacem et H. El Fekih [10] [38].

A. Cimetiere et al.[5].

L. Bourgeois [16].

J. Baumeister et J. Leitao [§].

1.3 Objectif de la thése

L’objectif de cette theése est de proposé une nouvelle formulation mathématique
du probléme inverse en imagerie électrocardiographique. La nouveauté de cette
approche est que nous prenons en compte les mesures manquantes sur la surface
du corps. Le probléme inverse de I'imagerie par électrocardiographie est formulé

comme un probléme de complétions des données pour I’équation de Laplace. La
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condition aux limites de Neumann est indiquée sur toute la surface du corps.
La difficulté vient du fait que la condition aux limites de Dirichlet n’est donnée
que sur une partie de la surface du corps et qu’une frontiére incompléte est donc
adjacente a une frontiére compléte. On va utiliser dans ce travail deux techniques :
le plongement invariant et la résolution d’un probléme inverse en ayant recours a
une fonctionnelle d’écart a la loi de comportement.

La technique du plongement invariant introduite par J. Henry et A. Ramos
dans ([28], [29]) permet de factoriser un probléme aux limites elliptique de second
ordre en un systéme de problémes de premier ordre. Cette technique a été utili-
sée pour obtenir des résultats analytiques et numériques dans certains domaines
applicatifs tel que : la physique de 'atmosphére, la théorie du transport et la pro-
pagation des ondes accoustiques [31]. Le principe de la méthode revient a plonger
le probléme initial dans une famille de problémes similaires dépendant d’un param
etre, elle a été proposée par Bellman [12], dans le contexte de la théorie du controle
optimal, puis elle a été d éveloppée par Henry et Ramos ([28] [29]) qui ont présenté
une justification compléte dans le cas du probléeme de Poisson dans un domaine
cylindrique, en adaptant la méthode développée par J.L. Lions dans [33] pour ré-
soudre les problémes de controle optimal en boucle fermée de systémes gouvernés
par des équations paraboliques. Ils ont plongé le probléme initial dans une famille
de problémes similaires, chacun défini sur un sous-cylindre délimité par une sec-
tion variable. Dans ce cas, le plongement est naturellement fait dans la direction
de I’axe du cylindre, ce qui permet la factorisation de 'opérateur du second ordre
en un produit d’opérateurs de premier ordre. Ils ont obtenu une factorisation en
deux problémes découplés de type parabolique, dans des directions opposées. Ils
ont montré, ainsi, que la méme méthode appliquée au probléme discrétisé peut étre
interprétée comme une factorisation de Gauss par bloc de la matrice du probléme.
Cette méthode est également utilisée dans les travaux de theése de F. Jday [19]
pour traiter le probléme inverse de complétion de données, et elle est étudiée en
détails, notamment sur des domaines de géométries quelconques, dans le livre de

J. Henry et A. M. Ramos [28]. Nous nous appuierons dans cette thése sur ces deux
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derniers ouvrages.

De facon synthétique, cette méthode permet de "transporter" des données
connues depuis une surface vers une autre surface ot 'on cherche a obtenir des
informations. Dans le cadre du probléme inverse en électrocardiographie, cela re-
vient & transporter les données de potentiel et de dérivées de potentiel connues sur
la surface du torse vers la surface du coeur, permettant ainsi de compléter les don-
nées de Dirichlet et Neumann manquantes. Dans le cadre de la théorie du controle
optimal, le probléme initial de Poisson est décomposé en deux "sous-probléemes"
bien posé [43] :

» l'un vérifie la condition de Dirichlet sur le torse et un parameétre de controle
vérifie la condition de Neumann sur le coeur.

» inversement, le second vérifie la condition de Neumann sur le torse et un
parameétre de controle vérifie la condition de Dirichlet sur le coeur.

On obtient ainsi deux problémes aux limites bien posés. Au lieu de chercher
a minimiser une fonction colit qui porte sur les solutions des deux problémes en
introduisant les états adjoints et permettant d’obtenir les valeurs des paramétres
de controle qui complétent la solution et sa dérivée sur le coeur, nous allons ap-
pliquer la méthode de factorisation. On plonge spatialement ces problémes dans
deux familles de problémes aux limites similaires définis sur des sous-domaines
du probléme initial et délimités par une frontiére mobile dont la position décrira
I’axe de plongement. C’est cette frontiere mobile qui va jouer le role de "trans-
port" des informations (la condition de Dirichlet ou bien de Neumann suivant le
sous-probléme) depuis la peau du thorax jusqu’a ’épicarde. Ce plongement se fait
suivant un axe du domaine qui sera le plus approprié a définir. Le plongement va
dépendre d’un parameétre qui sera la coordonée qui permettra de repérer 1’abscisse
de la frontiére le long de cet axe de plongement. Dans le cas du probléme direct ces
problémes sont résolus dans les deux directions opposées de I’axe de plongement :
torse — coeur et coeur — torse. Dans le cadre du probléme inverse, la résolution
de ces deux problémes se fera dans le méme sens torse — coeur, correspondant

ainsi a la physique de notre probléme.
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Pour résoudre ces deux familles de problémes on définit alors sur la frontiére
mobile des opérateurs de type Dirchlet-Neumann et Neumann-Dirichlet et des
termes de résidus leurs sont associés. Ces opérateurs vérifient des équations de
Riccati et permettent de donner la valeur du potentiel sur la surface mobile en
fonction de la valeur de la dérivée normale de la solution et inversement. Ils sont
reliés & la géométrie du probléme. Les termes de résidus vérifient quand a eux
des équations différentielles ordinaires d’ordre 1 et sont associés aux conditions
limites a la surface du torse. On obtient alors deux systémes d’équations découplés
portant sur les opérateurs et les résidus et qui dépendent du parametre qui décrit la
position de la frontiére mobile. Nous avons besoin ensuite de résoudre ces systémes
d’équations pour obtenir la valeur des opérateurs et des résidus sur la surface du
coeur.

A partir de 1a il est possible de montrer que I'inversion d’un systéme matriciel
construit a partir des valeurs des opérateurs et résidus définis sur la surface du
coeur est équivalente & minimiser la fonction cotit du probléme de controle optimal.
Si on applique un terme de régularisation a la fonctionnelle (dii aux instabilités
numériques, aux erreurs sur les conditions limites sur le torse) on peut alors mon-
trer comment la matrice a inverser est également modifiée. Un des avantages de la
méthode réside dans le fait que, comme il a été déja précisé auparavant, les opé-
rateurs sont liés a la géométrie du probleme étudié. Autrement dit, si on posséde
plusieurs jeux de données de conditions limites sur le torse (dans le but par exemple
de suivre I’évolution temporelle du potentiel sur le coeur), il n’est nécessaire de
ne résoudre qu'une seule fois les équations de Riccati. Les équations portant sur
les résidus devront quand a elles étre résolues autant de fois qu’il y a de jeux de
données sur les conditions limites définies sur le torse. Un autre point est que la
formulation matricielle & inverser est analytique et porte sur un systéme défini
en amont de toute discrétisation numérique. On peut donc étudier précisément le
caractere mal posé du probléme et proposer une régularisation et discrétisation
adaptées.

On comprend que les opérateurs de Dirichlet et Neumann sont essentiels a la
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bonne reconstruction des données sur le coeur. De la précision avec laquelle nous
serons capables de les approximer sur la surface du coeur dépendra la "qualité"
du champ de potentiel reconstruit. Il est donc nécessaire de résoudre au mieux
les équations de Riccati afin d’assurer le bon transport des informations depuis la

surface du torse vers la surface du coeur.

1.4 Plan de la thése

Ce document est réparti en une introduction, six chapitres et finalisé par une
conclusion.

» Le deuxiéme chapitre est consacré a I’adapatation des outils mathématiques
qui seront utilisés dans la suite de ce travail.

» Notre objectif dans le troisiéme chapitre est de présenter la méthode de plon-
gement invariant extraite des travaux de Ramos et Henry ([28] [29]) il s’agit de la
factorisation du probléme de Poisson dans un domaine cylindrique. Nous présen-
tons le cadre fonctionnel et les calculs formels de la méthode.

» Dans le chapitre 4 nous appliquons la méthode de factorisation pour résoudre
le probléme de complétion de données pour ’équation de Laplace dans un domaine
cylindrique borné, cette méthode permet de fournir directement les données man-
quantes.

» Dans le chapitre 5 Nous présentons un article publié dans le journal Mathema-
tical Modelling of Natural Phenomena [3]. nous proposons une nouvelle formulation
mathématique du probléme inverse en imagerie électrocardiographique. La nou-
veauté de cette approche est que nous prenons en compte les mesures manquantes
sur la surface du corps. Le probléme inverse de I'imagerie par électrocardiographie
est formulé comme un probléme de complétions des données pour ’équation de
Laplace. Afin de construire le potentiel électrique sur la surface cardiaque, nous
utilisons une approche de controle optimale ot le potentiel inconnu & la frontiére
externe fait également partie des variables de controle. Nous appliquons la mé-

thode de factorisation pour résoudre le probléme de complétion de données pour
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I’équation de Laplace dans un domaine cylindrique borné, cette méthode permet
de fournir directement les données manquantes. En plus grace a cette méthode
nous donnons une approximation explicite des opérateurs d’interface ce qui nous
aide a choisir une bonne régularisation du probléme de Cauchy.

» Le but du sixiéme chapitre est d’analyser I'éffet de la régularisation du
bruit sur la solution du probléme de complétions des données, a la fois lorsqu’on
considére une observation compléte et incompléte sur la frontiére accessible.

» Dans le chapitre 7, nous appliquons la méthode de plongement invariant pour
la résolution du probléme inverse dans un domaine tridimentionnel quelconque.
Nous fairons I’application dans un domaine sphérique.

» Dans le huitiéme chapitre nous présentons une conclusion générale de notre

travail, et nous donnons les perspectives pour des travaux futurs.
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Chapitre 2
Outils mathématiques

Le but de ce chapitre est de fixer les notations et de rappeler sans démonstration

les résultats que nous allons utiliser tout au long de ce travail.

2.1 Liste des symboles

ou ou .
grad u=Vu = (—, e —) gradient.
oxy ox,,
Opu = Vu.n dérivée normale.
n la normale sortante par rapport a la surface considérée
n 0%
Au = 92 Laplacien par rapport aux coordonnées cartisiens.
i=107;
E dual de E.
() B poduit scalaire dans la dualité E’, E.
QCcRY d=2,3 domaine borné a frontiere et de dimension d = 2, 3.
oN=r frontiére du domaine ).
=10, a[x O domaine cylindrique de langueur a.
I, partie du bord sur laquelle on cherche la solution.

Y. =00 x 0, a] la frontiere latérale du cylindre.
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2.2 Espaces de Sobolev

Soit un Q ouvert borné de R”, de frontiere 02 = I', et D (Q2) ensemble de
fonctions C* () a asupport compact. On note L?(Q2) P'espace des fonctions a

valeurs réelles telles que :

L*(Q)=<¢ f:Q — R/f mesurable et /|f|2d:c < 400
Q

La norme de cet espace est :

%
2 2
10 = | [ 11|
Q
Le produit scalaire associé est :

(f,9)r2@) = f(x)g(x)dz.
/

Soit p € N*. On appelle espace de Sobolev H? (§2) 'espace des fonctions f dans
L2(92), telles que leurs dérivées partielles jusqu’a l'ordre p appartiennent a L?(().

Autrement dit
H(Q) = {f € LAQ)fa e N, [a| <p, Df € L*(D)}.

C’est un espace de Hilbert de norme.

N

a2
ey = § D 1D f I

laf<p
Par ailleurs Hj (2) est la fermeture dans H* () de I’ensemble des fonctions de

D (92) . On écrit alors :
Hy(Q)={feH (Q)/f=0, surdQ}.

De norme :
2

HfHH(}(Q) = /’f(x)’2d$+/|Vf (2)|? dx

Q Q
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Soit s un réel quelconque. L’espace de Sobolev & exposant fractionnaire H* (€2)
est l'interpolé d’ordre 2 de L*() et de H™ () pour n > s.
Soit A € L (H™(Q2)) Popérateur symétrique tel que :

(A, ) graiqy = (W V) 12y, Yu,v € H" (Q).

Comme L?(2) est compact dans H™ () et A est symétrique, alors celui-ci est
diagonalisable dans une base w,, orthogonale & la fois pour L*(Q2) et H" (2). On
a:

Aw, = A w,

ou A matrice diagonale.

On caractérise alors H" (€2) par :

On a alors la définition suivante de H?® :
s 2 22 2(1_%)
H (Q) = qu= tnwn/ Y tnl* a3 lwnll ey < 400 ¢ -

Soit (¢,,) ey & base orthonormale de L*(2) constituée de vecteurs propres du
Laplacien sur {2 avec condition de Dirichlet sur 9€2 et (\,), oy la suite des valeurs
propres associé.

Dans cette base, les espaces usuels ont pour définition équivalentes :

L2 (Q) = {u = unth,/ > Junl’ < —l—oo} .

Hy () = {u = Zunwn/z (14 A un|® < —|—oo} :

1
Hg) () est Dinterpolé d’ordre § entre Hj (€2) et L? (€2). et on écrit :

[Ho (), L% ()]
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On a la caractérisation suivante :

H(%O Q) = {u = b,/ Y (14 A)? un? < —1—00} .

Enfin, pour s € R*, on désigne par H{ (2) la fermeture de D (2) dans H*® (Q2) .
Pour s; ' non demi-entiers, I'interpolé entre Hg (Q) et Hg () d’ordre 6 (avec

0 €10,1]) est H**(1=0"(Q)) sauf si Os + (1 — ) s’ est un demi-entier (cf [30])

2.3 Espaces duaux

On note H* ()" le dual de I'espace H* (2); c’est I’espace des formes linéaires

continues sur H* ().
Théoréme 2.3.1 Pour tout ¢ € H* (Q), il existe un unique f € H* () tel que :

<907U>Hs(9)’st(Q) = ([, U>Hs(n)v Vo € H* (€2).

On identifie L? (Q) a son dual, mais on identifie pas H} () et son dual. On
note H=* () le dual de H§ (Q). Pour s € 0,1, H*(Q) = H* (Q)'.

Cas particulier :

On désigne par H! () le dual de H] (). Pour s > 0, on a : H*(Q) C
L*(Q) € H*(9) des injections continues et denses.

Si on applique le théoreme de représentation de Riesz a la base 1,,, on obtient

1
la caractérisation suivante pour Hg, (Q)' :
1
Hio (@) = {u =Dt/ 3 (14 M) < +oo} -

Remarque 2.3.1 H 2 (Q) est le dual de Hz (), mais pas celui de HZ (), (cf
30]).
/[
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Théoréme 2.3.2 (Théoréme de trace) L’application :

g:D(Q) — (DD)"

S O ) o<jcim-1)

se prolonge par continuité en une application linéaire surjective (notée encore g)

m—1
de H™ () sur HHm_j_% (") et admet un reléevement linéaire continu :
=0

Théoréme 2.3.3 (Formule de Green)

Pour u et v régquliéres sur 2 on a :

/Au.de = —/Vu.Vde + /?Udf.
0 Q r K

n : normal unitaire o 0S) = ' orientée vers 'extérieur de €.

Théoréme 2.3.4 (Lax-Milgram)
Soit V' un espace de Hilbert et a(.,.) une forme bilinéaire symétrique continue
vérifiant :

a(u,u)>alul? ;VueV
alors, pour tout f € V' (espace dual de V') le probléeme :

trouver u € V,
a(u,v) = (f,0);Vu e V.

admet une unique solution u dans V.

Définition 2.3.1 Soit X un espace de Banach de norme ||.||y ; pour tout entier
m > 0, on désigne par C™ (0,T;X), 0 < T < +oo, l'espace des fonctions m fois

continiment différentiables sur [0, T] a valeurs dans X ; c’est lui-méme un espace

J

de Banach pour la norme :

dFv

dxk

Hchm(o,T;X) - Og}{:aé)fn <02ng
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Définition 2.3.2 Pour tout p € R avec 1 < p < 0o, on désigne par LP (0,T;X)
Uespace des fonctions t — v (t) fortement mesurables sur (0,T) pour la mesure dt

et telles que :
1
p

T
ol = | [0 @l dt | < oc.
0

C’est également un espace de Banach pour cette norme.
Si p = 00, on remplace cette norme par :
[0l oo o,75x) = sup ess v (8] x -
t€]0,T|
Proposition 2.3.1 Si X est un espace de Hilbert de produit scalaire (.,.), alors
L?(0,T; X) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(4 0) 2o 7o) = / (w(t) v (1)), dt.

d
Lemme 2.3.1 Siu € L?(0,T;X) et d_?

aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de |0,T'[, continue
de [0,T] — X.

€ LP(0,T;X), 1 <p < oo, alors u est

Théoréme 2.3.5 (Holmogren)
soitu € H' (Q) et T' C 9N tel que |T'| # 0 si u est la solution du systéme :

Au = 0 dans €,
u = 0 sur T,

Oou = 0 sur T.
Alors uw =0 dans ).
Définition 2.3.3 (Problémes bien-posés et mal-posés)
Le mathématicien francais, Jacques Hadamard a définit le concept d’un pro-

bleme bien-posé. 1l s’agit d’un probleme dont : la solution existe; elle est unique;

et elle dépend continument des données.

Un probléme qui n’est pas bien-posé au sens d’Hadamard est dit mal-posé.
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Chapitre 3

Factorisation du probléme de
Poisson dans un domaine

cylindrique

Dans ce chapitre on rappelle la méthode de factorisation des problémes aux
limites présentée par Jacques Henry et A.Ramos dans [28] pour un probléme de
poisson posé dans un domaine cylindrique. Le contenu de ce chapitre constitue

I’outil principal exploité tout au long de ce travail de thése.

3.1 Position du probléme et cadre fonctionnel

On considére le probléme de Poisson posé dans un ouvert cylindrique €2 =
10, a[ x O de R". La section O est un ouvert borné¢ de R"~! de bord régulier.
Le cylindre est limité par ses faces Iy = {0} x O, I'; = {a} x O. Nous allons
faire jouer a x; un role particulier, comparable a celui du temps pour le controle
de probléme d’évolution. On reprend donc des notations traditionnelles pour les
problémes d’évolution. On appelle ¥ = 90 x |0, a] la frontiére latérale du cylindre
(Figure 4). On note A = iaa—z o

— 9.2
i=10x; O , . .
To, ..., T, notées y et la variable x;, que 'on note désormais x. Pour insister sur

+ A, le Laplacien en séparant les variables
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le role particulier de la coodonnée z on notera éventuellement la fonction u(z, y)

. . Ou . du :
comme u(z) et la dérivée en x soit 7 soit —. On consideére le probléme :
x x

—Au = f dans £,

v = 0 sur X,
(Po)§  ou (3.1)
—— = wuy sur I,
ox
U = u; sur I,

Figure 4 : Domaine du probléme.

Pour le probléme (P), on choisit f € L*(Q), ug € Hééz((?)/ (espace dual de
H3)*(0)) et € H&é2<0>

Les espaces ( (Fa)> (Fa) sont munis respectivement des produits
]

scalaires suivant (voir [45]) :
() ey :/F (—AFG)MU(—APG)U%:/F u(=Ar,) o,
1/2 '
pour tout (u,v) € Hy) (Ty) et

Ry = [ (CAn)/F=0r) Vg = [ f-ar) 2

a

pour tout (f,g) € Ho) (Ts).
Définition 3.1.1 On définit les espaces X, Xq et Y de la fagon suivante :

X = L0, a; HH(O)) N HY(0, a; L2(0)),
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Xo=XNn{ue X :ulp,=0},
2

0 u _
Y = {uEX:@ € L*(0,a; H 1(0))}.

Ces espaces d’un type adapté aux probléemes d’évolution permettent d’insiter sur

le role privilégié donné a la variable x. On munit X et Xo respectivement des

normes :

a a a au
lali= [ @) oy do+ [ (o) sy dot [ 5o Iaoy do
0 0 0

a a au
lu o= [ 106e) o do+ [ 1 Gote) Ix do
0 0

La norme de X est équivalente a La norme de H*(QY). Par l'inégalité de Poincaré
il en est de méme pour Xo. Donc Xy est fermé dans X lui-méme fermé dans

HY(Q).
On utilisra par la suite le théoréme de trace suivant.

Proposition 3.1.1 Soit u € Y et soit I's = {s} x O, alors on a

%
Lo

(u r.) € ([0.a]5 Hyt*(0) x Hf*(0Y)

ou

Lo 5 Ir,) est continue et surjective de Y sur

et Uapplication trace u — (u

Hyp*(0) x Hy(O).

Preuve: C’est une application directe du théoréme 3.1 P 23 de [30], en prenant
en compte le fait que H&éQ((’))’ est l'interpolé d’ordre 1/2 de L*(O) et H~1(0). O

La formulation variationnelle du probleme (Py) s’écrit
a(u,v) = /QVqudmdy = (f,v)+ < ug,v|r, > 120y 112(0) Yo € Xo. (3.2)

Ou u € X satisfait la contrainte u |r,= u;. Aprés translation d’un relévement
de uy, on peut appliquer le théoreme de Lax-Milgram [30]. On obtient donc que le
probléme (3.1]) est bien posé et admet une solution dans H'(O).
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3.2 Présentation de la méthode de factorisation

La méthode de factorisation des problémes aux limites consiste & fractionner le
domaine d’étude en introduisant une frontiére mobile I'y = {s} x O avec s € [0, a]
sur laquelle on impose une condition de Dirichlet ou de Neumann et a définir un
opérateur reliant la valeur de la solution ou de sa dérivée a cette condition au bord,

puis a déplacer cette frontiére d’une extrémité a l'autre du cylindre (Figure 5).

Figure 5 : Domaine du probléme en mouvement.

Elle vise & transformer un probléme aux limites ou la solution dépend en chaque
point de ’ensemble des données au bord, en le produit de deux problémes aux
valeurs initiales de type Cauchy découplés et reliés par cet opérateur de découplage
qui vérifie lui-méme un probléme de Cauchy. Chaque type de condition sur la

frontiére mobile va mener a une factorisation.

3.2.1 Plongement invariant direct

On se restreint au domaine 23 = 0, s[ x O compris entre la face gauche du
cylindre et la frontiere mobile (Figure 5) et on impose une condition de Dirichlet
sur celle-ci. I'y est confondue initialement avec I'g, on la fait ensuite évoluer dans

le sens des z croissants (Figure 6).
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| \.lf'] lacement
de In fronticre

Figure 6 : Déplacement de la frontiére mobile.

Soit f € L*(Q2). Le probléme & résoudre dans le domaine restreint s’écrit :

—Au, = f dans

Usg = 0 sur X
(Psp) § Ous (3.3)
— = wug sur I
ox
Usg = h sur T,

Soit us = us(h) la solution de (3.3). De fagon évidente est exactement
pour s = a, h = uy, et donc u = u,(u1). En fait, on définit ainsi toute une famille
de problémes de Poisson, indicée par les parameétres s € [0,a] et h € H(%Q((’)).

Pour s € ]0, a| on définit Y, comme suit :

0%v

Y, = {v c H'(Q,) : pye € L*(0,5; H H(O)) et vy = 0} :
x
Définition 3.2.1 Pour tout s € |0,a] on définit l’application Dirichlet-Neumann

P(s) par P(s)h = 9, r, et le résidu w(s) par w(s) = 98, Ir,, Ou h € H&{Q(O),

ox Ox
v, € Ys et B, € Yy sont les solutions des deux systémes suivants :
( (
—Ay, = 0 dans s, —AB, = f dans S,
Yo = 0 sur X, By, = 0 sur X,
0 0
—% = 0 sur Ty, —% = wug sur I,
ve = h sur Ti. \ B, = 0 sur T,
\

Posons P(0)h =0 et w(0) = —uo.
P est un opérateur de type Dirichlet-Neumann dépendant de x agissant sur des
fonctions de la variable y définies sur la section O.

Pour tout s € [0,a], P(s) : H%Q(O) — Héf(@)/ est un opérateur linéaire et

w(s) = d; € Héf((’))' grdace au caractére bien posé des problémes en vy, et B, a

la proposition .
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3.2.2 Propriétés de 'opérateur P

L’opérateur P a été défini formellement ; on va maintenant préciser son cadre

fonctionnel.

Proposition 3.2.1 L’opérateur linéaire P(s) : H&éQ(O) — Héf((’))/ est continu,
auto-adjoint et positif pour tout s € [0, a| et la forme bilinéaire associée sur

H&é2(0), (P(s)h,h) est coercive pour tout s € [0, al.

HY2(0) xHY?(0)

Preuve: L’opérateur P(s) est défini par la composition de deux opérateurs

%% r, de E(H&éQ((’)), Ys) et L(Y, H&éQ((’))') respectivement,
T

continus : h — v, —
il est donc continu.
Soient h, h € H&f((’)) et v,, 7, les solutions correspondantes dans {2;. On a,

par la formule de Green
0= —/ A vy drdy = / Vv, V7. drdy — <P<8)h’E>H3(§2(0)’xH3(§2(0)
Qg Qg

ce qui montre le caractére auto-adjoint de P(s) si’on permute h et h et sa positivité

2
) dxdy

Alors par un calcul semblable a celui permettant de démontrer I'inégalité de

en faisant h = h. On a

_ %2l

2 s

<P(5)h?h>HSé2((’))/><Héé2((9) :/Q ('Vy75| * ‘ ox
5

Poincaré

S
d
2 . 2 2

d
% || ’}/S(ﬂf) ||H362(0) W’VS(‘T)>L2(O)XHC1)(O)7

O () 12(0yx Hi(o) st le produit de dualité en prenant H&éQ(O) pour espace

i 2 (2

pivot. Alors

dx

S S 87 2
2 2 2 s
I B €100 g+ [ 100 Vg e+ [ 2]
t t
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Pour 0 <t < s < a. En intégrant par rapport a t de 0 & s, on obtient

9, |?

h||? <(C 2 d d
WS (€59 [ 1) iy de+s [ | ae
et donc
s
> 2
< Pls)hh >H352<0>’XH352<0)_ C+s I HHSSQ(O)
ce qui démontre la coercivité. O

Un argument de linéarité du probléme (3.3]) permet d’écrire que :

Ou,
ox

ol us = B, + ,, I'indice s rappelant que le probléeme est défini sur €.

r,= P(s)h+w(s),

On considére maintenant pour x < s la restriction de us(h) a €,. Par le rai-
sonnement précédent on a donc la relation

Ou,

ox

En dérivant formellement cette relation par rapport & x, et en utilisant I’équa-

(x;h) = P(x)us(z; h) + w(z). (3.4)

tion vérifiée par u,, on obtient :

9%u dP dus dw
AN —f=— P— 4+ =
0x? yts = f dx Us + dx + dx

dug
En substituant T grace a (3.4 :
x

dw(z)
dz

0= (dP(:U) + P*(x) + Ay> us(x) + + P(x)w(x) + f(z) pour 0 <z < s.

dx
En faisant z = s

dP dw

0= <%(s) + P*(s) + Ay> h + %(s) + P(s)w(s) + f(s).

Comme h et s sont arbitraires, cette relation est en fait une identité, dont

chaque membre est nul, ce qui signifie que :

dP
— 4+ P2+, )h=0
d—w—l—Pw:—f.

dx
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En particulier la premiére équation est vérifiée pour tout h € H&éz(O), on en
dP

déduit que 'opérateur (d_ + P? + Ay) est nul. Ceci permet d’obtenir le systéme
x

découplé suivant :

dP
_£E+P2+Ay_0 ,P(O):O,
EtPu=—f  w(0)=—u, (35)
dx
—d—u+Puf—w u(a) =u
dr - ) — 1

En particulier, P est solution d'une équation de Riccati, c’est & dire d’une
équation différentielle avec un terme quadratique.

dP
—+ P*+ A, =0. (3.6)

En combinant les deux derniéres équations du systéme (3.5)), on obtient la

forme factorisée du probléme de Poisson. En effet, on a :

d d
<%+P>w:—f et (%—P>u:—w.

il en résulte que :
d d
——+P||——-P = f.
(dm + ) (dx )u /

Comme l'opérateur P est auto-adjoint, les deux facteurs sont adjoints 'un de
lautre.

Le systéme (3.5)) est découplé car on peut intégrer les deux premiéres équation
en z de 0 & a pour obtenir P et w ("descente"), puis u est obtenu par intégration

rétrograde de la troisiéme équation ("rementer").

3.2.3 Reéciproques

On vient de voir que la factorisation du probléme de Poisson permet d’obtenir
un systéme découplé d’équations aux conditions initiales ; on va maintenant établir
la réciproque, c’est & dire montrer comment on peut retrouver le probléme de

Poisson a partir de ce systéme découplé.
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Lemme 3.2.1 Soit u, w € Y, et P € E(H&f(@), H&f(@)') vérifiant le systéme

découplé :
dpP
—I+P2+Ay:0 , P(0) =0,
d_w +Pw=—f , w(0) = —uy, (3.7)
x
—d—u—i-Pu——w u(a) =u
dz N ’ o

Alors u est solution du probléeme de Poisson .

ou
Preuve: Pour ce faire, on utilise la relation affine — = Pu+w et on la dérive

Ox

formellement :
Ou  dP ou  Ow

= —u+P—+—

02 dx or Ox’

w
[’équation différentielle sur w permet de remplacer o par —Pw — f :
x

L’équation de Riccati sur 'opérateur P permet alors de remplacer le terme o

T
par —P? — A, d’ou

0*u ) du
= (-PP=A)u+ Pl Pu—]
or
P@ = P?u + Puw.
ox
D’ou
9%u 9 9
Ce qui se simplifie en
J%u

u vérifie bien I’équation de Poisson.
On va maintenant prouver que les conditions aux bords du probléme ((3.1)) sont

également réspectées.
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Tout d’abord u |x= 0 puisque u € Yj, et u(a) = u; (condition initiael pour
le systéme). Il reste & prouver que u vérifie la condition de Neumann sur la face
gauche du cylindre.

Enz=0o0na:

% (0) =P (0)u(0)+w(0) or P(0) =0 et w(0) = —up.

On en déduit que :
ou
gz V) =~

u est donc bien solution de (3.1)). O

On vient de voir que les deux systémes sont équivalents : on a remplacé un

probléme aux limites par un systéme découplé aux conditions initiales.

3.2.4 Plongement invariant rétrograde

Pour factoriser le probléme de Poisson, on a choisi arbitrairement de se res-
treindre a la partie gauche du cylindre et d’imposer une condition de type Dirichlet
sur la frontiere mobile. Cependant, il est tout & fait possible de factoriser le pro-
bléme sur 'autre partie du cylindre, ou de choisir une condition différente sur la
frontiére mobile. La formulation obtenue aboutira encore a un systéme découplé,
avec un opérateur solution d’une équation de Riccati.

On va mettre en oeuvre la méthode de factorisation pour la famille des domaines
complémentaires : on se restreint au domaine Q, = |s, a[ x O compris entre la face
droite du cylindre et la frontiere mobile I'y, sur laquelle on définit une condition
de Neumann arbitraire. La frontiére se déplace cette fois de a vers 0 (Figure 7).

On va donc définir une famille de problémes sur le domaine restreint :

—~AT, = f dans
us = 0 sur X,
Ju,

— al; = h sur T,
Us = wu; sur I,.
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Déplacement
de la frontiere

Figure 7 : Déplacement de la frontiére mobile.

On note Y, I'espace fonctionnel suivant :

— 02
Y, = {veH () : 8—2 € L*(s,a; H"Y(0)) et v|p, = v]y = 0}.
x
Définition 3.2.2 Pour tout s € ]0,a] et h € H&f(@)' on définit Uapplication

Q(s) € E(Héf((’))’, H&?(O)) par Q(s)h = 7,|T, o 7, € Y, est la solution de

—~A¥, =0 dans Q,

05
e 0 — S
7 Is=0, ox

r.=h, 7, |r,= 0.

et définissons w par w(s) = (3,

r.€ HgéZ(O), ot B, € Y, est la solution de
~AB, = f dans Q,

_ OB, _
B lo=0, — 210 = 0, B, r,=
X

avec les conditions initiales :

Q(a)

0, w(a)=u.

On obtient ainsi un opérateur () qui agit sur des fonctions définies sur la sec-
tion. Il s’agit cette fois d’un opérateur de type Neumann-Dirichet. Comme pour la

formulation précédente, le caractére linéaire du probléme permet d’écrire :

En dérivant formellement en z :

o, 0Q ,  Ou, 0?
(1) = —Z (1) 5 (1) ~ Q(a)
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L’équation de Poisson permet d’obtenir :

0*u,

oy = Ll f
et en remplacant
() = Q) 2 () + B()
Alors
dug 0 i, ow _
o) = (<52 - 00,Q) Frw) + )+ Q 2,8() + Q1)
oug

En faisant x = s et en utilisant le fait que (s;h) = h est arbitraire, on

O
obtient le systéme découplé :

0
—fﬂmycgu:o . Qa) =0,

&

I +Q A w=-Qf , w(a)=mu, (3-8)
%‘u B ou

En combinant les deux derniéres équations du systéme, on obtient la factori-

sation du probléme de Poisson :

0 0
— | = A I — lu=Qf. 3.9
(5 +0a,) (14 g )u=cr (3.9)
L’opérateur Neumann-Direchlet vérifie donc lui aussi une équation de Riccati :
g—f—i—QAijLI—O. (3.10)

Pour retrouver une forme auto-adjointe de cette factorisation, on utilise I’in-

versibilité de () pour x # a ainsi que son caractére auto-adjoint. Multiplions (3.9))
par Q'

(a)ooed) - o (geas)oferd)
3.11
- (egen0) (e )
x Ox
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grace a 'équation de Riccati sur @ ([3.8)).
De méme que pour la premiére formulation, ce systéme découplé permet de

retrouver le probléme de Poisson (3.1)).

!/

Lemme 3.2.2 Soitu, W € Yy et Q € E(H(%Q(O) ,HééQ(O)) vérifiant le systéme

découplé :
0
_C'j_QAyQ_I:O 7@(&):0,
S -Q8,F=Qf . @) =u,
x
_Q%_{_ -0 %(0)__
or Y A

Alors u est solution du probléeme de Poisson .

Preuve: Ce lemme se démontre de la méme maniére que pour la premiére

formulation. O
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3.3 Discrétisation par différences finies

Nous voulons montrer dans cette partie comment on peut appliquer la méthode
de plongement invariant a des versions discrétisées du probléme (Pp).

Nous supposons que ) est un rectangle dans R? de longueur a et de largeur
b c’est-a-dire Q = ]0,a[ x ]0,b[, On suppose que f, uy et u; sont suffisamment
réguliéres et que les conditions de compatibilité sont vérifiées aux angles du bord
du domaine, pour obtenir une solution u € C* () et la convergence de la solution
du probléme discrétisé vers la solution du probléme continu.

Pour deux entiers N et p donnés, nous posons h = a/ (N — %) et k = b/p.
Alors (voir Figure.8), les noeuds sont définis par :

{ a;; = ((—3 +4)h,jk) pourie {0,...,N}et je{0,..,p}
aisa, ;= (0, k) pour j € {0, ...,p}

To

j=p b
j=1. 9111021
i=0 a I
i=0i=11i=21=3 i= N
i=1/2

Figure 8 : Maillage du domaine.

Approximation du probléme (P,) :
Siie{2,..N—1}et je€{l,...p— 1} alors:
—Au(ai;) = f(ai, ;)
= 2 l2ulas j) — wlai j-1) = ulai, j11)]

+ 5 2u(a;, ;) — ulaio, j) — ulais, ;)] + O(h* + k).
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Et pouri=1etje{l,..p—1};

—Au(ay ;) = f(as, ;)

= ﬁ[Qu(aL j) — u(al, j—l) - U(al, j+1)]
1

1
+ ﬁ[u(al’ j) — lL(CLg7 ])] — EUO(CLl/Q, j) + O (h2 + k2) .

Remarquons ici que pour i = N et j € {1,...,p—1} (ce qui correspond & la sec-
tionI',), onau(ay;) = ui(an,;) et pouri € {1,.... N—1} et j € {0,p}, u(a;j) =0

(bord latéral X3). Nous utilisons les notations suivantes :

U(Gjl"l)
u(a;) = : € RFL,
u(aip-1)
u(ay)
u(a) = : e RV-De-1),
u(an_1)
2 -1 0 0

A== [ EMene-n®).
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Alors si on pose By = I — h?A,, et B; =21 —h*A,, pour i =2,...,N — 1, on
a Apu(a) = Fj, + O(h? + k?), ou

By —I 0 oo cer .. 0
—I By —I
0 —-I By -1

An=—13 e . € Mw-1p-nw-ne-1) (R),

—I Bn-3 -1 0

—I By_o —1
O -0 eee e 0 -7 Byn_1
) i+ UO(C;;/Q)
Fy fa
F, = . — _ e RWN-Dr-1), (3.12)
Fn_s In—2
Fy_1 o1+ —“15;“

avec f; = (f(ai;)); € RP7! pour tout i € 1,..., N — 1, ug(ai2) = (yo(ai/2;)); €
R et ug(an) = (ui(an ,4)); € RPL

Donc la discrétisation du probléme (Py) consiste a chercher

U

U2

up = ) c RWV-1(p-1)

UN—2

UN-1

tel que (Pr)  Apup = Fj.
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Application de la méthode de factorisation au probléme (P},)

Pour iy € {2,..., N} on définit le méme probléme (Pp) sur le sous domaine
Q,, (i € {1,...,i0}) avec la donnée de Dirichlet w;, pour i = 4. Si nous notons
par :

Uy

uio—l

la solution du probléme défini sur le sous domaine €2;, nous obtenons

By —I 0 - - .. 0 w f1+U0((;Ll/2)
—I By —I " : . fo
0 —I By —-I

(Pho):ﬁ : o - - : -

I By,3 —I 0 :
—I By, —I : fio—2

20

O cer e e e 0 —I By Uig—1 Jio—1 +

uiO
h2

Approximation du systéme ([3.7) :

Pour tout i € {1,...,70}, posons P,_; = P(—3 + ih) et w; = (w(a;;))1<j<p-1 €
RP-1L,

P,_; est 'opérateur Dirichlet-Neumann discrétisé qui est une matrice M, _; (R).

Nous avons alors de ’équation ( [3.4]) :

ou
Pi—lu(ai—l) = %(ai—l) — Wi—1,
Nous approximons g—g(ai_l) par %, nous obtenons

Uy — Uj—1

h — Wi—1- (313)

Pqui =
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Ce qui implique :
U; = (I + hPi,l)ui,l — hwi,l. (314)

Ui—1—2Ui+Ui41

. 2
Nous approximons % par 7

, et A, par A, nous obtenons :

Si u est la solution de (P;°) nous obtenons :
—wi_q1 + 2u; — h2Ay,kui — w1 = h*f; pour tout i € {1,...,40}.

Ce qui implique —h2Ay7kui — R2f; = i1 — 2u; + Ujpq.
avec w1 = (I + hp;) u; + hw;. Alors

—thy,kui — h2f; = hPu; — hP_1u;_1 + hw; — hw;_1.
Et on a u;_y = (I + hP,_y)"" (u; — hw;_1) . On obtient alors
—hQAyvkui — h2fi = hPu; — hPy_1(I 4+ hPi_y) " (u; — hwi_1) + hw; — hw;_;.
Puisque u;, est arbitraire, nous obtenons alors :

(¢ [ P=Pa+hP) ™ = Ay,
' P(0)=0
{ wi = (I +hP1)'wi1 —hfi
S
w(0) = —uo(a%)
{ (] + th)uz = Ujp1 — hwi
S
\

unN = U1<GN)

(3.15)

Remarque 3.3.1 A chaque itération on a une inversion d’une matrice pleine, un

produit de deux matrices et une somme.

Proposition 3.3.1 Le schéma est implicite équivalent a (Py,) et par suite
il est d’ordre O(h?, k?).

Preuve: Nous posons U; = (I + hP;) et L, = (I + hP;)~ .



SRS

SN

Alors S = :
1 0
—L; I
0 —Ls
0
S3 =
U, -1 0
0 Uy, -1
0 0 U;
0 0
0

I
—I,

SRS

0
I

—Ly_4 I
—Ln—3
0
Uv_3 —1I
0 Un-2
0

0
0

0

0 w1
0
1 0
—Lyn_o I WN-1
0 uy
U2
0
7 UN-2
Un_1 UN-1

SRS

U, =1 0
0 U, —I
0 0 Us
o ... ... 0

41

uo(ay)

_fl_ h2
—f2

—fn—2
—fn-1

—WN-2

+ u1(an)

—Wnp-1 h

Un-1
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On peut le vérifier pour i € {1,..., N — 2} on a —L;U; = —1
Li+ Uy = (I +hP) + 14 hPy,

= (I +hP)"" + 1+ hP(I+hP)" —h*Ayy
= +hP) Y (I+hP)+1—h*A,

=21 — h*Ay
Uy=1+hP
— T+ hPy(I+hPy) ™ — h2A,
0
3.3.1 Approximation a ’ordre 1 en h de §;, S; et S3
ATYordre 1, on a: (I +hPB)" =1—hP +o0(h), le systeme (3.15) devient :
’S P, = P,_1(I —hPi_y) — hA,x + o (h)
' P(0)=0
i = (I —hP_)wi1 —hfi+o(h
4 Sz{w ( s = hfs+o(h) (3.16)
w(0) = —uo(a%)

S { u; = (I — hPy) (uiy1 — hw;) +o(h)

uy = uq(ay)

Remarque 3.3.2 1) Ce schéma est explicite puisqu’il ne nécessite pas d’inversion
de matrice. Il est d’ordre O (h + k?*). C’est le schéma d’Euler pour la discrétisation
des équations de la factorisation de (Py) .

2) A chaque pas de calcul il nécéssite une seule multiplication de matrice
Mg-1y (R).
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Chapitre 4

Complétion des données en
utilisant la méthode de

factorisation

4.0.2 Introduction

Dans cette partie, nous allons utiliser une nouvelle méthode mathématique :
celle du plongement invariant par factorisation des problémes aux limites men-

tionné dans le deuxiéme chapitre.

4.1 Meéthode dans le cas cylindrique

Nous nous appuierons tout le long de ce chapitre sur le manucrit de thése de
F. Jday [19]. Nous allons dans un premier temps définir mathématiquement le
probléme & résoudre pour résoudre le probléme de complétion des données. Nous
allons distigué deux cas : dans ce chapitre nous allons traité le cas de ’'obsevation
compléte, et dans le chapitre qui suit nous allons traité le cas de 'observation

incompléte.
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4.1.1 Probléme de complétion des données

On consideére le probléme de Laplace sur le cylindre de longueur a et de section
O telque 2 =]0,a[xO, O C R""! un ouvert borné et a un réel strictement positif.
Soit ¥ =]0,a[x00 la frontiere latérale du cylindre. On considére que la solution
est nulle sur cette partie du domaine. On note I'y et I', les faces du cylindre telles
que I'y = {0} x O et I', = {a} x O et on désigne par z la coordonnée qui décrit

'axe du cylindre entre ces deux surfaces voire la (Figure 9).

To

(]
{
SR

Figure 9 : Domaine du probléme.
Les données de Cauchy de notre probléme sont connues sur la surfaceen z = 0 :
u="T et O,u = Vun = sur [y, telque (P,7") € (HéO/Q(O)>, X H(%Q(O) (avec n
utilisant la convention de la normale sortante par rapport a la surface considérée).

Notre probléme s’écrit alors :

(

—Au = 0 dans £,
u = 0 sur X,
(Po)
u = T sur T,
Oou = o sur I

\

Nous n’avons pas de conditions aux limites sur I', et c’est ces données man-
quantes que l'on cherche a approcher a ’aide de la condition surabondante sur
['y. Ce probléme est donc mal posé au sens de Hadamard. En particulier il n’a de
solution que si le couple (®,T) est compatible. Dans ce chapitre nous avons utilisé
la méme formulation en terme de probléme de controle optimal que [43], mais nous
avons ajouté un terme régulisateur a la fonction cotit pour garantir I’existence et

'unicité de la solution du systéme d’optimalité [30]. Nous avons ensuite appliqué
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la méthode de factorisation des problémes aux limites, introduite au deuxiéme
chapitre, pour le résoudre. Cette méthode permet de factoriser un probléme aux
limites elliptique en le produit de deux problémes de type parabolique. Elle permet
de fournir directement les données manquantes pour tout nouveau couple (®, 7).
Donc le but est le suivant :
On cherche & déterminer les conditions de Dirichlet et de Neumann sur la
surface en © = a qui complétent le probléme (Py), c’est-a-dire déterminer les

données de potentiel t et sa dérivée ¢ sur la surface [, tels que :

.

—Au = 0 dans €2,

U = 0 sur X,
u=T ; Oyu=® sur T,

| u= t 5 Owu=¢ sur T,

On suppose que les données T et ® sont compatibles, c’est-a-dire qu’elles
conduisent & une solution sur tout le domaine € (ce n’est pas forcément le cas
a cause des erreurs qui peuvent apparaitre quand on modélise et discrétise le mo-
dele ou bien quand on effectue les mesures de potentiel sur la surface du torse
dans le cas du probléme en ECG). Ceci est une premiére source de contribution
au caractére mal-posé du probléme. La seconde est la non-continuité des solutions
par rapport aux donnés de Cauchy. Nous verrons par la suite que des techniques
de régularisations sont alors nécessaires.

Il existe différentes fagons de résoudre ce probléme de Cauchy mal posé. L’'une
d’entre elles consiste & passer par la résolution d’un probléme de controle optimale

que nous présentons.

4.2 La complétion des données comme probléme

de controle optimal

Le probléme de complétion de données (Py) est transformé en probleme de

controle optimal en suivant la démarche utilisée dans [43]. Il comprend deux états,
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chacun vérifiant une des conditions limites de la surface I'y et se traduit par les

deux problémes mixtes biens posés suivants :

( —Au; = 0 dans (),
Uy = 0 sur X, (4.1)

U1 = T sur Ty,

Oywuy = n sur I,.

( —Auy = 0 dans ¢,
Us = 0 sur X, (4.2)

Us = 7 sur I,

Oyus = ® sur T

/!
ou 1 et 7 sont les parameétres de controles. telque (n,7) € (H&f(Fa)) X
1/2
Hug' (o).

On définit ensuite une fonction coftit sur les parametres de controles n et 7 :

T0n7) = [ (Vo) = V() (43)
Q
En cherchant a minimiser cette fonctionnelle, on détermine pour quelle valeur
des parametres 1) et 7 nous avons u; = us, et ainsi déterminer ¢ et ¢ puisque dans
/
ce cas la (n,7) = (p,t) sur I'y. pour tout (n,7) € Uyg = (H&P(I‘a)) X H(%?(Fa),
Us,q est 'ensemble des solutions admissibles. u(n) et uz(7) sont les solutions res-

pectivement de ( ) et ([4.2]). Le controle optimal, s’il existe, est donné par :

(p,t) = argmin{J(n,7) tq: (n,7) € Uua}- (4.4)

(Voir [43]).

Le probléme de minimisation est instable numériquement, en effet I’exis-
tence et 'unicité de la solution est lié & la compatibilité des données (®,T"). Nous
régularison alors la fonction J(n, 7).

Il existe plusieurs méthode : méthode itérative avec critére d’arrét pour solution

optimale [I8], méthode de quasi-réversibilité non itérative [16] [34], méthode de
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Tikhonov classique [5]. Nous utilisons cette derniére et nous notons J. la nouvelle

fonction cotit associée au probléme régularisé, nous avons :

— 2 2 2
17 = [ (V= Vel + ellnlly, + I (45)

4.3 Utilisation de la méthode de factorisation

pour découpler le systéme d’optimalité

4.3.1 Application de la méthode de factorisation

Dans cette partie, nous appliquons la méthode de plongement invariant, pré-
senté dans le deuxiéme chapitre, au systéme d’optimalité et . Et a l’aide
de cette méthode nous explicitons la fonction cotit en fonction des controles 7, 7.

En nous référant aux notations du deuxiéme chapitre, nous plongeons chacun
des problémes et dans une famille de problémes similaires définis sur
€2, voir la (Figure 10).

it I
r=10 r=23: xT

Figure 10 : Domaine du probléme en mouvement.

. o, .. ous
Pour l) nous imposons une condition aux limites de Neumann : % r, = aQ,

et pour (4.2)) nous imposons une condition aux limites de Dirichlet : u§|r, = f.

.

—Au; = 0 dans €,
Uuj = 0 sur X,

! (4.6)
ui = T sur I,
Opu; = a sur T
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( —Auj = 0 dans €,
us = 0 sur X,

2 (4.7)
Ohuy = @& sur T,
| w3 = f sur I,

Nous considérons I’application Neumann-Dirichlet (N-D) pour u; : a —— uj|r,

.. ouj
et Dirichlet-Neumann (D-N) pour uy : 3 +—— 52

r.. D’aprés le chapitre (2) nous

avons
ous

Ox

avec P(s) € E(Héf((?), (Héf((?))'), P(0) = 0 et wy(0) = —P. Le plongement

invariant directe du chapitre (2) donne

rs — P(S)B +w2(8)7

g—i P?=-A, , P0)=0 (4.8)
&ug
52+ Pun=0 , w(0)=—0 (4.9)

Apres la résolution de ces équations de Riccati nous obtenons us en intégrant

dans le sens rétrograde I’équation différentielle suivante :

ou
a—; = Pus +wsy, us(a)=r (4.10)

Par le méme raisonnement, nous pouvons étudier 'opérateur (N-D) @, pour

uy vérifiant ,
uf = Q(s)a +wils), Q(s) € L((Hy (0)), Hyy*(0)).

pour x < s nous avons

() +wi ().

En dérivant en x

ui _ 0Q duj
or  Ox Ox

2
o*uj  Owy

0x? oxr

+Q
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Substituons uf, en utilisant (4.6]), prenons * = s et puisque « est arbitraire

nous avomns 8@
o —@AQ =1, Q(0)=0, (4.11)
awl
o~ QA (r) =0, wi(0)=T. (4.12)

Apres la résolution de I’équation de Riccati (4.11]) et (4.12)) nous obtenons u;

en intégrant dans le sens rétrograde I’équation différentielle suivante :
6u1
uy = Q% + w1, wui(a) =Q(a)n+ wi(a). (4.13)

4.3.2 Reésolution du probléme de contréle optimal Résolu-

tion Sans régularisation

Montrons maintenant que la fonctionnelle d’énergie J peut étre exprimée di-
rectement en fonction des controles 7 et 7 en utilisant les opérateurs P et ().

Dans toute la suite de ce paragraphe nous notons P(a) et Q(a) respectivement
par P et Q.

On définit la matrice d’opérateurs A par :

—QP
A= @ @ .
-PQ P
Notons [n; 7] le vecteur ligne de composantes 7 et 7.

Proposition 4.3.1 La fonction coit J s’écrit sous la forme suivante :
J007) = C + g 7l 7Y =2 [ (@iPr+ Quan),
g

o, C' est une constante indépendante de n et 7. Si un minimum (p,t) de J est
atteint, il satisfait :
Alp, 1] = [Qua, Pun]'. (4.14)
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Preuve: Notons « et 3 les solutions de

( —Aa = 0 dans €,
- 0 5,
Q sur (4.15)
a = T sur T,
\ O, = 0 sur T,
(_AB = 0 dans 9,
=0 X
P s (4.16)
o = & sur T,
\ g = 0 sur T,
En utilisant la formule de Green, (4.1)) et (4.2) nous aurons
J(n,T) = /(Vul — Vuy)?dzdy
Q
ou;  Ous / Ou;  Ouy
= — - — ug)d —_— - — ug)d
[ Gt = G = v+ [ (G S = vy
8u1 E)ul (91@
= — — )T — uy)d — = — Ug)d
[ Gt vy s [ (G S~ vy
8u1 8u1 / 8”2
= [ (—T + TT 4 Puy — T uy)d — T8y (g — 1)dy.
[T G- Tyt [ = G )y
Appliquons la formule de Green pour le terme %uQ
8u1 86 8uQ
= =207 + — —ug)d —u——)d
sn.7) = [ (<2074 Go S+ [ (o =Gy
ou
[ =G = ryay
De méme pour le terme %a et %uz
Oa op
J = — dTd T— D)dy — —.7)d
(n,7) /FO y+/ro( 5, T w2®)dy /a(nOeranT)y

8u2 aU2
+ /Fa(m — Ulﬁ)dy + /Fa(ﬁ - 8_n)(u1 — 7)dy,
81&2 86

= —2/F dTdy +/F (T(;—Z + 5®)dy +/ (n(ur — a) + (a_n - a—n%)dy

Ty
8u2
-2 —du.
/Fa “ on Y
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D’apres , nous obtenons
ui(a) = Q(a)du(a) +wi(a) = Qa)n + wi(a),
Onus(a) = P(a)uz(a) + we(a) = P(a)T + wa(a).

Et d’aprés la définition de « et 5 nous obtenons

9p

ala) = wi(a), %(a) = wa(a). (4.17)
Donc
J(n,7) = —2/F CIDTdy—l—/F (Tg—vaBCD)dy—l—/F (nQn + TPT)dy
—2/F (Qn + w1)(P1 + ws)dy.

Oa
= 2 ey | (750 + 69 ) dy-+ (@i

+ <P7’, T>Héé2(1"a)'><Hé({2(l"a) — <Q77, PT>H3(42(Fa)XHé(<2(Fa)/ - (PT, QT)H;f(Fa)

Les opérateurs P et () sont autoadjoints donc nous obtenons

Ja
J(’I],T) = —2/1_‘0 <I>Tdy + /FO <T% + 6‘13) dy + <Qn’n>HééZ(Fa)><Hé(42(Fa)/

+(PT,T)

0

U

Proposition 4.3.2 Soit wi et wy les solutions des équations @) et A
Voptimum de J la relation est équivalente a

(I —QP)t =Quwa+w; et (I —PQ)p = Pw; + wo. (4.18)

La compatibilité des données (®,T'), pour le probléme de Cauchy, et caractérisée
par les trois assertions suivantes qui sont équivalentes :

1.(Quws, Pwy) € Z(A),

2.Qws +wy € Z(I — QP),

3.ws + Pwy € I(I — PQ).

Notons que, pour un opérateur X, Z(X) représente l'image de X.

! 1
x Hy,

éZ(Fa) .

Héo/z(FG)IXHéO/Q(Fa) — <7], QPT>H§62(FG)XH162(FG)’ - <7', PQT>H362(FQ)'><H362(FQ) .
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Preuve: D’apres la proposition (4.3.1)) nous avons

{Qs@—@Pt = Qus,

(4.19)
Pt— PQy = Puw,;.

Par la coercivité de P et le théoreme de Lax-Milgram [30], P est un isomor-
phisme de HééQ(Fa) vers (H&f(Fa))’ . Alors la deuxiéme équation de (4.19) est
équivalente a

t=Qp+w. (4.20)

De méme la premiére équation de (4.19) est équivalent a

Alors nous obtenons (4.18]) par les combinaisons @ (4.21))+(4.20) et (4.21)+ P (4.20)).
Réciproquement : supposons que (|4.18)) est satisfait.

Montrons d’abord que I — QP est injectif. Supposons qu’il existe 7 tel que
(I — QP)r = 0, et considérons les problémes , dans le cas homogeéne
(® =T = 0), c’est-a~dire w; = ws = 0. Ensuite nous choisissons 7 = J,us|r, la
condition de Neumann sur la face I', pour le systeme d’équation .

Nous aurons alors

u1(n)|r, = QOnus|r, = QPus|r, = us|r,.

En appliquant le théoréeme d’Holmgren ([2.3.5)),u; = us. Donc u|r, = ug|p, = 0
et Opui|r, = Oyualr, = 0. Appliquons une autre fois le théoreme d’Holmgren, nous
déduisons que

Uy = Uy = 0.

Donc 7 = 0, et par suite I — P(Q) est injectif.

Revenons a (4.18)) la combinaison — P (4.18));+(4.18))s donne
(I = PQ)(p = Pt) = (I = PQ)w,.

et nous retrouvons donc (4.21)) et par le méme raisonnement que précédemment
nous retrouvons (4.20)). (4.14) est obtenue par une combinaison linéaire de (4.20))
et (4.21)).
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Passons maintenant & la condition de compatibilité pour les données (P, 7).
Si (Qwa, Pwy) € I(A) alors il existe (¢,t) € (HéO/Q(Fa))’ X HgéQ(Fa) solution du
systéme . Soit uy et uy les fonction définies précédemment avec us|p, =t et
Onui|r, = . Alors la deuxiéme relation de donne

Onuz — wz = PQOyu1 + Puwy
= Pu1
Donc P(a)ui(a) = P(a)ug(a), et par la coercivité de P et le théoréme de Lax-
Milgram [30] :
ui(a) = uz(a)

De la méme fagon la premiére relation de (4.19) donne
3nU1|ra = 3nu2|ra-

Ce qui implique que (i, t) est la solution du probléme inverse de complétion
de données, puisque (P, 7T") sont compatibles.
Réciproquement, si (®,T') est compatible alors le probléme inverse a une solu-

tion unique (¢, t) qui est le minimum la fonction J. La proposition (4.3.1]) donne
A[@a t], = [Qw% Pwl],'

Montrons maintenant que ’assertion 2) implique 3). Soit Qus+w; € Z(I—QP)
et t tel que t — QPt = Qwy + wy. Donc t — w; = QPt + Qus. Posons ¢ = Pt + ws.
Nous avons

Qe = QPt + Quy =t — ws.

Multiplions par P
PQy = Pt — Pw; = ¢ — wy — Pwy,

Donc
wy + Pwy € Z(I — PQ).

Par un calcul similaire 3) implique 2).
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D’apres le calcul précédent, si nous avons la relation (4.19) alors (4.18]) est
satisfait, donc 1) implique 2) et 3). nous avons déja montré que, réciproquement,

2) et 3) implique 1). O

4.4 Formulation explicite dans le cas d’un cy-

lindre

4.4.1 Détermination des opérateurs d’interface

Dans cette partie on va traiter le probléme (Pp), en utilisant une solution
explicite de I’équation de Riccati dans le cas ou €2 est un cylindre. Dans ce cas
particulier, on peut intégrer explicitement les équations de Riccati et déterminer

les opérateurs Neumann-Dirichlet Q(a) et Dirichlet-Neumann P(a) sur la face T',.

1/2

Proposition 4.4.1 Soit U(x) le Cy semi-groupe de générateur —2(—A,)"/?. Pour

un domaine cylindrique S la solution de (@ est explicitement donnée par
P(x) = (=A,)"*(I = U())(I + U(x)) ™! (4.22)
La solution Q(z) de est donnée par :
Q(z) = (=4,) ' P(z).
les opérateurs P et () commute et R est donné par
R(z) =1 — P(2)Q(x) = I — Q(z)P(z) = 4U (z)(U(x) + )%

Ou R est lopérateur d’interface, qui permet de passer aux données @ et t sur

r,.

Preuve: La formule (4.22)) est prouvée dans [35] en utilisant la régularisation
de Yosida. De cette formule nous concluons que P commutes avec —A, et ses

puissances.
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Multiplions (4.8) par (—A,) . Nous déduisons que (—A,) "' P est une solution
de (4.11]), qui admet une unique solution donc

Q= (=Ay)'P = (=A)"2(I = U(x))(I + U(x)) .
Alors R = I — PQ est donné par
R(x) =1 = (=,)Q*().
— AU (z)(U(x) + I)2.
De la méme facon S(z) = Q' (z) — P(x) est donnée par

S(x) = 4(~A,)2U@)(I - U ()™

4.4.2 Influence de la longueur du cylindre

Nous utilisons ici les formules explicites obtenues dans la section précédente
pour étudier I'influence de la longueur du cylindre sur le caractére mal-posé
du probléme (Py). Sila donnée (@, T') est compatible, la solution (¢, t) du probléme
(Po) est donnée par :

(0.t) = (S(a) 'wa(a) + R™'wi(a) , R(a) 'wa(a) — A,S(a) 'wi(a)).
Soit {a,,n € N}, a,, > 0 le spectre de opérateur (—A,) /2. La suite (o) nen

croit vers +00. Alors le spectre de R(a) est donné par

4 exp~2ana
(1 + exp—2ema)2’

{

n € N},

le spectre de S(a) est donné par

—2ana

4exp

{Oznl n € N},

_ eXp—4ana )
et le spectre de (—A,) 1S (a) est

( 4 exp—2ana
(1 — exp—iona)’

n € N}.
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Notons que ces suites décroissent exponentiellement vers 0, si n tend vers I'in-
fini, et ¢a explique le caractére mal posé du probléme(Py).

Nous remarquons aussi que si la longueur du cylindre a croit la vitesse de
convergence de ces suites vers 0 augment. Ces formules permettent donc de quan-
tifier le caractére mal-posé du probléme inverse en fonction de la longueur du
cylindre, c’est-a-dire de la distance entre la surface ou les données sont surabon-

dantes et celle ou elles sont manquantes.

4.4.3 Conclusion

La méthode de factorisation a permis une expression directe des approximations
des données manquantes du probléme de complétion de données écrit comme un
probléme de controle optimal. Dans cette formulation les opérateurs P et ) ne
dépendent pas des données. Donc si ce probléme doit étre résolu pour plusieurs
jeux de données, pour chaque nouveau couple (®,7") on doit résoudre uniquement

les équations en w; et ws.
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Chapitre 5

Analyse de la solution du
probléme inverse de PECGI avec
des données incomplétes sur la

surface du corps

5.1 introduction

Dans cette partie, nous allons traité le probleme de complétion des données

avec des observations incomplétes sur la surface du corps.

5.2 Probléme continu et méthode de factorisa-
tion

Par souci de simplicité, nous étudions un probléme modéle ot le domaine consi-
déré est un cylindre. La géométrie cylindrique et 'opérateur Laplace facilitent la
présentation de la méthode de factorisation.

La méthode peut étre généralisée & des domaines non cylindriques réguliers
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et a des opérateurs elliptiques de second ordre auto-adjoints plus généraux. La
généralisation d’un domaine réaliste en trois dimensions peut étre effectuée et sera
présentée dans un autre article.

Considérons le domaine cylindrique ©2 de R™, © = |0,a[ x O, ou O est un
domaine borné dans R"~!. La longueur du cylindre a est un nombre réel strictement
positif. On note 02 la frontiére du cylindre : 92 = I'yUT',UXE, o 3 = |0, a[x 0O est
la frontiere latérale de 2, I'o = I'f'UT'Y = {0} x O et ', = {a} x O sont les faces. La
section O pourrait étre partitionnée comme O = O™UQO", de sorte que {0} x O™ =
Iy et {0} x O* = T'y. Nous supposons que I'y est une frontiére accessible, ce qui
signifie que nous pouvons construire le potentiel électrique. D’autre part, I', est
une frontiére inaccessible, ce qui signifie que nous ne pouvons construire aucune
mesure dessus. Pour les raisons mentionnées précédemment, la frontiere I'( est la
partie de I'y ol nous avons des mesures des potentiels et dans I'§f nous n’avons pas
de mesures de potentiel électrique. On note = € R les coordonnées le long de ’axe
du cylindre et par y € R"! les coordonnées dans la section, perpendiculaires &
I’axe. La représentation schématique du domaine 2 et de toutes ses frontiéres est

représentée sur la (Figure 11).

)
(4

Iy

T, = Ur:

Figure 11 : Représentation schématique du domaine cylindrique utilisé dans [’étude.
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5.2.1 Enoncé du probléme

Nous considérons le probléme suivant (Pp) sur € avec les données de Cauchy

sur I'g" :
)

—Au =0 dans €,

P u=20 sur X,
Po
% =0 sur T,
on

u="1T sur I'gh.
\

La frontiere I'{" est la portion mesurée de la surface de I'y c’est-a-dire la partie
de T’y ot nous avons a la fois les conditions aux limites de Dirichlet (u =T ) et de
Neumann (8_Z = 0) . La frontiere Iy est la partie non mesurée de la surface I'y c’est-
a-dire c’est la partie de I'y ol nous savons seulement que nous avons une condition
au limite de Neumann (8_Z = 0), aucune condition aux limites n’est disponible
sur I',. Le but de ce travail est de récupérer ces données aux limites manquantes
en exploitant les données sur-spécifiées sur I'j’. L’existence d’une solution a ce

probléme n’est pas assurée pour les données de Cauchy arbitraires

5.3 Formulation du probléme de complétions des
données en tant que probléme de controle
optimal

Nous supposons que nous connaissons exactement 1’observation 7" sur I'j" cor-
respondant au probléme des conditions aux limites et nous cherchons & déterminer
les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann sur I', et I'§j complétant
le probléme (Py), i.e. les données du potentiel électrique 7 et sa dérivée n sur la

surface I', et le potentiel 7'sur I'f tels que le probléme des conditions aux limites
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surdéterminées (Pp) donné par :

—Au=0 dans (2,
u=0 sur X,

0
% =0 sur I,
u="T sur I'g,
u=rT sur I,

0
u=r, au_ n sur I,
{ on

a une solution. Selon le théoréme d’Holmgren, de telles conditions sont uniques
et nous les désignons respectivement par ¢, ¢, et 7. Afin d’éviter les détails théch-
niques inutiles nous faisons ’hypothése suivante (H) sur le sous-ensemble I'j" et
I'g de L'y :

( { soit 'y C OI'Y,
oudllyNII'Y' = @.
Pour faire face a des problémes bien posés, il faut préciser les espaces ot T est

donné et 7" est recherché. Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 5.3.1 Considérons l’ensemble borné ouvert {2 C R™ avec une frontiére
réquliere I'. Supposons que §) est séparé en deux parties ouvertes €y et €2 avec
une frontiére commune ¥4 : Q = Qo U~ U Qy, satisfaisant 1'hypothése (H). Soit
u € Hoéo (Q) tel que u =0 dans Q. Alors u |g,€ Hoéo (Q).

Preuve: La preuve est inspirée de celle du Théoréme 11.7 dans [30]. Par par-
tition d’unité et utilisation de cartes locales, le probléme est réduit a la géométrie
simplifice : @ = R", " = {z,, = 0},Qp = {z, < 0}, = {z, > 0}. D’apres le
théoreme 10.2 p 52 de [30], puisque u € H %(R"), NOUS avons :

(/ |u]2da:+2/ t2/ \u(xl,..,xi—i-t,...,xn)—u(a:)|2da:dt> < .
R i=1 70 "

Par conséquent, en définissant x = (2/,z,), en particulier pour i = n, nous

</ t_2/ lu(a', x, +t) — u(x)|2dxdt> < 0.
O n

[N

avons :
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Mais puisque par hypothése u(x) = 0 dans z,, < 0, et comme u € H %(R’}r), ou

R} = {z, > 0}, nous avons :

1
(/ t2/ lu(z', x, +t) — u(w)\%a:dt) < 00.
0 :

A partir des deux estimations précédentes, on en déduit

o] t %
</ t_th/ dx’/ |u(x',xn)|2dxdt> < 0.
0 Rn-1 0

L’intégration par parties en ¢ nous donne :

1 2
/ L u@)de | < .
R? Tn

C’est la condition de régularité au voisinage de I' pour que u appartienne a

1
Hiy(€21) (Theorem 11.7 p 66 in [30]). O
Grace a I’hypotheése (H), il est possible de construire une extension TdeT

dans I'j telle que :

T sur I'(? 1
T sur I'§

Soit v la frontiere commune a I'y" et I'y. Par (H), ¥ est inclus dans un
sous-ensemble ouvert relativement compact dans I'y. Ensuite, ’extension peut étre
faite localement par symétrie par rapport a % [30]. Les fonctions T et 7'doivent
satisfaire certaines conditions de compatibilité avec 7" sur 7 afin de satisfaire

1
aux restrictions sur I'y des fonctions de Hg, (I'y) .Pour éviter ce probléme, nous

ajoutons un biais a 7/ : & la place, nous considérons comme inconnu 7y = 7" — T

1
sur ['§. Maintenant, grace a lemme [5.3.1} 7 est recherché dans Hg, (I'y).

Le probléme de complétion des données (Py) est converti en un probléme de
controle optimal selon I’approche utilisée dans [43], [1] et [25].
La différence est que maintenant, il comprend trois états au lieu de deux.

Chacune d’elles représente une condition au limite soit sur la frontiére inaccessible
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I, soit sur la frontiére accessible mais non observée I'y. Pour tout triplet (n, 7, 7() €
1 / 1 1
<H020 (Fa)) x Hgy (Ty) x H (TY), nous définissons le triplet d’états (uq, ug, us)

comme suit :

( —Au; =0 dans €, (
—Auy =0 dans €,
u; =0 sur X,
. us =0 sur X,
(P1) u1 :é sur - I'gh, 0 (Py) Oug 0 LT
u =T sur I, on St 0
% B sir T Uy =T sur T,.
L an =1 a-*
et
( —Auz =0 dans (2,
ug =0 sur X,
(Ps) uz =0 sur I'YY,
us =7y =1 —T sur TI¥
0
\ % =0 sur I,.
ou 7, T et 7, sont les variables de controle. Les trois états sont bien définis dans
H' (Q).

Nous définissons la fonction cofit suivante en fonction des variables de controle :

J(n,7,70) = / (Vus + Vug) — Vus|*drdy. (5.1)
Q

1 /
Nous minimisons cette fonction par rapport a 7, 7 et 7( dans <H020 (Fa)> X

1 1
Hg (Ty) x Hgy (TY). En raison de I’hypothése d’une observation parfaite sur I'{’

nous avons fait que le minimum de J est O :

inf J(n,7,7h) = J(p,t, 7 —T) = 0.
1 ! 1 1
(W77776)€(H020(Fa)) ><Ho20(1—‘a)><Ho20 (Fg)

Clairement, au minimum, u; (@) + us(7' — T) = uz(t). On note Ar le (n— 1) D-

1 ’ 1
laplacien sur n’importe quelle section I',. Les espaces <H020 (Fa)> et H (T',) sont
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munies, respectivement, du produit scalaire suivant (voir [30]) :

) () ™ [0y -y hudy = [ u(-ar) oy,
Ty Ta

1

!/
pour tout u, v € (Hg0 (Fa)> , et

u,v) 1
< >H§)(Pa)

:/(—Ar)iu(—Ap)ivdyz/u(—AF);Udy,

Ty Lo

1
pour tout u, v € Hg, (I'y). De méme

:/(_Ap)iu(—Ap)ivdyz/u(—Ar)évdy,

i} rs

1
Ho (T

pour tout u, v € HO%O (T'Y). En raison du caractére mal posé du probléme in-
verse, et en particulier en raison de la non-continuité des solutions par rapport
aux données de Cauchy [26], la résolution avec des observations bruitées nécessite
I'utilisation d’une régularisation. Nous utilisons une régularisation de Tikhonov et

notons J, la nouvelle fonction coft :

Jn, ) = Iy e Inlls o v+l A+l (5.2
( 0) = J( 0) I H(Héo(ra)) I IIHOQO(Fa) [ OHHO%(FS,) (5.2)

Ot € est un parametre de régularisation non négatif .

5.4 Présentaion de la méthode de factorisation

pour le probléme inverse de PECG

Dans cette partie nous appliquons la méthode de plongement invariant au sys-
teme d’ptimalité (Py), (Ps) et (Ps). Et a I'ide de cette méthode nous explicitons
la fonction cotit en fonction des contrdles 7,7 et 7. Nous plongeons chacun des
problémes (Py), (Ps) et (P3) dans une famille de problémes similaires définis sur

Q. Ou €y est donnée a la (Figure 12).



64

)
t —3
1 v I
w | 0 =
I'y 2
Ty

Ty = ITUTY

Figure 12 : Représentation schématique du domaine en mouvement €.

1 / 1 1
Pour tout triplet (aq, 8, as) € <Ho§0 (Fa)) x Hgy (T'a) x Hy (I'y), nous définis-

sons le triplet d’états (uf, u3, u3) solutions des problémes suivants sur 2 :

( —Auf =0 dans €, (
—Auj =0 dans €,
uj =0 sur X,
X . uy =0 sur 3,
(P wi=T sur IG5 (P ] dus 0 .
w; =T sur TY, on st to
a S v .
ui 0, su T.. | 6] sur I
N On

et
—Auj =0 dans £,

uz =0 sur X,
(P3) uz =0 sur I'(Y,
ui =ay sur IV,
ous

\  On

=0 sur I,

5.4.1 Opérateur Neumann-Dirichlet

Pour simplifier en divisant le probléme (P;) en deux problémes bien posés, on
peut écrire u; comme une somme de deux fonctions 7, et §, dépendant linéairement

de ay et T respectivement. Les fonctions v, et d; sont des solutions des deux
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problémes suivants :

( —Avy, =0 dans £, ( —Ad, =0 dans €,
v, =10 sur X, 0, =0 sur X,
Vo = sur I'(", et 0, =T sur I'{,
Vo = sur I, §,=T  sur Iy,
0 oL
\ % =qa; sur T, o =0 sur T,

Pour chaque s €]0,a] nous définissons I’application Neumann-Dirichlet Q(s)
par :
Q (8> a1 =75

Nous définissons également la partie résiduelle w (s) associée a 'opérateur @

rs -

1
par w(s) = ds |r.€ Hg (I's). Nous avons :
ui r.=Q (s)ar +w(s).

1 ! 1
Pour tout s dans |0,al, Q (s) : (H@O (Fs)> — HE (T's) est un opérateur continu
coercive, auto-adjoint et linéaire. Pour x < s, la restriction de uj(«aq) sur €2, est
une solution du probléme (Py). Par le méme calcul que précédemment nous avons

la relation :

ui (x,0q) = Q(x)%f (x,0n) +w(z). (5.3)

Par souci de clarté, on note désormais u; (respectivement, @) et w), la restriction

sur ', de ui(x) (respectivement, Q(zx) et w(x)) :

0

De maniére formelle, nous prenons la dérivée de (5.4]) par rapport a z :

ou _dQowm 5w | O

- = + + .
Ox dx Ox @ Jx?  Ox
En remplagant le terme ‘3:;‘21 par —Ayu; et en substituant u,, en utilisant 1D
et le fait que «; soit arbitraire on obtient le systéme suivant :

dq)
— QAR = I,
4
— —-QAw = 0.
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On peut étendre par continuité cet argument & z = 0. Ecrire une relation
a x = 0, et en utilisant le fait que u;(0) est arbitraire, on obtient les conditions
initiales @ |p,= 0, w [pp="T et w [pz= T.

En ajoutant la condition sur I', pour u;, nous résumons le résultat dans une

formulation équivalente de (P) :

-QAQ=1  Qp,=0,

Cd’w

— —QAw=0  Wwlm=T, w|n="T, (5.5)
dx 0 0
(9u1 8U1
Q— Oz r,=1-
X

5.4.2 Opérateur Dirichlet-Neumann

Nous utilisons la méme méthodologie que dans le paragraphe précédent. Nous

définissons l’application Dirichlet-Neumann P(s) comme 'application linéaire qui

fait correspondre /3 a 9u ]p Encore une fois, pour tout z < s, la restriction uj (x)
satisfait :
ous
x)=P(x)u;(x
2 (2) = P(2)u3 (a),
ou simplement :
ous
= Pu;. 5.6
al, 2 ( )
En prenant la dérivée par rapport a x :
d?uy  dP ous
= —u
dx?  dx o’

et en substituant 3, en utilisant (P5), en prenant x = s et en utilisant le faite

que [ est arbitraire nous déduisons :

dP
P?=-A,.
dzx * Y
Nous pouvons étendre par continuité cet argument & x = 0. En utilisant le fait

que u9(0) soit arbitraire et que le flux de uy sur T'y est égal & zéro, on obtient les
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conditions initiales pour P, P |p,= 0. En ajoutant la condition sur T';, pour us,

nous résumons le résultat une formulation équivalente de (P2) est :

+ Y P |r,= 0,
U s (5.7)

—:PUQ U2|Fa:7'.

5.4.3 Nouveaux opérateurs liés a la mesure incompléte

Nous considérons la famille de problémes (P35). Pour chaque s dans ]0, a] nous
définissons un nouveau opérateur S Dirichlet-Neumann comme opérateur linéaire
qui fait correspondre asy a % Ire. On note que I'opérateur S est bien défini, car
pour tout ay on peut résoudre le probléme (Pj). Alors, par linéarité du probléeme
(P35), et par le probléme qui est bien posé sur u§ et la continuité de 'opérateur de
trace, nous définissons, pour tout s dans |0, a], 'opérateur S(s) comme suit :

S(s): Hy (T5) = (H (1)

S

U
Qg 3 (Oég) |F3: S (S) Q9.

0s
S(s) est un opérateur continu coercive, auto-adjoint et linéaire. Pour des calculs

ultérieurs, nous simplifions la notation en écrivant :

ous
= Sus. 5.8
as 3 ( )
En définissant 'opérateur d’extension R et les opérateurs de projection II, et II,, :
1 1
R: Hgo (I'5) — Hgo (Lo)
0 ay dans I,
0 dans I'f’,

!/

Mo: (B (o)) — (B3 (09 0 i, (1))
gr—yg ‘Fg .
s (Hb (o)) = (H2 (0F) 0 H (1)

9'—>9|F3L-

!/
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et en utilisant la transformation de symétrie + — a —x du domaine cylindrique
(), on obtient la relation suivante entre les opérateurs de Dirichlet-Neumann S et
P:
S(s) =1, 0 P(s)o R,

ol o est le signe de composition des opérateurs.

On définit aussi pour tout s dans |0, a] 'opérateur H comme suit :

1 1
H(s):  Hg(T'g) — Hg (I's)

ay = ug (o) |p,= H (s) aa.

L’opérateur linéaire H pourrait étre construit sur la base du résidu w défini
1
dans 1D En effet, pour une donnée oy € Hg, (I'y), H(s)ay correspond au résidu
w avec la condition initiale w(0) = Ras.

Le nouveau opérateur P'est défini comme suit :

T sur I'f? i
ounTyp=+< . , et u) est la solution de :
T sur I'y

(

—Auy =0 dans €,

up =0 sur Xy,
ou}

=0 I,
o sur

\ up =Ty sur Ty

Cet opérateur satisfait :

dpP’

() (P) (s) = -4, P'(0)=0,

Par 'unicité de la solution de I’équation de Riccati, P'est identique & P mais

nous gardons la notation P’ pour rappeler que nous l'utilisons sur I'y.
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5.5 Résolution du probléme de contréle optimal

Nous noterons P = P(a), Q@ = Q(a), S = S(a) et H = H(a). Soit A la matrice

des opérateurs défini comme suit :

Q — QP 0
A=| —PQ P —PH |, (5.9)
0 — H*P S

H* est 'opérateur adjoint de H. Notons [, 7, 7(] le vecteur ligne avec les com-
posantes 7, 7 et 7. Remarquons qu’en relation avec le caractére mal posé du

probléme de Cauchy, 'opérateur A n’est pas coercive, mais auto-adjoint.
Proposition 5.5.1 Le fonctionnel coit J peut étre écrit de maniére équivalente,

n
J(U,T, 7'6) =K + (777 7-77-6) A T -2 <W<T0)7 PT>Fa +2 <7—67 I, o P/TU>1"g )

!
To

(5.10)

ou K est une constante qui ne dépend pas de n, T et (. Si un minimum de J

est atteint au triplet (o, t, 7:6), il satisfait :
Alp,t, ] = [0, Pw(Ty), —11, 0 P'Ty] . (5.11)

Preuve: Soit A\;, Ay les solutions de :

—AMN =0 dans €, —AX =0 dans €,
AN =Ty sur Ty, | Ao =T sur Iy,
O\ O\
a_nl =0 sur TI,. 8_712 =0 sur T,.

et A = A\ + \g satisfait

—AX=0 dans ¢,
A=T' sur Fo, ; oun T' = { T sur FO ’
N 7" sur I'Y.

I 0 sur I,
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Pour alléger les notations, nous désignerons de maniére abusive les paires de
dualités avec des intégrales. On pose v; = uy + uz, en appliquant la formule de

Green & la fonction cotit (5.1) alors :

J(n,7,70) = /|VU1—VUQ|2d1‘dy
Q

. 81}1 / 8u2
= [Gra - ways [ (n-52) -y
I'o Ta

ouy
En utilisant la formule de Green pour le terme —uz nous obtenons :

on
Ous ou
J(n,7,7%) /—)\dy—}—/(m'—vla )dy /( —a—nz)(vl—f)dy.
T'a

ov
et pour les termes dans -1

on
J( ’)—/T’V)\- d+/ (o= N+ 227 4 2/ % 4 (5.12)
0,7,T0) = ndy 1 (vy g, 7 ) =2 [ g dy. (5.

0 a Ta

De (5.4), (5.6) et de la définition de A (A(a) = w(a)) on obtient

J(n,7,70) = /T'%dva/(nQnJrTPT) dy—Q/(Qn+w(T'))PTdy- (5.13)

To P Ta

De la définition de 7" et A nous avons :

o)) Y O\ O\ O\
Ty = oy [ Pt | T2 e T2 0re. (5.14
/8 /ad /Tand0+/ 8nd0+/78nd0(5>

T'o rm Ty rm Ty
. o\ /
ol le terme K = f Ta—dFm ne dépend pas des controles 7, 7 et 7. Selon la
m n
0
définition des opérateurs S, P’, I1,, et II,, nous avons
O\o O\ 0o
o [ra= STy, o ra= T, o P'Ty, e o= 1L, 0 P’y (5.15)

On note w(7") par w(7T’; 7’) affin de montrer la dépendance de w sur les données

de I']" et I'y. Nous avons :

w(T") = w(T;7") +w(0;7y) = w(Ty) + Hryy (5.16)
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En remplagant (5.14), (5.15) et (5.16)) dans (5.13]) nous obtenons

J(n,7,7) = K—l—/T’HuoP’TOdF8+ /THmoP'Tf)ngle/T'SngFg

Iy rg I'y
+ / (nQn + 7P1)dl', — 2/ (@Qn + w(Ty)) Prdl,
Ty | Y
2 / Hr, Prdl,. (5.17)

Le troisiéme terme de droite pourrait étre développé comme suit

/ TIl,, o P'rydl'? = / %&drm

rg rg

- _ ‘?%zru / V',V ApdQ

Iy Q

= / TST)dTy + / 81)\2dF“
Fu

- - / TSThdly + / oI, 0 P'Todly  (5.18)
Ty Ty

En substituant (5.18)) dans ([5.17]), on obtient

J(n,7,7y) = K+ /TGHU o P'Tydly + /T{)Hu o P'Tydly +/T§SngF3 +
Ig Iy L'y

/ (nQn + T7P7)dl, — 2 / (Qn+ w(Ty)) Prdl, — 2 / ToH*Pdly,

Ta T ry

Ou nous mettons K’ = K— [ T, 0P’ TodI'y. Cette formule peut étre écrite comme
g
(5.10)) en tenant compte du fait que P, @, S sont auto-adjoints.

En dérivant le fonctionnel J par rapport a n, 7 et 7{, on obtient
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oJ
Gr¥) = 2 [ @mar,—2 [ @pryar.,
Ty | Y
oJ )
(a—, v) = 2| Prodl'y, —2 | PQnedl', —2 [ PHtapdl, —2 | Pw(Ty)edl,,
-
Ta Ta Lo To
oJ , Y . y i} .,
(W,,u) = 2 [ I, 0o PTopdl'g +2 | Stoudl'y —2 [ H* Prpdly.
0 ru Ty ru

Ainsi, lorsque l'observation sur I'}" est exacte, 'optimum de .J est atteint a

(p,t,t) satisfaisant le systéme linéaire suivant

Qp—QPt = 0, (5.19)
—PQg + Pt — PHt, = Puw(Ty), (5.20)
~H*Pt+ Sty = —II,0 P'Ty. (5.21)

O
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Chapitre 6

Comparaison entre les
observations complétes et

incomplétes

Dans cette section, nous analyserons 'effet de la régularisation et du bruit sur
la solution du probléme de complétions des données, a la fois lorsque I’on considére

une observation compléte et incompléte sur la frontiére accessible.

6.0.1 Observation incompléte

Dans ce paragraphe, nous présentons une analyse de la régularisation de Ti-
khonov dans le cas cylindrique ot 'observation du potentiel électrique est effectuée
sur une partie de la frontiere accessible I']' C I'y comme précédemment présenté.
Le but est d’estimer comment 'erreur entre la solution du probléme exacte et le
probléme régularisé se comporte par rapport a la taille de I'j" et au bruit introduit
(u = T+9). Nous suivons 'approche développée par Morozov et Stessin [46]. Nous

rappelons que la fonction cott avec le terme de régularisation de Tikhonov défini
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dans (5.2)) est :

J677I2J77I+ 2 r =+ 27 +/2 :
(n,7,70) = J(n,7,70) €<”77H(H%(ra)) HTHHO%(H) HTOHH(?IO(FS)

00

Ainsi, a partire de la proposition [5.5.1} optimum de J, est atteint a (¢, t., t.)

€ Ve

satisfaisant le systéme linéaire suivant :

(el +Q)p. —QPt. = 0, (6.1)
—PQy, + (6[ + P) te — PHt; = Pw(TO), (6.2)
—H'Pt.+ (el +8)t. = —II,0P'T (6.3)

En notant par A. = A + eI, nous avons
A, te, t'] =0, Pu(Ty), —1, 0 P'Ty| . (6.4)

En ajoutant un bruit 6 € L*(T'J') aux données observables exactes T', on note
(2,10, ¢ f), la solution du probléme régularisé mais avec une observation bruyante

T + 9. Evidemment, ce triplet satisfait :

/
A ¢l 8,02] = [0, Pwo(Ty + 6), ~TT, 0 P' (Ty + 9)] . (6.5)

€

Dans ce qui suit, notre objectif est double. Tout d’abord, nous estimons ’erreur
entre t° et la solution exacte t & la frontiére inaccessible I',. Deuxiémement, nous
allons quantifier l'effet de la taille de I'J® sur I'erreur ||t — ¢ HH(%(Fa)'
Suivant I’approche de Morozov, nous appliquons d’abord une factorisation de

Cholesky de 'opérateur A.

A=R'R ou R=

o o @
o O Q
N o



5

Par identification, nous avons

;

N

Qz,
~QzP,

= (P - PQP)?,

— (P - PQP)"? PH,

— [S— H*P(P — PQP)"'PH]? .

o O QW

\

Théoréme 6.0.1 1] existe une suite positive décroissante (he) .

he — 0 pour ¢ — 0,

une constante non négative ki qui ne dépend que du domaine €2 et une constante
positive ko dépendant de L'y, telle que
2(ki + k3)
€

- 00y + e (6:6)

=t o)
0o\~ a

De plus, sl existe (y1,y2) € L*(T,) et yz € LA(TY) tels que t = C*y; + D*ys,
p = B*y, et t' = E*ys + F*ys, alors la solution satisfait

: V2(k3 + k3)
£t H < Yo !\5|!L2(F6n)+ﬁ\/|!y1\l2 + el + llusll, (6.7)

e = e[+

et
(kf + K3)
€

82— tll” < 5= 100G gy + € lanll® + el + lwsl®) - (6.8)

Remarque 6.0.1 La condition (y1,y2) € L*(Ty) et y3 € L*(TY) telles que t =
C*yy + D*ya, ¢ = B*yy et t' = E*ys + F*y3 est équivalent au fait que la solution
de triplet (¢, t,t") appartient a 'image de l'opérateur R*.

Preuve: Afin de prouver ce théoréme, nous utilisons I'inégalité triangulaire

suivante

1 + | te—1t] 1
Hgy(Ta) H HHOQO(FG)

(J
A R T e

6 _
1t

1
60(Ta

16 / 6
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Dans ce qui suit, nous allons estimer séparément. chacun des deux termes

(H t—t] 3+ te—tHH%(FS)) et (H to—tell 3+t -t HH;@S))

Hio(Ta) 00(1“ )
Par souci de simplicité et de lisibilité, nous considérerons le ||.|| pour tous les
espaces, il fait référence a || . || pour 0, t. et t, il se réfere & || . || 1,
H020(Fa) H2 (FO)
pour % t et t' il se réfere & |H|( 1 ))/ pour ¢?, p. et ¢, il se réfere a H'HLQ(F{)’L)
0o\ a

pour le bruit ¢ puisque I'on ne mesure que sur I'y", et il se réfere a ||.[ ;25 pour
les fonctions vy, ¥ et ||.|| 12(ry) POUL Y.
é 15 / .
Estimation de || t° — ¢, || ol + || P -t ”H%(rg)

Nous avons

02— ¢ 02— ¢ 0 02— ¢
<Ae —t || -t > < Puw(6) ot -t >

o — ¢ o — ¢! —II,0 P'§ o —

ce qui signifie

© — . © — @,
<A 00—t || -t >+6Hs0‘2—s062

o — ¢ o — ¢

et =t et -t =

<§gm@W@@—m>—<%ﬂwP%¢a@—@>-

Puisque A est symétrique définie positive, nous avons

g 1l e e = < CEEI e s e ]
ot ky = || Pw]| et ks = ||TL, o P'||. Nous obtenons alors

[0 =t ]|+ ||e2 = ¢]|” < M [Eile (6.9)
Nous concluons que

16—t ]|+ [l — )] < Y2RLHRD) 5 (6.10)

€

Et. t. d t,—t, t_t :
stimation de (11¢. [y 4114t l,3,))
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Nous avons
Pe 0 Pe Pe ® 0
Al te | = Puw(Ty) =A| t. |[+e| t. | s Al ¢t | = Pw(Tp)
tle _Hu o) P/TO tle t; t' _Hu @) P/TO
Cela donne
Pe — @ Pe — @ Pe Pe — @
<A te—t |, te—t >+e< te |, t.—t >:0.

-t -t t -t

Nous obtenons alors

Pe — ¥ Pe — ¥
<A te_t ’ te_t >:_E<¢e7906_90>_6<t67t6_t>_€<t/57té_t,>‘
t,_t/ t,_t/

D’autre part, nous avons

= [lg. —@ll* + (o, 0. — 0,

(pspe =) =
<tea te — t> = Hts - t||2 + <tv te — t> )
{tLt =ty = =t + (e —t).
Notons par
Pe — ¥
X€ - te - t 9
-t
nous avons

(AX, Xo)tellp — @l et — P elte = ¢1* = e {p, 00 — @) —e (bt — t)—e (t', . —

En utilisant la positivité de A, nous avons

€ 2 € 2 € "2 €< 2 2 /2)
— — — ||t — ¢ — ||t —t < — t t .
Sl =l + St — e + Sl — 1 < 5 (Il + 1 + 1)
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Ou de maniére équivalente

2 2
o = @l + lite = 2> + 11t = 1> < (el + 111> + 1) = Ce,

ou C'te est une constante positive. On peut alors extraire une sous-suite conver-

gente
Pe — ¥ ) . )
te — t  faiblement en Hy,* (I'y) x Hg, (I'y) x Hgp (I7g) -
t.—t
puisque,

0.< 1im [llg, — @ll* + llte =t + .~ #1] < lim [ {0~ 9) — (bt — 1) = (¢ £ £)] =,
nous obtenons

Pe — 9 ) ) )
te — t  fortement en Hy? (I'y) X H (Ty) x HE (Tg) .

t.—t
Par conséquent, o, > 0 — 00, tel que
lee = @ll + llte = £l + [lte — 'l < he. (6.11)

En combinant les inégalités (6.10]) et - on obtient

2(kf + k3)

£ = tel] + ([t = tel| + Nte = ¢l + 1t = ]| < 0[] + he. (6.12)

La seconde estimation :
Selon les conditions d’optimalité nous faisons : ((6.1)-(5-19)) x (t — t) + ((6-2)-

(5.20])) x ( - - ) nous obtenons
€ (teste —t) + e (tl, 1L — 1) + e (o, 0. — ) + | D(te —t) + E(t, — )||* +
+[Cte = t) + Bl — )| + IF (1. — )" = 0. (6.13)

Nous avons

€(te,te —t) = €[t —t]]> + € (t, t. — 1), (6.14)
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et — )y =cl|ltl —t'|>+e(t b —t), (6.15)
€{pes0e — 0) = €llpe — o> + el 0. — ). (6.16)

Remplagons t par C*y; + D*ys, t' par E*ys+ F*ys et p par B*y; respectivement
dans les deuxiémes termes du coté droit des équations (6.14)), (6.15) et (6.16),

respectivement. En sommant les trois équations, on obtient

€(te,te —t) + e (tL 1, — 1) + e (e e — ) = €lte —t]* + € ((C*yn + D*g), (t — 1))
e[t — )" + e ((B*ya + Frys), (1. — ) + ello. — #l* + € (Byr, 0. — ) .

Regroupons les termes de y1, y, et y3 et appliquons I'inégalité de Young nous

obtenons

€(te,te — 1) + et te — 1) + e, 0. — )

> ellte — t]* + ellt. — 17 + e o = 2I* = 5 (lyall® + llgal® + llysl*)

=5 (ID(te =) + B(t. = )|* + |C(te = t) + Blo = @) |* + [IF(t, = ¢)|I) -
(6.17)

En injectant cette derniére inégalité dans la partie gauche de I’équation [6.13]

on obtient

e2

2 2 2 2 2
ellte —tlI* +ellte = I + e llpe — oll* < 5 (lgal® + e ll” + llwsll™) - (6.18)

Par conséquent, nous avons

Ite =2l + lltc = ¢'l| < \/E\/(IlylH2 + llyel® + llusll®).- (6.19)

On en déduit la seconde estimation du théoréme [6.0.1]

Lol

282 + k2) + ey I + Nl + llys

Enfin, de[6.9 et de @ nous obtenons également

lee =l +

# tH<

et -t 612 oy + € (Il + ol + ). (620)

O
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6.0.2 Observation compléte

Dans ce paragraphe, nous présentons une analyse de la régularisation de Tikho-
nov [5] dans le cas cylindrique avec une observation totale du potentiel sur T'y. Nous
allons estimer ’erreur entre la solution du probléme exacte et le probléeme régula-
risé lorsque la donnée d’observation 7" est donnée sur toute la frontiere I']' = I'y, et
évaluer effet du bruit en considérant (u = 7'+ §) sur I'g. Nous suivons 'approche

développée par Morozov et Stessin [46]. Nous considérons le probléme suivant :

—Au =0 dans €,
u=>0 sur X,
ou
(Po) I 0 sur I,
u="7T sur [y,
u=t @ =¢ sur T
\ ’ on “

En utilisant la méme définition de u; et us que dans (P, Ps), et en considérant

que I'¥ = (), le fonctionnel cotit avec observation totale est :

Jn, 1) = /|Vu1—Vu2|2dxdy.
QO

J(n,7) = Cte+ (n,71) A(Z) —2{(w(T), P1) .
1inf o J(n,7) = J(p,t) =0.
<nwg>e(ﬂ(%(ra)) X H2 ()

ou la matrice des opérateurs A est définie par :

A:< “ _QP).
~PQ P

Pour les valeurs non négatives de ¢, la fonction cotit avec la régularisation de

Tikhonov est défini comme suit :

n T 2 + 2
Je ) - Ct 5 A -2 7P 1 ' 3 ’
(77 T) e+ (’]” T) <T> <W( ) T> € (HTIH (Hi (Fa)> ”THH020(Fa)>

00
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Nous définissons également une fonction cotit pour les données bruitées et la

régularisation de Tikhonov comme suit :

Jo(n, ) = Cte+(n, A(”)—Q T +6),Pr)+ RS o Callt :
07 = Cter ) A() =200 40 Pryve Il oy 17T

Hy(Ta)

Le but du théoréme suivant est de donner une estimation du potentiel électrique
reconstruit lorsque 'on considére des données bruitées sur la frontiére accessible
compleéte.

En Suivant la méme stratégie utilisée dans le cas d’observation incompléte,

nous appliquons une factorisation de Cholesky de 'opérateur A.

B C
A=R'R ou R=
0 D

Par identification, nous avons

B =Q:3,
C=-Q?P,
D = (P - PQP)?

On pourrait vérifier que les opérateurs P, () et I — P() sont positifs.

Théoréme 6.0.2 On note par (p,t), la solution exacte et (go‘svc t5’°) la solution

€ 7€

du probléme régularisé avec des données bruitées. Alors, nous avons

k
¢3¢ — | < ?1 1611 2y + Ger (6.21)

1
Hgo(Ta)
ol

ge >0 et g — 0 pour e — 0.

De plus, si (,t) € Im(R*) signifiant qu’il existe y1,y2 € L*(T,) tel que ¢ =
B*y, et t = C*yy + D*ys, alors nous avons

2 k?
t|| < 2 1611720y + € (lonll® + l1w2ll?) - (6.22)

¢ — 1
Hozo(ra) o 62
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La preuve du théoréme [6.0.2] utilise exactement les mémes arguments déve-
loppés dans la preuve du théoréme La deuxiéme condition du théoréme est
satisfaite lorsque les données de Cauchy sont suffisamment réguliéres, comme le

montre le lemme suivant.

Lemme 6.0.1 Pour un potentiel électrique donné T’ compatible avec la condition
au limite de flux zéro, si (t, ) est la solution du probléme de complétion des don-
nées, alors on peut trouvery, et ys tels queyy, € L* (), yo € L? () tel que ¢ = B*y,
ett = C*yy + D*yo, dés que T € H? (9).

La preuve du lemme est basé sur 'utilisation de la décomposition modale
de 'opérateur Laplace dans le sens transversal.
Preuve: Puisque nous cherchons y; et y, dans L? () tels que ¢ = B*y; et

t = C*y; + D*ys, nous avons formellement ¢ = Q%yl. Cela signifie que
n=Q .
D’autre part, nous avons ¢ = Pt, cela signifie que t = P~1yp
t =P o = D*yy — C*y; = D*y, — Pop.

Cela signifie que D*yy = (P! + P)p.
Nous commencons par prouver que nous pouvons trouver ys tel que D*y, =
(P~' 4+ P) ¢. Nous décomposons les données de Dirichlet T sur la base des fonc-

tions propres (e;);>0 de Ay le laplacien sur la direction transversale 6 ;

T:Zﬂei.

Alors nous avons

t:ZTieXp —/)\itanh()\,-:v) dz | e;.
i 0

et puisque ¢ = Pt, alors :

Y= Z AiT; tanh (M\a)exp | — / Aitanh (A\;z) dz | e;.
i 0
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nous multiplions par (P! + P) :
(P 4+ P)o=> (Ntanh® (N\a) + 1) Trexp | — / A\ tanh (\z) dz | e;.
‘ 0
nous remarquons que

exp —/)\itanh()\ix)dx =

0

1
cosh (\a)

D’autre part, on a D = (P — PQP)%, ses valeurs propres sont

1
cosh (\;a)

N

(A; tanh (N\;a))

On peut donc définir y» par

(A7 tanh® (\;a) +1)  cosh (\a)

o — ) r1ie;
2 ; cosh (\;a) (Ai tanh (M\a))?
- Y (v tab () T

+ (A tanh (\a))

Ainsi, g, est bien défini dans L?(6) <Z (yi)* < +oo> dés que S NT? < 400, ce

qui équivaut au fait que 7' € H 3 ().

En utilisant la méme stratégie, on peut trouver y; défini comme suit

(M) ,
~ (tanh (\a))?  cosh (Aa)

N
-+
&
=
=

>
=

_1
yn o= Qo=

B Z () cosh (\;a) Liei

%

Nous avons y; € L? <Z ()2 < +oo> pour T € Hz (0). O

i
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6.0.3 Interprétation théorique de la taille de la frontiére
mesurée et de la distribution des effets de bruit sur

la solution reconstruite

En termes de taux de convergence, les estimations théoriques présentées dans
le théoreme [6.0.1] et le théoreme fournissent le méme taux de convergence
en termes de bruit J et en termes du paramétre de régularisation e. La différence
entre les cas de mesure complets et incomplets réside dans les constantes de la
convergence. Cela pourrait refléter si I'un ou 'autre est beaucoup plus approprié
en fonction de la distribution du bruit. Notons £ I’erreur maximale sur le potentiel
électrique sur la frontiére du cceur I', dans le cas ol nous mesurons sur ’ensemble

accessible I'y.
c K? 2 2 2
E(e,8) = oM7) + e (lyill” + lly2l7)

(1012 + 19132y ) + € (lnl” + llya?)

ek

D’autre part, nous notons £’ I'erreur maximale dans le cas ol nous mesurons

uniquement sur le sous-frontiere I'y"
i (Tm (k2 + k2) 2 2 2 2
(g ¢, 8) = S a1 o+ € (lal + s + ls]?).
La différence entre les deux frontiéres d’erreur se lit
B(e.0) = BT e.) = L 10022 eg) = 2 161 ey — € Il
& 0,6 0) = G I9L2(ry) = 2 19llz2(rp) — €113
On en distingue deux cas en fonction de la distribution du bruit ¢ :

. 2
_ Sl ||5||L2(Fg) ng)
mesures disponibles a I'y.

< :—% 16117, (rp) + % llys||, alors il convient d’utiliser toutes les

- Si ||5||i2(rg) > % ||5||iz(rgl) + % llys||, alors il convient d’utiliser uniquement

les mesures sur I'j".

Remarque 6.0.2 En pratique, ||ys|| n'est pas disponible, mais puisque ce terme

est multiplié par €, le terme Z—i \lys|| pourrait étre négligé. Ce probléme pourrait
1
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étre évité en utilisant des données simulées pour lesquelles on a une solution exacte
et pourrait donc construire y1, ya, y3. On pourrait alors tester si la distribution du
bruit est beaucoup plus appropriée pour une observation compléte sur 'y ou des

mesures incompletes sur 'yt en utilisant des données simulées.

Remarque 6.0.3 Lorsque l'interpolation est effectuée comme dans [27], [4], [42]
1l est important de construire un estimateur de ’erreur d’interpolation, qui pourrait

ensuite étre utilisé pour décider d’utiliser ou non les données interpolées.

Remarque 6.0.4 Les bornes d’erreur ne prennent pas en compte les erreurs liées
a la discrétisation du probléme. Il serait intéressant d’ajouter ’erreur de discréti-

sation au résultat de la comparaison.

6.1 Simulations numériques du probléme

Dans cette section, nous présentons les résultats de simulations numériques
pour résoudre le probléme de complétion des données (Pp) sur une surface rec-
tangulaire en utilisant la technique du plongement invariante développée dans les
sections précédentes. L’idée est de tester l'effet et la zone pour un probléme ou la
solution analytique est connue. Il est donc possible de comparer avec précision les
résultats "reconstruits" et "analytiques".

Nous considérons le probléme (Pg) sur ]0,a] x ]0,27[. x est la variable qui
décrit la dimention de longueur entre 0 et a, tandis que y est celle de la coordon-

née transversale entre 0 et w. Les données de Cauchy sur I'y sont (ac,y)lr,on =

0 0
a—Zu (@ Y, = ot (0,9)r, = 0 et on cherche & recons-

on

truire les données sur la surface I',. On pourrait vérifier que la fonction harmonique

u (O,y)‘FgL =T =sin(y) et

u (x,y) = cosh (x) sin (y) est la solution du probléme (Pp). Les données a compléter
sur I'y, sont : tieo = u (a,y) = cosh (a) sin (y) et @00 = a—z (a,y) = sinh (a) sin (y)
et sur '} on construit aussi t{,,, = u (0,y) = sin (y). Nous utilisons une méthode
des différences finies pour la solution numérique de et . Pour ce faire, on

note n le nombre de points le long de la direction x et p le nombre de points le long
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de la direction transversale y. On définit par u (ih, jk) la solution du probléme aux
coordonnées des points de la grille x = th, y = jk. Cette discrétisation se fait en
deux étapes distinctes. La premiére suit la direction transversale et fait tourner
les opérateurs discrets de Dirichlet-Neumann et de Neumann-Dirichlet dans des
matrices respectivement P; et Q; & x = ih, 0 < ¢ < n. Ces matrices sont alors de
taille (p — 1) X (p — 1) qui relie les valeurs u; de la solution aux points de grille
sur la section x = ¢h a approximation de la dérivée sur la méme section. Ces ma-
trices satisfont les équations de Riccati le long de la variable x. La deuxiéme étape
consiste en la discrétisation selon ’axe de plongement, c’est-a-dire en z. On ap-
plique ensuite un schéma d’Euler pour résoudre et déterminer sur la surface r = a
est la méme procédure pour la résoulution des équations de résidu. La premiére
discrétisation définit la matrice de taille w (p — 1) X 1 et vérifie également 1’équa-
tions de résidu. La seconde permet, également en utilisant un schéma Fuler pour
déterminer le w sur la surface pour les données manquantes. Enfin, nous devons

construire I'opérateur d’interface et résoudre des problémes linéaires pour déter-

/
num*

miner t,,, et t Apres une discrétisation dans la direction z, cette équation est

résolue par un schéma Euler explicite respectant les conditions de stabilité.

{ P, = P,y (I = hPiy) — higy,
P (O)‘FO =0.
ot Ary est la matrice & trois diagonales associée a ’approximation a trois
points de la dérivée seconde.

Un schéma similaire est appliqué a 'opérateur Neumann-Dirichlet

{ Qi = Qimr (I — hA7Qi_y) — hl,
Q <0)|F6" =0, @ (O>|r’g =0.
et & I’équation résiduelle :
{ Wi = (I - hAT,in—l)Wi—l
w <O>|F6n - 0, w (0)|F8 — O

Les équations des opérateurs S, P’ et H sont résolues de la méme maniére. Le

schéma a été implémenté dans un programme MATLAB.
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Afin de pouvoir comparer les résultats avec différents niveaux de bruit, nous
avons généré un bruit blanc normalisé en utilisant la fonction rand du matlab.
Ce bruit est enregistré et est utilisé pour tous les cas de test, il sera simplement
redimensionné complétement ou partiellement remis & I’échelle afin de produire
différents niveaux de bruit. Dans les simulations suivantes, nous avons pris p = 201,
n = 2000, a = 7, b = 27 et € = 107%. Nous dirons également que dans ce qui suit
la frontiére de mesure est placée au centre de I'y. Pour un pourcentage donné «,

nous définissons I'y" comme l'intervalle [2(1 — %), (1 + :&)].

6.2 Reésultats numériques

Dans cette section, nous allons mener a deux cas du test reflétant les résultats
théoriques que nous avons obtenus. Dans le premier cas de test, nous utiliserons
un bruit blanc homogene, ce qui signifie que le niveau de bruit est le méme dans
toutes les bords I'g. Cela ne signifie pas que le bruit est constant, cela signifie
seulement que point par point, la valeur absolue du bruit est inférieure & une
constante donnée. Dans ce cas, nous imitons le fait que les électrodes couvrent tout
le domaine accessible I'y et que les électrodes ont la méme erreur de mesure. Nous
examinerons comment la perte d’'une partie de ces mesures d’électrodes affecte la
solution reconstruite.

Dans le second cas, on considére qu’une partie des électrodes manque ou qu’elle
est mesuré mais avec un niveau de bruit élevé. Dans le cas ol une partie des
électrodes est manquante, nous supposons que 1’on pourrait utiliser une méthode
d’interpolation et en fonction de I’erreur d’interpolation, nous examinerons si la

considérations de ces signaux interpolés améliore ou détériore la solution.

6.2.1 Bruit homogeéne

Dans ce paragraphe, nous testons 'effet de la taille de la sous-frontiére des me-

sures [')" et des différents niveaux de bruit sur la qualité de la solution reconstruite
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sur la frontiére inaccessible I',. Nous faisons varier la taille de I'f* de 20% a 100%
de la frontiére compléte accessible. Nous faisons également varier le niveau de bruit
de 0% a 30%. Dans la Figure 13 (respectivement Figure 14), on mesure 7" sur 50%
(respectivement 90%) de Ty, les mesures contiennent 10% (respectivement , 20%)
de bruit comme indiqué dans le panneau de gauche Figure 13 (respectivement Fi-
gure 14). La solution obtenue sur la frontiére "coeur" I', est affichée dans la Figure
13 (respectivement Figure 14) (ligne continue rouge) ou nous la comparons a la
solution exacte (ligne pointillée bleue). L’erreur relative par rapport a la solution

exacte est 0,26 (respectivement 0, 18).

1.5
- IJIhl;1:|
1 e T+
i
1% 1w.lnl
0.5 i
M
B
i
= 3 0 4
M,
¥
W
0.5 ¥
+
Ay
4
a1 a
-1.5
0 1 P 3 4 5

Figure 13 : Gauche : Comparaison entre la solution exacte (ligne pointillée bleue)
et la solution inverse de mesure de frontiére incompléte (ligne continue rouge).
La frontiére I'y" occupe 50% de T'y et le niveau de bruit est de 10%.
Droite : Solution reconstituée sur la frontiére non mesurée accessible I't)
(ligne continue rouge), mesure bruyante T + ¢ (ligne continue verte)

et solution exacte sur Ty (ligne pointillée bleue).
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Figure 14 : Gauche : Comparaison entre la solution exacte(ligne pointillée bleue)
et la solution inverse de mesure de frontiére incompléte(ligne continue rouge).
.La frontiére T occupe 90% de Ty et le niveau de bruit est de 20%.
Droite : Solution reconstituée sur la frontiére non mesurée accessible I'f}
(ligne continue rouge), mesure bruyante T + ¢ (ligne continue verte)

et solution exacte sur I'y (ligne pointillée bleue).

Dans le Tableau 1 , nous présentons l’erreur relative du potentiel reconstruit
toum sur I', par rapport a la solution théorique.

En observant chaque élément brut du Tableau 1, nous remarquons que ’erreur
relative augmente de maniére monotone lorsque le niveau de bruit augmente, in-
dépendamment de la taille du domaine de mesure I'j’. D’autre part, en regardant
les colonnes du Tableau 1, nous remarquons que ’erreur ne diminue pas de fagon
monotone lors de 'augmentation de la taille de la frontiére de mesure I'j' pour
chaque niveau de bruit. Bien que le niveau de bruit soit faible (0%, 1%, 5%, 10%),
pour un niveau de bruit élevé (20%, 30%), on voit que 'erreur augmente lorsque la
taille de I'j" augmente de 20% a 30%, puis diminue de fagon monotone. On pense

que la distribution du bruit est la raison principale.
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I'e% / 6% 0% 1% 5% 10% | 20% | 30%
20% 0.6151 | 0.6169 | 0.6261 | 0.6417 | 0.6847 | 0.7414
30% 0.4358 | 0.4491 | 0.5078 | 0.5901 | 0.7723 | 0.9666
50% 0.0894 | 0.1067 | 0.1769 | 0.2655 | 0.4433 | 0.6213
60% 0.0312 | 0.0394 | 0.1076 | 0.2036 | 0.3989 | 0.5949
80% 0.0062 | 0.0166 | 0.0710 | 0.1399 | 0.2780 | 0.4160
90% 0.0059 | 0.0116 | 0.0480 | 0.0950 | 0.1891 | 0.2833
100% 0.0059 | 0.0084 | 0.0275 | 0.0532 | 0.1052 | 0.1572

Tableau 1 : Erreur relative entre la solution exacte et la solution
obtenue en utilisant différentes sous-frontiéres de mesure I'y" (lignes)

et différents niveauz de bruit § (colonnes), avec (a = mw, b= 2m).

6.2.2 Bruit non homogeéne

Nous supposons ici que certaines électrodes sont défectueuses ou que certaines
régions de la frontiére accessible ne sont pas couvertes par des électrodes. Nous
supposons également que 'utilisateur souhaite effectuer une interpolation sur cette
région. Nous supposons ici que ’erreur d’interpolation serait combinée & I’erreur
de mesure conduisant a un nouveau niveau de bruit sur la frontiere I'j différent du
bruit sur I'j’. Dans ce qui suit nous ne faisons aucune interpolation nous augmen-
tons progressivement le niveau de bruit sur la frontiére non mesurée I'f et nous
comparons les solutions des deux cas suivants : Dans le premier cas, nous utilisons
uniquement les mesures enregistrées par les électrodes non défectueuses sur I']* et
résoudre le probléme inverse avec une information incompléte sur la frontiére ac-
cessible, on note ’erreur relative £ comme précédemment indiqué dans la section
d’analyse. Dans le second cas, nous utilisons les données bruitées dans toutes les
frontiére accessibles I'g et nous notons E° ’erreur relative correspondante Dans
la Figures 15 (gauche, respectivement droite), la frontiere de mesure I'fj’ occupe
80% (respectivement 50%) de I'g. En utilisant un niveau de bruit de 2% (respec-
tivement 5%), lerreur relative £’ est de 0,03 (respectivement 0, 17), voir la ligne
constante bleue dans les deux Figures. On remarque que pour un niveau de bruit

inférieur a 14% (respectivement 30%) sur Iy, tout en gardant le niveau de bruit
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2% (respectivement 5%) sur I'(’, lerreur relative de la solution dans le cas des
mesures complétes est meilleure que celle de la solution du cas incompléte, la ligne
rouge est sous la ligne bleue. Alors que pour un niveau de bruit plus élevé sur I')",
la solution du cas de mesure complet devient pire que celle incompléte. Ceci reflete
le résultat théorique que nous avons obtenu dans la section de comparaison entre

E' et E°.
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Figure 15 : Comparaison entre la mesure de la frontiére incompléte (ligne bleue)
et la mesure de la frontiére compléte (ligne rouge) des solutions inverses par
rapport au niveau de bruit & I'y. La figure droite : T'}" occupe 50% et le bruit

fize est de 5%. a gauche : T} occupe 80% et le bruit fixe est de 2%.

6.2.3 Cas des solutions oscillantes

Afin de montrer comment la méthode fonctionne dans un cas oscillant, nous
modifions ici I'expression analytique de la solution en ajoutant une autre fréquence

dans la direction y. La nouvelle fonction que nous recherchons est

u(x,y) = sin (y) cosh (x) + 4sin (%) cosh (g)

le domaine de 'espace est [0,1.57] x [0,87]. La frontiére mesurée est I'y" =

0 x [0.47,3.67] qui correspond & 80% de T’y et le pourcentage de bruit § = 20%,
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voir (Figure 16) (droite). L’erreur relative de la solution illustrée a la (Figure 16)

(gauche) est de 13%.
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Figure 16 : Comparaison entre la solution exacte (ligne pointillée bleue) et la solution
inverse de mesure de frontiére incompléte (ligne continue rouge). I'y* occupe 80%
de Ty et le niveau de bruit est 20%. (gauche). Solution reconstruite sur la frontiére

accessible (ligne continue rouge), mesure bruyante T+ § (ligne continue verte)

et solution exacte sur Ty (ligne pointillée bleue). (droite).

Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté une méthode pour résoudre un probléeme
de complétion des données pour le probléme inverse de 'imagerie par électrocar-
diographie. Les données de Cauchy sont mesurées sur la partie de la frontiere
accessible. Dans notre cas, la condition aux limites de Neumann est donnée dans
I’ensemble du domaine accessible. Nous avons utilisé une méthode basée sur la
factorisation des problémes aux limites elliptiques. Nous avons analysé ’erreur en
cas de mesures sur tout le domaine accessible et lorsqu’une partie seulement du
domaine accessible est mesurée. Nous avons obtenu un résultat de comparaison

entre les deux cas en fonction de la distribution du bruit sur I'y Nous avons testé
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cette méthode numériquement sur un domaine rectangulaire en 2D. Nous avons
obtenu les résultats suivants :

1) pour un I'f’ fixe, I'erreur augmente de fagon monotone avec le niveau de
bruit et ceci est indépendant de la taille du domaine de mesure I'7’ ;

2) pour un niveau de bruit fixe, il n’y a aucune garantie que 'erreur diminue
tout en augmentant la taille de la frontiére de mesure I'j’. Notre conclusion est
que cela dépend de la facon dont le bruit est distribué dans I'y.

3) en augmentant progressivement le niveau de bruit sur I'j alors que le niveau
de bruit est fixé sur I'j’, on pourrait trouver numériquement le niveau de bruit
critique sur I'j a partir duquel il n’y a aucun gain a considérer les données I'.
Ce résultat pourrait étre pratiquement utilisé si I'on dispose d’un estimateur de

Ierreur d’interpolation dans la frontiére non mesurée.
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Chapitre 7

Extension de I’application de la
méthode de factorisation dans le

cas tridimensionnel

7.1 Introduction

Le succes de la méthode de plongement invariant pour la factorisation de pro-
blémes aux limites elliptiques n’est pas lié¢ a la forme cylindrique du domaine (voir
[22],]44]). Le cas cylindrique est particulierement simple car les sous domaines sont
des sous cylindres du domaine initial et une variation infinitésimale du domaine est
réalisée par un déplacement infinitésimal de la section variable dans la direction
de l'axe du cylindre. Dans le cas non cylindrique on devra définir la famille de
surfaces balayant le domaine initial et qui limiteront les sous domaines d’une part
et d’autre part le champ de déplacement entre ces surfaces. dans ce chapitre, nous
montrons que nous pouvons appliquer la méthode de factorisation pour résoudre
le probléme de complétion de données pour ’équation de Laplace dans une sphére

Q C R3.
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7.2 Reésolution du probléme de Cauchy dans un

domaine sphérique

7.2.1 Position du probléme
Nous considérons le probléme suivant :

—Au = 0 dans £,
(P) u = T sur Tg¢,

Oyu = O sur TI'¢.

Q = {(z,y,2) € R? tels que; r? < 2% + y> + 2% < r?}, avec r; < r. deux réels

strictement positifs, I'c est la sphére de centre O et de rayon r., I'; est la sphére

de centre O et de rayon ;. voir la (Figure 18).

I'e

Figure 18 : Représentation schématique du domaine sphérique utilisé dans [’étude.

Comme dans le chapitre sur I'c nous avons les données de Cauchy notées
aussi (®,T) € HV/2(I'¢) x H/?(T'¢). Nous n’avons pas de conditions aux limites
sur I'; et c’est ces données manquantes que ’on cherche a rapprocher a I’aide de

la condition surabondante sur I'c.
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Passons aux coordonnées sphériques, nous posons
x = rsin(f) cos(p), y =rsin(fd)sin(y) et z = rcos(f)

donc le probléme (P) devient :

1 0 /,.20u 1 0 (o1 ou 1 Pu
—25(M%) — mamass Binlg) — mazgsr = 0 dans €
u = T sur FC7 (71)
d
Opu = S+ = & sur T

7.2.2 Le probléme de controéle optimal associé

Si nous déterminons les données ¢, t sur I'; qui complétent le probléme (P);

nous aurons alors :

_10(20uy _ 1L 9 (sopduy_ 1 Pu  _
r2 Or (7’ 8r) r2sin6 90 (Slnet’w) r2sin? 0 Op2 0 dans Q’
u="T ;o Oyu=® sur Ig,
u=t : Oyu=¢ sur I7.

nous considérons maintenant le probleme de controle optimal suivant :

pour tout (n,7) € H/2(T';) x H'/?(T';) I'état est défini par les deux problémes

suivants :
( 1 8 (.20u 1 8 (i nOus 1 8%u
—2or (5 — e ee BIN0G5) — e gy = 0 dans
Uq = T sur Fc, (72)
{ Oty = n sur [
4
19 (20u2y 1 9 (pdusy __ 1 Puy _
72 Or (T or ) r2sin 6 90 (Slne o0 ) r2sin?h Op2 0 dans Q’
Oug = & sur Tg, (7.3)
Us = 7 sur I}y

0 0
Notons que Oy.|r, = —5- et Op.|r, = 5.
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Si (®,T) sont compatibles alors u; = us lorsque (n,7) = (¢, t). Nous introdui-

sons ensuite la fonction cott J(n, 7) définie par :

Jn,7) = [,(Vur — Vug) dudy + 2¢ [, Vuy Vuadady,
= | 2T [T (Vg — Vug)?r? sin §drdfdy (7.4)

+ 2¢ [ ° 027r Jo VuyVugr? sin 0drdfde.

pour tout (n,7) € Uyg = H~Y2(I';) x HY2(Ty).

7.2.3 Plongement invariant

Dans cette partie nous appliquons la méthode de plongement invariant, au
systéme d’optimalité et . A T’aide de cette méthode nous explicitons la
fonction cotit en fonction des controéles 7, 7. Nous plongeons chacun des probléme
(7.2) et (7.3) dans une famille de problémes similaires définis sur Q, = [r,7.] X
0, 27] x [0, ].

Pour nous imposons une condition aux limites de Neumann : 0,uf|r, = «,
et pour nous imposons une condition aux limites de Dirichlet ub|r, = /3, ou

I, est la sphere de centre O et rayon r €]r;, r.[, voir la (Figure 19).

I'e

Figure 19 : Représentation schématique du domaine en mouvement Q..



98

(A4 05D — s 0%) — it = 0 dans O
ur = T sur I¢, (7.5)
\ O} = «o sur I,.
[ —EA05H — wldhn0%) — 5 = 0 das 0
Ol = & sur Ig, (7.6)
ul = [ sur TI,.

Nous considérons I’application Neumann-Dirichlet (N-D) pour u;
: a — uf|r, et Dirichlet-Neumann (D-N) pour us : f +—— 0, ub]r, .
Nous avons
Onusr, = P(r)B + wa(r),
ot O,.|r, = =2, P(s) € LIHY*(T,), HY2(T,)), P(r.) =0 et wa(re) = P.

Nous avons aussi
ui(r) = Q(r)duub + wi(r), Q(r) € LIHYA(T,), H*(T,)).
Q(r.) =0et wi(r.) =T.

Proposition 7.2.1 L’opérateur de Dirichlet-Neumann P et la fonction ws sont

donnés par le systéme d’équations suivant qui découplent

oP 2
8_ +-P - p? = AT; P(Tc) = 07
s 2 (7.7)
8_7‘2 — Puwy + SW2 = 0, wa(re.) = @.
ovee Ay = (ks (sin0B) + o

1 ,
Effectuons le changement de variable s = = nous obtenons P' = r?P et wy, =
r?wy alors le systéme () devient :

P/ ’ ].

0 +P? = ——At, P(L) = 0,

85 54 Tc
Ow- , ;1 (7.8)
—2 4 P, = 0, wy(—) = r*d
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Apres la résolution du systéme (|7.8 ) nous déterminons lopérateur P et la fonction

wy. Nous obtenons us en intégrant dans le sens rétrograde ’équation différentielle

sutvante :

Ous

5 = —Pug — wy, us(ry) =T. (7.9)

Preuve: Soit v une fonction test dans ’espace
V = {u € H'(Q) tel que u|r, = 0},

I’équation ([7.6)) donne

10 @0uy, L 0 g0 1 Pup,
0 0dsdfdp = 0.
/ / / 2o (s? )+82 81n989(sm 20 )+32 20 02 Jus®sinfdsdfdyp = 0

Appliquons la formule de Green nous obtenons

e 8u2 v 4 1 us du 1 Oul gy _
fr fo aror T 200 00 T 7sin?0 9 &p]s sin Odsdfdy

2 [ O (r)(r)r? sin Odfdip = 0

Dérivons par rapport a r

/ 2 3u2 81} 1 Ouj Ov 1 Oujov

2m
37“ or r2 00 30+r2 sin? § g &O]r sin fdbdo=75 / / Onuyvr” sin 0dfdp) = 0.

On choisit maintenant v indépendant de r, nous obtenons

o (‘3u2 (91) 1 oul 8@ 2 )
/ / 00 (99 sin? @ O 8 | sin fdbdp — / / 7=0nuy)v sin 0dfdy = 0.

Remplagons 0,ub|r, par P(r)us(r) + wa(r)

8u2 81} 1 Ouj 81} , B
/ / 50 89 70 0, 95 | sin 6dfOdyp— / / 87“ (r)ustws(r)))vsin @dfde = 0.

Finalement nous obtenons

i%@ 18u23v2. _27T7T6_P2_2T2.
fo = ai o8 t mamze a2 salrsinbdidy — [ [T(G; + 2P — P?)ujur? sin0dfdy

fo (22 — Puwy + 2wy)vr? sin 0dfde = 0.
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. . ’
Effectuons le changement de variable s = X, P’ = 1P et w, = r*w; nous obtenons

1 27 28“2 v 52 Ouj gy : 8P’ 1
1 /o fo o0t BT o aw]sg sin 6dfdy — fo + P2 Juhv25 sin OdOdp

fo an — PJw,)v sinfdfdp = 0.

ouly, v s Oul s Ov oP' Ow:
——[(s—==,5s— —)|—(—— Plul, Plo)— (2224 Pl .
84[(5 867880)+(81H9 3g0781n98g0)] (as u27 ) ( U’27 ) ( a + Wy, U ) 0
O
Par le méme raisonnement on montre la proposition suivante :
Proposition 7.2.2 L’opérateur (N-D) Q et wy vérifient,
0Q 2
B —Q +QATQ = -1, Q(0)= (7.10)
8w1
a— + QATwl( ) = 0, wl(O) =T. (711)
Nous posons Q) = T%Q et s = ;, donc nous obtenons
Q’ 4y
+5*'Q'ATQ = —1I, Q( ) (7.12)
1
_%+Qmwl =0, wi(—)=T. (7.13)

Apreés la résolution des ces équation de Riccati nous obtenons uy en intégrant dans

le sens rétrograde I’équation différentielle suivante :

L= QI o () = QU + (), (7.14)

7.2.4 Reésolution du probléme de controle optimal

Dans cette section nous montrons que la fonctionnelle d’énergie J peut étre

exprimée directement en fonction des controle ) et 7 en utilisant les opérateurs P
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et @ comme dans le chapitre (4). Dans toute la suite nous notons P(r;) et Q(r;)

respectivement par P et (). Posons A, la matrice opérateurs définie par :

&:< Q —u—mw)
—(1—-¢)PQ P

Notons [n; 7] le vecteur ligne de composants 7 et 7.

Proposition 7.2.3 La fonction coit J s’écrit sous la forme suivante :
H7) = €+ ln Ay =2 [ (1= O P+ Quan),
Iy
o, C' est une constante indépendante de n et 7. Si un minimum (p,t) de J est
atteint, il satisfait :

Adn, 7" = (1 — €)[Qws, Pwy]'.

Preuve: Pour démontrer cette proposition, nous utilisant les méme arguments
de la preuve de la proposition (4.3.1]) du chapitre(d), il suffit d’utiliser les cordon-

nées sphériques. O
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Chapitre 8

Conclusion générale et

Perspectives

8.1 Conclusion générale

L’identification de conditions limites sur une partie de la frontiére d’un domaine
a partir des données surabondantes sur la partie restante de la frontiére est une
des thématiques du large champ des problémes inverses. Ce probléme revient a
résoudre un probléme de Cauchy connu pour étre mal posé au sens de Hadamard,
notamment en raison d’une condition de compatibilité sur les données remettant en
cause l'existence et la stabilité de la solution de ce probléme. On sait en revanche
que si cette solution existe, elle est unique. De nombreux travaux théoriques et
appliqués ont été réalisés et de nombreuses méthodes numériques ont été propo-
sées pour ’approximation de la solution du probléme de Cauchy. Cependant, ces
méthodes présentent la caractéristique commune d’étre instables numériquement,
en particulier lorsque les données de Cauchy sont bruitées.

Ces travaux de thése ont porté sur le probléme de complétion de données pour
I’équation de Laplace via la méthode du plongement invariante, en particulier pour
le probleme inverse en imagerie électrocardiographique.

La premiére partie est entiérement consacrée a la présentation de la méthode
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de factorisation pour une configuration simple, c’est- a-dire pour un cylindrique
de langueure a. On a envisagé deux formulations, qui font intervenir une frontiére
mobile se déplagant d’'un bout a l'autre du domaine, et qui permet d’étudier le
probléme induit dans le sous-domaine compris entre cette frontiére et une des
deux faces du cylindre. Par ailleurs, I'un des buts de cette partie etait de démontrer
I’existence et 'unicité de la solution de probléme de complétions des données en
utilisant la fonctionnelle énergitique.

Il y a une littérature foisonnante sur la résolution du probléme de Cauchy pour
I’équation de Laplace. L’originalité de notre approche est dans la combinaison de
I'outil de plongement invariant et de celui de la transformation d’un probléme
inverse en un probléme de controle optimal.

Dans le cadre de cette thése, la technique d’extension des données est basée sur
la minimisation de fonctionnelles d’écart de type énergie. Cette fonctionnelle & été
introduite, dans le cadre des complétions de données frontiéres pour le cas de ’opé-
rateur de Laplace par Stéphane Andrieux et al [43]. Un lien a été ultérieurement
établi entre la minimisation de cette fonctionnelle et la méthode de décomposition
de domaines, la condition d’optimalité du premier ordre fait apparaitre une équa-
tion d’interface, l'interface étant la frontiére sur laquelle les données doivent étre
complétées.

L’apport de la thése réside dans ’expoitation de la méthode de factorisation
pour la résolution des problémes aux limites sous-jacents. La méthode de plon-
gement invariant, quoique facile & mettre en oeuvre, est coiiteuse au niveau des
calculs numériques par rapport aux méthodes itératives existantes.

La deuxiéme partie s’est donné pour objectif de traiter des cas de probléme
inverse plus complexes; nous avons pris en compte les mesures manquantes sur
la surface du corps, et ¢a c’est la nouveauté de ce travail. Le probléme inverse de
I'imagerie par électrocardiographie est formulé comme un probléme de complétions
des données pour I’équation de Laplace. La condition aux limites de Neumann est
indiquée sur toute la surface du corps. La difficulté vient du fait que la condition

aux limites de Dirichlet n’est donnée que sur une partie de la surface du corps et
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qu’'une frontiére incompléte est donc adjacente & une frontiére compléte. Afin de
construire le potentiel électrique sur la surface cardiaque, Nous avons utilisé une
approche de controle optimale ou le potentiel inconnu & la frontiére externe fait
également partie des variables de controle. Nous avons comparé théoriquement ce
cas au cas ou la condition au limite de Dirichlet est donnée sur la surface entié-
rement accessible. Nous avons comparé ensuite les deux cas et sur la base de la
distribution du bruit dans les mesures, Nous avons conclu si cela vaut la peine
d’utiliser toutes les données. Nous avons utilisé la méthode de factorisation des
problémes aux limites elliptiques combinée & la méthode des éléments finis. Ceci
revient a plonger le probleme initial en une famille de problemes similaires sur
des sous domaines limités par une frontiére mobile (suivant un axe d’évolution
que nous définirons) balayant le thorax depuis la peau jusqu’a 1’épicarde. Dans
le cadre du probleme inverse cette analyse permet d’écrire directement avant dis-
crétisation ’équation vérifiée sur ’épicarde par ’estimation optimale du potentiel
épicardiaque au sens d’un critére quadratique. Elle permet d’analyser le caractére
mal posé du probléme inverse et donc de discrétiser et de régulariser au mieux ce
probléme. Un des avantages de cette méthode est que si 'on souhaite calculer le
potentiel & différents temps du cycle cardiaque, il n’est pas nécessaire de refaire la
résolution de toutes les équations a chaque instant. Nous avons illustré les résul-
tats théoriques par des simulations numériques dans un domaine cylindrique. Nous
avons étudié numériquement 'effet de la taille de la zone de données manquante
et de la distribution du bruit sur la précision de la solution inverse.

Cette méthode de factorisation n’a été appliquée qu’a des géométries spéci-
fiques, mais la généralisation a des géometries plus générales semble possible. Son
application au probléme inverse de complétion de données y jette un nouvel éclai-
rage. La formulation explicite des opérateurs d’interface aide & mieux comprendre
le caracteére mal posé du probléme de complétion de données et a choisir la meilleure
régularisation possible.

Nous avons terminé ce travail par I'extention de la méthode de factorisation

pour résoudre le probléme de Cauchy dans un domaine sphérique.
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8.2 Perspectives

Plusieurs perspectives se profilent a I'issue de ces travaux de thése nous en
citons quelques uns :

¢ Etendre I'approche au probléme 3D dans un domaine réaliste (cage thora-
cique).

¢ Tester d’autres schémas numériques et la régularisation.

¢ L’exploitation de la technique de plongement invariant pour le systéme de
Stokes en vue de la résoultion du probléme de complétion des données frontiéres.

¢ L’analyse du probléme de Cauchy-Stokes en considérant des données trés
incomplétes (i.e. on a accés aux mesures correspondant aux champs de vitesse et
a une seule composante de la trace normale).

¢ L’analyse de couplage Stokes-Darcy a travers 'interface entre un domaine
purement fluide et un milieux poreux. Ce probléme apparaitre dans plusieurs ap-

plications comme le transport de substances par des eaux souterraines.
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8.3 Annexe

8.3.1 Décomposition modale

Dans cette annexe nous nous appuierons sur le travail de [31], on va mettre en
oeuvre une méthode classique, la décomposition modale, qui consiste a écrire les
variables du probléme dans une base diagonalisante pour le Laplacien transversal.
Dans un premier temps, on va expliquer comment écrire les données dans cette
base ; ensuite, on calculera la décoposition des deux opérateures P et (), puis on

en déduira ’expression modale de leurs partie affine w; et ws.

8.3.2 Ecriture dans une base de fonctions propres(P)

On va commencer par définir la base de fonctions propres qui permet de dia-

gonaliser le laplacien transversal.

n
. , . 52 o2 .
Soit I'opérateur Laplacien A = E ad_zf = %—I—Ay avec A, Laplacien transverse
i=1

de A.

Lemme 8.3.1 L’opérateur A, agissant sur des fonctions définies sur la section
O, associé a une condition de Dirichlet nulle sur le bord 0O, est diagonalisable

dans une base orthonormale de L*(O) et orthogonale pour H*(O).
Preuve: L’opérateur A : u € D(A) C L*(O) — Au € L*(O) défini par :

(AU, ) 120y 12(0) = /OAuvdy,
avec
D(A) = Hy(A,0) = {u € Hy(O) : Au e L*(O)}.

est auto-adjoint et a une résolvante compacte, il est donc diagonalisable et ses
vecteurs propres forment une base orthonormale dans L*(0). On note (¥;);en

cette base.
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Soit A, la suite des valeurs propres de —A, et o, = /A,. Comme —A est
strictement positif, les \,, n € N forment une suite croissante de termes positifs
et qui tend vers +oo.

Si ¢ # j, on vérifie que :

o @)

On en déduit que la famille (¥;);cy est orthogonale dans H}(O). La famille des ¥;
est totale, c’est donc une base de H}(O).

Soit maintenant v un élément de L*(0,a; Hi(O)) N H(0, a; L*(O)). Sa trace
sur la section I', pour y fixé, appartient donc & H'/?(0). On peut donc écrire sa

décomposition dans la base W; :

Zvn ) ot (2 = /@ ()T, ().

Comme la section est constante, les fonctions de base ne dépendent plus de la

variable z et il est possible de dériver I’expression de v terme & terme. 0

Lemme 8.3.2 Dans le domaine cylindrique de section constante, la fonction -~y

= W, (y)7,(x)dy

dans la base orthonormée V,, a pour dérivées partielles :

d’expression

Preuve: Cela revient a démontrer que les coefficients 4/, () ont pour expres-

sion :

vula) = [ )G e iy

¥ € DR), [ dla)i(o)ts = = [ ¢ e
/RCb(x)’Y; /¢ / (yv)y(x,y)dydz.

Soit :
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Par le théoréeme de Fubini, on a :

[ sari@ie == [ w.0) [ S@nie.psi

Donc

o)y ()dr = [ Wa(y) [ Lo )6(x)dudy.
J [ [5
/R¢(l‘)%($)dx:A[q%(m,y)d)(x)q;n(y)dydx

On en déduit que
1) = [ ) )y
S Ox
D’ot le résultat. 0
Il est également possible d’exprimer la condition de Neumann sur la frontiére
mobile dans cette base. En effet, le calcul a un sens car les solutions sont cherchées

dans ’espace Y.

Lemme 8.3.3 h € HégZ(O)’ peut étre décomposé dans la base de fonctions propres
Va(y) -
hy) = ha¥aly).

Preuve: La famille des ¥,,(y),n € N constitue une base orthonormée de L?(O)
et une base orthogonale de H}(Q). On peut d’ailleurs donner la définition suivante

a ces espaces :

L*(0) = {u = Zunllln/z un|? < —I—oo} .

H;(0) = {u = Zun\Dn/Z(l + ) Jun]? < —l—oo} :

H}!*(O) est Iinterpolé de HY(O) et de L2(O); il a pour définition :

HY?(0) = {u = ua W Y (14 A2 Juf < +oo} .
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On identitfie maintenant Hyj*(O)' a espace :

{u = Zun\lfn/Z(l )72 unl? < —i—oo} :

Ceci nous permet d’écrire h sous la forme : h(y) = Zhn\I/n(y) O

8.3.3 Expressions modales des opérateurs P, () et des opé-

rateurs résidus
Expression modale de P

Pour s € |s; a[, 'application Dirichlet-Neumann (D-N) est donnée par : P(s)h =

0
= lp,= 0, 0u h € H&éQ(O)’ et v € Yj, solution de :

Ox

—Ay=0 dans €.

0
v |Z: 0, a_;/ |F0: 0, Y Iirs= h.

Tout d’abord, on décompose h et v dans la base des ¥, :
Y@, y) =D Fa(2)Tn(y).
h(y) =Y haWa(y).

827 "
Comme A1, = 27— Ay on a3 (029,(x) — 74(@) Balt) = 0

Les conditions aux limites s’écrivent : :
> 1 (0)W,(y) = 0.
D 1@ Tn(y) =D haWaly).
La condition de Dirichlet sur le bord latéral est vérifiée par les fonctions de
base. On en déduit un systéme différentiel pour chaque coefficient ~,, :

(@) + iy, (x) =0 Va €]s;al.
Vn(0) =0
Yu(8) = .
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Explicitons la solution 7,, (x), de I’équation v/ (z) — a2, (z) = 0, on obtient :
Vo () = Aexp (—anx) + Bexp () .

En utilisant les deux conditions, on a :

A=B=
2 cosh (a,9)
Ainsi, (00)
cosh (o, x
=h,—————.
T (2) cosh (v, s)
dvy
Pour z = s, on a: v, (s) = h,. Comme : P(s)h = p lr,, on a :
x

P(s)h = Zhnan tanh (a,s) ¥, (y).
Soit P, le coefficient correspondant & la fonction propre W, :

P,(s) = a, tanh (o, s) .

Expression modale de ()

Pour s € |s; a[, 'application Neumann-Dirichlet (N-D) est donnée par : Q(s)h =
¥ lr,= 0,00 h € Héo/z(('))’ et ¥ € Y,, solution de :

—Ay =0 dans €.

- av
Y |z— 0, %

Tout d’abord, on décompose h et ¥ dans la base des V,, :
V(@ y) =Y Fu(@)Taly).
hy) = S haaly).

Ts— h7 :3// |Fa: 0

L’équation de Poisson pour 7 s’écrit alors : Z(afﬁn(x) — ()P, (y) = 0.

n
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Les conditions sur les bords ont pour expression :
> Tn(@)Taly) = 0.
Tn(8)Taly) = > haW(y).

n
La condition de Dirichlet sur le bord latéral est vérifiée par les fonctions de

base. On en déduit un systéme différentiel pour chaque coefficient 7, :

~I

Yo(z) —a?5,(r) =0 Vz €]ls;al.
Vn(a) = 0.
Vn(8) = hn.

La solution du systeme précédent est donnée par :

_ hnsinh [an(a — )]
a, cosh [a,(a — 8)]

Vn()
Comme la fonction © —— coshx ne s’annule pas sur R, cette définition a
toujours un sens. Au total, on trouve :
d’ou, pour x = s, nous avons : 7, (s) = Z—Z tanh [a,(a — s)].

On en déduit la décomposition modale de @, lorsqu’il est bien défini :
h,
h =Y — tanh [a,(a — s)] ¥, (y).
Qo) = 33 tanh foafo )] (0
et (), est donn e par :

Qn(s) = L tanh [a,(a — s)].

Qnp

8.3.4 Expression modale des résidus w; et w»

On s’inéresse a la décomposition modale des parties affine w; et w,. La facto-
risation permet d’envisager plusieurs méthodes de calcul, par souci de simplicité
on se limitera a les équations différentielles sur w; et wy issue du deux systémes :

awl 8w
L4 Puy =0 Qo w=0;
ox + i "ot ox @By w ’

w1(0) = —uy. wi(a) = us,
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Comme w;(z) € HééQ(O) est la trace sur I'y d’une fonction de Y, son expres-

sion et celle de sa dérivée dans la base des W,, sont de la forme :

wi(z,y) =Y wi(2)T(y); waz,y) = Y wh(@)T,(y);
% n et % "

o (1Y) = > @) (@) Wa(y)- B (1Y) = > (@) (@) Waly)-

n n

De la méme maniére, on peut écrire les conditions initiales uy, ug € Hééz(O)
dans la base de fonctions propres : ui(y) = Zu’f\Ifn(y) et ug(y) = Zug\lfn(y)

n
Les équations différentielles sur w; et wy prend donc la forme d’'une équation

scalaire sur chaque coefficient :

{(”?>’+in?:0? ot {(wg)/_QnAng:O;

wi(0) = —ug.
Comme pour P et () la forme du coeflicient w} et w) dépend de la valeur de
a,. Dans ce cas, on a :

P,(x) = ap, tanh (a,z) et Qn(z) = L tanh [a,(a — x)].

n

Les coefficients w] et wj vériffient donc les équations différentielles suivantes :

1
(w?)/ + ay, tanh (a,x) wi =0=0 et (wg)’ — — tanh [, (a — 2)] A, wh = 0.

n

On obtient alors :

nen G N &
wl(x) - COSh(Oznl’) et w2(a:) -

cosh [, (a — z)]’

ou C et (5 sont des constantes.

Comme w(0) = —uf et wh(a) = uf, on en déduit que : C; = —ug et Cy = ul.
wy et wf sont donc pour expressions (resp) :

—ug uf
wi(x) = ————— et wi(z) =
1(@) cosh (av, ) 2(7)

cosh [a,(a — )]
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