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Préface

Une équation aux dérivées partielles (E.D.P) décrit une relation entre une fonc-
tion inconnue et ses dérivées partielles. Les E.D.P apparaissent fréquemment dans tous
les domaines de la physique et de l’ingénierie. De plus, nous avons assisté ces dernières
années à une augmentation spectaculaire de l’utilisation des E.D.P dans des domaines
tels que la biologie, la chimie, l’informatique (en particulier en ce qui concerne le traite-
ment d’images et le graphique) et en économie (finance). En fait, dans chaque domaine
où il existe une interaction entre plusieurs variables indépendantes, nous essayons de
définir des fonctions dans ces variables et de modéliser divers processus en construisant
des équations pour ces fonctions. Lorsque la valeur de là où des fonctions inconnues
à un certain point ne dépend que de ce qui se passe au voisinage de ce point, nous
obtiendrons en général une E.D.P.

L’analyse des E.D.P présente de nombreuses facettes. L’approche classique qui
a dominé le XIXe siècle consistait à élaborer des méthodes permettant de trouver des
solutions explicites. En raison de l’immense importance des E.D.P dans les différentes
branches de la physique, tout développement mathématique permettant de résoudre
une nouvelle classe d’E.D.P s’accompagnait de progrès significatifs en physique. Ainsi,
la méthode des caractéristiques inventée par Hamilton a conduit à des avancées ma-
jeures en optique et en mécanique analytique. La méthode de Fourier a permis de
résoudre le problème du transfert de chaleur et de la propagation des ondes, et la
méthode de Green a joué un rôle déterminant dans l’élaboration de la théorie de l’élec-
tromagnétisme.

Les progrès les plus spectaculaires en matière d’E.D.P ont été accomplis au cours
des 50 dernières années grâce à l’introduction de méthodes numériques permettant
d’utiliser des ordinateurs pour résoudre des E.D.P de tous types, en géométrie générale
et dans des conditions extérieures arbitraires (du moins en théorie ; en pratique). il
reste encore un grand nombre d’obstacles à surmonter). Les progrès techniques ont été
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suivis de progrès théoriques visant à comprendre la structure de la solution.
L’objectif est de découvrir certaines propriétés de la solution avant de la calculer,

et parfois même sans solution complète. L’analyse théorique des E.D.P ne présente pas
seulement un intérêt académique, mais a de nombreuses applications. Il convient de
souligner qu’il existe des équations très complexes qui ne peuvent être résolues même à
l’aide de supercalculateurs. Dans ces cas, tout ce que nous pouvons faire est d’essayer
d’obtenir des informations qualitatives sur la solution.

En outre, une question très importante concerne la formulation de l’équation et
les conditions (aux bord ou aux limites) associées. En général, l’équation provient d’un
modèle de problème physique ou d’ingénierie. Il n’est pas automatiquement évident que
le modèle soit cohérent en ce sens qu’il débouche sur une E.D.P pouvant être résolue.

En outre, il est souhaitable dans la plupart des cas que la solution soit unique
et stable, même en présence de petites perturbations des données. Une compréhension
théorique de l’équation nous permet de vérifier si ces conditions sont remplies. Comme
nous le verrons dans la suite, il existe de nombreuses façons de résoudre les E.D.P,
chacune étant applicable à une certaine classe d’équations. Par conséquent, il est im-
portant de procéder à une analyse approfondie de l’équation avant (ou pendant) de la
résolution.

La question théorique fondamentale est de savoir si le problème constitué par
l’équation et ses conditions associées est bien posé. Le mathématicien français Jacques
Hadamard (1865-1963) a inventé la notion de bien posé. Selon sa définition, un pro-
blème est dit bien posé s’il répond à tous les critères suivants

1. Existence Le problème a une solution.
2. Unicité Il n’y a pas plus d’une solution.
3. Stabilité Un léger changement dans l’équation ou dans les conditions (initiales
ou aux bords) entraîne un léger changement dans la solution.

Si une ou plusieurs des conditions ci-dessus ne sont pas remplies, nous affirmons
que le problème est mal posé. On peut dire que les problèmes fondamentaux de la
physique mathématique sont tous bien posés. Cependant, dans certaines applications
d’ingénierie, nous pourrions nous attaquer à des problèmes mal posés. En pratique, ces
problèmes sont insolubles.

Par conséquent, lorsque nous sommes confrontés à un problème mal posé, la pre-
mière étape devrait être de le modifier de manière appropriée afin de le rendre bien
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posé.
Dans notre thèse on se limite aux résultats d’existence et de régularité des so-

lutions ainsi qu’un résultat de multiplicité dans l’absence d’une méthode globale per-
mettant la résolution des problèmes anisotropes.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont un outil classique pour étudier
des modèles qui tentent de comprendre le monde. De nombreux phénomènes dans les
domaines de la physique [15, 40, 41], de la biologie [26, 50] et du traitement d’images
(voir, par exemple, la monographie de Weickert [83]), sont décrits par des équations aux
dérivées partielles afin de prédire le comportement qualitatif ou quantitatif et d’analy-
ser les observations expérimentales.

Aujourd’hui, l’application de ce puissant outil a été étendue à l’étude de
modèles en biologie, en finances, en technologie, et à bien d’autres domaines.

Cette thèse est dévouée à l’étude de quelques classes de problèmes elliptiques
avec des conditions aux bords de type Dirichlet, associés à un opérateur anisotrope,
impliquant des dérivées directionnelles avec des puissances distinctes dans un domaine
borné Ω de IRN , N ≥ 2. La complexité de ces problèmes réside dans le fait qu’ils ne
sont ni linéaires ni homogènes. En effet l’opérateur anisotrope que nous considérons
dans notre étude est défini par des dérivées partielles à différents potentiels, pi ≥ 2, de
la façon suivante :

−Lu := −
N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
Dans les espaces de Sobolev usuels, type Hm (Ω) ou Wm,p (Ω) , toutes les déri-

vées dans toutes les directions jouent un rôle identique. Ceci explique que seules les
propriétés de régularité de la frontière ∂Ω du domaine jouent un rôle dans les résultats
de trace ou de prolongement (voir les références classiques Adams[3], Lions-Magnes
[56] et Temam [81]). Dans le cas de l’opérateur anisotrope, il a fallu ériger un cadre
fonctionnel adéquat, sur mesure, chose que nous à fait l’école russe dès la première
moitié du siècle précédent.
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Dans cette thèse nous allons associer l’opérateur anisotrope avec une singularité
non-linéaire, et montrer l’existence puis la régularité des solutions. Nous allons aussi
considérer un opérateur doublement anisotrope, mettant en compétition deux opéra-
teurs anisotropes face à une non-linéarité qui change de signe et nous montrerons un
résultat de multiplicité.



Description de la thèse

Cette thèse est constituée de quatre chapitres :

Le chapitre 1 :
Ce premier chapitre est dédié à la présentation de préliminaires nécessaires pour

la bonne compréhension de la thèse. Le lecteur y trouvera des résultats plus au moins
connus concernant le Laplacien et le p-Laplacien, ainsi on aura un point de repère pour
comprendre les résultats qui peuvent être généralisés au cas anisotrope et ceux qui ne
le peuvent pas.

Un rappel des résultats classiques concernant les espaces de Sobolev usuels, et
d’autres moins classiques relatifs aux espaces de Sobolev anisotropes.

Les espaces de Sobolev anisotropes sont définis comme suit :

W 1,(pi) (Ω) =
{
v ∈ W 1,1 (Ω) ; ∂iv ∈ Lpi (Ω)

}
et

W
1,(pi)
0 (Ω) = W 1,(pi) (Ω) ∩W 1,1

0 (Ω)

dotés de la norme habituelle

‖v‖
W

1,(pi)
0 (Ω) =

N∑
i=1
‖∂iv‖Lpi (Ω) .

Nous supposerons sans perte de généralité que 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pN alors :

1
p

= 1
N

N∑
i=1

1
pi

et
p∗ = Np

N − p
, pour p < N et p∞ = max {pN , p∗}
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Nous avons l’injection de Sobolev suivante :

W
1,(pi)
0 (Ω) ↪→ Lr (Ω) , ∀r ∈ [1, p] .

De plus cette injection est compacte si r < p∗

En l’absence d’un principe du maximum fort dans un cadre général, nous allons
parfois supposer que pi ≥ 2, en effet sous cette condition l’opérateur anisotrope est
soumis à un principe du Maximum fort.

Nous allons également utiliser très souvent les notations suivantes

1
p

= 1
N

N∑
i=1

1
pi

et
p∗ = Np

N − p
, p∞ = max {pN , p∗}

Comme d’habitude, le signe " ’ " désignera le conjugué algébrique ; par exemple p′∞ est
tel que

1
p∞

+ 1
p′∞

= 1.

Nous rappelons les inégalités de Sobolev suivantes, nous nous référons aux pre-
miers travaux [52], [72] et [82].

Théorème 0.1. Il existe une constante positive C, dépendant uniquement de Ω, tel
que pour tout v ∈ W 1,(pi)

0 (Ω) , on a

‖v‖pN
Lp
∗ (Ω) ≤ C

N∑
i=1
‖∂iv‖piLpi (Ω) , (1)

‖v‖Lr(Ω) ≤ C
N∏
i=1
‖∂iv‖

1
N

Lpi (Ω) ∀r ∈ [1, p∗] (2)

et ∀v ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) ∩ L∞ (Ω) , p < N

∫
Ω

|v|r
N

p
−1

≤ C
N∏
i=1

∫
Ω

|∂iv|pi |v|tipi
 1

pi

, (3)
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pour tout r et tj choisis de tel sorte à avoir


1
r

=
σi(N−1)−1+ 1

pi

ti+1
N∑
i=1

σi = 1.

Le chapitre 2 :
Dans ce chapitre on présente un résultat d’existence et de régularité pour le

problème anisotrope suivant :


−Lu = f

uγ
dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
u ≥ 0 dans Ω,

(4)

où γ > 0,

Lu =
N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
,

et Ω est un domaine régulier borné dans RN . Nous supposerons sans perte de généralité
que 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pN et que f est une fonction non négative appartenant à un
espace de Lebesgue approprié Lm (Ω) .

Nous procédons par approximation pour obtenir les résultats suivants :
Le cas γ = 1

Théorème 0.2. Si f ∈ L1 (Ω) , alors le problème (4) admet une solution u ∈ W 1,(pi)
0 (Ω),

obtenue comme limite de {un}n . la suite des solutions de problèmes approximant

Théorème 0.3. Soit f ∈ Mm (Ω) , (l’espace de Marcinkiewicz) tel que m > N
p
, alors

le problème (4) admet une solution u ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) ∩ L∞ (Ω) .

Théorème 0.4. Soit f ∈ Lm (Ω) , tel que m > N
p
, alors le problème (4) admet une

solution u ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) ∩ L∞ (Ω) .

Théorème 0.5. Soit f ∈ Lm (Ω) , tel que, p∗′ < m < N
p
, alors le problème (4) admet

une solution u ∈ Ls (Ω) avec s = mNp

N −mp
.

Le cas γ < 1

Théorème 0.6. Soit f ∈ L1(Ω) alors il existe une solution u pour (4), appartenant
à W 1,(si)

0 (Ω), pour tout si < pi
N(p− (1− γ)N)
p (N − (1− γ)) et appartenant à l’espace Lebesgue

correspondant Ls∗(Ω).
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Remarque 0.1. On peut donner des résultats de régularité sur les dérivées premières
de la solution de la manière suivante :

∣∣∣∣∂iu γ+pi−1
pi

∣∣∣∣ ∈ Lpi(Ω). Cela ne signifie pas que
u appartient à un espace de Sobolev anisotrope, mais elle ne donne qu’une estimation
des dérivés du premier ordre de u.

Le cas γ > 1

Théorème 0.7. Soit f ∈ L1(Ω), alors il existe une solution u pour (4) , appartenant
a l’espace Ls(Ω) avec s = N(γ−1+p)

N−p .

Remarque 0.2. En utilisant le principe du Maximum fort, on peut obtenir l’estimation
suivante :

C(K)
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi ≤ C,

pour tout compact K ⊂⊂ Ω. On obtient ainsi une faible convergence de un vers u dans
W 1,(pi)(Ω1), pour tout sous-ensemble ouvert Ω1 ⊂⊂ Ω.

Le chapitre 3 :
Ce troisième chapitre est dédié à l’étude du problème à exposent variable suivant :


−Lu = f

uγ(x) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
u ≥ 0 dans Ω,

(5)

où
Lu =

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
,

γ(x) > 0 dans Ω, est supposée être une fonction régulière, par exemple γ ∈ C(Ω), et
Ω est un domaine régulier borné dans IRN . Nous supposerons sans perte de généralité
que 2 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pN et que f est une fonction non négative appartenant à un
espace de Lebesgue approprié Lm (Ω) .

Pour δ fixé, on considère l’ensemble Ωδ = {x ∈ Ω, dist(x, ∂Ω) < δ}
Nous procédons par approximation pour obtenir les résultats :

Théorème 0.8. Soit s = Np

N (p− 1) + p
et f ∈ Ls (Ω) , supposons qu’il existe un δ > 0

tel que γ(x) ≤ 1 dans Ωδ, alors le problème (5) possède une solution u ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) .
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Théorème 0.9. Supposons que pour γ∗ > 1 et δ > 0 on a ‖γ‖L∞(Ωδ) ≤ γ∗. À condition

que f ∈ Ls (Ω) avec s = N (γ∗ − 1 + p)
N (p− 1) + pγ∗

, le problème (5) admet une solution u dans

Lα (Ω) avec α = N (γ∗ − 1 + p)
(N − p) , appartenant a W 1,(pi)

loc (Ω) .

Le chapitre 4 :
On considère dans ce chapitre le problème suivant :


−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|qi−2 ∂iu

]
= λf(u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(6)

où Ω est un domaine borné régulier de RN , nous supposerons que f remplit certaines
hypothèses appropriées, 1 < p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pN et 1 < q1 ≤ q2 ≤ ... ≤ qN .

Nous allons souvent utiliser la notation

L(pi)u =
N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
,

(H1) f est une fonction continue telle que f(0) ≥ 0, et 0 < a1 < b1 < a2 < ... <

bm−1 < am les zéros de f tel que
 f ≤ 0 dans (ak, bk)
f ≥ 0 dans (bk, ak+1)

(H2)
ak+1∫
ak

f(t)dt > 0; ∀k = 1, 2, ..,m− 1.

Lemme 0.1. Soit g ∈ C(R) une fonction continue et soit s0 > 0 tel que

g(s) ≥ 0 si s ∈ (−∞, 0)
g(s) ≤ 0 si s ∈ [s0,+∞)

alors si u est une solution de
−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|qi−2 ∂iu

]
= λg(u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(7)

elle vérifie u ≥ 0 presque partout dans Ω, u ∈ L∞ (Ω) et ‖u‖L∞ < s0.
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Pour tout k = 1, 2, ..,m− 1, considérons le problème suivant :

−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
= λfk(u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(8)

où

fk(s) =


f(0) si s ≤ 0
f(s) si 0 ≤ s ≤ ak

0 si s > ak

Proposition 0.1. Il existe λ > 0 tel que pour tout λ ∈ (λ,+∞), le problème (8)
possède une solution non-négative u = uk,λ tel que ‖uk‖L∞ ≤ ak.

Théorème 0.10. Il existe λ > 0 tel que pour tout λ ∈ (λ,+∞), le probème (6) possède
au moins (m− 1) solutions non-négative ui tel que ui ∈ X et ai ≤ ‖ui‖L∞ ≤ ai+1.

Remarque 0.3. Évidemment, et sous les mêmes conditions sur f , tous les résultats
obtenus ici sont toujours valables pour le problème simplement anisotrope suivant :


−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
= λf(u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
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1.1 Introduction

Nous présentons quelques outils d’analyse non-linéaire qui seront utilisés au cours
de cette thèse. Notons que l’on va étudier des problèmes "elliptiques anisotropes" et
"doublement anisotropes", nous allons donc subdiviser ce chapitre en quatre parties
principales :

Dans la première partie nous faisons appel à des résultats de base, comme les
notions des espaces de Sobolev et quelques résultats de compacité d’usage important.

Dans la deuxième partie nous rappelons brièvement le cadre analytique fonc-
tionnel de l’opérateur que nous allons étudier et les outils nécessaires pour étudier les
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problèmes elliptiques, comme le Principe du Maximum, de comparaison etc ...
La troisième partie sera consacrée à quelques inégalités pratiques d’usage impor-

tant liées à nos problèmes.
Enfin la dernière partie présentera des résultats déjà existants dans le cadre fonc-

tionnel introduit.

1.2 Quelques outils dans les espaces de Sobolev

Dans les espaces de Sobolev usuels, type Hm (Ω) ou Wm,p (Ω) , toutes les déri-
vées dans toutes les directions jouent un rôle identique. Ceci explique que seules les
propriétés de régularité de la frontière ∂Ω du domaine jouent un rôle dans les résul-
tats de trace ou de prolongement (voir les références classiques [3], [56] et [81]). Dans
certains domaines de la physique, on rencontre des équations aux dérivées partielles
qui amènent à travailler dans des espaces fonctionnels ou seules les dérivées partielles
dans certaines directions jouent un rôle privilégié. C’est notamment le cas des approxi-
mations par-axiales de l’équation des ondes (voir [9] ou des équations de Stokes [44]).
Nous commençons par rappeler la notion d’espaces de Sobolev anisotropes. Ces espaces
ont été introduits et étudiés par Nikolskii [72] Slobodeckii [78] et Troisi [82], puis par
Trudinger [48] dans le cadre des espaces d’Orlicz.
Généralement les techniques variationnelles pour les E.D.P consistent à écrire l’E.D.P
sous forme d’un point critique d’une fonctionnelle J définie sur des espaces fonctionnels
convenables - que l’on introduira par la suite - les solutions obtenues dans ce sens-là,
sont dites solutions au sens faible ou parfois solutions au sens de dualité.

Définition 1.1. Soit m un nombre positif. L’espace de Marcinkiewicz Mm (Ω) est
l’ensemble de toutes les fonctions mesurables f tel que

meas{x ∈ Ω, |f(x)| > k} ≤ c

km
, pour tout k > 0

avec un constante c > 0. Cet espace est muni de la norme

‖f‖m = Inf{c > 0, telle que l’inégalité précédente est vérifiée}.
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Si en plus Ω est de mesure finie nous avons, pour chaque ε > 0

Lm (Ω) ⊂Mm (Ω) ⊂ Lm−ε (Ω) .

Définition 1.2. Soit Ω un ouvert de IRN , et soit 1 ≤ p ≤ +∞. L’espace de Sobolev
W 1,p(Ω) est défini par

W 1,p(Ω) ≡ {u ∈ Lp(Ω); tels que ∂u

∂xi
∈ Lp(Ω) pour tout i = 1...N}.

Il est clair que W 1,p(Ω) est un espace de Banach muni de la norme suivante :

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +
N∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

,

ou bien la norme équivalente :

‖u‖W 1,p(Ω) =
(
‖u‖pLp(Ω) + ‖∇u‖pLp(Ω)

)1/p
(si 1 ≤ p < +∞)

Si p = +∞, la norme de l’espace W 1,∞(Ω) est donnée par

‖u‖W 1,∞(Ω) := sup
Ω
|u|+ sup

Ω
|∇u| .

Si p = 2, alors W 1,2(Ω) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(u, v)W 1,2(Ω) := (u, v)L2(Ω) +
N∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

.

Définition 1.3. Soit 1 ≤ p <∞, l’espace W 1,p
0 (Ω) désigne la fermeture de C1

0(Ω) dans
W 1,p(Ω). L’espace W 1,p

0 (Ω) muni de la norme induite par W 1,p(Ω) est un espace de
Banach séparable, il est de plus réflexif si 1 < p <∞.

Lorsque Ω = IRN , on sait que C1
0(IRN) est dense dans W 1,p(IRN), et par consé-

quent
W 1,p

0 (IRN) = W 1,p(IRN).

Si Ω est borné alors en utilisant l’inégalité de Poincaré, l’espace W 1,p
0 (Ω) est muni de

la norme équivalente :
||u||W 1,p

0 (Ω) =
( ∫

Ω
|∇u|pdx

) 1
p .
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Définition 1.4. ([51]) Soient X un espace de Banach et ω une partie de X. Une
fonction J : ω → R est dite faiblement séquentiellement s.c.i. si pour toute suite
(xn)n de ω convergeant faiblement vers x ∈ ω on a

J(x) ≤ lim inf J(xn)
n→∞

.

On peut montrer que, dans les espaces de Banach réflexifs, les fonctions faiblement
séquentiellement s.c.i. atteignent leur minimum, pourvu qu’elles tendent vers +∞ à
l’infini.

Proposition 1.1. Soient X un espace de Banach réflexif, K ⊂ X un convexe fermé et
J : K → R une fonction faiblement séquentiellement s.c.i. De plus, si K est non borné,
on suppose que pour toute suite (xn)n de K telle que

‖xn‖ → ∞ on a J(xn)→ +∞.

Alors J est bornée inférieurement et elle atteint son minimum i.e.

∃u ∈ K, J(u) = inf
v∈K

J(v) = min
v∈K

J(v).

Démonstration. En effet si α := infv∈K J(v) et (un)n est une suite minimisante, du fait
que J tend vers l’infini à l’infini, (un)n est bornée. Comme X est réflexif, il existe une
sous-suite (uni)i et u ∈ X tels que uni → u dans X−faible ; K étant un convexe fermé,
il est faiblement fermé et u ∈ K. Finalement :

α ≤ J(u) ≤ lim inf J(uni) = α
n→∞

car J est faiblement séquentiellement s.c.i. Ainsi α = J(u) ∈ R et J atteint son
minimum en u ∈ K.

1.2.1 La condition de Palais-Smale

L’espace de départ de la fonctionnelle dont on cherche un point col est l’espace
de Sobolev anisotrope, que l’on note W 1,(pi)

0 (Ω).
Nous introduisons dans ce qui suit la condition de Palais-Smale, une hypothèse impor-
tante du lemme du col.



1.2. Quelques outils dans les espaces de Sobolev 22

Définition 1.5. (Condition de Palais-Smale)
Soit E un espace de Banach et J : E −→ IR de classe C1. on dit que J vérifie la
condition de Palais-Smale au niveau c si de toute suite un de E tel que

J(un) −→ c dans IR et J ′(un) −→ 0 dans E ′,

alors, on peut extraire une sous suite convergente.

Théorème 1.1. (Lemme du col)
Soit J une fonctionnelle de classe C1(E,R) vérifiant la condition de Palais-Smale au
niveau c, et telle que :

– J(0) = 0.
– Il existe ρ > 0 et α > 0 tels que J(u) ≥ α > 0, pour tout u ∈ E, avec ‖u‖E = ρ.

– Il existe v ∈ E, ‖v‖E > ρ, tel que J(v) < a.
Alors J admet une valeur critique c ≥ a où

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

et
Γ := {γ ∈ C([0, 1];E), γ(0) = 0, γ(1) = u0}.

De la même façon on définit les espaces de Sobolev anisotropes comme suit :

1.2.2 Espace de Sobolev Anisotropes

Définition 1.6. Soit Ω un ouvert de IRN , les espaces de Sobolev anisotropes sont
définis comme suit :

W 1,(pi) (Ω) =
{
v ∈ W 1,1 (Ω) ; ∂iv ∈ Lpi (Ω)

}
et

W
1,(pi)
0 (Ω) = W 1,(pi) (Ω) ∩W 1,1

0 (Ω)

dotés de la norme habituelle

‖v‖
W

1,(pi)
0 (Ω) =

N∑
i=1
‖∂iv‖Lpi (Ω) .
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Nous supposerons sans perte de généralité que 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pN alors :

1
p

= 1
N

N∑
i=1

1
pi

et
p∗ = Np

N − p
, pour p < N et p∞ = max {pN , p∗}

Nous avons l’injection de Sobolev suivante :

W
1,(pi)
0 (Ω) ↪→ Lr (Ω) , ∀r ∈ [1, p] .

De plus cette injection est compacte si r < p∗

En l’absence d’un principe du Maximum fort, nous allons souvent supposer pi ≥ 2
Nous allons également utiliser très souvent les notations suivantes

1
p

= 1
N

N∑
i=1

1
pi

et
p∗ = Np

N − p
, p∞ = max {pN , p∗}

Comme d’habitude, le signe " ’ " désignera le conjugué algébrique, c’est par exemple
p′∞ est tel que

1
p∞

+ 1
p′∞

= 1.

Nous rappelons les inégalités de Sobolev suivantes, nous nous référons aux pre-
miers travaux [52], [72] and [82].

Théorème 1.1. Il existe une constante positive C, dépendant uniquement de Ω, tel
que pour tout v ∈ W 1,(pi)

0 (Ω) , on a

‖v‖pN
Lp
∗ (Ω) ≤ C

N∑
i=1
‖∂iv‖piLpi (Ω) , (1.1)

‖v‖Lr(Ω) ≤ C
N∏
i=1
‖∂iv‖

1
N

Lpi (Ω) ∀r ∈ [1, p∗] (1.2)
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et ∀v ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) ∩ L∞ (Ω) , p < N

∫
Ω

|v|r
N

p
−1

≤ C
N∏
i=1

∫
Ω

|∂iv|pi |v|tipi
 1

pi

, (1.3)

pout tout r et tj choisis de telle sorte à avoir


1
r

=
σi(N−1)−1+ 1

pi

ti+1
N∑
i=1

σi = 1.

Parmi une vaste littérature existante traitant des problèmes anisotropes et des
problèmes elliptiques à terme singulier, on citera par exemple [16], [24], [27], [36], [23],
[45], [68], [69] et [75].

Définition 1.7. On suppose que Ω, est un ouvert borné de IRN , N ≥ 3
Soit 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pN et que f est une fonction non négative appartenant à un
espace de Lebesgue approprié Lm (Ω) .
On présente maintenant un résultat très important dans l’étude des E.D.P elliptiques
c’est le théorème de Rellich-Kondrachov qui montre l’injection entre les espaces de
Sobolev W 1,p

0 (Ω) et certains espaces de Lebesgue, ce résultat de compacité est un outil
fort dans l’étude des E.D.P qui nous permet de passer d’un espace de Sobolev à un
espace de Lebesgue.

Théorème 1.2. Rellich-Kondrachov Soit Ω un domaine borné de IRN tel que Ω est
de classe C1,

– Si p < N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) , ∀q ∈ [1, p∗[ avec p∗ = pN
N−p .

– Si p = N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) , ∀q ∈ [1,+∞[.
– Si p > N alors W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω̄).

Si on remplace l’espace W 1,p(Ω) par W 1,p
0 (Ω) alors les injections précédentes sont véri-

fiées indépendamment de la régularité du domaine Ω.

Il est parfois pratique de se placer dans l’espace de Sobolev D1,p(IRN) défini
comme la complétude de C∞0 (IRN) par rapport à la norme suivante :

||φ||D1,p(IRN ) =
( ∫
IRN

|∇φ|p dx
) 1
p

.
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On renvoie le lecteur aux ouvrages [3] et [62] pour plus de détails sur la notion des
espaces de Sobolev et leurs propriétés.
La notion de troncature est une notion très importante dans l’étude des E.D.P avec
donnée dans L1 ou bien mesure. Cette notion est basée sur l’usage des fonctions Tk(s)
et Gk(s), k > 0, définies par :

Tk(s) =


s , si|s| ≤ k ;

k s
|s| , si |s| > k ;

Figure 1.1 – La troncature
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La fonction Gk(s) = s− Tk(s) est représentée comme suit :

Figure 1.2 – La fonction Gk(s)

Une autre fonction sera très utile par la suite est la suivante :ϕk−1 = T1(Gk−1(u))

Figure 1.3 – La fonction T1(Gk(s))

Comme conséquence, on peut définir les espaces intermédiaires suivants :

Définition 1.8. Soit Ω un sous ensemble de IRN , on définit

1. τ 1,1
loc (Ω) comme l’ensemble des fonctions mesurables u : Ω → R telles que pour
tout k > 0, Tk(u) ∈ W 1,1

loc (Ω).

2. Pour p ∈]1,∞[, τ 1,p
loc (Ω) est le sous ensemble de τ 1,1

loc (Ω) composé des fonctions u
telles que |∇(Tk(u))| ∈ Lploc(Ω) pour tout k > 0.
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3. De même, τ 1,p(Ω) est le sous ensemble de τ 1,1
loc (Ω) composé des fonctions u, telles

que, de plus |∇Tk(u)| ∈ Lp(Ω) pour tout k > 0.

4. Enfin, τ 1,p
0 (Ω) est le sous ensemble de τ 1,p(Ω), composé des fonctions qui peuvent

être approchées par des fonctions de classe C1 à support compact dans Ω dans le
sens suivant : une fonction u ∈ τ 1,p(Ω) appartient à τ 1,p

0 (Ω), si pour tout k > 0,
il existe une suite {φn}n∈N ⊂ C∞0 (Ω) tels que

φn → Tk(u) dans L1
loc(Ω),

∇φn → ∇Tk(u) dans Lp(Ω).

Il est clair que pour tout p ∈ [1,∞[, on a

1. W 1,p
loc (Ω) ⊂ τ 1,p

loc (Ω) et W 1,p
0 (Ω) ⊂ τ 1,p

0 (Ω).

2. τ 1,p
loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω) = W 1,p

loc (Ω) ∩ L∞loc(Ω).

3. ∇Tk(u) = ∇uχ{|u|<k}, où χA désigne la fonction caractéristique d’un ensemble
mesurable A ⊂ RN .

Notons que si u ∈ τ 1,1
loc (Ω), alors ∇u n’est pas défini même au sens des distributions,

pourtant on a le lemme suivant qui donne un sens à ∇u,

Lemme 1.1. Soit u ∈ τ 1,1
loc (Ω), il existe une unique fonction v : Ω → RN mesurable

unique telle que
∇Tk(u) = v χ{|u|<k} p.p. (1.4)

En outre, u ∈ W 1,1
loc (Ω) si et seulement si v ∈ L1

loc(Ω), et alors v ≡ ∇u dans le sens
faible habituel.

Pour étudier les EDP elliptiques avec données non régulières on va procéder
généralement par approximation et après on passe à la limite en utilisant des résultats
de compacité appropriés. L’un des résultats les plus importants et qui sera utilisé
fréquemment est celui de la régularité de Baras-Pierre dont la preuve se trouve dans
[8].

Lemme 1.2. Supposons que u ∈ L1
loc(Ω) tel que ∆u ∈ L1

loc(Ω), alors pour tout p ∈
[0, N

N−1), et pour Ω1 et Ω2 tels que Ω1 ⊂ Ω2 ⊂ Ω2 ⊂ Ω, il existe une constante positive
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C ≡ C(p,Ω1,Ω2, N) telle que

||u||W 1,p(Ω1) ≤ C
∫

Ω2
(|u|+ |∆u|)dx. (1.5)

De plus, si u ∈ L1(Ω) et ∆u ∈ L1(Ω), alors l’estimation ci dessus à lieu globalement
dans le domaine Ω.

Rappelons que dans notre travail, le lemme de Vitali a une importance capitale.
Avant de l’énoncer on a besoin de quelques définitions.

Définition 1.9. (Equi-Intégrabilité dans Lp ) Soit X un ensemble mesurable de
IRN et 1 ≤ p <∞. On dit que la suite {fn}n∈N ⊂ Lp(X) est equi-intégrable ssi : pour
chaque ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout E ⊂ X avec |E| < δ, on a pour tout

∫
E
|fn(x)|pdx ≤ ε pour tout n.

On présente ici le Lemme suivant qui sera très utile pour montrer les résultats
d’existence.

Théorème 1.3. (Théorème de Vitali) Soit X un ensemble de mesure finie pour la
mesure de Lebesgue de IRN . Soit {fn}n∈N une suite de fonctions de L1(X) qui verifie
les deux conditions suivantes :

1. {fn}n∈N converge presque-partout vers f dans X.

2. {fn}n∈N est equi-intégrable.

Alors, {fn}n converge fortement vers f dans L1(X).

1.3 Notions de base sur les problèmes elliptiques

Comme nous allons considérer des problèmes avec des structures non variation-
nelles ou bien avec des données non régulières, on se doit de spécifier le sens de notre
solution.

Définition 1.10. On dit que u est une solution distributionnelle de
 −∆pu = F (u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(1.6)
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Si |∇u|p−1 ∈ L1
loc(Ω), F (u) ∈ L1

loc(Ω) et pour toute fonction φ ∈ C∞0 (Ω), on a

∫
Ω
|∇u|p−2〈∇u,∇φ〉 dx =

∫
Ω
F (u)φ dx. (1.7)

Dans le cas où F (u) ∈ L1(Ω), on peut utiliser la notion des solutions entropiques
défini comme suit :

Définition 1.11. Soit F ∈ L1(Ω) et u une fonction mesurable sur Ω. On dit que u
est une solution entropique de (1.6) si u ∈ T 1,p

0 (Ω) et pour tout k > 0 et pour tout
v ∈ W 1,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) on a

∫
Ω
|∇u|p−2〈∇u,∇(Tk(u− v))〉 dx =

∫
Ω
F Tk(u− v) dx. (1.8)

Rappelons que u ∈ T 1,p
0 (Ω) si et seulement si Tk(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) pour tout k > 0.
On utilise le résultat suivant

Théorème 1.4. Soit F ∈ L1 (Ω), alors le problème (1.7) admet une unique solution
entropique u telle que |u|p−1 ∈ Lσ(Ω) pour tout σ < N

N−p et |∇u|p−1 ∈ Lσ(Ω) pour tout
σ < N

N−1 . Si p > 2− 1
N
, alors u ∈ W 1,q

0 (Ω) pour tout q < (p−1)N
N−1 .

Pour traiter le cas d’une mesure de Radon générale, on ne peut pas utiliser le
concept de la solution entropique car le terme

∫
Ω
Tk(u − v) dµ n’est pas en général

défini. Dans ce cas, nous avons besoin de la notion de la solution renormalisée. Nous
commençons par quelques préliminaires de la théorie de la capacité elliptique.

Définition 1.12. Si U ⊂ Ω est un ensemble ouvert, nous définissons

Cap1,p(U) = inf
{
‖u‖W 1,p

0 (Ω) : u ∈ W 1,p
0 (Ω), u ≥ χU presque partout dans Ω

}

(nous allons utiliser la convention que inf ∅ = +∞), alors pour tout sous ensemble
Borélien B ⊂ Ω, on pose

Cap1,p(B) = inf {Cap1,p(U), U un sous ensemble ouvert de Ω, B ⊂ U} .

Soit maintenant µ une mesure de Radon sur Ω. Nous dirons que µ est concentrée sur un
sous ensemble Borélien E de Ω, si pour tout ensemble BorélienB, on a µ(B) = µ(B∩E).
Notons que Cap1,p est une mesure extérieure, donc on peut utiliser la décomposition
de Radon-Nikodym. Plus précisément on à la définition suivante.
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Définition 1.13. Une mesure µ0 est dite absolument continue par rapport à la Cap1,p,
si µ(B) = 0 pour chaque B ⊂ Ω tel que Cap1,p(B) = 0.

Définition 1.14. Soit µ est une mesure de Radon positive dans Ω. On dit que µ est
singulière par rapport à la capacité Cap1,p si elle est concentrée sur un sous-ensemble
E ⊂ Ω, tel que Cap1,p(E) = 0. On note l’ensemble des mesures positives singulières
parMs.

Comme conséquence de la décomposition de Radon-Nikodym, on a la proposition
suivante :

Proposition 1.2. Toute mesure de Radon µ à variation bornée dans Ω se décompose
d’une manière unique µ = µ0 + µs, µ0 étant absolument continue par rapport à la
Cap1,p et µs singulière par rapport à la Cap1,p . En outre µ0 ∈ L1(Ω) + W−1,p′(Ω) où
W−1,p′(Ω) est le dual de W 1,p

0 (Ω).

Voir [13] pour la preuve. On est en mesure maintenent de donner la définition de
la solution renormalisée.

Définition 1.15. Soit µ, une mesure de Radon à variation bornée. Une fonction me-
surable u est dite solution renormalisée du problème

 −∆pu = µ dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

(1.9)

si Tk(u) ∈ W 1,p
0 (Ω),∀k, ; et pour toute fonction continue ϕ dans Ω on a

lim
n→∞

1
n

∫
{n≤u≤2n}

|∇u|p−2∇u∇ϕdx =
∫

Ω
ϕdµ+

s ,

lim
n→∞

1
n

∫
{−2n≤u≤−n}

|∇u|p−2∇u∇ϕdx =
∫

Ω
ϕdµ−s ,

et pour toute fonction h ∈ W 1,∞(Ω)⋂L∞ (Ω) et pour toute fonction ϕ ∈ W 1,p (Ω)⋂L∞ (Ω) ,
telles que ϕh(u) ∈ W 1,p

0 (Ω) on a

∫
Ω
h(u)|∇u|p−2∇u∇ϕdx+

∫
Ω
h′(u)|∇u|p−2∇uϕdx =

∫
Ω
ϕh(u)dµ0.

µ ∈ M(Ω̄) peut être décomposée en µ = µ0 + µ+
s − µ−s où µ0 est une mesure qui ne

change pas les ensembles de p−capacités nulles µ0 ∈ L1(Ω) + W−1,p′(Ω) et µ+
s et µ−s

les parties positives et négatives de µ− µ0.
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D’après [61], on a le résultat d’existence suivant.

Théorème 1.5. Soit µ une mesure de Radon à variation bornée, alors le problème
(1.9) admet une solution renormalisée u telle que |u|p−1 ∈ Lσ(Ω) pour tout σ < N

N−2

et |∇u|p−1 ∈ Lσ(Ω) pour tout σ < N
N−1 . Si de plus p > 2− 1

N
, alors u ∈ W 1,q

0 (Ω) pour
tout q < (p−1)N

N−1 .

Remarque 1.1. Dans le cas où µ ∈ L1(Ω) + W−1,p′(Ω), alors la notion de solution
entropique est confondue avec la notion de solution renormalisée, dans ce cas on a l’exis-
tence et l’unicité de la solution. Dans le cas géneral, l’unicité de la solution renormalisée
reste un problème ouvert.

1.3.1 Les principes du Maximum et de comparaison

L’une des méthodes les plus utilisées dans la résolution des E.D.P de type el-
liptique et parabolique est la méthode de sous-sur solution. Cette méthode trouve son
origine dans les théorèmes de point fixe et les algorithmes d’itérations. En général, dans
la théorie des E.D.P, cette méthode est fortement liée au principe du Maximum et aux
résultats de comparaison. Une généralisation importante du principe du Maximum a
été obtenue par Brezis-Cabré dans le lemme suivant dont la preuve se trouve dans [20].

Lemme 1.3. Supposons que h ≥ 0 appartient à L∞(Ω). Soit v la solution de
 −∆v = h dans Ω

v = 0 sur ∂Ω.
(1.10)

Alors,
v(x)
δ(x) ≥ c

∫
Ω
hδ ∀x ∈ Ω,

où c > 0 est une constante qui depend seulement de Ω et δ = dist(x, ∂Ω).

Il existe une version générale pour les opérateurs quasi-linéaires introduite par
Abdellaoui-Peral dans [2].

Lemme 1.4. Soit u l’unique solution positive de problème
 −∆pu = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω,
(1.11)
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où f ≥ 0 appartient à L∞(Ω). Alors pour toute boule Br ⊂ Ω telle que B̄4r ⊂ Ω, alors
il existe une constante positive c ≡ c(r,N, p) Alors,

up−1(x)
δp−1(x) ≥ c

∫
B2r

f(y)dy ∀x ∈ Ω,

où δ = dist(x, ∂Ω) .

Le principe de compaison suivant sera souvent utilisé par la suite.

Théorème 1.6. Principe de comparaison Soit f une fonction positive, continue
telle que f(x, s)

sp−1 est décroissante pour s > 0 où 1 < p. Si u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) sont telles que

 −∆pu ≥ f(x, u), u > 0 dans Ω,
−∆pv ≤ f(x, v), v > 0 dans Ω,

(1.12)

Alors u ≥ v dans Ω.

1.4 Quelques inégalités pratiques

Dans cette dernière section, on va présenter quelques inégalités pratiques qui
seront utilisées dans cette thèse et qui sont liées à la nature des problèmes en considé-
ration, comme l’inégalité de Hardy-Sobolev dans différents domaines et avec différents
poids.

Théorème 1.7. Soit 1 < p < N alors pour tout 1 < q < p, il existe une constante
positive C ≡ C(N, p, q,Ω) telle que pour tout ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω) on a

∫
Ω
|∇ϕ|pdx− ΛN,p

∫
Ω

|ϕ|p

|x|p
dx ≥ C

( ∫
Ω
|∇ϕ|qdx

) p
q

, pour tout ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω),

Dans le cas où le poids |x|p est substitué par (δp(x) ≡ dist(x, ∂Ω))p, alors on a
une nouvelle version de l’inegalité de Hardy-Sobolev, plus précisément on a le théorème
suivant : (l’inégalité de Hardy-Sobolev avec poids suivante sera utilisée pour avoir
quelques estimations a priori locales, on se réfère à [53] pour la preuve).

Théorème 1.8. (L’inégalité de Hardy-Sobolev pondérée) Soit Ω un domaine régulier
de IRN et soit δσ(x) ≡ (dist(x, ∂Ω))σ où σ ≤ 1, pour toute fonction φ ∈ C∞0 (Ω), on a
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1. Si σ < 1, il existe une constante positive C dépendant seulement de N,Ω et σ
telle que pour toute φ ∈ C∞0 (Ω), on a

C
∫

Ω
φ2δσ−2(x)dx ≤

∫
Ω
|∇φ|2δσ(x)dx (1.13)

2. Si σ = 1, alors pour tout R > 0 tel que Ω ⊂⊂ BR(0), il existe une constante
positive C dépendant seulement de N,R et Ω tel que pour toute φ ∈ C∞0 (Ω), on
a

C
∫

Ω

φ2

δ(x)(log( R
δ(x)))2dx ≤

∫
Ω
|∇φ|2δ(x)dx (1.14)

Notons que dans le cas où σ = 0, le comportement de l’inégalité de Hardy avec
le poids δ2(x) est différent par rapport au comportement de l’inégalité de Hardy avec
le poids |x|2 au sens que l’inégalité de Hardy avec le poids δ2(x) est fortement liée
à la géométrie du domaine Ω et la constante optimale est atteignable dans quelques
cas particulier. (Voir [21] pour plus de détails). Comme conséquence des inégalités pré-
cédentes on a L’inégalité de Poincaré pondérée, voir [6] pour des résultats plus généraux.

1.5 Introduction aux problèmes anisotropes

Dans cette section et dans les suivantes, nous présentons quelques résultats qui
peuvent être retrouvés avec plus de détails dans la thèse de Agnese Di Castro [33].
Nous considérons le problème suivant :


−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
= f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(1.15)

Nous donnerons quelques résultats concernant l’existence et la régularité de solu-
tions faibles ou distributionnelles de (1.15), où f est une fonction donnée appartenant
à un espace de Lebesgue.

Maintenant et dans ce qui suit, on suppose que p < N , sinon le problème est plus
simple, car W 1,(pi)

0 (Ω) ↪→ Lr (Ω) , est valable pour tout r ∈ [1, p∗].
Nous savons, par une simple modification du théorème classique de Leray-Lions

(voir [55] et aussi boccardo-marcellini [34]), grâce aux injections anisotropes de Sobolev,



1.5. Introduction aux problèmes anisotropes 34

que si f ∈ Lm(Ω), avec m ≥ p′∞ et

p∞ = max {pN , p∗} , pN = max
i
{pi} , p∗ = Np

N − p
, et1

p
= 1
N

N∑
i=1

1
pi
, (1.16)

il existe une solution faible à notre problème, u ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) tel que

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iu|pi−2 ∂iu∂iv =

∫
Ω
fv ∀v ∈ W 1,(pi)

0 (Ω) . (1.17)

puisque
Mm (Ω) ⊂ Lm−ε (Ω) ∀m > 1 et 0 < ε ≤ m− 1, (1.18)

on obtient également l’existence d’au moins une solution faible de (1.15) lorsque
f ∈Mm (Ω) avec m > p′∞,

Considérons maintenant p∞ = p∗, alors on a les résultats suivants :

Théorème 1.2. Soit f ∈ Lm (Ω)
i) Si m > N

p
, alors il existe une solution faible borné u ∈ W 1,(pi)

0 (Ω) pour le problème
(1.15)
ii) Si m = N

p
, alors il existe une solution faible u pour le problème (1.15) et une

constante β > 0 tel que ∫
Ω
eβ|u| <∞.

iii) Si (p∗)′ ≤ m < N
p
, alors il existe une solution faible u pour le problème (1.15)

apparetenant a Ls (Ω) , avec

s = mp∗ (p− 1)
mp+ p∗ −mp∗

= mN (p− 1)
N −mp

.

Remarque 1.2. i) et ii) sont une conséquence directe de i) et ii) du théorème 1.6 de
la section suivante, grâce à la propriété suivante des espaces de Lebesgue

Lm (Ω) ⊂Mm (Ω) ∀m > 1.

Remarque 1.3. Notons que le résultat ii) implique que la solution faible u de (1.15),
appartient à Ls (Ω) , pour 1 ≤ s < +∞.
Dans le cas où p∞ = pN = maxi {pi} on a le théorème suivant
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Théorème 1.3. Soit f ∈ Lm (Ω)
i) Si m > N

p
, alors il existe une solution faible borné u ∈ W 1,(pi)

0 (Ω) pour le problème
(1.15)
ii) Si m = N

p
, alors il existe une solution faible u pour le problème (1.15) et une

constante β > 0 tel que ∫
Ω
eβ|u| <∞.

iii) Si N(pN−p)
p(pN−1) ≤ m < N

p
alors il existe une solution faible pour le problème (1.15)

appartenant à Ls (Ω) , tel que

s = mp∗ (p− 1)
mp+ p∗ −mp∗

= mN (p− 1)
N −mp

.

iv) Si p′N ≤ m < N(pN−p)
p(pN−1) , alors il existe une solution faible pour le problème (1.15)

appartenant à Ls̃ (Ω) , avec s̃ = m (pN − 1) .

Remarque 1.4. Notons que, puisque pN > p∗,

N (pN − p)
p (pN − 1) > (p∗)′ > p′N ,

et
s̃ = m (pN − 1) > s = mN (p− 1)

N −mp
⇐⇒ m <

N (pN − p)
p (pN − 1) , (1.19)

une meilleure sommabilité de u peut être obtenue, si (p∗)′ < m < N(pN−p)
p(pN−1) , et un

nouveau résultat si p′N < m < (p∗)′ . Alors que si (p∗)′ < m < p′N < N
p
, (pN < p∗) donc

la relation (1.19) n’est pas vérifiée, nous n’améliorons donc pas la sommabilité de u,
obtenue dans le théorème 1.2

Remarque 1.5. Soit s̃ = m (pN − 1) > pN , puisque m > p′N . Par conséquent, nous
améliorons la régularité, déjà connue par les intégrations, de la solution faible de notre
problème.

Remarque 1.6. On souligne qu’il y a une continuité dans les résultats de sommabilité.
En fait, si pN = p∗, m = (p∗)′ , on a :

s̃ = (p∗)′ (p∗ − 1) = p∗

et c’est le même exposant qui apparaît dans iii) du théorème 1.2, avec m = (p∗)′.
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Remarque 1.7. Bien évidemment, le cas iv) du théorème 1.3 est nouveau car l’opé-
rateur est anisotrope. Si c’est isotrope, pN = p = p et p < p∗. En outre

mN (pN − p)
p (pN − 1) = 0,

comme prévu.

Remarque 1.8. Il est possible de prouver que si f ∈ Lm (Ω), avec m ≥ p′∞, la solution
faible du problème (1.15) est unique en raison de la propriété monotone des opérateurs
anisotropes telle que (I.1). Si nous supposons que deux solutions u1 et u2 existent, nous
avons

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iu1|pi−2 ∂iu1∂iv =

∫
Ω
fv ∀v ∈ W 1,(pi)

0 (Ω)

et
N∑
i=1

∫
Ω
|∂iu2|pi−2 ∂iu2∂iv =

∫
Ω
fv ∀v ∈ W 1,(pi)

0 (Ω)

Maintenant, prenons v = u1−u2 comme fonction test dans les deux cas. Notons qu’un
tel choix est possible puisque u1, u2 ∈ W

1,(pi)
0 (Ω). Ensuite, en soustrayant les deux

expressions, on obtient

N∑
i=1

∫
Ω

[
|∂iu1|pi−2 ∂iu1 − |∂iu2|pi−2 ∂iu2

]
∂i [u1 − u2] = 0.

Alors, si pi ≥ 2 pour tout i = 1, 2, ..., N,

∫
Ω

[
|∂iu1|pi−2 ∂iu1 − |∂iu2|pi−2 ∂iu2

]
∂i [u1 − u2] ≥ C0 |∂i (u1 − u2)|pi ∀i.

Donc
N∑
i=1

∫
Ω
|∂i (u1 − u2)|pi ≤ 0,

cela implique u1 = u2. Une légère modification est nécessaire pour obtenir le même
résultat avec pi < 2.

Remarque 1.9. Notons que dans ces résultats nous n’avons pas besoin de supposer
que p∗ > pN , grâce aux injections prouvées dans [42]. Ce fait ne contredit pas le contre-
exemple dans [60] (voir aussi [47]). En fait, dans le document cité, il est montré que
le problème (1.15) avec f = 0 peut avoir des solutions faibles non bornées, mais le
contre-exemple ne s’applique pas dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet
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homogènes.

On considère maintenant toujours le même problème de Dirichlet (1.15), mais :
– Si m < p′∞. L’existence d’une solution de distribution u ∈ W 1,1

0 (Ω), telle que,

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iu|pi−2 ∂iu∂iφ =

∫
Ω
fφ ∀φ ∈ C1

0 (Ω) . (1.20)

– Si p∞ = p∗, on a le théorème suivant .

Théorème 1.4. Soit f ∈ Lm (Ω) .
i) Si m = 1, , alors il existe une solution distributionnelle u pour (1.15), appartenant
à W 1,si

0 (Ω) , avec

1 < si < pi
mN (p− 1)
p (N −m) pour tout i = 1, ..., N.

ii) Si 1 < m < (p∗)′ , alors il existe une solution distributionnelle u pour (1.15), appar-
tenant à W 1,si

0 (Ω) , avec

1 < si = pi
mN (p− 1)
p (N −m) pour tout i = 1, ..., N.

Démonstration. voir thèse de Di Castro [33]

Remarque 1.10. Puisque si > 1, pour tout i = 1, ..., N , on en déduit que :

p > 2− 1
N

dans i) et ii)
p = 1 + 1

m∗

Rappelons maintenant le cas classique, c’est-à-dire pi = p pour tout i.

Remarque 1.11. Notons aussi dans ce cas que puisque p∗ ≥ pN

N (pN − p)
p (pN − 1) < (p∗)′

et
N (pN − p)
p (pN − 1) > 1⇐⇒ pN >

p (N − 1)
N − p

= (N − 1)
N

p∗.
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On peut donc améliorer le théorème précédent si p (N − 1)
N − p

< pN ≤ p∗ et 1 < m <

N (pN − p)
p (pN − 1) .

En effet, nous avons une solution au sens des distributions de (1.15) appartenant
à W 1,s̃i

0 (Ω), avec 1 < s̃i = pi
m
p′N

pour tout i = 1, ..., N et par restriction sur m, on
obtient

pi
m

p′N
> pi

mN (p− 1)
p (N −m) , ∀i = 1, ..., N ⇐⇒ m <

N (pN − p)
p (pN − 1) . (1.21)

Aussi dans le cas où s̃i > 1, on a les conditions suivantes sur p

p >
p′N
m
.

De plus si f ∈ L1 (Ω) , u ∈ W 1,s̃i
0 (Ω) , pour tout

s̃i <
pi
p′N

et p > p′N , ∀i = 1, ..., N.

Dans le cas p∞ = pN , on a le théorème suivant

Théorème 1.5. Soit f ∈ Lm (Ω) ,
i) Si m = 1, , alors il existe une solution distributionnelle u pour (1.15), appartenant
à W 1,s̃i

0 (Ω) , avec

s̃i <
pi
p′N

et p > p′N , pour tout i = 1, ..., N.

ii) Si 1 < m < (p∗)′ , alors il existe une solution distributionnelle u pour (1.15), appar-
tenant à W 1,si

0 (Ω) , avec

s̃i = pi
m

p′N
pour tout i = 1, ..., N.

Remarque 1.12. On note que, si 1 ≤ m < p′∞, la solution au sens des distributions
peut ne pas être unique. En effet, déjà dans le cas isotrope et linéaire, la solution n’est
pas unique (voir le contre-exemple présenté dans J. serrin[76]). Mais il est possible
d’étendre, de manière naturelle (voir [11]), la définition de solutions d’entropie du
problème (1.15), (voir [33] Section 1.6), pour obtenir un résultat d’existence sans autre
hypothèse sur p et avoir l’unicité de la solution.
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1.6 Résultats dans les espaces Marcinkiewicz

Dans cette section, nous présentons quelques résultats concernant le cas de f
appartenant à un espace de Marcinkiewicz, Mm (Ω). Comme nous l’avons déjà men-
tionné, nous savons, par une simple modification du théorème classique de Leray-Lions,
que si f ∈ Mm (Ω), avec m > p′∞ il existe une solution faible, comme dans (1.17), du
problème (1.15), dû à (1.18). Nous commençons par considérer le cas p∞ = p∗, où p∞
et p∗ sont comme dans (1.16). Nous avons les résultats suivants.

Théorème 1.6. Soit f ∈Mm (Ω).
i) Si m > N

p
, alors il existe une solution faible borné u pour le problème (1.15)

ii) Si m = N
p
, alors il existe une solution faible u pour le problème (1.15) et une

constante β > 0 tel que ∫
Ω
eβ|u| <∞.

iii) Si (p∗)′ ≤ m < N
p
alors il existe une solution faible pour le probème (1.15) appar-

tenant à Ls (Ω) , tel que

s = mp∗ (p− 1)
mp+ p∗ −mp∗

= mN (p− 1)
N −mp

.

Si p∞ = pN > p∗ , on a le théorème suivant.

Théorème 1.7. Soit f ∈ Mm (Ω). i) et ii) du théorème 1.6 restes toujours vraies de
plus on a
iii) Si N(pN−p)

p(pN−1) ≤ m < N
p

alors il existe une solution faible pour le probème (1.15)
appartenant à M s (Ω) , tel que

s = mp∗ (p− 1)
mp+ p∗ −mp∗

= mN (p− 1)
N −mp

.

iv) Si p′N ≤ m < N(pN−p)
p(pN−1) , alors il existe une solution faible pour le problème (1.15)

appartenant à M s̃ (Ω) , avec s̃ = m (pN − 1) .

Les remarques 1.3,..., 1.7 restent toujours vérifiées dans ce cas.

Remarque 1.13. Si, dans les théorèmes précédents, m→ N

p
, on obtient

s → +∞. De plus, les valeurs de s et s̃ obtenues dans les théorèmes 1.6 et 1.7 sont
identiques aux théorèmes 1.2 et 1.3, comme prévu.
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Remarque 1.14. Par (1.18), même si f appartient àMm (Ω), avecm > p′∞, la solution
faible de (1.15) est unique.
Pour le cas 1 < m ≤ p′∞ on a l’existence d’une solution pour le problème (1.15) au sens
des distributions, comme dans (1.20).
Comme précédemment, on distingue entre p∞ = p∗ et p∞ = pN . Dans le premier cas,
on a le résultat suivant.

Théorème 1.8. Si f appartient à Mm (Ω), avec 1 ≤ m < (p∗)′ alors il existe une
solution pour le probème (1.15)au sens des distributions appartenant à M s (Ω) , avec

s = mp∗ (p− 1)
mp+ p∗ −mp∗

= mN (p− 1)
N −mp

.

et ∂iu ∈M si (Ω) , avec

1 < si = pi
mN (p− 1)
p (N −m) pour tout i = 1, ..., N.

Remarque 1.15. Si si > 1, pour tout i = 1, ..., N, sous condition d’avoir

p > 1 + 1
m∗

.

Remarque 1.16. Notons que puisque p∗ ≥ pN ,

N (pN − p)
p (pN − 1) < (p∗)′

et
N (pN − p)
p (pN − 1) > 1⇐⇒ pN >

p (N − 1)
N − p

.

On peut donc améliorer le théorème précédent si p (N − 1)
N − p

< pN ≤ p∗ et 1 < m <

N (pN − p)
p (pN − 1) , de (1.19). En fait, on a une solution au sens des distributions pour (1.15)

appartenant à M s̃ (Ω), avec s̃ = m(pN − 1). De plus ∂iu ∈M s̃ (Ω), avec 1 < s̃i = pi
m
p′N

pour tout i = 1, ..., N , puisqu’il est aussi valable (1.21). Notons que, pour avoir s̃i > 1,
nous supposons

p >
p′N
m
.

Dans le second cas, p∞ = pN , nous avons le résultat suivant.



1.7. Résultats d’existence pour un problème semi-linéaire 41

Théorème 1.9. Si f appartient à Mm (Ω), avec 1 < m ≤ p′N , alors il existe une
solution au sens des distributions u pour le problème (1.15), appartenant à M s̃ (Ω),
avec s̃ = m(pN −1) et ∂iu ∈M s̃ (Ω), avec s̃i = pi

m
p′N

pour tout i = 1, ..., N . On suppose
aussi que

p >
p′N
m
.

Remarque 1.17. Sous l’hypothèse pN > p∗, on a

N (pN − p)
p (pN − 1) > (p∗)′ > p′N

et si
m <

N (pN − p)
p (pN − 1) ,

alors (1.19) et (1.21) restes toujours vérifiées

Remarque 1.18. Rappelons, comme déjà mentionné précédemment, que si nous choi-
sissons pi = 2, pour tout i = 1, ..., N , (ou de manière équivalente pi = p, pour tout
i = 1, ..., N), on obtient les résultats classiques de régularité.

1.7 Résultats d’existence pour un problème semi-

linéaire

Dans cette section, nous parlons principalement de certains résultats contenus
dans [35]. Nous étudions les questions d’existence, de non-existence et de multiplicité
de solutions positives pour la classe suivante de problèmes elliptiques semi-linéaires
anisotropes 

−
N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
= λ |u|q−2 u dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(1.22)

où
p1 < q < pN . (1.23)

Pour une plus de généralité nous traitons aussi les cas

1 < q < p1 et pN < q < p∗, avec p∗ = pN
N − p

.



1.7. Résultats d’existence pour un problème semi-linéaire 42

Les cas précédents ont été étudiés dans plusieurs articles, citons par exemple [5],
[38], [39], [42]], [63], [64], [66] et [65].

Nous donnons d’abord la définition d’une solution faible de (1.22), qui est une
fonction appartenant à W 1,(pi)

0 (Ω), telle que

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iu|pi−2 ∂iu∂iφdx = λ

∫
Ω
|u|q−2 uφdx ∀φ ∈ C∞0 (Ω) . (1.24)

Remarque 1.19. Notez que toute solution faible u de (1.22) est en fait une solution
forte au sens de [42], principalement u appartient à W 1,(pi)

0 (Ω)∩L∞ (Ω). Il découle du
théorème 2 dans [42] et de l’hypothèse (1.23).

Tous les résultats, dans ce qui suit, sont dus à la structure variationnelle du
problème. En effet, si on définit la fonctionnelle

Jλ (v) =
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω
|∂iv|pi dx−

λ

q

∫
Ω

∣∣∣v+
∣∣∣q dx, (1.25)

où v+ = max {v, 0} , alors tout point critique de Jλ est une solution faible non négative
de (1.22).

Dans ce qui suit, nous rappelons les résultats connus concernant notre problème.
Nous rapportons quelques résultats présentés dans [42], si q > pN . Les auteurs de
cet article obtiennent plusieurs résultats d’existence, de non-existence et de régularité.
Pour être complet, nous donnons aussi ces résultats.

Théorème 1.10. Soit q < p∞, définie dans (1.16). alors pour tout γ > 0 il existe
λγ > 0 et uγ ∈ W 1,(pi)

0 (Ω) tel que ‖uγ‖
W

1,(pi)
0 (Ω)

= γ et uγ est une solution faible bornée
du problème (1.22) quand λ = λγ.

Remarque 1.20. Nous soulignons, comme déjà dit dans [42], que ce théorème ne peut
pas être utilisé pour avoir une solution au problème (1.22) pour un λ donné. Ce fait
est dû au manque d’homogénéité de l’opérateur différentiel.

Le théorème 1.10 donne l’existence de paires (λγ, uγ) ∈ (0,∞) ×W 1,(pi)
0 (Ω) qui

résolvent (1.22), considéré comme un problème de valeur propre. De plus, il est difficile
de savoir quel exposant q produit une situation de résonance, c’est-à-dire un problème
de valeur propre.
Dans le Problème (2) proposé dans [42], les auteurs font une conjecture. Ils pensent
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que la situation de résonance se produit dès que q ≤ pN (voir aussi la section 8.1 [42]),
mais peut être existe-t-il des «lacunes spectrales», à savoir des q ∈ (p1, pN) tels que
(1.22) admet une solution faible pour tout λ > 0. Cette conjecture est confirmée par
les résultats (voir la proposition 3.7, le théorème 3.9 et le théorème 3.13 dans [33]).
Évidemment, si pi = p pour tout i = 1, ..., N , le problème de résonance correspond à
q = p, voir par exemple [10].

Dans [42], un résultat d’existence pour λ > 0 fixé a été prouvé dans le théorème
1.11 ci-dessous, ainsi qu’un résultat de non-existence a également été présenté, l’outil
permettant de prouver ce résultat est l’identité de Pohözaev. Mais aussi la formula-
tion la plus faible nécessite des solutions de classe C1

(
Ω
)
pour avoir des conditions

aux limites bien définis, il semble difficile d’obtenir cette régularité pour une solution
faible de (1.22), voir par exemple [47]. Pour gérer cette difficulté, ils construisent une
suite de problèmes "doublement approximant" , puis prouvent un résultat de forte ré-
gularité pour la solution des problèmes approchés (théorème 5 de [42]). À la fin, ils
présentent leur principal résultat de non-existence (théorème 6 dans [42]). Il indique
que, dans au moins un cas critique (1.22), n’admet pas de solutions faibles, appartenant
à W 1,(pi)

0 ∩ L(q−1)p′1 (Ω), autre que u ≡ 0. Ce résultat nécessite deux hypothèses diffé-
rentes. Premièrement, le domaine Ω doit avoir une caractéristique géométrique parti-
culière, qui modifie la notion classique d’un domaine étoilé, en fonction de l’anisotropie
de l’opérateur. Deuxièmement, les exposants pi doivent être suffisamment concentrés,
c’est-à-dire

pi ≥ 2 ∀i = 1, ..., N et pN <
N + 2
N

p1. (1.26)

Si (1.26) est vrai, nous avons nécessairement N ≥ 3 et p∗ > pN , donc p∞ = p∗.
Dans [42], on suppose aussi q ≥ p∗ et cette hypothèse est conforme au résultats (voir
Théorèmes 3.9 et 3.13 dans [33]). Pour le cas pN < q < p∗, nous suivons [42], (voir
aussi [63]et [64]pour le cas plus général pi = pi(x), pour tout i = 1, ..., N). Nous avons
le théorème ci-dessous.

Théorème 1.11. Soit q tel que
pN < q < p∗ (1.27)

alors, pour tout λ > 0, le problème (1.22) possède une solution faible positive non
triviale.

Démonstration. Considérons la fonction (1.25). Dans ce cas, il n’est pas possible d’ap-
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pliquer le théorème de Weierstrass, que nous utiliserons dans le prochain théorème, car
la fonction n’est pas coercitive, mais il est possible d’appliquer un théorème du col afin
d’obtenir un niveau critique pour Jλ(u) et ainsi une solution faible du problème (1.22).
Tout d’abord, nous prouvons dire que la fonctionnelle d’énergie (1.25) satisfait aux
hypothèses géométriques requises par le théorème du col ("Mountain-Pass").

Conditions géométriques
i) évidemment Jλ(0) = 0.
ii) Il existe ρ ∈ (0, 1) et α > 0 tels que Jλ(u) ≥ α > 0, pour tout v ∈ W 1,(pi)

0 (Ω),
avec ‖v‖

W
1,(pi)
0 (Ω) = ρ.

On applique l’inégalité de Hölder, avec les exposants p∗/q et (p∗/q)′ (nous rappelons
que q < p∗), au deuxième terme de notre fonction, on obtient

Jλ (v) ≥
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω
|∂iv|pi −

λC0

q

(∫
Ω
|v|p

∗
) q
p∗

dx.

Maintenant, nous appliquons l’inégalité anisotrope de Sobolev

‖v‖Lr(Ω) ≤ C
N∑
i=1
‖∂iv‖Lpi (Ω) , ∀ ∈ [1, p∗] .

au dernier terme de l’expression ci-dessus, nous obtenons

Jλ (v) ≥
N∑
i=1

1
pi
‖∂iv‖piLpi (Ω) −

λC1

q
‖v‖q

W
1,(pi)
0 (Ω)

.

Nous rappelons le résultat suivant, il existe C > 0, cela ne dépend pas de ρ, tel que

σi > 0 ∀i,
N∑
i=1

σi = ρ ∈ (0, 1) =⇒
N∑
i=1

σpii
pi
≥ CρpN .

On prend σi = ‖∂iv‖Lpi (Ω) , on a

N∑
i=1

σi = ‖v‖
W

1,(pi)
0 (Ω) = ρ ∈ (0, 1)

et donc

Jλ (v) ≥ C2 ‖∂iv‖pN
W

1,(pi)
0 (Ω)

− λC1

q
‖v‖q

W
1,(pi)
0 (Ω)

= ρpN
(
C2 −

λC1

q
ρq−pN

)
.
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Puisque pN < q, on peut trouver α, ρ > 0 tel que

Jλ (v) ≥ α ∀ ‖v‖
W

1,(pi)
0 (Ω) = ρ <

(
C2q

λC1

) 1
q−pN

.

Condition de compacité
iii) Il existe v ∈ W 1,(pi)

0 (Ω) et β ≥ ρ > 0 avec ‖v‖
W

1,(pi)
0 (Ω) > β tel que Jλ (v) < 0.

On considère v = tz pour z ∈ W 1,(pi)
0 (Ω)\ {0} et t > 1, on obtient

Jλ (tz) =
N∑
i=1

tp1

pi

∫
Ω
|∂iz|pi −

λtq

q

∫
Ω
|z|q ≤

N∑
i=1

tpN

pi

∫
Ω
|∂iz|pi −

λtq

q

∫
Ω
|vz|q .

Il est clair, en (1.27), que

lim
t−→+∞

Jλ (tz) = −∞.

Alors pour t > 1 assez grand on peut prendre v = tz tel que ‖tz‖
W

1,(pi)
0 (Ω) > β et

Jλ (tz) < 0.
Maintenant, on prouve l’hypothèse de compacité du théorème du col.

Soit {vn} une suite de Palais-Smale, telle que
1) Jλ (vn) −→ c,

2) J ′λ (vn) −→ 0,
où c = infγ∈Γ maxt∈(0,1) Jλ (γ (t)) ,

avec Γ =
{
γ ∈ C

(
[0, 1] ;W 1,(pi)

0 (Ω)
)

: γ (0) = 0 et γ (1) = tz
}
, où tz choisis dans iii).

de plus J ′λ est la dérivée au sens de Fréchet de Jλ,

〈J ′λ (v) , φ〉 =
N∑
i=1

∫
Ω
|∂iv|pi−2 ∂v∂iφ− λ

∫
Ω
|v|q−2 vφ.

Ces deux conditions sont équivalentes aux suivantes :
1’) Il existe une suite {an} qui converge vers zéro, telle que Jλ (vn (t)) = an + c,

i.e.
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω
|∂ivn|pi −

λ

q

∫
Ω
|vn|q = an + c.



1.7. Résultats d’existence pour un problème semi-linéaire 46

2’) Il existe {yn} ⊂
[
W

1,(pi)
0 (Ω)

]∗
: yn → 0 dans

[
W

1,(pi)
0 (Ω)

]∗
, telle que

N∑
i=1

∫
Ω
|∂ivn|pi−2 ∂vn∂iφ = λ

∫
Ω
|vn|q−2 vnφ− 〈yn, φ〉 , ∀φ ∈ W 1,(pi)

0 (Ω).

Maintenant on choisit φ = vn dans 2’)

N∑
i=1

∫
Ω
|∂ivn|pi = λ

q

∫
Ω
|vn|q −

1
q
〈yn, vn〉 .

Alors si on soustrait cette expression de 1’), on obtient

N∑
i=1

1
pi

∫
Ω
|∂ivn|pi −

1
q

N∑
i=1

∫
Ω
|vn|pi −

λ

q

∫
Ω
|vn|q = an + c− λ

q

∫
Ω
|vn|q + 1

q
〈yn, vn〉

et donc
N∑
i=1

(
1
pi
− 1
q

)∫
Ω
|∂ivn|pi = an + c+ 1

q
〈yn, vn〉 .

Si on utilise les hypothèses sur yn, an et q, il existe M ∈ R+ indépendant de n
tel que

‖vn‖W 1,(pi)
0 (Ω) ≤M.

Par conséquent, nous avons, une sous-suite,que nous notons encore vn,

vn → v faiblement dans W 1,(pi)
0 (Ω)

par l’inégalité anisotrope de Sobolev on a

vn → v fortement dans Lr(Ω) ∀r < p∗.

Maintenant prenons φ = vn − v dans 2’) on obtient :

N∑
i=1

∫
Ω
|∂ivn|pi−2 ∂vn∂i (vn − v) = λ

∫
Ω
|vn|q−2 vn (vn − v)−〈yn, vn − v〉 , ∀φ ∈ W 1,(pi)

0 (Ω).

On soustrait des termes de l’expression ci-dessus

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iv|pi−2 ∂v∂i (vn − v) ,
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on obtient
N∑
i=1

∫
Ω

(
|∂ivn|pi−2 ∂vn − |∂iv|pi−2 ∂v

)
∂i (vn − v)

= −
N∑
i=1

∫
Ω
|∂iv|pi−2 ∂v∂i (vn − v) + λ

∫
Ω
|vn|q−2 vn (vn − v)− 〈yn, vn − v〉 ,

du fait que

∫
Ω

(
|∂ivn|pi−2 ∂vn − |∂iv|pi−2 ∂v

)
∂i (vn − v) ≥ C3

∫
Ω
|∂i (vn − v)|pi ∀i = 1, ..., N,

et pi ≥ 2 pour tout i, on obtient

C3

∫
Ω
|∂i (vn − v)|pi ≤ −

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iv|pi−2 ∂v∂i (vn − v)+λ

∫
Ω
|vn|q−2 vn (vn − v)−〈yn, vn − v〉 ,

Le même résultat est également valable si 1 < pi < 2 par une légère modification.

〈yn, vn − v〉 → 0,

par la convergence forte de yn dans l’espace dual de W 1,(pi)
0 (Ω) et la convergence faible

de vn vers v dans W 1,(pi)
0 (Ω). de plus

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iv|pi−2 ∂v∂i (vn − v)→ 0,

Puisque vn → v faiblement dans W 1,pi
0 (Ω) . pour le terme

∫
Ω
|vn|q−2 vn (vn − v) ,

par l’inégalité de Höder avec les exposants p∗

q − 1 et
(

p∗

q − 1

)′
, on obtient

∫
Ω
|vn|q−2 vn (vn − v) ≤

(∫
Ω
|vn|p

∗
) q−1

p∗
(∫

Ω
vn (vn − v)

)1− q−1
p∗

.

On note que (
p∗

q − 1

)′
= p∗

p∗ − q + 1 < p∗,
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puisque q < p∗, et que ‖vn‖Lp∗ (Ω) ≤M, on a alors

∫
Ω
|vn|q−2 vn (vn − v)→ 0.

alors
‖vn − v‖W 1,(pi)

0 (Ω) → 0.

La condition de "Palais-Smale" est également vraie. Par conséquent, comme consé-
quence du théorème du col, on déduit que Jλ admet un point critique non trivial et
nous obtenons donc une solution du problème non triviale faible (1.22).

Maintenant on traite le cas :

1 < q < p1 (1.28)

Ce cas a déjà été étudié dans [63]et [64] (voir aussi les références qui y figurent). Les
auteurs étudient le cas plus général pi = pi(x), pour tout i = 1, ..., N . Pour prouver les
résultats suivants, nous suivons ces deux articles.

Théorème 1.12. Soit q : 1 < q < p1, alors il existe λ∗∗ > 0 et λ∗ > 0 tel que pour
tout λ > λ∗∗ et λ ∈ (0, λ∗) , le problème (1.22) possède une solution faible positive
non-triviale.

Démonstration. Nous prouvons que la fonction d’énergie (1.25) est coercitif et fai-
blement semi-continu. Nous utilisons l’inégalité de Hölder avec les exposants p∗/q et
(p∗/q)′, et c’est possible parce que (1.28) est vrai.

On a
Jλ ≥

N∑
i=1

1
pi

∫
Ω
|∂iv|pi −

λC0

q

∫
Ω
‖v‖q

Lp
∗ (Ω) .

Maintenant nous appliquons l’inégalité de Sobolev, avec r = p∗, nous obtenons

Jλ ≥
N∑
i=1

1
pi
‖∂iv‖piLpi (Ω) −

λC1

q

(
N∑
i=1
‖∂iv‖Lpi (Ω)

)q
.

Pour une inégalité numérique, i. e.

(
N∑
i=1
‖∂iv‖Lpi (Ω)

)q
≤ C2

N∑
i=1
‖∂iv‖qLpi (Ω) ,
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on obtient
Jλ ≥

N∑
i=1

1
pi
‖∂iv‖piLpi (Ω) −

λC3

q

N∑
i=1
‖∂iv‖qLpi (Ω) .

Puisque pN ≥ pi, pour tout i = 1, ..., N, on a

Jλ ≥
1
pN

N∑
i=1
‖∂iv‖piLpi (Ω) −

λC3

q

N∑
i=1
‖∂iv‖qLpi (Ω) .

Maintenant, nous notons que q < pi pour tout i, parce que pour l’hypothèse q < p1, et

‖v‖
W

1,(pi)
0 (Ω) → +∞ =⇒ ‖∂iv‖piLpi (Ω) → +∞ pour certains i.

On obtient donc la coercivité de Jλ, c’est-à-dire

Jλ (v)→ +∞ quand ‖v‖
W

1,(pi)
0 (Ω) → +∞.

Pour la semi-continuité faiblement inférieure, considérons une suite {vn} ⊂ W
1,(pi)
0 (Ω)

telle que
vn → v faiblement dans W 1,(pi)

0 (Ω).

Comme l’injection W 1,(pi)
0 (Ω) ↪→ Lr (Ω) pour r ∈ [1, p∗] est compacte pour tout

r ∈ 1, p∗), nous avons aussi

vn → v dans Lr(Ω) ∀r < p∗,

ce qui implique ∫
Ω
|vn|q →

∫
Ω
|v|q ,

puisque q < pi < p∗. Alors

lim inf
n→+∞

Jλ (vn) ≥ lim inf
n→+∞

N∑
i=1

1
pi

∫
Ω
|∂ivn|pi −

λ

q
lim

n→+∞

∫
Ω
|vn|q ≥

≥
N∑
i=1

1
pi

lim inf
n→+∞

∫
Ω
|∂ivn|pi −

λ

q

∫
Ω
|v|q ≥

≥
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω
|∂iv|pi −

λ

q

∫
Ω
|v|q = Jλ (v) ,
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par la semi-continuité faible de la norme, on a

lim inf
n→∞

‖ ∂ivn ‖Lpi (Ω)≥‖ ∂iv ‖Lpi (Ω), ∀i = 1, ..., N.

Maintenant, on peut utiliser le théorème de Weierstrass (voir par exemple [80]) pour
trouver un minimum global de Jλ, uλ, qui est une solution faible de (1.22). Maintenant
on montre que uλ est non trivial pour λ assez grand. Soit t > 1, un réel fixé et Ω1 ⊂ Ω
un ouvert avec meas(Ω1) > 0, nous prenons une fonction v0 ∈ C∞0 (Ω) ⊂ W

1,(pi)
0 (Ω) tel

que v0 = t0 dans Ω et 0 ≤ v0 ≤ t0 dans Ω \ Ω1. Nous avons

Jλ(v0) =
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω
|∂iv0|pi −

λ

q

∫
Ω
|v0|q.

Puisque v0 ∈ C∞0 (Ω), nous avons

‖ v0 ‖W 1,(pi)
0 (Ω)≤ C4,

alors par définition de v0 nous obtenons,

Jλ(v0) ≤ C5

p1
− λ

q

∫
Ω1
|v0|q ≤

C5

p1
− λ

q
tq0meas(Ω1).

Donc on peut choisir
λ ≥ C7q

p1t
q
0meas(Ω1) = λ∗∗,

tel que Jλ(v0) < 0 pour tout λ ≥ λ∗∗. Puisque uλ est un minimum global, il s’ensuit
que Jλ(uλ) < 0 pour tout λ ≥ λ∗∗ et que uλ est une solution faible non triviale du
problème (1.22).
Par conséquent, on conclut la première partie de la preuve du théorème 1.12. Pour
la seconde partie de la démonstration, nous raisonnons comme dans [63]. Au début,
nous montrons qu’ils existent ρ ∈ (0, 1) et α ≥ 0 tel que Jλ(v) ≥ α > 0 pour tout
v ∈ W 1,(pi)

0 (Ω) avec ‖ v ‖
W

1,(pi)
0 (Ω)= ρ. Puisque q < p1, l’injection

W
1,(pi)
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω) ∀r ∈ [1, p∗]
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ait lieu. Nous avons, de

Lr(Ω) ≤ C
N∑
i=1
‖ ∂iv ‖Lpi (Ω) ∀r ∈ [1, p∗]

avec r = q,
‖ v ‖Lq(Ω)≤ C7 ‖ v ‖W 1,(pi)

0 (Ω), ∀v ∈ W 1,(pi)
0 (Ω).

Donc
Jλ(v) ≥

N∑
i=1

1
pi

∫
Ω
‖ ∂iv ‖piLpi (Ω) −

λC7

q
‖ v ‖q

W
1,(pi)
0 (Ω)

Puisque ‖ v ‖
W

1,(pi)
0 (Ω)= ρ, nous obtenons

‖ ∂iv ‖Lpi (Ω)≤‖ v ‖W 1,(pi)
0 (Ω)= ρ, ∀i = 1, ..., N

et puisque ρ ∈ (0, 1) et pN ≥ pi pour tout i = 1, ..., N, il en découle

‖∂iv‖pNLpi (Ω) ≤ ‖∂iv‖
pi
Lpi (Ω) , ∀i = 1, ..., N.

Donc

Jλ (v) ≥ Cs ‖v‖pN
W

1,(pi)
0 (Ω)

− λCγ
q
‖v‖q

W
1,(pi)
0 (Ω)

= ρq
(
Csρ

pN−q − λCγ
q

)

Alors pour tout
0 < λ < λ∗ <

qCsρ
pN−q

Cγ

et v ∈ W
1,(pi)
0 (Ω) avec ‖v‖

W
1,(pi)
0 (Ω) = ρ, nous obtenons la résultat. Maintenant nous

prouvons qu’il existe z ≥ 0, z 6= 0 et Jλ (tz) < 0 pour t > 0 assez petit.Soit z ∈ C∞0 (Ω)
tel que supp(z) ⊃ Ω̄2, z ≡ 1 dans Ω̄2 et 0 ≤ z ≤ 1 dans Ω. Alors pour tout 0 < t < 1
on a

Jλ (tz) =
N∑
i=1

∫
Ω

tpi

pi
|∂iz|pi −

λtq

q

∫
Ω
|z|q ≤

≤ tp1

p1

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iz|pi −

λtq

q

∫
Ω
|z|q =

= tq
(
tp1−q

p1

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iz|pi −

λ

q

∫
Ω
|z|q

)
.
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Donc, puisque q < p1, Jλ (tz) < 0 si

t < min

1,
(

λp1
∫

Ω |z|
q

q
∑N
i=1

∫
Ω |∂iz|

pi

) 1
p1−q

 .
Soit λ∗ > 0, comme dans (1.19),et λ ∈ (0, λ∗) . D’après les considérations précé-

dentes, il existe une boule centrée à l’origine et de rayon ρ Bρ (0) dans W 1,(pi)
0 (Ω), telle

que
inf

∂Bρ(0)
Jλ > 0.

De plus, il existe z ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) tel que Jλ (tz) < 0 pour tout t assez petit et pour

tout v ∈ Bρ (0),

Jλ (v) ≥ 1
pN

N∑
i=1
‖∂iv‖piLpi (Ω) −

λC9

q
lim

n→+∞

N∑
i=1
‖∂iv‖qLpi (Ω) .

il résulte que
−∞ < c = inf

Bρ(0)
Jλ < 0.

Soit 0 < ε < inf∂Bρ(0) Jλ − infBρ(0) Jλ. En appliquant le principe variationnel
d’Ekeland (voir [37]et aussi [31]) à la fonction Jλ : Bρ (0) → R. Nous trouvons vε ∈
Bρ (0) tel que :

Jλ (vε) < inf
Bρ(0)

Jλ + ε,

et

Jλ (vε) < Jλ (v) + ε ‖v − vε‖W 1,(pi)
0 (Ω) , v 6= vε.

puisque
Jλ (vε) < inf

Bρ(0)
Jλ + ε < inf

∂Bρ(0)
Jλ,

vε ∈ Bρ (0) . Maintenant on définit

Iλ (v) = Jλ (v) + ε ‖v − vε‖W 1,(pi)
0 (Ω) .
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Il est clair que vε est le minimum de Iλ et donc

Iλ (vε + tz)− Iλ (vε)
t

≥ 0,

pour t > 0 assez petit et z ∈ B1 (0) . on obtient pour Jλ

Iλ (vε + tz)− Iλ (vε)
t

+ ε ‖z‖
W

1,(pi)
0 (Ω) ≥ 0.

quand t→ 0 il en résulte

〈J ′λ (vε) , z〉 − ε ‖z‖W 1,(pi)
0 (Ω) > 0

ce qui implique que
‖J ′λ (vε)‖ ≤ ε.

On conclut qu’il existe {wn} ⊂ Bρ (0) tel que

Jλ (wn)→ c et J ′λ (wn)→ 0. (1.29)

De toute évidence, {wn} est placée W 1,(pi)
0 (Ω). Si nous procédons comme dans

le théorème 3.5, nous obtenons la forte convergence de {wn} vers w dans W 1,(pi)
0 (Ω).

Donc pour (1.29) nous avons Jλ (wn) = c < 0 et J ′λ (w) = 0, c’est-à-dire que w est une
solution faible positive non triviale pour le problème (1.22) ; ce qui complète la preuve
du théorème 1.12.
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2.1 Introduction

Ce chapitre est dédié à l’étude d’un problème elliptique faisant intervenir l’opé-
rateur

Lu =
N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
.

Ce genre de problèmes est largement étudié dans la littérature, nous citons par
exemple, [32], [33], [34], et les références inclus. Il existe également une littérature
abondante sur les problèmes elliptiques avec des non-linéarités singulières, voir par
exemple [14], [46], lorsque l’opérateur différentiel considéré est l’opérateur Laplacien,
nous référons le lecteur à [29].

Dans les travaux [1], [34] et [70],...,etc, les auteurs ont étudiés des problèmes
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linéaires (avec Laplacien) et non-linéaires (avec p-Laplacien et opérateur anisotrope )
avec la présence d’un terme gradient en plus, des résultats d’existence, non existence,
de multiplicité et de régularité des solutions ont été obtenus.

Nous mentionnons également l’ouvrage phare [42], dans lequel l’opérateur aniso-
trope est associé à une non-linéarité et permet d’obtenir des résultats d’existence et de
non-existence.

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons le problème suivant :

−Lu = f

uγ
dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
u ≥ 0 dans Ω,

(2.1)

où γ > 0,

Lu =
N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
,

et Ω est un domaine régulier borné dans RN . Nous supposerons sans perte de généralité
que 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pN et que f est une fonction non négative appartenant à un
espace de Lebesgue approprié Lm (Ω) .

Le cadre fonctionnelle naturel associé au problème (2.1) est l’espace anisotrope
de Sobolev introduit dans le chapitre préliminaire (Définition 1.6).

En l’absence d’un principe du Maximum fort, nous allons souvent supposer que
les pi ≥ 2.

Définition 2.1. On dit que u ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) est une solution d’énergie de (2.1) si et si

seulement si
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2 ∂iu∂iϕ =
∫
Ω

fϕ

uγ
∀ϕ ∈ C1

0 (Ω) ,

et on dit que u est une solution faible de (2.1) si ∂iupi−1 ∈ L1(Ω),
on a f

uγ
∈ L1

loc(Ω), on obtient donc l’identité suivante :

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2 ∂iu∂iϕ =
∫
Ω

fϕ

uγ
∀ϕ ∈ C1

0 (Ω) .
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Nous devons également rappeler les fonctions de troncature suivantes

Tn(s) =

 n s
|s| si |s| > n

s si |s| ≤ n

et
Gn(s) = s− Tn(s).

Parfois, et pour des fins purement techniques nous allons utiliser l’espace de Marcin-
kiewicz Mm (Ω) (voir la définition 1.1) au lieu de Lm (Ω) .

Parmi une vaste littérature existante traitant des problèmes anisotropes et pro-
blèmes elliptiques à terme singulier, on citera par exemple [16], [24], [27], [36], [23],
[45], [68], [69] et [75].

2.2 Problèmes d’approximation

Considérons d’abord le problème d’approximation suivant



−Lun = fn(
un + 1

n

)γ dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,
un ≥ 0 dans Ω,

(2.2)

où fn = Tn(f). Dans tout le chapitre C dénotera une constante pouvant varier d’une
ligne à l’autre.

Lemme 2.1. Le problème (2.2) admet une solution W 1,(pi)
0 (Ω) .

Démonstration. Nous suivrons le même raisonnement que dans ([14])
Fixons n ∈ N , et soit v ∈ Lp∗ (Ω) . Considérons l’équation

− Lw = fn(
|v|+ 1

n

)γ , (2.3)

il est clair que le problème précédent a une solution unique chaque fois que le
côté droit appartient à Ls (Ω) avec s ≥ p′∞ voir par exemple ([32]) et ([33]). On Dénote
w = S(v),
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en utilisant w comme fonction test dans (3.3), on obtient

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iw|pi =
∫
Ω

wfn(
|v|+ 1

n

)γ ≤ nγ+1
∫
Ω

|w|

par l’inégalité de Sobolev (1.1),

‖w‖pN
Lp
∗ (Ω) ≤ C

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iw|pi ,

par l’inégalité de Hölder

∫
Ω

|w| ≤

∫
Ω

|w|p
∗

 1
p∗

.

alors
‖w‖pN

Lp
∗ (Ω) ≤ Cnγ+1 ‖w‖Lp∗ (Ω) ,

et donc
‖w‖Lp∗ (Ω) ≤ C ′

(
nγ+1

) 1
pN−1 = RN .

Ce qui signifie que la boule de rayon RN dans Lp∗ (Ω) est invariant par S, et
donc par l’injection de Sobolev et d’après le théorème du point fixe de Schauder nous
concluons que l’approximation du problème (2.2) admet une solution dans W 1,(pi)

0 (Ω),
pour chaque n fixé.

Remarque 2.1. On peut aussi utiliser des méthodes variationnelles pour prouver
l’existence de solution, en minimisant la fonctionnelle d’énergie.

Jλ(u) =
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω

|∂iu|pi − λ
∫
Ω

F (u)

où

F (s) =
s∫

0

fn(
t+ 1

n

)γ dt

L’existence de la solution dans l’espace de Sobolev est assurée par les Résultats
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suivants :

Définition 2.2. Soient X un espace de Banach et ω une partie de X. Une fonction
J : ω → R est dite faiblement séquentiellement s.c.i. si pour toute suite (xn)n de
ω convergeant faiblement vers x ∈ ω on a

J(x) ≤ lim inf J(xn)
n→∞

.

On peut montrer que, dans les espaces de Banach réflexifs, les fonctions faiblement
séquentiellement s.c.i. atteignent leur minimum, pourvu qu’elles tendent vers +∞ à
l’infini.

Proposition 2.1 ([51]). Soient X un espace de Banach réflexif, K ⊂ X un convexe
fermé et J : K → R une fonction faiblement séquentiellement s.c.i. De plus, si K est
non borné, on suppose que pour toute suite (xn)n de K telle que

‖xn‖ → ∞ on a J(xn)→ +∞.

Alors J est bornée inférieurement et elle atteint son minimum i.e.

∃u ∈ K, J(u) = inf
v∈K

J(v) = min
v∈K

J(v).

Démonstration. En effet si α := infv∈K J(v) et (un)n est une suite minimisante, du fait
que J tend vers l’infini à l’infini, (un)n est bornée. Comme X est réflexif, il existe une
sous-suite (uni)i et u ∈ X tels que uni → u dans X−faible ; K étant un convexe fermé,
il est faiblement fermé et u ∈ K. Finalement :

α ≤ J(u) ≤ lim inf J(uni) = α
n→∞

car J est faiblement séquentiellement s.c.i. Ainsi α = J(u) ∈ R et J atteint son
minimum en u ∈ K.

Lemme 2.2. La suite {un}n est croissante par rapport à n.

Démonstration. Rappelons que fn = Tn(f) et donc 0 ≤ fn ≤ fn+1

−Lun = fn(
un + 1

n

)γ ≤ fn+1(
un + 1

n+1

)γ
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puisque
−Lun+1 = fn+1(

un+1 + 1
n+1

)γ
et ainsi on a

−Lun + Lun+1 ≤ fn+1

 1(
un + 1

n+1

)γ − 1(
un+1 + 1

n+1

)γ


≤ fn+1


(
un+1 + 1

n+1

)γ
−
(
un + 1

n+1

)γ(
un + 1

n+1

)γ (
un+1 + 1

n+1

)γ


en utilisant (un − un+1)+ comme fonction test dans la dernière inégalité, le second
membre donne

fn+1


(
un+1 + 1

n+1

)γ
−
(
un + 1

n+1

)γ(
un + 1

n+1

)γ (
un+1 + 1

n+1

)γ
 (un − un+1)+ ≤ 0.

Maintenant, en tenant compte du problème de un et de un+1, il s’ensuit que

∫
Ω

(−Lun + Lun+1) (un − un+1)+ ≤ 0.

Ainsi
N∑
i=1

∫
Ω

(
|∂iun|pi−2 ∂iun − |∂iun+1|pi−2 ∂iun+1

)
∂i (un − un+1)+ ≤ 0.

En intégrant sur le sous-ensemble de Ω où un ≥ un+1 et en utilisant l’inégalité suivante
pour pi ≥ 2

C0 |∂i (un − un+1)|pi ≤
(
|∂iun|pi−2 ∂iun − |∂iun+1|pi−2 ∂iun+1

)
∂i (un − un+1)

on obtient
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂i (un − un+1)+
∣∣∣pi ≤ 0.

Par conséquent
un ≤ un+1,

ce qui nous permet de conclure que {un}n est croissante par rapport à n.

Remarque 2.2. L’unicité de la solution un du problème (2.2) est une conséquence
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directe de la comparaison introduite au début de la preuve.

Remarque 2.3. On peut facilement prouver le lemme précédent pour le cas pi ≤ 2,
mais on se limite au cas pi ≥ 2 car (à notre connaissance), l’opérateur L vérifie le
principe du Maximum fort uniquement dans le cas où pi ≥ 2 voir par exemple ([32]),
le principe du Maximum qui sera nécessaire par la suite.

Lemme 2.3. Pour tout n ∈ IN , un est la solution du problème d’approximation (2.2),
est telle que un ∈ L∞ (Ω) et pour tout K ⊂⊂ Ω, un ≥ CK > 0.

Démonstration. Par quelques modifications dans la théorie des opérateurs de Leray-
Lions, on peut montrer l’existence d’une solution au problème.

−Lu1 = f1

(u1 + 1)γ

et donc
−Lu1 = f1

(‖u1‖∞ + 1)γ ≥ 0

Le principe du Maximum Fort, et la monotonie de {un}n nous permet de dire que
un ≥ CK > 0. L’estimation L∞ (Ω) de {un}n , est une conséquence directe du résultat
de Stampachia [79], comme montré dans [14].

2.3 Passage à la limite en n

2.3.1 Cas γ = 1

Théorème 2.1. Si f ∈ L1 (Ω) , alors le problème (2.1) admet une solution u ∈
W

1,(pi)
0 (Ω), obtenue comme limite de {un}n .

Démonstration. En utilisant un comme fonction test dans le problème

−Lun = fn(
un + 1

n

)
on obtient

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iun|pi =
∫
Ω

fnun(
un + 1

n

) ≤ ∫
Ω

fn ≤
∫
Ω

f.
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Puisque {un}n est bornée dans W 1,(pi)
0 (Ω), alors elle converge faiblement vers u, ce qui

nous ramène a écrire −Lun comme suit :

lim
n→+∞

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iun|pi−2 ∂iun∂iϕ =
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2 ∂iu∂iϕ

pour toute fonction test ϕ ∈ C1
0 (Ω) . D’autres part on a :

0 ≤

∣∣∣∣∣∣ fnϕ(
un + 1

n

)
∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖∞cK

f

en utilisant le théorème de Lebesgue on conclus que

lim
n→+∞

∫
Ω

fnϕ(
un + 1

n

) =
∫
Ω

fϕ

u

ce qui achève la démonstration.

Théorème 2.2. Soit f ∈Mm (Ω) , tel que m > N
p
, alors le problème (2.1) admet une

solution u ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) ∩ L∞ (Ω) .

Démonstration. Considérons Gk(un), k > 1 comme une fonction test dans (2.2), on
obtient

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iun|pi−2 ∂iun∂iGk(un) =
∫
Ω

fnGk(un)(
un + 1

n

)
dans l’ensemble {un ≥ k} où Gk(un) 6= 0, sachant que un + 1

n
≥ k > 1 et donc

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iGk(un)|pi ≤
∫
Ω

fnGk(un),

en particulier ∫
Ω

|∂iGk(un)|pi
 1

piN

≤

∫
Ω

fnGk(un)
 1

piN

.

Par l’inégalité de Sobolev (1.2), avec r = p∗, on a

‖Gk(un)‖Lp∗ (Ω) ≤ C
N∏
i=1

∫
Ω

fnGk(un)
 1

piN

= C

∫
Ω

fnGk(un)
 1

p

.
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Par l’inégalité de Hölder on a

C

∫
Ω

fnGk(un)
 1

p

≤ C

∫
Ω

|Gk(un)|p
∗

 1
p∗p
∫

Ω

|fn|p
∗′

 1
p∗′p

,

Par conséquent ∫
Ω

|Gk(un)|p
∗

 1
p∗−

1
p∗p

≤ C

∫
Ω

|fn|p
∗′

 1
p
− 1
p∗p

.

Et puisque pi ≥ 2 > 1, ce qui implique que p > 1 ; rappelons que

p > 1⇐⇒ 1
p∗
− 1
p∗p

> 0,

puis en utilisant le fait que f ∈Mm (Ω) , m > p∗′,

∫
{un>k}

|fn|p
∗′
≤ Cmeas (Ak)1− p

∗′
m where Ak = {un > k} .

De nouveau par l’inégalité de Hölder

∫
Ω

|Gk(un)| ≤ Cmeas (Ak)α ,

avec
α =

(
1− p∗′

m

)(
1− 1

p∗

)
1

p− 1 + 1− 1
p∗
.

En mettant
g(k) =

∫
Ω

|Gk(un)| ,

du fait que
meas(Ak) =

∫
Ω

1{un>k},

En utilisant la définition de Gk et en la différenciant par rapport à k, il est facile de
voir que la dernière inégalité devient

(g(k))
1
α ≤ −Cg′(k).
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Ainsi
1 ≤ −Cg′(k) (g(k))−

1
α = −C

1− 1
α

(
g(k)1− 1

α

)′
.

sachant que l’hypothèse m > N
p

implique que 1 − 1
α
> 0, en intégrant la dernière

inégalité obtenue
k ≤ −C

[
g(k)1− 1

α − g(0)1− 1
α

]
,

ce qui donne
Cg(k)1− 1

α ≤ −k + C ‖un‖
1− 1

α

L1(Ω) .

Comme g(k) est non négatif et décroissant, la dernière inégalité assure l’existence de
k0 tel que g(k0) = 0, et ainsi ‖un‖L∞(Ω) ≤ Ck0 et par la suite u ∈ L∞ (Ω) .

Théorème 2.3. Soit f ∈ Lm (Ω) , tel que m > N
p
, alors le problème (2.1) admet une

solution u ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) ∩ L∞ (Ω) .

Démonstration. C’est une conséquence directe du théorème précédent et du fait que
Lm (Ω) ⊂Mm (Ω) .

Théorème 2.4. Soit f ∈ Lm (Ω) , telle que, p∗′ < m < N
p
, alors le problème (2.1)

admet une solution u ∈ Ls (Ω) avec s = mNp

N −mp
.

Démonstration. L’existence de solution étant prouvée dans les théorèmes précédents,
nous traitons maintenant de sa régularité. Soit ψ = |Tk(u)|tjpj Tk(u), pour j = 1, 2, ...N,
comme fonction test dans (2.1) avec

tj = m− 1
mpjγj(N − 1)− pjm+ 1

et
γj = 1

N − 1

(
1
mp
− 1
N

+ 1− 1
mpj

)

on obtient

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2 ∂iu∂i
(
|Tk(u)|tjpj Tk(u)

)
=

∫
Ω

f

u
|Tk(u)|tjpj Tk(u)

≤
∫
Ω

f |Tk(u)|tjpj .
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D’autre part on a

C
∫
Ω

|∂jTk(u)|pj |Tk(u)|tjpj ≤
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2 ∂iu∂i
(
|Tk(u)|tjpj Tk(u)

)
∀j = 1, 2, ...N.

Par l’inégalité de Hölder nous obtenons aussi

∫
Ω

f |Tk(u)|tjpj ≤
∫

Ω

|f |m
 1

m
∫

Ω

|Tk(u)|tjpjm
′

 1
m′

∀j = 1, 2, ...N.

Les dernières inégalités mises ensemble donnent

∫
Ω

|∂jTk(u)|pj |Tk(u)|tjpj ≤ C

∫
Ω

|Tk(u)|tjpjm
′

 1
m′

.

Maintenant en prenant le produit sur j dans la dernière inégalité, nous obtenons

N∏
j=1

∫
Ω

|∂jTk(u)|pj |Tk(u)|tjpj
 1

pj

≤ C
N∏
j=1

∫
Ω

|Tk(u)|tjpjm
′

 1
pjm
′

,

et par (1.3) avec r = s et v = Tk(u) l’inégalité devient

∫
Ω

|Tk(u)|s
N

p
−1

≤ C
N∏
j=1

∫
Ω

|Tk(u)|tjpjm
′

 1
pjm
′

.

Notons que notre choix de tj et γj vérifie


s = 1+tj

γj(N−1)−1+ 1
pj

= tjpjm
′ = mNp

N−mp
N∑
i=1

γi = 1,

aussi en observant
N

p
− 1 > N

m′p
since m <

N

p
,

et par l’hypothèse sur m nous avons aussi m ≥ (p∗)′ , qui donne

‖Tk(u)‖Ls(Ω) ≤ C ∀k ∈ N,
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par passage à la limite k → +∞, et par le lemme de Fatou on conclut que

‖u‖Ls(Ω) ≤ C

qui est le résultat souhaité.

2.3.2 Cas γ < 1

Théorème 2.5. Soit f ∈ L1(Ω) alors il existe une solution u pour (2.1), appartenant
à W 1,(si)

0 (Ω), pour tout si < pi
N(p− (1− γ)N)
p (N − (1− γ)) et appartenant à l’espace de Lebesgue

correspondant Ls∗(Ω).

Démonstration. Soit fn = Tn(f), et soit un ∈ W 1,(pi)
0 (Ω)∩L∞(Ω) une solution de (2.1).

En utilisant uγn comme fonction test dans (2.1) on a

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iun|pi uγ−1

n =
∫

Ω

fnu
γ
n

(1 + un)γ ≤
∫

Ω
fn ≤ ‖f‖L1 ,

qui peut être réécrite pour chaque i = 1, 2, ..., N comme suit

∫
Ω

|∂iun|pi

u1−γ
n

≤ C,

et en particulier ∫
Ω

|∂iun|pi

(1 + un)1−γ ≤ C.

D’autre part, on a

∫
Ω
|∂iun|si =

∫
Ω
|∂iun|si (1 + un)(γ−1) si

pi (1 + un)(1−γ) si
pi .

Par l’inégalité de Hölder, on obtient

∫
Ω
|∂iun|si =

∫
Ω

(
|∂iun|pi (1 + un)(γ−1)

) si
pi

(
(1 + un)(1−γ) si

pi−si

) pi−si
pi

,

ainsi ∫
Ω
|∂iun|si ≤ C

∫
Ω

(
(1 + un)(1−γ) si

pi−si

) pi−si
pi

.
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Maintenant en choisissant dans la dernière inégalité si = θpi, on a

(∫
Ω
|∂iun|si

) 1
Nsi ≤ C

∫
Ω

(
(1 + un)(1−γ) θ

1−θ

) 1−θ
θ

1
Nsi

.

Par l’inégalité de Sobolev (1.2), on conclut que

(∫
Ω
|un|s∗

) 1
s∗
≤ C

∫
Ω

(
(1 + un)(1−γ) θ

1−θ

) 1−θ
θ

1
p

. (2.4)

En utilisant l’hypothèse sur si, on obtient

(1− γ) θ

1− θ <
sN

N − s
= s∗,

ce qui nous permet d’utiliser l’inégalité de Hölder à droite de l’inégalité (2.4), pour
obtenir (∫

Ω
|un|s

∗
) 1
s∗ ≤ C

∫
Ω

(
(1 + un)s∗

) 1−γ
p

1
s∗ .

Nous devons maintenant passer à la limite en n. Comme il a été prouvé que

∫
Ω
|∂iun|si ≤ C,

par conséquent, à une sous suite nous avons

∂iun −→ ∂iu faiblement in Lsi(Ω),

et
un −→ u fortement in Ls∗(Ω).

On suppose que

∂iun −→ ∂iu fortement dans Lri(Ω) pour tout ri < si.

Ceci sera possible en utilisant les mêmes arguments que dans la page 18 de [32] ; nous
rappelons les détails pour la commodité du lecteur. Pour chaque η > 0, on définit
l’ensemble Aη = {|un − um| ≤ η} alors on a

∫
Aη

(
|∂iun|pi−2 ∂iun − |∂ium|pi−2 ∂ium

)
∂i (un − um) ≤ 2η ‖f‖ .
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Par l’inégalité algébrique (3.2), utilisée précédemment, nous obtenons

∫
Aη
|∂i (un − um)|pi ≤ Cη.

Maintenant, par inégalité de Hölder, il en résulte que

∫
Ω
|∂i (un − um)|ri ≤ C1η

ri
pi + C2meas ({|un − um| > η})1− ri

si .

Comme un −→ u fortement dans Ls∗(Ω), et puisque la dernière inégalité est valable
pour chaque η > 0, on conclut que la suite {∂iun}n est une suite de Cauchy dans Lri(Ω)
et la preuve en découle.

Remarque 2.4. On peut donner des résultats de régularité sur les dérivées premières
de la solution de la manière suivante : Dans le problème (2.2), utilisez uγn comme
fonction test, ce qui donne

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iun|pi−2 ∂iun∂i(uγn) ≤ C.

Inégalité qui peut être réécrite de la manière suivante

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣∂iu
γ+pi−1
pi

n

∣∣∣∣∣
pi

≤ C,

et donc ∣∣∣∣∣∂iu
γ+pi−1
pi

n

∣∣∣∣∣ ∈ Lpi(Ω).

La dernière estimation ne signifie pas que u appartient à un espace de Sobolev ani-
sotrope, mais elle ne donne qu’une estimation des dérivés du premier ordre de u,∣∣∣∣∂iu γ+pi−1

pi

∣∣∣∣ ∈ Lpi(Ω).

2.3.3 Cas γ > 1

Théorème 2.6. Soit f ∈ L1(Ω), alors il existe une solution u pour (2.1) , appartenant
à l’espace Ls(Ω) avec s = N(γ−1+p)

N−p .

Démonstration. Comme dans le cas γ < 1, on utilise fn = Tn(f), et soit un ∈
W

1,(pi)
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) une solution de (2.1) , on se propose uγn comme une fonction test
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alors on obtient pour tout i = 1, 2, ..., N

∫
Ω
|∂iun|pi uγ−1

n ≤ C.

en utilisant l’inégalité de Sobolev (1.3) avec les exposants


tipi = γ − 1

r = s = N(γ − 1 + p)
N − p

1
r

=
γi(N − 1)− 1 + 1

pi

ti + 1

,

par un calcul simple, on peut vérifier que pour ces valeurs la condition

N∑
i=1

γi = 1

est satisfaite, et ainsi
un ∈ Ls(Ω)

et par la suite
u ∈ Ls(Ω).

Remarque 2.5. En utilisant uγn comme fonction test dans (2.2), on a

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi (uγ−1) ≤ C,

d’après le principe du Maximum fort

C(K)
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi ≤ C,

pour tout compact K ⊂⊂ Ω. On obtient ainsi une faible convergence de un vers u dans
W 1,(pi)(Ω1), pour tout sous-ensemble ouvert Ω1 ⊂⊂ Ω.
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3.1 Introduction

Nous considérons dans ce chapitre le problème suivant :

−Lu = f

uγ(x) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
u ≥ 0 dans Ω,

(3.1)

où
Lu =

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
,

γ(x) > 0 est supposée être une fonction régulière, par exemple γ(x) ∈ C(Ω), et Ω est
un domaine régulier borné dans IRN . Nous supposerons sans perte de généralité que
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2 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pN et que f est une fonction non négative appartenant à un espace
de Lebesgue approprié Lm (Ω) .

Quand l’opérateur différentiel est semi-linéaire, et γ(x) = γ, Boccardo et Orsina
dans leur papier remarquable [14], ont obtenu l’existence et la régularité de la solution,
ce qui a été généralisé au cas du p-laplacien dans [29], et au cas de l’opérateur anisotrope
L dans [54].

Dans un travail très récent [22] les auteurs considèrent un problème elliptique
semi-linéaire singulier avec l’exposant variable γ(x), ils ont obtenu l’existence et la
régularité de la solution, sous certaines conditions sur le comportement de la fonction
γ(x) au voisinage du bord de Ω.

Il existe une littérature abondante, consacrée à l’étude de l’opérateur anisotrope
L, qui trouve de nombreuses applications dans la dynamique des fluides et les phéno-
mènes physiques à diffusion anisotrope, citons par exemple [42], [32], [33], [34] et les
références qu’ils contiennent.

Lorsqu’une non-linéarité singulière est considérée en interaction avec différents
types d’opérateurs différentiels comme le Laplacien ou le p-Laplacien, nous invitons le
lecteur à voir les articles. [1], [27], [17], [18], [34], [46], [70], [69] et [75].

Le problème (3.1) est associé aux espaces de Sobolev anisotropes introduits dans
la définition 1.6

Définition 3.1. On dit que u ∈ W
1,(pi)
0 (Ω) est une solution d’énergie de (3.1) si et

seulement si
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2 ∂iu∂iϕ =
∫
Ω

fϕ

uγ(x) ∀ϕ ∈ C1
0 (Ω) ,

et nous dirons que u est une solution faible de (3.1) si ∂iupi−1 ∈ L1(Ω),
fuγ(x) ∈ L1

loc(Ω), et on a l’identité

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2 ∂iu∂iϕ =
∫
Ω

fϕ

uγ(x) ∀ϕ ∈ C1
0 (Ω) .

Le cadre fonctionnelle utilisé ici fait intervenir les espaces de Sobolev anisotropes
introduit dans le chapitre préliminaire (Définition 1.6). Pour plus de détails, nous ren-
voyons le lecteur aux travaux antérieurs [52], [54], [72] et [82].

Dans le but de démontrer l’existence de la solution du problème (3.1), et vu que
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ce problème n’a pas de structure variationnelle, on procède par une approximation du
problème.

3.2 Problème d’approximation

Tous les résultats obtenus dans cette section sont des conséquences directes de
ceux présentés dans [14] et [54], mais pour faciliter la lecture, nous les présentons en
détail.

Considérons d’abord le problème d’approximation suivant



−Lun = fn(
un + 1

n

)γ(x) dans Ω

un = 0 sur ∂Ω,
un ≥ 0 dans Ω,

(3.2)

où fn = Tn(f).

Lemme 3.1. Le problème (3.2) admet une solution dans W 1,(pi)
0 (Ω) .

Démonstration. Nous suivrons le même raisonnement que dans [14].
Fixons n ∈ N , et soit v ∈ Lp∗ (Ω) . Considérons l’équation

− Lw = fn(
|v|+ 1

n

)γ(x) , (3.3)

il est clair que le problème précédent admet une solution unique chaque fois que
le côté droit appartient à Ls (Ω) avec s ≥ p′∞ voir par exemple [32] et [33]. Notons
w = S(v),

en utilisant w comme fonction test dans (3.3), on obtient

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iw|pi =
∫
Ω

wfn(
|v|+ 1

n

)γ(x) ≤ nγ(x)+1
∫
Ω

|w|

par l’inégalité de Sobolev (1.1),

‖w‖pN
Lp
∗ (Ω) ≤ C

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iw|pi ,
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par l’inégalité de Hölder

∫
Ω

|w| ≤

∫
Ω

|w|p
∗

 1
p∗

.

Par conséquent
‖w‖pN

Lp
∗ (Ω) ≤ Cnγ(x)+1 ‖w‖Lp∗ (Ω) ,

et donc
‖w‖Lp∗ (Ω) ≤ C ′

(
nγ(x)+1

) 1
pN−1 = RN ,

ce qui signifie que la boule de rayon RN dans Lp∗ (Ω) est invariante par S, et donc,
par l’injection de Sobolev et le théorème du point fixe de Schauder, nous concluons que
le problème d’approximation (3.2) admet une solution dans W 1,(pi)

0 (Ω), pour tout n
fixé.

Lemme 3.2. La suite {un}n est croissante par rapport a n.

Démonstration. Rappelons que fn = Tn(f) et donc 0 ≤ fn ≤ fn+1

−Lun = fn(
un + 1

n

)γ(x) ≤
fn+1(

un + 1
n+1

)γ(x)

as
−Lun+1 = fn+1(

un+1 + 1
n+1

)γ(x)

et donc on a

−Lun + Lun+1 ≤ fn+1

 1(
un + 1

n+1

)γ(x) −
1(

un+1 + 1
n+1

)γ(x)



≤ fn+1


(
un+1 + 1

n+1

)γ(x)
−
(
un + 1

n+1

)γ(x)

(
un + 1

n+1

)γ(x) (
un+1 + 1

n+1

)γ(x)



en utilisant (un − un+1)+ comme fonction test dans la dernière inégalité, le second
membre

fn+1


(
un+1 + 1

n+1

)γ(x)
−
(
un + 1

n+1

)γ(x)

(
un + 1

n+1

)γ(x) (
un+1 + 1

n+1

)γ(x)

 (un − un+1)+ ≤ 0.



3.2. Problème d’approximation 73

Maintenant, en tenant compte des problèmes associés à un et a un+1, il s’en suit que

∫
Ω

(−Lun + Lun+1) (un − un+1)+ ≤ 0.

Ainsi
N∑
i=1

∫
Ω

(
|∂iun|pi−2 ∂iun − |∂iun+1|pi−2 ∂iun+1

)
∂i (un − un+1)+ ≤ 0.

En intégrant sur le sous-ensemble de Ω où un ≥ un+1 et en utilisant l’inégalité suivante
pour pi ≥ 2

C0 |∂i (un − un+1)|pi ≤
(
|∂iun|pi−2 ∂iun − |∂iun+1|pi−2 ∂iun+1

)
∂i (un − un+1)

N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∂i (un − un+1)+
∣∣∣pi ≤ 0.

D’où
un ≤ un+1,

ce qui nous permet de conclure que {un}n est croissante par rapport à n.

Remarque 3.1. Nous nous limitons au cas pi ≥ 2 car (à notre connaissance), L’opé-
rateur L vérifie un principe du Maximum fort uniquement dans le cas pi ≥ 2 voir par
exemple [32], le principe du Maximum sera nécessaire dans la suite.

Lemme 3.3. Pour tout n ∈ IN , un la solution du problème d’approximation (3.2), est
tel que un ∈ L∞ (Ω) et pour tout K ⊂⊂ Ω, un ≥ CK > 0.

Démonstration. Par quelques modifications dans la théorie des opérateurs de "Leray-
Lions", on peut montrer l’existence d’une solution à

−Lu1 = f1

(u1 + 1)γ(x)

et donc
−Lu1 = f1

(‖u1‖∞ + 1)γ(x) ≥ 0

Le principe du maximum fort, et la monotonicité de {un}n donne que un ≥ CK >

0. L’estimation de {un}n , dans L∞ (Ω) est une conséquence directe du résultat de
Stampachia [79], comme dans [14].
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3.3 Passage à la limite

Pour δ fixé, soit Ωδ = {x ∈ Ω, dist(x, ∂Ω) < δ}

Théorème 3.1. Soit s = Np

N (p− 1) + p
et f ∈ Ls (Ω) , supposons qu’il existe δ > 0

tel que γ(x) ≤ 1 dans Ωδ, alors la suite {un}n des solutions de (3.2), est borné dans
W

1,(pi)
0 (Ω) .

Démonstration. Posons ωδ = Ω r Ωδ, par les résultats précédents, on sait que un ≥
Cωδ > 0. Maintenant utilisant un comme fonction test dans (3.2)on obtient

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iun|pi =

∫
Ω

fn(x)(
un + 1

n

)γ(x)un

=
∫

Ωδ

fn(x)(
un + 1

n

)γ(x)un +
∫
ωδ

fn(x)(
un + 1

n

)γ(x)un

≤
∫

Ωδ
f(x)u1−γ(x)

n +
∫
ωδ

f(x)
C
γ(x)
ωδ

un

≤
∫

Ωδ∩{un≤1}
f(x) +

∫
Ωδ∩{un≥1}

f(x)un +
∫
ωδ

f(x)
C
γ(x)
ωδ

un

≤ ‖f‖L1(Ω) +
(

1 +
∥∥∥C−γ(x)

ωδ

∥∥∥
L∞(Ω)

) ∫
Ω
f(x)un

Utilisant les inégalités de Hölder et Sobolev, on obtient alors

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iun|pi ≤ ‖f‖L1(Ω) + C

(
1 +

∥∥∥C−γ(x)
ωδ

∥∥∥
L∞(Ω)

)
‖f‖Ls(Ω)

[
N∑
i=1

∫
Ω
|∂iun|pi

] 1
pN

ce qui implique que
N∑
i=1

∫
Ω
|∂iun|pi ≤ C

où C est une constante indépendante de n.

Théorème 3.2. Soit s = Np

N (p− 1) + p
and f ∈ Ls (Ω) , supposons qu’il existe un δ >

0 tel que γ(x) ≤ 1 in Ωδ, alors le problème (3.1) possède une solution u ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) .

Démonstration. Par la proposition précédente {un}n est bornée dans W 1,(pi)
0 (Ω), donc

(à une sous-suite près) {un}n converge faiblement vers un certain u dans W 1,(pi)
0 (Ω) .

D’autre part, {un}n converge fortement dans Lθ (Ω) for θ < p∗, ainsi {un}n converge
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vers u presque partout dans Ω. Donc on a la convergence pour chaque ϕ ∈ C1
0 (Ω)

lim
n→+∞

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iun|pi−2 ∂iun∂iϕ =

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iu|pi−2 ∂iu∂iϕ

Du fait que

0 ≤

∣∣∣∣∣∣∣
fn(x)ϕ(

un + 1
n

)γ(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥ϕC−γ(x)

ω

∥∥∥
L∞(Ω)

f(x)

pour toute ϕ ∈ C1
0 (Ω), d’autre part ϕ 6= 0 et sur l’ensemble où un ≥ Cω, ω étant

le support de ϕ; le théorème de Lebesgue de convergence dominée nous permet de
conclure que

lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)ϕ(
un + 1

n

)γ(x) =
∫

Ω

f(x)ϕ
uγ(x)

par la suite, la limite u de la suite {un}n vérifie

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iu|pi−2 ∂iu∂iϕ =

∫
Ω

f(x)ϕ
uγ(x) .

Théorème 3.3. Supposons que pour γ∗ > 1 et δ > 0 on a ‖γ‖L∞(Ωδ) ≤ γ∗. À condition

que f ∈ Ls (Ω) avec s = N (γ∗ − 1 + p)
N (p− 1) + pγ∗

, le problème (3.1) admet une solution u dans

Lα (Ω) avec α = N (γ∗ − 1 + p)
(N − p) , appartenant a W 1,(pi)

loc (Ω) .

Démonstration. Utilisons uγ∗n comme fonction test dans (3.2), alors on obtient pour
tout i = 1, 2, ..., N

∫
Ω
|∂iun|pi uγ

∗−1
n ≤

∫
Ωδ
f(x)uγ∗−γ(x)

n +
∫
ωδ

f(x)
C
γ(x)
ωδ

uγ
∗

n

≤ ‖f‖L1(Ω) +
(

1 +
∥∥∥C−γ(x)

ωδ

∥∥∥
L∞(Ω)

) ∫
Ω
f(x)uγ∗n

≤ ‖f‖L1(Ω) +
(

1 +
∥∥∥C−γ(x)

ωδ

∥∥∥
L∞(Ω)

)(∫
Ω
f s(x)

) 1
s
(∫

Ω
uγ
∗β
n

) 1
β
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avec β = N (γ∗ − 1 + p)
(N − p) γ∗ , et donc

∫
Ω
|∂iun|pi uγ

∗−1
n ≤ C1 + C2

(∫
Ω
uγ
∗β
n

) 1
β

,

Ainsi (∫
Ω
|∂iun|pi uγ

∗−1
n

) 1
pi ≤

(
C1 + C2

(∫
Ω
uγ
∗β
n

) 1
β

) 1
pi

ce qui implique que

N∏
i=1

(∫
Ω
|∂iun|pi uγ

∗−1
n

) 1
pi ≤

(
C1 + C2

(∫
Ω
uγ
∗β
n

) 1
β

) N∑
i=1

1
pi

=
(
C1 + C2

(∫
Ω
uαn

) 1
β

)N
p

avec le choix suivant des exposants


tipi = γ∗ − 1

r = α = N (γ∗ − 1 + p)
(N − p)

1
r

=
γi (N − 1)− 1 + 1

pi

ti + 1

l’inégalité de Sobolev (1.3) donne :

(∫
Ω
uαn

)N
p
−1
≤
(
C1 + C2

(∫
Ω
uαn

) 1
β

)N
p

et donc (∫
Ω
uαn

)1− p
N

≤ C1 + C2

(∫
Ω
uαn

) 1
β

du fait que
1
β
< 1− p

N

on conclut que {un}n est bornée dans Lα (Ω) avec α = N (γ∗ − 1 + p)
(N − p) et par le théo-

rème de la convergence monotone, {un}n converge fortement vers u ∈ Lα (Ω) .
D’autre part en utilisant uγ∗n comme fonction test dans (3.2) on a

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iun|pi uγ

∗−1
n ≤ C
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par le principe du maximum fort on a pour tout compact K ⊂⊂ Ω

Cγ∗−1
K

N∑
i=1

∫
Ω
|∂iun| ≤ C

on obtient ainsi une convergence faible de {un}n vers u dans W 1,(pi)
loc (Ω) .

Pour compléter la preuve, nous suivons les mêmes étapes que dans la proposition
précédente.
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4.1 Introduction

On considère dans ce chapitre le problème suivant :


−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|qi−2 ∂iu

]
= λf(u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(4.1)

où Ω est un domaine borné régulier de RN , nous supposerons que f remplit certaines
hypothèses appropriées, 1 < p1 ≤ p2 ≤ ... ≤ pN et 1 < q1 ≤ q2 ≤ ... ≤ qN .

Nous allons souvent utiliser la notation

L(pi)u =
N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
,
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Il existe une littérature abondante sur l’opérateur anisotrope. Lorsqu’il est consi-
déré avec des termes linéaires, non linéaires ou singuliers, nous invitons le lecteur à
voir : [32, 33, 34, 38, 42, 54, 70]

f est supposée être telle que
(H1) f est une fonction continue telle que f(0) ≥ 0, et il y a 0 < a1 < b1 < a2 <

... < bm−1 < am les zeros de f tel que
 f ≤ 0 dans (ak, bk)
f ≥ 0 dans (bk, ak+1)

(H2)
ak+1∫
ak

f(t)dt > 0; ∀k = 1, 2, ..,m− 1.

Ce type d’hypothèses a été introduit par [28, 30, 49], dans le but d’étudier le
problème

 −4u = λf(u) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω.

Plus récemment, des résultats généralisés ont été obtenus dans [25] pour le cas du
p&q-laplacien,

 −4pu − 4qu = λf(u) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω,

et dans le cas du φ-laplacien dans [77], où le problème considéré
 −div(φ(|∇u|)∇u) = λf(u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

φ étant une fonction remplissant certaines conditions appropriées.
Il est à noter que l’opérateur anisotrope et que l’opérateur doublement aniso-

trope considéré dans le présent chapitre ne peuvent pas être obtenus en tant que cas
particulier de ceux cités précédemment, il possède sa propre structure, comme nous le
présenterons dans ce chapitre.

Dans l’ensemble du chapitre, C désignera une constante qui peut changer
d’une ligne à l’autre.
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4.2 Résultats Préliminaire

Le problème (4.1) est associé aux espaces de Sobolev anisotropes suivants.

W 1,(pi) (Ω) =
{
v ∈ W 1,1 (Ω) ; ∂iv ∈ Lpi (Ω)

}

et
W

1,(pi)
0 (Ω) = W 1,(pi) (Ω) ∩W 1,1

0 (Ω)

muni de la norme usuelle

‖v‖
W

1,(pi)
0 (Ω) =

N∑
i=1
‖∂iv‖Lpi (Ω) .

Comme nous avons à faire à un opérateur doublement anisotrope, l’espace fonctionnel
naturel est

X = W
1,(pi)
0 (Ω) ∩W 1,(qi)

0 (Ω)

muni de la norme
‖v‖X = ‖v‖

W
1,(pi)
0 (Ω) + ‖v‖

W
1,(qi)
0 (Ω) .

Définition 4.1. On dira que u ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) est une solution faible (4.1) si et seulement

si

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2 ∂iu∂iϕ+
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|qi−2 ∂iu∂iϕ = λ
∫
Ω

f(u)ϕ ∀ϕ ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) .

Les inégalités algébriques suivantes nous seront très utiles par la suite :
– Il existe un C > 0 ne dépendant pas de ρ ∈ (0, 1) tel que pour σi > 0,
i = 1, 2...N donnés on a :

N∑
i=1

σi = ρ =⇒
N∑
i=1

σpii
pi
≥ CρpN (4.2)

– Pour pi ≥ 2
C |a− b|pi ≤

(
|a|pi−2 a− |b|pi−2 b

)
(a− b) (4.3)

– Pour 1 < pi ≤ 2

C
|a− b|2

(|a|+ |b|)2−pi ≤
(
|a|pi−2 a− |b|pi−2 b

)
(a− b) (4.4)
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En vue d’appliquer les inégalités ci-dessus, tout au long de ce chapitre, nous
supposerons que tous les pi sont soit tous tels que pi ≥ 2 ou tels que 1 < pi ≤ 2
et de même pour les qi pour i = 1, ..., N.

Lemme 4.1. Soit g ∈ C(R) une fonction continue et soit s0 > 0 tel que

g(s) ≥ 0 si s ∈ (−∞, 0)
g(s) ≤ 0 si s ∈ [s0,+∞)

alors si u est une solution de
−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|qi−2 ∂iu

]
= λg(u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(4.5)

elle vérifie u ≥ 0 presque partout dans Ω, u ∈ L∞ (Ω) et ‖u‖L∞ < s0.

Démonstration. Rappelons que u = u+ − u− où u− = max(−u, 0) et u+ = max(0, u);
comme

∂iu
− =

 −∂iu si u < 0
0 si u ≥ 0

(4.6)

on a que u− ∈ W 1,(pi)
0 (Ω) pour chaque u ∈ W 1,(pi)

0 (Ω) . En utilisant u− comme fonction
test dans (4.5) on obtient

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2 ∂iu∂iu
− +

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|qi−2 ∂iu∂iu
− =

∫
Ω

g(u)u−

ceci donne
N∑
i=1

∫
Ω∩[u<0]

|∂iu|pi +
N∑
i=1

∫
Ω∩[u<0]

|∂iu|qi =
∫

Ω∩[u<0]

g(u)u

par définition de g, on a g(u)u ≤ 0 pour u < 0 alors

N∑
i=1

∫
Ω∩[u<0]

|∂iu|pi +
N∑
i=1

∫
Ω∩[u<0]

|∂iu|qi ≤ 0

et donc nécessairement l’ensemble (Ω ∩ [u < 0]) est de mesure nulle, et ainsi u = u+ ≥
0.
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D’autre part, observez que

∂i (u− s0)+ =

 −∂iu si u > s0

0 si u ≤ s0

on a que (u− s0) ∈ X u∈ X. et en utilisant (u− s0)+ comme fonction test dans (4.5)
on obtient

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2 ∂iu∂i (u− s0)+ +
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|qi−2 ∂iu∂i (u− s0)+ =
∫
Ω

g(u) (u− s0)+

ce qui donne

N∑
i=1

∫
Ω∩[u>s0]

|∂iu|pi +
N∑
i=1

∫
Ω∩[u>s0]

|∂iu|qi =
∫

Ω∩[u>s0]

g(u) (u− s0)

par définition de g, g(u) (u− s0) ≤ 0

N∑
i=1

∫
Ω∩[u>s0]

|∂iu|pi +
N∑
i=1

∫
Ω∩[u>s0]

|∂iu|qi ≤ 0

et donc nécessairement l’ensemble (Ω ∩ [u > s0]) est un ensemble de mesure nulle, et
donc u ≤ s0.

4.3 Résultat d’existence et de multiplicité

Pour tout k = 1, 2, ..,m− 1, considérons le problème suivant :

−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
= λfk(u) dans Ω

u = 0 sur ∂Ω
(4.7)

où

fk(s) =


f(0) si s ≤ 0
f(s) si 0 ≤ s ≤ ak

0 si s > ak

Proposition 4.1. Il existe λ > 0 tel que pour tout λ ∈ (λ,+∞), le problème (4.7)
possède une solution non-négative u = uk,λ tel que ‖uk‖L∞ ≤ ak.
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Démonstration. Comme conséquence directe du Lemme précédent on a ‖uk‖L∞ ≤ ak.

Soit
Φk,λ(u) :=

N∑
i=1

1
pi

∫
Ω

|∂iu|pi +
N∑
i=1

1
qi

∫
Ω

|∂iu|qi − λ
∫
Ω

Fk(u),

où Fk(t) =
t∫

0

fk(s)ds, l’ensemble Ck,λ des points critiques de Φk,λ(u) correspond à

l’ensemble des solutions de (4.7). Comme fk est une fonction bornée on a

mk |t| ≤
t∫

0

mkds ≤ Fk(t) ≤
t∫

0

Mkds ≤Mk |t| ,

Ainsi

Φk,λ(u) =
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω

|∂iu|pi +
N∑
i=1

1
qi

∫
Ω

|∂iu|qi − λ
∫
Ω

Fk(u)

≥
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω

|∂iu|pi +
N∑
i=1

1
qi

∫
Ω

|∂iu|qi − λMk

∫
Ω

|u| ,

par l’inégalité de Hölder on obtient que :

Φk,λ(u) ≥
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω

|∂iu|pi +
N∑
i=1

1
qi

∫
Ω

|∂iu|qi − λMk ‖u‖Lp∗ ,

par l’inégalité de Sobolev

Φk,λ(u) ≥
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω

|∂iu|pi +
N∑
i=1

1
qi

∫
Ω

|∂iu|qi − λMkC
N∑
i=1
‖∂iu‖Lpi ,

comme pN ≥ pi pour tout i

Φk,λ(u) ≥ 1
pN

N∑
i=1
‖∂iu‖piLpi + 1

qN

N∑
i=1
‖∂iu‖qiLqi − λMkC

N∑
i=1
‖∂iu‖Lpi ,

du fait que

‖u‖X → +∞⇒ ‖∂iu‖Lpi → +∞ ou ‖∂iu‖Lqi → +∞ pour certains i,
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on obtient la coercivité de Φk,λ(u) que

Φk,λ(u)→ +∞ quand ‖u‖X → +∞.

D’autre part, comme Φk,λ(u) est continue, elle est aussi semi continue inférieurement,
et donc par le théorème de Weirstrass, il est également possible de montrer qu’une
suite de Palais Smale {un}n converge fortement, en effet {un}n est bornée dans X

un ⇀ u faiblement dans X,

ainsi
un → u fortement dans Lr (Ω) pour tout 1 ≤ r < p∗ ,

et en particulier ∫
Ω
|un| →

∫
Ω
|u| ;

prenons (un − u) comme fonction test dans (4.7) on obtient :

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2 ∂iu∂i(un − u) +
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|qi−2 ∂iu∂i(un − u) = λ
∫
Ω

fk(u)(un − u)

ce qui donne

N∑
i=1

∫
Ω

((
|∂iun|pi−2 ∂iun − |∂iu|pi−2 ∂iu

)
∂i(un − u) + ∂iun |∂iu|pi−2 ∂iu− |∂iu|pi

)
+

N∑
i=1

∫
Ω

((
|∂iun|qi−2 ∂iun − |∂iu|qi−2 ∂iu

)
∂i(un − u) + ∂iun |∂iu|qi−2 ∂iu− |∂iu|qi

)
= λ

∫
Ω

fk(u)(un − u),

donc

N∑
i=1

∫
Ω

(
|∂iun|pi−2 ∂iun − |∂iu|pi−2 ∂iu

)
∂i(un − u) +

∫
Ω

(
∂iun |∂iu|pi−2 ∂iu− |∂iu|pi

)
+

N∑
i=1

∫
Ω

(
|∂iun|qi−2 ∂iun − |∂iu|qi−2 ∂iu

)
∂i(un − u) +

∫
Ω

(
∂iun |∂iu|qi−2 ∂iu− |∂iu|qi

)
= λ

∫
Ω

fk(u)(un − u)
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par l’inégalité (4.3) pour pi, qi > 2

N∑
i=1

∫
Ω

|∂i(un − u)|pi +
N∑
i=1

∫
Ω

(
∂iun |∂iu|pi−2 ∂iu− |∂iu|pi

)
+

N∑
i=1

∫
Ω

|∂i(un − u)|qi

+
N∑
i=1

∫
Ω

(
∂iun |∂iu|qi−2 ∂iu− |∂iu|qi

)
≤ λC

∫
Ω

fk(u)(un − u)

N∑
i=1

∫
Ω

|∂i(un − u)|pi +
N∑
i=1

∫
Ω

|∂i(un − u)|qi ≤ λC
∫
Ω

fk(u)(un − u)

−
N∑
i=1

∫
Ω

(
∂iun |∂iu|pi−2 ∂iu− |∂iu|pi

)
−

N∑
i=1

∫
Ω

(
∂iun |∂iu|qi−2 ∂iu− |∂iu|qi

)
,

puisque {un}n converge faiblement alors

−
N∑
i=1

∫
Ω

(
∂iun |∂iu|pi−2 ∂iu− |∂iu|pi

)
−

N∑
i=1

∫
Ω

(
∂iun |∂iu|qi−2 ∂iu− |∂iu|qi

)
= o(1)

donc

N∑
i=1

∫
Ω

|∂i(un − u)|pi +
N∑
i=1

∫
Ω

|∂i(un − u)|qi ≤ λC
∫
Ω

fk(u)(un − u) + o(1)

≤ λCMk

∫
Ω

(un − u) + o(1)

comme un → u fortement dans Lr (Ω) pour tout 1 ≤ r < p∗, on conclut que

‖un − u‖X → 0.

Le même résultat peut être obtenu pour les cas (pi < 2 et qi > 2) et (pi < 2 et qi < 2)
en utilisant de manière similaire l’inégalité (4.4) au lieu de (4.3), ce qui termine la
preuve.

Théorème 4.1. Il existe λ > 0 tel que pour tout λ ∈ (λ,+∞), le probème (4.1) possède
au moins (m− 1) solutions non-négatives ui tel que ui ∈ X et ai ≤ ‖ui‖L∞ ≤ ai+1.

Démonstration. Soit u une solution de (4.7), donc par le lemme 4.1 on a u ∈ L∞ (Ω)
et 0 ≤ u < ak−1 presque partout dans Ω ainsi fk−1(u) = f(u) et donc u est aussi



4.3. Résultat d’existence et de multiplicité 86

une solution de (4.1). Pour prouver la dernière partie du théorème, on pose que pour
chaque k ∈ {2, ...m} on a λk > 0, tel que pour tout λ > λk on a uk,λ /∈ Ck−1,λ où

Φk,λ(uk,λ) = min
v∈X

Φk,λ(v),

soit δ > 0 et considérons

Ωδ = {x ∈ Ω, dist(x, ∂Ω) < δ} ,

et
αk = F (ak)− max

0<s<ak−1
|F (s)| = F (ak)− Ck,

d’aprés l’hypothèse (H2) αk > 0. Considérons wδ ∈ C∞0 (Ω) tel que

0 ≤ wδ ≤ ak,

et
wδ = ak, où x ∈ Ω r Ωδ,

on a ∫
Ω
F (wδ) ≥

∫
Ω
F (ak)− 2Ck |Ωδ| ,

ce qui donne que ∫
Ω
F (wδ)−

∫
Ω
F (u) ≥ αk |Ω| − 2Ck |Ωδ| ,

puisque |Ωδ| → 0 quand δ → 0 il existe certainement un δ tel que :

βk = αk |Ω| − 2Ck |Ωδ| > 0
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pour ce δ on pose wδ = w, on a

Φk,λ(w)− Φk−1,λ(uk−1,λ) =
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω

|∂iw|pi +
N∑
i=1

1
qi

∫
Ω

|∂iw|qi − λ
∫
Ω

Fk(w)

−
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω

|∂iuk−1,λ|pi −
N∑
i=1

1
qi

∫
Ω

|∂iuk−1,λ|qi + λ
∫
Ω

Fk(uk−1,λ)

≤
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω

|∂iw|pi +
N∑
i=1

1
qi

∫
Ω

|∂iw|qi − λ
∫
Ω

(Fk(w)− Fk(uk−1,λ))

≤
N∑
i=1

1
pi

∫
Ω

|∂iw|pi +
N∑
i=1

1
qi

∫
Ω

|∂iw|qi − λβk,

pour λ assez grand on a
Φk,λ(w)− Φk−1,λ(uk−1,λ) < 0

ceci donne
Φk,λ(w) < Φk−1,λ(uk−1,λ)

donc
Φk,λ(uk,λ) ≤ Φk,λ(w) < Φk−1,λ(uk−1,λ)

nous avons donc prouvé que uk,λ et uk−1,λ sont deux solutions distinctes de (4.1).
Supposons maintenant par l’absurde que

0 ≤ uk,λ < ak−1

on doit avoir nécessairement

Φk−1,λ(uk−1,λ) ≤ Φk−1,λ(uk,λ) = Φk,λ(uk,λ)

ce qui est une contradiction avec l’hypothèse, et en conclusion

ak−1 < uk,λ ≤ ak.

ce qui termine la preuve.

Remarque 4.1. Il est clair que sous les mêmes conditions sur f , tous les résultats
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obtenus ici sont toujours valables pour le problème simplement anisotrope suivant :

−

N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
= λf(u) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.



Conclusion et perspectives

Dans cette thèse nous avons traité l’existence, la régularité, et la multiplicité de
solutions pour une certaine classe de problèmes anisotropes.

Ces problème n’étant pas homogènes, pas linéaires, et encore moins symétriques
leur étude n’a pas été toujours simple, à cause de l’absence de résultats connus pour
d’autres opérateurs tels que le Laplacien, ou le p-Laplacien, nous citerons par exemple
l’absence d’une théorie spectrale, existence de résultat uniquement partiel pour le prin-
cipe de Harnack et du maximum fort, l’absence en général d’un résultat analogue au
principe de Hopf.

Nous aurions aussi souhaité étendre l’étude au cas parabolique, mais cela n’a pas
été possible dû à la difficulté de ce cas.

Nous avons donc comme perspective de continuer ce travail pour étudier les pro-
blèmes suivants :

1. Le cas parabolique

ut −
N∑
i=1

∂i
[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
= f(u, x, t), dans ΩT ,

avec des conditions aux bords et aux limites convenables.
2. Étude de problèmes avec terme singulier et données mesures


−Lu = µ

uγ
dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
u ≥ 0 dans Ω,

et
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−Lu = f

uγ
+ µ dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
u ≥ 0 dans Ω,

µ étant une mesure.
3. Étude d’un problème anisotrope non-local avec terme singulier


−

N∑
i=1

[M ||∂iu||pipi ]
pi−1∂i

[
|∂iu|pi−2 ∂iu

]
= f(x)

uγ
dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
u ≥ 0 dans Ω.

Nous espérons que cette thèse sera une contribution, même infime à la théorie des
opérateurs anisotropes et qu’elle sera utile pour les chercheurs qui souhaitent travailler
dans ce domaine.
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Résumé :

Dans cette thèse on s’intéresse à l'existence, la régularité, et la
multiplicité de solutions pour une certaine classe de problèmes
anisotropes avec terme singulier à exposant fixe et variable et aussi
l’interaction entre deux opérateurs anisotropes couplés. L’objectif étant
d’obtenir des résultats d’existence, non-existence et de comportement
asymptotique des solutions.

Mots Clés :

Opérateur anisotrope, Equations elliptiques non linéaires, terme
singulier,  solutions faibles, solution d’énergie, exposant variable.

Abstract :

In this thesis we are interested in the regularity, multiplicity of
solutions for a class of anisotropic problems with variable exponent, we
treat also the interaction between two coupled anisotropic operators.
The main objective is to obtain existence results, non-existence and
asymptotic behaviour of the solutions.

Key words :

Anisotropic operator, Nonlinear elliptic equations, singular term, weak
solutions, energy solution, variable exponent

:الملخص

منمعینةلفئةالحلولوتعددالحلول،انتظامالحلول،بوجودمھتموننحن،الأطروحةه ذفي ھ
متعاملینالمنثنینابینالتفاعلوكذلكمتغیرةوأثابتةأسسمعذحد شابمتباینةالالمسائل

الحصول على وجود أو عدم وجود حلول و على السلوكات ھوالھدف. المقترنینالمتباینین
.المقاربة لھا

:الكلمات المفتاحیة

الحد ،مفردمصطلح،التفاضلیة الجزئیة الغیر الخطیةالمعادلات،الخواصمتباینعامل
متغیرالالأس،الطاقةحل،ضعیفةحلول،ذالشا
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