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Prologue

Les équations différentielles ordinaires et partielles ont longtemps joué un réle important pour
comprendre, modéliser, et prévoir le futur des systemes biologiques, physiques et épidémiologiques...
Cependant, il s’est avéré, que les modeles simples n’arrivent pas a cerner la variété riche de la
dynamique observée dans les systémes naturels. Le décalage entre l'action et la réponse dans ces
systemes doit étre inclus. Ce décalage peut signifier, par exemple, des durées de gestation dans des
systémes de dynamique de population, des périodes d’incubation dans des systemes épidémiologiques
ou des durées de division cellulaire dans des systémes de population de cellules. Plus précisément,
pour décrire un phénomene réellement, le systéme devrait, parfois, étre modélisé par des équations
différentielles avec des retards temporels.

A ce sujet, une contribution a été étudiée. Elle consiste & ’analyse mathématique d’un modeéle
différentiel a retard distribué décrivant la dynamique des cellules souches hématopoiétiques. Nous
allons considérer le modele suivant :

Q1) = —(6+ BQ)Q() +2(1 - K) / "D, (a)u(t - a)da,
ult) = BQEQ() + 2K / "D, (@)ult — a)da,

avec a — D (a) est donnée par

D, (a) :=d,(a)exp(— /Oa d,(s)ds), O<a<rT.

Les inconnus du systeme sont @) et u avec
@ : représente la densité des cellules souches hématopoiétiques en repos.
u : représente la densité des nouveaux cellules souches hématopoitiques en prolifération.

Nous remarquons que le retard, exprimé par 7, apparait dans le terme fOT e 7D, (a)u(t—a)da. Dans
ce cas, le retard signifie la durée de la division cellulaire. Le systéme ci-dessus est un couplage entre
une équation différentielle & retard et une équation aux différences. Il est de la forme (le retard peut
étre discret ou distribué)

Q) = F(Q),u),
ut) = G(Q),u),

en donnant une condition initiale Q(0) = Qo € R et up = ¢ € C([-7,0],R). La fonction u; €
C([-7,0],R") est définie pour ¢ > 0 par us(0) = u(t + 6) pour 6 € [—7,0].

Ce systéme décrit 1'évolution d’une population de cellules souches hématopoiétiques (voir [1]).



Je rappelle ici que I’hématopoiese est le processus de production et de régulation des cellules san-
guines dans la moelle osseuse. Toutes les cellules sanguines (globules rouges, globules blancs et
plaquettes) sont produites & partir d’'une méme population de cellules appelées cellules souches hé-
matopoiétiques (CSHs). Les CSHs ont la capacité de s’auto-renouveler et également de se différencier
en tous types de cellules sanguines et nous supposons que les CSHs peuvent se trouver soit en phase
de prolifération soit en phase de repos. A l'origine de ce modele se trouvent les travaux de M.C.
Mackey de l'université de McGill au Canada [19]. Mackey s’est intéressé & 1’étude de I’évolution de la
population des CSHs a l'aide de systemes d’équations différentielles a retard. Ces modeles a retard
permettent de mettre en évidence des comportements particuliers tels que l'existence de solutions
oscillantes.

Le but de ce sujet est de comprendre comment on établit I’existence d’une bifurcation de Hopf
pour ce systeme différentiel a retard. Il s’agit d’un travail théorique sur la stabilité des équilibres et
lexistence d’une bifurcation de Hopf locale. Ces résultats ont été démontrés en grande partie dans
[6]. Ce dernier s’accompagne d’un autre article [1] pour le traitement de la question de la stabilité
globale de I'état d’équilibre trivial.

Ce mémoire s’articule en six chapitres. L’objectif du premier chapitre est de donner des notions
de base pour se familiariser a la fois avec les modeles a retard et aussi avec les outils mathématiques
qui permettent de les étudier. En grande partie, nous énoncons les résultats d’existence et de stabilité
pour les équations différentielles & retard. Nous finissons ce chapitre par des propriétés d’'une classe
d’équations appelées "les équations différentielles et aux différences".

Dans le deuxieme chapitre, nous avons initié la présentation du modele abordé en parlant de la
modélisation des systemes biologiques et en particulier sur le processus d’hématopoiese. L’approche
des systémes structurés a permis de construire un modele a retard pour I’hématopoiese. Nous avons
traité aussi dans ce chapitre la positivité, la bornitude et la non-bornitude des solutions de ce
modele.

Les chapitres 3 et 4 sont consacrés a ’étude du comportement asymptotique du modele. Dans
le chapitre 3, nous avons étudié la stabilité asymptotique globale de 1’état trivial en utilisant 1’ap-
proche de la fonctionnelle de Lyapunov. Le cas de la persistance des solutions est aussi considéré.
Le chapitre 4 se focalise sur le traitement de la stabilité asymptotique de ’équilibre non-trivial et
de la déstabilisation par une bifurcation de Hopf.

Dans le chapitre 5, une méthode numérique est détaillée pour simuler les solutions du probleme
considéré. Le dernier chapitre est présenté comme une annexe avec deux titres : la méthode des
caractéristiques utilisée pour résoudre les équations de transport et un exemple d’illustration pour
le solveur de MATLAB dde23.



Chapitre 1

Théorie élémentaire des équations
différentielles a retard

1.1 Introduction

Les équations différentielles a retard sont des équations dans lesquelles un retard temporel ap-
paralt dans les variables d’états. Les retards sont importants dans des problémes ou le comportement
est affecté par la dépendance des variables d’états au temps passé. Ces équations sont également
appelées : équations différentielles & argument retardé ou encore équations différentielles fonction-
nelles. Plus précisément, une équation différentielle 4 retard (EDR) s’exprime mathématiquement
sous une forme générale, pour t > 0, par

() = f(t,x(t),z(t — 71)s ey z(t — 7)), (1.1)

avec 7; € R*, pour i = 1, p, sont des constantes données. Encore plus généralement, un retard donné
peut dépendre du temps 7; := 7;(t) ou de la solution elle méme, c’est-a-dire 7; := 7;(z(t)), et dans
ce cas, il est appelé un retard dépendant de I’état. Le cas 7, = 0 pour tout ¢ = 1,p correspond
clairement & une équation différentielle ordinaire (EDO), pour ¢ > 0,

a'(t) = f(t,2(t))-

Cette classe d’équations différentielles a retard est utilisée dans plusieurs domaines de recherches. De
nombreuses applications sont modélisées par des problémes non linéaires telle que 1’équation (1.1),
que ¢a soit, par exemple, en automatique, en économie, et pour notre but, en biologie. L’idée est
que ces équations prennent en compte 'effet du passé ou I'histoire qui pourrait étre : la durée de
gestation dans des systemes de dynamique de population, la période d’incubation dans des systémes
épidémiologiques ou la durée de division cellulaire dans des systémes de population de cellules.
Dans le cas ou peu de données sont disponibles, on utilise habituellement un retard discret (d’ou
lintérét des EDRs a retard discret). Cependant, si assez de données sont a notre disposition, on
utilise plutot des retards exprimés sur des périodes (ou intervalles). Dans ce cas, on parle des retards
distribués.

Dans la suite, nous allons illustrer ces équations par un choix de quelques exemples.



Exemple 1. Le modéle épidémiologique du paludisme' proposé par Ross en 1911 sans retard est
donné par :

I,(t)  =pbiln(t)(h — In(t))/h — (un + vi)In (),
I;n(t) = prIh(t)(m - Im(t))/h - (,um + Vm)Im(t)a

ou h désigne le nombre de population humaine totale et m le nombre de population de moustiques
et les deux sont supposées constantes. Iy (t) représente les infectés humains et I,,(t) représente les
infectés de moustiques a l'instant t. Avec

(1.2)

p : le taux de piqire.

b1 : la probabilité qu’un susceptible humain devient infecté aprés étre piqué par une moustique
infectée.

by : la probabilité qu’une moustique devient infectée apres le contact avec un humain infecté .
Lh, Um : le tauz de mortalité naturelle des humains et des moustiques, respectivement.
Yh, Ym - le tauz de guérison des humains et des moustiques, respectivement.

Une modification de ce modéle est faite lorsque Ross a considéré dans (1.2) les délais d’incu-
bation 11 = 0.5 mois chez ’étre humain et 7o = 0.6 mois chez les moustiques,

Ip(t) =pbi I (t — 1 )(h— In(t — 71))/h — (pn + va)In(t),

(1.3)
IL(t) = phadn(t — 1) (m — I (t — 72))/h — (ftm + V) I (£).

Le retard va du moment de la morsure au moment ot l’étre humain ou le moustique devient infectant.

Exemple 2. Le Modéle de proie-prédateur classique proposé par Lotka et Volterra en 1920 est donné
par

d(t) = axt) - bha(t)y(t),

—agy(t) + bax(t)y(t),

(1.4)

<
~
—~
~
~—

|

avec la condition initiale ©(0) = zo et y(0) = yo. x(t) représente la densité des proies et y(t) est
la densité des prédateurs a l’instant t. Les paramétres ay,as,b; et by sont des constantes positives
telles que

ay : le taux de reproduction des proies.

b1 : le tauzr de mortalité des proies diu aux prédateurs rencontrés.

az : le taux de mortalité des prédateurs.

by : le tauz de reproduction des prédateurs en fonction des proies mangées.

En 1931, V.Volterra a examiné dans son étude des modéles de proie-prédateur, on cite le
systéme d’équations différentielles da retard suivant,

2/ (t) = arx(t) — brw(t)y(t),
0 (1.5)
(0= ~axy(t) + bay(®) [ blalt+ s)ds.
—T
Volterra a supposé que la croissance des prédateurs en contact avec la proie n’est pas instantanée.
La fonction k est censée décrire la maniere dont le gain du prédateur a chaque instant t.

1. Le paludisme ou la malaria est une maladie infectieuse due a un parasite, propagée par la piqtre de certaines
espéces de moustiques.



Remarque 1. Le systéeme (1.3) est dit un systéeme d’équations différentielles d retards discrets. Le
systéme (1.5) est un systéme différentiel d retard distribué.

1.2 Théorie générale

Considérons I’équation différentielle a retard suivante, pour ¢ > 0,
2 (t) = flz(t),z(t — 7)), T €RT. (1.6)

Pour commencer, le probléme de Cauchy ? associé a cette équation nécessite plus d’informations
qu’un probléme analogue sans retard. Dans un systéme différentiel ordinaire (7 = 0), pour déterminer
une solution unique, il suffit de donner I’état a 'instant initial en un point. Prenons I’exemple de
I’équation a retard suivante :

x(t—1), t>0,

Ici la condition initiale est donnée en un seul point ¢ = 0. Dans ce cas, nous avons deux solutions

données par
trscos (2 (142 ¢ tessin (T (e
cos | 5 5 e sin | 5 5 :

Ceci dit que le probleme, dans un sens, est mal posé avec ce choix de condition initiale. Pour qu’une
équation différentielle & retard soit bien considérée, nous avons besoin de plus de détails. En effet, si
on veut calculer z/(0) dans I’équation (1.6), nous avons besoin d’une information sur z(0) et z(—7),
et pour 2’ (€), on doit connaitre z(¢) et (e — 7). Par conséquent, pour que le probléme (1.6) soit bien
posé et bien considéré, il est légitime de prendre une fonction initiale avec des valeurs sur 'intervalle
[—7,0] de longueur 7. Soit ¢ tel que

x(0) = ¢(0), 0 € [-,0].

Dans la suite, nous supposons que 7 > 0 est un réel positif donné, R = (—o0, +00), R™ est 'espace
vectoriel de dimension n muni de la norme | - |. Soit C I'espace des fonctions continues sur [—7,0] &
valeurs dans R", c’est-a-dire,

C :=C%[~7,0],R™).

L’espace C est un espace de Banach muni de la norme de la convergence uniforme ||.|| donnée
par

]| = sup [¥(0)], avec 1 € C.

—7<60<0

Le choix de cette espace permet de récupérer et d’établir la plupart des résultats qui nous intéressent
(existence, unicité, stabilité,....ect). Nous avons besoin aussi de définir la notion d’une fonction
appelée la fonction de translation z; élément de C' donnée par

() =2(t+6), —7<60<0.

2. Un probleme de Cauchy est un probléme constitué d’une équation différentielle dont on recherche une solution
vérifiant une certaine condition initiale.



Si nous notons par z|;_, la position de x entre les instants ¢ — 7 et ¢ alors cette notation permet
de déterminer 2’(t) en fonction des valeurs de x & un instant passé. Par conséquent, le systéme
différentiel & retard peut donc s’écrire sous la forme

a'(t) = f(t,2|p—r.n)- (1.7)

Dans ce cas, le domaine de z|;_r4 est D(z|—ry) = [t — 7,t]. Nous remarquons que ce domaine
dépend de t. En effet, il faut définir (F est 'espace de I’état)

fIx | JF(t -7 t,R") — R
tel
et ce n’est pas du tout pratique a utiliser.

Remarque 2. Pour tout s € [t —7,t], on a s —t € [~7,0]. Si on pose 0 = s —t alors x| _,4(s) =
x(t +0) := x4(0) avec
xp: 0 € [—7,0] = x¢(0) = z(t + 6) € R™.

L’équation (1.7) s’écrit sous la forme
2/ (t) = f(t,x), pour tout t >0,
avec f est définie sur I x F([—7,0],R™) a valeur dans R™. La fonction x; est appelée fonction de
translation.
Exemple 3. 1. Soit 2'(t) = ax(t — 1) + bx(t) = f(x¢), pour t > 0. Dans ce cas
f:F([-1,0,R) — R
@ — f(p) = ap(—1) + byp(0).

2. Soit 2'(t) = g(t,x(t — 71),...,x(t — 7)) pour t > 0 avec g : I x R™ x ... x R™. Cette équation
s’écrit sous la forme 2'(t) = f(t,x:) avec

f:IxF(-7,0,R") — R"
(t7 50) — f(t’ 410) = g(tv 90(_7—1)7 s a‘P(_Tm));
avec T = max{r;, i=1,...,m}.

3. Soit ’équation différentielle a retard distribué

0
On peut mettre cette équation sous la forme x'(t) = f(xz) avec f(p) = / k(s)p(s)ds.

—T
D’une maniére plus générale et comme expliqué ci-dessus, un systeme différentiel a retard
discret ou distribué peut s’exprimer sous la forme
' (t) = f(t,x¢), t >0,

$(t) = ¢(t)7 te [77—7 0] )

(1.8)

avec [ : QC T xC — R"et I =10,b],[0,b) ou [0,+00). Si f(t,¢) = g(p), alors '’équation (1.8)
est dite autonome sinon elle est non autonome. L’équation (1.8) est dite linéaire et homogeéne si



f(t, ) = L(t)p et elle est non homogene si f(t, ) = L(t) + h(t) avec h(t) Z 0.
Notre objectif est d’obtenir des résultats d’existence et d’unicité de la solution de (1.8). Pour
plus de généralité, nous traitons le probleme suivant,
xl(t> = f(ta'rt)a t> a,
zs(0) = ¢(0), —7 <6 <0.

(1.9)

avec 0 € R est le temps initial et ¢ € C est I’état initial du systeme. Nous avons
x(o+6) = ¢(0), —7<6<0 et c—17<oc+60<o.
Autrement dit, nous avons aussi z(t) = ¢(t — o), oc—7<t<o.
Nous avons besoin d’une hypothése classique sur la fonction f.

Définition 1. (Lip) f est Lipschitzienne si pour chaque a,b € R et M > 0, il existe un K > 0 tel
que,

[f(t0) = fEOI < Kllg=¢ll, a<t<b, ||l [l¢]] <M.
K peut dépendre de lintervalle [a,b] et de la constante M.

Nous avons besoin de rappeler le lemme de Gronwall.

Lemme 1 (Lemme de Gronwall [16]). Soient u et g deuz fonctions continues sur [0,T] d valeurs
positives. S’il existe h >0 telles que :

ut) < 90 + 1 [ u(s)as,
alors u(t) < g(t) + h/ g(s)eMt=9)ds.
0

Dans la suite, nous avons la remarque importante suivante.

Remarque 3. Trouver la solution de (1.9), sur Uintervalle [o,0 + A] pour A > 0, est équivalent
résoudre l’équation intégrale

z(t) = ¢(0) + /t f(s,xs)ds, oc<t<o+ A (1.10)

Nous utilisons implicitement le lemme suivant.

Lemme 2. ([24]) Six :[oc— 7,0+ A] = R" est continue, alors t — xz, est une fonction continue
de [o,0 + A] vers C.

Démonstration. D’apreés 'énoncé x est uniformément continue dans intervalle fermé borné I =
[c — 7,0 + A]. Soit € > 0 donné, 36 > 0 tel que pour ¢, s € I, [t—s| < § implique que |z(t)—z(s)| < €.
Nous obtenons

|4(0) — 25 (0)] = [2(t + 0) — x(s + 0)] <,

pour 0 <t,s<o+ A avec |t —s| < et —7 <0 <0. O

Pour obtenir nos résultats, nous avons besoin de citer le lemme suivant.
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Lemme 3. ([24]) Soit f : R x C — R™ une fonction continue et satisfait les conditions de (Lip).
Alors pour chaque intervalle fini [a,b] et M > 0, il existe L > 0 tel que

lf(t, )| <L,  tela,b], ||| <M.

Démonstration. Supposons que s = 0 est la fonction nulle sur C. Pour ¢ € [a,b] et ||| < M (K la
constante de Lipschitz de f), nous avons

[f (&) < [f(8 ) = FEQ+ (N < KW — <[+ [f(t )] < K@l + [f(t, )| < KM + P =: L,

P= .
avec argggblf (5,9) O

Notre objectif est de donner la preuve du résultat suivant.

Théoréme 1. ([24]) Supposons que f est une fonction continue et satisfait la condition de Lipschitz
(Lip), o € R et M > 0. Il existe A > 0, qui dépend que de M, tel que si ¢ € C avec ||¢|| < M, alors
il existe une solution unique x(t) = x(t,¢) de (1.9) définie sur [0 — 7,0 + A]. De plus, si K est la
constante de Lipschitz de f associée d [o,0 + A] et M, alors

max |z(n,¢) —z(n,¥)| < |6 — ¥l (o]l [[¢]| < M. (1.11)

o—1<n<oc+A

Démonstration. Supposons que ||¢|| < M et soit K la constante de Lipschitz de f sur I’ensemble
[o,0 + 7] x {¢p € C :||9|| <2M}. Prenons L la borne de |f| donnée dans le lemme 3 pour cet
ensemble. Notons par A = min {7, M/L}.

Pour une fonction continue y(t) définie sur [0 — 7,0 + A] qui satisfait y,(t) = ¢ et |y(t)| < 2M
sur [o,0 + A], on peut définir une nouvelle fonction continue z sur l'intervalle [0 — 7,0 + A] donnée
par

t
z(t) := ¢(0) +/ f(s,ys)ds, o <t<o+A,
et z(t) = ¢(t — o) pour 0 — 7 < t < o. Cette fonction satisfait

|z(t)| < M+ L(t—0) <M+ LA <2M, o<t<o+A

Utilisons, dans la suite, la méthode d’approximations successives pour résoudre 1’équation (1.10) et
qui commence par l'itération initiale

2O(t) = ¢(0), o<t<o+A,

et (0 (t) = ¢(t— o) pour 0 —7 < t < g. Cest claire que |[2°(t)] < M sur 0 < t < 0+ A. Maintenant,
pour m = 0,1,2, ..., on définit

t
2D (1) = 6(0) +/ F(s,20™)ds, o <t<o+ A (1.12)
avec 2™ (t) = ¢(t — o) pour t € [0 — 7,0]. Ainsi, elles sont définies sur [0 — 7, + A]. Nous avons

|ﬂWwﬂ%w—w/V@JPMﬂSLa@,tewm+Ay



11

Pour un rang plus élevé, on trouve

2 1) — o) 1)

[ 76,) = s, aDas|

IN

t
K [ lam = ) ds, (1.13)

t

< K[ osuwp [2™(n) =2V ()]ds.
o 0<n<s
En particulier
t
lz@ (1) — 2V ()] < K/ L(s —o0)ds = KL(t — 0)?/2,

et
(K(t—0))*

t
lz® () — 2P (1)] < K/ 1/2KL(s — 0)ds = é =

D’une maniere générale, on aura
"D (1) — 2M(1)] <
L’inégalité triangulaire implique, pour m > n,

|20 () — 2 ()]

IN

|20 (8) = 2D ()] + 2D () — 2B+ (@) - 2 (),

L ((E(t-o)™ (K{t—0o)™! (K(t — o))"
SK( A T A P | )
L <X (KA)
K

(1.14)
Puisque le membre a droit est le reste d'une série qui converge vers 0 quand n — 4oo, alors

{x(m)}m>0 est une suite de Cauchy dans 'espace des fonctions continues sur [0, o + A] muni de
la norme de la convergence uniforme. Comme c’est un espace métrique complet, alors il existe une
fonction continue z : [0, 0 + A] — R™ qui satisfait

sup |z () —x(t)| =0, m — +oo.
o<t<o+A

Nous étendons z(t) sur [o — 7,0 + A] de maniére que x(t) = ¢(t — o), pour ¢t € [0 — 7, 0]. Donc, z(t)
satisfait (1.10). En effet, nous remarquons que

f(s,xgm))%f(s,xs), c<s<o+ A m— +oo,

uniformément, car

f(s,20™) = f(s,20)] < Klla{™ —ai|| <K sup  [a{™ (1) — 2,(t)]-
o<t<o+A

Cette convergence uniforme implique que

lim /t f(s,zi™)ds = /t f(s,zs)ds.

m——+oo



12

Par conséquent, en prenant la limite dans les deux membres de I’équation (1.12), on aura (1.10).
En réalité, la preuve ci-dessus n’établit que l'existence d’une solution z(t, ) sur [0 — 7,0 + A] et
non pas 'unicité de cette derniere. Si y : [c — 7,0 + a], avec a > 0, est une seconde solution avec la
méme donnée initiale z, = ¢, avec a > 0. Nous voulons montrer que y coincide avec la solution =
sur [0, 0 + min {a, A}]. Il faut d’abord montrer que |y(t)| < 2M sur cet intervalle, comme y(c) < M,
si cela n’est pas vrai, il y aurait un plus petit p < A avec y(p) = 2M. Alors

t
w(t)] < 16(0)] +/ Fsulds <M+ Lit—0),  o<t<p.
Pour t = p, nous avons,
ly(p)| <M + L(p —0) < M + L(A— o) < 2M,

ce qui donne la contradiction 2M < 2M. On conclut que y(t) < 2M sur [o,0 + min {a, A}].

Maintenant, nous pouvons montrer que y(t) = x(t, ¢) sur cet intervalle en utilisant le méme
raisonnement ci-apres (Inégalité de Gronwall).

Nous nous focalisons sur (1.11) qui permet de conclure que la solution dépend continument de
la condition initiale. Nous avons

o(6,6) — 2(t. )| < 1600) = w0 +] [ [F(sv2.(8) — s, a(w)lds],
<llé—9ll + K / 2s(6) — s (1) |ds, (1.15)

t
<o wll+K [ max [o(7,0) ~aln. v)lds.
o 0—T<n<s
Pour 0 <t < o + A, si nous posons

u(s) = max_ [x(n,¢) —x(n,¥)],

o—T<n<s
alors, nous obtenons
u(t) <||o — | +K/tu(s)ds, c<s<o+ A
Par I'inégalité de Gronwall,
u(t) <[l —v[le"", o <t<o+A
Ce qui implique l'inégalité (1.11). Notons que nous avons obtenu un cas particulier de 'inégalité,
llz4() — e ()] < || — |[eXED | o<t <o+ A.

O

Le théoréeme précédent fourni un résultat d’existence local. Cependant, dans les applications,
on cherche souvent des solutions définies globalement. Nous avons le théoréme suivant tres utile pour
établir 'existence des solutions globales.

Théoréme 2. Soit f : [0,+00) x C — R™ une fonction continue et bornante (ceci veut dire que
limage d’un borné est aussi borné). Siy est une solution maximale de (1.9) définie sur [o—T1,0+ A|,
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alors
A=+ ou lim sup|ly(t)|| = +oo. (1.16)
t—A-

Pour une équation différentielle ordinaire,

' (t) = f(t, x(t)),

z(o)=a€R.

(1.17)

Si f est de classe C*, pour k > 0, alors la solution z(¢) de I’équation (1.17) est aussi de classe C* sur
son intervalle d’existence maximal. Pour une équation différentielle a retard, ce résultat est valable
mais seulement sur des intervalles réduits. Nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 3. (Régularité [18]) Soit x(t) la solution de l’équation & retard suivante, pour t > o,

(t) = f(t, ), wo=0¢, ¢eC, (1.18)

avec f est de classe C*, k> 1, et [ = [0,T) est lintervalle mazimal d’ezistence de la solution x(t).
Alors, x(t) est de classe C' sur Uintervalle [0 + 17,T), pourl =0,1,.... k.

La signification de ce théoréme veut dire que z(¢t) devient de plus en plus réguliere quand ¢
augmente. Nous pouvons remarquer cette situation dans I’exemple traité au paragraphe suivant par
la méthode des pas.

1.3 Méthode des pas

La méthode des pas consiste a résoudre certaines équations différentielles a retard comme les
équations différentielles ordinaires sur des intervalles de longueur 7 de la forme [k7, (k + 1)7], pourk €
N. Soit ¢(t) la donnée sur l'intervalle [—7,0]. Alors, on peut construire une chaine d’équations dif-
férentielles pour résoudre ’équation différentielle a retard suivante,

() = f(t,z(t),x(t —7)).

Nous avons le systéme qui se résout par itération

ry(t) = f(t,z1(t), o(t — 7)), 0<t<r,
25(t) = f(t,x2(t), 21 (t — 1), T <t<2T,
r () = f(t, 2 (1), 21 (t — 7)), (k—1)7 <t <kr

Nous proposons une illustration détaillée par un exemple. Considérons 1’équation différentielle a
retard linéaire et simple suivante,

(1.19)
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Le parameétre 7 > 0 est le retard. Pour 0 < ¢ < 7, nous avons —7 < t —7 < 0 et y satisfait I’équation
différentielle suivante
y(t)=—ylt—-1)=-1, 0<t<rT

La résolution est simple et on obtient
t
y(t) = y(0) +/ (-Dds=1—-t, 0<t<r (1.20)
0
Pour 7 <t < 27, nous avons 0 <t — 7 < 7 et on obtient
y(t)=—ylt—1)=—1—(t—71)), T<t<2r

Ce qui implique que

t
1 _
() = y(r) +/ (L= (s—r))ds =1 -7+ [—s+ (s — 2=,
2
; (1.21)
= l—t—i(t—T)z7 T<t<2T
De la méme maniére et en itérant cette méthode n fois, on aura
= t—(k—1)7)*
y(t) =1+ Z(fl)k%, pour (n—1)7<t<nr, n>1. (1.22)
k=1 ’

La solution y(t) est donc un polynéme de degré n dans chaque intervalle [(n — 1)7,n7). La solution
y(t) est clairement réguliere sauf au point n7, pour n > 0. Les formules (1.20), (1.21) et (1.22)
impliquent que

— 3/(07) =0et y/(07) = —1, alors ¢ est discontinue en ¢ = 0.

— y"(17)=0et y/(rF) =1, alors y” est discontinue en t = 7.

Y (= 1)7) =0, et y™((n — )7 t) = (~1)".
Dans ce dernier point, on désigne par y(j)(er) la limite de la dérivée j-eme de y quand t — s, t > s
et y¥)(s7) par la limite de la dérivée j-eme de y quand t — s, t < s.

Dans les graphes ci-dessous, la solution est tracée en utilisant la commande DD23 sous Matlab
(voir I'annexe pour les détails sur cette commande).

la solution pour 1=0.25 la solution pour 1=0.6

0.9

osf

0.7}

o6l

o.af

0.3}

0.2}

o.1f
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la solution pour T=1 la solution pour T=1.5

osf B

-0.5 -1

la solution pour t=2

Figure 1.1 — La solution de I’équation (1.19) pour différentes valeurs de 7.

D’apres les figures ci-dessus, nous pouvons explorer le comportement de la solution pour dif-
férentes valeurs du retard.

Notons que le cas 7 = 0.25, la solution y(t) ressemble beaucoup & la solution d’une équation
différentielle ordinaire, elle décroit vers 0 sans le dépasser, i.e., pas d’oscillations. Pour 7 = 0.6, la
solution oscille, quand 7 augmente, les oscillations apparaissent mais elles sont toujours amorties.
C’est-a-dire, il semble que 'amplitude diminue au moins jusqu’a 7 = 2.

La plupart des équations différentielles a retard utilisées pour décrire des systeémes biologiques
modélisent des quantités positives. Il est donc important d’établir que les solutions avec données
positives, restent toujours positives. La méthode des pas reste aussi un outil important pour établir
la positivité des solutions. Prenons I’exemple simple suivant

' (t) = —dx(t) + ﬁ/T x(t — a)da, t >0,
0 (1.23)
0

-7 <t<0.
Par la méthode des pas, nous pouvons montrer que la solution z(t) est positive dans l'intervalle

[0, 7], et nous appliquons le méme raisonnement sur chaque intervalle de la forme [k7, (k+ 1)7], avec
k =1,2,.... Par contradiction, nous supposons qu’il existe to € (0,7) tel que

x(t) >0 si t <to, x(to) =0 et I/(t()) < 0.

' (to)

to T
—ox(to) + B/O x(to — a)da + B/ z(to — a)da,
to

to

I5; x(tg — a)da + ﬁ/T o(to — a)da > 0.
0 to
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Ce qui implique une contradiction. Par conséquent, la solution de (1.23) est positive.

Dans la section suivante, nous allons introduire quelques concepts importants liés a la stabilité
et qui permet d’avoir une idée sur le comportement de la solution dans le cas ou la résolution est

difficile.

1.4 Stabilité locale et globale

Dans cette section, nous allons donner quelques définitions et des résultats fondamentaux sur
la stabilité des systemes différentiels linéaires et non linéaires a retard. Les systémes linéaires ont
un intérét particulier, car souvent, c’est a leur théorie que 1’on se référera pour une étude locale des
systémes non linéaires. Pour une étude de la stabilité globale, nous allons donner une autre approche
en utilisant la méthode de Lyapunov. Considérons le systeme non linéaire suivant,

' (t) = f(t,x), t> o,

(1.24)
z.(0) = ¢(0), -—T<0<0.

Pour ¢ € C et f: R x C'— R". Nous avons besoin de donner quelques définitions.

Définition 2. Une solution x* est dite état d’équilibre (ou solution stationnaire) du systéme (1.24)
si f(t,x*) = 0 autrement dit x* est une solution constante de l’équation (1.24).
Définition 3. Supposons que f(t,0) =0, pour tout t € R.

(i) La solution x = 0 de l’équation (1.24) est dite stable si, pour tout o € R et € > 0, il existe
0 =10d(e,0) tel que ¢ € B(0,9) implique que x(o, ¢) € B(0,€) pourt > o.

(7i) La solution x = 0 de équation (1.24) est dite asymptotiquement stable si elle est stable, et il
existe by = b(c) > 0 tel que ¢ € B(0,by) implique que x(o,P)(t) = 0 quand t — +oo.

(#ii) La solution x = 0 de l’équation (1.24) est dite uniformément stable, si le nombre § dans cette
définition est indépendant de o.

(iv) La solution x = 0 de l’équation (1.24) est dite uniformément asymptotiquement stable, si elle
est uniformément stable et il existe by > 0 tel que, pour tout n > 0 il existe to(n) tel que
¢ € B(0,bg) implique que x(o,p) € B(0,n) pourt > o+ to(n), pour tout o € R.

Définition 4. (Solutions bornées)
Une solution x(o,¢) de (1.24) est dite bornée s’il existe { = ((¢) tel que

x(t) < (o), pour t>o —T.
Les solutions de (1.24) sont uniformément bornées s’il existe ¢ indépendant de ¢ tel que

x(t) < ¢, pour t>o—T.

Définition 5. ( Equation linéarisée ) Soit léquation différentielle d retard,
a(t) = f(t,z), t>o, (1.25)

et supposons que o — f(t, 0) est de classe C' pour tout t > 0. Soit x* une solution particuliére de
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(1.25) telle que f(t,z*) = 0. Alors pour tout ¢ € C, on définit Uopérateur Df(t,$) par

Df(t, 8 = Tim L2 F M) = F(t:)

h—0 h

Pour tout t > 0 et ¢ € C, Vopérateur Df(t,¢) : C — R est linéaire continu. L’équation linéarisée
autour de la solution particuliére =* associée a l'équation (1.25) est donnée par

dzx

E(t) = Df(t,xf)xy =: L(t)xs. (1.26)

Exemple 4. Considérons ’équation différentielle a retard discret et non linéaire de Mackey (1978)

a'(t) = —(6 + Ba(t)x(t) +2¢7 77 B(a(t — 7))a(t — 7).

Pour 7 >0, * = 0 est une solution particuliére de cette équation telle que f(t,z) = 0. Notons que

ft,me) = =(0 + B(2¢(0)))2:(0) + 26777 B (7)) (—T).
Pour tout ¢, € C et t > 0, nous avons

D1, o) = tim TECTIRZIEE) iy 2154 30(0) + i(0))) (6(0) + s(0))

+ (6 + B(¢(0))p(0) + 2¢777B(¢(=7) + hip(=7))(¢(=7) + htp(=7))
— 2777 B(d(=7))p(—7)],
— (6.4 B(6(0)))$(0)) ¥ (0) + (2¢7 77 B(d(—7))¢(—7)) (T,
— (04 B(6(0)))(0) — B'(6(0))$(0)1(0) + 277 B($(—7))1h(—7)
+2e7 7B (¢(=7))(—T)(— ).

Ainsi, Uéquation linéarisée autour de x* =0,
2/ (t) = —(0 + B(0)x(t) + 27" B(0)x(t — 7).

Le paragraphe suivant donne une approche fondamentale pour déterminer la stabilité locale
des solutions particulieres en se basant sur la linéarisation.

1.4.1 Stabilité par linéarisation

L’analyse de la stabilité locale de certaines solutions particulieres consiste a analyser la stabilité
des équations linéarisées autour de ses solutions. Comme dans le cas des EDOs, on cherche des
solutions exponentielles et on calcule ’équation caractéristique associée. L’équation obtenue est une
équation transcendantale (polynéme exponentiel) de la forme

Py(\) + Pi(Ne ™ =0,

avec Py et P sont des polynomes de \. Généralement, cette équation a une infinité de solutions et
I’analyse de la stabilité linéaire est plus compliquée pour ces équations différentielles, bien que les
méthodes standards pour déterminer I’emplacement des racines d’un polynéme (par exemple critére
de Routh-Hurwitz) ne soient pas applicable pour ce cas.

Comme une regle générale, le comportement de ’équation différentielle a retard est compliqué
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que celui de ’équation différentielle ordinaire, mais ce n’est pas toujours le cas. Par exemple, c’est
clair que les solutions de #(t) = x(t)? divergent a l'infini en temps fini. Les solutions de I'équation
différentielle & retard i (t) = x(t — 7(t))? sont continues toujours si 7(¢) est strictement positive pour
tout t. Dans le cas d’un retard discret, on peut voir ¢a par la méthode des pas.

Dans la suite, nous allons explorer la relation entre 'emplacement des racines de ’équation
caractéristique et le comportement des solutions du systéme linéaire. En particulier, nous allons
trouver une équivalence entre la stabilité d’un équilibre et 'emplacement de toutes les racines de
I’équation caractéristique dans le plan complexe. D’ailleurs, nous allons récupérer les mémes résul-
tats connus pour les équations différentielles ordinaires. Pour avoir plus de généralité, nous allons
considérer, dans la suite, une équation différentielle a retard de type neutre linéaire de la forme (voir
[18] pour plus de détails sur ce type d’équations)

iD:B = Lx (1.27)
dtt b '
avec D, L : C' — R"™ sont des fonctionnelles linéaires sur C. L’équation caractéristique associée a
Iéquation (1.27) est donnée par

A(N) = AD(e*) — L(e), (1.28)

avec
det A(X) =0.

Cette équation s’obtient par un simple remplacement par des exponentielles. Nous avons ces deux
théorémes suivants ( voir [16, 24]).

Théoréme 4. Pour tout nombre réel p donné, l’équation caractéristique (1.28) posséde au plus un
nombre fini de racines A telles que Re(\) > p.

Le théoréme précédent signifie que la plupart des racines de I’équation (1.28) ont une partie
réelle négative. De plus, ces racines ne peuvent pas s’accumuler sauf du coté Re(\) = —oo.

Théoréme 5. Si Re(\) < p pour toute solution de l’équation caractéristique (1.28), alors il existe
une constante M > 0 telle que, pour toutes données initiales ¢ € C([o — 7,0],R™), la solution de
Uéquation (1.27) satisfait

[l (t, )| < M]|6][e” ).

D’apres ce théoreme, les solutions des équations différentielles a retard linéaires sont donc
majorées par la position de la valeur propre avec la plus grande partie réelle. En combinant ces deux
résultats, nous arrivons au résultat suivant.

Corollaire 1. Si Re(\) < 0 pour toute solution de l’équation caractéristique (1.28), alors il existe
des constantes M,~ > 0 telles que, pour toutes données initiales ¢ € C([o — 7,0],R™), la solution
de léquation (1.27) satisfait

llo(t, @)l < Ml[¢]le™ ).

Autrement dit, si toutes les racines ont une partie réelle négative, alors la solution de I’équation
différentielle a retard linéaire décroit exponentiellement vers 0. Dans la suite, nous énoncgons le
théoreme suivant.

Théoréme 6. Considérons l’équation donnée par (1.27). Si

sup {ReX : detA(N\) =0} <0,
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avec A(XN) est donné par (1.28), alors la solution triviale de Uéquation (1.27) est uniformément
asymptotiquement stable. Si Re(\) > 0 pour certaines racines A vérifient detA(X) = 0, alors la
solution triviale de (1.27) est instable.

Nous allons illustrer ce qui précede par exemple.

Exemple 5. Considérons l’équation différentielle a retard linéaire suivante
z(t) = ax(t — 1) — bx(t). (1.29)

On tombe souvent sur une équation différentielle a retard linéaire comme celle-ci apres la linéarisa-
tion d’une équation.

Le lemme suivant donne une condition pour laquelle I’état trivial de (1.29) soit stable.

Lemme 4. Si0 < a < b, alors toute solution de l’équation différentielle (1.29) tend vers 0 quand
t — +oo.

Démonstration. L’équation caractéristique associée a I’équation linéaire (1.29) est la suivante
A=ae T —b. (1.30)

Nous commengons par montrer que la partie réelle de toute solution de cette équation différentielle
est négative. Soit A = u + iv. Alors, nous obtenons

u+iv = ae We T —p,
= ae “"(cos(vr) — isin(vT)) — b.
En prenant la partie réelle de cette derniére équation, nous avons
u+b=ae " cos(vT). (1.31)

Si u > 0, alors
b<b+u=ae " cos(vr) <ae™* <a.

Contradiction avec 'hypothese que a < b. Alors, toutes les racines de cette équation ont une partie
réelle strictement négative. O

Dans la suite, nous allons présenter quelques résultats utiles pour comprendre le traitement de
la stabilité par le biais de I’équation caractéristique. Considérons ’équation différentielle linéaire a
retard discret suivante (on souligne qu’elle est aussi de type Neutre voir [18])

n dk n dk.
il —g(t—171) = 1.32
kzﬂakdth(twr;)bkdth(t 7) =0, (1.32)

dO
avec @x(t)

x(t).

Si I’équation caractéristique associée a ’équation (1.32) posseéde des racines a parties réelles
négatives, autrement dit, si toutes ces racines sont uniformément bornées par 1’axe imaginaire, alors
la solution triviale est uniformément asymptotiquement stable. Ainsi, ’analyse de la stabilité de la
solution de (1.32) est équivalente & déterminer les conditions pour lesquelles toutes les racines de
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I’équation caractéristique
> apht 4 (Z b,&) e =0, (1.33)
k=0 k=0

se trouvent dans le demi-plan complexe gauche. Dans le reste de cette partie, on note
PO) =) adt, Q) = b\t (1.34)
k=0 k=0

Sans perte de généralité, nous supposons que le coefficient a, = 1. Nous avons le résultat suivant
(voir [18] page 64).

Théoréme 7. Si |b,| > 1, alors pour tout T > 0, il existe un nombre infini de racines de ’équation
P\ +Q\)e ™ =0, (1.35)

avec des parties réelles positives.

Une conséquence immédiate de ce théoreme est le résultat suivant.

Théoréme 8. Si |b,| > 1, alors la solution triviale de I’équation (1.32) est instable pour tout T > 0.

Le théoréme suivant est fondamental pour I’analyse de la stabilité et le changement en insta-
bilité (voir [18] page 79).

Théoréme 9. Soit f(\,7) = A"+ g(A\, 7), avec g(\, T) est une fonction analytique. Nous supposons
que
a=lim sup [A7"g(A\,7)| <L (1.36)
ReA>0
[A] =00
Alors, quand T varie, la somme des multiplicités des racines de f(\,7) =0 dans le demi-plan droit
ouvert ne peut changer que si une racine apparait sur ou traverse l’axe imaginaire.

1.4.1.1 L’étudeducasn=1

Soit I’équation différentielle & retard discret linéaire et de type neutre suivante

dx dx

— () +a—({t—71)+ Ba(t) +yx(t —7) =0, (1.37)
dt dt

avec T,q, 3 et v sont des constantes réelles. L’équation caractéristique associée a 1’équation (1.37)
est donnée par

A aXe ™ + B +ye M =0. (1.38)

D’apres le théoréme 8, si || > 1, la solution triviale z(¢) = 0 de (1.37) est toujours instable pour
tout 7 > 0. Alors, nous supposons dans la suite que |a| < 1. Le cas || = 1 va étre traiter comme
un cas critique.

Le cas |a| < 1, d’aprés le théoréme 9, nous savons que si la stabilité de la solution triviale
x(t) = 0 change a la valeur 7 = 7, alors (1.38) doit avoir une paire de racine conjuguée purement
imaginaire pour 7 = 7. En effet, d’apres le théoreme 9, nous pouvons considérer les racines de
I’équation (1.38) comme des fonctions continues du retard 7, i.e.,

A7) + aX(1)e DT 4 B 4 e T =0,
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Donc, afin de comprendre le changement de la stabilité de ’équation (1.37) en détails, il est impor-
tant de déterminer la valeur 7 pour laquelle I’équation (1.38) admet des racines purement imagi-
naires.

Supposons que A = iw, w > 0 est une racine de 'équation (1.38) pour 7 = 7, 7 > 0. Supposons
que 5+ v # 0. Le cas f 4+ v = 0 sera traité comme un cas critique. En remplacant A = iw dans
I’équation (1.38), nous avons

awsinwr + B + ycoswt = 0,
7 (1.39)

w + aw coswT — ysinwTt = 0.

En déplacant § et w vers le coté droit du systéme (1.39), en les mettant au carré et en les ajoutant,
nous obtenons

?w? + 92 = w? + B2 (1.40)
Par conséquent,
2 2
9o =P
= . 1.41
v 1—a? (141)

D’apres (1.38), nous avons

(1+[a—T(ar+7)]e ) A _ MaX +7)e . (1.42)

dr

Supposons que 72 > 32. Sous cette hypotheése, les racines purement imaginaires existent et elles sont
simples. De (1.42), nous avons

<d)\>_1 e+« T r aX + v
A7

PR == — . 1-4
dr Mah +7) avee ¢ A+ B (1.43)

Alors, en utilisant (1.40)

(B —iw) + Re —ta(y — iaw) } (1.44)

w(w? + 52) w7+ a?u?)

{
{
- e {Re (_ A+ B)) e }A—iw
{
{
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La derniére étape est valide lorsque w # 0. Done, si |a| < 1, alors

sign { d(Fe) } = +1, i.e., d(Fe) > 0. (1.45)
dr i dr  I=iw

Cela implique que toutes les racines qui coupent I’axe imaginaire en iw traversent de la gauche vers

la droite quand 7 augmente.
Nous considérons les deux cas suivants.
Cas 1. 5+~v<0
Soit 7 = 0 dans I’équation (1.38). Alors, nous avons
AMO)(I+a) =—=(B+7)
et donc

(B+7)
(1+a)

A0) = —

> 0;

i.e., la solution triviale de I’équation différentielle & retard neutre (1.37) est instable lorsque il n y a
pas un retard, et par (1.45), elle va rester instable pour tout 7 > 0.

Cas 2. +~v > 0.

(B+7)
(1+a)

Dans ce cas, A(0) = — < 0; i.e., I'équation (1.37) est asymptotiquement stable lorsque

il y pas un retard.

De (1.39), nous avons

. 2
COSWT = 7(()“1) +6’Y)
72 + a2w?
et
. _ w(y — Ba)
SMWT = —Fw/————= -
72 + a2w2

De 13, il existe un unique 0 < 6 < 27, tel que wr = 6. Notons que v > (2, B+~ > 0; alors
~v— B >0, et par conséquent, v > || > 0 = sinwr > 0. Donc,

( aw? + fy )
0 = arccot | —————~
w(y — Ba)
et 0 < § < 7. Nous notons p
T=—
w

Les arguments précédents montrent que si 0 < 7 < 7, alors la solution triviale de ’équation (1.37)
est uniformément asymptotiquement stable et quand 7 > T elle est instable.

Remarque 4. C’est facile de voir que siy% < 82, alors il n y a pas de racines purement imaginaire
pour 'équation (1.38). Autrement dit, il n’y a pas des racines de (1.38) qui coupent l’aze imaginaire
quand T augmente. Par conséquent, il n’y a pas un changement de stabilité, peu importe comment le
retard discret T est choisi. Dans le cas v =  # 0, nous avons w = 0 est la seule solution de (1.45).
Cependant, A = 0 n’est pas une racine de (1.38) d’aprés l'hypothése (B +~ #0). Done, il n y a plus
de changement de stabilité.

A Texception de certains cas critiques, nous avons obtenu analyse du changement de stabilité
complétement pour I’équation différentielle a retard neutre (1.37).
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Théoréme 10. Dans (1.37), supposons que |a| # 1, alors nous avons les propriétés suivantes,
1. Si|al > 1, alors la solution triviale de I’équation (1.37) est instable V 7 > 0.
2. Sila| < 1,42 < B2 ety=pB#0, alors la stabilité de x* = 0 ne change pas en augmentant 7.
3. Sila| <1 ety?>p2 et
(a) B+~ <0, alors x* = 0 est instable pour tout T > 0.

(b) B+~ >0, alors z* = 0 est uniformément asymptotiquement stable pour tout T < T, et
elle est instable pour tout T > T, avec T = /w, et

oo (BN (et By
S \1-a2) 7 a w(y = Ba))

Les deux principaux cas critiques qui restent sont les suivants :
cas critique 1. |a| =1.

Dans cette situation, le théoréme 9 n’est plus valide. Par conséquent, le travail précédent ne peut
marcher. Pour analyser la stabilité de (1.37), des nouvelles techniques ont besoin de se développer.
cas critique 2. |o| <1, 8+~ =0.

Dans ce cas, \(T) = 0 est toujours une racine de (1.38) pour tout T > 0. Donc, (1.37) ne soit
jamais asymptotiquement stable.

Supposons que A = u+1iv est une racine de ’équation (1.38). Alors, (1.38) implique que

—TU

u + aue cosTv + ave”""sinTv 4+ S+ vye Y cosTv = 0,

(1.46)

—TU —TUu —TUu

v — aque sin Tv 4+ ave COS TV — e sin Tv = 0.

Analyse du cas critique 1. |a| =1.

Nous supposons que
1. a=-—1.
Dans ce cas, nous avons trois sous-cas da discuter.

(a) Supposons que B+ vy = 0. Alors I’équation (1.37) est équivalente a
A+B)(1—-e?)=0. (1.47)

Si B < 0, alors Uéquation (1.37) est toujours instable pour tout = > 0. Si § > 0, alors
Uéquation (1.37) est stable, mais elle n’est pas asymptotiquement stable.

(b) Supposons que B > |y|. Dans ce cas, Uéquation (1.38) n’a pas de sens quand T = 0.
Supposons que (1.38) admet une racine A = u + v, avec u > 0, pour certain T > 0.
D’aprés (1.46), nous avons

(u+B)? + 02 =e 2™ ((cu+ 7)? + o? 2) . (1.48)
Par conséquent,
(u+ B)2 + 02 < (au+7)* + o0 (1.49)
Puisque oo = —1, nous avons
2u(f +7) <% - B2 (1.50)

Dans le cas 3 > ||, on a B+~ > 0,7% — 32 < 0. Donc, 2u(B +v) < 0, ce qui est
contradiction avec Uhypothése que uw > 0. Par conséquent, toutes les racines de (1.38)
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ont des parties réelles strictement négatives pour T > 0, Dans ce cas l’équation (1.37) est
asymptotiquement stable pour tout T > 0.

(c) Assumons que v > |B|. Supposons dans ce cas que (1.38) a une racine A = u + iv, avec
u <0, pour certain T > 0. Alors, d’aprés l’équation (1.48), nous savons que

(u+ B)* + v > (au+ B)? + a*0?. (1.51)

Par conséquent,
2u(B+7) > 7% - B2 (1.52)

Puisque v > | 3|, nous avons 8+~ > 0, v2 — 32 > 0. C’est une contradiction avec u < 0.
Donc, dans ce cas toutes les racines ont des parties réelles strictement positives pour tout
7 > 0. Cela implique que U’équation (1.37) est instable pour tout T > 0.

Supposons maintenant que
2. a=+1.
Dans ce cas, nous avons aussi trois sous-cas.

(a) Supposons que B = . Alors, I"équation (1.38) est équivalente d
A+B8)1+e ) =0. (1.53)

Done, si 8 > 0, alors Uéquation (1.37) est stable pour tout T > 0 (mais elle n'est pas
asymptotiquement stable), et si B < 0, alors (1.37) est toujours instable.

(b) Supposons que B > |y|. Supposons dans ce cas que (1.38) a une racine A = u + iv, avec
u > 0, pour certain T > 0. Alors, d’aprés (1.48), nous avons

2u(B - ) <42 — B2 (1.54)

Puisque B > ||, nous voyons que v* — 3% < 0, B—~ > 0. Par conséquent, (1.54) contredit
u > 0. Cela implique que toutes les racines de l’équation (1.38) ont des parties réelles
strictement négatives pour tout T > 0. L’équation (1.37) est asymptotiquement stable.

(c) Supposons que v < —|B|. Supposons dans ce cas que 'équation (1.38) posséde une racine
A =u+iv, avec u < 0 pour certain T > 0; alors, d’aprés (1.48), nous avons

(B —n) > - % (1.55)

Mais v — B2 >0, 8—~ >0, u <0, et ca c’est impossible. Cette contradiction implique
que dans ce cas que, pour tout T > 0, toutes les racines de I’équation (1.38) ont des parties
réelles strictement positives d’ot Uinstabilité de (1.37).

Analyse du cas critique 2. |a| <1, 3 +7v=0.

Dans cette situation, nous avons deuzr sous-cas a discuter

1. Supposons que B > 0, supposons que (1.38) posséde une racine A = u + iv, avec u > 0, pour
certain T > 0. Alors, Iéquation (1.49) implique

(1 —a?)u? +2uB(1+ a) +v*(1 — a®) < 0. (1.56)

Cependant, cela est une contradiction avec le fait que (1 — a?)u? > 0, 2uB(1 + ) > 0, v3(1 —
a?) > 0. Donc, dans ce cas (1.37) est toujours stable (mais pas asymptotiquement stable).
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2. Supposons que B < 0. Puisque 8+ =0, on a vy = —f > 0. L’équation (1.38) est équivalente
a
(A =)er +ar+ v =0. (1.57)

Nous notons par h(\,7) = (A —7)e* +aX+7. Ici, h(\, T) est considérée comme une fonction
de \. Nous avons

h(0,7) =0, h(y,7) =~v(1+a) > 0. (1.58)
Et
oh AT AT
a(x\,r) =a+e 7 +7(A—7)e. (1.59)
De (1.59), nous avons
aj(o )=14+a-— (1.60)
oy (0:7) = 7. :
oh

Par conséquent, si T > (14-a)/v, alors 33 (0,7) < 0, cela implique qu’il existe un § > 0 tel que,
pour 0 < A < 4§, h(\, 7) < 0. Puisque h(vy,7) > 0, nous trouvons au moins un X\, § < A < v tel
que h(\,7) = 0; i.e., dans le cas ot T > (1+ ) /7, alors (1.38) posséde toujours des racines a
parties réelles positives. Cela implique linstabilité de I’équation (1.37).

1.4.1.2 Bifurcation de Hopf

Dans ce paragraphe, nous présentons un théoréme et un exemple pour le traitement de 'exis-
tence des solutions périodiques pour les équations différentielles a retard. Comme dans le cas des
EDOs, des solutions périodiques peuvent s’exhiber par une bifurcation de Hopf.

Considérons ’équation différentielle linéaire suivante,

d
di; — L(wa, t>0, peR. (1.61)
Le parametre réel p de 'opérateur linéaire L sera le parametre de bifurcation.

Théoréme 11. ([18]) Nous supposons les hypothéses suivantes :

(Hy) Lorsque p = 0, "équation linéaire (1.61) posséde une paire des valeurs propres simples Ao =
+iwg et toutes les valeurs propres ne sont pas des multiples entiers de Ag.

(Hy) Supposons que la branche des valeurs propres () vérifiant A(0) = Ao est telle que
Re(N'(0)) # 0.

Alors, pour u proche de 0, léquation (1.61) posséde des solutions périodiques non-triviales de période
proche de 27 Jwg.

Dans I'exemple suivant, nous allons donner une illustration du théoreme de bifurcation de
Hopf.

Exemple 6. Nous considérons l’équation différentielle a retard non linéaire
2 (t) = —ax(t — 1)(1 — 2(t)?), a> 0. (1.62)
x =0 est un état d’équilibre de cette équation, et l’équation linéarisée autour de x =0

2/ (t) = —az(t — 1), t>0. (1.63)
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L’équation caractéristique associée a l’équation linéaire ci-dessus est donnée par
A+ae ™ =0, AeC. (1.64)
Dans la suite, le paramétre de bifurcation sera a.
Soit A = u + v une valeur propre de (1.64). Alors,
u+iv + ae”(cosv — isinv) = 0.

En séparant les parties réelles et les parties imaginaires, on aura

u+ae “cosv =0,
(1.65)

v—ae “sinv = 0.
Remarquons que si (u,v) est une solution de (1.65) alors (u,—v) l'est également. Donc, on cherche
des solutions vérifiant v > 0.

On commence par chercher des solutions purement imaginaires (i.e. w = 0 etv > 0). Supposons
qu’il existe ag > 0 tel que uw = 0. Alors, d’aprés (1.65), nous avons

agcosv =0 et v — agsinv = 0.
Puisque ag > 0, on en déduit v =7/2 + km, k € N. En utilisant la deuxiéme équation, on obtient

v m/2+kr
= Sne sin(m/2 + kn) = (21 (/2 4 k).

Comme ag > 0, alors nécessairement k doit étre pair, et les valeurs possibles de ag sont

5t 9w

™
A) = =~y Ty een
0 27 27 27

Lo m LT . Lo L.
Ainst, si ag = —, alors A\g = i— et —\g sont des valeurs propres imaginaires pures. Avant de vérifier

les hypothéses du théoréme de Hopf, nous montrons que toutes les valeurs propres sont a parties
réelles négatives si a € (0,7/2).

Soit a € (0,7/2) et X\ = u+1iv une valeur propre de ’équation (1.64). Raisonnons par 'absurde
et supposons que u > 0. Alors, e ™ <1 et 0 < v =ae “sinv < a < w/2. Done, on a cosv > 0.

D’aprés (1.65), nous avons u = —ae “cosv < 0, alors u < 0 et toutes les parties réelles
sont négatives lorsque a € (0,7/2), et donc l’équation linéaire est asymptotiquement stable et l’état
d’équilibre O de I’équation non-linéaire est localement asymptotiquement stable.

Supposons que a = /2, et montrons que les hypothéses du théoréme de Hopf sont vérifiées.
Premiérement, si a = ag = 7/2, Ao et Ao sont purement imaginaires et ce sont les seules.

Considérons la branche de valeurs propres Ma) = u(a) + iv(a) telle que A(ag) = Ao. Alors
Aa) 4 ae M) = 0. (1.66)
En dérivant cette égalité par rapport a a, on aura

(ae™D) — )N (a) = e MY,
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Vérifions que Mo est une valeur propre simple. Supposons par l'absurde que X (ag) = 0. Alors d’aprés
Iéquation ci-dessus, e~ =0, or

e =eTim2 = _j£0. (1.67)

Ainsi, N(ag) # 0 et A\g est une valeur propre simple. Vérifions la deuriéme hypothése, en utilisant
Uéquation caractéristique (1.66),

—A(a
Na) = ae:(a(> )_ 1 a(l)—\l-(i\)(a))' (1.68)
Ainsi, .
N (ag) = a0(1Ai - 121;//24. (1.69)
On en déduit
Re(N(ap)) = 1:{3/4 > 0. (1.70)

Done, d’apreés le théoréme de Hopf 'équation (1.62) posséde des solutions périodiques lorsque a est
proche de 7/2, et de période proche de 4.
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Figure 1.2 — La solution z(t) de 'équation (1.62) pour différentes valeurs de a (& gauche a = 1, & droite
a=m/2).

Comme on a vu dans la partie précédente, 'analyse des équations caractéristiques associées
aux équations différentielles & retard linéaires donne un résultat local de stabilité.

Une autre approche pratique est souvent utile basée sur la méthode de la fonctionnelle de
Lyapunov. Elle permit d’établir la stabilité des équilibres méme globalement. Pour ce but, nous
allons donc aborder dans la partie suivante des résultats qui sont les plus couramment utilisés.

1.4.2 Stabilité par Lyapunov

En général, le concept de la stabilité globale (stabilité asymptotique) est souvent lié a la
méthode de Lyapunov. Nous considérons I’équation différentielle a retard

z(t) = f(t,xy), (1.71)
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avec f: R x C — R" est une fonction continue et f(¢,0) = 0. Soit V : R x C' — R est complétement
continue et (o, ¢) est la solution de (1.71). Nous notons par

V = V(t.6) = limsup [Vt + hyrin(t, 6)) = V(t,0)].

h—0t

Le théoréeme suivant donne des résultats généraux sur la stabilité par la méthode de la fonctionnelle

de Lyapunov.

Théoréme 12. ([18]) Soient u, v, w: Rt — RT des fonctions continues et croissantes, u(s),v(s) >
0 pour s > 0 et u(0) = v(0) = w(0) = 0.

1. Sl existe une fonction V : R x C — R continue telle que

u(lp()) < V(o)< (el
V(t,g) < —w(|g(0))).

Alors, la solution x* = 0 est uniformément stable.

2. Si, de plus, lim wu(s) = +oo, alors les solutions de (1.71) sont bornées.
§—>00

3. Siw(s) >0 pour s >0, alors x* = 0 est uniformément asymptotiquement stable.

Démonstration. 1. Pour tout € > 0, il existe un § = d(¢), 0 < § < ¢, tel que v(d) < u(e). Si

¢ € B(0,6), o € R, alors nous avons

V(t,z(0,¢)) <0, pour tout ¢ > o.
Par conséquent, V (¢, z.(0, ¢)) < V(o,¢) < v(d) < u(e), ce qui donne
u(lz(o, @) (t)]) < V(E, 2:(0, 9)) < ue),

Ce qui implique que
|z(o, ¢)(t)] < e, pour t>o.

. Puisque lim wu(s) = +oo, on a pour tout a > 0, il existe 3 = S(«) tel que

s—+o00

Si ||#]] < «, alors, comme ci-dessus, nous avons u(|z(o, ) (t)]) < u(8) pour tout ¢t > o, et donc

|z(o, ) (t)] < B, pour tout ¢ > o.

. Soient € = 1, §y = &(1), avec §(.) est définit comme ci-dessus. Pour tout 0 < e < 1, on veut

montrer qu’il existe un to = to(do, €) > 0 tel que, pour ||¢|| < dg, ||zt(o,d)|| < e pour t>
o + tg. Soit & = d(e), alors pour ||¢|| < 0, ||x¢(0,d)|| < € pour t > o et o € R. Supposons que
la solution = = x(o, @), ||P|| < do, satistait ||z¢|| > pour ¢ € [o,0+T], T > 27. Puisque
chaque intervalle de langueur 7 contient un s tel que |z(s)| > 4§, alors il existe une suite {¢x}
tel que |z(tg)| > 4§, ol

T
o+ 2k — )1 <t <o+ 2kT, kSQ—.
T
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Comme f est complétement continue, il existe une constante L > 0 tel que |Z(¢)| < L pour
t € [0,0 + T). Donc, on aura

0

t -
k+2L 9

~ o7
et donc

V(t,z) < —w(g), t € I.

)
Notons que tx41—tr > 7, alors on peut assumer que L > —. Ca assure que Ij ne se chevauchent
T

pas. Donc,

Vit ) ~ V(o.6) < ~w(3) 2k~ 1)

Soit K = K(dg, L) un entier qui satisfait

Alors, si k> 1+ K, on a

V(tk, zt,) < v(do) — w(g) 6 Lv(do)

Low/2)

Ce qui est impossible, ¢a montre que si to = 27(K + 1), alors pour ||¢|| < do, ||ze(0, d)|| < €
pour t > o + tg. Ceci implique la stabilité asymptotique uniforme.

O
Exemple 7. Considérons l’équation différentielle a retard
dx
E(t) = —ax(t) — bx(t —r), t>0, (1.72)

ot a >0 et beR. Cette équation peut s’écrire sous forme de I’équation (1.6), avec
flx(t),z(t —1)) = —az(t) — bx(t —r),
De maniére équivalente, on peut réécrire cette équation en fonction de ¢ telle que

f(¢) = —ag(0) —bp(—r), ¢€C.

On considére pour cette équation la fonction de Lyapunov quadratique suivante

0
V(o) =500+ 5 [ s
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Alors,
. do a a
70 = 2060 + 262(0) - Le*(n)
= (~ag(0) = bo(—))$(0) + 56°(0) = SH*(—r),
= 262(0) ~ bo(0)6(-1) — 2g?(-),
- —§<(¢«w>+b¢m0 v 2b¢%m>
Comme a >0, on a , ,
V(6) <~ 62(0) 1= —uw (9(0))
Posons u(s) = %, s > 0. Il est clair que

V(9)2 360) =u(6O)),  6€C.

Alors, la solution z* = 0 est stable. Si w(s) > 0 pour s > 0, c’est-d-dire, si a > |b|, la solution
x* =0 est asymptotiquement stable. De plus, les solutions de (1.72) sont bornées car

lim u(s) = +oo.
s—400

1.5 Equations différentielles et aux différences

Dans ce paragraphe, nous présentons une classe d’équations différentielles appelées "équations
différentielle et aux différences" et nous nous intéressons a 1’étude de la stabilité globale pour ses
équations. Notons qu’un systéeme différentiel et aux différences s’écrit sous la forme générale suivante,
pour t > 0,

a'(t) = f(2(t),ye),
(1.73)

y(t) = g(z),u),

avec la donnée initiale z(0) = ¢ € RT et yo = ¢ € C([—7,0],RT). Pour tout ¢ > 0 et toute fonction
continue y: [—7,4+00) — R, la fonction y; € C([—7,0], R") est définie par

y(0) = y(t +0), pour 6 € [—7,0].

Un exemple d’un tel systéme fait Uobjet de toute une étude dans ce mémoire (voir Chapitres 2,
3, 4 et 5). Nous nous intéressons a I’étude de la stabilité asymptotique globale du systéme (1.73).
Pour cela, la méthode de Lyapunov est bien adaptée pour ce type de systéeme et sera présentée ci-
dessous. Avant d’entamer cette approche, nous avons besoin d’introduire la notion d’"input-to-state
stability" (ISS) (voir Définition 1.2, page 7 [10]). Une traduction éventuellement de cette notion est
"contribution de I’état a la stabilité".

Définition 6. Le systéeme (1.73) est dit 1SS s’il existe deuz fonctions continues $: RT x RT —
R, (a,t) = B(a,t) et v: RT — RY, a— v(a) satisfaisant

1. B est strictement croissante en «, strictement décroissante en t, et satisfait 5(0,t) = 0, pour
tout t >0, et lim B(a,t) =0, pour tout o > 0,
t——+o0
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2. v est strictement croissante et y(0) = 0,

telle que la solution (z,y) du systéme (1.73) pour une condition initiale yo = ¢ € C([—7,0],RT)
vérifie l'inégalité
ly®)] < Bl 1) +(llzp.gl), pour £ =0, (1.74)

ot x[o4 est la restriction de la fonction x a l'intervalle [0,t] et ||.|| est la norme sup des fonctions
continues.

L’inégalité (1.74) joue un rdle important dans 1’étude du comportement asymptotique de la
seconde composante de la solution du systéme. En utilisant la définition ci-dessus, nous avons un
résultat de type Lyapunov pour le systéme (1.73).

Théoréme 13. (/15]) Supposons que le systéme (1.73) est ISS, et que u,v,w: RT — RY sont des
fonctions continues, croissantes et telles que u(s), v(s), w(s) > 0, pour s > 0, u(0) = v(0) = 0, et

liIJP u(s) = +oo. S’il existe une fonction V: Rt x C([—7,0],RT) — Rt continue telle que
S—r+00

u(y) <V (i, ¢) <o (l[(¥,0)ll),
(1.75)

V(t,8) < —w(|y]),

ou

V(,¢) = limsup% [V (z(h),yn) =V, 9)], (I, @) = max {[¢], [|¢]]},

h—0t

et (z(t),y(t)) est la solution du systéme (1.73) passant par (¢, ¢), alors I’équilibre trivial du systéme
(1.73) est globalement asymptotiquement stable.
Démonstration. La preuve de ce théoréme se trouve dans [15].

O

Dans la suite, nous allons présenter un résultat pratique pour établir la condition ISS. Nous
commengons par la définition suivante.

Définition 7. Supposons que D : C — R"™ est un opérateur linéaire et continu, et soit Cp =
{¢p € C: Dp =0}. Lopérateur D est dit stable si la solution triviale de l’équation auz différences
homogéne,

Dy, =0, t>0, yo=1v€Cp,

est asymptotiquement stable.

Pour tout opérateur D donné, on définit
ap = sup{Re(N) : Ap(A) = 0},

avec Ap(N) est 'équation caractéristique associée a l'opérateur D.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant (voir [16], Théoréme 3.5, page 275).

Théoréme 14. ([16]) Les propositions suivantes sont équivalentes
i) D est stable.
ZZ) ap < 0.
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iii) Il existe des constantes a > 0 et b > 0 telles que pour tout h € C(]0,+00),R™) et toute solution

y de I’équation non homogéne
Dy, = h(t), t>0,

satisfait

lye| < be™lyo| +b sup |h(u)],  t>0.
0<u<t
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Chapitre 2

Modele de population cellulaire -
Equations a retard

De nombreux systemes biologiques montrent un comportement auto-régulé et souvent impli-
quant des termes non locaux (appelés retards). Ces retards sont dus au décalage inhérent entre la
détection et le signal de la commande. Le retard provient généralement des processus de maturation
ou des vitesses de signalisation. Parfois, les retards peuvent étre tres longs et ne peuvent pas étre
négligés. En générale, les retards représentent des périodes d’incubation [12], des temps de gestation
[9], processus de division cellulaire [19] ou ils peuvent simplement étre utilisés pour modéliser des
étapes intermédiaires dans des chaines de réaction.

Une approche classique pour introduire des retards dans les systemes différentiels commence
a partir de certains modeles structurés en dge (EDP de transport). Les systémes structurés en age
peuvent étre transformés en utilisant la méthode des caractéristiques (voir Annexe) en des systémes
d’équations différentielles & retard (voir [6, 25]). Cette approche est utilisée dans ce chapitre pour
réduire un modele structuré en age a un systeme composé d’une équation différentielle a retard et
d’une équation aux différences de renouvellement continue en temps et a retard.

2.1 Modélisation de I’hématopoiese

L’hématopoiése est le processus de production et de régulation des cellules sanguines dans la
moelle osseuse. Toutes les cellules sanguines (globules rouges, globules blancs et plaquettes) sont
produites a partir d’'une méme population de cellules appelées cellules souches hématopoiétiques
(CSHs). Les CSHs ont la capacité de s’auto-renouveler et également de se différencier en tous types
de cellules sanguines et nous supposons que les CSHs peuvent se trouver soit en phase de prolifération
soit en phase de repos.

La modélisation mathématique de la dynamique des cellules souches hématopoiétiques (CSHs)
a été largement étudiée au cours des 40 derniéres années. En 1978, Mackey [19] a proposé un modele
mathématique de la dynamique des CSHs formé par un systeme de deux équations différentielles
a retard. Ce systéme décrit I’évolution des CSHs en phase de prolifération et au repos. Le retard
décrit la durée moyenne du cycle cellulaire. Le modele de Mackey a souligné 'influence de certains
facteurs, comme le taux d’apoptose, le taux d’introduction et la durée du cycle cellulaire, jouant
un role important dans le comportement du systéeme. Le modele de Mackey a été amélioré par de
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nombreux auteurs. Il a été analysé par Pujo-Menjouet et Mackey [20], et Pujo-Menjouet et al. [21],
afin de prouver I'existence des oscillations de longues périodes caractérisant des situations observées
dans la leucémie myéloide chronique, un cancer qui touche les CSHs. Plusieurs auteurs, par exemple
[2, 3, 4, 5, 6, 7, 8] ont analysé plusieurs versions du modele de Mackey et ils ont étudié l'effet des
perturbations des parameétres du systéme sur le comportement de la population cellulaire. Dans
toutes ces études, les auteurs ont assumé que juste apres la division, toutes les cellules entrent
immédiatement dans la phase de repos. Cette hypothese permet de réduire le modele & un systeme
différentiel a retard.

Dans la situation générale et dans une population cellulaire, en particulier dans la population
des CSHs (voir [11, 26]), on pense que juste apreés la division cellulaire, les cellules filles suivent
I'une des deux voies : elles peuvent entrer dans la phase de repos ou elles reviennent dans le cycle
cellulaire pour se diviser a nouveau. Contrairement & ce qui précedent, si on prend en compte cette
situation, c’est a dire, juste apres la division, une partie des cellules filles entre dans la phase de
repos (prolifération a long terme) et autre partie des cellules retourne immédiatement & la phase
de prolifération pour se diviser a nouveau (prolifération a court terme), cette hypothése meéne a
une modification du modele de Mackey et il ne peut étre réduit a un systeme différentiel a retard
classique. Dans ce cas, nous obtenons plutét un systeme couplé d’équations différentielles et aux
différences a retard distribué (voir ci-apres).

2.2 Modele de Mackey

Historiquement, le modele de Mackey est parmi les premiers modeles, qui vise a prédire ’évo-
lution quantitative d’une population des cellules, il est fondé sur la représentation d’échanges entre
une sous-population proliférante (engagée dans le cycle de division cellulaire) et une sous-population
quiescente (engagée dans le processus de différentiation).

Considérons une population de CSHs, située dans la moelle osseuse. La période de vie de chaque
CSH est divisée en deux phases : repos et prolifération (voir [19]). Notons par ¢(t, a) (respectivement,
p(t,a)) la densité de CSHs au repos (respectivement, au prolifération) avec un temps ¢ > 0 et 'dge a.
L’age représente le temps passé par une cellule dans I'une des deux phases. Dans la phase de repos,
Page varie de 0 a l'infini (c’est-a-dire que les cellules peuvent rester toute leur vie dans la phase de
repos), et dans la phase de prolifération 1’Age varie de 0 & 7 > 0. Les cellules au repos ne se divisent
pas et peuvent disparaitre par mortalité avec un taux § > 0 (qui prend en compte la différentiation).
Elles peuvent étre introduites dans la phase de prolifération avec un taux § > 0. La nature du signal
de déclenchement dans la phase de prolifération n’est pas claire. Cependant, le travail de Sachs [22]
(voir aussi [19]) montre que nous pouvons raisonnablement penser qu’elle dépend fortement de la
population cellulaire au repos, c’est-a-~dire, 8 := B(Q(t)) avec

Q) = /O+OO q(t,a)da, t>0.

La fonction S est supposée étre différentiable, strictement décroissante et Qlir-]s(—l B(Q) = 0. Généra-
— 400

lement, S est une fonction de Hill (voir [19, 20, 21]) donnée par

Bod™
x4 on’

Blx) =

avec By > 0 est le taux maximal d’introduction, 6 > 0 représente la densité de cellules pour laquelle

x>0, (2.1)

B atteint la moitié de son maximum et n > 1 décrit la sensitivité du taux d’introduction (réaction
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& un stimulus extérieur), il est aussi connu comme un coefficient de Hill.

- = =n=4
—n=10|]

B

-
-

Figure 2.1 — La représentation de la fonction 8(z) pour différentes valeurs de n, pour 8o = 1.77 et 0 = 1.62.

Dans le processus de la dynamique des CSHs, la phase de prolifération représente la partie
active du développement cellulaire. Dés que les cellules entrent dans la phase de prolifération, elles
effectuent une série de processus menant a la division. Si elles ne meurent pas par apoptose (la mort
cellulaire programmée) avec un taux v > 0, a la fin de la phase de prolifération (c’est-a-dire lorsque
les cellules ont passé un temps a = 7), chaque cellule se divise en deux cellules filles (voir Figure
ci-dessous).

la phase de proliférationw
pit,a)

:) apoptose

Figure 2.2 — Un schéma représentatif du modeéle de Mackey .

la phase de repos
qit,a)

différentiation

mortalité

D’apres Mackey [19], les valeurs des parametres précédemment cités sont données par

5§ =0.05jour !, ~=0.2jour !, Bo = 1.77jourt, 0 = 1.62x10%cellules/kg et n=3.
(2.2)

L’évolution de la population des CSHs dans les deux phase est donc donnée par le systeme
d’équations aux dérivées partielles, pour ¢t > 0

9q 94
ot  Oa
dp  Op

— — — — t
at+aa ,yp(7a)7 0<a<7—7

= —(0+B(Q()))q(t,a), 0<a< +oo,
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avec
0,a) = qo(a), 0<a< 400,
q(0,a) = qo(a) (2.4)
p(0,a) = po(a), O<a<r.
Le flux des cellules entre les deux phase est donné par, pour ¢ > 0
Q(tv 0) = 217(15, T)v
(2.5)

+o0o
p(t0) = 5QW) [ alt.aya
0
Nous supposons aussi que (biologiquement raisonnable)

lim ¢(t,a) =0, t>0.

a——+oo

Notons par P(t) la densité de la population totale des cellules en phase de prolifération & I'instant
t. Donc,

-
P(t) = / p(t,a)da, t>0.
0
En intégrant la premiére équation de (2.3) par rapport & 1’dge, nous obtenons

aQ

o = 0+ 8QM)Q) +4(t,0). (2.6)
D’apres (2.5), nous avons
T — (54 BQUNQU) + 2p(t,7). (27

La deuxiéme équation du systéme (2.3) peut étre résolue explicitement par la méthode des caracté-
ristiques (voir Annexe). En effet, nous posons

w(t,a) = e"*tp(t, a),

alors, w vérifie le systeme

ow Ow

_ [ = t

8t+8a 0, >0, O<a<m,

w(t,0) = ep(t,0), t>0, (2.8)
w(0,a) = p(0,a), 0<a<T.

La solution du systéme (2.8) est donnée donc par (voir Annexe)

w(0,a — 1), a>t,
w(t,a) = (2.9)
w(t — a,0), a <t

Par conséquent,

e Tpola —t), a>t,
p(t,a) = o=t (2.10)
e~ 1p(t — a,0), a<t.
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Pour a =7,
e Vpo(T —t), T >t,

p(t, ) = (2.11)
e p(t—T,0), T <t.

En remplacant dans l’équation (2.7), pour ¢ < 7, nous obtenons ’équation différentielle ordi-

naire i
99 5+ BQIQE) + 2¢ o — ). (2.12)
dt

Pour le cas t > 7, nous obtenons

dQ _ e T - T
o = ~E+AQQE) + 27 7p(t — 7.0), (2.13)

= —(00+8@QM)Q[E) +2e777B(Q(t — 7))Q(t — 7).

Apres une translation en temps ¢ — ¢ — 7, on peut considérer le systéme suivant, pour ¢ > 0,

% = —(6+B(Q)Q+2e77B(Q.)Q,
@ (2.14)
S = P+ BQ)Q - e TH@QG

avec
Qr=Q(t—7), Q(t)=0¢(t) pour —71<t<0.

avec ¢(t) est la solution de 1’équation différentielle ordinaire (2.12). Cette équation est appelée le
modele de Mackey.

2.3 Modele de la dynamique des CSHs structuré en age -
Equations différentielles et aux différences a retard dis-
tribué

Dans cette section, nous proposons un modele plus général que précédemment. Comme dans
la section précédente, nous prenons les mémes hypotheses. Cependant, on suppose que juste apres la
division, une fraction K (avec K € [0, 1]) des cellules filles retournent immédiatement dans la phase
de prolifération pour se diviser & nouveau et autre fraction (1 — K) entrent dans la phase de repos.
Nous supposons aussi que les cellules en phase de prolifération peuvent se diviser a n’importe quel
dge 0 < a < 7 avec un taux d,(a). La fonction d, est supposée L ([0,7),RT) telle que

/T d,(a)da = 4o0. (2.15)
0

Cette derniere hypothese décrit le fait que les cellules doivent se diviser avant d’atteindre 1’age
maximal 7. Nous avons dans ce cas : 2(1 — K)d, est le taux des cellules divisées et qui entrent dans
la phase de repos, 2K d, le taux pour ceux qui retournent dans la phase de prolifération.
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la phase de prolifération
pita)

'-7) apoptose

Figure 2.3 — Représentation du processus d’hématopoie¢se en considérant qu’une fraction 2(1 — K) entre
dans la phase de repos et Iautre fraction 2K retourne a la prolifération.

la phase de repos
alta)

différentiation

mortalité

Les densités ¢(t,a) et p(t,a) vérifient pour ce cas le systéme structuré en dge suivant, pour

t>0,
9q(t,a)  9q(t,a)
at aa - (5+5(Q(t)))q(taa)7 a > Oa
op(t,a) Op(t,a)
5t + e —(v + d-(a))p(t,a), 0<a<r,
. (2.16)
o(t.0) = 2(1 - K) / d.(a)p(t, a)da,
0
“+o0o T
pt0) = [ BQ®)q(t a)da + 2K / d.(a)p(t, a)da.
0 0
Les conditions initiales sont des fonctions positives données par
q(0,a) = go(a), a >0,
(2.17)

p(0,a) = po(a), 0 <a<T.

Les deux conditions aux limites dans (2.16), pour a = 0, décrivent le flux des cellules entrant dans
chaque phase.

2.4 Réduction en un systeme d’équations différentielles et
aux différences a retard distribué

Comme auparavant, on applique la méthode des caractéristiques (voir aussi I’Annexe). On
peut résoudre ’équation de p du systéme (2.16)

Op(ta)  p(t.a)
ot Oa

= —(y+d.(a)p(t,a), 0<a<rT. (2.18)

En multipliant ’équation (2.18) par exp (/ (v+d, (s))als)7 nous obtenons, pour 0 < a < 7
0

exp (/Oa(y + dT(s))ds> K‘?pg 9 4 apgi’l“)) + (v + dr(a) p(t,a) | = 0. (2.19)



39

nous remarquons que 1’équation (2.19) peut s’écrire sous la forme

% <p(t, a) exp </Oa(y + dT(s))ds)> + d% (p(t, a) exp (/Oa(fy + dT(s))ds>> =0.

En posant,
v(t,a) = p(t,a) exp (/ (v+ dT(s))ds) , 0<a<rm,
0
avec
v(t,0) =p(t,0),  t>0,
et

(0, a) = exp </0a(7 + dT(s))ds) p(0,a), O<a<r.

Ce changement de variable nous mene alors a résoudre 'EDP homogene

d d
gv(t,a)—l—%v(t,a)—o, t>0, 0<a<r,

(2.20)

(2.21)

En appliquant la méthode des caractéristiques (voir Annexe), la solution de (2.21) est donnée

par
v(0,a —t), a>t,

v(t,a) =
v(t — a,0), a <t

Par conséquent,

exp (= [ (v + de(5))ds) p(0,a = 1), a>t,
p(t,a) =
exp (— [y (v + d-(s))ds) p(t — a,0), a<t.

En posant
I, (a) := exp <—/ dT(s)ds> , O<a<.
0

La solution de la deuxiéme équation du systéme (2.16) est donnée par

1, (a)
—yt TN —t t
€ H-,—(a_t>p(0,a )7 a> I
p(ta a) =
e "I, (a)p(t — a,0), a<t.

Posons

On peut vérifier que
a+— D;(a)

(2.22)

(2.23)

représente la densité de division des cellules en prolifération, i.e. D, (a) est la densité de probabilité

pour qu'une cellule se divise & Pdge a. En particulier, d’aprés (2.15), nous avons

/OT D, (a)da = 1.

(2.24)
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En effet,

/0 "Do(a)da = /0 " d.(a) exp ( /O ’ dT(s)ds) da,

En intégrant le systéme (2.16) par rapport a P4dge et en utilisant les conditions initiales et les
conditions aux bords, nous obtenons le systéme suivant

Q) = —(0+p8(Q@1) Q1)
. "y _Dx(a)
e *Dy(a)u(t —a)da+ [ eV ——"—po(a —t)da, t<T,
+2(1 - K) x /0 /t Mr(a=1)
/ e "D, (a)u(t — a)da, t>,
0
Pi(t) = —Pt)+8(Q() Q1)
L " Dr(a)
e ""Di(a)u(t — a)da + e ————pola—t)da, t<T,
—(1—2K)>< /; \/t H-,—(Cl/_t) 0

/ e 7D, (a)u(t — a)da, t>T,
0

ut) = B(Q(1)Q(t)
b T t D-(a)
e 7 Di(a)u(t — a)da + e ————pola—t)da, t<T,
19K x /0 /t I, (a—1)

e "D, (a)u(t — a)da, t>r,
0

(2.25)

avec u(t) = p(t,0) (les nouvelles cellules en prolifération). Les conditions initiales deviennent

+oo T
Q0) =Qp := /0 qo(a)da et P(0) = P, :z/0 po(a)da.

Nous mettons, pour ¢ € [—, 0],

7)190(—”~ (2.26)
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Alors, le systéme (2.25) devient, pour ¢t > 0,
Q) =~ (6+AQWNQWO +21 = K) [ e Dr(a)ult - a)da

PI(t) = —yP(t) + B(Q(1) Q) — (1 - 2K) /OT e "Dy (a)u(t — a)da, (2.27)

) = HQQ) +2K [ D @ult ~ a)da,
avec les conditions initiales
Q) =Qo, P(0)=F et u(t)=4¢() pour —7<t<0.
D’apres (2.23) et (2.26), nous obtenons
P(t) = /OT e 1L, (a)u(t — a)da, t>0.

Comme I’équation de @ et u ne dépendent pas de P, nous allons nous focaliser alors sur ’étude du

systéme
Q1) =~ (6+ QW) QW + 201~ K) [ e D (@pult - a)da,
T 0 (2.28)
u(t) = B(Q))Q(t) + 2K/ e 7D (a)u(t — a)da,
0
Q(0) = Qo et u(t) = ¢(t) pour —7 <t <0. (2.29)

Ce systéme (2.28) est un systéme d’équations différentielles et aux différences & retard distri-
bué.

Dans la suite, nous supposons que Qy > 0, ¢ est une fonction positive et continue sur [—, 0],
Q — B(Q)Q est une fonction continue et Lipschitzienne, et nous supposons aussi I'inégalité sui-
vante

QK/ e 7D, (a)da < 1. (2.30)
0

L’existence et I'unicité des solutions de (2.28)-(2.29) sont traités dans [17]. La positivité est traitée
ci-dessous. Nous posons

v(T) = /OT e 7D, (a)da. (2.31)

Alors, linégalité (2.30) devient
2Ku(r) < 1. (2.32)

Pour étudier la bornitude des solutions de (2.28), on suppose que

B* :=sup B(z)x < 4o0. (2.33)
x>0

La condition (2.33) est satisfaite si 8 est donnée par la fonction de Hill (2.1) (voir Figure 2.4).
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0.8

B(x)x

0.6

0.4

0.2

max

1/n

Figure 2.4 — La fonction z — z(z) et son maximum S* en Tmax := 0/(n—1)"/" tracés avec les paramétres

n=>560=1et o= 17T

Proposition 1. Supposons que (2.30) et (2.33) sont vérifiées. Alors, toutes les solutions du systéme
(2.28) sont bornées.

Démonstration. Soit (Q,u) la solution de (2.28) associée a la condition initiale (Qo,$) € Rt x CT.
Alors, pour ¢ > 0, nous avons (Voir Chapitre 1, Théoréme 14)

()] < C |lIglle™ + sup |B(Q(s))Q(s)]]

0<s<t

avec a > 0, C > 0 et [|¢[| = supge(_, o) [#(F)]. On obtient
lu(t)] < C[llglle™" + 5*] . (2.34)

Ce qui implique que u est borné pour tout ¢ > 0.

Nous nous focalisons maintenant sur (). Supposons par contradiction que

lim sup Q(t) = +o0.

t—+oo
Alors, il existe M > 0, satisfait
1-K N
M > C—p— el + 871,

et t1 > 0 tels que Q(t) > M pour tout ¢ > t;. En utilisant I’équation de u dans I’équation de @,
alors nous pouvons réécrire ’équation de @), pour t > 0, telle que

@)=~ (34 8 @) Q)+ (),

En utilisant (2.34), nous obtenons, pour ¢ > 0,

1 1-K
Q(11) £ — 2B Q) Qltr) — M +C=—=[glle=" + 5*] < 0.
Ce qui donne une contradiction (voir Proposition 3). Par conséquent, @ est aussi borné. O

Nous montrons ci-aprés une situation menant a des solutions non bornées.
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Proposition 2. Supposons que K > K = 1/2v(7) (c’est-a-dire Uinégalité (2.30) ne tient plus).
Alors, toute solution non-triviale du systéme (2.28) est non-bornées.

t t
Démonstration. Considérons la partie entiere n = |—] de —. Alors, pour a € [0,7] nous avons

(n—1)71 <t—a < (n+1)r. En utilisant '’expression de u(¢), nous obtenons

u(t) > 2K /OT e 7% D.(a) u(t — a)da,

> 2K inf 0)).
22800 )

On définit la suite v, (7), pour n € N, par

vp(7) = inf  (u(9)).

(n—1)<&<n

Nous avons v,11(7) > 2Kv min {v, (1), v,+1(7)} . Nous avons

Un11(7) > 2Kv(7) vp(T) > <g>n+1 vo(T).

Comme K > K, alors on conclut que tlir+n u(t) = +o00. Maintenant, prouvons que Q(t) est non-
—+00

borné. Supposons par contradiction que Q(t) est borné. Alors, ’équation de @ dans le systéme (2.28)
implique que , ligl Q' (t) = +o00. Cela veut dire que Q(t) est une fonction croissante sur un intervalle
— 400

[to, +00). Par conséquent, . hgl Q(t) = 400 ce qui est une contradiction avec notre hypothése. Nous
—+00

concluons que Q(t) est aussi non borné. O
Dans la proposition suivante, nous allons établir la positivité des solutions du systéme (2.28).

Proposition 3. Toute solution du systéme (2.28) avec une condition initiale (Qo,p) € RT X
C([-7,0],R™T) est positive.

Démonstration. La démonstration de cette proposition est basée sur le méme raisonnement des pas
appliqué dans le chapitre 1. Soit (Q(¢),w(t)) une solution de (2.28). Nous démontrons la positivité
sur l'intervalle [0, 7] et nous appliquons le méme raisonnement par pas sur chaque intervalle de la
forme [k, (k + 1)7], pour k = 1,2.... En effet, supposons par contradiction qu'il existent t; € [0, 7]
et 0 < e<<1telsquet; =min{¢t, 0 <t <7} tel que

(1) Q(t1) =0 et Q(t1+¢) <0

(#3) u(t;1) =0 et wu(t;+e) <O0.

Nous distinguons trois cas :

1. Supposons que (i) est vérifiée seul et u(t) > 0 pour tout ¢ € [0,¢1 + €]. Alors, nous avons
Q' (t1) =2(1 — K)/ e 7D, (a)u(ty — a)da > 0,
0

ce qui donne une contradiction.
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2. Supposons que (%) est vérifiée seul et Q(t) > 0 pour tout ¢ € [0,¢; + €], en utilisant I’équation
de u, nous avons

u(ty +€) = BQ(t1 +€)Q(tr +€) + 2K /0 e "D (a)u(ty + € — a)da > 0,

cela contredit le fait que u(ty +¢€) < 0.

3. Supposons que (i) et (i4) sont vérifiées. D’apres la premiere équation de (2.28), nous avons
Q'(t1) =2(1 — K)/ e "D (a)u(ty — a)da > 0.
0

Contradiction avec Q(t1 +¢€) < 0. Donc, on conclut que les solutions de (2.28) restent positives. O
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Chapitre 3

Stabilité globale de 1’équilibre
trivial et persistance

Dans ce chapitre, nous allons étudier le comportement asymptotique des solutions du systeme
(2.28). Rappelons que le systéme différentiel et aux différences (2.28) est donné par

T

Q) =~ (6+5(QW) QO +201 - K) [ e Do(ayult - a)da,

0

ult) = BQEQ(E) + 2K / "D, (ayult — a)da,

avec la donnée initiale Q(0) = Qo € RT et w = ¢ € C([-7,0],RT). Dans la premiére partie de
ce chapitre, nous allons traiter la stabilité asymptotique globale de 1’état d’équilibre trivial. L’idée
utilisée est basée sur la recherche d’une fonctionnelle de Lyapunov qui permet de conclure la stabilité
pour n’importe quelle condition initiale. Dans la deuxieme partie, nous allons donner la condition
pour que les solutions persistent.

3.1 Stabilité asymptotique globale

Considérons ’équation aux différences homogene linéaire suivante
u(t) =D(w), t>0, (3.1)

avec la fonction u; € C([—T,0],R) est définie, pour ¢ > 0 et u € C([—7, +00),R), par u(0) = u(t+6)
pour 6 € [—7,0], et Vopérateur D: C([—7,0],R) — R est donné par

D(y) = 2K /OT e "D.(a)Y(—a)da.

Remarquons que la condition (2.30) est équivalente &

D == sup [D(y)] <1, (3.2)
Il <1
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avec ]| = supge|_- o)[¥(9)]. La condition (3.2) indique que la solution triviale de I'équation (3.1)
est globalement asymptotiquement stable (voir [16]).

La deuxiéme équation de (2.28) s’écrit sous la forme

u(t) = D(ur) = BQH))Q(H), t>0. (3-3)
Nous posons
v(r) = /OT e "D, (a)da. (3.4)
Alors, I'inégalité (2.30) (ou (3.2)) devient
2Kv(1) < L. (3.5)
Comme mentionné auparavant, nous étudions la stabilité asymptotique globale de I’état d’équi-

libre trivial en utilisant 'approche de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii et la propriété d’input-
to-state stability du systéme (2.28) (voir Chapitre 1).

Le lemme suivant donne l’inégalité fondamentale qui établit la propriété d’input-to-state sta-
bility du systéme (2.28).

Lemme 5. Soit (Q,u) la solution du systéme (2.28) associée a la condition initiale (Qo, @) €
R x C([—7,0],R"). Alors, pour t > 0,

Ju(®)]

IA

0@¢e“+ﬁﬁymme@@,

AN

< Ch¢em+%sw@@y
0<s<t

avec a >0, C >0, [[g]] = sup [¢(6)] et fo := 5(0) = max 5(z).
o€[—7,0] ©20

Démonstration. Rappelons que la fonction z — S(z) est décroissante. La preuve de ce résultat est
basée sur le Théoréeme 14 du Chapitre 1 (voir aussi [16],Théoréme 3.5, page 275). O

Nous énongons le lemme suivant.
Lemme 6. Soit (Q(t),u(t)) une solution de (2.28). Alors, tilgl u(t) =0 si et seulement si
i BQ)Q() =0.

Démonstration. La preuve de ce résultat est basée sur 'équation (3.3), la condition (3.5) et le lemme
3.5 de [17]. O

Remarquons que si 3 : R +— RT est une fonction de Hill donnée par (2.1)

Bot"™
T

Blx) =

avec Bp >0, 8 >0etn > 1,

le seul moyen possible pour avoir tl}inoo (B(R()Q(t)) = 0 est t~13+mooQ(t) = 0 ou tllgrnooQ(t) =
+00.
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Nous montrons maintenant la stabilité asymptotique globale de I’état d’équilibre trivial de

(2.28) ainsi que 'instabilité.
Théoréme 15. (i) Supposons que § > 0 et

0 2v(r) —1
Bo ~ 1—2Kv(r)

Alors, Uétat d’équilibre trivial de (2.28) est globalement asymptotiquement stable.

(i) Supposons que
9 < 2v(r) —1
ﬂo 1-— QKV(T) ’

Alors, aucune solution non-triviale du systéme (2.28) tend vers l’état d’équilibre trivial.

Démonstration. (i) Considérons la fonctionnelle suivante
V:R* x C([-7,0,RT) — RT,

(Q07¢) = V(Q05¢)7
définit par

_ T 0
V(Qo, ¢) = Qo + 2l K))/o e D, (a) } #(0)dbda.

1-2Kv(r

Il n’est pas difficile de vérifier que
QO < V(Q0a¢) < v (||(Q07¢)||) )
avec [[(Qo, ¢)|| := max{|Qol, |¢]|} et

x> 0.

i) = <1 + 2(11_;{1()52/:;)) z,

Soit (@, u) une solution de (2.28). Nous avons

VW) =@+ 2 L [Temn @ [ basaa

La fonction ¢ — V(Q(¢),u) est différentiable sur (0, +00) et

d 2(1 - K)

GV = Q)+ T s [ e D @l — u(t - a)lda

Alors, en utilisant (2.28) on peut vérifier que

%V(Q(t), u) = —(0+B8Q1))Q() +2(1 - K) / e 7D, (a)u(t — a)da
0
2B [ D, @) [BQWO)Q(0 + D)) da
2(1 - K)

1 2Ku(r) /o ¢ Pl = ada

(3.7)

(3.8)
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Ce qui donne

GV = - (5- 2=t sem) e

+2(1 - K) /OT e 7D, (a)u(t — a)da

4K(1 — K)v(7)
1-2Kv(T)

21-K) [T ..
_1_21(7(7)/0 =D, (a)u(t — a)da,

/0 "=, (a)ut — a)da

-~ (o- 2 s aw.

Par conséquent, p
SV, w) = ~w(QW)Q), t>0,

w(z) = (5 — %5@)) , pour xz > 0.

Si2v(r) > 1, d’apres (3.5) et comme la fonction S est décroissante, alors w est une fonction croissante
sur [0, +00). De plus, la condition (3.7) implique que w(0) > 0. Si 2v(7) < 1, alors (3.7) est toujours
satisfaite et w(xz) > 6 > 0, pour tout > 0. On conclut que V est une fonctionnelle de Lyapunov-
Krasovskii. Avec lestimation de I'input-to-state stability (3.6), on obtient la stabilité asymptotique
globale de ’état d’équilibre trivial (voir le Théoréme 13 du Chapitre 1 et Théoreme 3 de [15]).

(#4) Nous supposons maintenant que la condition (3.8) est satisfaite. Soit (@), «) une solution de
(2.28). Supposons par contradiction que Q(t) — 0 quand ¢ — +o0. Par la continuité de la fonction
B, nous avons S(Q(t)) — Bo := B(0) quand t — +o0. Par conséquent, pour tout € > 0 il existe A(e)
tel que, pour tout t > A(e),

fo — e < BQW)) < fo (3.9)

Nous fixons 0 < € < By. En intégrant le systéme (2.28) pour t € (A(e),T), nous avons

T T T
am) - Q) =~ [ s+ 20 -K) [ [ e @ule - apadt,
Ae) A(e) JO
T T T -
/ u(t)dt = B(Q()Q(t)dt + 2K/ / e "D (a)u(t — a)dadt.
A(e) Ale) A(e) Jo
(3.10)
En appliquant le théoréme de Fubini, nous obtenons
T T T T—a
/A(e)/O e 7D, (a)u(t —a)dadt = /0 6_7;?7((1) /A(e)—a u(t)dtda,
> v [ o oy

Il
<
\}

S~—
7N
S
[~ ~
S
—~
fy
N~—

(oW
~
\
T

| N
2
e
—
~
S~—
o,
~
~
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De (3.9), la deuxiéme équation de (3.10) et (3.11), nous avons

T T T T
/ w®dt> Bo— ) [ Q)dt + 2Kv(r) ( / w(t)dt — / u(t)dt).

Ale) Ale) Ale) T—a

Alors, d’aprés (3.5), nous avons

T Bo—€ T ~ 2Kv(r) T "
/A(e) u(t)dt > 5 T A(e)Q(t)dt TR0 /T_a (t)dt. (3.12)

Donc,

T

—€ T v(T T
w(B)dt > 2(1 — K)u(r) (1@% [ awa- %/T_ u(t)dt) .

21 — K)V(T)/

A(e)

On déduit de la premiére équation de (3.10) et de (3.11) que

Ale) A(e) T—a

T T T
QAW < G+8) [ Q) —2(1— K)u(r) (/ u(tydt — / u(t)dt>+Q(T),

IA

T B 201 — K)v(r) [T
O R R el RCICL

T

2Kv(T) T Kl y
(T)/ u(t)dt +2(1 — K )/ (H)dt + Q(T),

1-2Kv T—a T—a

2v(r) —1 2(1 — K)v(r) T
(5 — o 2Ko(r) | 1—2Ku(r) ) /A(e) Q)dt

T
vau(r)( - ) LE2RNT) ;gzg) /

+2(1 — K)w(r)

IN

u(t)(d)t + Q(T).

T—a

Pour T" — +o00, nous avons

— — Kv(r Foo
5— By 2v(r) -1 L 2(1 - K)y( )) Q)

Q(A(e)) < ( 1— 2Kv(r) ‘1= 2Kv(7) ) Jage

D’apres (3.8), on peut choisir € € (0,08p) tel que Q(A(e)) < 0. C’est une contradiction avec la
positivité des solutions. Alors, Q(t) ne tend pas vers 0 quand t — +oo. O

3.2 Persistance

Nous allons traiter dans ce paragraphe la question de la persistance pour notre systeme étudié.
La persistance des solutions du systéme (2.28) assure la survie de 'organisme (& long terme) puisque
les solutions ne convergent pas vers I’état d’équilibre trivial. Elle a un intérét particulier dans le cas
des maladies hématologiques qui peuvent induire de trés faibles niveaux de cellules sanguines en
circulation, parfois tres proche de zéro.

Nous nous focalisons sur la persistance uniforme sous la condition (3.8) (instabilité de ’état
trivial). Nous prouvons dans le lemme suivant la persistance uniforme faible.

Lemme 7. Supposons que (3.8) est vérifiée. Alors, pour toute condition initiale (Qo,¢) € RT x
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C([—7,0],RT), il existe une constante positive € > 0 telle que

limsup [Q(t)| > e. (3.13)

t——+oo
De plus, si la condition (2.33) est vérifiée, alors pour (Qo,¢) € RT x C([—7,0],RT)

lim sup |u(t)| > e. (3.14)

t—+oo

Démonstration. Comme (3.8) est vérifiée, il existe un € > 0 suffisamment petit et A > 0 aussi petit

tel que
1 1-K B(e)
- ()\ +Jd+ KB(O)) t 1o SRV (r)e > 0. (3.15)

Avec ce choix de €, nous allons montrer que (3.13) est vraie. Par contradiction, supposons que (3.13)
n’est pas satisfaite. Alors, il existe un 7' > 0 suffisamment grand tel que Q(t) < € pour tout ¢ > T
De (2.28), nous avons

dQ(t) 1-K

B0 2 - (54 80)) @)+ 00 (3.16)

—At

En multipliant la deuxiéme équation du systeéme (2.28) par e~ et en intégrant de t =T & ¢ = 400,

nous obtenons

+oo “+o0
/ Nu(t)dt = / N B(QE)) Q)

T T

+oo T
+ 2K/ e_)‘t/ e "D (a)u(t — a)dadt.
T

0

Alors,
+oo
e Mu(t)dt
T
+oo +oo T
> ﬁ(e)/ e MQ(t)dt + 2Ke_)‘7/ e_’\(t_T)/ e 7D, (a)u(t — a)dadt,
T T 0
+oo T +oo
> ﬂ(e)/ e_’\tQ(t)dt—&—QKe_)‘T/ e_WDT(a)da/ e Mu(t)dt.
T 0 T
Donc, nous avons
/ o e Mu(t)dt > _ Bl / o e MQ(t)dt (3.17)
T T 1-2Kv(r)e > Jp ' '

D’autre part, en multipliant (3.16) par e~* et en intégrant de t = T' & t = 400, nous obtenons

/+OO e*”&(t)dw (5+[1(6(0)> /+oo e MQ(t dt+1K/+OO “AMuy(t)dt. (3.18)

T dt - T

Nous avons le calcul suivant,

/+oo 2 dQ) e)\TQ(T)+)\/+°°e/\tQ(t)dt

T dt T
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Dongc, de (3.15), (3.17) et (3.18), nous avons

O > 767}\TQ(T)7
1 1-K B(e) MY
> [— (/\+6+ Kﬁ(O)) + 7 1—2KV(T)6>‘T} /T e~ MQ(t)dt,
>0,

ce qui implique une contradiction.

D’un autre coté, nous avons u(t) > S(Q(t))Q(t). Nous avons de la proposition 1, u(t) >
B(RT)Q(t), ot QF désigne la borne supérieure de Q. Par conséquent,

limsup [u(t)] > BQH)e.

t——+oo

En conclusion, nous avons (3.13) et (3.14). O
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Chapitre 4

Stabilité locale et bifurcation de
Hopf

Dans ce chapitre, nous allons étudier la stabilité asymptotique locale de 1’équilibre non trivial
et 'existence d’une bifurcation de Hopf. Pour des raisons de simplicités, nous considérons que le cas
K = 0. En faisant la méme réduction suivant les caractéristiques du systeme structuré, on aboutit
cette fois-ci a un systeme différentiel a retard classique. Nous soulignons que le traitement de la
bifurcation de Hopf pour le cas K > 0, c’est-a-dire, pour le systéme couplé reste une partie ouverte
dans la littérature.

Le processus d’hématopoiese est décrit dans ce cas par le systéme suivant,

Q') = —(0+5(Q@)) Q1)
t e "D, (a)p(t — a,0)da + e~ ' DT(CL)Mda7 0<t<,
19 % /0-,- /t II-(a —t)
/ e "D, (a)p(t — a,0)da, T <t,
0
Pi(t) = —Pt)+8(Q(1) Q)

t T —t
/ e 7D, (a)p(t — a,0)da + efvt/ DT(a)pO(at))da, 0<t<,
0 t

/ e 7D, (a)p(t — a,0)da, T <Ht.
0
Les populations initiales dans les deux phases sont données par
Q=G e« PO= [ m(@d
0

Nous supposons que d, est de support [0, 7]. Nous supposons aussi que pgp(a) est donné par,

Po(a) = e exp (— /O“dT@)ds) B(Q0)Qn.  powr ae(0.7), (42)



53

En utilisant (4.2) et en intégrant par partie, nous obtenons

/OT po(a)da,

B(Q0) Qo /0 e exp (— 0 dT(s)ds) da.

_ W (1_/;@—%1)7(@)61@).

P(0)

Par conséquent, la condition initiale du systéme (4.1) est donnée par

Q)= Qo PO) = BQuQ [ ' (177) D, (a)da. (4.3)
Si v = 0, nous avons ]
P(0) = B(Q0)Qo /O oD, (a)da.

Pour ¢ € [0, 7], la premiére équation du systéme (4.1) se réduit a ’équation différentielle ordinaire
suivante

= AP0 + 20 [ D a)da

42 /0 e 19D, (a)B(p(t — a))p(t — a)da, ¢ € [0,7], (44)

¢(0) = Qo.
Notons par t(t) la solution de la deuxiéme équation du systéme (4.1) sur [0, 7].

Le systéme (4.1) se réduit alors & un systéme d’équations différentielles a retard pour ¢ >

(5 +5QWIQW +2 [ D, @HQ( ~ )t - a)da
0 (4.5)
= PO+ AQOQN - [ D@ - )t~ aya
Q) =¢(t),  P(t)=v(t),  pourte0,7].
La solution P(t) peut étre donnée explicitement en fonction de Q(t), pour ¢t > 7, par (voir [14])
_ [ a t e (9 s s)ds | da
P = [ o ([ e Is@enas) da (46)

Lemme 8. Soit (Q(t), P(t)) une solution de (4.5). Si t_l}T Q(t) existe et elle est égale a ¢ > 0,

alors
T 1—e™@ .
ﬂ(c)c/ D;(a) () da, sty >0,
lim P(t) = 0 !

t—+o0

(4.7)
B(c)c/o aD.(a)da, si v =0.

De plus, si Q(t) est T-périodique alors P(t) est aussi T-périodique.
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Démonstration. En utilisant (4.6), nous obtenons

_ /OT D, (a) (/0 e B(Q(E — $))Q(t — s)ds) da, pour t>7. (4.8)

dim P() = flo)e /O " Do(a) ( /O aeWSdS) da,
_ / Do (1‘6 w)da.

Lorsque Q(t) est T-périodique, alors en utilisant (4.8) il est clair que P(t) est aussi périodique avec

Ainsi,

la méme période. U
Nous nous intéressons par la suite a 1’étude de la stabilité de ’équilibre non trivial du systéme

(4.5).

4.1 Stabilité de I’état d’équilibre positif

Le probléme (4.5) posseéde au plus deux états d’équilibre. Le premier, Ey = (0,0), existe
toujours et il correspond a l’extinction de la population. Le deuxiéme décrit 1’état stationnaire
positif E* = (Q*, P*), avec Q* est 'unique solution de

2v(r) = 1) p(Q") =, (4.9)

Rappelons que la quantité v est donnée par

v(r) = / " e=19D,(a)da.

0

Q" / D, ( (1_6 w)da. (4.10)

Comme [ est une fonction décroissante, positive et Qlim B(Q) = 0, alors I’état d’équilibre existe si
—+0o0

Nous avons, pour v > 0,

et seulement si

0<6< (2u(r)—1)B(0). (4.11)

Comme ¢ > 0 et 3(0) > 0, (4.11) implique nécessairement que

v(T) > (4.12)
Dans cette section, nous allons étudier la stabilité asymptotique de ’état d’équilibre non-trivial.
D’apres le lemme 8, il nous suffit d’analyser le comportement de @ afin d’obtenir des informations
sur le comportement de toute la population.

Nous allons déterminer des conditions assurant la stabilité asymptotique de E*.

Nous commencons par linéariser 'équation de Q autour de Q*. Notons par 8 € R la quan-
tité

B = -=(QB(Q)) =B(Q") + Q"B (Q). (4.13)

dQ Q=Q*
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La linéarisation de ’équation de @) est donnée par

du — - [7 —a
= = (@4 Pu() + 25/0 e 7 D-(a)u(t — a)da.

L’équation caractéristique associée a cette équation (voir chapitre 1)
AN :=A+6+58-28 / e~ D (a)da = 0. (4.14)
0

Dans le théoreme suivant, nous allons établir la stabilité de ’état d’équilibre E*.

Théoréme 16. Supposons que (4.11) est vérifiée. Si

B> (4.15)

2u(t) + 1’

alors, E* est localement asymptotiquement stable.

Démonstration. Nous montrons d’abord que 1’état d’équilibre @@ = Q* est localement asymptoti-
quement stable lorsque 3 > 0. Nous considérons I’application A()), donnée par (4.14), comme une
fonction de la variable réelle .

A T
aa _ 1+ 26/ ae= MDD (a)da > 0.
X )

D’ot1, A()) est une fonction croissante et elle vérifie de plus

lim A(X) = —o0, et lim A(A) = 4oc0.

A——00 t—+oo

Alors, il existe un unique Ag € R tel que A(Ag) = 0. De plus, comme
A(0) =0 - (2v(r) — 1) B. (4.16)
On en déduit, en utilisant (4.9), (4.12) et (4.13) que
A(0) == (2v(r) - 1) Q"A(Q") > 0.
Par conséquent, Ay < 0.

Soit A = p + iw une racine de 1’équation caractéristique (4.14) telle que p > Ao, considérons la
partie réelle de (4.14), nous obtenons

p=—(6+0)+ 23/ e~ MeD_(a) cos (wa)da. (4.17)
0
En remplacant dans (4.14) par A = Ag et en considérant (4.17), nous obtenons
w— Ao = 23/ e 7D, (a) [e " cos(wa) — e~ "] da.
0

Cependant,
e M cos(wa) — e < 0, pour tout a € [0, 7].

Alors, nous obtenons p— Ay < 0, ce qui est une contradiction. Ce qui implique que toutes les racines
de (4.14) ont une partie réelle négative et I'état d’équilibre Q* est localement asymptotiquement
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stable.

Nous supposons maintenant que 8 < 0 et

B> 21/(f)+1' (4.18)
Soit A = p + iw une valeur propre de (4.14) telle que p > 0. Comme
/OT e "D, (a) (e7"* cos(wa) + 1) da > 0,
nous avons
283 /OT e~ WMD) (a) cos(wa)da < —2Bv(r). (4.19)
D’apres (4.17) et (4.18), nous avons
u< —(0+B)—2pv(r) <0, (4.20)

ce qui mene a une contradiction. La conclusion est que p < 0.

Supposons maintenant que (4.14) posséde une valeur propre imaginaire pure A\ = iw (c’est-a-
dire, 1 = 0), avec w € R. Alors, (4.17) donne

/ e 7%D,(a) cos(wa)da = @ (4.21)
0 2
Cependant,
/ e "D, (a) cos(wa)da| < v(T), (4.22)
0

et d’apres (4.18), nous avons

517

B .

2p

Nous obtenons deux choses contradictoires. Ainsi, (4.14) ne posséde donc aucune racine imaginaire
pure. Par conséquent, toutes les racines de (4.14) ont une partie réelle strictement négative et 1'état
d’équilibre Q* est localement asymptotiquement stable.

Pour finir, supposons que

— 0
= 4.23
p 2v(r) +1 (4.23)
Considérons A = p + iw une racine de (4.14). En utilisant (4.23), on peut déduire
A — QB/ e 7D (a)(1 + e **)da = 0. (4.24)
0

Nous supposons par contradiction que p > 0. En considérant la partie réelle de (4.24), nous avons
= 23/ e 7D (a)(1+ e " cos(wa))da < 0. (4.25)
0

Ce qui donne une contradiction, par conséquent p < 0. Si on suppose que p = 0, alors nous obtenons

cos(wa) = —1, pour tout a € [0, 7],
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ce qui est impossible. On conclut alors que toutes les racines de (4.14) ont une partie réelle négative
lorsque (4.23) est vérifiée et I’équilibre Q* est localement asymptotiquement stable.

D’apres le lemme 8, E* est localement asymptotiquement stable. O

4.2 Bifurcation de Hopf et solutions périodiques

Dans cette section, nous montrons que 1’équilibre Q* peut devenir instable lorsque la condition
(4.15) n’est pas satisfaite. Nous supposons au long de cette section, que la condition (4.11) est
vérifiée, c’est-a-dire,

0<d<(2v(r)—1)p(0). (4.26)

Nous avons vu dans le chapitre 3 que les solutions du systéme (4.5) sont bornées. Par conséquent et
en général, I'instabilité se traduit par des solutions oscillantes. Nous supposons que

= J

B<— = 0. (4.27)

2v(r)+1°

Nous rappelons que si 3 = §, I'équilibre positif est localement asymptotiquement stable. Si I'insta-
bilité s’exhibe pour une valeur particuliére de 3 < 4, alors une valeur propre de équation carac-
téristique (4.14) doit croiser l'axe imaginaire. Nous cherchons donc des racines imaginaires pures
A =iw, w € R. Si tw est une valeur propre de (4.14), donc elle vérifie

iw+ 6+ 5 — 25/ e "D, (a)(cos(wa) — isin(wa)) = 0.
0
Alors, w est une solution du systeme

5+ B(1 —2C(w)) =0,

B (4.28)
w+ 2B8S(w) =0,

avec

C(w) == / e 7D, (a) cos(wa)da et S(w) :== / e "D, (a)sin(wa)da.
0 0
On peut noter que w = 0 n’est pas une solution de (4.28). En effet, nous avons
§=2v(r)-1)B <0,

ce qui est une contradiction. De plus, nous remarquons que si w est une solution de (4.28), alors —w
est aussi une solution de (4.28). Nous nous intéressons donc uniquement aux solutions w > 0.

Lemme 9. Supposons que la fonction a — e~"*D.(a) est décroissante. Alors, pour tout § tel que
(4.11) est vérifiée, (4.28) posséde au moins une solution (B,,w.) avec B, < 6 et w, > 0. Il s’en suit
que Uéquation caractéristique (4.14) posséde au moins deur racines simples A\ = +iw pour 8 = f3,..

Considérons la branche des valeurs propres AN(—3) telle que A(—f,) = iw.. Alors, nous avons

/
dReQ) >0 st et seulement si -0 <S(w°)) > C'(we). (4.29)

— w,

d(—p) 18=5B.

Démonstration. Nous montrons d’abord par récurrence que S(w) > 0 pour w > 0. Nous avons déja
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S(w) > 0 si wr € (0, 7]. Supposons que wr € (m, 27]. Alors
S(w) = —/ e VD ( )sm( )da,
= —/ e VD ( )sm( )da + —/W e YwD, ( )sm(a)da.
Puisque le support de D, est [0, 7], nous avons

/27r e 7% D, (w) sin(a)da = 0. (4.30)

)T

Donc, nous obtenons
2
S(w) = —/ VS DL( )Sm( )da+—/ e Vu D, ( ) sin(a)da,

S (le)(w)—e D, <a?zﬂ)>sh(®dw

w Jo

(4.31)

Puisque la fonction a — e~7*D,(a) est décroissante, nous obtenons S(w) > 0. En utilisant un
argument similaire pour wr € (kr, (k + 1)7], avec k € N, k > 2, nous déduisons que S(w) > 0 pour
tout w > 0.

Considérons 1’équation

(1-2C(w)) _
g(w) 25(w) =4, w > 0. (4.32)
La fonction g est continue avec
lim g(w) = 1-2C(0) _ 2v(r) —1 . (4.33)

w—0

2/ ae~ "D, (a)da 2/ ae "D, (a)da
0 0

D’apres (4.12), nous avons 1imog(w) < 0. De plus, d’apreés le lemme de Riemann-Lebergue® nous
w—

avons
lim C(w)= lim S(w)=

w——+00 w—+00

Cela donne

wgr—{-loo g(w) = oo

On conclut qu’il existe une solution w, > 0 de (4.32). Puisque S(w.) > 0 et g(w.) = § > 0, nous
obtenons 1 — 2C(w.) > 0. Posons

0
© 1 -2C(w.)

k=
|

<0. (4.34)

1. Le lemme de Riemann-Lebergue est un résultat de la théorie de Fourier, il assure que la transformation de
Fourier appliquée a une fonction intégrable est une fonction qui tend vers zéro & I'infini. Soit f une fonction intégrable
sur un intervalle I de R, a valeurs réelles ou complexes. Alors

/f(t)e_i“dt — 0, quand s — £oo.
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Comme |C(w.)| < C(0), nous avons

On peut remarquer que (3,,w.) est une solution de (4.28). Par conséquent, +iw est une valeur
propre de (4.14) pour 3 = ...

On définit la branche des valeurs propres A(—f) de (4.14) telle que A\(—/3,) = iw.. Nous prenons
le paramétre —f3 car B < & < 0. En utilisant (4.14), nous obtenons

AN R W
a7 1 2/0 e D.(a)da. (4.35)

Si nous supposons, par contradiction, que iw. n’est pas une valeur propre simple de (4.14). Alors,

{1 +28 [ ae~Otep, (a)da}

0

d’apres (4.35) nous avons
1
Clw.) = 3 et S(we) =0.
Comme S(w) > 0, nous obtenons une contradiction. Ainsi, iw,. est une racine simple de (4.14).

De plus, en utilisant (4.35), nous avons

-7 —(A+7v)a
( I )_1_ 1—|—25/0 ae D, (a)da
d(—p) 1— 2/ e_()“*"*)aDT(a)da
0

Puisque A est une valeur propre de (4.14), nous avons

A+6

1-— 2/ e~ D (a)da = —Z=
0 B

Alors, nous obtenons

a7l o 1 +2B/OT ae*()‘+7)DT(a)da
(i5) =7 o

Ainsi,

3

z
s
=
—N
QU
A5
@
1>~
S~—"
>
Il

B=

sign {Re < }
B=8.

1+25/ ae~ 9D _(a)da

= sign { Re P ,

. — 8(1 428,58 (we)) + 2B, w.C" (w,)
= 81gn —B, 5+ w? ,

— sign {0(1 + 28,8 (w,)) + 2B,w.C" (we) } .
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D’aprés (4.34) et le fait que 1 — 2C(w.) > 0, nous avons

sign { dRe()) H ~ =sign {1l —20(w,) - 205" (w.) — 2w.C’ (w)}

d(—p)
= sign {2wc (—C’(wc) -6 (%)) } ;
oot - (222}

B=8.

Par conséquent,

M >0 si et seulement si ) (
d(—P) l5=5,

Remarque 5. Considérons la fonction g définie par (4.32) et notons par « la quantité
a:= (2v(r) — 1) 5(0).
Nous définissons les ensembles
Q={w>00<gw)<a e ¢ (w)=0} et A:=g(Q).
On peut remarquer que A est un ensemble fini (ou vide). Si § € (0,a)\A, alors

dRe()\) ‘
d(—p) B=8;

# 0.
En fait, nous avons

g (w) = —% <g(w) (LS?) + C’(w)) , w > 0.

Comme 6 & A, nous obtenons ¢'(w.) # 0. De plus, g(w.) = §. Ainsi

C'(we) # 3 (5(‘”))

We

(4.36)

Le lemme 9 associé a la remarque 5 nous permet d’établir le théoreme suivant concernant

I’existence d’une bifurcation de Hopf autour de Q*.

Théoréme 17. Supposons que la fonction a — e~ 7D, (a) est décroissante. Alors, pour tout § ¢ A
vérifiant 4.11, il existe B, < & tel que l'état d’équilibre Q*, soit localement asymptotiquement stable

lorsque B, < B < S et une bifurcation de Hopf survient pour Q* lorsque B = 3,.

Démonstration. Premiérement, nous rappelons que Q* est localement asymptotiquement stable

lorsque B = & (voir Théoréme 16)

D’apres les propriétés de la fonction g, 'équation (4.32) posséde un nombre fini de solutions.
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Nous posons

— 4]
fe= 1-20(wy)’
ot w} le réel strictement positif tel que

C(w}) = min {C(w.); w. solution de (4.32)}.

Alors f3,, est la valeur maximale de 3 (définie au lemme 9) qui permet d’obtenir une solution du
systéme (4.28). D’apres les résultats du lemme 9, I’équation caractéristique (4.14) ne posséde aucune
valeur propre imaginaire pure tant que 8, < 8 < 4. Par conséquent, nous avons la stabilité locale
asymptotique de 1’état d’équilibre Q*.

Lorsque 3 = 3,, (4.14) posséde deux valeurs propres imaginaires pures +iw., w. > 0. De plus,
comme § ¢ A, le résultat noté a la remarque 5 entraine

dRe()\) 40

o
0
=

&

wl

Par contradiction, nous supposons que
dRe(\)
—= <0,
d(=p)
pour 3 > f3,, B proche de 3,. Dans ce cas, il existe une valeur propre A(—3) telle que ReA(—f3) > 0.
Ceci contredit le fait que Q* soit localement asymptotiquement stable lorsque 3 > /3. Nous obtenons
donc

dRe(\)
d(-P) I5_3,

Ceci implique I'existence d'une bifurcation de Hopf pour 8 = j3,. O

> 0.
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Chapitre 5

Simulations numeériques

Dans ce chapitre, nous allons donner quelques simulations numériques pour établir les résultats
théoriques obtenus dans les deux chapitres précédents. Dans le chapitre 3, nous avons vérifié, sous
la condition (3.7), la stabilité asymptotique globale de I’état trivial du systéme différentiel et aux
différences, pour t > 0,

Q1) = — (54 B(Q1)) Q) +2(1 - K) / "D, (a)u(t — a)da,
ult) = BQ))QH) + 2K / "D, (@ult - a)da,

avec Q(0) = Qo € RT et u = ¢ € C([—7,0],RT).

Comme nous avons mentionné précédemment, en général le taux d’introduction [ est une
fonction de Hill, donnée par ’expression

Bla) = 0"

=g n > 1.

B(x)

= = TBMXx

B(x), B(x)x
o

0 0.5 1 15 2 25 3 35

Figure 5.1 — La fonction de Hill z — S(z) et la fonction z — B(z)x avec un maximum S* en Tmax :=
6/(n —1)1/™ sont tracées. Les paramétres : n =5, = 1 et Bo = 1.77.
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Nous fixons les valeurs des parametres comme suite
6 =0.05, v=0.2, Bo = 1.77 et 0 = 1.62. (5.1)

Nous prenons le taux de division d, tel que

1
d:(a)= ———, r>1pouracl0,r7] (5.2)

7-7"7017"

La densité de division des cellules en phase de prolifération D, est donnée par

D,(a) = d-(a) exp < /0 ’ dT(s)ds) .

On peut calculer, pour r =1,

Do(@) = di(a)exp < [ d7<s>ds> |

1 ¢ 1
= exp(—/ ds),
T—a 0 T—S

1 -
— 1 _ S=a
—— exp (In(r = 8)[175)
= exp | In ,
T—a T
_ !
= -

Donc, on définit la densité D, comme une distribution uniforme telle que

1
-, si a€][0,7],

D.(a) = T (5.3)
0, ailleurs.

Pour ce cas, le systéme (2.28) devient

2(1 - K)

Q1) = — (64 B(Q)) Q) + / " e u(t — a)da,

2K [T
+ —
T Jo

u(t) = B(Q(1)Q(t) e "u(t — a)da.
Afin de simuler les solutions de ce systéme, on prend une discrétisation uniforme de U'intervalle du
temps [0, 7

O=t<ti<..<ti1 <t <..<ty=T.

Nous avons donc

dt=, et t=id,

ou dt représente le pas de la subdivision et les points ¢;, pour ¢ = 0...N, sont les nceuds de la
discrétisation.

L’intervalle [0, 7] est aussi découpé en N, sous intervalles tel que

O0=70<T <..<Tj1<Tj<..<Tn, =T. (5.4)
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Pour ce cas, nous avons

N, = T et T; = jdt.

Nous posons
Qi = Q(tl), U; = u(tz) et ui,j = U(tl — Tj).

Pour approcher la dérivée temporelle, nous utilisons le schéma d’Euler explicite

Q'(t;) ~ Lﬂdt_ @ O(dt).

L’approximation du terme fOT e 7*u(t — a)da est basée sur la méthode des rectangles qui permet de

construire une somme (appelée somme de Riemann) des aires de N, rectangles de base [1;, 7;11] et
de hauteur

e (i — j),

elle est donnée donc par ’expression

- N, -1
/ e "u(t — a)da =~ dt Z e My (t; — 1;), pour i=1,...,N.
0 .
7=0

La stabilité asymptotique globale de 1’état stationnaire (0,0) de (2.28) est illustrée dans les
figures ci-dessous pour deux conditions initiales différentes.

5 ; 30 ;
—Q — Q)
45 R N PPy u(t)
25 g
4 i
35 g
20 g
3 i
225 1 215 1
o7 o7
ol i
10t g
15f g
1t i
5t i
05t i g
PN
o= 0
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

Figure 5.2 — (0,0) est globalement asymptotiquement stable pour des valeurs des parameétres Bo, 0, 6 et
~ données par (5.1), n = 5, 7 = 10, K = 0.01. La condition initiale & gauche (Qo,u0) = (3,1) et & droite
(Qo, UO) = (20, 5)

Les simulations numériques données ci-apres traitent les résultats de la stabilité de I’état non
trivial E* = (Q*, P*) et de l'existence d’une bifurcation de Hopf abordés dans le chapitre 4. Rappe-
lons que dans le chapitre 4 nous avons fixé le cas K = 0.
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5 3.6
45r 3.4+
al |
3.2+
351 pTTITIS R s
’ L
3N | 3
&, =
= 25 ¥ 9 T 281
&
2r ) 2.6 E
150 E
2.4 E
1l |
o5l ] 2.2+ E
0 . . . . . > . . . . . . .
o 50 100 150 200 250 300 2.2 2.3 2.4 25 2.6 2.7 2.8 2.9 3

t Q)

Figure 5.3 — La stabilité de ’équilibre (Q*, P*). Les valeurs des parameétres (o, ¢, v sont données par (5.1),
T =17 et pour n = 1.5.

5 T T T T T 3.5

251 q

150 200 250 300 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3
t QM)

(o] 50 100

Figure 5.4 — La stabilité de I’équilibre (Q*, P*). Les valeurs des paramétres (o, 0, theta et v sont données
par (5.1), 7 =7 et n = 2.42.

Nous avons montré dans 1’étude de ce modele que lorsque la condition (4.15) n’est plus vérifiée,
c’est-a-dire, forcément 3 < 0, I’équilibre non trivial E* = (Q*, P*) peut se déstabiliser & travers une

bifurcation de Hopf. Ce résultat est illustré par les figures suivantes.

3.5

(o] 50

L
100

L
150
t

L
200

L
250

300

25

1.4

1.6

1.8

2
QMW

2.2

2.4

2.6

2.8

Figure 5.5 — Les solutions P(t) et Q(t) du systéme, avec les valeurs des parametres 3o, d, theta et v données
par (5.1), 7 =7, n = 2.53 et avec la condition initiale (Qo, Po) = (3,2).

Nous avons choisit des valeurs de n de tel sorte que le systéme (4.5) posséde des solutions
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périodiques. Par exemple dans la figure 5.5, nous avons pris n = 2.53 ce qui implique une valeur
de bifurcation associée & ce choix 3, = —0.3881, avec une période proche de 33 jours. D’apres la
figure 5.5, la solution représentée dans le plan (@, P) montre que la trajectoire atteint un cycle limite
autour de 1’état d’équilibre.

Dans cette étude, le parametre de sensitivité n joue un role important dans I’apparition des
solutions périodiques, car 8 dépend fortement de n. La figure suivante est tracée avec les mémes
valeurs des parametres données précédemment, et pour deux valeurs différentes de n.

(o] 50 100 150 200 250 300 (o] 50 100 150 200 250 300
t t

Figure 5.6 — La solution P(¢) et Q(t) du systéme, avec les valeurs des parametres Bo, J, theta et v données
par (5.1), 7 =7, n = 3 & droite et n = 4 & gauche.

Nous remarquons que lorsque n augmente, les périodes et les amplitudes des solutions aussi
augmentent. Les périodes sont approximées dans les deux situations pour n = 3 et n = 4 par 45
jours et 70 jours, respectivement.
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Chapitre 6

Annexe

6.1 Méthode des caractéristiques

La méthode des caractéristiques est une technique permettant de résoudre les équations aux
dérivées partielles (EDPs) hyperboliques. Typiquement, cette méthode s’applique aux équations
de premier ordre bien qu’elle soit valable pour toute EDP de type hyperbolique. Cette technique
consiste a déterminer des courbes spéciales, appelées courbes caractéristiques, le long desquelles
IEDP devient une famille d’équations différentielles ordinaires (EDOs). Ces ODEs peuvent étre
résolues le long des courbes caractéristiques et par suite l'obtention de la solution originale de
I’EDP.

La méthode des caractéristiques peut étre appliquée a des EDPs linéaires, semi-linéaires ou
quasi-linéaires. Afin d’illustrer cette technique, nous considérons quelques exemples simples. Prenons
le premier exemple suivant

@—Fa@:Q reR, t>0,
ot ox (6.1)

u(0,z) = f(x), x €R.

On désigne par u(t, z) la fonction inconnue en (¢, ), a est une constante positive et f(z) est la donnée
initiale. Essayons de réduire ce probléeme & une EDO le long d’'une courbe (¢(s), z(s)). C’est-a-dire,
nous déterminons la courbe (¢(s), z(s)) telle que

du Ju ou
£(t(s),x(s)) =5 + ag- = 0. (6.2)
En dérivant, nous obtenons
du Ou 0t  Oudzx
ZZ(t = 4 = .
ds( (5), 2(s)) Ot 0s * Ox Os (6:3)
La comparaison entre les équations (6.2) et (6.3) suggere que
dt
2
ds ’
dx
—_— 6.4
o, (64
d
2o

ds
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La derniere équation du systéme ci-dessus implique que la solution reste constante le long des
caractéristiques. Ainsi, pour déterminer la solution de I’équation (6.1), il suffit de résoudre le systéme

d’ODEs suivant
dt 1 dx
> > .
ds ’ ds ’
en prenant

t(O) = to, Z‘(O) = Xp.
Les solutions des deux premiéres équations du systéme (6.4) sont données par
t(s)=s+ty et x(s)=as+ xo.

Ce qui implique que
z(s) = a(t(s) — to) + xo.

Donc, z(s) — at(s) = zp — atp. Par conséquent, la solution de (6.1) est donnée par
u(t,z) = u(to = 0,20) = u(0,x — at) = f(x — at).

Considérons maintenant le méme probleme précédent, donné avec z > 0. Dans ce cas, nous devons
préciser la solution en t = 0 et en x = 0. Soit le systeme suivant, pour ¢,z > 0,

ou ou —0
ot e
u(0,z) = f(x), (6.5)

u(t7 O) = g(t),

avec a > 0. Nous cherchons la courbe (¢(s), z(s)) sur laquelle le probléme sera réduit & un systéme
d’EDOs. Comme précédemment, nous obtenons le systeme

dt
= -1
ds ’
dx
>
ds ’
du
— =0.
ds

D’apres les deux premieres équations du systéme, nous avons

t(s)=s+ty et z(s)=as+xg, pour s>0.
Ainsi,

x(s) — at(s) = xg — atp.
Contrairement au premier exemple, ici nous distinguons deux cas. Si x > at, alors tg = 0 . Nous
obtenons
To = — at,

et

u(t(s), x(s)) = u(to, zo) = w(0,z — at) = f(z — at).

Si x < at, alors o = 0. Nous obtenons

x
to=t—=,
a
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et dans ce cas

u(t(s), 2(s)) = uto,x0) = g(t = >).

Par conséquent, la solution de 'EDP est donnée par

f(x — at), siz > at,
u(t,a) = ( T (6.6)
gt ——), siz < at.
a

Considérons maintenant le cas d’'une EDP quasi-linéaire, pour x € R et ¢ > 0,

ou ou
- ti u

Yot lor ~ (6.7)
uw(0,z) = 2% — 1.

De la méme maniere que les deux premiers exemples, prenons la courbe (¢(s), z(s)) telle que

du dudt du dﬁ

s dids dwds

Si on pose
dt dx i
= e
ds ’ ds ’
alors le probléme revient a résoudre le systéeme des EDOs
dt
=g,
ds
dz
= ¢ 6.8
= (63
du u
22 _e
ds ’
avec les données initiales
t(0) =0,
x(0) = zo,
uw(0) =23 — 1,

Afin de pouvoir résoudre, on essaye de découpler les deux premieres équations. Nous avons

a _ o &t _dr

ds ds?2  ds
d?t
— +t=0. 6.9
d82 + ( )

L’équation (6.9) est une équation différentielle ordinaire du second ordre dont I’équation caractéris-
tique associée a (6.9) est donnée par r2 +1 = 0. Ce qui implique que 7 = +i. Par conséquent,

t(s) =cicoss+casins = xz(s) =t'(s) = —cisins+cacoss, avec c1,co €R.
Or t(0) =0 et x(0) = xg, et donc nous avons

t(s) = zpsin s, x(8) = g cos s.
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Notons qu’on a

t
t* +2? :x% et — =tans.
T

L’EDO pour u est facile a résoudre, en séparant les variables, nous avons
u(s) = —1In (6(1_9‘3) —3).

La conclusion finale est que la solution du probléme (6.7) est donnée par

u(t,r) = —In (e<1_m2_t2) — arctan t).
x

6.2 Résolution d’une EDR sous MATLAB - La commande
DDE23

Dans cette section, nous allons montrer, par un exemple, comment utiliser la commande DDE23
de MATLAB. Le programme Matlab DDE23 a été développé dans le but de résoudre numériquement
aussi facilement que possible une large classe d’équations différentielles a retards de la forme

avec 7; sont des retards constants et positifs, tels que 7 = max {71, 72, ..., 7 }. Pour illustrer, nous
allons prendre I’exemple traité par la méthode des pas dans le chapitre 1

(6.10)

pour ¢t € [0,10]. Dans le chapitre 1, nous avons simuler cette équation pour les différentes valeurs
du retard 7 = 0.25, 0.6, 1, 1.5 puis 2. Sur Matlab, on crée plusieurs fichiers script d’extension .m.
Dans chaque script, on écrit les développements présentés par la suite. En générale, 'appel typique
de la commande DDE23 se présente sous la forme

sol = dde23(ddefile,lags,history,tspan);

L’argument d’entré nommé tspan est pour définir 'intervalle de résolution. Dans notre cas, ¢a serait
[0,10]. L’argument history est le nom de la fonction initiale. Pour notre exemple, elle est définit
comme suite

function S = DDE_hist(t)
S =1;

Les retards sont donnés dans le vecteur colonne lags. Enfin ddefile est le nom de la fonction qui
exprime la non linéarité de '’EDR considérée. Pour notre cas, cette fonction peut étre codée comme
suit

function dydt = DDEex(t,y,Z)

ylag = Z;

dydt = -ylag;
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Apres avoir définit tous les arguments de la commande DDE23, on peut résoudre le probléme (6.10)
et tracer les solutions (pour les retards 7 = 0.25, 0.6, 1, 1.5 puis 2) par le programme suivant.

lags=[0.25;0.6;1;1.5;2] ;tspan=[0,10];

soll = dde23(@DDEex,lags(1),@DDE_hist,tspan);

so0l2 dde23 (@DDEex, lags(2) ,@DDE_hist,tspan) ;

sol3 = dde23(@DDEex,lags(3),0DDE_hist,tspan);

sol4 = dde23(@DDEex,lags(4),@DDE_hist,tspan) ;

solb = dde23(@DDEex,lags(5),@DDE_hist,tspan);
plot(soll.x,soll.y,’linewidth’,1.5);legend(’\tau=0.25") ;xlabel(’ t’);ylabel(’y(t)’);
figure

plot(sol2.x,s012.y,’linewidth’,1.5) ;legend (’\tau=0.6") ;xlabel(’ t’);ylabel(’y(t)’);
figure

plot(sol3.x,s0l3.y,’linewidth’,1.5) ;legend (’\tau=1’) ;xlabel(’ t’);ylabel(’y(t)’);
figure

plot(sold.x,sold.y,’linewidth’,1.5);legend(’ \tau=1.5’);xlabel(’ t’);ylabel(’y(t)’);
figure

plot(sol5.x,s0l5.y,’linewidth’,1.5) ;1legend(’ \tau=2’);xlabel(’ t’);ylabel(’y(t)’);

Le programme ci-dessus exécute les figures suivantes :
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Pour un exemple plus complet d’un systeme d’EDR avec plusieurs retards, le lecteur peut
consulter la référence [23].
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