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Introduction

Il est bien connu que pour étudier la géométrie d’une variété Riemannienne donnée (M, g),
parfois il est commode de la plonger dans une certaine variété Riemannienne a géométrie
connue et puis analyser la géométrie induite. Cela a conduit & 1’étude de la géométrie de
sous-variété [1, 15, 16].

Cette approche a donne naissance a l'introduction de la théorie de la sous-variété qui est
devenue un sujet de recherche indépendant lui-méme. La théorie de la sous-variété a de nom-
breuses applications significatives en mécanique et en physique...etc.

Une sous-variété M d’une variété Riemanienne M est dite pseudo-paralléle si sa seconde
forme fondamentale o vérifie

R.o= LQ(g,0),

ot R indique le tenseur de courbure Riemannienne de M , Q(g,0) le tenseur de type (0,4)
associé a o et L une fonction réelle sur M.

Les sous-variétés pseudo-paralléles ont été introduites dans [2] et [3|, comme des extensions
naturelles des sous-variétés semi-paralléles (E .0 = 0), et comme analogues extrinséque des
variétés Riemanniennes pseudo-symétrique (R. R = LQ(g, R)) dans le sens de Deszcz [21],
qui généralisent les variétés Riemanniennes semi-symétrique (ﬁ R = 0).

Ferus [28| a introduit le concept des immersions paralléles, c’est & dire des immersions avec
une seconde forme fondamentale paralléles (%a = 0) et il a classifié de telles immersions.
D’autre part, Deprez [19] [20] a introduit le concept des immersions semi-paralléles. Ainsi,
les immersions pseudo-paralléles sont une généralisation d’immersions semi-paralléles et par
conséquent une généralisation d’immersions paralléles.

Les immersions paralléles et semi-paralléles ont été étudiées dans des espaces différents par
de nombreux auteurs (voir par exemple [19, 20, 23, 45, 46, 52, 53, 56]).

Des exemples d’immersions pseudo-paralléles qui ne sont pas semi-paralléles dans les espaces
de formes réelles et complexes ont été montrés dans [2], [3], [43] et [14].

Recemment, nombreux auteurs ont étudié les sous-variétés pseudo-paralléles de divers types
de variétés dans " espaces formes réelles, espaces de formes complexes, espaces formes de
Sasaki, espace formes de Kenmotsu...".

Cette thése consiste en 'étude des sous-variétés pseudo-paralléles de I'espace de formes
Sasakiennes munis de s-champs de Reeb, en abrégé S-espace forme.
En 1963, Yano dans [70] introduit la notion d’une @-structure métrique sur une variété de
dimension 2n + s, o ¢ est un champ de tenseurs de type (1,1) et de rang constant 2n
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satisfaisant
3 _
@’ +¢=0.
En ce qui concerne les ¢-structures, cette définition équivaut a une réduction du groupe de
structure du fibré tangent & U(n) x O(s). Si g est une métrique compatible,on a

S

g(eX, oY) = g(X,Y) =Y na(X)na(Y),
a=1

pour tout X, Y des champs de vecteurs tangent a M. O, les 7, sont les 1-formes duales de
£q et les &, (o= {1,...,s}) sont des sections globales linéairement indépendantes de ker(y).
Ces structures ont été introduites comme une généralisation des structures métriques quasi-
contact et des structures presque hermitiennes.
Blair [§] a introduit le concept d'une S-variété M?*** munie d’une @-structure métrique
normale (c’est & dire le champ de tenseurs N, + 2% " _, &, ® dn, est nul) et satisfaisant
certaines relations. Ces structures ont été largement étudiées ces derniéres années |7, 8, 37]...
La S-structure est analogue a la structure kihlerienne (s = 0) dans le cas presque Hermitien
et a la structure Sasakienne (s = 1) dans le cas presque contact.
Dans [39], Kobayashi et Tsushiya ont établi ’expression explicite de la courbure des S-variétés
de courbure ¢-sectionnelle constante, ce qui constitue un outil trés important pour 1'étude
de ces variétés. Si M>*** est une S-variété de courbure p-sectionnelle constants ¢, alors le
tenseur de courbure R est donné par la formule suivante :

~ c+ 3s
RX,Y)Z = ——{a(eX, 0Z)p°Y — g(@Y,0Z)p* X }

cC— S
+T{g(s0Y, Z)pX — g(0X, Z2)pY +29(X, oY)pZ}

+O - na(X)NO S ns(2)0*Y = O (YN ms(2)p*X
a=1 A=1 a=1 B=1

+9(2Yo 0 Z2) (D na(X))(D_&s) = 9(0X,02) (D _ma(Y)(D_&s),
B=1 a=1 p=1

a=1

dans ce cas, une S-variété est dite S-espace forme qu’on la note M?"*5(c), (n > 1).
Pour s = 1, on retrouve 'expression du tenseur de courbure des variétés Sasakiennes de
courbure p-sectionnelle constante ¢, dites espace formes de Sasaki et on a

RX.YV)Z = © Z (Y, 2)X — g(X, Z)Y)
FE M2 — (Y )(2)X + (X, Z)n(¥ )

—g(Y, Z)n(X)E + g(0Y, Z)pX — g(X, Z)pY —29(¢X,Y)0Z},

pour tout X, Y, Z € T(M).
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Ce travail est organisé comme suit

Le premier chapitre est une introduction générale a la géométrie de sous-variétés, ce cha-
pitre contient les différentes définitions et propriétés qui seront utilisées ou généralisées par
la suite.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux notions de pseudo-symétrie, semi-symétrie et loca-
lement symétrie d’une variété Riemannienne et ses notions extrinséques (parallélisme, semi-
parallélisme et pseudo-parallélisme). On donne aussi 'interprétation géométrique de ces no-
tions.

Dans le troisiéme chapitre, on introduit les notions essentielles qui sont attachées a une
variété Sasakienne et S-variété. On donne les définitions et les propriétés de ’espace forme de
Sasaki et de S-espace formes (c’est a dire une S-variété de courbure ¢ sectionnelle constante).
On termine ce chapitre, en traitant le tenseur parallele du second ordre sur une S-variété. On
montre le Théoréme suivant :

Théoréme 0.0.1. Dans une S-variété ]T/[/Q”“, un tenseur symétrique paralléle du second
ordre est proportionnel au tenseur métrique, si s = 1 et il s’agit d’une combinaison li-
néaire (avec des coefficients constants) du tenseur métrique sous-jacent et des 1-formes de
S-structure, si s > 2.

Dans le quatriéme chapitre, on va commencer par montrer I'inexistence des hypersurfaces
pseudo-paralléles dans 1'espace forme de sasaki M?"*!(c), puis on étudie I'existence des hy-
persurface paralléles dans S-espace forme, ensuite on en déduit I'inexistence des hypersurfaces
semi-paralléles dans S-space form M?""(c) avec ¢ # s. Dans la derniére section de ce chapitre
on étudie le pseudo-parallélisme d’une hypersurface totalement @-ombilicale qui satisfaisant
a certaines conditions. En établissant les résultats suivants :

Théoréme 0.0.2. [l n’existe aucune hypersurface pseudo-paralléle dans un espace forme de
Sasaki M*"T1(c), tel que le champ de vecteurs & est tangent a M et ¢ # 1.

Corollaire 0.0.3. Il n’y a pas d’hypersurfaces pseudo-paralléles dans R*"*1(=3), avecn > 1.

Théoréme 0.0.4. Soit M une hypersurface d’un S-espace forme J/\\/[/Q”Jrs(c), tel que la struc-
ture de champs de vecteurs tangente a M, avec ¢ # s, alors M n’est pas paralléle.

Théoréme 0.0.5. [I n’existe pas une hypersurface semi-parallele dans un S-espace forme
M?*+3(c), avec la structure des champs de vecteurs tangente a cette hypersurface et ¢ # s.

Corollaire 0.0.6. Il n’y a pas d’hypersurfaces semi-paralléles dans R*"5(—3s).

Théoréme 0.0.7. Soit MQ"”“(—BS) un S-space form, et M une hypersurface totalement

2n+1

_ 7. ~2n+2+s -
w-ombilicale de M (—3s) avec la courbure moyenne constante Ty

pseudo-paralléle.

alors M n’est pas

Corollaire 0.0.8. L’hypersurface M = S?"T1(2) x R*~! n'est pas pseudo-paralléle dans
R2n+2+(sfl)[_3(8 _ 1)]
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Le cinquiéme chapitre est consacré a la sous-variété Legendrienne pseudo-paralléle norma-
lement plate d’'un S-espace forme. On sait que les sous-variété Legendriennes jouent un role
important dans la géométrie de contact. L’étude des sous-variétés Legendriennes de la variété
Sasakienne du point de vue Riemannienne a été initiée dans les années 1970. En particulier,
les sous-variétés Legendriennes minimales ont attiré 'attention considérable de nombreux
géometres. D’autre part, les sous-variétés Lagrangiennes dans ’espace de formes complexes
ont été profondément étudiées & partir de la décennie des années 70 [14] [24]...

Dans ce chapitre on étudie les conditions nécessaires de cette sous-variété pour étre semi-
paralléle, totalement géodésique ou minimale. On obtient ces résultats :

Proposition 0.0.9. Soit M™ une sous-variété Legendrienne pseudo-parallele d’un S-espace
forme M*"*(c). S’il y a une autre fonction lisse L' satisfait (5.7) , alors L = L' au moins
sur M — K, oo K ={pe Mjo,=0}.

Proposition 0.0.10. Soit M" une sous-variété Legendrienne normalement plate et pseudo-
parallele d’un S-espace forme M*"5(c), alors pour tout champ de vecteurs X, Y € TM on
a

R(X,Y)pH = L{g(pH, X)Y — g(¢H,Y)X},
ou H est un vecteur de courbure moyenne.

Théoréme 0.0.11. Soit M™ une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un S-espace
forme M**5(c) avec ¢ < s, alors M™ est pseudo-paralléle si et seulement si elle est semi-
paralléle ou totalement géodésique.

Théoréme 0.0.12. Soit M™ (n > 1) une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un

c+3s

T ou M est minimale.

S-espace forme M2”+s(c). St M™ est pseudo-parallele, alors L =

Corollaire 0.0.13. Soit M™ (n > 1) une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un
S-space forme M*"4(c), avec ¢ # —3s. Si M™ est semi-paralléle alors elle est minimale.

Corollaire 0.0.14. Soit M™ (n > 1) une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un

S-espace forme M%Jrs(c), avec ¢ < —3s. Si M™ est semi-paralléele alors elle est totalement
géodésique.

Corollaire 0.0.15. Soit M™ une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un S-espace
forme M*"*3(c) avec ¢ # —3s. Si M™ est semi-parallele, alors les affirmations suivantes sont
équivalentes

i) M™ est totalement géodésique.
ii) Le tenseur de Ricci S = 3(n—1)(c+ 3s)g.
iii) La courbure scalaire p = in(n —1)(c + 3s).

Dans la derniére section de ce chapitre on s’intéresse a un autre type de pseudo-parallélisme,
a savoir, Ricci pseudo-paralléle généralisée et on obtient ce Théoréme

Théoréme 0.0.16. Soient M2”+s(c) (n > 1) un S-espace forme de courbure p-sectionelle

constante ¢ et M™ une sous-variété Legendrienne normalement plate de M*75(c), (c # —3s).

1

St M™ est Ricci pseudo-parallele généralisée de M, alors M™ est minimale ou L = —.
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Les sous-variétés invariantes pseudo-paralléles d’une S-variété font 'objet du sixiéme (et
le dernier) chapitre. On commence par rappeler les définitions et les propriétés fondamentales
associées aux variétés invariantes d’'une S-variété. On donne les conditions nécessaires d’une
variété invariante, pseudo-paralléle et Ricci pseudo-paralléle généralisée, pour étre totalement
géodésique, et on trouve ces résultats :

Théoréme 0.0.17. Soit M une sous-variété invariante d’une S-variété M2m+s. Alors, M est
pseudo-paralléle avec L # 1 si et seulement si M est totalement géodésique.

Alors, on peut déduire le Corollaire suivant :

Corollaire 0.0.18. Soit M une sous-variété invariante d’une S-variété. Alors M est semi-
paralléle si et seulement si M est totalement géodésique.

Théoréme 0.0.19. Soit M une sous-variété invariante de dimension 2m+s d’une S-variété
M?*s. Alors, M est Ricci pseudo-parallele généralisée avec L # ﬁ st et seulement si M est
totalement géodésique.

Théoréme 0.0.20. Une sous-variété invariante d’une S-variété satisfait Q(o, R) = 0 si et
seulement si elle est totalement géodésique.

Théoréme 0.0.21. Une sous-variété invariante d’une S-variété satisfait Q(S,0) = 0 si et
seulement si elle est totalement géodésique.

En fin, au vu de nos résultats et le Théoréme 6.2.6.(Théoréme 4.3 dans [65]), on peut
affirmer ce qui suit :

Corollaire 0.0.22. Soit M une sous-variété invariante de dimension 2m+s d’une S-variété.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. M est paralléle.
. M est semi-paralléle.

. M est pseudo-paralléle, a condition de L # 1.

. M satisfait la condition Q(o, R) = 0.
. M satisfait la condition Q(S,0) = 0.
7. M est totalement géodésique.

2
3
4. M est Ricci pseudo-paralléle généralisée, a condition de L # ﬁ
5
6

Les résultats obtenus dans ce travail seront publiés dans l'article [5] et d’autres soumis
pour publication.



Chapitre 1

Introduction a la géométrie de
sous-variété

Ce chapitre est consacré a des rappels de notions fondamentales utiles pour la suite. Il s’agit
de présenter des objets de base en géométrie de sous-variété. On introduit dans la premiére
partie les bases de la variété Riemannienne, notamment les différents types de tenseurs et
courbures. Dans la deuxiéme partie, on rappelle les définitions et notions classiques sur les
sous-variétés Riemanniennes. Pour un traitement détaillée de ces thémes, le lecteur pourra
consulter les références suivantes [1, 13, 15, 16, 71, 3§|.

1.1 Variété Riemannienne

1.1.1 Espace Tangent

Définition 1.1.1. Soit M une variété différentiable et soit p € M. Une application A :
C>®(M) — R, notée Al], est appelée une dérivation en p si elle satisfait les régles suivantes

pour f,g € C°(M) :
1Al +g] = ALf] + Alg],
2. Alfg] = Alflg(r) + /(p)Alg]
3. f constante au voisinage de p = A[f] = 0.

L’ensemble de toutes les dérivations en p s’appelle ’espace tangent de M en p. Il est noté
T,(M). Par définition, un vecteur tangent de M en p est un membre de T,(M) .

Remarque 1.1.2. 1. T,(M) est un espace vectoriel de dimension n.

2. Soit (U,) une carte locale au point p € M et o(p) = (x*, 22, ...,2™) les coordonnées
locales au voisinage de p. Les n dérivations %/p forment une base de T,(M).

8. T(M) = U,en Tp(M) est appelé le fibré tangent de M.

4. On appelle T;(M) Uespace cotangent a M en p. On sait que localement (aii /p) est une

base de T,M, donc on note par (dz'/,) sa base dual et on a < dz'/,, 2=/, >= gixz = 0;j
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ot 0;5 est le symbole de Kroneker défini par
5 — 1 sii=y
Y10 sii#g.
5 T*(M) =, .y TH(M) est appelé le fibré cotangent a M.

peEM ~p

Définition 1.1.3. (Champ de vecteurs).
On appelle section de T(M) ou champ de vecteurs sur M toute application X : M — T'(M)
telle que mo X = idy;. Ou w est une projection canonique w: T (M) — M.

On note X(M) I'ensemble des champs de vecteurs sur M.
Sur une carte locale (U, ¢;) de coordonnées (x1, ..., z,,) , un champ de vecteurs a pour expres-

sion
Z Fulp axk

ou les f sont des fonctions de classe C* sur U; .

Définition 1.1.4. (Crochet de Lie).
Soit M une variété différentable. Le crochet de Lie noté [,] est défini par [X,Y] = XY —Y X
pour tous X, Y € X(M) et vérifiant les propriétés suivantes :

1. [,] est bilinéaire et antisymétrique.
2. [[X,Y], Z]+ Y, Z], X+ [[Z,X],Y] =0, pour tous X,Y,Z € X(M).

1.1.2 Tenseurs et formes différentielles

Définition 1.1.5. (Tenseur).
Pour tout p € M, on définit I’espace vectoriel

TED(M) = T,(M) © .. @ T(M) @ T; (M) ® ... @ T} (M).
S;;-s r;‘gis

Un élément T € T,S”)(M) est un tenseur de type (s,r) au dessus de p .
Dans une base associée a coordonnées (z') au voisinage de p, il s’écrit

P

7 1 8 8
Tpp =Tj" J:(p)axil ) ®..® 50 ) ® doll ® .. @ da’]

Nous pouvons considérer la variété différentiable

U 1w

pe(M)

qui est un fibré au dessus de M, le fibré des tenseurs de type (s,r).
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Définition 1.1.6. (Champ de tenseurs).

La section C> de fibré T (M) est appelée champ de tenseurs de type (s,r). Un champ
de tenseurs T de type (s,r) s’écrit donc localement, au dessus d’une carte locale de M, de
coordonnées (z°)

9 . .
T ="T"1"" Q... KA @ ... dx’ .

Jrdr Qi Ox's
Définition 1.1.7. (r-forme).
Une r-forme différentielle (ou plus brievement r-forme) sur M est un champ tensoriel de type
(0,7) complétement antisymétrique. Nous noterons Q" (M) espace vectoriel de ces r-formes.
Pour r =0, nous avons Q°(M) = F(M). Pour r = 1, nous retrouvons les 1-formes différen-
tielles. Pour r > n (n dimension de M ), nous avons Q" (M) = {0} .
Une r-forme différentielle est donc une application (M )-multilinéaire antisymétrique de

X(M) x ...x X(M) dans §(M).

Expressions locales
Si dx® est une base locale des r-formes différentielles, au dessus de l'ouvert U d’une carte
locale de M, de coordonnées (z*).
Toute r-forme w s’écrit, au dessus de U,

w= wilu_irdxil A ANdxt .
Ot les w;, ;. sont des fonctions U — R.

Remarque 1.1.8. En cas particuliers, on a

~ TOO (M) = C=(M) : fonctions de classe C™.
~ TOO(M) = X(M) : champs de vecteurs.
~ TOD(M) = QYM) : 1-formes différenticlle.

1.1.3 Variété Riemannienne

Définition 1.1.9. (Connexion).
Une connexion linéaire V sur une variété différentiable est une application :

ViX(M)xX(M)— X(M); (X,Y)— VxY vérifiant :

1. Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ.
2. Vixsv)Z =VxZ +VyZ.
3. VixY = fVyY.
4 Vx(fY) = X(H)Y + VY.
pour tout X,Y,Z € X(M) et [ une fonction différentiable.

Exemple 1.1.10. Soit (xy, ..., x,) un systéme de coordoonnée sur R"™ . Alors pour tout X,Y €
X(R™), on définit
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X=Yr, X, V=Y Vil e

V:X([R") x X(R") — X(R") par VyY =37 (XYL

i

On vérifie aisément que V satisfait les conditions 1,2,3,4 d’une connexion, cette connexion
V sur R™ est connue sous le nom de connexion Fuclidienne.

Définition 1.1.11. (La dérivée covariante d’un tenseur)
Soit T' un tenseur de type (0,7) sur une variété Riemannienne M. La dérivée covariante VT
est un tenseur de type (0,7 + 1) défini par

VxT(Vy,...Y,) = X(T(Y3,...,Y, ZT (Y1, ... VxYi,...Y,).
Si le tenseur T est de type (1,7) la dérivée covariante de T est définie par
VxT(Y1,...Y,) = Vx(T(V1,....Y, ZT Yi,...VxYi, ... Y,),

pour tout X,Y1,....Y, € X(M).

Définition 1.1.12. (Torsion).
Soient M une variété différentiable et V une connexion sur M. La torsion de V est le tenseur
T de type (1,2) sur M tel que pour tous les champs de vecteurs X,Y € X(M) :

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y].

Définition 1.1.13. (Métrique Riemannienne).

Soit M une variété différentiable de dimension n, une métrique Riemannienne sur M est
un champ de tenseurs de type (0,2) tel que pour tout p € M, g est une forme bilinéaire,
symétrique, definie positive et non- degénérée sur T,(M).

Remarque 1.1.14. Dans un systéeme de coordonnées locales (z', ..., x™), les composantes de
g sont gi; = 9(50: 5%5)-
Définition 1.1.15. (Variété Riemannienne).

Une variété différentiable M munie d’une métrique Riemannienne g est dite wvariété Rie-
mannienne et est notée (M, g).

Définition 1.1.16. i) Une connexion V sur une variété Riemannienne (M, g) vérifiant :
Xg(Y,2) = g(VxY, Z2) +g(Y,VxZ), VXY, Z € X(M)

est dite compatible avec la métrique g.

ii) Une connezion V sur une variété différentiable M est dite symétrique si :
VxY -VyX =[X)Y], VXY eX(M),

c’est a dire la torsion de V est nul.
Ou, [X,Y] est le crochet de Lie des champs de vecteurs X,Y .
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Théoréme 1.1.17. (Connezion de Levi-Civita).
Soit (M, g) une variété Riemannienne, il existe une unique connexion NV sur M qui vérifie :

1. V est compatible avec g.
2. V est symétrique.
La connezion unique V sur une variété Riemannienne (M, g) satisfaisant (1) et (2) est appelée

la connexion de Levi-Civita.

Définition 1.1.18. (Champ de Killing).
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Un champ de vecteurs X sur M est un champ de
Killing st Lxg = 0 ou Lx wndique la dérivée de Lie dans la direction X et donc

X.g(Y, Z) = g([X,Y],Z) +9(Y, [Xv Z])

Proposition 1.1.19. Soit (M, g) une variété Riemannienne, X un champ de Killing si et
seulement st
g(VYX, Z) + g(Y7 VZX) = 07

pour tout Y, Z € X(M).

1.1.4 Courbures sur une variété Riemannienne

Dans tout qui suit, on considére que les variétés Riemanniennes munies de la connexion
de Levi-Civita.

Définition 1.1.20. (Tenseur de courbure).
On appelle tenseur de courbure d’une connexion V, le champ de tenseurs R de type (1,3)
défini par :

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z, VX,Y,Z € X(M).

Proposition 1.1.21. Pour tout p € M et tout X, Y, Z,W € T,(M) on a :
1. RX,)Y)Z=—-R(Y,X)Z (Antisymétrique).
2. RIX,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (Identité de Bianchi).
3. g(R(X,Y)Z, W) = g(R(Z,W)X,Y).

Définition 1.1.22. (Courbure sectionnelle)
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout p € M et pour tout couple de vecteurs

linéairement indépendants X,Y € T,(M), on définit la courbure sectionnelle de M, notée
K(X.,Y) par :

R(X,Y)Y, X)
XAY '

K(X.v) = 2
0 X NY = g(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?.

Proposition 1.1.23. La courbure sectionnelle K(X,Y) ne dépend que du plan o engendré
par X,Y € T,(M).
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Proposition 1.1.24. Le tenseur de courbure est entierement déterminé par les courbures
sectionnelles.

-On dit que la varié¢té Riemannienne (M, g) est de courbure constante ¢ si K («) = ¢ pour
tout plan « € T,(M) et tout p € M.

Proposition 1.1.25. (M, g) est de courbure sectionnelle constante ¢ si et seulement si le
tenseur de courbure satisfait :

R(X,Y)Z = cl{g(Y. 2)X — g(X, 2)Y},
pour tout X,Y,7Z € X(M).

Exemple 1.1.26. On consideére (R™, g), ot g est le produit scalaire Euclidien sur R™ défini
par :

g(X.Y) =3 g'f" ou X =377, axz ) Y:Z?zlgiaii et g', f* € C®(M).
Alors selon la connexion Fuclidienne définie dans exemple 1.1.10, on peut vérifier que V est
une connexion Riemannienne, et le tenseur de courbure sera donné par :

R = 5] X0 = S0 YUY S PV 2 =o.

OwZ=>" h2

ozt *

Ainsi on obtient g(R(X,Y)Z, W) =0, X,Y,Z W € X(R"), ce qui signifie que K(a) =

0, pour toute section plan o de R™ et donc (R™, g) est a courbure sectionnelle nulle.

Définition 1.1.27. (Courbure de Ricci et courbure scalaire)
Soit {ey, ...., e, } une base orthonormée sur une variété Riemannienne (M, g). La courbure de
Ricci de M est un tenseur de type (0,2) défini par :

S(XY) =Y g(Rle, X)Y,e:),  X,Y € X(M)

et la courbure scalaire T de M est la trace de la courbure de Ricci, T est definie par :

n
T = g - Slej,e) = E g R(e; ej)ej, e;).
7j=1 j=1 1= 1

Corollaire 1.1.28. Soit (M", g) une variété Riemannienne & courbure sectionnelle constante
c, alors on a
T=n(n—1)c

Définition 1.1.29. (Variété d’Einstein)
Une variété Riemannienne M™ est dite variété d’Einstein si pour tout X,Y € X(M) ;

Ric(X,Y) = Ag(X,Y),
ot A : M — R est une fonction réelle. St dim M > 2, X\ est une constante.

Remarque 1.1.30. Si (M, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante,
alors M est une variété d’Einstein.
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1.1.5 Géodésique et transport paralléle

Soit I C R un intervalle ouvert et soit (¢), t € I une courbe sur la variété M. On note
par 7/(t) le vecteur vitesse de ~.

Définition 1.1.31. Soit v(t) un vecteur tangent & la variété M en ~(t), Vt € 1. On dit que
v(t) est paralléle le long de y(t) si
V»Y/(t)v(t) =0.

Définition 1.1.32. (Géodésique)
Une courbe ~y est dite géodésique si son vecteur vitesse est paralléle le long de v(t), c-a-d,

vavl\t = 0, Vtel

Géométriquement, une courbe sur M est une géodésique, si celle-ci transport parallélement
son vecteur vitesse le long d’elle méme.

Proposition 1.1.33. Soit M une variété munie d’une connexion, p € M et X, € T,M.

Alors, il existe une unique géodésique mazimale 7y telle que v(0) = p et v'(t) = X,.

Définition 1.1.34. (Transport paralléle)

Soit v : I C R — M une courbe dans une variété Riemannienne M. Etant donné un vecteur
tangent v € Ty 0)M, on apppelle transport parallele de v le long de vy, le champ de vecteurs
t — V(t) le long de v solution de l’équation différentielle

V»y/(t)V(t) - 0,

tel que V(0) = v. 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre résolue en
V'. 1l y a donc une unique solution t — V' (t) .

1.2 Sous-variété Riemannienne

Dans cette section on définit la sous-variété, 'immersion isométrique et les fibrés tangents
et normals d’une sous-variété. Aprés on considére la dérivée convariante et la seconde forme
fondamentale pour une sous-variété et les formules de Gauss et de Weingarten. Ensuite, on
donne les équations de Gauss, Codazzi et Ricci.

Définition 1.2.1. (Application tangente).
Soient les variétés différentiables M, M’ (pas nécessairement de mémes dimensions). D C M
un owvert et ¢ : D — M’ une application différentiable. Pour tout p € D nous définissons
une application

do = dpg : T,(M) — T,(M'), q=¢(p),
en posant

(dpp(A))[f] = Alf o ¢, fes,M.

L’application d¢ s’appelle Uapplication tangente, o §,M' Uensemble des fonctions différen-
tiables en p.
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Définition 1.2.2. Soit f: M — M une application différentiable, alors

— f est appelée une immersion sid,f : T,(M) — Ty (M) est injective pour tout p € M.
Dans ce cas dimM < dimM et rg f = dimM en tout point p de M.

— f est appellée une submersion si d,f : T,(M) — Tf(p)(M) est surjective pour tout
p € M. Dans ce cas dimM > dimM et rg f = dimM.

— [ est appelée un plongement si f est une immersion injective tel que f : M — f(M)
est un homeomorphisme pour la topologie induite de celle de M sur f(M), i.e : V0 €

Tar, 30 € 17 tel que f(0) =0 f(M).

Définition 1.2.3. Soient M une variété de dimension n , M une variété Riemannienne de
dimension n+m et f : M — M une immersion, alors la différence entre les deux dimensions
(dans ce cas m) est définie comme la codimension de l'immersion f et M est dite sous-variété
immergée de M. -
Si f est un plongement, M (ou l'image f(M)) est dite sous-variété plongée de M.

Remarque 1.2.4. [71] Quand il n’ya pas de danger de confusion, on dit simplement que M
est une sous-variété de M, au lieu que M est une sous-variété immergée ou une Sous-variété

plongée de M.
Définition 1.2.5. Soient (M, g') et (M,g) deuz variétés Riemanniennes et f : M — M

une immersion. Si la métrique sur M induite une métrique sur M pour tout X,Y € T, (M),
peM:

9(X,Y) = g'(dp f(X), dpf (V) ,

alors f est dite immersion isométrique.

Remarquons qu’une immersion isométrique induite sur M une structure Riemannienne a
partir de celle de M donnée par la relation précédente. .
On peut définir le fibré normal pour une sous-varié¢té M dans une variété Riemannienne M,
en considérant l’espace tangent de M.

Définition 1.2.6. Soit M une sous variété dans une variété Riemannienne M. Alors on peut
décomposer ’espace tangent a la variété M en deux parties dites tangente et normale :

T,(M) = T,(M) & T, (M)*
Remarque 1.2.7. On peut localement décomposer le fibré tangent T(M) de M, en le fibré
tangent T(M) défini par T(M) = U cp Tp(M) et le fibré normal T(M)* défini par T(M)*+ =
UpEM 7—'10(]\4)L :

On peut également considérer un champ de vecteurs X dans l’espace ambiant M comme des
extensions de champ de vecteurs X dans la sous variété M.
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1.2.1 Différentiation covariante et la seconde forme fondamentale

On considére la variété Riemannienne M avec une métrique ¢'. Alors la sous-variété M
est aussi une variété Riemannienne avec une métrique induite g, donnée par :

Q(X,Y) = g/(va)'

Maintenant, on définit la dérivée covariante VxY pour une sous-variété M en termes de va-
riété M avec la dérivée covariante VxY .

Soit M une sous variété de dimension n dans une variété Riemannienne M de dimension
n + m. La connexion Riemannienne sur M est V.
Puisque M a une codimension m en tout point, on peut choisir m champs de vecteurs nor-
maux (i, ..., G, du fibré normal T'(M)*.
On peut supposer que (1, ..., (;, sont orthonormés pour tout p € M.
On définit la différentiation covariante en point p sur la sous-variété M, en séparant la com-
posantes tangente et normale comme suit :

(VxY), = (VxY), +0,(X,Y). (1.1)
Ou (VxY), € T,(M) et 0,(X,Y) € T,(M)*+.

On définit V comme la connezion induite sur M. Elle peut étre démontrée que VY est
la dérivée covariante sur M.

On définit aussi I'application bilinéaire symétrique

o X(M) x X(M) — X(M)*,

comme [a seconde forme fondamentale de M.

En termes d’un particulier p € M :
op: Tpy(M) x T,(M) — T,(M)™* est la seconde forme fondamentale de M en p.

Plus généralement, si M est une sous-variété de codimension m (i.e. une sous-variété dans

M de dimension n +m ).
Alors on peut choisir m champs de vecteurs orthonormés (i, ..., (,, et dans ce cas, on peut
exprimer ¢ en termes de h de la maniére suivante :

m

o(X.Y)=> h(XY)G.

i=1
De la méme fagon, on peut séparer la dérivée covariante d’un champ de vecteurs normal
¢ sur M, Vx( en composante tangente et normale :

(6XC)p = _(AC(X))p + (V;%C)p : (1'2)

Ici, A¢(X) est la composante tangente de v xC et V% est la composante normale.
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Définition 1.2.8. L application (X, () € T,(M) x T,(M)*+ — A(X) € T,(M) est bilinéaire
et donc (Ac(X)), : T,(M) x T,(M)* — T,(M) ne dépends que de X et ¢ enp.
L’application A est appelée l'opérateur de Weingarten.

La proposition suivante nous donne la relation entre A:(X) et la seconde forme fonda-
mentale o :

Proposition 1.2.9. Pour chaque champ de vecteurs normal ¢ sur M on a

9(Ac(X),Y) = g(o(X,Y), (). (1.3)
On peut également définir 'opérateur V¢ comme suit :

Définition 1.2.10. L’application (X, () € T,(M) x T,(M)*+ — V%(¢) € T,(M)* définit la
dérivée covariante de ¢ € T,(M)* dans la direction X, o V* est la connexion Riemannienne
de lespace normal TM* .

Les formules (1.1) et (1.2) sont connues comme formule de Gauss et formule de Weingar-
ten respectivement :

VyY =VxY 4+0(X,Y) ( La formule de Gauss),

Vx( = —A(X)+ V¢ (La formule de Weingarten).

Remarque 1.2.11. On consideére les formules de Gauss et Weingarten pour une hypersur-
face. .

Une hypersurface M dans M a de codimension 1 et donc a un unique vecteur unitaire normal
¢, alors g(¢,¢) = 1. On a la dérivée pour obtenir g(Vx(,¢) = 0 et donc g(V%(, () = 0. Ainsi
V(¢ =0.

D’ou la formule de Weingarten devient Vx( = —A:(X) .

1.2.2 Equations de Gauss, Codazzi et Ricci

Soit M™ une sous-variété dans une variété Riemannienne M"™.
On note par R (respect... R) le tenseur de courbure Riemannienne associée a la dérivée

covariante V (respect...V).
D’aprés les formule de Gauss et de Weingarten, on a

Vx(VyZ) = Vx(VyZ) = > h(Y,2)A(X)
+ > {YR(X, Z) — Vyh(X, Z) — h{(Vy X, Z)}G
+ ) WY, 2)VxG,
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Ou

XKW(Y,Z)=Vxh'(Y,Z) + h(VxY,Z)+h(Y,VxZ).

Et %y(% x)Z donne la méme équation que ci-dessus en interchangeant X et Y.
Et on applique la formule de Gauss pour Vxy)Z qui sera donnée par :

VienZ =VixyZ + > (i (VxY, 2) = h(Vy X, Z)};.

D’out I'expressions de E(X ,Y)Z en termes de connexion induite V et la seconde forme
fondamentale est :

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ Z{ Vxhi)(Y, Z) — <vyhi><X, )}
+ D KX, Z)A(Y) =Y (Y. 2)A
+ Y B, Z)VxG - > WX, Z)VyGi (1.4)
La composante tangente de é(X, Y')Z d’aprés 'équation ci-dessus est égale a :

R(X,YV)Z+ ) (X, Z2)A(Y) = ) W(Y, Z)A;

Soit W un vecteur tangent & M. Donc on a :

RIX,Y,ZW) = gRX,Y)Z W)+ Y h(X, Z)g(A(Y), W)
— Y (Y, Z)g(Ai(X), W)
= R(X,Y,Z,W)+> h(X,Z)h(Y,W)
— Y P(Y,Z)R(X, W)
= R(X,Y,ZW)+g(o(X,2),0(Y,W))—g(o(Y,Z),0(X,W)).

Définition 1.2.12. (Equation de Gauss)

L’équation de Gauss pour une sous-variété M d’une variété Riemannienne M est la compo-
sante tangente de R(X,Y)Z et peut étre exprimée comme suit :

R(X,Y,2,W) = R(X,Y, Z,W) + g(o(X, Z),0(Y,W)) = g(o(Y, Z),0(X,W)).  (1.5)
Ou X,Y,Z, W sont des vecteurs tangents a M.

Maintenant, on considére la composante normale de 1’équation (1.4), est égale a :

> {UVh) Y, Z) = (V) (X, Z2)}+ > W (Y, Z)VxG— > h(X, Z)ViG .

On peut simplifier cette expression, en définissant la dérivée covariante de seconde forme
fondamentale V yo comme suit :
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Vyo(Y,2)=V(o(Y,2)) - o(VyY,Z) — o(Y,VxZ), (1.6)

Vxo(Y,Z) = VO _W(Y,2)G) =Y (W (VxY,Z) + hi(Y,VxZ)}
= D XK. 2)G+ > (Y, Z)VxG
— D AN(VXY, Z)+ 1Y, VxZ)}
= D (VI 2)G+ Y WY, 2)VxGi .

On voit alors que la composante normale de E(X ,Y')Z peut étre exprimée par :

6){0’(3/, Z) - %yO’(X, Z) .
Cela justifie la définition de I’équation de Codazzi;

Définition 1.2.13. (Equation de Codazzi)
L’équation de Codazzi pour une sous-variété M d’une variété Riemannienne M est la com-
posante normale de R(X,Y)Z et peut étre exprimée par :

Vxo(Y.2) = Vyo(X.2) = Y {(Vxh)(Y.Z) ~ (Vyh)(X, 2)}G;
+ Y R Z)VRG =Y NX, Z)VeG. (LT

Définition 1.2.14. (Equation de Ricci)
L’équation de Ricci pour une sous-variété M"™ d’une variété Riemannienne M™ P est définie
par :

= RJ_(X7Y7C779>_g([AC7A19]X7Y)'

Ou ¢ 9 sont des vecteurs normauz, R+(X,Y)( = VxV$( — V3V — V[LX,Y](,
et RM(X,Y,(,0) = g(RH(X,Y)C,0).

Proposition 1.2.15. 5i M est un espace de courbure constante k, alors l’équation de Codazzi
devient : B _
Vxo(Y,Z)=Vyo(X,Z).

Preuve . On sait que E(X, Y)Z est tangent & M pour tout vecteurs X,Y,Z dans M.
Cela implique que sa composante normale est nulle.
]

Proposition 1.2.16. Si M est un espace de courbure constante k, alors [’équation de Ricci
devient :

RH(X,Y, () = g(AcAy(X),Y) — g(ApAc(X),Y).

Preuve . Puisque E(X, Y)Z est tangent & M pour tout vecteurs X, Y, Z dans M. Donc
le produit scalaire de R(X,Y)( avec un vecteur normal ¢ est nul. [
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1.3 Quelques classes importantes des sous-variétés
Dans cette section on va définir quelques classes importantes de sous-variété M d’une

variété Riemannienne M, comme les sous-variétés minimales, totalement géodésiques et to-
talement ombilicales, pour cette section on pourra consulter les ouvrages [1, 15, 16, 38|.

1.3.1 Sous-variété minimale

Définition 1.3.1. Le vecteur de courbure moyenne est défini par H = (3257)Tr (o), ot

dimM , N
Tro=> """ olei,e;) pour une base orthonormée {e;} d’un espace tangent ¢ M.

Définition 1.3.2. Une sous-variété M est dite minimale st H = 0, ceci équivaut a trace Ay =
0, pour tout champ de vecteurs V normal a M.

Définition 1.3.3. Soit € un champ de vecteurs unitaire dans la direction de H, c’est a dire

H = pe

telle que = |H| la courbure moyenne. € est appelé vecteur de courbure moyenne normalisée
(the normalized mean curvature vector).

1.3.2 Sous-variété totalement géodésique

Définition 1.3.4. Une sous-variété M _de M est totalement géodésique en p € M, si chaque
géodésique en p dans l’espace ambiant M, tangent a M est contenue dans M.

St M est totalement géodésique pour tout p, alors M est dite sous-variété totalement géodé-
stque.

Théoréme 1.3.5. Une sous-variété M dans M est totalement géodésique si est seulement si
la seconde forme fondamentale o est identiquement nulle i.e. o(X,Y) = 0 pour tout X,Y €

x(M).

Remarque 1.3.6. Toute sous-variété totalement géodésique d’une variété Riemannienne est
minimale.

1.3.3 Sous-variété totalement ombilicale

Définition 1.3.7. Soit M™ une sous-variété dans une variété Riemannienne M™™  pour
une section normale w sur M. Si A, est une matrice diagonale proportionelle partout a la
transformation identité I :

A, =pl,

pour certaines fonctions p. Alors la sous-variété M est dite ombilicale par rapport a w.
Si M est ombilicale par rapport a toute section normale local dans M, alors M est dite sous-
variété totalement ombilicale.
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Proposition 1.3.8. Soit M™ une sous-variété dans une variété Riemannienne M™™, si M
est totalement ombilicale alors

o(X,Y)=9g(X,Y).H
Ou H est le vecteur de courbure moyenne.

D’aprés I'équation de Gauss on a

Remarque 1.3.9. Si M est une sous-variété totalement ombilicale dans une variété M de
courbure constante, alors M est aussi a courbure constante.



Chapitre 2

Pseudo-parallélisme au sens de Deszcz

Dans ce chapitre, on donne les définitions de pseudo-symétrie, semi-symétrie et localement
symétrie d’une variété Riemannienne et ses notions extrinséques (pseudo-parallélisme, semi-
parallélisme et parallélisme, respectivement) et linterprétation géométrique de ces notions.
Enfin, on donne la définition d’un autre type de pseudo-parallélisme & savoir Ricci pseudo-
paralléle généralisée ( pour plus de détail cf. [4, 13, 25, 19, 20, 21, 33, 34, 36, 58, 60, 61, 62]).

2.1 Pseudo-symétrie

Dans cette section on considere une variété Riemannienne (M g) de classe C*°, de dimen-
sion n, n > 3, on note par V la connexion de Livi-Civita sur (M g) et R I'opérateur de
courbure sur M défini par

E(X, Y) = %)(%y — ﬁyﬁx - ﬁ[X,Y} .
Définition 2.1.1. Une variété Riemannienne (M, g) est dite localement symétrique si
VR=0.

Remarquons que, tout champ de tenseurs de type (1,1) sur une variété différentielle dé-
termine une dérivation, qui commute avec les contractions (sur 1’algébre des tenseurs). Ainsi
le champ de tenseurs agit comme un opérateur de dérivation sur tout champ de tenseurs T
de type (0, k).

Maintenant, on a besoin de définir sur une variété Riemannienne (M, g), un champ de ten-
seurs spécifique de type (0, % + 2) noté Q(B,T), associé a deux champs de tenseurs B et T
de type (0,2) et (0, k) respectivement par
Q(BvT)(XhXQ)"'vXk;X’Y) = ((X NB Y)T)(X17X277Xk)
= —T(XAgY)X1,Xo, ..., Xg) —
—T(X1, Xo,oo(, X1, X A Y) Xy), (2.1)

pour tout Xi,..., X} € %(]T/[/), ou X Ag Y est I’endomorphisme donné par
(XNgY)Z=B(Y,Z2)X - B(X,2)Y,
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pour tout X,Y, Z € X(M).
En particulier, si on pose B = g dans (2.1), on obtient

(XN Y)Z =g(Y,2)X - g(X,2)Y .

Ou X A, Y est dit endomorphisme métrique.
Dans ce qui suit, on note (X AY)Z au lieu (X A, Y)Z.

On sait que R (Popérateur de courbure sur M ) est un endomorphisme sur M , Cest & dire
un champ de tenseurs de type (1, 1), il agit alors comme un opérateur de dérivation sur tout
champ de tenseurs 7' sur M de type (0, k). Ainsi, R.T est un champ de tenseurs de type
(0,2 + k) il est déterminé par

(R.T)(X1,Xa, ... Xi; X,Y) = (R(X,Y).T)(X1, X5, ..., X3)
= —T(R(X,Y)X1,Xs, ..., X}) — ...

—T(Xy, Xo, oo, X1, R(X,Y) Xy), (2.2)

ou
R(X,Y).T=Vx(VyT) = Vy(VxT) = Vixy T .

Posons T' = R dans (2.2), on obtient 'expression définissant le champ de tenseurs de type
(0,6). Donc R. R s’obtient en dérivant le second E, qui est le tenseur de courbure de type
(0,4), en utilisant 'opérateur de courbure R. Le tenseur R. R jouit des mémes propriétés de
symétrie que celles du tenseur de courbure.

Définition 2.1.2. Une variété Riemannienne M, de dimension n > 3 est dite pseudo-
symétrique (dans le sens de Deszcz), si les champs de tenseurs de type (0,6) R. R et Q(g, R)
sont linéairement dépendants, c’est a dire s’il existe une fonction

Ly:M —R,

telle que o B
R.R=L;Q(9,R). (2.3)

Soit vérifié sur Uy = {x € M/E — (t/n(n — 1)G # 0}, ot 7 est la courbure scalaire de

M et G est un champ de tenseurs sur M de type (0,4), défini par G(X1, Xa, X3,X4) =
g((Xl N XQ)Xg, X4) .

Définition 2.1.3. Une variété Riemannienne (M, g) est dite semi-symétrique si

R.R=0.

La condition (2.3) est apparue lors de I'étude des sous-variétés totalement ombilicales des
variétés semi-symétriques et aussi lors de I’étude des applications géodésiques des espaces Rie-
manniens sur des espaces semi-symétriques [21]. Il est clair que toute variété semi-symétrique
est pseudo-symétrique, mais l'inverse est faux (en général).
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On sait que chaque sous-variété totalement ombilicale, avec un champ de vecteurs de
courbure moyenne paralléle est également pseudo-symétrique (ou plus généralement, dans
une variété pseudo-symétrique) est également pseudo-symétrique.

En particulier, les sphéres extrinséques d’une variété Riemannienne pseudo-symétrique sont
également pseudo-symétriques [21].

2.1.1 Interprétation géométrique de la pseudo-symeétrie

Dans cette section on va donner 'interprétation géométrique des différents tenseurs qui
apparaissent dans la définition de la pseudo-symétrie. Schouten dans [58| a étudié la variation
d’un vecteur v € TpM a la suite de son transport paralléle autour d’un parallélogramme coor-
donné P de sommet p et dont les cotés tangents en p aux vecteurs linéairement indépendants
x et y, sont de longueurs Az et Ay (cf. Figure 1). En revenant au point de départ, c’est a
dire p, il obtient alors un vecteur différent de v noté v* ot

v* = v+ [R(z, y)v]AzAy + O (Az, Ay), (2.4)

donc R(x,y)v mesure la variation du second ordre du vecteur v aprés son transport paralléle
le long d’un parallélogramme infinitésimal [58].

Y+Ay

X X+AX

FIGURE 1. Parallélogramme infinitésimal.
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Supposons maintenant que z et y soient deu}/ vecteurs orthonormés tangents a ]\7 en p. Soit
{z,y, es,...,e,} une base orthonormée de T, M, alors tout vecteur v € T,M peut s’écrire sous
la forme

n
v=yg(,z)z+gv,y)y+ > g(v,e)e; .
i=3
Soit T = x Ay, le plan engendré par z et y. Notons par vz et U-r les composantes du
vecteur v suivant 7 et son supplémentaire orthogonal dans 7T,M, respectivement. Par une

rotation d’angle Ap du vecteur v+ dans le plan 7, sans quitter le point p, le nouveau vecteur
v dont les composantes suivant 7 sont v et v-r est donné par

v=v+ (zAy)vAp+ O~ (Ap), (2.5)

ainsi (z A y)v mesure la variation du premier ordre du vecteur v aprés une telle rotation
infinitésimale de v dans le plan x A y.

(0.Ay)

(0.0)

FIGURE 2. Transport paralléle d’'un plan le long d’un parallélogramme P.

Maintenant, on considére deux vecteurs linéairement indépendants v et w attachés a un point
p de la variété (M, g) et un parallélogramme coordonné P, de sommet p et dont les cotés sont
tangents aux vecteurs x et y, et sont de longueurs Az, Ay. Notons par @ = x Ay, le 2-plan
tangent en p & M, engendré par les vecteurs z et y. Par le transport paralléle des vecteurs v
et w tout autour de P (cf. Figure 1), on obtient d’aprés (2.4), les vecteurs orthonormés

v = v+ [R(z, y)v]AzAy + O7*(Az, Ay)

w* = w + [R(z, y)w|AzAy + O™ (Az, Ay) .
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Ainsi, 7 = v* A w* est le plan qui résulte par le transport paralléle du plan 7 = v A w, (cf.
Figure 2) il s’ent suit alors que

R(v*,w*,w*,v*) = é(v,w,w,v)— [(ﬁ.ﬁ)(u,w,w,v;x,y)]AmAy
+07*(Az, Ay)

d’on
K(p.7) = K(p,7) — (R. R)(v,w,w,v;z,y)) ArAy + O7*(Az, Ay).

On a donc le Théoréme suivant :[34]

Théoréme 2.1.4. Soit M une variété Riemannienne, p un point de M et P un parallélo-
gramme coordonné infinitésimal de sommet p, dont les cotés sont de longueurs Ax et Ay.
Soit x ety les vecteurs liés au point p et qui sont tangents aux cotés de P. Soit m* = v* A w*
le plan obtenu par le transport paralléle du plan m = v A w, attachés au point p tout autour
de P. Alors, une approximation du second ordre prés est donnée par :

5pK (p,7) = (R.R)(v,w,w,v)AzAy.

Ainsi, le (0,6)-tenseur R. R mesure la variation de la courbure sectionnelle en tout point p
pour tout plan m, par le transport paralléle de celui-ci autour d’un parallélogramme infinitési-
mal de sommet p.

Soit {z,y, es, ..., e, } une base orthonormale de 7, M, on considére deux vecteurs orthonor-

més v, w € T,M, en faisant subir une rotation d’angle ¢ aux projections de ces derniers sur
le plan T = = Ay, on obtient d’aprés (2.5), les vecteurs v et w définis par

v=v+e(x A, y)v+ O(?),

w=w+¢e(x Ay y)w+ O(e?).

Les calculs sur la courbure sectionnelle du plan 7, nous donne

K(p,7) = K(p,7) 4+ eQ(g, ]:?)(v, w,w,v;z,y) + O(e?).

Donc, les composantes Q(g, R)(v, w,w,v;z,y) mesurent la variation de la courbure sec-
tionnelle K(p, ) aprés une rotation infinitésimale. Par suite, on peut donc considérer les

composantes @(g, R)(v,w,w,v;z,y) comme une sorte de normalisation des composantes
(R. R)(v,w,w,v;z,y).

Définition 2.1.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, n > 3 de courbure
non constante. Soit U = {x € M /Q(g, R) # 0}. Alors, en un point p € U, un plan m = u A\ v
de T,M est dit étre courbure-dépendant par rapport a un plan ™ = x Ny de T,M si

Q(g, R)(u,v,v,u; 2, y) # 0.
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Définition 2.1.6. [3/] En un point p € U = {x € M/Q(g,é) # 0}, soit m = u A v le plan
tangent courbure-dépendant par rapport a un plan ™ = x N\ y. Alors, la courbure sectionnelle
de Deszcz dite aussi la courbure sectionnelle double L(p,m,T) du plan m par rapport au plan
T au point p est définie comme un scalaire

Lp, 7, 7) = (R.?)(um,v,u;g;,y) |

Q(g, R)(v, w,w,v;z,y)

Ces Définitions sont indépendantes du choix des bases de 7 et de 7.

Théoréme 2.1.7. [3/] Une variété Riemannienne M”, (n > 3) est pseudo-symétrique au
sens de Deszcz si et seulement si toutes les courbures sectionnelles doubles L(p, 7, 7) sont les
mémes en tout point p € U (c’est a dire pour tout plan 7 et T courbure-dépendants en p,

L(p,n,7) = Lz(p) pour une certaine fonction Lz : M — R).

Interprétation géométrique de la courbure sectionnelle de Deszcz :

Soit u,v deux vecteurs de T, pﬂ . En 1917 Levi-Civita construit un parallélogramoide,
dit squaroide de Levi-Civita, en considérant une géodésique «, issue du point p de vecteur
tangent u, et ¢ un point de « situé a un distante infinitésimale A de p. Notons par v* le
vecteur obtenu par le transport paralléle de v du point p au point ¢ le long de la courbe a.
Ensuite, on considére les géodésiques (3, et (3, issues respectivement, de p et g et tangentes
respectivement aux vecteurs v et v*.

FIGURE 3. Parallélogramoide de Levi-Civita.
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Fixons les point p et g respectivement, sur 3, et 3, & une méme distance infinitésimale B
respectivement, des points p et ¢ (cf. Figure 3). Soit @ la géodésique reliant les points p et g
et soit A’ la distance géodésique entre p et g.

Levi-Civita a montré que, a une approximation du premier ordre prés, la courbure sectionnelle
du plan m = u A v peut étre exprimée par

A2 _ Al?

K S
(p,) (ABsine)?’

(2.6)

ou € est I’angle entre u et v. Maintenant, on considére au point p € M deux plans T = uAwv et
T = x/\y, transportons parallélement les deux vecteurs u et v le long du parallélogramme formé
par les vecteurs tangents x, y en p (cf. Figure 3). On construit les deux parallélogramoides sur
les vecteurs u, v et u*, v* respectivement, de méme longueurs A et B en complétant par les
géodésques de longueurs respectives A’ et A, qui sont & priori différentes. Plus précisément,
on obtient [34], une expression similaire & celle donnée dans (2.6)

A2 A/*2
(ABsine€)2Q(g, R)(u,v,v,u;2,y)

L(p,m,7) =

2.2 Sur certains types de parallélisme

Dans [28] Ferus a introduit le concept des immersions paralléles (Vo = 0). D’autre part,
Deprez [19] a donné la définition d’une immersion semi-paralléle (R(X,Y).o = 0) pour
tous les champs de vecteurs tangents X, Y de M. En 1999, Asperti et co-auteurs [2| ils
ont introduit la notion des immersions pseudo-paralléles dans I’espace formes (space forms),
comme généralisation des immersions semi-paralléles.

Dans cette section, on introduit les notions d’une sous-variété paralléle, semi-paralléle et

pseudo-paralléle.

2.2.1 Sous-variétés pseudo-paralléles

Soit M une sous-variété d’une variété Riemannienne M.
Une sous-variété M est dite parallele dans M si

Vo = 0,
ol Vo est définie par :

Vxo(Y,2) =Vx(o(Y,2)) = o(VxY,Z) = o(Y,VxZ).

pour tout X, Y, Z W € X(M).
Et M est dite semi-parallele dans M si

R.oc=0,
ou

(R(X,Y).0)(Z,W) = R*(X,Y)(o(Z,W)) — o(R(X,Y)Z, W) — o(Z, R(X,Y)W),



2.2 Sur certains types de parallélisme 33

et
RJ_(Xa Y) = VAJ)_(VXJ; - VXJ;V,J)_( - V[JE(,Y] )
pour tout X, Y, Z, W € X(M).

Il est clair que, toute sous-variété paralléle est semi-paralléle.

En remplacant 7' par o et B par g dans la formule (2.1), on obtient le tenseur Q(g, o).

Qg,0)(ZW;X)Y) = ((XAY).0)(Z W)
—o((X AY)Z,W) —o(Z,(X AY)W).

Probablement (g, o) est le plus simple (0, 4)-tenseur agissant sur les vecteurs tangents ayant
les mémes propriétés de symétrie que R.o [33].

Définition 2.2.1. Une sous-variété satisfaisant la condition :
R.o= LQ(g,0),
ou L : M — R, est dite pseudo-paralléle.

Les équations de Gauss, Codazzi et Ricci donnent que les conditions extrinséques (pa-
ralleles, semi-paralléles et pseudo-paralléles respectivement) impliquent les conditions intrin-
séques correspondantes (symétrie, semi-symeétrie et pseudo-symeétrie respectivement) [3].

En analogie avec les symétries intrinséques (ce qui précéde) des variétés Riemanniennes
concernant leur tenseur de courbure, le tableau 1 énumeére les symétries extrinséques cor-
respondantes des sous-variétés, concernant leur seconde forme fondamentale [25].

Intrinseque Extrinseque
Espace plat R =0 Totalement géodésique o = 0
Espace forme R= SN 9 Totalement ombilicale 0= gH
Localement symétrique VR = 0 Paralléle Vo =0
Semi-symétrique R.R=0 Semi-paralléle R.c=0
Pseudo-symétrique R. R = LQ (g, é) Pseudo-paralléle R .o = LQ(g,0)

TABLEAU 1. Comparaison entre les symétries intrinséques et extrinséques

2.2.2 Interprétation géométrique de semi-parallélisme

Comme les caractérisations intrinséques d’une variété basées sur les propriétés du tenseur
de courbure de Riemann, on peut considérer des caractérisations extrinséques analogues ba-
sées sur les propriétés de la second forme fondamentale et les symétries du transport paralléle.

Soit v : I € R — M une courbe sur une variété Riemannienne M. En choisissant des
points p = (to) et p* = ~(t§) sur la courbe 7 et un vecteur v € T,M. Soit V' un champ de
vecteurs unique le long de v tel que

Vit)) =v, V.,V =0,
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ou V est la connexion de Levi-Civita de (M, g). Alors, on appelle v* = V(¢j) le transport
parallele de v de p a p* le long de la courbe v par rapport a la connexion V.

Si M est immergée dans une autre variété Riemannienne M, on peut aussi transporter le
vecteur v parallelement le long de v dans M par rapport a la connexion Levi-Civita V de
(M, qg).

La second forme fondamentale donne la différence du premier ordre d'un vecteur aprés le
transport paralléle avec les deux connexions le long d’une courbe dans la sous-variété [33].
Une sous-variété étant appelée totalement géodésique lorsque o = 0.

FIGURE 4. Sous-variétés totalement géodésiques.

On peut alors énnoncer la proposition suivante :[25]

Proposition 2.2.2. Une sous-variété M dans M est totallement geodesique si et seulement
si les transports paralleles des vecteurs qui sont tangents a M par rapport aux connexions V
sur M et V sur M sont identiques.

Etant donné une courbe v dans M et deux vecteurs u,v € T,M, avec v(t;) = p, on a
le vecteur o(u,v) dans l'espace normal de M au point p, TpLM. Au point ~(t§) = p*, on
peut considérer deux vecteurs normaux : le transport paralléle de o(u,v) par V*, qui nous
désignons par o(u,v)*t, et le vecteur o(u*,v*) obtenu aprés le premier transport paralléle u
et v par V, et puis en appliquant o.
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FIGURE 5. Sous-variétés paralléeles.

En utilisant I'expression du transport paralléle d’un vecteur le long d’une courbe, i.e.,
v'=v—-Vyv+..
Il en résulte que

o(u*,v*) —o(u,v)**t = V#,(u, v) —o(Vyu,v) —o(u, Vyv) + ...

= (Vo)(v,u,v) + ...

Une sous-variété est appelée paralléle ou extrinséquement symétrique lorsque Vo = 0.

Proposition 2.2.3. Une sous-variété M de M est paralléle si et seulement si le transport
parallele de la seconde forme fondamentale par rapport ¢ V* le long de toute courbe dans M
est égale a la seconde forme fondamentale agissant sur le transport paralléle de deux vecteurs
qui sont tangents a M le long de la méme courbe.

Les sous-variété paralléles ont été introduites dans [28] en tant qu’analogue extrinséque
des variétés Riemanniennes symétriques introduites par Cartan [13]. Par exemple, les seules
surfaces dans [E3 qui sont paralléles sont les parties ouvertes des plans, des sphéres et des
cylindres ronds [28, 45].

Remarquons que toute sous-variété extrinséquement symétrique (c-a-d Paralléle) dans un
espace forme est également intrinséquement symétique au sens de Cartan.
Si on nous donne un parallélogramme de coordonnées infinitesimales de sommet p, avec des
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vecteurs tangents x et y dans M, le transport paralléle d'un vecteur tangent v € T, M autour
d’un parallélogramme par rapport a V est donné par

v = v+ [R(z,y)v]AzAy + 072 (Az, Ay)
tandis que le transport paralléle d’un vecteur normal e avec V* est donné par
€t = e — [R(2,y)e] AxAy + O™ (Ax, Ay) .

Le tenseur normal de courbure R* est défini par Rt (u,v)e = (ViVE - VIV — V[fw])e pour
tout w,v € T,M. Comme le tenseur de courbure R peut étre interprété géométriquement
comme une mesure de la divergence du second ordre dans la direction d'un vecteur aprés
le transport paralléle autour d'un parallélogramme de coordonnées infinitésimales, le tenseur
de courbure normal Rt peut étre interprété de maniére analogue comme une mesure de la
différence du second ordre dans la direction d’un vecteur normal aprés le transport paralléle
avec la connexion normale V* autour d’un parallélogramme de coordonnées infinitésimales
dans la sous-variété (|58]).

On peut alors considérer la seconde forme fondamentale aprés le transport paralléle de u et

v autour d’un parallélogramme,
o(u*,v") = o(u,0) - [o(R(z,y)u,v) + o(u, Rz, y)o)| Axdy + 0>*(Az, Ay),

et le transport paralléle de la second forme fondamentale elle-méme autour du parallélo-
gramme avec V+,

o(u,v)** = o(u,v) — [RH(z,y)0(u, v)]AzAy + O (Ax, Ay),
En soustrayant les deux expressions, on obtient

o(u*, v*) — o(u,v)™ = (R.0)(u,v;z,y) AzAy + 072 (Az, Ay),
ou

(R.o)(Z,W:X,Y) = (R(X,Y).0)(Z,W)
= RYX,Y)o(Z,W) - 0c(R(X,Y)Z,W)—0o(Z,R(X,Y)W),

avec X, Y, Z W € X(M)

Proposition 2.2.4. [25] Une sous-variété est semi-paralléle si et seulement si pour tout
p € M, les vecteurs normauzx o(u,v)* et o(u*,v*) coincident pour tout u,v € T,M et pour
chaque parallélogramme dans M, jusqu’au second ordre.

Dans [19], il a été démontré qu’une sous-variété semi-paralléle de I'espace Euclidien E™
est intrinsequement semi-symétrique.
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FIGURE 6. Sous-variétés semi-paralléles.

2.2.3 Interprétation géométrique de pseudo-parallélisme
Un point p de M est appelé ombilique s’il existe un vecteur normal e tel que
o(u,v) = g(u,v)e,

pour tout u,v € T'M. Une sous-variété semi-Riemannienne M de M est appelée totalement
ombilicale si chaque point de M est ombilique. Alors, en conséquence il existe un champ de
vecteurs normal € sur M, appelé le champ de vecteurs de courbure moyenne H ou encore
appelé champ de vecteurs de Bompiani de la sous-variété M dans M, a savoir H = %tra.

Proposition 2.2.5. [25] Une sous-variété M dans M est totalement ombilicale si et seule-
ment si Q(g,0) =0.

On peut donner l'interprétation géométrique suivant du vecteur Q(g, o)(u, v; z,y).
Soit u, v, x,y € T,M et supposons que {z,y} sont orthonormés. Nous étendons ces vecteurs
a une base orthonormée {z,y,es,...,e,} de T,M. Les deux vecteurs u et v peuvent étre
décomposés par rapport a cette base. Considérons les vecteurs u et ¥ qui sont obtenus aprés
une rotation des composants de u et v dans le plan engendré par les vecteurs de base x et
y autour d'un angle infinitésimal €, en conservant les autres composants fixés. Jusqu’a le
premier ordre dans ¢, on a [25]

U = u+te{glu,x)y —glu,y)z} + O(e?)
= u+e(@Ayu+0(E?),
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et de maniére analogue pour v. La seconde forme fondamentale appliquée a ces deux vecteurs
donnée par

o(U,0) = o(u,v)+e{o(x Ay)u,v) +ou, (x Ay)v)} + O(?)
o(u,v) +eQ(g,0)(u,v; 2, ) + O(?).

Si 'on compare notre interprétation de (g, o) avec R. o, on trouve ce qui suit.
Le tenseur R.o mesure la différence du premier ordre dans la direction de deux secondes
formes fondamentales obtenues aprés le transport paralleéle de : premiérement deux vecteurs
autour d’un parallélogramme de coordonnées infinitésimales et deuxiémement, le transport
paralléle de la seconde forme fondamentale elle-méme autour du parallélogramme. D’autre
part, le vecteur Q(g, o)(u,v;x,y) mesure la différence du premier ordre dans la direction de
la seconde forme fondamentale avec la seconde forme fondamentale obtenue aprés la rotation
des vecteurs dans un plan particulier. Notons qu’il s’agit d’un mouvement en p, alors que
R .o mesure la différence dans une direction aprés un mouvement loin de p._
I1 semble donc de considérer Q)(g, o) comme une sorte de normalisation de R.o.
En utilisant cette idée, on peut énoncer cette définition [25].

Définition 2.2.6. Soit f : M — M une immersion wsométrique. En p € M on considére
une direction tangente d, engendrée par un vecteur v € T,M, un plan tangent m = span {x,y}
dans T, M et une direction normale € € Tle. La direction d, le plan 7 et la direction normale
e sont dits fondamentalement indépendants si g(Q(g,0)(u,w; x,y),€) # 0.

Définition 2.2.7. Soit p € M et une direction d tangente fondamentalement indépendant,
engendrée par un vecteur u € T,M, un plan tangent 1 = span{z,y} dans T,M et une
direction normale € € TpLM. On peut donc définir un scalaire L.(p,d, ) comme

Le(p7 d, 7T) _ §(<§ U)(u,u;%y)’e)

9(Qg, o) (uw, u; ,y), €)

Cette définition est indépendante du choix des bases de 7, et des vecteurs u et e.

Théoréme 2.2.8. [25] Soit f : M — M une immersion isométrique et p € U C M, ot U
est l’ensemble des points ot Q(g,0) n'est pas identiquement nul. Si la fonction L est isotrope
en p, c-a-d, L (p,d,m) = L(p), pour toute direction tangente d, les plans tangents w et les
directions normales € € TPLM, alors

R.o=L(p)Q(g,0) en peU. (2.7)

Définition 2.2.9. Soit f: M — M une immersion 1sométrique. Un point p € U est appelé
pseudo-parallel si (2.7) est vérifiée en p. Une sous-variété M est appelée pseudo-paralléle si
tout point de M est pseudo-paralléle.

De I'équation de Gauss, il en résult qu’une hypersurface dans un espace de courbure
constante ¢ est pseudo-paralléle si et seulement si I'opérateur de Weingarten A a au plus
deux valeurs propres distincts A et p [3]. Si A # pu, alors L = Au + c.
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2.2.4  Sous-variétés Ricci pseudo-parralléles généralisées

En 2005, les auteurs [51] ont défini les sous-variétés satisfaisant a la condition
R.oc=LQ(S,0) (2.8)
ol L est une fonction sur M et S est le tenseur de courbure de Ricel sur M.

Ce type de sous-variétés est appelé Ricci pseudo-paralléle généralisée, on 'equation (2.8)
est donnée par

R (X, Y)o(Z, W) —a(R(X,Y)Z,W) — o(Z,R(X,Y)W)
= —Llo(XAsY)Z, W)+ 0(Z,(X As Y)W,

pour tout X,Y, Z et W tangents a M.

2.2.5 Interprétation géométrique de Q(S5,0)

Il s’agit dans cette section de donner l'interprétation géométrique du tenseur Q(S, o) |74]
et donc, de ce qui précéde nous allons complétons l'interprétation géométrique dune sous-
variété Ricci pseudo-paralléle généralisée.

Soit M™ une sous-variété de dimension n et M™*™ une variété Riemannienne de dimension
n+m. Soit {x,y, es, ..., e, } une base orthonormée de T, M. Alors z € T, M peut étre décomposé
par une expansion orthonormée comme

= g(Z,ZC)Z' + g(z,y)y + Zg<zvei)ei'
=3

En faisant tourner la projection sur le plan 7w engendré par x et y sur un angle infinitésimal €,
tout en gardant la projection de z sur le (n — 2)-Plan engendré par es, ..., e, fixés, le nouveau
vecteur Z est obtenu :

)

z+e{g(z,y)x — g(z, )y} + O(*)
= z+e(zNgy)z+O(?). (2.9)

Ainsi, le vecteur (x Ay y)z mesure le changement du premier ordre de vecteur z aprés une
rotation infinitésimale dans le plan 7 au point p [34] [36].
En prenant z = Sz dans I’équation (2.9), on obtient

—

Sz = Sz+¢e{g(Sz,y)x — g(Sz,2)y} + O(c?)
= Sz+e(xAgy)z+ O
= Sz+e(x Ng y)Sz + 0(e?), (2.10)

ot S est un opérateur de Ricci de M™.
Ainsi, le vecteur (z Ag y)z = (z Ay y)Sz mesure le changement du premier ordre de vecteur
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Sz aprés une rotation infinitésimale dans le plan 7 au point p.

Dans [25], Dillen et ses co-auteurs ont donné une interprétation géométrique de Q(g, o).
Maintenant, on utilise la méme méthode pour donner une interprétation géométrique de

Q(5,0).
Soit z, w des vecteurs de T,M. De I'équation (2.10) on a

—

o(Sz,w) = 0(Sz,w) + co((z As y)z, w) + O(?), (2.11)

—~

o(z,Sw) = o(z, Sw) + co(z, (z As y)w) + O(?). (2.12)
Utilisation des équations (2.11) et (2.12), nous donne

o(Sz — 5/’;, w) + oz, Sw — gz\u) = —e{o((x Asy)z,w) + o(z, (x Ag y)w)} + O(e?)
= eQ(S,0)(z,w;z,y) + O(?). (2.13)

Le deuxiéme membre de I’équation (2.13) posséde une signification géométrique. Ainsi, l'in-
terprétation géométrique du premier ordre pour Q(S,0)(z, w;x,y) est obtenue [74].



Chapitre 3
S-variétés

Dans ce chapitre, on rappel les définitions et les résultats sur un S-espace forme, qui seront
constamment utilisées dans cette thése.
Ce chapitre a pour but de fixer les notations et de servir de références pour les théorémes
les plus utilisés. On commence par de brefs rappels sur 'espace de formes complexes, aprés
on donne quelque notions de géométrie Sasakienne, on insiste sur la variété Sasakienne et
I’espace de formes Sasakienne munis d’'un champs de Reeb "espace forme de Sasaki". On
donne ensuite la définition d’une S-variété et ses propriétés fondamentales. Puis, on introduit
la notion de I'espace de formes Sasakiennes munis de s-champs de Reeb appelé "S-espace
forme" et quelques résultats sur cet espace. Enfin, on définit le tenseur paralléle symétrique
du second ordre et on établit ’expression de ce tenseur sur une S-variété (qui est notre premier
résultat de cette thése).

3.1 (Généralités sur ’espace de formes complexes

Les espaces de formes complexes, c’est a dire les espaces Euclidiens complexes, les espaces
projectifs et hyperboliques complexes sont les exemples les plus simples de variété de Kéhler-
Einstein.

Dans cette section, on introduit la notion d’un espace de formes complexes. On commence par
rappeler les différentes définitions et propriétés concernant cet espace. Pour plus de détails
voir [38, 71|

Définition 3.1.1. (Structure presque compleze)

Une structure presque complexe sur une variété différentiable réelle M de dimension 2n est
un_champ de tenseurs J qui a chaque point x de M associe un endomorphisme J de [’espace
T, M tel que J> = —1, ou I dénote la transformation identité.

Définition 3.1.2. (Variété presque complexe)
Une variété différentiable réelle munie d’une structure presque complexe est appelée variété
presque complexe.

Le groupe de structure du fibré tangent de toute variété muni d’une structure presque
complexe est réduit au groupe unitaire U(n). La réciproque est aussi vraie.
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Remarques 3.1.3. — Une variété complexe c’est une variété différentiable telles que les
applications de changements de cartes soient des fonctions holomorphes d’un ouvert de
C" dans un autre.
- Vpe M, si (2% ...,2") est un systéme de coordonnées complexe local en p alors :

J(:2%) = 22 J(:2) = =%, k=1,...,n avec 2* = 2* + iy* etJ:TpM—>Tp]T/[/.

dak) — Yk oyk I

Définition 3.1.4. (Tenseur de Nijenhuis)
La torsion d’une structure presque complexe J ou tenseur de Nijenhuis, est le tenseur N de

type (1,2) défini par :
N(X,Y) = [JX,JY] — JJJX,Y] - J|X,JY] — [X,Y],
pour tout X,Y € X(M)

Théoréme 3.1.5. Une structure presque complexe J est dite intégrable si et seulement si le
tenseur de Nijenhuis est nul.

Définition 3.1.6. (Métrique Hermitienne)

Une métrique Hermitienne sur une variété presque complexe M2 est une métrique Rieman-
nienne g tel que : g(JX,JY) =g(X,Y), VXY € X(M).

Définition 3.1.7. (Variété Hermitienne)

Une variété Riemannienne M?" munie d’une métrique Hermitienne g est dite variété Hermi-
tienne.

Définition 3.1.8. (Variété Kihlérienne)
Une variété Hermitienne est dite variété Kdhlérienne si dgp = 0, ou ¢ est une 2-forme fonda-
mentale définie par : p(X,Y) = g(X, JY).

Proposition 3.1.9. Une variété Hermitienne est dite Kdihlérienne si et seulement si
VJ=0.

Définition 3.1.10. (Courbure holomorphique)

Le 2-plan egendré par les vecteurs X et JX, ou X € TI,M est dite section holomorphique et
la courbure sectionnelle K(X,JX) est dite courbure holomorphique.

Définition 3.1.11. (Espace de formes complezes)
Une variété Kdihlerienne de courbure holomorphique constante c est dite espace de formes
complexes et son tenseur de courbure est donné par

R(X,Y)Z = E(g(Y, Z)X — g(X, 2)Y + g(X,JZ)JY — g(Y,JZ)JX +29(X, JY)JZ).

3.2 Variété Sasakienne

En 1960, Sasaki [57] définit une structure dite (p,&,n,g)-structure sur une variété Rie-
mannienne de dimension impaire par analogie avec une structure presque hermitienne qu’elle
est définit sur une variété de dimension paire.
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3.2.1 Structure presque de contact

Définition 3.2.1. Soit M une variété de dimension 2n+ 1, sl existe des champs de tenseurs
0, &, de types (1,1),(1,0) ,(0,1) respectivement satisfaisant ces conditions :

C=-I+n®¢, nE)=1 (3.1)

Alors M admet une structure presque de contact (p,&,n), et M est dite variété presque de
contact.

§ est le champ de vecteurs Reeb ou le champ de vecteurs fondamental d'une variété presque
de contact M. -
Le sous espace D = {X € T,(M), n(X) = 0} de l'espace tangent d'une variété presque de
contact M définit une distribution de dimension 2n sur M , on l'appelle la distribution de
contact de M et n la forme de contact.

Proposition 3.2.2. [6] Si (¢,&,n) est une structure presque de contact sur une variété M
de dimension 2n + 1, alors

eE=0, o*=—p, nop=0, rgp=2n. (3.2)

Définition 3.2.3. Soit M2 une variété de structure presque de contact (p,&,n), alors
M2t admet une métrique Riemannienne g telle que :

g(pX,9Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y), X, Y € X(M). (3.3)

M2+ est dite alors variété Riemannienne presque de contact, (p,&,m, g) est appelée structure
Riemannienne presque de contact sur M, et g métrique compatible.

Ainsi, on définit une seconde forme sur M2+ par :
P(X,Y) = g(X,¢Y)
¢ est anti-symétrique, dite seconde forme fondamentale ou une forme Sasakienne.

Proposition 3.2.4. Si g est une métrique compatible avec la structure presque de contact
(p,€,m, g) sur la variété M* 1 alors on a :

i) n(X) = g(X,E), pour tout X € X(M).

it) Sur le domaine U de chaque carte locale de M, il existe une base orthonormée de la
forme :
{X1, Xo, oo, X, Xyv = X1, . X = 0X,,, &}

dans le module X(U).

Définition 3.2.5. Si ¢ =dn, i.e, n A (dn)"™ # 0 sur ]\7, on dit que 1 définit une structure de
contact ou M est une variété de contact.
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Définition 3.2.6. Soit M2"+! une variété Riemannienne de contact et (p,&,m,g) une struc-
ture métrique de contact associée. Si & est un champ de vecteurs de Killing par rapport a g,
on appelle une telle structure métrique de contact par structure K-contact.

La premiére propriété de base d’une structure K-contact est
fo = —QOX, (34)
ot V est la connexion Riemannienne de g.

Théoréme 3.2.7. [6] La structure presque de contact (,&,n,9g) sur une variété est normale
st et seulement si

NY =N, +2dp®&=0. (3.5)

3.2.2 Variété Sasakienne

Il est bien connu qu'une variété Sasakienne est une variété Riemannienne "de K-contact"
particuliére.
Dans cette section on donne une définition importante, a savoir celle d’une variété Sasakienne.
On a vu qu’une variété de contact avec la forme de contact 1 porte une structure métrique
presque de contact (p,&,1n,g) avec ¢ = dn. Cette structure a été mentionnée comme une
structure associée ou simplement comme une structure métrique de contact.

Définition 3.2.8. Si une structure métrique de contact (p,&,m,g) est normale, on Uappelle
métrique de contact normale ou structure Sasakienne.

Une structure Sasakienne est en quelque sorte un analogue de structure Kahlérienne sur
une variété presque Hermitienne, i.e. la structure presque complexe J est paralléle par rapport
a la métrique Hermitienne.

Ce point de vue est suggéré dans la formule suivante de la condition Sasakienne.

Théoréme 3.2.9. [6] La structure Riemannienne presque de contact (p,&,m,g) est Sasa-
kienne si et seulement si :

(Vxo)Y = g(X,Y)§ —n(Y)X, (3.6)
pour tout X,Y € X(M).

Si la variété M a une courbure sectionnnelle constante alors on a :

Théoréme 3.2.10. /6] Soit M une variété Riemannienne de contact de dimension 2n+1 > 5.
Si M a une courbure sectionnelle constante ¢ alors ¢ est égale a 1 et M est une variété
Sasakienne.

Dans ce cas I'étude des variétés Sasakiennes de courbure sectionnelle constante n’a pas
beaucoup d’intérét. Ainsi a été introduite la notion de la courbure p-sectionnelle [7]. Cette
notion joue un role en géométrie Sasakienne comme le joue la courbure sectionnelle holomor-
phique en géométrie Kéhlerienne.
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Soit x un point d’une variété Riemannienne presque de contact M et m un plan dans
I'espace tangent T, (M) en z a M.
Avec le plan 7 est associé la courbure sectionnelle K (7) et parce que cela ne dépend pas de
la base orthonormée XY de 7, on écrit K (7)) = K(X,Y).
Il est naturel d’étudier la restriction de K sur les plans 7 invariant par ¢, qui est om = 7. Un
tel plan est appelé ¢-plan.

Définition 3.2.11. Si 7 est un p-plan donc pour tout vecteur unitaire X € mw , la paire
{X, X} est une base orthonormée de 7, et donc la courbure sectionnelle d’un tel plan est

K(X,¢X).

1l est donc naturel de considérer la restriction de la courbure sectionnelle de p-plan et on
l'appelle la courbure p-sectionnelle d’une variété Riemannienne presque de contact.

3.2.3 Espace forme de Sasaki

Rappelons que les courbures sectionnelles d’une variété Riemannienne déterminent le ten-
seur de courbure. On a l’analogue pour les courbures ¢-sectionnelles.

Théoréme 3.2.12. [6] Les courbures p-sectionnelles déterminent completement la courbure
d’une variété Sasakienne.

Le théoréme suivant est important, nous donne une expression de R lorsque la courbure
p-sectionnelle est constante :

Théoréme 3.2.13. [6, 7] Si la courbure p-sectionnelle en tout point = d’une variété Sasa-

kienne M de dimension > 5 est indépendante du choix de la p-section en x, alors elle est
constante sur M et le tenseur de courbure est donné par :

RX.YV)Z = © 1’ SV, 2)X — g(X, Z)Y)
FE M2 (Y )(Z)X + a(X, Z)n(Y )

—g(Y, Z)n(X)E + g(Y, Z)pX — g(X, Z)pY —29(¢X,Y)pZ}, (3.7)

pour tout X,Y, 7 € X(M). Ou c est la courbure p-sectionnelle constante.

Définition 3.2.14. Une variété Sasakienne avec une courbure p-sectionnnelle constante est
appelée espace form de Sasaki, et noté M*""1(c).

3.3 S-variété

L’objet de cette section est de présenter une classe de variétés qui généralisent celle des
variétés de contact métrique et qu'on peut considérer comme une extension des variétés
Sasakiennes, elles sont dites S-variétés 8, 35, 39]. On va commencer par donner le concept
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de @-structure sur une variété lisse M+ cette notion introduite par Yano [70]. L’existence
d’une @-structure sur une variété M de dimension 2n + s, est équivalente a la réduction du
groupe de structure du fibré tangent U(n) x O(s) ou U(n) est le groupe unitaire [8]. Pour
s = 0, on a une structure presque complexe et pour le cas s = 1, on obtient une structure
presque de contact, ce sont des exemples de p-structure.

3.3.1 -structure

Définition 3.3.1. Soit M une variété de dimension n différentiable de class C*°. Une @-
structure sur M est un champ de tenseurs ¢ non nul sur M, de type (1,1) et de class C*
vérifiant

P +ep=0
L’endomorphisme ¢ est de rang constant [70]. Une variété munie d’une p-structure est dite
p-variéeteé.

Définition 3.3.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension 2n + s. (M, g) est
dite p-variété métrique (ou une variété Riemannienne presque de s-contact), s’il existe sur

M une p-structure, et 2s champs de tenseurs 1, ..., gy Ny -y Ns SUT M de types (1,0),...(1,0)

et (0,1),...,(0,1) respectivement qui satisfont les équations suivantes :
Na(88) = 0o, Pa =0, Na(pX) =0, (e, =1,..,) (3.8)
X ==X+ na(X)a, (3.9)
9XY) = g0 X, V) + 3 na(X)ma(Y). (3.10)

Pour tout X, Y € X(M) et =1,....;s.

On dit alors que (¢, &q, Na, g) est une structure métrique presque de s-contact et M une variété
Riemannienne presque de s-contact.

Propriété 3.3.3. La métrique g satisfait a :

Na(X) = 9(X,8), 9(eX,Y)+g(X,0Y)=0. (3.11)

Pour tout X, Y € X(M) et a =1, ..., s.

Définition 3.3.4. Si la structure métrique presque de s-contact (¢, &, Na, g) SUr M satisfait
dne(X,Y) = g(X, ¢Y) (c-a-d, dn, = ¢ ), donc cette structure est appellée "structure métrique

o~

de s-contact”, M avec telle structure est dite "variété Riemannienne de s-contact”.

3.3.2 (p-structure normale

On considére une variété produit M x R?, ot R® indique un espace Euclidien de dimension
s. Un champ de vecteurs sur M x R® est donné par :

X433 faba,
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ot X un champ de vecteurs tangent de M, 9, := 0/0t, (the natural frame fields ) de R® et
fala=1,...;s) des fonctions sur M x R®.
On définit une application linéaire J sur l'espace tangent de M x R® par

J(X + Zazl faOa) = X — Zazl fobo + Zazl Na(X)0s - (3.12)
Alors on a J? = —1I et J est une structure presque complexe sur M x R*.

Définition 3.3.5. On dit que la structure presque de s-contact est normale si le tenseur J
ainst défini est intégrable.

Théoréme 3.3.6. 5S¢ )
N@+22a:1€a®dna = 0’

alors la p-structure est dite normale.

Puisque ¢ est de rang 2n, alors n; A ... Ans A @™ # 0 et particuliérement M est orientable.

Définition 3.3.7. La p-variété métrique est une K-variété si elle est normale et la deuxiéme-
forme fondamentale ¢ est fermée (i.e. dp =0).

Dans ce cas les champs de vecteurs i, ..., & sont des champs de Killing, i.e. L¢, g = 0. ou
Le, indique 'opérateur de différenciation de Lie par rapport a &, [8].

Définition 3.3.8. Une K-variété est appelée S-variété si ¢ = dn,, pour tout a« =1,...;s
Remarquons que pour s = 0 une K-variété est une variété Kahlérienne, et pour s = 1, une

K-variété est une variété quasi-Sasakienne et une S-variété est une variété Sasakienne.

3.3.3 Propriétés fondamentales de S-variété

Il est bien connu que la S-variété jouit de beaucoup de propriétés similaires a celles des
variété Sasakienne. On peut voir que la structure de S-variété peut étre différente de celle-ci.
En effet, (contrairement a la variété Sasakienne) il n’existe pas de S-variété M?"5 s > 2 de
courbure constante strictement positive |8].

Dans cette section nous allons d’abord chercher a exprimer la condition de la normalité
en termes de torsion Nijenhuis N, de ¢ sur une variété presque de s-contact M.
Puisque N est un champ de tenseurs de type (1,2) sur M x R®, il suffit de calculer N;(X,Y),
Nj(X,04) et Nj(0q,03) pour tout X,Y € X(M) d’aprés (3.12), on obtient :

Ny (X,Y) = N,(X,Y) + 22 Ao (X, Y)é0 + Z (Loxna)Y = (LoyNa) X)Oa ,

N (X,8,) = (Le,p X+Z ((Le,10)X)s

NJ(aa, aﬁ) = [£a7§,3] :
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On définit les tenseurs N', N2 N3 et N*; (a, 8 =1, ..., s) respectivement par :

NYX,Y) := N(X,Y) +2Z (XY ),
N2<X7 Y) = (Laana)Y - (L@Yna)Xa
N} (X) = (Le,0) X,
NY(X) = (Lens) X .
Le lemme suivant permet de caractériser les variétés presque de s-contact.

Lemme 3.3.9. [35] Si N' =0, alors N> = N3 = N* = [£,,&5] = 0.

Proposition 3.3.10. [35] La variété presque de s-contact M est normale si et seulement si
Nt =0.

Lemme 3.3.11. Si (¢,&4, M0, g) est une S-structure on a :
Viba=—pX, (a=1,..5). (3.13)
Preuve . On a

Ma(X,Y) = S(Xa(Y) = V() — (X, Y])

_ %<xg<y, €a) = Yg(X, &) — g([X,Y],£))

= S0(TxYE) + gY Vxa) — o(Vy X €) — 0(X, Vy&) — ma([X.Y])
= (07, Fxt) — 9(X, V)
= _g(X7€Y£Oé)>

puisque &, est un champ de Kiling pour tout o« =1, ..., s, i.e. g(%xﬁa, Y) + g(X, %y{a) =0
Et comme (¢, &y, Ma, g) est une S-structure, on a :

dno(X,Y) = g(X,9Y) = —g(X, Vy&)

Lemme 3.3.12. Pour une S-structure de M, on a

(Vx@)V =3 (9(pX, 0V ) + na(Y)¢2X), (3.14)

pour tout o € {1,...,s}.
D’aprés le Lemme 3.3.11 et Lemme 3.3.12, on a

Proposition 3.3.13. [35] Une structure métrique presque de s-contact (¢, &q, Mo, g) SUr M
est une S-structure si et seulement si elle vérifie les équations (3.13) et (3.14).
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3.4 S-espace forme

Soit M une S-variété de dimension (2n + s) de structure (¢, &a, 74, 9), on a les identités

suivantes :

R(X,&)Y = —(Vxp)Y,
(a=1,...,s).

RIX,Y)a = O ns(X))Y = (O ns(Y))p*X
A=1

= (Vyp)X — (Vxp)Y,

RIX,Y)pZ = R(X,Y)Z—sg(0X,Z)0"Y +sg(pY, 2)p*X
Hsg(eX,p2) + (3 m(XNQ . ms(Z)}eY

S

~{s9(@Y902) + (3 _ (), ma(2)}heX

B=1

Ho@X, 2)30 _ ma¥)) =gV, 2)(> _ ma(XNI

R(X,Y)Z = —@R(X,Y)pZ+ {sg(¢X,0Z) + Z% Z

—{sg(pY, 0Z) + Zna 2776 )} X

—59(X, 0Z)pY + sg(Y soZ)sz

—{9(eX,02)(D>_na(Y)) = 9(Y, 0 Z) (D 1a(X))}

a=1 a=1

g(R(eX, oY )pZ,oW) = g(R(X.Y)Z,W)+ g(¢X, 0Z)(>_ na(Y))

a=1

—g(pX, W) na(Y))(Z n5(Z2))

a=1

(3.15)

£5(3.16)

p=1

(2))}¢"Y

O ), (317
B=1

(D ns(W))
B=1

(3.18)
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Ou R désigne un tenseur de courbure Riemannien de M défini par;

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ.

On note par £ la distribution déterminée par —p? et M la distribution complémentaire.
M est déterminée par ¢? + I et engendrée par &, ..., .
Alors .
TM =L& M

Si X € L, alors 7,(X) = 0 pour tout (a =1,...,8) et si X € M, alors ¢ X = 0.
Théoréme 3.4.1. [8] Dans la S-structure la distribution M est plate, i.e., toutes les cour-

bures sectionnelles K(X,Y') d’une section engendrée par X,Y € M sont nulles. Les courbures
sectionnelles K(X,Y) avec X € L, Y =&, ont une valeur 1.

Preuve . Comme %Xfa =—pX (a=1,..,s)et Lg,p=0,ona:

R, X)Es = ﬁ[ga,X]&a + VxVe.&s — Ve Vxés
= _So[gomX] + v&a@X
= _So[gavX]‘{'vthga"i_ [fa,QOX]
ey X siXel
- g‘)X_{o,si)(e/\/t.

Corollaire 3.4.2. Il n’ya pas des S-variétés M*, s > 2 & courbure constante du courbure
strictement positive.

3.4.1 Courbure ¢-sectionnelle

En 1972, Kobayashi et Tsuchiya [39] ont établi ’expression explicite de la courbure d’une
S-variété de courbure p-sectionnelle constante (S-espace forme, en abrégé), ce qui constitue
un outil trés important pour I’étude de cette variété.

Définition 3.4.3. Une section plan dans un espace tangent Tx(]\AI/), (x € M) est appelée une

p-section s’il existe un vecteur unitaire X dans T,(M) orthogonal a &o(a =1, ..., 8) telle que
{X, X} soit une base orthonormée de cette section plan.

Définition 3.4.4. La courbure sectionnelle K (X, pX) = g(R(X, p X)X, X) est appelée p-
courbure sectionnelle.

Proposition 3.4.5. [35] Les courbures p-sectionnelles déterminent le tenseur de courbure
Riemannienne d’une S-variété.
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3.4.2 S-espace forme

Le Théoréme suivant nous donne une expression de R lorsque la courbure -sectionnelle
de S-variété est constante.

Théoréme 3.4.6. [39] Si la courbure p-sectionnelle en tout point d’une S-variété de dimen-
ston > 4+ s est indépendante du choix d’une p-section en un point, alors elle est constante
sur la variété et le tenseur de courbure est donné par :

RXV)Z = 1(et39){0(X, 02)0% — aloY,02)e°X)

+i(c —s){9(eY, Z)pX — g(¢X, Z)pY + 29(X, Y )pZ}

+O (X)) _ms(2)*Y = O na(Y)NO_ns(2))*X
a=1 B=1 a=1 pA=1

a=1

+9(Y,02) (D na(X) Q&) — 9( X, 02)(Y_ma(Y))(D_ €s) (3.19)
B=1 a=1 ps=1

Ou ¢ est la courbure - sectionnelle constante.

Définition 3.4.7. On appelle S-espace forme une S-variété M de courbure p-sectionnelle
constante ¢ et on le note M|c].

La courbure sectionnelle K (X,Y") des sections engendrées par X, Y € £ dans le cas d’'un
S-espace form est donnée par le Théoréme suivant (cf. Théoréme 2.7 [8]) :

Théoréme 3.4.8. La courbure sectionnelle K(X,Y) d’un S-espace form M?"+s de courbure
p-sectionnelle ¢, satisfait

1 c<K(X)Y) <93 sic<s
2. #SK(X,Y)gc, sic> s,
3. K(X,)Y)=c¢, sic=s

pour tout X,Y € L.

Proposition 3.4.9. Le tenseur de Ricci d’un S-espace form est donné par

n(c+3s)+c—s
2 g

S(X,Y) = (X, 9Y) +20d_ na(X))(D_ns(V)) - (3.20)
p=1

a=1

Remarque 3.4.10. Comme la courbure scalaire T est la trace du tenseur de Ricci , on en
déduit que T est donnée par

7 = n*(c+3s) +n(c—s)+2ns
= n*(c+3s) +n(c+s)
n(n+1)c+n(3n+1)s.

D’aprés le Théoreme 3.4.6 et la Proposition précédente, on a
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Corollaire 3.4.11. Dans l’hypothése du Théoréeme 3.4.6 , on a

R(X,Y)Z = %{g(sﬂ( 0Z)Y — (Y, 0 Z)p* X}
: _4?1727(121 Jlr)l)s{g(wY, 2)pX — g(¢X, Z)pY +29(X, oY) pZ}

+O 0N ns(2)*Y = O _ 1Y) _ms(2))p*X
a=1 B=1 a=1 B=1
+9(0Y, 02) (O (X)) &s) — 9(0X,02)(O _na(Y)(D _&s) -
B=1 a=1 B=1

Et
S(XY) = (5 = 5)g(pX,9Y) +2n(D_ na(X) Zma

Lemme 3.4.12. Le tenseur de Ricci d’une S-variété de dzmenszon (2n + s) satisfait les
Propriétés suivantes

1.8(X, &) =2n(3 5, n8(X)),  (a=1,..5)

2. S(eX, @) = S(X,Y) = 2n(%y na(X)) (5, ms(Y)
3. 8(X,pY)==S(pX,Y).

Du Lemme précédent, on a

Proposition 3.4.13. [39] Il n’y a pas de S-variété d’Einstein si s > 2.

Remarque 3.4.14. Si M est un espace de courbure constante, alors M est automatique-
ment d’Einstein, de sorte qu’il n’ya pas de S-variété de courbure constante en raison de la
proposition précédente.

Maintenant, on présent quelques exemples de S-espace formes ([35]) :

Exemple 3.4.15. (Espaces Euclidiens)
Soit R?"+%(—3s) un espace Euclidien, de coordonnées cartésiennes (z*,...,x"™ y*, ..., y", 21, ..., 2%),
alors une S-structure sur R*"5(—3s) est définie par :

0

=20 (a=1.5)

1 for - i 7,0
:§(dz —Zlydx ), (=1,...,9)

n

li8 . za /zz
@X::—ZX %+;X6—yi—; Z@za

1=1

- 1 i i i i
g::Zna@)na%—é—LZ(dx ®dz' 4+ dy' @ dy'),

a=1 i=1

ou X=>" X2 +5" | X O 430 X% Avec cette structure R*™ est une

S-variété de courbure p-sectionnelle constante (S-espace forme)et ¢ = —3s.
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Exemple 3.4.16. (CD" x R%)(¢), ¢ < —3s.

Soit CD™ un domaine complexe borné et simplement connexe a courbure sectionnelle holo-
morphique constante k < 0. Notons par (J,g) une structure Kdhlerienne sur CD™. Puisque
la deuxieme forme fondamental ¢ de cette structure Kdhlerienne est fermée, ¢ = dw, ot w
est une forme réelle et analytique. Soit t = (t',....t%) le systéme de coordonnées sur R®, po-
sons N, = Tw + dt* sur l’espace de produit (CD™ X R®, ou 7 : CD"™ x R® — CD™ est la
projection canonique. Posons = (11, ...,ns), alors n est une forme de connexion sur le fibré
trivial CD™ x R®, en plus si on pose 0, = (0/0t%), (a =1,...,5), <,>=7g+> o1 Na @ Nas
0X = (J(m,X))* est un relevement horizontal de J(m,X). Alors (@, €1, .., Ea s ooy gy <, >)
est une S-structure sur C'D™ x R*, donc CD™ x R® est un S-espace forme de courbure ¢-
sectionnelle c = k — 3s < —3s.

Exemple 3.4.17. (S?"T1(2) x R*"1)(c), ¢ > —3s.
Soit S*"+1(2) une sphére de rayon 2 et de dimension (2n + 1) et soit M = S?"T1(2) x R*!
une hypersurface dans un S-espace forme R¥"2+(=1D(_3(s — 1)).
Soit (xt, .. gyl Lyt 2l 257 e systéeme de coordoonées cartésienne et
(o, {1, o &1,y ooy Ts1, §) une S-structure sur R H2H6=D[_3(s—1)] (cf. exemple 3.4.14).
Pour plus de simplicité, on peut mettre :
o =& €ty =14 (a=1,....5 — 1) sur M.
Le vecteur de courbure moyenne normalisée est représenté par :

n+1 n+1 n+1
0 0

s—1
i i i g d
€:;y ayz _;x axz —(;.Ty)(;@),

St on pose _
504 - fo“ N = ﬁom o = 1a ey S
n+1 a n+1 a n+1 s—1 a
= —e = — i 2 i 9 _ 2 2,
3 e ;y o ;x 5y (;(y) )(; 7o)
et

ns(X) == g9(X, &),

pour tout vecteur tangent X de M.
Alors M = §*71(2) x R¥™! est un S-espace forme de S-structure (p,&1, ..., s, M1y 375, g) €l
de courbure p-sectionnelle constante ¢ = 4 — 3s.

3.5 Tenseur paralléle du second ordre sur une S-variété

1 En 1926, Levy [42] a prouvé qu'un tenseur symétrique paralléle non-dégénéré du second
ordre dans l’espace de formes réelles est proportionnel au tenseur métrique.
En 1989, Sharma [59] a généralisé le résultat de Levy pour une dimension supérieure a deux
(n > 2) et a également étudié un tenseur paralléle du second ordre sur l'espace de formes
complexes.
Depuis lors, de nombreux auteurs ont étudié ce probléme, consistant a trouver des tenseurs

1. Cette section a fait ’objet de la premiére partie de la publication [5].
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paralléles symétriques et anti-symétriques sur différents espaces (a-Sasakienne et ’espace de
formes Sasakiennes généralisées [18], [50] et [30]...ect) et ils ont obtenu des résultats fructueux.

Dans cette section, on considére une S-variété M de dimension 2n + s, s>1letn>1,
de S-structure (¢, &0, M0, 9), « =1,...;s

Définition 3.5.1. Un tenseur symétrique B du second ordre est dit un tenseur paralléle
si VB = 0, ou v désigne ['opérateur de la dérivée convariante par rapport au tenseur de
métrique g.

Dans ce qui suit, on étudié le tenseur parallele symétrique du second ordre sur une S-
variéteé.

Soit B un champ de tenseurs symétrique de type (0,2) sur une S-variété M , telle que
VB = 0. En appliquant I'identité de Ricci? [59)

V2B(X,Y; Z,W) = V?B(X,Y;W,Z) =0,

qui donne B B
B(R(X,Y)Z, W)+ B(Z,R(X,Y)W) =0, (3.21)

pour tout champs de vecteurs X, Y, Z, W sur M.

Nous savons que le tenseur symétrique paralléle du second ordre sur un espace forme de Sasaki
généralisé est proportionel au tenseur métrique [30].

Concernant une S-variété, on a établi le résultat suivant :

Théoréme 3.5.2. Dans une S-variété M?"*5, un tenseur symétrique parallele du second
ordre est proportionnel au tenseur métrique, si s = 1 et il s’agit d’une combinaison linéaire
du tenseur métrique sous-jacent et des 1-formes de S-structure, si s > 2.

Preuve . Sion pose X =Z =W =¢,, pour tout v € {1,...,s} et s > 1 dans (3.21) on
obtient

B(E(fw Y)f% gv) + B(gw E(&% Y)gv) =

alors il découle de la symétrie de B que

B(E(@w V)&, &) =0, (3.22)
D’aprés (3.15) on obtient N
R(&,,Y)E, = Py (3.23)
D’aprés (3.22) et (3.23) on a
B('Y,&,) =0. (3.24)

2. Comme le tenseur de torsion de V est nul, on a
ViyB—-VixB=R(X,Y).B,

ou %AQX’YB = %)(%yB — %exyB.
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En utilisant (3.9) on obtient

S

B(Y,&) =Y us(Y)B(£s,&,) =0, (3.25)
B=1

pour tout v € {1, ..., s}.
En différenciant covariante le long de X, on trouve

B(VxY, &)+ B(Y,Vx&) — Y {g(VxY. &) +g(Y, Vx&s)} B, &)
=1

— D 9(V.E){B(Vxés, &) + B(€s, Vx&)} =0, (3.26)

p=1

pour tout v € {1,...,s}.
D’autre part, si on pose Y = VY dans (3.25), on obtient

B(VxY,&) = > g(VxY,&)B(&.&,) =0. (3.27)
B=1

D’aprés (3.26),(3.27) and (3.13) on a

s

—B(Y,0X)+g(Y,0X)) B(&,&) + > _ gV, §){B(pX,&,) + B(pX, &)} =0, (3.28)
B=1 B=1

pour tout v € {1, ..., s}.
En remplagant Y par ¢ X dans (3.25) on obtient

B(¢X, &) =0, (3.29)

pour tout v € {1, ..., s}.
D’aprés (3.28) et (3.29) on a

S

—BY,9X) +g(Y,0X) p B(&s,&) =0, (3.30)
B=1

pour tout v € {1,...,s}.

En remplagant X par ¢X dans (3.30) et utilisant (3.9) et (3.25), dans ce cas néanmoins,
I'expression du tenseur B(X,Y') ne peut étre totalement simplifiée, mais on obtient seulement
qu’elle est de la forme

B<X’ Y)_g(X7 Y) ZB(éﬂ’g’Y)_ Z na(X)nﬁ(Y)B<§ﬁ7§a)+ Z na(X)na(Y>B(§ﬁ7€7) =0,
B=1 a,f=1 a,f=1

(3.31)
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donc,
B(X.Y)=g(X.Y)Y B &)+ Y na(X){ns(Y)B(Es, &) — na(Y)B(E5, 6}
ps=1 a,f=1
pour tout v € {1,...,s}.
v  Pour s =1 (c’est a dire M est une variété Sasakienne), il suffit de mettre & = &... = & = ¢
et m1 =y = ... =1ns =n, puis d’aprés (3.31) on obtient

B(X,Y) = B(§,§)g(X,Y).

Vv Pour s > 2, comme VB = 0 et d’aprés (3.29), on peut vérifier que B(&,,&p) est une
constante pour tout a, 8 € {1,..., s}, en le différenciant le long d’'un champ de vecteurs sur
M. Ce qui achéve la démonstration. [



Chapitre 4

Hypersurfaces pseudo-paralléles

4.1 Introduction

1 On considére une immersion isométrique f : M — M , et ¢ une seconde forme fonda-
mentale de M. B
Ferus [28] a introduit le concept des immersions paralleles (Vo = 0) et il a classifié de telles
immersions de I'espace de formes réelles de courbure sectionnelle constante. Les sous-variétés
dans l'espace de formes complexes M"(c), n > 2, de courbure sectionnelle holomorphique
constante 4c, avec une seconde forme fondamentale parallele ont été classifices par Naitoh
[52]. En conséquence, la seconde forme fondamentale d’une hypersurface réelle M dans M"(c),
n > 2, 4c # 0 ne peut jamais étre paralléle. Dans [56], deux théorémes concernant la réduction
des codimensions de sous-variétés paralléles dans ’espace forme de Sasaki ont été prouvés.
D’autre part, Deprez [19] a défini 'immersion f comme semi-paralléle si

E(X, Y)O' = (6){6}/ - 6)/6)( — %[X,y])O' = O,

pour tous les vecteurs tangents X, Y de M. Les hypersurfaces semi-paralléles de I'espace Eu-
clidien ont été classées par Deprez [20] en 1986. Plus tard, en 1990 Lumiste [45] a considéré
qu’une sous-variété semi-paralléle d’un espace formes est I’enveloppe du seconde ordre de la
famille des sous-variétés paralléles. Ainsi, dans le cas des hypersurfaces dans la sphére et dans
Iespace hyperbolique, Dillen [23] en 1991 a prouvé qu’elles sont soit plates, paralléles ou des
hypersurfaces de rotation de certaines hélices. Maeda [47] a étudié les hypersurfaces réelles
semi-paralléles dans ’espace de formes complexes M "(¢), ¢ > 0, il a obtenu qu’aucune hyper-
surface réelle dans M"(c), ¢ > 0 et n > 3 est semi-parallele. Dans [53], Neibergall et Ryan
ont également prouvé l'inexistence d’hypersurface réelle semi-paralléle dans M 2(c), 4c # 0.
Plus tard, Ortega [55] a fait une preuve pour 4c # 0 et n > 3, montrant qu’il n’ya pas des
hypersurfaces réelles semi-paralléles dans M (c), 4dc #0 et n > 2.

De plus, dans l'espace forme de Sasaki, Belkhelfa et Gherib [29] [30] ont prouvé I'inexistence
des hypersurfaces paralléles et semi-paralléles.

Dans [2] et [3] les auteurs ont généralisé les travaux de Deprez et Dillen, ils ont introduit la
notion des sous-variétés pseudo-paralléles dans I'espace formes (space forms) comme une géné-
ralisation de sous-variétés semi-paralléles. La classification des hypersurfaces pseudo-paralléles

1. Ce chapitre a fait I’'objet de I'article [5].
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dans l'espace de formes réelles a été obtenue par Asperti et ses co-auteurs dans [3].
Dans [44], Lobos et Ortega ont donné une classification des hypersurfaces réelles pseudo-

paralléles dans I'espace de formes complexes M (c),c="1,n>2.

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence d’hypersurfaces pseudo-paralléles dans I’espace
de forme de Sasaki M?"!(c). Ensuite, on va montrer I'inexistense d’hypersurfaces paralléles

dans S-espace forme M nts(c), et en déduire l'inexistence d’hypersurfaces semi-paralléles.
Enfin, on va étudier I'existence d’hypersurfaces pseudo-paralléles qui répondent & certaines
conditions dans S-espace forme.

On considére une hypersurface M d’une variété Riemannienne M. Donc, les formules de
Gauss et de Weingarten sont données par :

VxY = VxY + g(Ay X, V)V
6){‘/ — —AvX,

ou X et Y sont les champs de vecteurs tangents de M, V' est un vecteur unitaire normal a
M, o est la seconde forme fondamentale et A est 'opérateur de Weingarten.

4.2 Hypersurfaces pseudo-paralléles dans 1’espace forme
de Sasaki

Soit M une sous-variété d’une variété Sasakienne M de dimension 2n + 1, n > 1. Pour
tout champ de vecteurs X tangent a M, on peut mettre

pX=TX+NX, (4.1)
ou T'X et NX sont les composantes tangente et normale de p X, respectivement.

Proposition 4.2.1. [71] Soit M une sous-variété d’une variété Sasakienne M, alors
Vxé=-TX, 0(X,§) =—-NX,
pour tout X tangent a M.

Définition 4.2.2. Une sous-variété M est dite invariante si & est tangent a M et ¢T,(M) C
T.(M) pour tout v € M, c’est a dire pX € T(M) pour tout X € T(M), et dans ce cas
NX =0.

Théoréme 4.2.3. Soient M une variété Sasakienne de dimension 2n + 1 et M une sous-
variété invariante de M, alors M est aussi une variété Sasakienne et donc sa dimension
p=2m+ 1.

Lemme 4.2.4. Soit M?™*! une sous-variété invariante d’une variété Sasakienne M>*"+!,
alors on a

o(X,6) =0, Ay =0, (4.2)
ot X €TM etV eT+M.
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Théoréme 4.2.5. [31] Il n’existe pas une hypersurface invariante d’une variété de contact.

Donc, comme les variétés Sasakiennes sont des variétés de contact alors, il n’existe pas
une hypersurface invariante d’une variété Sasakienne.

Soit M?" une hypersurface d'un espace formes de Sasaki M’ ntl(c), € est tangent a M.
Alors, le champ de tenseurs R .o de type (0,4) sur M est défini par

(R.0)(X.Y,Z,W) = —0(R(X,Y)Z,W) — 0(Z, R(X,Y)W).
Donc la condition de pseudo-parallélisme R.o = L Q(g,0) devient
o(R(X,Y)Z,W) + 0(Z, R(X, V)W) + LQ(g,0)(Z,W: X,Y) = 0, (4.3)
ou
Qg 0)(Z,W; X)Y) = (XAY).0)(Z W)
= —o(XAYVZ,W)—0o(Z,(XANY)W)
Ainsi, le tenseur de courbure est donné par I’équation de Gauss
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + g(AvY, Z)Av X — g(Av X, Z)AvY. (4.5)
On note A au lieu Ay, dans ce qui suit.

Théoréme 4.2.6. Il n’existe aucune hypersurface pseudo-paralléle dans un espace forme de
Sasaki M*"T1(c), tel que le champ de vecteurs & est tangent a M et ¢ # 1.

Preuve . On suppose que 'hypersurface M est pseudo-paralléle, d’aprés (3.7) et (4.5),
on obtient alors

RXY)Z = 24 2)X — g(x, 2)7)

T Ln(Xm(2)Y — n(Ym(Z)X + g(X, Z)n(Y)e

—g(Y, Z)n(X)E + g(@Y, Z2)pX — g(¢X, Z)pY — 29(¢X, Y )pZ}
+9(AY, Z2)AX — g(AX, Z)AY, (4.6)

pour tous champs de vecteurs X,Y, 7 € T'M.

En substituant (4.6), (4.4) dans (4.3), et comme o(X,Y) = g(AY, X)V = g(AX, V)V, la
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condition (4.3) peut étre écrite sous la forme

c+3

0 = {9(Y, 2)g(AX, W)V — g(X, Z)g(AY, W)V + g(Y,W)g(AX, Z)V
g( W)g(AY, Z)V'} + —{n( IN(Z)g(AY, W)V —n(Y)n(Z)g(AX, W)V
+9(X, Z)n(Y)g(AE, W)V — g(Y, Z)n(X)g(AE, W)V + g(pY, Z)g(ApX, W)V
—g(pX, Z)g(ApY, W)V — 29(0 X, Y )g(ApZ, W)V + n(X)n(W)g(AY, Z)V
—n(Y)In(W)g(AX, Z2)V + g(X, W)n(Y)g(AE, Z)V — g(Y,W)n(X)g(AE, Z)V
+9(pY, W)g(ApX, Z)V — g(0X, W)g(ApY, Z)V — 29(0X, Y )g(ApW, Z)V'}
+g(AY, 2)g(A* X, W)V — g(AX, Z)g(A%Y, W)V
+g(AY, W) g(A2X, Z)V — g(AX, W)g(A%Y, Z)V + L{—g(Y, Z)g(AX, W)V
+9(X, Z)g(AY, W)V — g(Y,W)g(AX, Z)V + g(X,W)g(AY, Z)V'}, (4.7)

pour tout X,Y, Z, W € TM et V € T+ M.

Comme g(ApW, Z) = —g(W, pAZ), 'équation (4.7) devient

0 = & Z 3{ (Y, Z)AX — g(X, Z)AY + g(AX, Z)Y — g(AY, Z)X}

(X)N(2)AY —n(Y)n(Z2)AX + g(X, Z)n(Y) AL

—g(Y> Z)n(X)AE + g(pY, 2)ApX — g(p X, Z)ApY

—29(pX,Y)ApZ +n(X)g(AY, Z)§ —n(Y)g(AX, Z)§

+n(Y)g(AE, 2)X —n(X)g(AE, Z2)Y + g(ApX, Z)pY

—g(ApY, Z)pX +29(pX, Y )pAZ}

+g(AY, 2)A’X — g(AX, 2)A%Y + g(A*X, Z)AY — g(A%Y, Z)AX
+L{—g(Y, 2)AX + g(X, Z)AY — g(AX,Z)Y + g(AY,Z)X}. (4.8)

Sion pose Y = Z dans (4.8), on obtient

0 = & Z 3{ (2,2)AX — g(X,Z)AZ + g(AX, Z)Z — g(AZ, Z)X}

(X)(Z2)AZ —n(Z)n(Z2)AX + g(X, Z)n(Z) AL

—g(Z, 2(X)AE + g(pZ, Z)ApX — g(p X, Z)ApZ

—29(pX, Z)ApZ +n(X)g(AZ, Z)§ —n(Z)g(AX, Z)§

+n(2)g(AE, Z)X —n(X)g(AE, Z2)Z + g(ApX, Z)pZ

—9(ApZ, Z)pX +29(0 X, Z)pAZ}

+g(AZ, 2)A?X — g(AX, Z2)A*Z + g(A*X, 2)AZ — g(A*Z, Z)AX
+L{—g(Z, 2)AX + ¢(X, 2)AZ — g(AX, Z)Z + g(AZ, Z) X} . (4.9)

On consideére {ey, ..., €2, } un repére locale orthonormé sur 7M. On pose Z = ¢, dans (4.9)
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et en prenant la sommation sur k£ =1, ..., 2n, on trouve
0= S (9m AX — AX + AX — tr(A)X} + %{n(X)Af _AX
+n(X)AE = 2nn(X)AE — AP* X — 240> X + n(X)tr(A)¢
—g(AX, )¢ + g(AL, X — n(X)AS + pApX — tr(Ap)pX + 2pAp X}
+tr(A)A2X — APX + APX — tr(A*AX
+L{-2nAX + AX — AX +tr(A)X}. (4.10)

En effet, 2211 (X, er)Ape, = Ap? X, car pour tout Y € TM on a

2n
9D 9(pX e) Aper,Y)

2n
- Zk:l g(nga ek)g(A¢€k7 Y)
2n
- Zk:l g<90X7 ek)g(g@ek, AY)
2n
= =) 9eX en)gler, pAY)

2n
= —9(>_ _ 9(eX er)er, pAY)

= —g(pX,pAY) = g(¢* X, AY) = g(Ap’X,Y),

ctona Yo" g(ApX, ep)per = pApX car

2n

9D 9(ApX er)

et it g(pX, ex)pAer = pApX,

2n

9D 9(eX en)pdeY)

pour tout Y € T'M.

2n

perY) = Y g(ApX er)g(ver,Y)
2n
= = 9(ApX en)g(er, oY)

2n
=~ 9(ApX. er)er, ¢Y)
= —g(ApX,9Y) = g(pApX,Y),

car

2n

= Zkzlg(sz,ek)g(serk,Y)
2n

- 7 Zk:l g(gOX, ek)g(Aeka @Y)
2n

= =37 gleX er)glen, ApY)

2n
=~ 9(eX er)er, ApY)

= —g(pX, ApY) = —g(ApX, pY) = g(pApX,Y),

Puisque la structure de champ de vecteurs £ est tangente a M, alors la formule de Gauss

implique que
—0X
a partir de 'aquelle on a (¢ X)+ =

= 6)(5 = Vx&{+g(AX, )V,

Comme @€ = 0, ’équation ci-dessus implique que

9(Ag, )V =0,
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pour tout V € T+ M.
Comme p?X = —X +n(X)¢E, alors —Ap?X = AX — n(X)AE et équation (4.10) devient

0 = CZ 3{2n AX —tr(A)X} + ‘ ; 1{—2(n + Dn(X)AE +2AX + n(X)tr(A)¢
—g(AX, 8¢ —tr(Ap)pX + 3pApX} + L{—2n AX +tr(A) X}

+tr(A)A2X — tr(A%)AX = 0. (4.11)

Pout tout Y € TM, I'équation (4.11) se transforme en

0 = “H20g(AXLY) — tr(Ag(X, )} + S =2+ DnX)g(AEY)

+29(AX,Y) +n(X)tr(A)g(&,Y) — g(AX,£)g(§,Y) — tr(Ap)g(¢X,Y)
+39(pAeX, Y} + L{—2ng(AX,Y) + tr(A)g(X,Y)}
+tr(A)g(A2X,Y) — tr(A?)g(AX,Y) = 0.

Si X et Y sont orthogonaux dans I’équation ci-dessus, on obtient

c+3

0 = 2n g(AX,Y)+%{—2(n+1)n(X)g(Ag,Y)+29<AX,Y)

+tr(A)n(X)n(Y) — g(AX, En(Y) — tr(Ap)g(pX,Y) + 39(pApX,Y)}
—2nLg(AX,Y) +tr(A)g(A*X,Y) — tr(A*)g(AX,Y). (4.12)

En échangeant X et Y dans (4.12), il en découle que

c+3

0 = 205 2g(AY, X) + %{—2(71 + 1)n(Y)g(AE, X) + 29(AY, X)
Hr(A)n(Y)n(X) = g(AY, n(X) — tr(Ap)g(¢Y, X) + 3g(pApY, X)}
—2n Lg(AY, X) + tr(A)g(A%Y, X) — tr(A?)g(AY, X). (4.13)
En soustrayant (4.12) a (4.13), on obtient

@+ n(X)g(AY. ) — 20+ V(Y )g(AX, ) + 20r(Ap)g(oX,V)} =0, (4.14)

car il résulte de g(AX,Y) = ¢g(c(X,Y),V) = g(X,AY) et g(pX,Y) = —g(X,pY) que
9lpApX,Y) = g(X, pApY).
Si on pose Y = ¢ dans (4.14), on trouve

c—1

(2n+1) g(AX, &) = 0.

gomme ¢ # 1, alors g(AX,¢) =0, en utilisant la formule de Gauss pour Y = ¢, puisque
Vx& =—¢X, il en découle que Vx& = Vx& = —pX, (Vx€ est la partie tangente de V x¢).
Par conséquent ¢ X est tangent, et puisque & est tangent & M, alors M est une hypersurface
invariante, mais cela contredit le Théoréme 4.2.5 .

[
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Rappelons maintenant I’exemple suivant :

Exemple 4.2.7. [6] On considére R*"*1 de coordonnées cartésiennes (x',y',2), i =1,...,n
et sa 1-forme n = %(dz — >0 ytdat). Le champ caractéristique & est donné par § = 2%, le
champ de tenseurs ¢ est donné par la matrice

0 6 0
5, 0 0
0 ¢ 0

et la métrique Riemannienne g = n@n+ 3 > i, (dz')*+ (dy')? est une métrique associée pour

n. Dans ce cas R* ! est un espace forme de Sasaki avec p-sectionnelle constante ¢ = —3
noté par R*"*1(-3).

Une conséquence immeédiate en est le Corollaire suivant
Corollaire 4.2.8. Il n’y a pas d’hypersurfaces pseudo-paralléles dans R*"*1(=3), avecn > 1.

Remarque 4.2.9. Soit S*" ! une sphere unitaire de dimension (2n+1), c’est a dire S*"*! =
{z € C"™' | z |= 1}. Pour tout point z € S*" ', on pose & = Jz, ou J est une structure
presque complexe de C**t. On considére une projection orthogonale

7 T (C"h) — T, (57" ).

En mettant ¢ = 7o J, nous avons une structure Sasakienne (p,&,1n,g) sur S* T ou n est
une 1-forme duale de & et g un tenseur de métrique sur S**1. Nous voyons que S*"*1 est de
courbure p-sectionnelle constante 1 (cf.[64]).

Maintenant, on considere Uhypersurface de Clifford M, , définie par

_ g2ptl b « G2a+1 q —n—1
D,q ( 2n> ( 2n)’p+q n

M,

Alors, M, , est une hypersurface minimale de S*"** 0w la structure de champ de vecteurs & est
tangente a S*"*' et M, , a une seconde fondamentale forme parallele, donc elle est pseudo-
parallele. Par conséquent, [’hypothése dans le Theorem 4.2.6 sur la courbure @-sectionnelle
c# 1 de lespace ambiant M*""1(c) est essentielle.

4.3 Hypersurfaces dans S-espace forme

4.3.1 Hypersurfaces paralléles

Dans cette section on considére une hypersurface M d’un S-espace forme M nts(c), on
s > 1etn > 1, de S-structure (¢,&4,7M0,9) (@ = 1,...,8) et de courbure ¢-sectionnelle
constante c.

Tout d’abord on va rappeler la définition d’une variété anti-invariante :
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Définition 4.3.1. Une sous-variété M est appelée anti-invariante si oT,(M) C T,(M)* pour
tout v € M, c’est a dire X € (TM)*, pour tout X € T(M).

Lemme 4.3.2. [68] Soit M une sous-variété d’une S-variété. alors pour tout X,Y,&, € TM
on a

1. TX = —Vx&,,
2. NX = —o(X, &).

Dans ce cas, si M est une sous-variété anti-invariante alors, TX = —Vx&, = 0 et on
obtient ce résultat

Proposition 4.3.3. Il n’y a pas d’hypersurfaces anti-invariantes paralléles dans une S-
Varieteé.

Preuve . On suppose que M est une hypersurface anti-invariante et parallele dans S-
variété M?"+s donc pour tout X,Y € T M, on a

0 = ﬁXU(Y7 5&)
= Vyxo(Y,&) —o(VxY, &) — (Y, V&)
= _J(VXY7 504) =0,

Mais cela contredit notre hypothése (car M est anti-invariante et donc NX = —o(X,¢,) # 0,
pour tout X € TM). n

Théoréme 4.3.4. Soit M une hypersurface d’un S-espace forme JT/[/%JFS(C), tel que la struc-
ture de champs de vecteurs tangente a M, avec ¢ # s, alors M n’est pas paralléle.

Preuve . Supposons que M est une hypersurface d'un S-espace forme M nts(c) et o la
seconde forme fondamentale de M.
On note par C' un champ de vecteurs unitaire normal & M et soit U = —¢C.
Alors, comme 7,(C') = 0, pour tout «

g(U,U) = g(pC,eC) =1,

et
g(U,C) = —g(pC,C)=0.
En plus, si X € T(M), on a
X = TX +u(X)C. (4.15)
Ou w et T sont les champs de tenseurs sur M de type (0,1) et (1,1) respectivement, donc

T X represente la partie tangente de pX.
Dans la suite, on a u # 0, clairement d’aprés (4.15), u(X) = ¢g(U, X). En outre, il est facile
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de vérifier que U = C'.
Par I’équation de Codazzi, (4.15) et (3.19) on obtient

0 = Vxo(Y,2) — Vyo(X, 2)
= (R(X,Y)2)"

= - ; {9(9Y, Z)pX — g(pX, Z)gY + 2g(X, Y ) Z}*
= - 1 2 {9(oY, Z2)u(X) — g(0X, Z)u(Y) + 29(X, oY )u(Z)}C = 0.

Si on pose Z = U, on déduit que

cC— S

4

g(X,TY) =0,

comme ¢ # s alors TY = 0, c’est & dire M est une hypersurface anti-invariante, selon la
Proposition 4.3.3 on obtient une contraduction. [

4.3.2 Hypersurfaces semi-paralléles

Dans cette section, on utilise nos résultats précédents pour déduire 'inexistence d’une
hypersurface semi-paralléle dans S-espace forme M?"5(c).

Théoréme 4.3.5. Il n’existe pas une hypersurface semi-parallele dans un S-espace forme
M?+3(c), avec la structure des champs de vecteurs tangente a cette hypersurface et ¢ # s.

Preuve . Si M est une hypersurface semi-paralléle et o la seconde forme fondamentale
de M, on a

R.o(X,Y:Z,W)=—c(R(X,Y)Z,W)—o(Z, R(X,Y)W)=0.
En utilisant le méme argument que dans le Théoréme 3.5.2 (chapitre 3) on en déduit que
c=Kgoro=Kg+ i Ko"Bna@)m;— i K, @1y,
a,B=1 a,B=1
ot K, K', K*8 K® sont constants, donc il est clair que
Vo = 0,
ce qui contredit le Théoréme 4.3.4 . [

Corollaire 4.3.6. Il n’y a pas d’hypersurfaces semi-paralléles dans R*"+5(—3s).
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4.3.3 Hypersurfaces pseudo-paralléles avec certaines conditions

Dans cette section, on va étudier les hypersurfaces pseudo-paralléles totalement ¢-ombilicales
dans M, ou M est un S-espace forme de dimension 2n + 2 + s et de courbure ¢-sectionnelle
constante —3s.

Pour cela, on rappelle les notions de la sous-variété totalement ¢-géodésique et totalement
p-ombilicale.
Il est nécessaire, d’utiliser une variation d’une sous-variété totalement géodésique (resp,. to-
talement ombilicale) de S-variété, plus liée a la structure, a savoir une sous-variété totalement
p-géodésique (resp.,totalement @-ombilicale) [12].
Ainsi, une sous-variété M de dimension (n + s) d'une S-variété, ou la structure &, est tan-
gente & M, est dite une sous-variété totalement p-géodésique (resp., totalement p-ombilicale),
si la distribution £ est totalement géodésique (resp.,totalement ombilicale), c’est a dire, si
o(X,Y) = 0 (resp., 0(X,Y) = g(X,Y)V tel que V = 22 H, ou H indique le vecteur de
courbure moyenne sur M) pour tout X,Y € L.
Autrement dit, puisque o(&,,&3) = 0, pour tout o, = 1,...,s, on a les deux définitions
suivantes :

Définition 4.3.7. Soit M™% une sous-variété d’une S-variété M2”+S, ou la structure de
champs de vecteurs est tangente a M. Alors M est dite totalement p-géodésique si :

Z{na o (Y, &) +na(Y)o(X, &)}

pour tout X,Y € TM.

Définition 4.3.8. Soit M™" une sous-variété d 'une S-variété .7\\4/2”“, ou la structure de
champs de vecteurs est tangente a M. Alors, M est dite totalement p-ombilicale si :

Z{na o(Y, &) + na(Y)o(X, &)} + g(0X, oY)V .

Pour tout X,)Y € TM, ouV = (m+S)H et H indique le vecteur de courbure moyenne.

Remarque 4.3.9. Une sous-variété totalement p-ombilicale est totalement p-géodésique si
et seulement si elle est minimale. D’autre part, il est facile de montrer qu’une sous-variété
totalement p-géodésique est minimale et totalement w-ombilicale.

Commengons par rappeler les résultats de Hasegawa et ses co-auteurs [35] :

Lemme 4.3.10. Soit M une variété Riemannienne presque de s-contact de dimension (2n—|—

2+5) avec la structure (@, fa, Na, g) €t M une hypersurface orientable dans M tel que 51, ....,5
sont tangents a M, alors M admet une structure métrique presque de (s + 1) contact.
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Proposition 4.3.11. Soit M une S-variété de dimension (2n + 2+ s), avec la structure

(p, £~a, Nas g) €t M une hypersurface totalement p-ombilicale avec la courbure moyenne constante

Qif{}rs, alors M admet une S-structure (¢, &q,Na, g) tel que a=1,...;s + 1.

Théoréme 4.3.12. Soit M(—3s) un S-espace forme de dimension (2n + 2 + s) avec la
courbure p-sectionnelle constante —3s, et M une hypersurface totalement p-ombilicale avec
la courbure moyenne constante 22’}:}%, alors M admet une (s+1)-structure avec une courbure
p-sectionnelle constante 4 — 3(s + 1).

Dans tout ce qui suit, M est une hypersurface totalement p-ombilicale de (s+ 1)-structure
(¢,€a,Nas g), dans S-espace forme M de dimension 2n + 2 + s et de courbure @-sectionnelle

constante —3s, on note sa S-structure par (9, &4, Ma, g)-
Supposons € un champ de vecteurs unitaire normal sur M. Dans ce cas, £ est un vecteur de
courbure moyenne normalisée sur M, défini par

2 1
n + +3H
2n+1

9

ou H indique le vecteur de courbure moyenne sur M dans M.
On peut mettre

Esp1 = =0, Ns1(X) = g(X, &q1) et X == 0X — o1 (X)e,

pour tout X € TM.
Afin de simplifier, on pose

fa ::faana ::ﬁ;v (Oz:L...,S)

Comme M est totalement p-ombilicale, la seconde forme fondamentale o est alors représentée
par

o(X,Y) =g(¢X, oY €+Zna (Y, &) +Zna o(X, &) - (4.16)
Pour X et Y des vecteurs tangent de M.
Puisque M est un S- espace forme, alors on a v x&a = —pX, et d’autre part on a
—9X =Vxés+ (X, &) = —pX —ns11(X)e, donc on en déduit que
Vxéa ==X, 0(X,&) =—ns1(X)e, ael,..,s+ 1. (4.17)

On peut alors récrire (4.16) comme suit

o(X,Y) = [g(X,Y) =Y 0a(X)na(Y) = (D (X )nesa(Y) Zna Nns1(X)e. (4.18)

Comme M est un (s + 1)-espace forme de courbure @-sectionnelle constante 4 — 3(s + 1)
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(d’aprés le Théoréme 4.3.12), alors le tenseur de courbure de M est donné par

RX,Y)Z = g(eX,02)¢*Y — g(¢Y,02)p*X
+5{g(0X, Z)pY — g(¢Y, Z)pX +29(pX,Y)pZ}

s+1 s+1 s+1 s+1

O 1aXNQ_1s(2)™Y = Q_na(Y N ns(2))e*X
a=1 p=1 a=1 ps=1

(D 1a(X))g(Y,02) (D) — (Q_ma(Y)a(pX. 2)((Y_ €)(4.19)
a=1 B=1 a=1 ps=1

On a ce résultat :

Théoréme 4.3.13. Soit M2"+2+S(—33) un S-space forme, et M une hypersurface totalement

2n+1 )
s alors M n’est pas

p-ombilicale de M2"+2+5(—33) avec la courbure moyenne constante
pseudo-paralléle.

Preuve . On suppose que M est une hypersurface pseudo-paralléle, donc

(R'U)(X7 Y. Z, W) - LQ<97U)(Z7VV7X7Y>7

ou L est une fonction réelle sur M et

(R.o) (X, Y, ZW)=—0(R(X,Y)Z, W) —0o(Z, R(X,Y)W), (4.20)
et

Qg,0)(ZW;X.)Y) = (XAY).0)(Z, W)
—o((X AY)Z,W) = 0(Z,(X AY)W)

= —g(Y, Z)U(X7 W) + g(Xv Z)O-(K W)
—g(Y,W)o(Z,X) + g(X,W)o(Z,Y). (4.21)
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En substituant (4.18) et (4.19) dans (4.20), on obtient

(R.0)(X, Y, ZW) = —g(¢X,0Z)o(¢*Y, W) + g(¢Y, 0Z)o(0*X, W)
—s{g(pX, Z)o (Y, W) — g(Y, Z)o(pX, W) + 29(¢ X, Y)o(pZ, W)}
s+1 s+1
) nalx Z Na(Z))o(&*Y, W)
a=1
s+1 s+1
+O ma(Y Z Na(Z))o(@* X, W)
a=1
s+1 s+1
) na(X))g(eY, 0 Z)o Z&a,
a=1
s+1 s+1

Zna 9(e X, pZ)0 Zﬁﬁ,

—g(sz,sf)W) (¢ 2Y7Z)+9(90Y790W) (¥°X, Z)
—s{g(pX, W)o (Y, Z) — g(Y, W)o(pX, Z) + 29(pX, Y )o (oW, Z)}

s+1 s+1

(D (X Z na(W)a(g*Y, Z)
a=1
s+1 s+1
+(O) naY Z Na(W))o(¢*X, Z)
a=1
s+1 s+1
Z 10(X)g(¢Y, W) Z €5, 2
s+1 s+1
+(Z Wa(Y) SOX (pW Zéﬂ? ) (422>
a=1

comme M est totalement -ombilicale et d’aprés (4.18) on a

o(P’X,Y) = g(¢*X,Y)e, o(pX,Y) = g(¢X,Y)e,

et d’aprés (4.17) on a
s+1

me —(s+ 1)nsi1(X)e,
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pour tout X, Y € TM. En remplagant ces derniéres équations dans (4.22), on obtient

(R.0)(X,Y,Z,W) = fna X){g(pY, W) ;ima + (s + 1)ns1(2))
+9(¢Y, soZ)(;i ns(W) + (s + s (W) Je
ilna Y){g(pX, W) ;ilnﬁ + (s + Dns1(2))
+9(pX, sOZ)(;i: ns(W) + (s + Dnasa (W) e . (4.23)

D’autre part, si nous substituons (4.18) dans (4.21) on trouve

Qg,0)(Z,W; X,Y) = {—g(Y,Z)g(X, W) + g(X, Z)g(Y, W) — g(Y,W)g(Z, X)
+9(X, W)g(Z,Y)}e

s+1 s+1
+Zna H{g(Y, 2) Zna )+ 9, W)Y na(2)}e
—Zna H{y(X, Z) Zna )+ 9(X, W)Y na(2)}e

+Z77a {g Y Z)775+1(X) - g(X7 Z)'f]s+1<Y)}5
+ Z 1a(Z){g(Y, W)ne1(X) — g(X, Wnea(Y)le.  (4.24)

Maintenant, on va comparer les deux résultats (4.23) et (4.24) par rapport a des éléments
d’un repére local orthonormé sur T'(M) :

{e1, ..y en, €1, ey 0n, &1, o €t}

Le lercas :si X =& et Y =&,
D’aprés (4.23), on a
(R U)(€S7£8+17 Za W) =0 )

et d’aprés (4.24), on a

s+1 s+1

Q(ga U)(Za W; fs: £s+1) = {775+1(Z> Z 7704<W> + 778+1(W) Z na(Z)

—US(Z) Z%(W) - ns(W> Z%(Z) }5
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Alors B
(R : O-)(fm €s+17 Z7 W) = LQ(Qv O-)(Z7 W; 557 £s+1) )

et comme Q(g,0)(Z, W;&,&11) # 0, pour tout Z, W € T(M)
on obtient
L=0. (4.25)

Le 2eme cas :si X =e et Y =&q,i€{l,...,n}.
D’aprés (4.23), on a

s+1

(é'a)(ei7fs+17z7 W) = _{g elv Zna )775+1<Z)]
96 NZ 1oV + 5+ D (Wl

et d’aprés (4.24), on a

Q(g7a)<Z> W;eiagerl) = _{Z na(W)g<elv Z"?a 627 } )

Dans ce cas, on pose Z = &, on déduit que

(E . U)(eia £s+17 557 W) = Q(g7 U)(f& W; €i, £s+1) = _g<€i7 W)€ .
D’ou
L=1.
Ce qui contredit (4.25). =

Exemple 4.3.14. D’apres I’Exemple 3.4.17 (Chapitre 3), on a

MX,Y) = g(VxY,e)
1 n+1 o ' ' 1 n+1 n+1 o o
_ Z Z(Xzyz + X/zylz) + = ZX//(X SZXZ 7, Z YIJZIZ'] N Y]y]))
i=1 j=1
n+1 n+1

- ZY”“ SZY“ Z (XY2d —Yiy))
= 9(pX,pY) + Zna )+(ina(Y))ns(X),

comme h(X,Y)e =o(X,Y) et 0(X, &) = ns(X)e on obtient

s—1

o(X,Y) = g(3X, Y )e + (D na(X))o (Y, ) + Zna (X, &),

a=1
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ot X — Zn—l—l Xzac’;l + Zn—i-l Xlz 8 -+ Zs 1 X”aafa ’
et Y =3yt d 4 Sy 8 +Y Tyt
indiquent les champs de vecteurs tcmgents a M.

Donc M est une hypersurface totalement g-ombilicale dans R*"2+(=D[-3(s — 1)], avec la
courbure moyenne constante ;’2—11 [35].

D’apres le Théoréme 4.3.12, M admet une S-structure (¢,&a,Na,9) , (@ = 1,...,8), avec
la courbure p-sectionnelle constante 4 — 3s. Il suit alors, d’aprés le Théoréme 4.53.13 que

Uhypersurface M = S*+1(2) x R*~! n’est pas pseudo-parallele dans R¥2+(=D[-3(s — 1)].




Chapitre 5

Sous-variétés Legendriennes
normalement plates dans S-espace forme

5.1 Introduction

! Les S-variétés de courbure @-sectionnelle constante (c’est a dire les S-espace formes)
sont la généralisation naturelle des variétés métriques de contact, et comme dans la géométrie
de contact, il est possible de définir le concept d’une sous-variété intégrale d'une S-variété
M?**s de S-structure (¢, &q,Na,9), @ = {1,...,s}, c’est une sous-variété M™ de M?""* qui
est "transversale" a &, ...,&. Il suit facilement que m < n. Une sous-variété intégrale de
dimension maximale M"™ d’une S-variété M?"+* s’appelle Legendrienne et elle bénéficie de
nombreuses propriétés.

Les sous-variétés Legendriennes comme leurs analogues dans la géométrie symplectique, c’est
a dire les sous-variétés Lagrangiennes, ont de nombreuses applications, non seulement en géo-
métrie, mais aussi en mécanique et en équations aux dérivées partielles.

Dans le cas des sous-variétés Lagrangiennes, Chacon et Lobos [14] ont étudié les sous-variétés
pseudo-paralléles dans un espace forme complexe et ils ont donné plusieurs propriétés géné-
rales de celles-ci. Pour le cas de dimension 2, ils ont montré que toute surface Lagrangienne
minimale est pseudo-paralléle, ils ont donné également des exemples de surfaces Lagran-
giennes pseudo-paralléles non minimale. Ils ont établi une classification locale des surfaces
Lagrangiennes pseudo-paralléles. En particulier, les surfaces Lagrangiennes semi-paralléles
sont totalement géodésiques ou plates. Par ailleurs, ils ont donné des exemples de surfaces
Lagrangiennes pseudo-paralléles qui ne sont pas semi-paralléles.

Enfin, dans [24] Dillen et ses co-auteurs ont prouvé une conjecture formulée par Chacon et
Lobos dans [14], ils ont montré que toute sous-variété Lagrangienne pseudo-paralléle M"™ d’un

espace forme complexe M (4c) de dimension n > 3 est semi-paralléle.

Concernant 'espace forme de Sasaki M 2ntl(c), les auteurs dans [72] ont donné la condi-
tion nécessaire d’une sous-variété C-totalement réelle (pour s = 1, une sous-variété intégrale
est dite C-totalement réelle) pseudo-paralléle pour étre totalement géodésique. D’autre part,
les auteurs [17] ont donné la condition nécessaire d’une sous-variété Legendrienne pseudo-

1. Ce chapitre est la traduction d’un article soumis [48§].
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paralléle dans un espace forme de sasaki, pour étre totalement géodésique ou semi-paralléle
et aussi pour étre minimale.

Dans ce chapitre, on introduit la notion de sous-variété Legendrienne, puis on étudie les
sous-variétés Legendriennes pseudo-paralléles M", avec le fibré normal plat dans S-espace
forme M?"5(c), s > 1.

On prouve qu’une sous-variété Legendrienne normalement plate M est pseudo-paralléle (res-
pectivement, Ricci pseudo-paralléle généralisée) alors elle est semi-paralléle ou totalement
1

géodésique (resp. minimale ou L = —=).

5.2 Sous-variétés Legendriennes d’une S-variété

Soit M2"+5 une S-variété avec une S-structure (0, €as Nas 9)-

Définition 5.2.1. Une sous-variété M™ d'une S-variété M?"** est appelée sous-variété in-
tégrale si
m(X) = ... =ns(X) =0, pour tout champ de vecteurs X tangent a M™.

Toute sous-variété intégrale est anti-invariante. En effet, pour tout deux champs de vec-
teurs X, Y tangents & M™, on a

9(X,0Y) = ¢(X)Y)
= dn.(X,Y)

= LX)~ Y () (X) — (X, V) = 0.

Ainsi, ¢ transforme les vecteurs tangents en vecteurs normaux (c’est a dire Y € T+ M, pour
tout Y € TM).

Dans [11], la géométrie de certaines sous-variétés anti-invariantes d’une S-variété, a savoir
ceux qui sont normaux a la structure des champs de vecteurs, ont été étudiées.

Soit
Loy ={X €T,(M),pe M*""/n(X)=0, a=1,...,s}.
Alors £ détermine une distribution induite par —¢?. En ce qui concerne les sous-variétés
intégrales de cette distribution, on a

Théoréme 5.2.2. [11] Soit M+ une S-variété, alors les sous-variétés intégrales de dimen-
ston mazimale de la distribution L sont de dimension n.

et on a

Proposition 5.2.3. [11] Soit M™ une sous-variété d’une S-variété M2+s. Alors M™ est
une sous-variété intégrale de la distribution L si et seulement si 1, et dn, restreints a M sont
nuls, pour tout . De plus, si M™ est normale a la structure des champs de vecteurs, alors
M™ est une sous-variété intégrale d’une distribution L si et seulement si 0 X est normale a
M™ dans M?"*3, pour tout champ de vecteurs X dans L.
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Nous remarquons que les sous-variétés intégrales de la distribution £ sont des sous-variétés
anti-invariantes de M?"**, ot la structure des champs de vecteurs est normale & M, en vertu
de la Proposition précédente.

En particulier, puisque aussi &1, ..., & sont des champs de vecteurs normaux, la dimension
m peut étre au plus n. Dans ce cas, M™ est dite Legendrienne. En fait, une sous-variété Le-
gendrienne est une sous-variété spéciale intégrale.

Rappelons qu’'une sous-variété Legendrienne est identique a une sous-variété anti-invariante
avec la structure des champs de vecteurs &1, ..., &, est normale.
Par conséquent, d’aprés (3.10) et (3.11) on obtient

g(pX,0Y) =g(X,Y), n.(X)=g(X,8) =0,

pour tout X, Y € TM et a € {1, ..., s}.

Ensuite, on a le Lemme connu suivant [11]
Lemme 5.2.4. Soit M™ une sous-variété Legendrienne d’une S-variété, alors
Ae, =0, (5.1)
AxY = Ay X, (5.2)
pour tout o € {1,...,s} et X, Y € T'M.
D’aprés le Lemme précédent, on obtient le suivant :

Lemme 5.2.5. Pour une sous-variété Legendrienne M"™ d’une S-variété MQ"“, on a les
équations suivantes :
9(o(X,Y),0Z) = g(0(X, 2),¢Y), (5.3)

ALpXY = —QOO'(X, Y) = Awa, (54)
pour tout X,Y,Z € TM.

Preuve . 1) Comme g(Ay X,Y) = g(X, AyY) = g(o(X,Y), V) et d’aprés le Lemme 5.2.4,
on a

g(o(X,Y),0Z) = g(ApzX)Y) = g(X,A,zY)
= g(X, ASDYZ)
- g(O'(X,Z),(pY).

2) D’aprés les formules de Gauss-Weingarten et comme (6){%0)3/ =3 _19(pX,pY )&, on a
AoxY = —Vy(pX)+ VipX

= =) gleX, 0Y)E — oVy X — 0o(X,Y) + Vi(pX)

a=1
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et donc g(A,xY, Z) = —g(po(X,Y), Z), pour tout Z € TM. =
En plus, d’aprés (3.9) et (5.4), on obtient
pAxY = —p'0(X)Y)
= o(X,Y) =) nalo(X)Y
a=1

= o(X,Y),

alors, on a
PAxY =0(X,Y) = oA,y X. (5.5)

En substituant (5.5) et (3.11) dans ’équation de Gauss, on obtient

gRX,Y)Z,W) = g(R(X,Y)Z, W)+ g(0A,x Z, pAjy W) — g(0A,x W, 0 Ay Z)
= g(R(X,Y)Z,W) — g(p*Aux Z, Ajy W) + g(p* Aux W, Ay Z)
= g(R(X,Y)Z,W) + g(Apx Z, Agy W) — g(AuxW, Ay Z)
= g(RX,Y)Z, W)+ g(Apy Apx Z, W) — g(Apy Aux W, Z)
= g(R(X,Y)Z, W) — g([Apx, Apy|Z, W)
D’ou
R(X,Y) =R(X,Y) — [Apx, Ay (5.6)

5.3 Sous-variétés Legendriennes pseudo-paralléles

Dans ce contexte, on a le résultat suivant [66] :
Théoréme. Soit M(c) un S-espace forme de dimension 2n + s et de courbure p-sectionnelle
constante c et M une sous-variété intégrale, minimale de dimension n de M(C) St M est
pseudo-paralléle et Ln — —( (c+3s)+c—s) >0, alors M est totalement géodésique.

Rappelons qu’une sous-variété M est dite avoir une connexion normale plate (ou une tri-
viale connexion normale) si Rt = 0, dans ce cas M a une connexion normale plate est dite
normalement plate.

Maintenant, on considére M une sous-variéte Legendrienne pseudo-parallele d’'un S-espace
forme M?"5(c).
On sait qu’une sous variété M est dite pseudo-paralléle, si sa seconde forme fondamentale
satisfait la condition suivante :

R.oc=LQ(g,0) (5.7)
(R(X,Y).0)(Z,W) = R X,Y)(0(Z,W)) —a(R(X,Y)Z,W)
—o(Z, R(X,Y )W), (5.8)
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et

Qg,0)(Z,W;X)Y) = ((XAY).0)(Z W)

(X AY)Z,W) = o(Z, (X ANY)W)

= —g9(Y,Z)o(X, W) + g(X, Z)o(Y, W)
—g(Y,W)o(Z,X) + g(X,W)a(Z,Y) . (5.9)

D’aprés (5.5), (5.8) et (5.9) et lorsque M est normalement plate, la condition de pseudo-
parallélisme, se transforme comme

—AWR(X,Y)Z — AgzR(X,Y)W
= L{—g(Y,Z)A@XW—l—g(X,Z)fLPYW

Alors, une sous-variété Legendrienne normalement plate M™ d'un S-espace forme M nts(c)
est pseudo-paralléle si et seulement si 'équation (5.10) soit vérifiée.
En particulier, si L = 0 dans (5.10) la sous-variété M est semi-paralléle.

Comme une sous-variété paralléle, Vo = 0 (en particulier, une sous-variété totalement
géodésique o = 0), elle est semi-paralléle, elle est évident que c’est aussi une sous-variété
pseudo-paralléle.

Les deux propositions suivantes sont des résultats analogues a ([14]| Prop. 3.1 et Prop. 3.2)
et ([17] Prop. 2.2 et Prop. 2.3) dans le cas de la sous-variété Legendrienne pseudo-paralléle
dans S-espace forme, respectivement (c-a-d, ces deux propositions suivantes généralisent les
résultats obtenus).

Proposition 5.3.1. Soit M™ une sous-variété Legendrienne pseudo-parallele d’un S-espace
forme M?""(c). S’il y a une autre fonction lisse L' satisfait (5.7) , alors L = L' au moins
sur M — K, ou K ={pe Mjo,=0}.

Preuve . Si L et L' sont deux fonctions qui satisfont (5.7), on a

(L-1")Q(g,0) =0,
on peut choisir une base orthonormeée {ey, ...,e,} de T,M, p € M, donc on obtient
(L = LN)Qg,0)(en, e ei,e5) = (L — L')[(e: Aej).o](ex, er)
= (L —L){—glej,er)olei,er) + glei ex)ole;, &)

—g(ej,er)o (e, ) + glei, er)o(ex, e;)}
= (L— L) {=dro(ei, &) + diro(ej, e) — 050 (e, ;) + duo(ex,e;)} =0.

Pour ¢« = k # j = [, il résulte que

(L —L'){o(ej,e5) —oleie)} =0.
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Pour ¢ = k = [ # j, on obtient
(L — L/)O'(ei, Ej) =0.

Si L(p) # L'(p), p € M alors
o(e,e;) =0, ole;,e;) =o(e;,e;), Vi,je{l,..,n}.
De plus, comme i # j et d’aprés (5.3) on a
g(o(ei,e), pej) = g(o(es,ej), pe;) =0.

glo(ei, ei), pei) = glo(ej, e;), pei) = glo(ei, e;), pe;) = 0.
g(o(ei €i), &) = g(PAyse € &a) =0, Va € {1, ..., s}.
Donc, on obtient g(o(e;, e;), N) =0, Vi € {1,...,n} et VN € T+ M, et puisque
{peq, ..., 0en, &1, ..., &} est une base de THM pour une sous-variété Legendrienne M, alors

o = 0. Par conséquent {p € M, L(p) # L'(p)} C K.
Cela prouve la Proposition. n

Proposition 5.3.2. Soit M" une sous-variété Legendrienne normalement plate et pseudo-
paralléle d’un S-espace forme M*"*5(c), alors pour tout champ de vecteurs X,Y € TM on
a

R(X,Y)pH = L{g(pH, X)Y — g(¢H,Y)X},
ou H est un vecteur de courbure moyenne.

Preuve . Soit {ey, ..., €, } une base orthonormée de 7'M, Z un champ de vecteurs unitaire
de T,M pour p € M.VYU € TM, comme g(AyX,Y) = g(X,AyY) = g(c(X,Y), V) et d’aprés
(5.10), on a

g(R(Xay)ZvAchU) + g(R(X’Y)VV:AWZU)
= L{g(Y, Z)g(AxW,U) — g(X, Z)g(Agy W, U)
+9(Y,W)g(Apx Z,U) — g(X,W)g(Apy Z,U)}.  (5.11)

Sion pose W = U = ¢; dans (5.11), on obtient

g(R(X> Y)Z> Acpeiei) + g(R(Xa Y)eivAt,oZei)
= L{g(Y, Z)Q(Aw(@i, ;) — g(X, Z)g(AcpYeia €;)
+9(Y7 ei)g(Agona €z‘) - g(X, 61)9(14@/27 €i)} .

En supposant que {A,...,\,} sont les valeurs propres de A,z correspondant au repére
{e1,...,en}. En substituant (5.2) dans I’équation ci-dessus, on trouve

_Q(R<X7Y>Asoeieiaz) + Aig(R(X,Y)es, e)
= L{g(Y, 2)g(Ape;€i, X) — 9(X, Z)g(Age,ei, Y)
+9(Y, e:)g(Apzei, X) — g(X, €:)g(Apzei, Y}
= L{g(Y; 2)g(Ape;€is X) — 9(X, Z)g(Ape,i,Y)
+Xig(Y,e)gle, X) — Xig(X, ei)gle;, Y)}.
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de sorte que
_g<R(X7 Y)Agoeieia Z) = L{g(}/a Z)g(Atpeieia X) - g(X7 Z)g<Agaeiei7 Y)} :

D’aprés (5.4), on déduit

n

GR(CY)oHZ) = == 5" g(ROCY) A 7)

=1

= L{g(Y,Z)g(pH, X) — g(X, Z)g(pH,Y)} .

5.3.1 Reésultats principaux

Théoréme 5.3.3. Soit M"™ une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un S-espace
forme M?""$(c) avec ¢ < s, alors M"™ est pseudo-paralléle si et seulement si elle est semi-
paralléle ou totalement géodésique.

Preuve . Comme M" est une sous-variété Legendrienne et d’aprés (3.19), on a

R(XY)Z = 240y, 2)x — (X, 2)v), (5.12)

pour tout X,Y, Z € TM, de sorte que

- 3
R(X,Y)pH = CZ i

{9(Y,pH)X — g(X, oH)Y'}, (5.13)

ot H est le vecteur de courbure moyenne. Comme Rt = 0 et d’aprés (5.12), I'équation de
Ricci se réduit a [A,x, Ayy] = 0, donc d’aprés (5.6) on obtient

R(X,Y)pH = R(X, Y,
ainsi,
c+3s
4
par la Proposition 5.3.2 , on déduit que

R(X,Y)pH =

{Q(Y7 QDH>X - g(X> QDH>Y}7

(C+3S
4

+ L)Y{g9(Y,pH)X — g(X,pH)Y} =0, (5.14)

: : _ c+3s _
cela implique que L = —<* ou H = 0.

v Quand L = —%35 :
Sic= —3s, donc L =0.
Si ¢ # —3s, donc L # 0 alors d’aprés (5.10), (3.19) et (5.2) on a

_Q(Ya Z)AW(W + 9(X> Z>A¢YW - Q(Ya W)ASDXZ + Q(Xa W)AcpYZ =0. (5-15)
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Ainsi, en utilisant (5.15) et la Proposition 5.3.1 , on obtient ¢ = 0. C’est a dire M est tota-
lement géodésique.

v v'"Maintenant, supposons que L # —”fs, alors d’aprés (5.14), H = 0.

En substituant (5.12) dans (5.10) on obtient

¢+ 3s
(L= =19V, 2)Apx W + g(X, Z) Ay W
—g(Y,W)AuxZ + g(X, W) Ay Z} = 0. (5.16)

On peut mettre X = W = ¢; et faire la sommation sur ¢ = 1,...,n. Lorsque H = 0 on ob-

tient L = ch’s ou Agy Z = 0 (c’est a dire M est totalement géodésique), pour tout Y, Z € TM.

D’autre part, si on suppose que L = . Notons que dans [66], les auteurs ont donné une
condition nécessaire pour une sous-variété intégrale pseudo-paralléle minimale (dans S-espace

c+3s
4

forme M2"5(c)) pour étre totalement géodésique, cette condition est Ln— t[n(c+3s)+c—s] >
0. Par conséquent, dans ce cas M est totalement géodésique.
Inversement, si M est semi-paralléle ou totalement géodésique, il est évident qu’elle est pseudo-
parallele.
[

D’aprés (5.14), on prouve facilement le résultat suivant :

Corollaire 5.3.4. Soit M"™ (n > 1) une sous-variété Legendrienne normalement plate de
S-space form M?"5(c), avec ¢ # —3s. Si M™ est semi-paralléle alors elle est minimale.

Dans [66], les auteurs ont montré que pour une sous-variété Legendrienne minimale M"
d'un S-espace forme M?"5(c), si elle est semi-paralléle et satisfait n(c+3s)+c—s < 0, alors
elle est totalement géodésique.

Par conséquent, du Corollaire 5.3.4 on obtient le suivant :

Corollaire 5.3.5. Soit M"™ (n > 1) une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un
S-espace forme M?"5(c), avec ¢ < —3s. Si M™ est semi-paralléle alors elle est totalement
géodésique.

On sait déja le Théoréme suivant [11] :

Théoréme 5.3.6. Soit M™ (m < n) une sous-variété anti-invariante minimale d’un S-

espace forme M?""(c) normale & la structure de champs de vecteurs. Alors, les assertions
sont équivalentes :

i) M™ est totalement géodésique.

ii) M™ est de courbure constante k = %35.

iii) Le tenseur de Ricci S = 1(m —1)(c+ 3s)g.
iv) La courbure scalaire p = tm(m — 1)(c + 3s).

c+3s

Par I’hypothese d'une connexion normale plate, M" est de courbure constante k = <=2,

en vue du Corollaire 5.3.4 on obtient
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Corollaire 5.3.7. Soit M" une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un S-espace
forme M*"*3(c) avec ¢ # —3s. Si M™ est semi-parallele, alors les affirmations suivantes sont
équivalentes

i) M™ est totalement géodésique.
ii) Le tenseur de Ricci S = 1(n — 1)(c+ 3s)g.

iii) La courbure scalaire p = in(n — 1)(c + 3s).

5.4 Sous-variétés Legendriennes Ricci pseudo-paralléles gé-
néralisées

Récemment, Yildiz et ses co-auteurs dans [72|, Yildiz et Muranthan dans [74] ont étudié
les sous-variétés C-totalement réelles dans ’espace forme de Sasaki, les sous-variétés Kaele-
riennes Ricci pseudo-paralléles généralisées dans 1’espace de forme complexe, respectivement.
Dans cette section, on généralise leurs résultats pour le cas de M™ une sous-variété Legen-
drienne normalement plate de S-espace forme M?"*%(c) avec ¢ # —3s.

Rappelons qu’une sous-variété est dite Ricci pseudo-paralleéle généralisée si la condition

suivante est satisfaite : B
R.o=LQ(S,0), (5.17)

ot L est une fonction sur M et S désigne par le tenseur de courbure de Ricci sur M.
Ensuite, on suppose que M?"*%(¢) est un S-espace forme de courbure p-sectionnelle constante

¢, telle que ¢ # —3s et M une sous-variété Legendrienne normalement plate de M.
Dans ce cas, d’aprés (3.19) on a

c—+ 3s
4

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z = {g(Y,2)X — g(X,Z)Y}, (5.18)

pour tout vecteurs X,Y,Z € TM.

Soit {e, ..., e, } une base orthonormée de M, et comme le tenseur de Ricci S de M défini par
S(X,Y)=>"9(R(e;, X)Y, ;).

Alors d’aprés (5.18) on trouve que

n

SGY) = g v) = 3 glen Xglen V)
— 0235(71—1)9()(,1/). (5.19)

On pose B =S et T'= o dans (2.1), on obtient

QS, o) (Z,W;X,)Y) = (XAsY).o)(Z,W)
= —0((XNsY)Z,W)—0(Z,(X NsY)WV)
= —SY,Z)o(X, W)+ S(X,Z)o(Y, V)
—SY,W)o(Z,X)+ S(X,W)o(Z,Y). (5.20)
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D’aprés (5.2), (5.26), (5.4) et (5.20), la condition (5.17) se transforme en

—AwR(X,Y)Z — A, R(X,Y)W
= L{=S(Y, Z2)ApxW + S(X, Z) Aoy W
—S(Y,W)AuxZ + S(X,W)Auy Z} . (5.21)

Donc, une sous-variété Legendrienne normalement plate M de S-espace forme M nts(c)
(¢ # —3s) est Ricci pseudo-paralléle généralisé de M, si et seulement si I’équation (5.21)
est vérifiée.

I1 est bien connu que I’équation de Ricci montre que la trivialité de la connexion normale
de M dans lespace forme M""¢(c) ( et plus généralement, pour une sous-variété dans un
espace plat localement conforme? "a locally conformally flat space") est équivalent au fait
que tous les seconds tenseurs fundamentaux sont mutuellement commutes, ou tous les seconds
tenseurs fondamentaux sont mutuellement diagonalisables? .

Pour une variété de courbure constante, si son fibré normal est plat, Cartan a prouvé le
Lemme suivant (voir ([15]) :

Lemme 5.4.1. (Cartan E.) Soient M"™ une sous-variété d’un espace de courbure constante

M"+(c), {en} des champs de vecteurs normauz orthogonauz locauz et {h®} des secondes
formes fondamentales correspondant a {e,}. Ensuite, dans chaque point de M, tous les {h*}
sont mutuellement diagonalisables si et seulement si le fibré normale de M est plat.

Donc, pour tout p € M il existe un repére local orthogonal {e;} de M™ tel que tous les
secondes formes fondamentales soient mutuellement diagonalisables, donc on a

AN(ei) = /\fvei,

pour tout champ de vecteurs normal N et A¥ sont les courbures principales de M par rapport
a N.

On prouve le Théoréme principal (de cette section) :

Théoréme 5.4.2. Soient ]Tﬁ"“(c) (n > 1) un S-espace forme de courbure @-sectionelle
constante c et M™ une sous-variété Legendrienne normalement plate de M*"+4(c), (c # —3s).
1

St M™ est Ricci pseudo-paralléle généralisée de M, alors M™ est minimale ou L = — .

Preuve . Lorsque M est une sous-variété Legendrienne normalement plate, nous choisis-
sons une base orthonormeée de TpLM de la forme

{ent1 = per, ..., e2n = Yen, €ani1 = &1, ooy Conts = Es b

2. Une variété Riemannienne est conformément plate si pour chaque point « € M il existe un voisinage U
de x et une fonction lisse f sur U telle que (U, €2/ g) est plat.

3. R =0 si et seulement si o, sont mutuellement diagonalisables en z ; on choisit des vecteurs unitaires
e1, ..., en tel que la second forme fondamentale o, de M est diagonalisable ; c-a-d, o= Af0;5, olt op; sont les
composantes de o et of: = g(o(ei, ej),eq), a =n+1,..,n+d
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Pour tout i, j € {1,...,n} et a € {1, ..., s}, dénote par A"/ la courbure principale par rapport
au champ de vecteurs normal pe;, c’est a dire,

Age,(e;) = A, . (5.22)

Dans ce cas, le vecteur de courbure moyenne peut étre écrit comme H"™" = %2?21 )\?H :
En vue de (5.21), on pose que X =¢;,Y =¢;,Z = ¢, W = ¢,
—Age R(eiej)er — Age Rieisej)en
= L{-=S(ej,er)Ape,er + S(ei, ex) Ape, €
—S(ej, e1)Age,er + S(es, e) Age,er ) - (5.23)

En substituant (5.19), (5.22) dans (5.23) et pour tout e,, € TM, on trouve

3 A ,
SN R — AR = S ) L8+ AT B
R VA P RS el S o (5.24)
Ou g(e;,ej) =6 et 1 <i,5,k,l,m <n.
Comme,
c+ 3s c+ 3s
Rijkm = 1 {0k0im — 0ik0jm } Rijim = T{5ﬂ5im — 0it0jm} (5.25)

par l'utilisation de (5.25), I’équation (5.24) se transforme en

_)\zjl((sjkéim — 52k(5]m) - )\ij((sjlfsim — 5@'16jm>
= (1= DLL=N68m + AP S0 — AL 6510 + AL G}

Par conséquent, si on pose k =i, m = j, on obtient

=N (85— 8ady5) — N 0456855 — Gad;)
= L{=N"0,6:;05 + N800 — NP8 + N 040} (5.26)

Parce qu’il résulte de (5.2) que
AT = g(Age i, €1) = g(Ape,€ir ) = N6
En faisant la sommation sur ¢ = 1,...,n et j = 1,...,n dans (5.26) respectivement, on obtient

1
7 aray S\ (5.27)
n

D’autre part, en substituant (5.18) et (5.19) dans (5.21), ce qui donne

[(n =1L =1{=g(Y, 2)Apx W + g(X, Z) Ay W
—g(Y,W)AuxZ + g(X, W) A Z} = 0. (5.28)
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On pose X = ¢€,,Y = ¢;,Z = e, W = ¢ et en substituant (5.22) dans (5.28), pour tout
em € T'M on obtient

[(n = 1)L — 14N ™ 65181 — AP0 500um + A 6a0km — A 6:0km} = 0.
De la méme facgon, on pose k =i, m = j dans ’équation ci-dessus
[(n — 1)L — U{N 8565 — N H638:505 + AF6500 — Niti6,6,3 = 0. (5.29)
et la sommation sur j = 1,...,n dans (5.29), nous donne
[(n = 1)L = 1T{A 65 — A H00 + AP0 — APHE =0,
De plus, en faisant la somme sur ¢ = 1, ...,n dans 1’équation ci-dessus, on obtient
[(n—1)L—1](n—- 1N =0

comme n > 1, on a

[(n—1)L -1\ =0. (5.30)

En comparant (5.27) et (5.30), on en déduit que si L = 0 alors H"" = 0 pour tout 1 <1 < n,

L=—. ]

1
n—1

c’est a dire M est minimale. Si L # 0, alors



Chapitre 6

Sous-variétés invariantes d’une S-variété

6.1 Introduction

L1 existe deux sous-variétés typiques dans une variété presque contact, I'une est la classe
de sous-variétés C-totalement réelles (pour une variété presque de s-contact, on les appelle les
sous-variétés intégrales), et 'autre est la classe de sous-variétés invariantes, qui correspondent
a la classe de sous-variétés totalement réelles et a la classe de sous-variétés holomorphes d’une
variété presque hermitienne, respectivement.

En 1973, Kon [40] a étudié la condition de semi-parallélisme sur une sous-variété invariante
d’une variété Sasakienne, mais il ne I’a pas appelé comme semi-paralléle. Il a montré par le
Théoréme suivant que :

Théoréme 6.1.1. Soit M une sous-variété invariante d’une variété Sasakienne. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

i) M est totalement géodésique.
i) (VxVyo)(€,€) =0.

iii) R(X,£).0 =0.

iv) R(X,Y).0=0.

X etY étant des champs de vecteurs arbitraires sur M.

Dans [41], Kowalczyk a étudié une variété semi-Riemannienne satisfaisant Q(S, R) = 0
et Q(S,g9) =0, ot S et R sont le tenseur de Ricci et le tenseur de courbure respectivement.
Yildiz et Murathan dans [73], ont étudié les sous-variétés invariantes pseudo-paralléles de

Pespace forme de sasaki M’ ntl(e).

Motivé par les études des auteurs ci-dessus, dans ce chapitre on considére une sous-variété
invariante, pseudo-paralléle et Ricci pseudo-paralléle généralisée d'une S-variété. On montre
des conditions nécessaires pour que ces sous-variétés soient totalement géodésiques sous cer-
taines conditions.

1. Ce chapitre est la traduction d’un article soumis.



6.2 Définitions et propriétés 86

6.2 Définitions et propriétés
Rappelons que, pour chaque champ de vecteurs X tangent & sous-variété M on écrit :
X =TX+NX.
Ou TX et NX sont les composante tangente et normale de p X, respectivement. Alors, on
Vxés =-TX, (6.1)

et
o(X,&)=—-NX. (6.2)

Pour tout X tangent a M et pour tout « =1,...,s.

Définition 6.2.1. Une sous-variété M est dite invariante si

i) Pour tout (a =1,...,8), &, est tangent a M,

ii) T, (M) C T.(M) pour tout x € M, i.e. pX € T(M), pour tout X € T(M) et dans ce
cas NX = 0.

D’aprés (6.2) on a le Lemme suivant :

Lemme 6.2.2. [9] Soit M*™ une sous-variété invariante d’une S-variété M2+ alors pour
tout X,Y € T(M),V € TM* eta=1,...,s

o(X,&,) =0, (6.3)
Avéa =0, (6.4)
o(eX,Y)=po(X,Y) =0(X,¢Y). (6.5)

Du Lemme précédent on a

Proposition 6.2.3. [39] Une sous-variété invariante M d’une S-variété M est une S-variété
et mintmale dans M.

Proposition 6.2.4. [65] Soit M une sous-variété invariante de M. Alors R(X,Y )&, est
tangent a M pour tout X, Y € T(M) et =1, ....s.

Maintenant, on va donner les conditions pour lesquelles une sous-variété invariante M soit
totalement géodésique [65].

Proposition 6.2.5. Soit M une sous-variété invariante d’un S-espace forme M(c) Alors
M est totalement géodésique si et seulement si M a une courbure p-sectionnelle constante c.

Dans [39], on peut trouver le méme résultat précédent en considérant les sous-variétés de
codimension 2.

Théoréme 6.2.6. [65] Soit M une sous-variété invariante d’une S-variété M. Alors o est
paralléle si et seulement si M est totalement géodésique.
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6.3 Sous-variétés invariantes pseudo-paralléles

Théoréme 6.3.1. Soit M une sous-variété invariante d’une S-variété M?+s. Alors, M est
pseudo-paralléle avec L # 1 si et seulement si M est totalement géodésique.

Preuve . Supposons que M est une sous-variété invariante d’une S-variété. Si M est

pseudo-paralléle alors B
R.oc=LQ(g,0).

et donc

RYX.Y)o(Z, W) — o(R(X,Y)Z,W)—-0o(Z R(X,YW)
= —L{g(y7 Z)U(X7 W) - g(Xv Z)U(Y7 W)
+9(Y,W)o (X, Z) — g(X, W)a(Y, Z)}, (6.6)

pour tout X, Y, Z, W € T'M.
Posant X = ¢, dans (6.6) et d’aprés (6.3), pour tout « € {1,...,s} on a

R (60, V)0 (Z, W) = 0(R(£as Y)Z, W) — 0(Z, R(E4, Y)W)
= L{g(&a, Z)a (Y, W) + g(£a, W)o (Y, Z)} . (6.7)

Encore une fois, on peut mettre W = &, dans (6.7), on obtient
_O—(Za R(faay>§a> = LU(Y> Z) (68)

Comme M est une S-variété, donc

S S

R(X,Y)a = O _ns(X)”Y = (O _ms(Y)&*X
B=1 B=1
cela implique
o R(£0,Y ) = QY . (6.9)

En substituant (6.9) dans (6.8), et d’aprés (6.5) on déduit que
(1-L)o(Z,Y)=0.

C’est a dire 0(Z,Y) = 0, ce qui donne M est totallement géodésique, a condition que L # 1.
Si o = 0, alors il peut étre trivialement prouvé que M est pseudo-parallel.
[

A la suite du Théoréme précédent, on peut donner le Corollaire suivant

Corollaire 6.3.2. Soit M une sous-variété invariante d’une S-variété. Alors M est semi-
paralléle si et seulement si M est totalement géodésique.
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6.4 Sous-variétés invariantes Ricci pseudo-paralléles gé-
néralisées
On a obtenu ce résultat :

Théoréme 6.4.1. Soit M une sous-variété invariante de dzmenszon 2m + s d’une S-variété
M2nts, Alors, M est Ricci pseudo-paralléle généralisée avec L 7é = si et seulement si M est
totalement géodésique.

Preuve . Si M est Ricci pseudo paralléle généralisée, alors
R.o=LQ(S,0).
Donc, pour tout X,Y, Z, W € T'M on a

RY(X,Y)o(Z, W) — o(R(X,Y)Z,W)—0o(Z,R(X,Y)W)
= L{-S(Y,Z)o(X, W)+ S(X,Z)o(Y,W)
—S(Y,W)o(X,Z) + S(X,W)a(Y,Z)}.

On pose W =X =¢,, a € {1, ..., s} dans I'equation ci-dessus, on obtient

RL(gou Y)J(Z, ga) - O-(R(fm Y)Za 504) - U(Za R(&Jm Y)ga)
= L{-S(Y,Z2)0({a,&a) + (&, Z)o(Y, &)
—S(Y, fa)g(gmz) +S(€m£a)0(y> Z)} (6'1())

D’aprés (6.3) et (6.7) 'équation (6.10) est réduit a I’équation suivante

Znﬁ &)%Y — Zm )9%6a) = L S(€ar a)o (Y, Z),

qui implique
—0(Z,0*Y) = LS(&,60)0(Y, Z). (6.11)
En substituant (6.5) dans (6.11), et comme @*Y = =Y 4375 15(Y')&s, on obtient

o(Y, Z) = LS(Ea ) (Y, Z). (6.12)

Comme M est une S-variété, et d’aprés (1) du Lemme 3.4.12, on a
S(X, &) =2m an(X
B=1

d’aprés (6.12) et ’équation ci-dessus, on obtient
oY, Z)=2mLo(Y,Z),

d’olt
(1-2mL)o(Y,Z)=0.
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Si L # ﬁ, alors o(Y, Z) =0, i.e. M est totalement géodésique.

Inversement, soit M est totalement géodésique, i.e. 0 = 0, donc d’aprés (6.10) on obtient que

M est Ricci pseudo-paralléle généralisée. [
Remarquons que, la technique utilisée dans la preuve du Théoréme précédent (respective-

ment du Théoréme 6.3.1) ne suffit pas d’interpréter le cas L = # (resp., L=1) ces cas restent

ouverts.

On donne I'exemple suivant qui est sur une sous-variété invariante non géodésique pseudo-
paralléle (resp., Ricci pseudo-paralléle généralisée) d’une variété Sasakienne (c-a-d, s = 1).

Exemple 6.4.2. Soit M*™ 1 une sous-variété invariante conformément plate (conformally
flat) d’une variété Sasakienne M? 1. Alors selon le Théorémel [32], M?™+1 est de courbure
constante 1. Dans ce cas, M*™+1 satisfait les conditions R.o = Q(g,0) et Ro = ﬁQ(S, o),
ce qui nous donne M*™*! est pseudo-paralléle tel que L = 1 et aussi Ricci pseudo-paralléle

S 1
généralisée tel que L = 5.

6.5 Sous-variétés invariantes satisfaisant certaines condi-
tions

Rappelons que, le tenseur de courbure de type (0,4) Riemann-Christoffel R de (M, g) est
lié au (1, 3)-tenseur R par R(X,Y, Z, W) = g(R(X,Y)Z, W), il posséde la propriété suivante
[70] :

R(X,Y,Z,7Z) =0,
pour tous les champs de vecteurs X, Y, Z et W sur M.

On considére que M est une sous-variété invariante de dimension (2m+ s) d’une S-variété

—~

M.

Théoréme 6.5.1. Une sous-variété invariante d’une S-variété satisfait Q(o, R) = 0 si et
seulement si elle est totalement géodésique.

Preuve . Si M satisfait Q(o, R) = 0, donc on a

0 = Q(o,R) (U, Us,Us, Us: X,Y)
= (XA Y).R)(Uy,Uy, Us, Uy)
— _R((X A, Y)UL,Us, Us, Us) — R(Us, (X Ay YUy, Us, Us)
CR(Uy, Uy, (X Ay Y)Us, Us) — R(Uy, Uy, Us, (X A, YIUL),

pour tous les champs de vecteurs X,Y,U; (i = 1,...,4) sur M.
Si on pose dans (2.1) B =0 et T' = R, 'équation ci-dessus devient

( ( )E(

O'(Y, UQ)R(Ul,X, []37 U4) + O'(X, UQ)R(Ul, Y, U3, U4)

O'(Y,Ug)R(Ul,UQ,X,U4>+O’(X,U3)R<U1,U27}/,U4)
(Y, Us) R( +a(X, Us) R(

0 = —o(Y,U)R(X,Us,Us, Uy) + (X, Ur) R(Y, Uz, U3, Uy)
—0 Y, U4 R Ul,UQ,Ug,X)

X, U)R(Uy, U, Us, Y). (6.13)
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Sion pose U3 =Y =¢&,, a € {1,...,s} dans (6.13), on trouve
o(X,U))R(&n, Us, &a, Uy) + 0(X, Us) R(Uy, €uy Eay, Uy) = 0, (6.14)
par l'utilisation de (3.15) (car M est une S-variété), (6.14) devient
o (X, U1)g(p*Uz, Us) — (X, Us)g(*Ur, Us) = 0.

Cela implique

S

—0(X,U1)g(Uz, Us) + o(X,U1) > ma(Usz)np(Us)
B=1

+o (X, Ua)g(Ur, Us) = o(X,Uz) Y na(Un)ns(Us) = 0. (6.15)
B=1

On considére {eq,...,em, €mi1 = Q€1, ..., €2m = ©em,€ami1 = &1,y ames = &} une base
orthonormée de TM. On insére Uy = U; = e, dans (6.15) et en prenant la sommation sur
k=1,...,2m + s, on obtient

—(2m+ s)o(X,Uy) + so(X,Uy) + o(X,U;) =0,

qui implique
(=2m +1)o(X,U;) = 0.

Donc, M est totalement géodésique. Réciproquement, si o = 0, alors d’aprés (6.13) il s’ensuit
que Q(o, R) = 0. n

Théoréme 6.5.2. Une sous-variété invariante d’une S-variété satisfait Q(S,o) = 0 si et
seulement si elle est totalement géodésique.

Preuve . Si Q(S,0) =0, alors on a

0 = —S(Y,2)0(X, W)+ S(X, Z)o(Y,W)
= —S(Y,W)o(Z,X) + S(X,W)a(Z,Y).

On pose X = W = ¢, dans 'équation ci-dessus, pour tout a € {1, ..., s} on trouve
5(&a€a)o (Y, Z) = 0.
Selon S(X,&,) =2m > 5 ns(X), il en découle que
2mo(Y,Z) = 0.
Inversement, soit M est totalement géodésique, en tenant compte de (5.28), on obtient

Q(S,0) =0.
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Au vu de nos résultats et le Théoréme 6.2.6., on peut affirmer ce qui suit :

Corollaire 6.5.3. Soit M une sous-variété invariante de dimension 2m + s d’une S-variété.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. M est paralléle.

. M est semi-paralléle.

. M est pseudo-paralléle, a condition de L # 1.

. M satisfait la condition Q(o, R) = 0.
. M satisfait la condition Q(S,0) = 0.

7. M est totalement géodésique.

2
3
4. M est Ricci pseudo-paralléle généralisée, a condition de L # ﬁ
5
6



Perspectives

Les principales perspectives de recherche qui apparaissent a l'issue de cette thése sont

dans un premier temps, I’étudier le pseudo-parallélisme des sous-variétés du codimensions
particuliéres dans S-espace forme. Donc, il est possible de prolonger le travail présenté dans
le chapitre 4, selon différents axes. C’est a dire, étudier 'existence de certaines hypersurfaces
pseudo-paralléles dans S-espace forme M?"5(c), avec une courbure ¢-sectionnelle constante
¢ quelconque, et méme sur les S-espaces formes généralisés (ils ont introduit par Prieto-
Martin, Fernandez et Fuentes?) qui sont devenus aujourd’hui un sujet assez spécialisé, mais
de nombreux travaux contemporains s’attachent a ’étude de leurs propriétés et des tenseurs
de courbure associés.
D’autre part, nous souhaitons par la suite travailler sur le pseudo-parallélisme et d’autres types
de pseudo-parallélisme, comme Ricci pseudo-parallélisme généralis¢, bipseudo-parallélisme
(R.Vo = L, Q(g, Vo))? et biRicei pseudo-parallélisme généralisé (R . Vo = Lg, Q(S, Vo))
de sous Varletes du classes importantes. Particuliérement sur les S-espaces formes et les S-
espaces formes généralisés.

2. Generalized S-space forms, Publications de I'institut Math. 94 (108) 151-161 (2013).
3.
(R(X,Y).Vo)(U,V,W) = R*X,Y)(Vo)(U,V,W)~ (Vo)(R(X,Y)U,V,IW)
~(Vo)(U,R(X,Y)V,W) — (Vo)(U,V, R(X,Y)W),
vVX,Y,UV,W e€TM.
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Abstract: Geometry of submanifolds in Complex space forms and S-manifolds

This work investigate the pseudo-parallel submanifolds of (2n+s)-dimensional S-
manifolds of constant @-sectional curvature c (in short, S-space forms M). These spaces
generalize the Sasakian space forms (i.e. Sasakian manifolds of constant ¢-sectional
curvature).

We are first interested in the second order parallel symmetric tensor on an S-manifold, we
establish a formula of this tensor for s21. Thus, we prove the non-existence of parallel
hypersurfaces of an S-space form, with c#s. We apply these results to show the non-
existence of semi-parallel hypersurfaces of this space. In addition, we obtain the same
negative results concerning the pseudo-parallel hypersurfaces in a Sasakian space form,
and pseudo-parallel hypersurfaces that meet certain conditions in the S-space form M(-3s)
of dimension 2n+2+s.

On the other hand, the Legendrian pseudo-parallel submanifolds are examined, the
necessary conditions of such submanifolds are given to be semi-parallel, totally geodesic or
minimal. We also studied another type of pseudo-parallel for these submanifolds, namely
Ricci generalized pseudo-parallel.

Finally, we consider an invariant, pseudo-parallel and Ricci generalized pseudo-parallel
submanifolds of an S-manifold. It is shown that these submanifolds are totally geodesic
under certain conditions.

Key words: S-manifold, S-space form, Sasakian space form, Pseudo-parallel
Submanifold, Hypersurface, Legendrian submanifold, Invariant submanifold.

Résumeé:

Ce travail étudie les sous-variétés pseudo-paralléles des espace de formes Sasakiennes
munis de s-champs de Reeb, c'est a dire des S-variétés de courbure ¢-sectionnelle
constante c (en abrégé: S-espaces formes). Ces espaces présentent une extension de la
classe de variété Sasakienne de courbure @-sectionnelle constante (en abrégé: espaces
formes de Sasaki).

On s'intéresse dans un premier temps au tenseur paralléle symétrique du second ordre sur
une S-variété, on établit une formule de ce tenseur. On prouve ainsi l'inexistence
d'hypersurfaces paralléles d'un S-espace forme, on applique ces résultats pour montrer
I'inexistence d'hypersurfaces semi-paralléles de celle-ci. En plus on obtient les méme
résultats négatifs concernant les hypersurfaces pseudo-paralléles de I'espace forme de
Sasaki et les hypersurfaces pseudo-paralléles qui répondent a certaines conditions dans le
S-espace forme M (-3s) de dimension 2n+2+s.

D'autre part, on examine les sous-variétés Legendriennes pseudo-paralléles, on donne les
conditions nécessaires de telles sous-variétés pour étre semi-paralléles, totalement
géodésiques ou minimales. On étudie également un autre type de pseudo-paralléle pour
ces sous-variétés a savoir la Ricci pseudo-paralléle généralisée.

Finalement, on considere une sous-variété invariante, pseudo-paralléle et Ricci pseudo-
paralléle généralisée d'une S-variété. On montre que ces sous-variétés sont totalement
géodésiques sous certaines conditions.

Mots clés : S-variété, S-espace forme, Espace forme de Sasaki, Sous-variété pseudo-
paralléle, Hypersurface, Sous-variété Legendrienne, Sous-variété invariante.



