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Introduction

Il est bien connu que pour étudier la géométrie d’une variété Riemannienne donnée (M, g),
parfois il est commode de la plonger dans une certaine variété Riemannienne à géométrie
connue et puis analyser la géométrie induite. Cela a conduit à l’étude de la géométrie de
sous-variété [1, 15, 16].
Cette approche a donne naissance à l’introduction de la théorie de la sous-variété qui est
devenue un sujet de recherche indépendant lui-même. La théorie de la sous-variété a de nom-
breuses applications significatives en mécanique et en physique...etc.

Une sous-variété M d’une variété Riemanienne M̃ est dite pseudo-parallèle si sa seconde
forme fondamentale σ vérifie

R̃ . σ = LQ(g, σ),

où R̃ indique le tenseur de courbure Riemannienne de M̃ , Q(g, σ) le tenseur de type (0, 4)
associé à σ et L une fonction réelle sur M .
Les sous-variétés pseudo-parallèles ont été introduites dans [2] et [3], comme des extensions
naturelles des sous-variétés semi-parallèles (R̃ . σ = 0), et comme analogues extrinsèque des
variétés Riemanniennes pseudo-symétrique (R̃ . R̃ = LQ(g, R̃)) dans le sens de Deszcz [21],
qui généralisent les variétés Riemanniennes semi-symétrique (R̃ . R̃ = 0).
Ferus [28] a introduit le concept des immersions parallèles, c’est à dire des immersions avec
une seconde forme fondamentale parallèles (∇̃σ = 0) et il a classifié de telles immersions.
D’autre part, Deprez [19] [20] a introduit le concept des immersions semi-parallèles. Ainsi,
les immersions pseudo-parallèles sont une généralisation d’immersions semi-parallèles et par
conséquent une généralisation d’immersions parallèles.
Les immersions parallèles et semi-parallèles ont été étudiées dans des espaces différents par
de nombreux auteurs (voir par exemple [19, 20, 23, 45, 46, 52, 53, 56]).
Des exemples d’immersions pseudo-parallèles qui ne sont pas semi-parallèles dans les espaces
de formes réelles et complexes ont été montrés dans [2], [3], [43] et [14].
Recemment, nombreux auteurs ont étudié les sous-variétés pseudo-parallèles de divers types
de variétés dans " espaces formes réelles, espaces de formes complexes, espaces formes de
Sasaki, espace formes de Kenmotsu...".

Cette thèse consiste en l’étude des sous-variétés pseudo-parallèles de l’espace de formes
Sasakiennes munis de s-champs de Reeb, en abrégé S-espace forme.
En 1963, Yano dans [70] introduit la notion d’une ϕ-structure métrique sur une variété de
dimension 2n + s, où ϕ est un champ de tenseurs de type (1, 1) et de rang constant 2n



TABLE DES MATIÈRES 8

satisfaisant
ϕ3 + ϕ = 0.

En ce qui concerne les ϕ-structures, cette définition équivaut à une réduction du groupe de
structure du fibré tangent à U(n)×O(s). Si g est une métrique compatible,on a

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )−
∑s

α=1
ηα(X)ηα(Y ),

pour tout X, Y des champs de vecteurs tangent à M̃ . Où, les ηα sont les 1-formes duales de
ξα et les ξα (α = {1, ..., s}) sont des sections globales linéairement indépendantes de ker(ϕ).
Ces structures ont été introduites comme une généralisation des structures métriques quasi-
contact et des structures presque hermitiennes.
Blair [8] a introduit le concept d’une S-variété M̃2n+s munie d’une ϕ-structure métrique
normale (c’est à dire le champ de tenseurs Nϕ + 2

∑s
α=1 ξα ⊗ dηα est nul) et satisfaisant

certaines relations. Ces structures ont été largement étudiées ces dernières années [7, 8, 37]...
La S-structure est analogue à la structure kählerienne (s = 0) dans le cas presque Hermitien
et à la structure Sasakienne (s = 1) dans le cas presque contact.
Dans [39], Kobayashi et Tsushiya ont établi l’expression explicite de la courbure des S-variétés
de courbure ϕ-sectionnelle constante, ce qui constitue un outil trés important pour l’étude
de ces variétés. Si M̃2n+s est une S-variété de courbure ϕ-sectionnelle constants c, alors le
tenseur de courbure R̃ est donné par la formule suivante :

R̃(X, Y )Z =
c+ 3s

4
{g(ϕX,ϕZ)ϕ2Y − g(ϕY, ϕZ)ϕ2X}

+
c− s

4
{g(ϕY, Z)ϕX − g(ϕX,Z)ϕY + 2g(X,ϕY )ϕZ}

+(
s∑

α=1

ηα(X))(
s∑

β=1

ηβ(Z))ϕ2Y − (
s∑

α=1

ηα(Y ))(
s∑

β=1

ηβ(Z))ϕ2X

+g(ϕY, ϕZ)(
s∑

α=1

ηα(X))(
s∑

β=1

ξβ)− g(ϕX,ϕZ)(
s∑

α=1

ηα(Y ))(
s∑

β=1

ξβ) ,

dans ce cas, une S-variété est dite S-espace forme qu’on la note M̃2n+s(c), (n > 1).
Pour s = 1, on retrouve l’expression du tenseur de courbure des variétés Sasakiennes de
courbure ϕ-sectionnelle constante c, dites espace formes de Sasaki et on a

R̃(X, Y )Z =
c+ 3

4
{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }

+
c− 1

4
{η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X + g(X,Z)η(Y )ξ

−g(Y, Z)η(X)ξ + g(ϕY, Z)ϕX − g(ϕX,Z)ϕY − 2g(ϕX, Y )ϕZ} ,

pour tout X, Y, Z ∈ T (M̃).



TABLE DES MATIÈRES 9

Ce travail est organisé comme suit

Le premier chapitre est une introduction générale à la géométrie de sous-variétés, ce cha-
pitre contient les différentes définitions et propriétés qui seront utilisées ou généralisées par
la suite.

Le deuxième chapitre est consacré aux notions de pseudo-symétrie, semi-symétrie et loca-
lement symétrie d’une variété Riemannienne et ses notions extrinsèques (parallélisme, semi-
parallélisme et pseudo-parallélisme). On donne aussi l’interprétation géométrique de ces no-
tions.

Dans le troisième chapitre, on introduit les notions essentielles qui sont attachées à une
variété Sasakienne et S-variété. On donne les définitions et les propriétés de l’espace forme de
Sasaki et de S-espace formes (c’est à dire une S-variété de courbure ϕ sectionnelle constante).
On termine ce chapitre, en traitant le tenseur parallèle du second ordre sur une S-variété. On
montre le Théorème suivant :

Théorème 0.0.1. Dans une S-variété M̃2n+s, un tenseur symétrique parallèle du second
ordre est proportionnel au tenseur métrique, si s = 1 et il s’agit d’une combinaison li-
néaire (avec des coefficients constants) du tenseur métrique sous-jacent et des 1-formes de
S-structure, si s ≥ 2 .

Dans le quatrième chapitre, on va commencer par montrer l’inexistence des hypersurfaces
pseudo-parallèles dans l’espace forme de sasaki M̃2n+1(c), puis on étudie l’existence des hy-
persurface parallèles dans S-espace forme, ensuite on en déduit l’inexistence des hypersurfaces
semi-parallèles dans S-space form M̃2n+s(c) avec c 6= s. Dans la dernière section de ce chapitre
on étudie le pseudo-parallélisme d’une hypersurface totalement ϕ-ombilicale qui satisfaisant
à certaines conditions. En établissant les résultats suivants :

Théorème 0.0.2. Il n’existe aucune hypersurface pseudo-parallèle dans un espace forme de
Sasaki M̃2n+1(c), tel que le champ de vecteurs ξ est tangent à M et c 6= 1.

Corollaire 0.0.3. Il n’y a pas d’hypersurfaces pseudo-parallèles dans R2n+1(−3), avec n > 1.

Théorème 0.0.4. Soit M une hypersurface d’un S-espace forme M̃2n+s(c), tel que la struc-
ture de champs de vecteurs tangente à M , avec c 6= s, alors M n’est pas parallèle.

Théorème 0.0.5. Il n’existe pas une hypersurface semi-parallèle dans un S-espace forme
M̃2n+s(c), avec la structure des champs de vecteurs tangente à cette hypersurface et c 6= s.

Corollaire 0.0.6. Il n’y a pas d’hypersurfaces semi-parallèles dans R2n+s(−3s).

Théorème 0.0.7. Soit M̃2n+2+s(−3s) un S-space form, et M une hypersurface totalement
ϕ-ombilicale de M̃2n+2+s(−3s) avec la courbure moyenne constante 2n+1

2n+1+s
, alors M n’est pas

pseudo-parallèle.

Corollaire 0.0.8. L’hypersurface M = S2n+1(2) × Rs−1 n’est pas pseudo-parallèle dans
R2n+2+(s−1)[−3(s− 1)].
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Le cinquième chapitre est consacré à la sous-variété Legendrienne pseudo-parallèle norma-
lement plate d’un S-espace forme. On sait que les sous-variété Legendriennes jouent un rôle
important dans la géométrie de contact. L’étude des sous-variétés Legendriennes de la variété
Sasakienne du point de vue Riemannienne a été initiée dans les années 1970. En particulier,
les sous-variétés Legendriennes minimales ont attiré l’attention considérable de nombreux
géomètres. D’autre part, les sous-variétés Lagrangiennes dans l’espace de formes complexes
ont été profondément étudiées à partir de la décennie des années 70 [14] [24]...
Dans ce chapitre on étudie les conditions nécessaires de cette sous-variété pour être semi-
parallèle, totalement géodésique ou minimale. On obtient ces résultats :

Proposition 0.0.9. Soit Mn une sous-variété Legendrienne pseudo-parallèle d’un S-espace
forme M̃2n+s(c). S’il y a une autre fonction lisse L′ satisfait (5.7) , alors L = L′ au moins
sur M −K, où K = {p ∈M/σp = 0}.

Proposition 0.0.10. Soit Mn une sous-variété Legendrienne normalement plate et pseudo-
parallèle d’un S-espace forme M̃2n+s(c), alors pour tout champ de vecteurs X, Y ∈ TM on
a

R(X, Y )ϕH = L{g(ϕH,X)Y − g(ϕH, Y )X} ,
où H est un vecteur de courbure moyenne.

Théorème 0.0.11. SoitMn une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un S-espace
forme M̃2n+s(c) avec c ≤ s, alors Mn est pseudo-parallèle si et seulement si elle est semi-
parallèle ou totalement géodésique.

Théorème 0.0.12. Soit Mn (n > 1) une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un
S-espace forme M̃2n+s(c). Si Mn est pseudo-parallèle, alors L = c+3s

4
ou M est minimale.

Corollaire 0.0.13. Soit Mn (n > 1) une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un
S-space forme M̃2n+s(c), avec c 6= −3s. Si Mn est semi-parallèle alors elle est minimale.

Corollaire 0.0.14. Soit Mn (n > 1) une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un
S-espace forme M̃2n+s(c), avec c < −3s. Si Mn est semi-parallèle alors elle est totalement
géodésique.

Corollaire 0.0.15. SoitMn une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un S-espace
forme M̃2n+s(c) avec c 6= −3s. Si Mn est semi-parallèle, alors les affirmations suivantes sont
équivalentes
i) Mn est totalement géodésique.
ii) Le tenseur de Ricci S = 1

4
(n− 1)(c+ 3s)g.

iii) La courbure scalaire ρ = 1
4
n(n− 1)(c+ 3s).

Dans la dernière section de ce chapitre on s’intéresse à un autre type de pseudo-parallélisme,
à savoir, Ricci pseudo-parallèle généralisée et on obtient ce Théorème

Théorème 0.0.16. Soient M̃2n+s(c) (n > 1) un S-espace forme de courbure ϕ-sectionelle
constante c et Mn une sous-variété Legendrienne normalement plate de M̃2n+s(c), (c 6= −3s).
Si Mn est Ricci pseudo-parallèle généralisée de M̃ , alors Mn est minimale ou L = 1

n−1 .
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Les sous-variétés invariantes pseudo-parallèles d’une S-variété font l’objet du sixième (et
le dernier) chapitre. On commence par rappeler les définitions et les propriétés fondamentales
associées aux variétés invariantes d’une S-variété. On donne les conditions nécessaires d’une
variété invariante, pseudo-parallèle et Ricci pseudo-parallèle généralisée, pour être totalement
géodésique, et on trouve ces résultats :

Théorème 0.0.17. Soit M une sous-variété invariante d’une S-variété M̃2n+s. Alors, M est
pseudo-parallèle avec L 6= 1 si et seulement si M est totalement géodésique.

Alors, on peut déduire le Corollaire suivant :

Corollaire 0.0.18. Soit M une sous-variété invariante d’une S-variété. Alors M est semi-
parallèle si et seulement si M est totalement géodésique.

Théorème 0.0.19. Soit M une sous-variété invariante de dimension 2m+s d’une S-variété
M̃2n+s. Alors, M est Ricci pseudo-parallèle généralisée avec L 6= 1

2m
si et seulement si M est

totalement géodésique.

Théorème 0.0.20. Une sous-variété invariante d’une S-variété satisfait Q(σ,R) = 0 si et
seulement si elle est totalement géodésique.

Théorème 0.0.21. Une sous-variété invariante d’une S-variété satisfait Q(S, σ) = 0 si et
seulement si elle est totalement géodésique.

En fin, au vu de nos résultats et le Théorème 6.2.6.(Théorème 4.3 dans [65]), on peut
affirmer ce qui suit :

Corollaire 0.0.22. Soit M une sous-variété invariante de dimension 2m+s d’une S-variété.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est parallèle.
2. M est semi-parallèle.
3. M est pseudo-parallèle, à condition de L 6= 1.
4. M est Ricci pseudo-parallèle généralisée, à condition de L 6= 1

2m
.

5. M satisfait la condition Q(σ,R) = 0.
6. M satisfait la condition Q(S, σ) = 0.
7. M est totalement géodésique.

Les résultats obtenus dans ce travail seront publiés dans l’article [5] et d’autres soumis
pour publication.



Chapitre 1

Introduction à la géométrie de
sous-variété

Ce chapitre est consacré à des rappels de notions fondamentales utiles pour la suite. Il s’agit
de présenter des objets de base en géométrie de sous-variété. On introduit dans la première
partie les bases de la variété Riemannienne, notamment les différents types de tenseurs et
courbures. Dans la deuxième partie, on rappelle les définitions et notions classiques sur les
sous-variétés Riemanniennes. Pour un traitement détaillé de ces thèmes, le lecteur pourra
consulter les références suivantes [1, 13, 15, 16, 71, 38].

1.1 Variété Riemannienne

1.1.1 Espace Tangent

Définition 1.1.1. Soit M une variété différentiable et soit p ∈ M . Une application A :
C∞(M) −→ R, notée A[ ], est appelée une dérivation en p si elle satisfait les règles suivantes
pour f, g ∈ C∞(M) :

1. A[f + g] = A[f ] + A[g],
2. A[fg] = A[f ]g(p) + f(p)A[g],
3. f constante au voisinage de p =⇒ A[f ] = 0.

L’ensemble de toutes les dérivations en p s’appelle l’espace tangent de M en p. Il est noté
Tp(M). Par définition, un vecteur tangent de M en p est un membre de Tp(M) .

Remarque 1.1.2. 1. Tp(M) est un espace vectoriel de dimension n.
2. Soit (U,ϕ) une carte locale au point p ∈ M et ϕ(p) = (x1, x2, ..., xn) les coordonnées

locales au voisinage de p. Les n dérivations ∂
∂xi
/p forment une base de Tp(M).

3. T (M) =
⋃
p∈M Tp(M) est appelé le fibré tangent de M .

4. On appelle T ∗p (M) l’espace cotangent à M en p. On sait que localement ( ∂
∂xi
/p) est une

base de TpM , donc on note par (dxi/p) sa base dual et on a < dxi/p,
∂
∂xi
/p >= ∂xj

∂xi
= δij
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où δij est le symbole de Kröneker défini par

δij =

{
1 si i = j
0 si i 6= j .

5. T ∗(M) =
⋃
p∈M T ∗p (M) est appelé le fibré cotangent à M .

Définition 1.1.3. (Champ de vecteurs).
On appelle section de T (M) ou champ de vecteurs sur M toute application X : M −→ T (M)
telle que π ◦X = idM . Où π est une projection canonique π : T (M) −→M .

On note X(M) l’ensemble des champs de vecteurs sur M .
Sur une carte locale (Ui, ϕi) de coordonnées (x1, ..., xn) , un champ de vecteurs a pour expres-
sion

Xi(p) =
n∑

k=1

fk(p)
∂

∂xk
(p) ,

où les fk sont des fonctions de classe C∞ sur Ui .

Définition 1.1.4. (Crochet de Lie).
Soit M une variété différentable. Le crochet de Lie noté [, ] est défini par [X, Y ] = XY −Y X
pour tous X, Y ∈ X(M) et vérifiant les propriétés suivantes :

1. [, ] est bilinéaire et antisymétrique.
2. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0, pour tous X, Y, Z ∈ X(M).

1.1.2 Tenseurs et formes différentielles

Définition 1.1.5. (Tenseur).
Pour tout p ∈M , on définit l’espace vectoriel

T (s,r)
p (M) = Tp(M)⊗ ...⊗ Tp(M)︸ ︷︷ ︸

s fois

⊗T ∗p (M)⊗ ...⊗ T ∗p (M)︸ ︷︷ ︸
r fois

.

Un élément T ∈ T (s,r)
p (M) est un tenseur de type (s,r) au dessus de p .

Dans une base associée à coordonnées (xi) au voisinage de p, il s’écrit

T/p = T i1...isj1...jr
(p)

∂

∂xi1
(p)⊗ ...⊗ ∂

∂xis
(p)⊗ dxj1/p ⊗ ...⊗ dx

jr
/p.

Nous pouvons considérer la variété différentiable

T (s,r)(M) =
⋃

p∈(M)

T (s,r)
p (M),

qui est un fibré au dessus de M , le fibré des tenseurs de type (s, r) .
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Définition 1.1.6. (Champ de tenseurs).
La section C∞ de fibré T (s,r)(M) est appelée champ de tenseurs de type (s, r). Un champ
de tenseurs T de type (s, r) s’écrit donc localement, au dessus d’une carte locale de M , de
coordonnées (xi)

T = T i1...isj1...jr

∂

∂xi1
⊗ ...⊗ ∂

∂xis
⊗ dxj1 ⊗ ...⊗ dxjr .

Définition 1.1.7. (r-forme).
Une r-forme différentielle (ou plus brièvement r-forme) sur M est un champ tensoriel de type
(0, r) complètement antisymétrique. Nous noterons Ωr(M) l’espace vectoriel de ces r-formes.
Pour r = 0, nous avons Ω0(M) = F(M). Pour r = 1, nous retrouvons les 1-formes différen-
tielles. Pour r > n (n dimension de M), nous avons Ωr(M) = {0} .
Une r-forme différentielle est donc une application F(M)-multilinéaire antisymétrique de
X(M)× ...× X(M) dans F(M).

Expressions locales
Si dxi est une base locale des r-formes différentielles, au dessus de l’ouvert U d’une carte
locale de M , de coordonnées (xi).
Toute r-forme ω s’écrit, au dessus de U ,

ω = ωi1...irdx
i1 ∧ ... ∧ dxir .

Où les ωi1...ir sont des fonctions U −→ R.

Remarque 1.1.8. En cas particuliers, on a

– T (0,0)(M) = C∞(M) : fonctions de classe C∞.
– T (1,0)(M) = X(M) : champs de vecteurs.
– T (0,1)(M) = Ω1(M) : 1-formes différentielle.

1.1.3 Variété Riemannienne

Définition 1.1.9. (Connexion).
Une connexion linéaire ∇ sur une variété différentiable est une application :

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M) ; (X, Y ) 7−→ ∇XY vérifiant :

1. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ.
2. ∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇YZ.
3. ∇fXY = f∇XY .
4. ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY .

pour tout X, Y, Z ∈ X(M) et f une fonction différentiable.

Exemple 1.1.10. Soit (x1, ..., xn) un système de coordoonnèe sur Rn . Alors pour tout X, Y ∈
X(Rn) , on définit
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X =
∑n

i=1X
i ∂
∂xi

, Y =
∑n

j=1 Y
j ∂
∂xj

et

∇ : X(Rn)× X(Rn) −→ X(Rn) par ∇XY =
∑n

i=1(XY
i) ∂
∂xi

.

On vérifie aisément que ∇ satisfait les conditions 1,2,3,4 d’une connexion, cette connexion
∇ sur Rn est connue sous le nom de connexion Euclidienne.

Définition 1.1.11. (La dérivée covariante d’un tenseur)
Soit T un tenseur de type (0, r) sur une variété Riemannienne M . La dérivée covariante ∇T
est un tenseur de type (0, r + 1) défini par

∇XT (Y1, ..., Yr) = X(T (Y1, ..., Yr))−
r∑

i=1

T (Y1, ...,∇XYi, ..., Yr) .

Si le tenseur T est de type (1, r) la dérivée covariante de T est définie par

∇XT (Y1, ..., Yr) = ∇X(T (Y1, ..., Yr))−
r∑

i=1

T (Y1, ...,∇XYi, ..., Yr) ,

pour tout X, Y1, ..., Yr ∈ X(M).

Définition 1.1.12. (Torsion).
Soient M une variété différentiable et ∇ une connexion sur M . La torsion de ∇ est le tenseur
T de type (1,2) sur M tel que pour tous les champs de vecteurs X, Y ∈ X(M) :

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ].

Définition 1.1.13. (Métrique Riemannienne).
Soit M une variété différentiable de dimension n, une métrique Riemannienne sur M est
un champ de tenseurs de type (0, 2) tel que pour tout p ∈ M , g est une forme bilinéaire,
symétrique, definie positive et non- degénérée sur Tp(M).

Remarque 1.1.14. Dans un système de coordonnées locales (x1, ..., xn), les composantes de
g sont gij = g( ∂

∂xi
, ∂
∂xj

).

Définition 1.1.15. (Variété Riemannienne).
Une variété différentiable M munie d’une métrique Riemannienne g est dite variété Rie-
mannienne et est notée (M, g).

Définition 1.1.16. i) Une connexion ∇ sur une variété Riemannienne (M, g) vérifiant :

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), ∀X, Y, Z ∈ X(M)

est dite compatible avec la métrique g.

ii) Une connexion ∇ sur une variété différentiable M est dite symétrique si :

∇XY −∇YX = [X, Y ], ∀X, Y ∈ X(M) ,

c’est à dire la torsion de ∇ est nul.
Où, [X, Y ] est le crochet de Lie des champs de vecteurs X, Y .
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Théorème 1.1.17. (Connexion de Levi-Civita).
Soit (M, g) une variété Riemannienne, il existe une unique connexion ∇ sur M qui vérifie :

1. ∇ est compatible avec g.
2. ∇ est symétrique.

La connexion unique ∇ sur une variété Riemannienne (M, g) satisfaisant (1) et (2) est appelée
la connexion de Levi-Civita.

Définition 1.1.18. (Champ de Killing).
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Un champ de vecteurs X sur M est un champ de
Killing si LXg = 0 où LX indique la dérivée de Lie dans la direction X et donc

X.g(Y, Z) = g([X, Y ], Z) + g(Y, [X,Z]).

Proposition 1.1.19. Soit (M, g) une variété Riemannienne, X un champ de Killing si et
seulement si

g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX) = 0,

pour tout Y, Z ∈ X(M).

1.1.4 Courbures sur une variété Riemannienne

Dans tout qui suit, on considère que les variétés Riemanniennes munies de la connexion
de Levi-Civita.

Définition 1.1.20. (Tenseur de courbure).
On appelle tenseur de courbure d’une connexion ∇, le champ de tenseurs R de type (1,3)
défini par :

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, ∀X, Y, Z ∈ X(M).

Proposition 1.1.21. Pour tout p ∈M et tout X, Y, Z,W ∈ Tp(M) on a :
1. R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z (Antisymétrique).
2. R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 (Identité de Bianchi).
3. g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X, Y ) .

Définition 1.1.22. (Courbure sectionnelle)
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout p ∈ M et pour tout couple de vecteurs
linéairement indépendants X, Y ∈ Tp(M), on définit la courbure sectionnelle de M , notée
K(X, Y ) par :

K(X, Y ) :=
g(R(X, Y )Y,X)

X ∧ Y ,

oú X ∧ Y = g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2 .

Proposition 1.1.23. La courbure sectionnelle K(X, Y ) ne dépend que du plan α engendré
par X, Y ∈ Tp(M).
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Proposition 1.1.24. Le tenseur de courbure est entièrement déterminé par les courbures
sectionnelles.

-On dit que la variété Riemannienne (M, g) est de courbure constante c si K(α) = c pour
tout plan α ∈ Tp(M) et tout p ∈M .

Proposition 1.1.25. (M, g) est de courbure sectionnelle constante c si et seulement si le
tenseur de courbure satisfait :

R(X, Y )Z = c{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y } ,

pour tout X, Y, Z ∈ X(M) .

Exemple 1.1.26. On considère (Rn, g), où g est le produit scalaire Euclidien sur Rn défini
par :

g(X, Y ) =
∑n

i=1 g
if i où X =

∑n
i=1 f

i ∂
∂xi

, Y =
∑n

i=1 g
i ∂
∂xi

et gi, f i ∈ C∞(M).
Alors selon la connexion Euclidienne définie dans exemple 1.1.10, on peut vérifier que ∇ est
une connexion Riemannienne, et le tenseur de courbure sera donné par :

R(X, Y )Z =
∑n

i=1
XY (hi)

∂

∂xi
−
∑n

i=1
Y X(hi)

∂

∂xi
−
∑n

i=1
[X, Y ](hi)

∂

∂xi
= 0 .

Où Z =
∑n

i=1 h
i ∂
∂xi

.

Ainsi on obtient g(R(X, Y )Z,W ) = 0, X, Y, Z,W ∈ X(Rn), ce qui signifie que K(α) =
0, pour toute section plan α de Rn et donc (Rn, g) est à courbure sectionnelle nulle.

Définition 1.1.27. (Courbure de Ricci et courbure scalaire)
Soit {e1, ...., en} une base orthonormée sur une variété Riemannienne (M, g). La courbure de
Ricci de M est un tenseur de type (0, 2) défini par :

S(X, Y ) =
∑n

i=1
g(R(ei, X)Y, ei), X, Y ∈ X(M)

et la courbure scalaire τ de M est la trace de la courbure de Ricci, τ est definie par :

τ =
∑n

j=1
S(ej, ej) =

∑n

j=1

∑n

i=1
g(R(ei, ej)ej, ei) .

Corollaire 1.1.28. Soit (Mn, g) une variété Riemannienne à courbure sectionnelle constante
c, alors on a

τ = n(n− 1)c.

Définition 1.1.29. (Variété d’Einstein)
Une variété Riemannienne Mn est dite variété d’Einstein si pour tout X, Y ∈ X(M) ;

Ric(X, Y ) = λg(X, Y ) ,

où λ : M −→ R est une fonction réelle. Si dimM > 2, λ est une constante.

Remarque 1.1.30. Si (M, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante,
alors M est une variété d’Einstein.
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1.1.5 Géodésique et transport parallèle

Soit I ⊂ R un intervalle ouvert et soit γ(t), t ∈ I une courbe sur la variété M . On note
par γ′(t) le vecteur vitesse de γ.

Définition 1.1.31. Soit v(t) un vecteur tangent à la variété M en γ(t), ∀t ∈ I. On dit que
v(t) est parallèle le long de γ(t) si

∇γ′(t)v(t) = 0 .

Définition 1.1.32. (Géodésique)
Une courbe γ est dite géodésique si son vecteur vitesse est parallèle le long de γ(t), c-à-d,

∇γ′γ
′\t = 0, ∀t ∈ I

Géométriquement, une courbe surM est une géodésique, si celle-ci transport parallèlement
son vecteur vitesse le long d’elle même.

Proposition 1.1.33. Soit M une variété munie d’une connexion, p ∈ M et Xp ∈ TpM .
Alors, il existe une unique géodésique maximale γ telle que γ(0) = p et γ′(t) = Xp.

Définition 1.1.34. (Transport parallèle)
Soit γ : I ⊂ R −→M une courbe dans une variété Riemannienne M . Etant donné un vecteur
tangent v ∈ Tγ(0)M , on apppelle transport parallèle de v le long de γ, le champ de vecteurs
t −→ V (t) le long de γ solution de l’équation différentielle

∇γ′(t)V (t) = 0 ,

tel que V (0) = v. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre résolue en
V ′. Il y a donc une unique solution t −→ V (t) .

1.2 Sous-variété Riemannienne
Dans cette section on définit la sous-variété, l’immersion isométrique et les fibrés tangents

et normals d’une sous-variété. Aprés on considère la dérivée convariante et la seconde forme
fondamentale pour une sous-variété et les formules de Gauss et de Weingarten. Ensuite, on
donne les équations de Gauss, Codazzi et Ricci.

Définition 1.2.1. (Application tangente).
Soient les variétés différentiables M , M ′ (pas nécessairement de mêmes dimensions). D ⊂M
un ouvert et φ : D −→ M ′ une application différentiable. Pour tout p ∈ D nous définissons
une application

dφ = dpφ : Tp(M) −→ Tq(M
′), q = φ(p),

en posant
(dpφ(A))[f ] = A[f ◦ φ], f ∈ FpM

′.

L’application dφ s’appelle l’application tangente, où FpM
′ l’ensemble des fonctions différen-

tiables en p.
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Définition 1.2.2. Soit f : M −→ M̃ une application différentiable, alors
– f est appelée une immersion si dpf : Tp(M) −→ Tf(p)(M̃) est injective pour tout p ∈M .
Dans ce cas dimM ≤ dimM̃ et rg f = dimM en tout point p de M .

– f est appellée une submersion si dpf : Tp(M) −→ Tf(p)(M̃) est surjective pour tout
p ∈M . Dans ce cas dimM ≥ dimM̃ et rg f = dimM̃ .

– f est appelée un plongement si f est une immersion injective tel que f : M −→ f(M)

est un homeomorphisme pour la topologie induite de celle de M̃ sur f(M), i.e : ∀θ ∈
τM ,∃θ ∈ τM̃ tel que f(θ) = θ

⋂
f(M).

Définition 1.2.3. Soient M une variété de dimension n , M̃ une variété Riemannienne de
dimension n+m et f : M −→ M̃ une immersion, alors la différence entre les deux dimensions
(dans ce cas m) est définie comme la codimension de l’immersion f et M est dite sous-variété
immergée de M̃ .
Si f est un plongement, M (ou l’image f(M)) est dite sous-variété plongée de M̃ .

Remarque 1.2.4. [71] Quand il n’ya pas de danger de confusion, on dit simplement que M
est une sous-variété de M̃ , au lieu que M est une sous-variété immergée ou une sous-variété
plongée de M̃ .

Définition 1.2.5. Soient (M̃, g′) et (M, g) deux variétés Riemanniennes et f : M −→ M̃

une immersion. Si la métrique sur M̃ induite une métrique sur M pour tout X, Y ∈ Tp(M),
p ∈M :

g(X, Y ) = g′(dpf(X), dpf(Y )) ,

alors f est dite immersion isométrique.

Remarquons qu’une immersion isométrique induite sur M une structure Riemannienne à
partir de celle de M̃ donnée par la relation précédente.
On peut définir le fibré normal pour une sous-variété M dans une variété Riemannienne M̃ ,
en considérant l’espace tangent de M̃ .

Définition 1.2.6. Soit M une sous variété dans une variété Riemannienne M̃ . Alors on peut
décomposer l’espace tangent a la variété M̃ en deux parties dites tangente et normale :

Tp(M̃) = Tp(M)⊕ Tp(M)⊥ .

Remarque 1.2.7. On peut localement décomposer le fibré tangent T (M̃) de M̃ , en le fibré
tangent T (M) défini par T (M) =

⋃
p∈M Tp(M) et le fibré normal T (M)⊥ défini par T (M)⊥ =⋃

p∈M Tp(M)⊥ .
On peut également considérer un champ de vecteurs X dans l’espace ambiant M̃ comme des
extensions de champ de vecteurs X dans la sous variété M .



1.2 Sous-variété Riemannienne 20

1.2.1 Différentiation covariante et la seconde forme fondamentale

On considère la variété Riemannienne M̃ avec une métrique g′. Alors la sous-variété M
est aussi une variété Riemannienne avec une métrique induite g, donnée par :

g(X, Y ) = g′(X, Y ) .

Maintenant, on définit la dérivée covariante ∇XY pour une sous-variété M en termes de va-
riété M̃ avec la dérivée covariante ∇̃XY .

Soit M une sous variété de dimension n dans une variété Riemannienne M̃ de dimension
n+m. La connexion Riemannienne sur M̃ est ∇̃.
Puisque M a une codimension m en tout point, on peut choisir m champs de vecteurs nor-
maux ζ1, ..., ζm du fibré normal T (M)⊥.
On peut supposer que ζ1, ..., ζm sont orthonormés pour tout p ∈M .
On définit la différentiation covariante en point p sur la sous-variété M , en séparant la com-
posantes tangente et normale comme suit :

(∇̃XY )p = (∇XY )p + σp(X, Y ) . (1.1)

Où (∇XY )p ∈ Tp(M) et σp(X, Y ) ∈ Tp(M)⊥ .

On définit ∇ comme la connexion induite sur M . Elle peut être démontrée que ∇XY est
la dérivée covariante sur M .

On définit aussi l’application bilinéaire symétrique

σ : X(M)× X(M) −→ X(M)⊥ ,

comme la seconde forme fondamentale de M .

En termes d’un particulier p ∈M :
σp : Tp(M)× Tp(M) −→ Tp(M)⊥ est la seconde forme fondamentale de M en p.

Plus généralement, si M est une sous-variété de codimension m (i.e. une sous-variété dans
M̃ de dimension n+m ).
Alors on peut choisir m champs de vecteurs orthonormés ζ1, ..., ζm et dans ce cas, on peut
exprimer σ en termes de h de la manière suivante :

σ(X, Y ) =
m∑

i=1

hi(X, Y )ζi .

De la même façon, on peut séparer la dérivée covariante d’un champ de vecteurs normal
ζ sur M , ∇̃Xζ en composante tangente et normale :

(∇̃Xζ)p = −(Aζ(X))p + (∇⊥Xζ)p . (1.2)

Ici, Aζ(X) est la composante tangente de ∇̃Xζ et ∇⊥Xζ est la composante normale.
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Définition 1.2.8. L’application (X, ζ) ∈ Tp(M)×Tp(M)⊥ −→ Aζ(X) ∈ Tp(M) est bilinéaire
et donc (Aζ(X))p : Tp(M)× Tp(M)⊥ −→ Tp(M) ne dépends que de X et ζ en p .
L’application A est appelée l’opérateur de Weingarten.

La proposition suivante nous donne la relation entre Aζ(X) et la seconde forme fonda-
mentale σ :

Proposition 1.2.9. Pour chaque champ de vecteurs normal ζ sur M on a

g(Aζ(X), Y ) = g(σ(X, Y ), ζ) . (1.3)

On peut également définir l’opérateur ∇⊥X comme suit :

Définition 1.2.10. L’application (X, ζ) ∈ Tp(M)× Tp(M)⊥ −→ ∇⊥X(ζ) ∈ Tp(M)⊥ définit la
dérivée covariante de ζ ∈ Tp(M)⊥ dans la direction X, où ∇⊥ est la connexion Riemannienne
de l’espace normal TM⊥ .

Les formules (1.1) et (1.2) sont connues comme formule de Gauss et formule de Weingar-
ten respectivement :

∇̃XY = ∇XY + σ(X, Y ) ( La formule de Gauss),

∇̃Xζ = −Aζ(X) +∇⊥Xζ (La formule de Weingarten).

Remarque 1.2.11. On considère les formules de Gauss et Weingarten pour une hypersur-
face.
Une hypersurface M dans M̃ a de codimension 1 et donc a un unique vecteur unitaire normal
ζ, alors g(ζ, ζ) = 1. On a la dérivée pour obtenir g(∇̃Xζ, ζ) = 0 et donc g(∇⊥Xζ, ζ) = 0. Ainsi
∇⊥Xζ = 0.
D’où la formule de Weingarten devient ∇Xζ = −Aζ(X) .

1.2.2 Équations de Gauss, Codazzi et Ricci

Soit Mn une sous-variété dans une variété Riemannienne M̃n+m.
On note par R̃ (respect... R) le tenseur de courbure Riemannienne associée à la dérivée
covariante ∇̃ (respect...∇).
D’aprés les formule de Gauss et de Weingarten, on a

∇̃X(∇̃YZ) = ∇X(∇YZ)−
∑

hi(Y, Z)Ai(X)

+
∑
{Y.hi(X,Z)−∇Y h

i(X,Z)− hi(∇YX,Z)}ζi
+

∑
hi(Y, Z)∇⊥Xζi ,
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Où

X.hi(Y, Z) = ∇Xh
i(Y, Z) + hi(∇XY, Z) + hi(Y,∇XZ) .

Et ∇̃Y (∇̃X)Z donne la même équation que ci-dessus en interchangeant X et Y .
Et on applique la formule de Gauss pour ∇̃[X,Y ]Z qui sera donnée par :

∇̃[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z +
∑
{hi(∇XY, Z)− hi(∇YX,Z)}ζi .

D’où l’expressions de R̃(X, Y )Z en termes de connexion induite ∇ et la seconde forme
fondamentale est :

R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z +
∑
{(∇Xh

i)(Y, Z)− (∇Y h
i)(X,Z)}ζi

+
∑

hi(X,Z)Ai(Y )−
∑

hi(Y, Z)Ai(X)

+
∑

hi(Y, Z)∇⊥Xζi −
∑

hi(X,Z)∇⊥Y ζi . (1.4)

La composante tangente de R̃(X, Y )Z d’aprés l’équation ci-dessus est égale à :

R(X, Y )Z +
∑

hi(X,Z)Ai(Y )−
∑

hi(Y, Z)Ai(X)

Soit W un vecteur tangent à M . Donc on a :

R̃(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) +
∑

hi(X,Z)g(Ai(Y ),W )

−
∑

hi(Y, Z)g(Ai(X),W )

= R(X, Y, Z,W ) +
∑

hi(X,Z)hi(Y,W )

−
∑

hi(Y, Z)hi(X,W )

= R(X, Y, Z,W ) + g(σ(X,Z), σ(Y,W ))− g(σ(Y, Z), σ(X,W )) .

Définition 1.2.12. (Equation de Gauss)
L’équation de Gauss pour une sous-variété M d’une variété Riemannienne M̃ est la compo-
sante tangente de R̃(X, Y )Z et peut être exprimée comme suit :

R̃(X, Y, Z,W ) = R(X, Y, Z,W ) + g(σ(X,Z), σ(Y,W ))− g(σ(Y, Z), σ(X,W )) . (1.5)

Où X, Y, Z,W sont des vecteurs tangents à M .

Maintenant, on considère la composante normale de l’équation (1.4), est égale à :

∑
{(∇Xh

i)(Y, Z)− (∇Y h
i)(X,Z)}ζi +

∑
hi(Y, Z)∇⊥Xζi −

∑
hi(X,Z)∇⊥Y ζi .

On peut simplifier cette expression, en définissant la dérivée covariante de seconde forme
fondamentale ∇̃Xσ comme suit :
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∇̃Xσ(Y, Z) = ∇⊥X(σ(Y, Z))− σ(∇XY, Z)− σ(Y,∇XZ) , (1.6)

∇̃Xσ(Y, Z) = ∇⊥X(
∑

hi(Y, Z)ζi)−
∑
{hi(∇XY, Z) + hi(Y,∇XZ)}ζi

=
∑

X.hi(Y, Z)ζi +
∑

hi(Y, Z)∇⊥Xζi
−

∑
{hi(∇XY, Z) + hi(Y,∇XZ)}ζi

=
∑

(∇Xh
i)(Y, Z)ζi +

∑
hi(Y, Z)∇⊥Xζi .

On voit alors que la composante normale de R̃(X, Y )Z peut être exprimée par :

∇̃Xσ(Y, Z)− ∇̃Y σ(X,Z) .

Cela justifie la définition de l’équation de Codazzi ;

Définition 1.2.13. (Equation de Codazzi)
L’équation de Codazzi pour une sous-variété M d’une variété Riemannienne M̃ est la com-
posante normale de R̃(X, Y )Z et peut être exprimée par :

∇̃Xσ(Y, Z)− ∇̃Y σ(X,Z) =
∑
{(∇Xh

i)(Y, Z)− (∇Y h
i)(X,Z)}ζi

+
∑

hi(Y, Z)∇⊥Xζi −
∑

hi(X,Z)∇⊥Y ζi . (1.7)

Définition 1.2.14. (Equation de Ricci)
L’équation de Ricci pour une sous-variété Mn d’une variété Riemannienne M̃n+p est définie
par :

R̃(X, Y, ζ, ϑ) = R⊥(X, Y, ζ, ϑ) + g(AϑAζ(X), Y )− g(AζAϑ(X), Y )

= R⊥(X, Y, ζ, ϑ)− g([Aζ , Aϑ]X, Y ) .

Où ζ ,ϑ sont des vecteurs normaux, R⊥(X, Y )ζ = ∇⊥X∇⊥Y ζ −∇⊥Y∇⊥Xζ −∇⊥[X,Y ]ζ,
et R⊥(X, Y, ζ, ϑ) = g(R⊥(X, Y )ζ, ϑ).

Proposition 1.2.15. Si M̃ est un espace de courbure constante k, alors l’équation de Codazzi
devient :

∇̃Xσ(Y, Z) = ∇̃Y σ(X,Z) .

Preuve . On sait que R̃(X, Y )Z est tangent à M pour tout vecteurs X, Y, Z dans M .
Cela implique que sa composante normale est nulle.

Proposition 1.2.16. Si M̃ est un espace de courbure constante k, alors l’équation de Ricci
devient :

R⊥(X, Y, ζ, ϑ) = g(AζAϑ(X), Y )− g(AϑAζ(X), Y ) .

Preuve . Puisque R̃(X, Y )Z est tangent à M pour tout vecteurs X, Y, Z dans M . Donc
le produit scalaire de R̃(X, Y )ζ avec un vecteur normal ϑ est nul.
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1.3 Quelques classes importantes des sous-variétés
Dans cette section on va définir quelques classes importantes de sous-variété M d’une

variété Riemannienne M̃ , comme les sous-variétés minimales, totalement géodésiques et to-
talement ombilicales, pour cette section on pourra consulter les ouvrages [1, 15, 16, 38].

1.3.1 Sous-variété minimale

Définition 1.3.1. Le vecteur de courbure moyenne est défini par H = ( 1
dimM

)Tr (σ), où
Tr σ =

∑dimM
i=1 σ(ei, ei) pour une base orthonormée {ei} d’un espace tangent à M .

Définition 1.3.2. Une sous-variétéM est dite minimale si H = 0, ceci équivaut à traceAV =
0, pour tout champ de vecteurs V normal à M .

Définition 1.3.3. Soit ε un champ de vecteurs unitaire dans la direction de H, c’est à dire

H = µε

telle que µ = |H| la courbure moyenne. ε est appelé vecteur de courbure moyenne normalisée
(the normalized mean curvature vector).

1.3.2 Sous-variété totalement géodésique

Définition 1.3.4. Une sous-variété M de M̃ est totalement géodésique en p ∈M , si chaque
géodésique en p dans l’espace ambiant M̃ , tangent à M est contenue dans M .
Si M est totalement géodésique pour tout p, alors M est dite sous-variété totalement géodé-
sique.

Théorème 1.3.5. Une sous-variété M dans M̃ est totalement géodésique si est seulement si
la seconde forme fondamentale σ est identiquement nulle i.e. σ(X, Y ) = 0 pour tout X, Y ∈
X(M).

Remarque 1.3.6. Toute sous-variété totalement géodésique d’une variété Riemannienne est
minimale.

1.3.3 Sous-variété totalement ombilicale

Définition 1.3.7. Soit Mn une sous-variété dans une variété Riemannienne M̃n+m, pour
une section normale ω sur M . Si Aω est une matrice diagonale proportionelle partout à la
transformation identité I :

Aω = ρI ,

pour certaines fonctions ρ. Alors la sous-variété M est dite ombilicale par rapport à ω.
Si M est ombilicale par rapport à toute section normale local dans M , alors M est dite sous-
variété totalement ombilicale.
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Proposition 1.3.8. Soit Mn une sous-variété dans une variété Riemannienne M̃n+m, si M
est totalement ombilicale alors

σ(X, Y ) = g(X, Y ).H

Où H est le vecteur de courbure moyenne.

D’aprés l’équation de Gauss on a

Remarque 1.3.9. Si M est une sous-variété totalement ombilicale dans une variété M̃ de
courbure constante, alors M est aussi à courbure constante.



Chapitre 2

Pseudo-parallélisme au sens de Deszcz

Dans ce chapitre, on donne les définitions de pseudo-symétrie, semi-symétrie et localement
symétrie d’une variété Riemannienne et ses notions extrinsèques (pseudo-parallélisme, semi-
parallélisme et parallélisme, respectivement) et l’interprétation géométrique de ces notions.
Enfin, on donne la définition d’un autre type de pseudo-parallélisme à savoir Ricci pseudo-
parallèle généralisée ( pour plus de détail cf. [4, 13, 25, 19, 20, 21, 33, 34, 36, 58, 60, 61, 62]).

2.1 Pseudo-symétrie

Dans cette section on considère une variété Riemannienne (M̃, g) de classe C∞, de dimen-
sion n, n ≥ 3, on note par ∇̃ la connexion de Livi-Civita sur (M̃, g) et R̃ l’opérateur de
courbure sur M̃ , défini par

R̃(X, Y ) = ∇̃X∇̃Y − ∇̃Y ∇̃X − ∇̃[X,Y ] .

Définition 2.1.1. Une variété Riemannienne (M̃, g) est dite localement symétrique si

∇̃R̃ = 0 .

Remarquons que, tout champ de tenseurs de type (1, 1) sur une variété différentielle dé-
termine une dérivation, qui commute avec les contractions (sur l’algèbre des tenseurs). Ainsi
le champ de tenseurs agit comme un opérateur de dérivation sur tout champ de tenseurs T
de type (0, k).
Maintenant, on a besoin de définir sur une variété Riemannienne (M̃, g), un champ de ten-
seurs spécifique de type (0, k + 2) noté Q(B, T ), associé à deux champs de tenseurs B et T
de type (0, 2) et (0, k) respectivement par

Q(B, T )(X1, X2, ..., Xk;X, Y ) = ((X ∧B Y ) . T )(X1, X2, ..., Xk)

= −T ((X ∧B Y )X1, X2, ..., Xk)− ...
−T (X1, X2, ..., Xk−1, (X ∧B Y )Xk) , (2.1)

pour tout X1, ..., Xk ∈ X(M̃), où X ∧B Y est l’endomorphisme donné par

(X ∧B Y )Z = B(Y, Z)X −B(X,Z)Y ,
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pour tout X, Y, Z ∈ X(M̃).
En particulier, si on pose B = g dans (2.1), on obtient

(X ∧g Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y .

Où X ∧g Y est dit endomorphisme métrique.
Dans ce qui suit, on note (X ∧ Y )Z au lieu (X ∧g Y )Z.

On sait que R̃ (l’opérateur de courbure sur M̃) est un endomorphisme sur M̃ , c’est à dire
un champ de tenseurs de type (1, 1), il agit alors comme un opérateur de dérivation sur tout
champ de tenseurs T sur M̃ de type (0, k). Ainsi, R̃ . T est un champ de tenseurs de type
(0, 2 + k) il est déterminé par

(R̃ . T )(X1, X2, ..., Xk;X, Y ) = (R̃(X, Y ).T )(X1, X2, ..., Xk)

= −T (R̃(X, Y )X1, X2, ..., Xk)− ...
−T (X1, X2, ..., Xk−1, R̃(X, Y )Xk), (2.2)

où
R̃(X, Y ) . T = ∇̃X(∇̃Y T )− ∇̃Y (∇̃XT )− ∇̃[X,Y ]T .

Posons T = R̃ dans (2.2), on obtient l’expression définissant le champ de tenseurs de type
(0, 6). Donc R̃ . R̃ s’obtient en dérivant le second R̃, qui est le tenseur de courbure de type
(0, 4), en utilisant l’opérateur de courbure R̃. Le tenseur R̃ . R̃ jouit des mêmes propriétés de
symétrie que celles du tenseur de courbure.

Définition 2.1.2. Une variété Riemannienne M̃ , de dimension n ≥ 3 est dite pseudo-
symétrique (dans le sens de Deszcz), si les champs de tenseurs de type (0, 6) R̃ . R̃ et Q(g, R̃)
sont linéairement dépendants, c’est à dire s’il existe une fonction

LR̃ : M̃ −→ R ,

telle que
R̃ . R̃ = LR̃Q(g, R̃) . (2.3)

Soit vérifié sur UR̃ = {x ∈ M̃/R̃ − (τ/n(n − 1)G 6= 0}, où τ est la courbure scalaire de
M̃ et G est un champ de tenseurs sur M̃ de type (0, 4), défini par G(X1, X2, X3, X4) =
g((X1 ∧X2)X3, X4) .

Définition 2.1.3. Une variété Riemannienne (M̃, g) est dite semi-symétrique si

R̃ . R̃ = 0.

La condition (2.3) est apparue lors de l’étude des sous-variétés totalement ombilicales des
variétés semi-symétriques et aussi lors de l’étude des applications géodésiques des espaces Rie-
manniens sur des espaces semi-symétriques [21]. Il est clair que toute variété semi-symétrique
est pseudo-symétrique, mais l’inverse est faux (en général).
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On sait que chaque sous-variété totalement ombilicale, avec un champ de vecteurs de
courbure moyenne parallèle est également pseudo-symétrique (ou plus généralement, dans
une variété pseudo-symétrique) est également pseudo-symétrique.
En particulier, les sphères extrinsèques d’une variété Riemannienne pseudo-symétrique sont
également pseudo-symétriques [21].

2.1.1 Interprétation géométrique de la pseudo-symétrie

Dans cette section on va donner l’interprétation géométrique des différents tenseurs qui
apparaissent dans la définition de la pseudo-symétrie. Schouten dans [58] a étudié la variation
d’un vecteur v ∈ TpM̃ à la suite de son transport parallèle autour d’un parallélogramme coor-
donné P de sommet p et dont les côtés tangents en p aux vecteurs linéairement indépendants
x et y, sont de longueurs ∆x et ∆y (cf. Figure 1). En revenant au point de départ, c’est à
dire p, il obtient alors un vecteur différent de v noté v∗ où

v∗ = v + [R(x, y)v]∆x∆y +O>2(∆x,∆y) , (2.4)

donc R(x, y)v mesure la variation du second ordre du vecteur v aprés son transport parallèle
le long d’un parallélogramme infinitésimal [58].
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FIGURE 1. Parallélogramme infinitésimal.
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Supposons maintenant que x et y soient deux vecteurs orthonormés tangents à M̃ en p. Soit
{x, y, e3, ..., en} une base orthonormée de TpM̃ , alors tout vecteur v ∈ TpM̃ peut s’écrire sous
la forme

v = g(v, x)x+ g(v, y)y +
n∑

i=3

g(v, ei)ei .

Soit π = x ∧ y, le plan engendré par x et y. Notons par vπ et vπT les composantes du
vecteur v suivant π et son supplémentaire orthogonal dans TpM̃ , respectivement. Par une
rotation d’angle ∆ρ du vecteur vπ dans le plan π, sans quitter le point p, le nouveau vecteur
ṽ dont les composantes suivant π sont ṽπ et ṽπT est donné par

ṽ = v + (x ∧ y)v∆ρ+O>1(∆ρ) , (2.5)

ainsi (x ∧ y)v mesure la variation du premier ordre du vecteur v aprés une telle rotation
infinitésimale de v dans le plan x ∧ y.

FIGURE 2. Transport parallèle d’un plan le long d’un parallélogramme P .

Maintenant, on considère deux vecteurs linéairement indépendants v et w attachés à un point
p de la variété (M̃, g) et un parallélogramme coordonné P , de sommet p et dont les côtés sont
tangents aux vecteurs x et y, et sont de longueurs ∆x, ∆y. Notons par π = x ∧ y, le 2-plan
tangent en p à M̃ , engendré par les vecteurs x et y. Par le transport parallèle des vecteurs v
et w tout autour de P (cf. Figure 1), on obtient d’aprés (2.4), les vecteurs orthonormés

v∗ = v + [R(x, y)v]∆x∆y +O>2(∆x,∆y) ,

w∗ = w + [R(x, y)w]∆x∆y +O>2(∆x,∆y) .
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Ainsi, π∗ = v∗ ∧ w∗ est le plan qui résulte par le transport parallèle du plan π = v ∧ w, (cf.
Figure 2) il s’ent suit alors que

R̃(v∗, w∗, w∗, v∗) = R̃(v, w, w, v)− [(R̃ . R̃)(v, w, w, v;x, y)]∆x∆y

+O>2(∆x,∆y) ,

d’où
K(p, π∗) = K(p, π)− ((R̃ . R̃)(v, w, w, v;x, y))∆x∆y +O>2(∆x,∆y) .

On a donc le Théorème suivant :[34]

Théorème 2.1.4. Soit M̃ une variété Riemannienne, p un point de M̃ et P un parallélo-
gramme coordonné infinitésimal de sommet p, dont les côtés sont de longueurs ∆x et ∆y.
Soit x et y les vecteurs liés au point p et qui sont tangents aux côtés de P. Soit π∗ = v∗ ∧w∗
le plan obtenu par le transport parallèle du plan π = v ∧ w, attachés au point p tout autour
de P. Alors, une approximation du second ordre prés est donnée par :

δPK(p, π) = (R̃ . R̃)(v, w, w, v)∆x∆y.

Ainsi, le (0, 6)-tenseur R̃ . R̃ mesure la variation de la courbure sectionnelle en tout point p
pour tout plan π, par le transport parallèle de celui-ci autour d’un parallélogramme infinitési-
mal de sommet p.

Soit {x, y, e3, ..., en} une base orthonormale de TpM̃ , on considère deux vecteurs orthonor-
més v, w ∈ TpM̃ , en faisant subir une rotation d’angle ε aux projections de ces derniers sur
le plan π = x ∧ y, on obtient d’aprés (2.5), les vecteurs ṽ et w̃ définis par

ṽ = v + ε(x ∧g y)v +O(ε2) ,

w̃ = w + ε(x ∧g y)w +O(ε2) .

Les calculs sur la courbure sectionnelle du plan π, nous donne

K(p, π) = K(p, π) + εQ(g, R̃)(v, w, w, v;x, y) +O(ε2) .

Donc, les composantes Q(g, R̃)(v, w, w, v;x, y) mesurent la variation de la courbure sec-
tionnelle K(p, π) aprés une rotation infinitésimale. Par suite, on peut donc considérer les
composantes Q(g, R̃)(v, w, w, v;x, y) comme une sorte de normalisation des composantes
(R̃ . R̃)(v, w, w, v;x, y).

Définition 2.1.5. Soit (M̃, g) une variété Riemannienne de dimension n, n ≥ 3 de courbure
non constante. Soit U = {x ∈ M̃/Q(g, R̃) 6= 0}. Alors, en un point p ∈ U , un plan π = u ∧ v
de TpM̃ est dit être courbure-dépendant par rapport à un plan π = x ∧ y de TpM̃ si

Q(g, R̃)(u, v, v, u;x, y) 6= 0.
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Définition 2.1.6. [34] En un point p ∈ U = {x ∈ M̃/Q(g, R̃) 6= 0}, soit π = u ∧ v le plan
tangent courbure-dépendant par rapport à un plan π = x ∧ y. Alors, la courbure sectionnelle
de Deszcz dite aussi la courbure sectionnelle double L(p, π, π) du plan π par rapport au plan
π au point p est définie comme un scalaire

L(p, π, π) =
(R̃ . R̃)(u, v, v, u;x, y)

Q(g, R̃)(v, w, w, v;x, y)
.

Ces Définitions sont indépendantes du choix des bases de π et de π.

Théorème 2.1.7. [34] Une variété Riemannienne M̃n, (n ≥ 3) est pseudo-symétrique au
sens de Deszcz si et seulement si toutes les courbures sectionnelles doubles L(p, π, π) sont les
mêmes en tout point p ∈ U (c’est à dire pour tout plan π et π courbure-dépendants en p,
L(p, π, π) = LR̃(p) pour une certaine fonction LR̃ : M̃ −→ R).

Interprétation géométrique de la courbure sectionnelle de Deszcz :

Soit u, v deux vecteurs de TpM̃ . En 1917 Levi-Civita construit un parallélogramoïde,
dit squaroïde de Levi-Civita, en considérant une géodésique α, issue du point p de vecteur
tangent u, et q un point de α situé à un distante infinitésimale A de p. Notons par v∗ le
vecteur obtenu par le transport parallèle de v du point p au point q le long de la courbe α.
Ensuite, on considère les géodésiques βp et βq issues respectivement, de p et q et tangentes
respectivement aux vecteurs v et v∗.

FIGURE 3. Parallélogramoïde de Levi-Civita.
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Fixons les point p et q respectivement, sur βp et βq à une même distance infinitésimale B
respectivement, des points p et q (cf. Figure 3). Soit α la géodésique reliant les points p et q
et soit A′ la distance géodésique entre p et q.
Levi-Civita a montré que, à une approximation du premier ordre prés, la courbure sectionnelle
du plan π = u ∧ v peut être exprimée par

K(p, π) =
A2 − A′2

(AB sin ε)2
, (2.6)

où ε est l’angle entre u et v. Maintenant, on considère au point p ∈ M̃ deux plans π = u∧v et
π = x∧y, transportons parallélement les deux vecteurs u et v le long du parallélogramme formé
par les vecteurs tangents x, y en p (cf. Figure 3). On construit les deux parallélogramoïdes sur
les vecteurs u, v et u∗, v∗ respectivement, de même longueurs A et B en complétant par les
géodésques de longueurs respectives A′ et A′∗, qui sont à priori différentes. Plus précisément,
on obtient [34], une expression similaire à celle donnée dans (2.6)

L(p, π, π) =
A′2 − A′∗2

(AB sin ε)2Q(g, R̃)(u, v, v, u;x, y)
.

2.2 Sur certains types de parallélisme

Dans [28] Ferus a introduit le concept des immersions parallèles (∇̃σ = 0). D’autre part,
Deprez [19] a donné la définition d’une immersion semi-parallèle (R̃(X, Y ) . σ = 0) pour
tous les champs de vecteurs tangents X, Y de M . En 1999, Asperti et co-auteurs [2] ils
ont introduit la notion des immersions pseudo-parallèles dans l’espace formes (space forms),
comme généralisation des immersions semi-parallèles.
Dans cette section, on introduit les notions d’une sous-variété parallèle, semi-parallèle et
pseudo-parallèle.

2.2.1 Sous-variétés pseudo-parallèles

Soit M une sous-variété d’une variété Riemannienne M̃ .
Une sous-variété M est dite parallèle dans M̃ si

∇̃σ = 0 ,

où ∇̃Xσ est définie par :

∇̃Xσ(Y, Z) = ∇⊥X(σ(Y, Z))− σ(∇XY, Z)− σ(Y,∇XZ) .

pour tout X, Y, Z,W ∈ X(M).
Et M est dite semi-parallèle dans M̃ si

R̃ . σ = 0 ,

où

(R̃(X, Y ) . σ)(Z,W ) = R⊥(X, Y )(σ(Z,W ))− σ(R(X, Y )Z,W )− σ(Z,R(X, Y )W ) ,
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et
R⊥(X, Y ) = ∇⊥X∇⊥Y −∇⊥Y∇⊥X −∇⊥[X,Y ] ,

pour tout X, Y, Z,W ∈ X(M).
Il est clair que, toute sous-variété parallèle est semi-parallèle.

En remplaçant T par σ et B par g dans la formule (2.1), on obtient le tenseur Q(g, σ).

Q(g, σ)(Z,W ;X, Y ) = ((X ∧ Y ) . σ)(Z,W )

= −σ((X ∧ Y )Z,W )− σ(Z, (X ∧ Y )W ) .

Probablement Q(g, σ) est le plus simple (0, 4)-tenseur agissant sur les vecteurs tangents ayant
les mêmes propriétés de symétrie que R̃ . σ [33].

Définition 2.2.1. Une sous-variété satisfaisant la condition :

R̃ . σ = LQ(g, σ),

où L : M −→ R, est dite pseudo-parallèle.

Les équations de Gauss, Codazzi et Ricci donnent que les conditions extrinsèques (pa-
rallèles, semi-parallèles et pseudo-parallèles respectivement) impliquent les conditions intrin-
sèques correspondantes (symétrie, semi-symétrie et pseudo-symétrie respectivement) [3].
En analogie avec les symétries intrinsèques (ce qui précède) des variétés Riemanniennes
concernant leur tenseur de courbure, le tableau 1 énumère les symétries extrinsèques cor-
respondantes des sous-variétés, concernant leur seconde forme fondamentale [25].

Intrinsèque Extrinsèque
Espace plat R̃ = 0 Totalement géodésique σ = 0

Espace forme R̃ = c
2
g ∧ g Totalement ombilicale σ = gH

Localement symétrique ∇̃R̃ = 0 Parallèle ∇̃σ = 0

Semi-symétrique R̃ . R̃ = 0 Semi-parallèle R̃ . σ = 0

Pseudo-symétrique R̃ . R̃ = LQ(g, R̃) Pseudo-parallèle R̃ . σ = LQ(g, σ)

TABLEAU 1. Comparaison entre les symétries intrinsèques et extrinsèques

2.2.2 Interprétation géométrique de semi-parallélisme

Comme les caractérisations intrinsèques d’une variété basées sur les propriétés du tenseur
de courbure de Riemann, on peut considérer des caractérisations extrinsèques analogues ba-
sées sur les propriétés de la second forme fondamentale et les symétries du transport parallèle.

Soit γ : I ⊆ R −→ M une courbe sur une variété Riemannienne M . En choisissant des
points p = γ(t0) et p∗ = γ(t∗0) sur la courbe γ et un vecteur v ∈ TpM . Soit V un champ de
vecteurs unique le long de γ tel que

V (t0) = v , ∇γ′V = 0 ,
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où ∇ est la connexion de Levi-Civita de (M, g). Alors, on appelle v∗ = V (t∗0) le transport
parallèle de v de p à p∗ le long de la courbe γ par rapport à la connexion ∇.
Si M est immergée dans une autre variété Riemannienne M̃ , on peut aussi transporter le
vecteur v parallèlement le long de γ dans M̃ par rapport à la connexion Levi-Civita ∇̃ de
(M̃, g).
La second forme fondamentale donne la différence du premier ordre d’un vecteur aprés le
transport parallèle avec les deux connexions le long d’une courbe dans la sous-variété [33].
Une sous-variété étant appelée totalement géodésique lorsque σ = 0.

 Ṽ* v*  

 

 

 v p*=γ(t ̥*) 

  p=γ(t ̥) 

FIGURE 4. Sous-variétés totalement géodésiques.

On peut alors énnoncer la proposition suivante :[25]

Proposition 2.2.2. Une sous-variété M dans M̃ est totallement geodesique si et seulement
si les transports parallèles des vecteurs qui sont tangents à M par rapport aux connexions ∇
sur M et ∇̃ sur M̃ sont identiques.

Étant donné une courbe γ dans M et deux vecteurs u, v ∈ TpM , avec γ(t0) = p, on a
le vecteur σ(u, v) dans l’espace normal de M au point p, T⊥p M . Au point γ(t∗0) = p∗, on
peut considérer deux vecteurs normaux : le transport parallèle de σ(u, v) par ∇⊥, qui nous
désignons par σ(u, v)∗⊥, et le vecteur σ(u∗, v∗) obtenu aprés le premier transport parallèle u
et v par ∇, et puis en appliquant σ.
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      v  σ(u *,v*) 

   σ(u,v)   σ(u,v)*┴  

FIGURE 5. Sous-variétés parallèles.

En utilisant l’expression du transport parallèle d’un vecteur le long d’une courbe, i.e.,

v∗ = v −∇γ′v + ...

Il en résulte que

σ(u∗, v∗)− σ(u, v)∗⊥ = ∇⊥γ′(u, v)− σ(∇γ′u, v)− σ(u,∇γ′v) + ...

:= (∇̃σ)(γ′, u, v) + ...

Une sous-variété est appelée parallèle ou extrinsèquement symétrique lorsque ∇̃σ = 0.

Proposition 2.2.3. Une sous-variété M de M̃ est parallèle si et seulement si le transport
parallèle de la seconde forme fondamentale par rapport à ∇⊥ le long de toute courbe dans M
est égale à la seconde forme fondamentale agissant sur le transport parallèle de deux vecteurs
qui sont tangents à M le long de la même courbe.

Les sous-variété parallèles ont été introduites dans [28] en tant qu’analogue extrinsèque
des variétés Riemanniennes symétriques introduites par Cartan [13]. Par exemple, les seules
surfaces dans E3 qui sont parallèles sont les parties ouvertes des plans, des sphères et des
cylindres ronds [28, 45].
Remarquons que toute sous-variété extrinsèquement symétrique (c-à-d Parallèle) dans un
espace forme est également intrinséquement symétique au sens de Cartan.
Si on nous donne un parallélogramme de coordonnées infinitesimales de sommet p, avec des
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vecteurs tangents x et y dans M , le transport parallèle d’un vecteur tangent v ∈ TpM autour
d’un parallélogramme par rapport à ∇ est donné par

v∗ = v + [R(x, y)v]∆x∆y +O>2(∆x,∆y) ,

tandis que le transport parallèle d’un vecteur normal ε avec ∇⊥ est donné par

ε∗⊥ = ε− [R⊥(x, y)ε]∆x∆y +O>2(∆x,∆y) .

Le tenseur normal de courbure R⊥ est défini par R⊥(u, v)ε = (∇⊥u∇⊥v −∇⊥v∇⊥u −∇⊥[u,v])ε pour
tout u, v ∈ TpM . Comme le tenseur de courbure R peut être interprété géométriquement
comme une mesure de la divergence du second ordre dans la direction d’un vecteur après
le transport parallèle autour d’un parallélogramme de coordonnées infinitésimales, le tenseur
de courbure normal R⊥ peut être interprété de manière analogue comme une mesure de la
différence du second ordre dans la direction d’un vecteur normal aprés le transport parallèle
avec la connexion normale ∇⊥ autour d’un parallélogramme de coordonnées infinitésimales
dans la sous-variété ([58]).
On peut alors considérer la seconde forme fondamentale aprés le transport parallèle de u et
v autour d’un parallélogramme,

σ(u∗, v∗) = σ(u, v)− [σ(R(x, y)u, v) + σ(u,R(x, y)v)]∆x∆y +O>2(∆x,∆y) ,

et le transport parallèle de la second forme fondamentale elle-même autour du parallélo-
gramme avec ∇⊥,

σ(u, v)∗⊥ = σ(u, v)− [R⊥(x, y)σ(u, v)]∆x∆y +O>2(∆x,∆y) ,

En soustrayant les deux expressions, on obtient

σ(u∗, v∗)− σ(u, v)∗⊥ = (R̃ . σ)(u, v;x, y)∆x∆y +O>2(∆x,∆y) ,

où

(R̃ . σ)(Z,W ;X, Y ) = (R̃(X, Y ) . σ)(Z,W )

:= R⊥(X, Y )σ(Z,W )− σ(R(X, Y )Z,W )− σ(Z,R(X, Y )W ) ,

avec X, Y, Z,W ∈ X(M)

Proposition 2.2.4. [25] Une sous-variété est semi-parallèle si et seulement si pour tout
p ∈ M , les vecteurs normaux σ(u, v)∗⊥ et σ(u∗, v∗) coïncident pour tout u, v ∈ TpM et pour
chaque parallélogramme dans M , jusqu’au second ordre.

Dans [19], il a été démontré qu’une sous-variété semi-parallèle de l’espace Euclidien En
est intrinsèquement semi-symétrique.
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FIGURE 6. Sous-variétés semi-parallèles.

2.2.3 Interprétation géométrique de pseudo-parallélisme

Un point p de M est appelé ombilique s’il existe un vecteur normal ε tel que

σ(u, v) = g(u, v)ε,

pour tout u, v ∈ TM . Une sous-variété semi-Riemannienne M de M̃ est appelée totalement
ombilicale si chaque point de M est ombilique. Alors, en conséquence il existe un champ de
vecteurs normal ε sur M , appelé le champ de vecteurs de courbure moyenne H ou encore
appelé champ de vecteurs de Bompiani de la sous-variété M dans M̃ , à savoir H = 1

n
trσ.

Proposition 2.2.5. [25] Une sous-variété M dans M̃ est totalement ombilicale si et seule-
ment si Q(g, σ) = 0 .

On peut donner l’interprétation géométrique suivant du vecteur Q(g, σ)(u, v;x, y).
Soit u, v, x, y ∈ TpM et supposons que {x, y} sont orthonormés. Nous étendons ces vecteurs
à une base orthonormée {x, y, e3, ..., en} de TpM . Les deux vecteurs u et v peuvent être
décomposés par rapport à cette base. Considérons les vecteurs û et v̂ qui sont obtenus aprés
une rotation des composants de u et v dans le plan engendré par les vecteurs de base x et
y autour d’un angle infinitésimal ε, en conservant les autres composants fixés. Jusqu’à le
premier ordre dans ε, on a [25]

û = u+ ε{g(u, x)y − g(u, y)x}+O(ε2)

= u+ ε(x ∧ y)u+O(ε2) ,
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et de manière analogue pour v̂. La seconde forme fondamentale appliquée à ces deux vecteurs
donnée par

σ(û, v̂) = σ(u, v) + ε{σ(x ∧ y)u, v) + σ(u, (x ∧ y)v)}+O(ε2)

= σ(u, v) + εQ(g, σ)(u, v;x, y) +O(ε2).

Si l’on compare notre interprétation de Q(g, σ) avec R̃ . σ, on trouve ce qui suit.
Le tenseur R̃ . σ mesure la différence du premier ordre dans la direction de deux secondes
formes fondamentales obtenues aprés le transport parallèle de : premièrement deux vecteurs
autour d’un parallélogramme de coordonnées infinitésimales et deuxièmement, le transport
parallèle de la seconde forme fondamentale elle-même autour du parallélogramme. D’autre
part, le vecteur Q(g, σ)(u, v;x, y) mesure la différence du premier ordre dans la direction de
la seconde forme fondamentale avec la seconde forme fondamentale obtenue aprés la rotation
des vecteurs dans un plan particulier. Notons qu’il s’agit d’un mouvement en p, alors que
R̃ . σ mesure la différence dans une direction aprés un mouvement loin de p.
Il semble donc de considérer Q(g, σ) comme une sorte de normalisation de R̃ . σ.
En utilisant cette idée, on peut énoncer cette définition [25].

Définition 2.2.6. Soit f : M −→ M̃ une immersion isométrique. En p ∈ M on considère
une direction tangente d, engendrée par un vecteur u ∈ TpM , un plan tangent π = span {x, y}
dans TpM et une direction normale ε ∈ T⊥p M . La direction d, le plan π et la direction normale
ε sont dits fondamentalement indépendants si g̃(Q(g, σ)(u, u;x, y), ε) 6= 0.

Définition 2.2.7. Soit p ∈ M et une direction d tangente fondamentalement indépendant,
engendrée par un vecteur u ∈ TpM , un plan tangent π = span {x, y} dans TpM et une
direction normale ε ∈ T⊥p M . On peut donc définir un scalaire Lε(p, d, π) comme

Lε(p, d, π) =
g̃((R̃ . σ)(u, u;x, y), ε)

g̃(Q(g, σ)(u, u;x, y), ε)
.

Cette définition est indépendante du choix des bases de π, et des vecteurs u et ε.

Théorème 2.2.8. [25] Soit f : M −→ M̃ une immersion isométrique et p ∈ U ⊂ M , où U
est l’ensemble des points où Q(g, σ) n’est pas identiquement nul. Si la fonction L est isotrope
en p, c-à-d, Lε(p, d, π) = L(p), pour toute direction tangente d, les plans tangents π et les
directions normales ε ∈ T⊥p M , alors

R̃ . σ = L(p)Q(g, σ) en p ∈ U . (2.7)

Définition 2.2.9. Soit f : M −→ M̃ une immersion isométrique. Un point p ∈ U est appelé
pseudo-parallèl si (2.7) est vérifiée en p. Une sous-variété M est appelée pseudo-parallèle si
tout point de M est pseudo-parallèle.

De l’équation de Gauss, il en résult qu’une hypersurface dans un espace de courbure
constante c est pseudo-parallèle si et seulement si l’opérateur de Weingarten A a au plus
deux valeurs propres distincts λ et µ [3]. Si λ 6= µ, alors L = λµ+ c.



2.2 Sur certains types de parallélisme 39

2.2.4 Sous-variétés Ricci pseudo-parrallèles généralisées

En 2005, les auteurs [51] ont défini les sous-variétés satisfaisant à la condition

R̃ . σ = LQ(S, σ) (2.8)

où L est une fonction sur M et S est le tenseur de courbure de Ricci sur M .

Ce type de sous-variétés est appelé Ricci pseudo-parallèle généralisée, où l’equation (2.8)
est donnée par

R⊥(X, Y )σ(Z,W )− σ(R(X, Y )Z,W ) − σ(Z,R(X, Y )W )

= −L[σ((X ∧S Y )Z,W ) + σ(Z, (X ∧S Y )W )],

pour tout X, Y, Z et W tangents à M .

2.2.5 Interprétation géométrique de Q(S, σ)

Il s’agit dans cette section de donner l’interprétation géométrique du tenseur Q(S, σ) [74]
et donc, de ce qui précède nous allons complétons l’interprétation géométrique d’une sous-
variété Ricci pseudo-parallèle généralisée.

SoitMn une sous-variété de dimension n et M̃n+m une variété Riemannienne de dimension
n+m. Soit {x, y, e3, ..., en} une base orthonormée de TpM . Alors z ∈ TpM peut être décomposé
par une expansion orthonormée comme

z = g(z, x)x+ g(z, y)y +
n∑

i=3

g(z, ei)ei .

En faisant tourner la projection sur le plan π engendré par x et y sur un angle infinitésimal ε,
tout en gardant la projection de z sur le (n− 2)-Plan engendré par e3, ..., en fixés, le nouveau
vecteur ẑ est obtenu :

ẑ = z + ε{g(z, y)x− g(z, x)y}+O(ε2)

= z + ε(x ∧g y)z +O(ε2) . (2.9)

Ainsi, le vecteur (x ∧g y)z mesure le changement du premier ordre de vecteur z aprés une
rotation infinitésimale dans le plan π au point p [34] [36].
En prenant z = S̃z dans l’équation (2.9), on obtient

̂̃
Sz = S̃z + ε{g(S̃z, y)x− g(S̃z, x)y}+O(ε2)

= S̃z + ε(x ∧S y)z +O(ε2)

= S̃z + ε(x ∧g y)S̃z +O(ε2) , (2.10)

où S̃ est un opérateur de Ricci de Mn.
Ainsi, le vecteur (x ∧S y)z = (x ∧g y)S̃z mesure le changement du premier ordre de vecteur
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S̃z aprés une rotation infinitésimale dans le plan π au point p.

Dans [25], Dillen et ses co-auteurs ont donné une interprétation géométrique de Q(g, σ).
Maintenant, on utilise la même méthode pour donner une interprétation géométrique de
Q(S, σ).
Soit z, w des vecteurs de TpM . De l’équation (2.10) on a

σ(
̂̃
Sz, w) = σ(S̃z, w) + εσ((x ∧S y)z, w) +O(ε2) , (2.11)

σ(z,
̂̃
Sw) = σ(z, S̃w) + εσ(z, (x ∧S y)w) +O(ε2) . (2.12)

Utilisation des équations (2.11) et (2.12), nous donne

σ(S̃z − ̂̃Sz, w) + σ(z, S̃w − ̂̃Sw) = −ε{σ((x ∧S y)z, w) + σ(z, (x ∧S y)w)}+O(ε2)

= εQ(S, σ)(z, w;x, y) +O(ε2) . (2.13)

Le deuxième membre de l’équation (2.13) possède une signification géométrique. Ainsi, l’in-
terprétation géométrique du premier ordre pour Q(S, σ)(z, w;x, y) est obtenue [74].



Chapitre 3

S-variétés

Dans ce chapitre, on rappel les définitions et les résultats sur un S-espace forme, qui seront
constamment utilisées dans cette thèse.
Ce chapitre a pour but de fixer les notations et de servir de références pour les théorèmes
les plus utilisés. On commence par de brefs rappels sur l’espace de formes complexes, aprés
on donne quelque notions de géométrie Sasakienne, on insiste sur la variété Sasakienne et
l’espace de formes Sasakienne munis d’un champs de Reeb "espace forme de Sasaki". On
donne ensuite la définition d’une S-variété et ses propriétés fondamentales. Puis, on introduit
la notion de l’espace de formes Sasakiennes munis de s-champs de Reeb appelé "S-espace
forme" et quelques résultats sur cet espace. Enfin, on définit le tenseur parallèle symétrique
du second ordre et on établit l’expression de ce tenseur sur une S-variété (qui est notre premier
résultat de cette thèse).

3.1 Généralités sur l’espace de formes complexes
Les espaces de formes complexes, c’est à dire les espaces Euclidiens complexes, les espaces

projectifs et hyperboliques complexes sont les exemples les plus simples de variété de Kähler-
Einstein.
Dans cette section, on introduit la notion d’un espace de formes complexes. On commence par
rappeler les différentes définitions et propriétés concernant cet espace. Pour plus de détails
voir [38, 71]

Définition 3.1.1. (Structure presque complexe)
Une structure presque complexe sur une variété différentiable réelle M̃ de dimension 2n est
un champ de tenseurs J qui à chaque point x de M̃ associe un endomorphisme J de l’espace
TxM̃ tel que J2 = −I, où I dénote la transformation identité.

Définition 3.1.2. (Variété presque complexe)
Une variété différentiable réelle munie d’une structure presque complexe est appelée variété
presque complexe.

Le groupe de structure du fibré tangent de toute variété muni d’une structure presque
complexe est réduit au groupe unitaire U(n). La réciproque est aussi vraie.
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Remarques 3.1.3. – Une variété complexe c’est une variété différentiable telles que les
applications de changements de cartes soient des fonctions holomorphes d’un ouvert de
Cn dans un autre.

– ∀p ∈ M̃ , si (z1, ..., zn) est un système de coordonnées complexe local en p alors :
J( ∂

∂xk
) = ∂

∂yk
, J( ∂

∂yk
) = − ∂

∂xk
, k = 1, ..., n avec zk = xk + iyk et J : TpM̃ −→ TpM̃ .

Définition 3.1.4. (Tenseur de Nijenhuis)
La torsion d’une structure presque complexe J ou tenseur de Nijenhuis, est le tenseur N de
type (1,2) défini par :

N(X, Y ) = [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]− [X, Y ] ,

pour tout X, Y ∈ X(M)

Théorème 3.1.5. Une structure presque complexe J est dite intégrable si et seulement si le
tenseur de Nijenhuis est nul.

Définition 3.1.6. (Métrique Hermitienne)
Une métrique Hermitienne sur une variété presque complexe M̃2n est une métrique Rieman-
nienne g tel que : g(JX, JY ) = g(X, Y ), ∀X, Y ∈ X(M̃).

Définition 3.1.7. (Variété Hermitienne)
Une variété Riemannienne M̃2n munie d’une métrique Hermitienne g est dite variété Hermi-
tienne.

Définition 3.1.8. (Variété Kählérienne)
Une variété Hermitienne est dite variété Kählérienne si dφ = 0, où φ est une 2-forme fonda-
mentale définie par : φ(X, Y ) = g(X, JY ).

Proposition 3.1.9. Une variété Hermitienne est dite Kählérienne si et seulement si

∇̃J = 0 .

Définition 3.1.10. (Courbure holomorphique)
Le 2-plan egendré par les vecteurs X et JX, où X ∈ TpM̃ est dite section holomorphique et
la courbure sectionnelle K(X, JX) est dite courbure holomorphique.

Définition 3.1.11. (Espace de formes complexes)
Une variété Kählerienne de courbure holomorphique constante c est dite espace de formes
complexes et son tenseur de courbure est donné par

R̃(X, Y )Z =
c

4
(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y + g(X, JZ)JY − g(Y, JZ)JX + 2g(X, JY )JZ) .

3.2 Variété Sasakienne
En 1960, Sasaki [57] définit une structure dite (ϕ, ξ, η, g)-structure sur une variété Rie-

mannienne de dimension impaire par analogie avec une structure presque hermitienne qu’elle
est définit sur une variété de dimension paire.
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3.2.1 Structure presque de contact

Définition 3.2.1. Soit M̃ une variété de dimension 2n+1, s’il existe des champs de tenseurs
ϕ, ξ, η de types (1,1),(1,0) ,(0,1) respectivement satisfaisant ces conditions :

ϕ2 = −I + η ⊗ ξ , η(ξ) = 1 (3.1)

Alors M̃ admet une structure presque de contact (ϕ, ξ, η), et M̃ est dite variété presque de
contact.

ξ est le champ de vecteurs Reeb ou le champ de vecteurs fondamental d’une variété presque
de contact M̃ .
Le sous espace D = {X ∈ Tp(M̃), η(X) = 0} de l’espace tangent d’une variété presque de
contact M̃ définit une distribution de dimension 2n sur M̃ , on l’appelle la distribution de
contact de M̃ et η la forme de contact.

Proposition 3.2.2. [6] Si (ϕ, ξ, η) est une structure presque de contact sur une variété M̃
de dimension 2n+ 1, alors

ϕξ = 0, ϕ3 = −ϕ, η ◦ ϕ = 0, rg ϕ = 2n . (3.2)

Définition 3.2.3. Soit M̃2n+1 une variété de structure presque de contact (ϕ, ξ, η), alors
M̃2n+1 admet une métrique Riemannienne g telle que :

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) , X, Y ∈ X(M). (3.3)

M̃2n+1 est dite alors variété Riemannienne presque de contact, (ϕ, ξ, η, g) est appelée structure
Riemannienne presque de contact sur M , et g métrique compatible.

Ainsi, on définit une seconde forme sur M̃2n+1 par :

φ(X, Y ) = g(X,ϕY )

φ est anti-symétrique, dite seconde forme fondamentale ou une forme Sasakienne.

Proposition 3.2.4. Si g est une métrique compatible avec la structure presque de contact
(ϕ, ξ, η, g) sur la variété M̃2n+1 alors on a :

i) η(X) = g(X, ξ), pour tout X ∈ X(M̃).

ii) Sur le domaine U de chaque carte locale de M , il existe une base orthonormée de la
forme :

{X1, X2, ...., Xn, X1∗ = ϕX1, ....Xn∗ = ϕXn, ξ}
dans le module X(U).

Définition 3.2.5. Si φ = dη, i.e, η ∧ (dη)n 6= 0 sur M̃ , on dit que η définit une structure de
contact ou M̃ est une variété de contact.
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Définition 3.2.6. Soit M̃2n+1 une variété Riemannienne de contact et (ϕ, ξ, η, g) une struc-
ture métrique de contact associée. Si ξ est un champ de vecteurs de Killing par rapport à g,
on appelle une telle structure métrique de contact par structure K-contact.

La première propriété de base d’une structure K-contact est

∇̃Xξ = −ϕX , (3.4)

où ∇̃ est la connexion Riemannienne de g.

Théorème 3.2.7. [6] La structure presque de contact (ϕ, ξ, η, g) sur une variété est normale
si et seulement si

N (1) = Nϕ + 2dη ⊗ ξ = 0 . (3.5)

3.2.2 Variété Sasakienne

Il est bien connu qu’une variété Sasakienne est une variété Riemannienne "de K-contact"
particulière.
Dans cette section on donne une définition importante, à savoir celle d’une variété Sasakienne.
On a vu qu’une variété de contact avec la forme de contact η porte une structure métrique
presque de contact (ϕ, ξ, η, g) avec φ = dη. Cette structure a été mentionnée comme une
structure associée ou simplement comme une structure métrique de contact.

Définition 3.2.8. Si une structure métrique de contact (ϕ, ξ, η, g) est normale, on l’appelle
métrique de contact normale ou structure Sasakienne.

Une structure Sasakienne est en quelque sorte un analogue de structure Kählérienne sur
une variété presque Hermitienne, i.e. la structure presque complexe J est parallèle par rapport
à la métrique Hermitienne.
Ce point de vue est suggéré dans la formule suivante de la condition Sasakienne.

Théorème 3.2.9. [6] La structure Riemannienne presque de contact (ϕ, ξ, η, g) est Sasa-
kienne si et seulement si :

(∇̃Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X , (3.6)

pour tout X, Y ∈ X(M̃).

Si la variété M̃ a une courbure sectionnnelle constante alors on a :

Théorème 3.2.10. [6] Soit M̃ une variété Riemannienne de contact de dimension 2n+1 ≥ 5.
Si M̃ a une courbure sectionnelle constante c alors c est égale à 1 et M̃ est une variété
Sasakienne.

Dans ce cas l’étude des variétés Sasakiennes de courbure sectionnelle constante n’a pas
beaucoup d’intérêt. Ainsi a été introduite la notion de la courbure ϕ-sectionnelle [7]. Cette
notion joue un rôle en géométrie Sasakienne comme le joue la courbure sectionnelle holomor-
phique en géométrie Kählerienne.
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Soit x un point d’une variété Riemannienne presque de contact M et π un plan dans
l’espace tangent Tx(M̃) en x à M̃ .
Avec le plan π est associé la courbure sectionnelle K(π) et parce que cela ne dépend pas de
la base orthonormée X, Y de π, on écrit K(π) = K(X, Y ).
Il est naturel d’étudier la restriction de K sur les plans π invariant par ϕ, qui est ϕπ = π. Un
tel plan est appelé ϕ-plan.

Définition 3.2.11. Si π est un ϕ-plan donc pour tout vecteur unitaire X ∈ π , la paire
{X,ϕX} est une base orthonormée de π, et donc la courbure sectionnelle d’un tel plan est
K(X,ϕX).

Il est donc naturel de considérer la restriction de la courbure sectionnelle de ϕ-plan et on
l’appelle la courbure ϕ-sectionnelle d’une variété Riemannienne presque de contact.

3.2.3 Espace forme de Sasaki

Rappelons que les courbures sectionnelles d’une variété Riemannienne déterminent le ten-
seur de courbure. On a l’analogue pour les courbures ϕ-sectionnelles.

Théorème 3.2.12. [6] Les courbures ϕ-sectionnelles déterminent complètement la courbure
d’une variété Sasakienne.

Le théorème suivant est important, nous donne une expression de R̃ lorsque la courbure
ϕ-sectionnelle est constante :

Théorème 3.2.13. [6, 7] Si la courbure ϕ-sectionnelle en tout point x d’une variété Sasa-
kienne M̃ de dimension ≥ 5 est indépendante du choix de la ϕ-section en x, alors elle est
constante sur M̃ et le tenseur de courbure est donné par :

R̃(X, Y )Z =
c+ 3

4
{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }

+
c− 1

4
{η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X + g(X,Z)η(Y )ξ

−g(Y, Z)η(X)ξ + g(ϕY, Z)ϕX − g(ϕX,Z)ϕY − 2g(ϕX, Y )ϕZ} , (3.7)

pour tout X, Y, Z ∈ X(M̃). Où c est la courbure ϕ-sectionnelle constante.

Définition 3.2.14. Une variété Sasakienne avec une courbure ϕ-sectionnnelle constante est
appelée espace form de Sasaki, et noté M̃2n+1(c).

3.3 S-variété
L’objet de cette section est de présenter une classe de variétés qui généralisent celle des

variétés de contact métrique et qu’on peut considérer comme une extension des variétés
Sasakiennes, elles sont dites S-variétés [8, 35, 39]. On va commencer par donner le concept
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de ϕ-structure sur une variété lisse M̃2n+s, cette notion introduite par Yano [70]. L’existence
d’une ϕ-structure sur une variété M̃ de dimension 2n + s, est équivalente à la réduction du
groupe de structure du fibré tangent U(n) × O(s) où U(n) est le groupe unitaire [8]. Pour
s = 0, on a une structure presque complexe et pour le cas s = 1, on obtient une structure
presque de contact, ce sont des exemples de ϕ-structure.

3.3.1 ϕ-structure

Définition 3.3.1. Soit M̃ une variété de dimension n différentiable de class C∞. Une ϕ-
structure sur M̃ est un champ de tenseurs ϕ non nul sur M̃ , de type (1, 1) et de class C∞
vérifiant

ϕ3 + ϕ = 0

L’endomorphisme ϕ est de rang constant [70]. Une variété munie d’une ϕ-structure est dite
ϕ-variété.

Définition 3.3.2. Soit (M̃, g) une variété Riemannienne de dimension 2n + s. (M̃, g) est
dite ϕ-variété métrique (ou une variété Riemannienne presque de s-contact), s’il existe sur
M̃ une ϕ-structure, et 2s champs de tenseurs ξ1, ...., ξs, η1, ..., ηs sur M̃ de types (1, 0), ...(1, 0)
et (0, 1), ..., (0, 1) respectivement qui satisfont les équations suivantes :

ηα(ξβ) = δαβ, ϕξα = 0, ηα(ϕX) = 0, (α, β = 1, ..., s) (3.8)

ϕ2X = −X +
∑s

α=1
ηα(X)ξα , (3.9)

g(X, Y ) = g(ϕX,ϕY ) +
∑s

α=1
ηα(X)ηα(Y ) . (3.10)

Pour tout X, Y ∈ X(M̃) et α = 1, ...., s.

On dit alors que (ϕ, ξα, ηα, g) est une structure métrique presque de s-contact et M̃ une variété
Riemannienne presque de s-contact.

Propriété 3.3.3. La métrique g satisfait à :

ηα(X) = g(X, ξα), g(ϕX, Y ) + g(X,ϕY ) = 0 . (3.11)

Pour tout X, Y ∈ X(M̃) et α = 1, ...., s.

Définition 3.3.4. Si la structure métrique presque de s-contact (ϕ, ξα, ηα, g) sur M̃ satisfait
dηα(X, Y ) = g(X,ϕY ) (c-à-d, dηα = φ ), donc cette structure est appellée "structure métrique
de s-contact", M̃ avec telle structure est dite "variété Riemannienne de s-contact".

3.3.2 ϕ-structure normale

On considère une variété produitM×Rs, où Rs indique un espace Euclidien de dimension
s. Un champ de vecteurs sur M × Rs est donné par :

X +
∑s

α=1
fα∂α ,
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où X un champ de vecteurs tangent de M , ∂α := ∂/∂tα (the natural frame fields ) de Rs et
fα(α = 1, ..., s) des fonctions sur M × Rs.
On définit une application linéaire J sur l’espace tangent de M × Rs par

J(X +
∑s

α=1
fα∂α) = ϕX −

∑s

α=1
fαξα +

∑s

α=1
ηα(X)∂α . (3.12)

Alors on a J2 = −I et J est une structure presque complexe sur M × Rs.

Définition 3.3.5. On dit que la structure presque de s-contact est normale si le tenseur J
ainsi défini est intégrable.

Théorème 3.3.6. Si
Nϕ + 2

∑s

α=1
ξα ⊗ dηα = 0 ,

alors la ϕ-structure est dite normale.

Puisque ϕ est de rang 2n, alors η1 ∧ ...∧ ηs ∧φn 6= 0 et particulièrement M̃ est orientable.

Définition 3.3.7. La ϕ-variété métrique est une K-variété si elle est normale et la deuxième-
forme fondamentale φ est fermée (i.e. dφ = 0).

Dans ce cas les champs de vecteurs ξ1, ..., ξs sont des champs de Killing, i.e. Lξαg = 0. où
Lξα indique l’opérateur de différenciation de Lie par rapport à ξα [8].

Définition 3.3.8. Une K-variété est appelée S-variété si φ = dηα, pour tout α = 1, ..., s.

Remarquons que pour s = 0 une K-variété est une variété Kählérienne, et pour s = 1, une
K-variété est une variété quasi-Sasakienne et une S-variété est une variété Sasakienne.

3.3.3 Propriétés fondamentales de S-variété
Il est bien connu que la S-variété jouit de beaucoup de propriétés similaires à celles des

variété Sasakienne. On peut voir que la structure de S-variété peut être différente de celle-ci.
En effet, (contrairement à la variété Sasakienne) il n’existe pas de S-variété M̃2n+s, s ≥ 2 de
courbure constante strictement positive [8].

Dans cette section nous allons d’abord chercher à exprimer la condition de la normalité
en termes de torsion Nijenhuis Nϕ de ϕ sur une variété presque de s-contact M̃ .
Puisque NJ est un champ de tenseurs de type (1,2) sur M̃×Rs, il suffit de calculer NJ(X, Y ),
NJ(X, ∂α) et NJ(∂α, ∂β) pour tout X, Y ∈ X(M̃) d’aprés (3.12), on obtient :

NJ(X, Y ) = Nϕ(X, Y ) + 2
∑s

α=1
dηα(X, Y )ξα +

∑s

α=1
((LϕXηα)Y − ((LϕY ηα)X)∂α ,

NJ(X, ∂α) = (Lξαϕ)X +
∑s

β=1
((Lξαηα)X)∂β ,

NJ(∂α, ∂β) = [ξα, ξβ] .
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On définit les tenseurs N1, N2, N3 et N4; (α, β = 1, ..., s) respectivement par :

N1(X, Y ) := Nϕ(X, Y ) + 2
∑s

α=1
dηα(X, Y )ξα ,

N2(X, Y ) := (LϕXηα)Y − (LϕY ηα)X ,

N3(X) := (Lξαϕ)X ,

N4(X) := (Lξαηβ)X .

Le lemme suivant permet de caractériser les variétés presque de s-contact.

Lemme 3.3.9. [35] Si N1 = 0 , alors N2 = N3 = N4 = [ξα, ξβ] = 0.

Proposition 3.3.10. [35] La variété presque de s-contact M̃ est normale si et seulement si
N1 = 0.

Lemme 3.3.11. Si (ϕ, ξα, ηα, g) est une S-structure on a :

∇̃Xξα = −ϕX , (α = 1, ..., s) . (3.13)

Preuve . On a

dηα(X, Y ) =
1

2
(Xηα(Y )− Y ηα(X)− ηα([X, Y ]))

=
1

2
(Xg(Y, ξα)− Y g(X, ξα)− g([X, Y ], ξα))

=
1

2
(g(∇̃XY, ξα) + g(Y, ∇̃Xξα)− g(∇̃YX, ξα)− g(X, ∇̃Y ξα)− ηα([X, Y ]))

=
1

2
(g(Y, ∇̃Xξα)− g(X, ∇̃Y ξα))

= −g(X, ∇̃Y ξα) ,

puisque ξα est un champ de Kiling pour tout α = 1, ..., s, i.e. g(∇̃Xξα, Y ) + g(X, ∇̃Y ξα) = 0.

Et comme (ϕ, ξα, ηα, g) est une S-structure, on a :

dηα(X, Y ) = g(X,ϕY ) = −g(X, ∇̃Y ξα)

Lemme 3.3.12. Pour une S-structure de M̃ , on a

(∇̃Xϕ)Y =
∑s

α=1
(g(ϕX,ϕY )ξα + ηα(Y )ϕ2X) , (3.14)

pour tout α ∈ {1, ..., s}.

D’aprés le Lemme 3.3.11 et Lemme 3.3.12, on a

Proposition 3.3.13. [35] Une structure métrique presque de s-contact (ϕ, ξα, ηα, g) sur M̃
est une S-structure si et seulement si elle vérifie les équations (3.13) et (3.14).
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3.4 S-espace forme

Soit M̃ une S-variété de dimension (2n + s) de structure (ϕ, ξα, ηα, g), on a les identités
suivantes :

R̃(X, ξα)Y = −(∇̃Xϕ)Y ,

(α = 1, ..., s).

R̃(X, Y )ξα = (
s∑

β=1

ηβ(X))ϕ2Y − (
s∑

β=1

ηβ(Y ))ϕ2X

= (∇̃Y ϕ)X − (∇̃Xϕ)Y, (3.15)

R̃(X, Y )ϕZ = R̃(X, Y )Z − sg(ϕX,Z)ϕ2Y + sg(ϕY, Z)ϕ2X

+{sg(ϕX,ϕZ) + (
∑s

α=1
ηα(X))(

∑s

β=1
ηβ(Z))}ϕY

−{sg(ϕY, ϕZ) + (
∑s

α=1
ηα(Y ))(

∑s

β=1
ηβ(Z))}ϕX

+{g(ϕX,Z)(
∑s

α=1
ηα(Y ))− g(ϕY, Z)(

∑s

α=1
ηα(X))}(

∑s

β=1
ξβ)(3.16)

R̃(X, Y )Z = −ϕR̃(X, Y )ϕZ + {sg(ϕX,ϕZ) + (
s∑

α=1

ηα(X))(
s∑

β=1

ηβ(Z))}ϕ2Y

−{sg(ϕY, ϕZ) + (
s∑

α=1

ηα(Y )(
s∑

β=1

ηβ(Z))}ϕ2X

−sg(X,ϕZ)ϕY + sg(Y, ϕZ)ϕX

−{g(ϕX,ϕZ)(
s∑

α=1

ηα(Y ))− g(ϕY, ϕZ)(
s∑

α=1

ηα(X))}(
s∑

β=1

ξβ) , (3.17)

g(R̃(ϕX,ϕY )ϕZ, ϕW ) = g(R̃(X, Y )Z,W ) + g(ϕX,ϕZ)(
s∑

α=1

ηα(Y ))(
s∑

β=1

ηβ(W ))

−g(ϕX,ϕW )(
s∑

α=1

ηα(Y ))(
s∑

β=1

ηβ(Z))

+g(ϕY, ϕW )(
s∑

α=1

ηα(X))(
s∑

β=1

ηβ(Z))

−g(ϕY, ϕZ)(
s∑

α=1

ηα(X))(
s∑

β=1

ηβ(W ) , (3.18)



3.4 S-espace forme 50

Où R̃ désigne un tenseur de courbure Riemannien de M̃ défini par ;

R̃(X, Y )Z = ∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z .

On note par L la distribution déterminée par −ϕ2 etM la distribution complémentaire.
M est déterminée par ϕ2 + I et engendrée par ξ1, ..., ξs.
Alors

TM̃ = L ⊕M
Si X ∈ L, alors ηα(X) = 0 pour tout (α = 1, ..., s) et si X ∈M, alors ϕX = 0.

Théorème 3.4.1. [8] Dans la S-structure la distribution M est plate, i.e., toutes les cour-
bures sectionnelles K(X, Y ) d’une section engendrée par X, Y ∈M sont nulles. Les courbures
sectionnelles K(X, Y ) avec X ∈ L, Y = ξα ont une valeur 1.

Preuve . Comme ∇̃Xξα = −ϕX (α = 1, ..., s) et Lξαϕ = 0, on a :

R(ξα, X)ξβ = ∇̃[ξα,X]ξβ + ∇̃X∇̃ξαξβ − ∇̃ξα∇̃Xξβ

= −ϕ[ξα, X] + ∇̃ξαϕX

= −ϕ[ξα, X] + ∇̃ϕXξα + [ξα, ϕX]

= −ϕ2X =

{
X , si X ∈ L
0 , si X ∈M.

Corollaire 3.4.2. Il n’ya pas des S-variétés M2n+s, s ≥ 2 à courbure constante du courbure
strictement positive.

3.4.1 Courbure ϕ-sectionnelle

En 1972, Kobayashi et Tsuchiya [39] ont établi l’expression explicite de la courbure d’une
S-variété de courbure ϕ-sectionnelle constante (S-espace forme, en abrégé), ce qui constitue
un outil trés important pour l’étude de cette variété.

Définition 3.4.3. Une section plan dans un espace tangent Tx(M̃), (x ∈ M̃) est appelée une
ϕ-section s’il existe un vecteur unitaire X dans Tx(M̃) orthogonal à ξα(α = 1, ..., s) telle que
{X,ϕX} soit une base orthonormée de cette section plan.

Définition 3.4.4. La courbure sectionnelle K(X,ϕX) = g(R̃(X,ϕX)ϕX,X) est appelée ϕ-
courbure sectionnelle.

Proposition 3.4.5. [35] Les courbures ϕ-sectionnelles déterminent le tenseur de courbure
Riemannienne d’une S-variété.
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3.4.2 S-espace forme

Le Théorème suivant nous donne une expression de R̃ lorsque la courbure ϕ-sectionnelle
de S-variété est constante.

Théorème 3.4.6. [39] Si la courbure ϕ-sectionnelle en tout point d’une S-variété de dimen-
sion ≥ 4 + s est indépendante du choix d’une ϕ-section en un point, alors elle est constante
sur la variété et le tenseur de courbure est donné par :

R̃(X, Y )Z =
1

4
(c+ 3s){g(ϕX,ϕZ)ϕ2Y − g(ϕY, ϕZ)ϕ2X}

+
1

4
(c− s){g(ϕY, Z)ϕX − g(ϕX,Z)ϕY + 2g(X,ϕY )ϕZ}

+(
s∑

α=1

ηα(X))(
s∑

β=1

ηβ(Z))ϕ2Y − (
s∑

α=1

ηα(Y ))(
s∑

β=1

ηβ(Z))ϕ2X

+g(ϕY, ϕZ)(
s∑

α=1

ηα(X))(
s∑

β=1

ξβ)− g(ϕX,ϕZ)(
s∑

α=1

ηα(Y ))(
s∑

β=1

ξβ) .(3.19)

Où c est la courbure ϕ- sectionnelle constante.

Définition 3.4.7. On appelle S-espace forme une S-variété M̃ de courbure ϕ-sectionnelle
constante c et on le note M̃ [c].

La courbure sectionnelle K(X, Y ) des sections engendrées par X, Y ∈ L dans le cas d’un
S-espace form est donnée par le Théorème suivant (cf. Théorème 2.7 [8]) :

Théorème 3.4.8. La courbure sectionnelle K(X, Y ) d’un S-espace form M̃2n+s de courbure
ϕ-sectionnelle c, satisfait

1. c ≤ K(X, Y ) ≤ c+3s
4

, si c < s

2. c+3s
4
≤ K(X, Y ) ≤ c, si c > s ,

3. K(X, Y ) = c, si c = s

pour tout X, Y ∈ L.

Proposition 3.4.9. Le tenseur de Ricci d’un S-espace form est donné par

S(X, Y ) =
n(c+ 3s) + c− s

2
g(ϕX,ϕY ) + 2n(

s∑

α=1

ηα(X))(
s∑

β=1

ηβ(Y )) . (3.20)

Remarque 3.4.10. Comme la courbure scalaire τ est la trace du tenseur de Ricci , on en
déduit que τ est donnée par

τ = n2(c+ 3s) + n(c− s) + 2ns

= n2(c+ 3s) + n(c+ s)

= n(n+ 1)c+ n(3n+ 1)s .

D’aprés le Théorème 3.4.6 et la Proposition précédente, on a
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Corollaire 3.4.11. Dans l’hypothèse du Théorème 3.4.6 , on a

R̃(X, Y )Z =
τ + 2ns

4n(n+ 1)
{g(ϕX,ϕZ)ϕ2Y − g(ϕY, ϕZ)ϕ2X}

+
τ − 2n(2n+ 1)s

4n(n+ 1)
{g(ϕY, Z)ϕX − g(ϕX,Z)ϕY + 2g(X,ϕY )ϕZ}

+(
s∑

α=1

ηα(X))(
s∑

β=1

ηβ(Z))ϕ2Y − (
s∑

α=1

ηα(Y ))(
s∑

β=1

ηβ(Z))ϕ2X

+g(ϕY, ϕZ)(
s∑

α=1

ηα(X))(
s∑

β=1

ξβ)− g(ϕX,ϕZ)(
s∑

α=1

ηα(Y ))(
s∑

β=1

ξβ) .

Et

S(X, Y ) = (
τ

2n
− s)g(ϕX,ϕY ) + 2n(

s∑

α=1

ηα(X))(
s∑

β=1

ηβ(Y )) .

Lemme 3.4.12. Le tenseur de Ricci d’une S-variété de dimension (2n + s) satisfait les
propriétés suivantes

1. S(X, ξα) = 2n(
∑s

β=1 ηβ(X)), (α = 1, ..., s)

2. S(ϕX,ϕY ) = S(X, Y )− 2n(
∑s

α=1 ηα(X))(
∑s

β=1 ηβ(Y ))

3. S(X,ϕY ) = −S(ϕX, Y ) .

Du Lemme précédent, on a

Proposition 3.4.13. [39] Il n’y a pas de S-variété d’Einstein si s ≥ 2.

Remarque 3.4.14. Si M̃ est un espace de courbure constante, alors M̃ est automatique-
ment d’Einstein, de sorte qu’il n’ya pas de S-variété de courbure constante en raison de la
proposition précédente.

Maintenant, on présent quelques exemples de S-espace formes ([35]) :

Exemple 3.4.15. (Espaces Euclidiens)
Soit R2n+s(−3s) un espace Euclidien, de coordonnées cartésiennes (x1, ..., xn, y1, ..., yn, z1, ..., zs),
alors une S-structure sur R2n+s(−3s) est définie par :

ξα = 2
∂

∂zα
, (α = 1, ..., s)

ηα :=
1

2
(dzα −

n∑

i=1

yidxi), (α = 1, ..., s)

ϕX := −
n∑

i=1

X ′i
∂

∂xi
+

n∑

i=1

X i ∂

∂yi
− (

n∑

i=1

X ′iyi)(
s∑

α=1

∂

∂zα
)

g :=
s∑

α=1

ηα ⊗ ηα +
1

4

n∑

i=1

(dxi ⊗ dxi + dyi ⊗ dyi),

où X =
∑n

i=1X
i ∂
∂xi

+
∑n

i=1X
′i ∂
∂yi

+
∑s

α=1X
′′α ∂

∂zα
. Avec cette structure R2n+s est une

S-variété de courbure ϕ-sectionnelle constante (S-espace forme)et c = −3s.
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Exemple 3.4.16. (CDn × Rs)(c), c < −3s.
Soit CDn un domaine complexe borné et simplement connexe à courbure sectionnelle holo-
morphique constante k < 0. Notons par (J, g) une structure Kählerienne sur CDn. Puisque
la deuxième forme fondamental φ de cette structure Kählerienne est fermée, φ = dω, où ω
est une forme réelle et analytique. Soit t = (t1, ..., ts) le système de coordonnées sur Rs, po-
sons ηα = π∗ω + dtα sur l’espace de produit (CDn × Rs, où π : CDn × Rs −→ CDn est la
projection canonique. Posons η = (η1, ..., ηs), alors η est une forme de connexion sur le fibré
trivial CDn×Rs, en plus si on pose ∂α = (∂/∂tα), (α = 1, ..., s), <,>= π∗g+

∑s
α=1 ηα⊗ ηα,

ϕX̃ = (J(π∗X̃))∗ est un relèvement horizontal de J(π∗X̃). Alors (ϕ, ξ1, ..., ξs, η1, ..., ηs, <,>)
est une S-structure sur CDn × Rs, donc CDn × Rs est un S-espace forme de courbure ϕ-
sectionnelle c = k − 3s < −3s.

Exemple 3.4.17. (S2n+1(2)× Rs−1)(c), c > −3s.
Soit S2n+1(2) une sphère de rayon 2 et de dimension (2n + 1) et soit M = S2n+1(2) × Rs−1

une hypersurface dans un S-espace forme R2n+2+(s−1)(−3(s− 1)).
Soit (x1, ..., xn+1, y1, ..., yn+1, z1, ..., zs−1) le système de coordoonées cartésienne et

(ϕ̃, ξ̃1, ..., ξ̃s−1, η̃1, ..., η̃s−1, g) une S-structure sur R2n+2+(s−1)[−3(s−1)] (cf. l’exemple 3.4.14).
Pour plus de simplicité, on peut mettre :
ξα := ξ̃α et ηα := η̃α (α = 1, ..., s− 1) sur M .
Le vecteur de courbure moyenne normalisée est représenté par :

ε =
n+1∑

i=1

yi
∂

∂yi
−

n+1∑

i=1

xi
∂

∂xi
− (

n+1∑

i=1

xiyi)(
s−1∑

α=1

∂

∂zα
) ,

si on pose
ξα = ξ̃α, ηα = η̃α, α = 1, ..., s

ξs := −ϕ̃ε = −
n+1∑

i=1

yi
∂

∂xi
+

n+1∑

i=1

xi
∂

∂yi
− (

n+1∑

i=1

(yi)2)(
s−1∑

α=1

∂

∂zα
) ,

et
ηs(X) := g(X, ξs) ,

pour tout vecteur tangent X de M .
Alors M = S2n−1(2)× Rs−1 est un S-espace forme de S-structure (ϕ, ξ1, ..., ξs, η1, ..., ηs, g) et
de courbure ϕ-sectionnelle constante c = 4− 3s.

3.5 Tenseur parallèle du second ordre sur une S-variété
1 En 1926, Levy [42] a prouvé qu’un tenseur symétrique parallèle non-dégénéré du second

ordre dans l’espace de formes réelles est proportionnel au tenseur métrique.
En 1989, Sharma [59] a généralisé le résultat de Levy pour une dimension supérieure à deux
(n > 2) et a également étudié un tenseur paralléle du second ordre sur l’espace de formes
complexes.
Depuis lors, de nombreux auteurs ont étudié ce problème, consistant à trouver des tenseurs

1. Cette section a fait l’objet de la première partie de la publication [5].
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parallèles symétriques et anti-symétriques sur différents espaces (α-Sasakienne et l’espace de
formes Sasakiennes généralisées [18], [50] et [30]...ect) et ils ont obtenu des résultats fructueux.

Dans cette section, on considère une S-variété M̃ de dimension 2n + s, s ≥ 1 et n > 1,
de S-structure (ϕ, ξα, ηα, g), α = 1, ..., s.

Définition 3.5.1. Un tenseur symétrique B du second ordre est dit un tenseur parallèle
si ∇̃B = 0, où ∇̃ désigne l’opérateur de la dérivée convariante par rapport au tenseur de
métrique g.

Dans ce qui suit, on étudié le tenseur parallèle symétrique du second ordre sur une S-
variété.

Soit B un champ de tenseurs symétrique de type (0, 2) sur une S-variété M̃ , telle que
∇̃B = 0. En appliquant l’identité de Ricci 2 [59]

∇̃2B(X, Y ;Z,W )− ∇̃2B(X, Y ;W,Z) = 0 ,

qui donne
B(R̃(X, Y )Z,W ) +B(Z, R̃(X, Y )W ) = 0 , (3.21)

pour tout champs de vecteurs X, Y, Z,W sur M̃ .
Nous savons que le tenseur symétrique parallèle du second ordre sur un espace forme de Sasaki
généralisé est proportionel au tenseur métrique [30].
Concernant une S-variété, on a établi le résultat suivant :

Théorème 3.5.2. Dans une S-variété M̃2n+s, un tenseur symétrique parallèle du second
ordre est proportionnel au tenseur métrique, si s = 1 et il s’agit d’une combinaison linéaire
du tenseur métrique sous-jacent et des 1-formes de S-structure, si s ≥ 2.

Preuve . Si on pose X = Z = W = ξγ , pour tout γ ∈ {1, ..., s} et s ≥ 1 dans (3.21) on
obtient

B(R̃(ξγ, Y )ξγ, ξγ) +B(ξγ, R̃(ξγ, Y )ξγ) = 0 ,

alors il découle de la symétrie de B que

B(R̃(ξγ, Y )ξγ, ξγ) = 0 , (3.22)

D’aprés (3.15) on obtient
R̃(ξγ, Y )ξγ = ϕ2Y . (3.23)

D’aprés (3.22) et (3.23) on a
B(ϕ2Y, ξγ) = 0 . (3.24)

2. Comme le tenseur de torsion de ∇̃ est nul, on a

∇̃2
X,YB − ∇̃2

Y,XB = R̃(X,Y ) . B,

où ∇̃2
X,YB = ∇̃X∇̃YB − ∇̃∇̃XY

B.
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En utilisant (3.9) on obtient

B(Y, ξγ)−
s∑

β=1

ηβ(Y )B(ξβ, ξγ) = 0 , (3.25)

pour tout γ ∈ {1, ..., s}.
En différenciant covariante le long de X, on trouve

B(∇̃XY, ξγ) +B(Y, ∇̃Xξγ) −
s∑

β=1

{g(∇̃XY, ξβ) + g(Y, ∇̃Xξβ)}B(ξβ, ξγ)

−
s∑

β=1

g(Y, ξβ){B(∇̃Xξβ, ξγ) +B(ξβ, ∇̃Xξγ)} = 0 , (3.26)

pour tout γ ∈ {1, ..., s}.
D’autre part, si on pose Y = ∇̃XY dans (3.25), on obtient

B(∇̃XY, ξγ)−
s∑

β=1

g(∇̃XY, ξβ)B(ξβ, ξγ) = 0 . (3.27)

D’aprés (3.26),(3.27) and (3.13) on a

−B(Y, ϕX) + g(Y, ϕX)
s∑

β=1

B(ξβ, ξγ) +
s∑

β=1

g(Y, ξβ){B(ϕX, ξγ) +B(ϕX, ξβ)} = 0 , (3.28)

pour tout γ ∈ {1, ..., s}.
En remplaçant Y par ϕX dans (3.25) on obtient

B(ϕX, ξγ) = 0 , (3.29)

pour tout γ ∈ {1, ..., s}.
D’aprés (3.28) et (3.29) on a

−B(Y, ϕX) + g(Y, ϕX)
s∑

β=1

B(ξβ, ξγ) = 0 , (3.30)

pour tout γ ∈ {1, ..., s}.
En remplaçant X par ϕX dans (3.30) et utilisant (3.9) et (3.25), dans ce cas néanmoins,
l’expression du tenseur B(X, Y ) ne peut être totalement simplifiée, mais on obtient seulement
qu’elle est de la forme

B(X, Y )−g(X, Y )
s∑

β=1

B(ξβ, ξγ)−
s∑

α,β=1

ηα(X)ηβ(Y )B(ξβ, ξα)+
s∑

α,β=1

ηα(X)ηα(Y )B(ξβ, ξγ) = 0 ,

(3.31)
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donc,

B(X, Y ) = g(X, Y )
s∑

β=1

B(ξβ, ξγ) +
s∑

α,β=1

ηα(X){ηβ(Y )B(ξβ, ξα)− ηα(Y )B(ξβ, ξγ)} ,

pour tout γ ∈ {1, ..., s}.
X Pour s = 1 (c’est à dire M̃ est une variété Sasakienne), il suffit de mettre ξ1 = ξ2... = ξs = ξ
et η1 = η2 = ... = ηs = η , puis d’aprés (3.31) on obtient

B(X, Y ) = B(ξ, ξ)g(X, Y ).

XX Pour s ≥ 2, comme ∇̃B = 0 et d’aprés (3.29), on peut vérifier que B(ξα, ξβ) est une
constante pour tout α, β ∈ {1, ..., s}, en le différenciant le long d’un champ de vecteurs sur
M̃ . Ce qui achève la démonstration.



Chapitre 4

Hypersurfaces pseudo-parallèles

4.1 Introduction
1 On considère une immersion isométrique f : M −→ M̃ , et σ une seconde forme fonda-

mentale de M .
Ferus [28] a introduit le concept des immersions parallèles (∇̃σ = 0) et il a classifié de telles
immersions de l’espace de formes réelles de courbure sectionnelle constante. Les sous-variétés
dans l’espace de formes complexes M̃n(c), n ≥ 2, de courbure sectionnelle holomorphique
constante 4c, avec une seconde forme fondamentale parallèle ont été classifiées par Naitoh
[52]. En conséquence, la seconde forme fondamentale d’une hypersurface réelleM dans M̃n(c),
n ≥ 2, 4c 6= 0 ne peut jamais être parallèle. Dans [56], deux théorèmes concernant la réduction
des codimensions de sous-variétés parallèles dans l’espace forme de Sasaki ont été prouvés.
D’autre part, Deprez [19] a défini l’immersion f comme semi-parallèle si

R̃(X, Y ).σ = (∇̃X∇̃Y − ∇̃Y ∇̃X − ∇̃[X,Y ])σ = 0,

pour tous les vecteurs tangents X, Y de M . Les hypersurfaces semi-parallèles de l’espace Eu-
clidien ont été classées par Deprez [20] en 1986. Plus tard, en 1990 Lumiste [45] a considéré
qu’une sous-variété semi-parallèle d’un espace formes est l’enveloppe du seconde ordre de la
famille des sous-variétés parallèles. Ainsi, dans le cas des hypersurfaces dans la sphère et dans
l’espace hyperbolique, Dillen [23] en 1991 a prouvé qu’elles sont soit plates, parallèles ou des
hypersurfaces de rotation de certaines hélices. Maeda [47] a étudié les hypersurfaces réelles
semi-parallèles dans l’espace de formes complexes M̃n(c), c > 0, il a obtenu qu’aucune hyper-
surface réelle dans M̃n(c), c > 0 et n ≥ 3 est semi-parallèle. Dans [53], Neibergall et Ryan
ont également prouvé l’inexistence d’hypersurface réelle semi-parallèle dans M̃2(c), 4c 6= 0.
Plus tard, Ortega [55] a fait une preuve pour 4c 6= 0 et n ≥ 3, montrant qu’il n’ya pas des
hypersurfaces réelles semi-parallèles dans M̃(c), 4c 6= 0 et n ≥ 2.
De plus, dans l’espace forme de Sasaki, Belkhelfa et Gherib [29] [30] ont prouvé l’inexistence
des hypersurfaces parallèles et semi-parallèles.
Dans [2] et [3] les auteurs ont généralisé les travaux de Deprez et Dillen, ils ont introduit la
notion des sous-variétés pseudo-parallèles dans l’espace formes (space forms) comme une géné-
ralisation de sous-variétés semi-parallèles. La classification des hypersurfaces pseudo-parallèles

1. Ce chapitre a fait l’objet de l’article [5].



4.2 Hypersurfaces pseudo-parallèles dans l’espace forme de Sasaki 58

dans l’espace de formes réelles a été obtenue par Asperti et ses co-auteurs dans [3].
Dans [44], Lobos et Ortega ont donné une classification des hypersurfaces réelles pseudo-
parallèles dans l’espace de formes complexes M̃(c), c =+

− 1, n ≥ 2.

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence d’hypersurfaces pseudo-parallèles dans l’espace
de forme de Sasaki M̃2n+1(c). Ensuite, on va montrer l’inexistense d’hypersurfaces parallèles
dans S-espace forme M̃2n+s(c), et en déduire l’inexistence d’hypersurfaces semi-parallèles.
Enfin, on va étudier l’existence d’hypersurfaces pseudo-parallèles qui répondent à certaines
conditions dans S-espace forme.

On considère une hypersurface M d’une variété Riemannienne M̃ . Donc, les formules de
Gauss et de Weingarten sont données par :

∇̃XY = ∇XY + g(AVX, Y )V

∇̃XV = −AVX ,

où X et Y sont les champs de vecteurs tangents de M , V est un vecteur unitaire normal à
M , σ est la seconde forme fondamentale et A est l’opérateur de Weingarten.

4.2 Hypersurfaces pseudo-parallèles dans l’espace forme
de Sasaki

Soit M une sous-variété d’une variété Sasakienne M̃ de dimension 2n + 1, n > 1. Pour
tout champ de vecteurs X tangent à M̃ , on peut mettre

ϕX = TX +NX , (4.1)

où TX et NX sont les composantes tangente et normale de ϕX, respectivement.

Proposition 4.2.1. [71] Soit M une sous-variété d’une variété Sasakienne M̃ , alors

∇Xξ = −TX , σ(X, ξ) = −NX ,

pour tout X tangent à M .

Définition 4.2.2. Une sous-variété M est dite invariante si ξ est tangent à M et ϕTx(M) ⊂
Tx(M) pour tout x ∈ M , c’est à dire ϕX ∈ T (M) pour tout X ∈ T (M), et dans ce cas
NX = 0.

Théorème 4.2.3. Soient M̃ une variété Sasakienne de dimension 2n + 1 et M une sous-
variété invariante de M̃ , alors M est aussi une variété Sasakienne et donc sa dimension
p = 2m+ 1.

Lemme 4.2.4. Soit M2m+1 une sous-variété invariante d’une variété Sasakienne M̃2n+1,
alors on a

σ(X, ξ) = 0, AV ξ = 0 , (4.2)

où X ∈ TM et V ∈ T⊥M .
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Théorème 4.2.5. [31] Il n’existe pas une hypersurface invariante d’une variété de contact.

Donc, comme les variétés Sasakiennes sont des variétés de contact alors, il n’existe pas
une hypersurface invariante d’une variété Sasakienne.

Soit M2n une hypersurface d’un espace formes de Sasaki M̃2n+1(c), ξ est tangent à M .
Alors, le champ de tenseurs R̃ . σ de type (0, 4) sur M est défini par

(R̃ . σ)(X, Y, Z,W ) = −σ(R(X, Y )Z,W )− σ(Z,R(X, Y )W ).

Donc la condition de pseudo-parallélisme R̃ . σ = LQ(g, σ) devient

σ(R(X, Y )Z,W ) + σ(Z,R(X, Y )W ) + LQ(g, σ)(Z,W ;X, Y ) = 0, (4.3)

où

Q(g, σ)(Z,W ;X, Y ) = ((X ∧ Y ) . σ)(Z,W )

= −σ((X ∧ Y )Z,W )− σ(Z, (X ∧ Y )W )

= −g(Y, Z)σ(X,W ) + g(X,Z)σ(Y,W )

−g(Y,W )σ(Z,X) + g(X,W )σ(Z, Y ). (4.4)

Ainsi, le tenseur de courbure est donné par l’équation de Gauss

R(X, Y )Z = R̃(X, Y )Z + g(AV Y, Z)AVX − g(AVX,Z)AV Y. (4.5)

On note A au lieu AV , dans ce qui suit.

Théorème 4.2.6. Il n’existe aucune hypersurface pseudo-parallèle dans un espace forme de
Sasaki M̃2n+1(c), tel que le champ de vecteurs ξ est tangent à M et c 6= 1.

Preuve . On suppose que l’hypersurface M est pseudo-parallèle, d’aprés (3.7) et (4.5),
on obtient alors

R(X, Y )Z =
c+ 3

4
{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }

+
c− 1

4
{η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X + g(X,Z)η(Y )ξ

−g(Y, Z)η(X)ξ + g(ϕY, Z)ϕX − g(ϕX,Z)ϕY − 2g(ϕX, Y )ϕZ}
+g(AY,Z)AX − g(AX,Z)AY, (4.6)

pour tous champs de vecteurs X, Y, Z ∈ TM .

En substituant (4.6), (4.4) dans (4.3), et comme σ(X, Y ) = g(AY,X)V = g(AX, Y )V , la



4.2 Hypersurfaces pseudo-parallèles dans l’espace forme de Sasaki 60

condition (4.3) peut être écrite sous la forme

0 =
c+ 3

4
{g(Y, Z)g(AX,W )V − g(X,Z)g(AY,W )V + g(Y,W )g(AX,Z)V

−g(X,W )g(AY,Z)V }+
c− 1

4
{η(X)η(Z)g(AY,W )V − η(Y )η(Z)g(AX,W )V

+g(X,Z)η(Y )g(Aξ,W )V − g(Y, Z)η(X)g(Aξ,W )V + g(ϕY, Z)g(AϕX,W )V

−g(ϕX,Z)g(AϕY,W )V − 2g(ϕX, Y )g(AϕZ,W )V + η(X)η(W )g(AY,Z)V

−η(Y )η(W )g(AX,Z)V + g(X,W )η(Y )g(Aξ, Z)V − g(Y,W )η(X)g(Aξ, Z)V

+g(ϕY,W )g(AϕX,Z)V − g(ϕX,W )g(AϕY,Z)V − 2g(ϕX, Y )g(AϕW,Z)V }
+g(AY,Z)g(A2X,W )V − g(AX,Z)g(A2Y,W )V

+g(AY,W )g(A2X,Z)V − g(AX,W )g(A2Y, Z)V + L{−g(Y, Z)g(AX,W )V

+g(X,Z)g(AY,W )V − g(Y,W )g(AX,Z)V + g(X,W )g(AY,Z)V } , (4.7)

pour tout X, Y, Z,W ∈ TM et V ∈ T⊥M .

Comme g(AϕW,Z) = −g(W,ϕAZ), l’équation (4.7) devient

0 =
c+ 3

4
{g(Y, Z)AX − g(X,Z)AY + g(AX,Z)Y − g(AY,Z)X}

+
c− 1

4
{η(X)η(Z)AY − η(Y )η(Z)AX + g(X,Z)η(Y )Aξ

−g(Y, Z)η(X)Aξ + g(ϕY, Z)AϕX − g(ϕX,Z)AϕY

−2g(ϕX, Y )AϕZ + η(X)g(AY,Z)ξ − η(Y )g(AX,Z)ξ

+η(Y )g(Aξ, Z)X − η(X)g(Aξ, Z)Y + g(AϕX,Z)ϕY

−g(AϕY,Z)ϕX + 2g(ϕX, Y )ϕAZ}
+g(AY,Z)A2X − g(AX,Z)A2Y + g(A2X,Z)AY − g(A2Y, Z)AX

+L{−g(Y, Z)AX + g(X,Z)AY − g(AX,Z)Y + g(AY,Z)X} . (4.8)

Si on pose Y = Z dans (4.8), on obtient

0 =
c+ 3

4
{g(Z,Z)AX − g(X,Z)AZ + g(AX,Z)Z − g(AZ,Z)X}

+
c− 1

4
{η(X)η(Z)AZ − η(Z)η(Z)AX + g(X,Z)η(Z)Aξ

−g(Z,Z)η(X)Aξ + g(ϕZ,Z)AϕX − g(ϕX,Z)AϕZ

−2g(ϕX,Z)AϕZ + η(X)g(AZ,Z)ξ − η(Z)g(AX,Z)ξ

+η(Z)g(Aξ, Z)X − η(X)g(Aξ, Z)Z + g(AϕX,Z)ϕZ

−g(AϕZ,Z)ϕX + 2g(ϕX,Z)ϕAZ}
+g(AZ,Z)A2X − g(AX,Z)A2Z + g(A2X,Z)AZ − g(A2Z,Z)AX

+L{−g(Z,Z)AX + g(X,Z)AZ − g(AX,Z)Z + g(AZ,Z)X} . (4.9)

On considère {e1, ..., e2n} un repère locale orthonormé sur TM . On pose Z = ek dans (4.9)
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et en prenant la sommation sur k = 1, ..., 2n, on trouve

0 =
c+ 3

4
{2nAX − AX + AX − tr(A)X}+

c− 1

4
{η(X)Aξ − AX

+η(X)Aξ − 2n η(X)Aξ − Aϕ2X − 2Aϕ2X + η(X)tr(A)ξ

−g(AX, ξ)ξ + g(Aξ, ξ)X − η(X)Aξ + ϕAϕX − tr(Aϕ)ϕX + 2ϕAϕX}
+tr(A)A2X − A3X + A3X − tr(A2)AX

+L{−2nAX + AX − AX + tr(A)X} . (4.10)

En effet,
∑2n

k=1 g(ϕX, ek)Aϕek = Aϕ2X, car pour tout Y ∈ TM on a

g(
∑2n

k=1
g(ϕX, ek)Aϕek, Y ) =

∑2n

k=1
g(ϕX, ek)g(Aϕek, Y )

=
∑2n

k=1
g(ϕX, ek)g(ϕek, AY )

= −
∑2n

k=1
g(ϕX, ek)g(ek, ϕAY )

= −g(
∑2n

k=1
g(ϕX, ek)ek, ϕAY )

= −g(ϕX,ϕAY ) = g(ϕ2X,AY ) = g(Aϕ2X, Y ),

et on a
∑2n

k=1 g(AϕX, ek)ϕek = ϕAϕX car

g(
∑2n

k=1
g(AϕX, ek)ϕek, Y ) =

∑2n

k=1
g(AϕX, ek)g(ϕek, Y )

= −
∑2n

k=1
g(AϕX, ek)g(ek, ϕY )

= −g(
∑2n

k=1
g(AϕX, ek)ek, ϕY )

= −g(AϕX,ϕY ) = g(ϕAϕX, Y ),

et
∑2n

k=1 g(ϕX, ek)ϕAek = ϕAϕX, car

g(
∑2n

k=1
g(ϕX, ek)ϕAek, Y ) =

∑2n

k=1
g(ϕX, ek)g(ϕAek, Y )

= −
∑2n

k=1
g(ϕX, ek)g(Aek, ϕY )

= −
∑2n

k=1
g(ϕX, ek)g(ek, AϕY )

= −g(
∑2n

k=1
g(ϕX, ek)ek, AϕY )

= −g(ϕX,AϕY ) = −g(AϕX,ϕY ) = g(ϕAϕX, Y ),

pour tout Y ∈ TM .
Puisque la structure de champ de vecteurs ξ est tangente à M , alors la formule de Gauss
implique que

−ϕX = ∇̃Xξ = ∇Xξ + g(AX, ξ)V,

à partir de l’aquelle on a (ϕX)⊥ = NX = g(AX, ξ)V .
Comme ϕξ = 0, l’équation ci-dessus implique que

g(Aξ, ξ)V = 0 ,
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pour tout V ∈ T⊥M .
Comme ϕ2X = −X + η(X)ξ, alors −Aϕ2X = AX − η(X)Aξ et l’équation (4.10) devient

0 =
c+ 3

4
{2nAX − tr(A)X}+

c− 1

4
{−2(n+ 1)η(X)Aξ + 2AX + η(X)tr(A)ξ

−g(AX, ξ)ξ − tr(Aϕ)ϕX + 3ϕAϕX}+ L{−2nAX + tr(A)X}
+tr(A)A2X − tr(A2)AX = 0 . (4.11)

Pout tout Y ∈ TM , l’équation (4.11) se transforme en

0 =
c+ 3

4
{2n g(AX, Y )− tr(A)g(X, Y )}+

c− 1

4
{−2(n+ 1)η(X)g(Aξ, Y )

+2g(AX, Y ) + η(X)tr(A)g(ξ, Y )− g(AX, ξ)g(ξ, Y )− tr(Aϕ)g(ϕX, Y )

+3g(ϕAϕX, Y )}+ L{−2n g(AX, Y ) + tr(A)g(X, Y )}
+tr(A)g(A2X, Y )− tr(A2)g(AX, Y ) = 0.

Si X et Y sont orthogonaux dans l’équation ci-dessus, on obtient

0 = 2n
c+ 3

4
g(AX, Y ) +

c− 1

4
{−2(n+ 1)η(X)g(Aξ, Y ) + 2g(AX, Y )

+tr(A)η(X)η(Y )− g(AX, ξ)η(Y )− tr(Aϕ)g(ϕX, Y ) + 3g(ϕAϕX, Y )}
−2nL g(AX, Y ) + tr(A)g(A2X, Y )− tr(A2)g(AX, Y ) . (4.12)

En échangeant X et Y dans (4.12), il en découle que

0 = 2n
c+ 3

4
g(AY,X) +

c− 1

4
{−2(n+ 1)η(Y )g(Aξ,X) + 2g(AY,X)

+tr(A)η(Y )η(X)− g(AY, ξ)η(X)− tr(Aϕ)g(ϕY,X) + 3g(ϕAϕY,X)}
−2nLg(AY,X) + tr(A)g(A2Y,X)− tr(A2)g(AY,X) . (4.13)

En soustrayant (4.12) à (4.13), on obtient

c− 1

4
{(2n+ 1)η(X)g(AY, ξ)− (2n+ 1)η(Y )g(AX, ξ) + 2tr(Aϕ)g(ϕX, Y )} = 0 , (4.14)

car il résulte de g(AX, Y ) = g(σ(X, Y ), V ) = g(X,AY ) et g(ϕX, Y ) = −g(X,ϕY ) que
g(ϕAϕX, Y ) = g(X,ϕAϕY ).
Si on pose Y = ξ dans (4.14), on trouve

(2n+ 1)
c− 1

4
g(AX, ξ) = 0.

Comme c 6= 1, alors g(AX, ξ) = 0, en utilisant la formule de Gauss pour Y = ξ, puisque
∇̃Xξ = −ϕX, il en découle que ∇̃Xξ = ∇Xξ = −ϕX, (∇Xξ est la partie tangente de ∇̃Xξ).
Par conséquent ϕX est tangent, et puisque ξ est tangent à M , alors M est une hypersurface
invariante, mais cela contredit le Théorème 4.2.5 .
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Rappelons maintenant l’exemple suivant :

Exemple 4.2.7. [6] On considère R2n+1 de coordonnées cartésiennes (xi, yi, z), i = 1, ..., n
et sa 1-forme η = 1

2
(dz −∑n

i=1 y
idxi). Le champ caractéristique ξ est donné par ξ = 2 ∂

∂z
, le

champ de tenseurs ϕ est donné par la matrice



0 δij 0
−δij 0 0

0 yj 0




et la métrique Riemannienne g = η⊗η+ 1
4

∑n
i=1(dx

i)2 +(dyi)2 est une métrique associée pour
η. Dans ce cas R2n+1 est un espace forme de Sasaki avec ϕ-sectionnelle constante c = −3
noté par R2n+1(−3).

Une conséquence immédiate en est le Corollaire suivant

Corollaire 4.2.8. Il n’y a pas d’hypersurfaces pseudo-parallèles dans R2n+1(−3), avec n > 1.

Remarque 4.2.9. Soit S2n+1 une sphère unitaire de dimension (2n+1), c’est à dire S2n+1 =
{z ∈ Cn+1 :| z |= 1}. Pour tout point z ∈ S2n+1, on pose ξ = Jz, où J est une structure
presque complexe de Cn+1. On considère une projection orthogonale

π : Tx(Cn+1) −→ Tx(S
2n+1).

En mettant ϕ = π ◦ J , nous avons une structure Sasakienne (ϕ, ξ, η, g) sur S2n+1, où η est
une 1-forme duale de ξ et g un tenseur de métrique sur S2n+1. Nous voyons que S2n+1 est de
courbure ϕ-sectionnelle constante 1 (cf.[64]).
Maintenant, on considère l’hypersurface de Clifford Mp,q définie par

Mp,q = S2p+1(

√
p

2n
)× S2q+1(

√
q

2n
), p+ q = n− 1

Alors, Mp,q est une hypersurface minimale de S2n+1 où la structure de champ de vecteurs ξ est
tangente à S2n+1 et Mp,q a une seconde fondamentale forme parallèle, donc elle est pseudo-
parallèle. Par conséquent, l’hypothèse dans le Theorem 4.2.6 sur la courbure ϕ-sectionnelle
c 6= 1 de l’espace ambiant M̃2n+1(c) est essentielle.

4.3 Hypersurfaces dans S-espace forme

4.3.1 Hypersurfaces parallèles

Dans cette section on considère une hypersurface M d’un S-espace forme M̃2n+s(c), où
s ≥ 1 et n > 1, de S-structure (ϕ, ξα, ηα, g) (α = 1, ..., s) et de courbure ϕ-sectionnelle
constante c.

Tout d’abord on va rappeler la définition d’une variété anti-invariante :



4.3 Hypersurfaces dans S-espace forme 64

Définition 4.3.1. Une sous-variétéM est appelée anti-invariante si ϕTx(M) ⊆ Tx(M)⊥ pour
tout x ∈M , c’est à dire ϕX ∈ (TM)⊥, pour tout X ∈ T (M).

Lemme 4.3.2. [68] Soit M une sous-variété d’une S-variété. alors pour tout X, Y, ξα ∈ TM
on a

1. TX = −∇Xξα,

2. NX = −σ(X, ξα).

Dans ce cas, si M est une sous-variété anti-invariante alors, TX = −∇Xξα = 0 et on
obtient ce résultat

Proposition 4.3.3. Il n’y a pas d’hypersurfaces anti-invariantes parallèles dans une S-
variété.

Preuve . On suppose que M est une hypersurface anti-invariante et parallèle dans S-
variété M̃2n+s, donc pour tout X, Y ∈ TM , on a

0 = ∇̃Xσ(Y, ξα)

= ∇⊥Xσ(Y, ξα)− σ(∇XY, ξα)− σ(Y,∇Xξα)

= −σ(∇XY, ξα) = 0 ,

Mais cela contredit notre hypothèse (carM est anti-invariante et donc NX = −σ(X, ξα) 6= 0,
pour tout X ∈ TM).

Théorème 4.3.4. Soit M une hypersurface d’un S-espace forme M̃2n+s(c), tel que la struc-
ture de champs de vecteurs tangente à M , avec c 6= s, alors M n’est pas parallèle.

Preuve . Supposons que M est une hypersurface d’un S-espace forme M̃2n+s(c) et σ la
seconde forme fondamentale de M .
On note par C un champ de vecteurs unitaire normal à M et soit U = −ϕC.
Alors, comme ηα(C) = 0, pour tout α

g(U,U) = g(ϕC, ϕC) = 1 ,

et
g(U,C) = −g(ϕC,C) = 0 .

En plus, si X ∈ T (M), on a
ϕX = TX + u(X)C . (4.15)

Où u et T sont les champs de tenseurs sur M de type (0, 1) et (1, 1) respectivement, donc
TX represente la partie tangente de ϕX.
Dans la suite, on a u 6= 0, clairement d’aprés (4.15), u(X) = g(U,X). En outre, il est facile
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de vérifier que ϕU = C.
Par l’équation de Codazzi, (4.15) et (3.19) on obtient

0 = ∇̃Xσ(Y, Z)− ∇̃Y σ(X,Z)

= (R̃(X, Y )Z)⊥

=
c− s

4
{g(ϕY, Z)ϕX − g(ϕX,Z)ϕY + 2g(X,ϕY )ϕZ}⊥

=
c− s

4
{g(ϕY, Z)u(X)− g(ϕX,Z)u(Y ) + 2g(X,ϕY )u(Z)}C = 0 .

Si on pose Z = U , on déduit que

c− s
4

g(X,TY ) = 0 ,

comme c 6= s alors TY = 0, c’est à dire M est une hypersurface anti-invariante, selon la
Proposition 4.3.3 on obtient une contraduction.

4.3.2 Hypersurfaces semi-parallèles

Dans cette section, on utilise nos résultats précédents pour déduire l’inexistence d’une
hypersurface semi-parallèle dans S-espace forme M̃2n+s(c).

Théorème 4.3.5. Il n’existe pas une hypersurface semi-parallèle dans un S-espace forme
M̃2n+s(c), avec la structure des champs de vecteurs tangente à cette hypersurface et c 6= s.

Preuve . Si M est une hypersurface semi-parallèle et σ la seconde forme fondamentale
de M , on a

R̃ . σ(X, Y ;Z,W ) = −σ(R̃(X, Y )Z,W )− σ(Z, R̃(X, Y )W ) = 0 .

En utilisant le même argument que dans le Théorème 3.5.2 (chapitre 3) on en déduit que

σ = Kg or σ = K ′g +
s∑

α,β=1

Kαβηα ⊗ ηβ −
s∑

α,β=1

Kβγηα ⊗ ηα ,

où K,K ′, Kαβ, Kβγ sont constants, donc il est clair que

∇̃σ = 0 ,

ce qui contredit le Théorème 4.3.4 .

Corollaire 4.3.6. Il n’y a pas d’hypersurfaces semi-parallèles dans R2n+s(−3s).
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4.3.3 Hypersurfaces pseudo-parallèles avec certaines conditions

Dans cette section, on va étudier les hypersurfaces pseudo-parallèles totalement ϕ-ombilicales
dans M̃ , où M̃ est un S-espace forme de dimension 2n+ 2 + s et de courbure ϕ-sectionnelle
constante −3s.

Pour cela, on rappelle les notions de la sous-variété totalement ϕ-géodésique et totalement
ϕ-ombilicale.
Il est nécessaire, d’utiliser une variation d’une sous-variété totalement géodésique (resp,. to-
talement ombilicale) de S-variété, plus liée à la structure, à savoir une sous-variété totalement
ϕ-géodésique (resp.,totalement ϕ-ombilicale) [12].
Ainsi, une sous-variété M de dimension (n + s) d’une S-variété, où la structure ξα est tan-
gente àM , est dite une sous-variété totalement ϕ-géodésique (resp., totalement ϕ-ombilicale),
si la distribution L est totalement géodésique (resp.,totalement ombilicale), c’est à dire, si
σ(X, Y ) = 0 (resp., σ(X, Y ) = g(X, Y )V tel que V = n+s

n
H, où H indique le vecteur de

courbure moyenne sur M) pour tout X, Y ∈ L.
Autrement dit, puisque σ(ξα, ξβ) = 0, pour tout α, β = 1, ..., s, on a les deux définitions
suivantes :

Définition 4.3.7. Soit Mm+s une sous-variété d’une S-variété M̃2n+s, où la structure de
champs de vecteurs est tangente à M . Alors M est dite totalement ϕ-géodésique si :

σ(X, Y ) =
s∑

α=1

{ηα(X)σ(Y, ξα) + ηα(Y )σ(X, ξα)} ,

pour tout X, Y ∈ TM .

Définition 4.3.8. Soit Mm+s une sous-variété d ’une S-variété M̃2n+s, où la structure de
champs de vecteurs est tangente à M . Alors, M est dite totalement ϕ-ombilicale si :

σ(X, Y ) =
s∑

α=1

{ηα(X)σ(Y, ξα) + ηα(Y )σ(X, ξα)}+ g(ϕX,ϕY )V .

Pour tout X, Y ∈ TM , où V = (m+s
m

)H et H indique le vecteur de courbure moyenne.

Remarque 4.3.9. Une sous-variété totalement ϕ-ombilicale est totalement ϕ-géodésique si
et seulement si elle est minimale. D’autre part, il est facile de montrer qu’une sous-variété
totalement ϕ-géodésique est minimale et totalement ϕ-ombilicale.

Commençons par rappeler les résultats de Hasegawa et ses co-auteurs [35] :

Lemme 4.3.10. Soit M̃ une variété Riemannienne presque de s-contact de dimension (2n+

2+s) avec la structure (ϕ̃, ξ̃α, η̃α, g) etM une hypersurface orientable dans M̃ , tel que ξ̃1, ...., ξ̃s
sont tangents à M , alors M admet une structure métrique presque de (s+ 1)-contact.
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Proposition 4.3.11. Soit M̃ une S-variété de dimension (2n + 2 + s), avec la structure
(ϕ̃, ξ̃α, η̃α, g) etM une hypersurface totalement ϕ-ombilicale avec la courbure moyenne constante
2n+1

2n+1+s
, alors M admet une S-structure (ϕ, ξα, ηα, g) tel que α = 1, ..., s+ 1.

Théorème 4.3.12. Soit M̃(−3s) un S-espace forme de dimension (2n + 2 + s) avec la
courbure ϕ̃-sectionnelle constante −3s, et M une hypersurface totalement ϕ-ombilicale avec
la courbure moyenne constante 2n+1

2n+1+s
, alorsM admet une (s+1)-structure avec une courbure

ϕ-sectionnelle constante 4− 3(s+ 1).

Dans tout ce qui suit,M est une hypersurface totalement ϕ-ombilicale de (s+1)-structure
(ϕ, ξα, ηα, g), dans S-espace forme M̃ de dimension 2n + 2 + s et de courbure ϕ-sectionnelle
constante −3s, on note sa S-structure par (ϕ̃, ξ̃α, η̃α, g).
Supposons ε un champ de vecteurs unitaire normal sur M . Dans ce cas, ε est un vecteur de
courbure moyenne normalisée sur M , défini par

ε =:
2n+ 1 + s

2n+ 1
H ,

où H indique le vecteur de courbure moyenne sur M dans M̃ .
On peut mettre

ξs+1 := −ϕ̃ε, ηs+1(X) := g(X, ξs+1) et ϕX := ϕ̃X − ηs+1(X)ε ,

pour tout X ∈ TM .
Afin de simplifier, on pose

ξα := ξ̃α , ηα := η̃α , (α = 1, ..., s)

CommeM est totalement ϕ-ombilicale, la seconde forme fondamentale σ est alors représentée
par

σ(X, Y ) = g(ϕ̃X, ϕ̃Y )ε+
s∑

α=1

ηα(X)σ(Y, ξα) +
s∑

α=1

ηα(Y )σ(X, ξα) . (4.16)

Pour X et Y des vecteurs tangent de M .
Puisque M̃ est un S-espace forme, alors on a ∇̃Xξα = −ϕ̃X, et d’autre part on a
−ϕ̃X = ∇Xξα + σ(X, ξα) = −ϕX − ηs+1(X)ε, donc on en déduit que

∇Xξα = −ϕX , σ(X, ξα) = −ηs+1(X)ε , α ∈ 1, ..., s+ 1. (4.17)

On peut alors récrire (4.16) comme suit

σ(X, Y ) = [g(X, Y )−
s∑

α=1

ηα(X)ηα(Y )− (
s∑

α=1

ηα(X))ηs+1(Y )− (
s∑

α=1

ηα(Y ))ηs+1(X)]ε . (4.18)

Comme M est un (s + 1)-espace forme de courbure ϕ-sectionnelle constante 4 − 3(s + 1)
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(d’aprés le Théorème 4.3.12), alors le tenseur de courbure de M est donné par

R(X, Y )Z = g(ϕX,ϕZ)ϕ2Y − g(ϕY, ϕZ)ϕ2X

+s{g(ϕX,Z)ϕY − g(ϕY, Z)ϕX + 2g(ϕX, Y )ϕZ}

+((
s+1∑

α=1

ηα(X))((
s+1∑

β=1

ηβ(Z))ϕ2Y − (
s+1∑

α=1

ηα(Y ))((
s+1∑

β=1

ηβ(Z))ϕ2X

+(
s+1∑

α=1

ηα(X))g(ϕY, ϕZ)((
s+1∑

β=1

ξβ)− (
s+1∑

α=1

ηα(Y ))g(ϕX,ϕZ)((
s+1∑

β=1

ξβ).(4.19)

On a ce résultat :

Théorème 4.3.13. Soit M̃2n+2+s(−3s) un S-space forme, et M une hypersurface totalement
ϕ-ombilicale de M̃2n+2+s(−3s) avec la courbure moyenne constante 2n+1

2n+1+s
, alors M n’est pas

pseudo-parallèle.

Preuve . On suppose que M est une hypersurface pseudo-parallèle, donc

(R̃ . σ)(X, Y, Z,W ) = LQ(g, σ)(Z,W,X, Y ) ,

où L est une fonction réelle sur M et

(R̃ . σ)(X, Y, Z,W ) = −σ(R(X, Y )Z,W )− σ(Z,R(X, Y )W ) , (4.20)

et

Q(g, σ)(Z,W ;X, Y ) = ((X ∧ Y ) . σ)(Z,W )

= −σ((X ∧ Y )Z,W )− σ(Z, (X ∧ Y )W )

= −g(Y, Z)σ(X,W ) + g(X,Z)σ(Y,W )

−g(Y,W )σ(Z,X) + g(X,W )σ(Z, Y ) . (4.21)
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En substituant (4.18) et (4.19) dans (4.20), on obtient

(R̃ . σ)(X, Y, Z,W ) = −g(ϕX,ϕZ)σ(ϕ2Y,W ) + g(ϕY, ϕZ)σ(ϕ2X,W )

−s{g(ϕX,Z)σ(ϕY,W )− g(ϕY, Z)σ(ϕX,W ) + 2g(ϕX, Y )σ(ϕZ,W )}

−(
s+1∑

α=1

ηα(X))(
s+1∑

β=1

ηα(Z))σ(ϕ2Y,W )

+(
s+1∑

α=1

ηα(Y ))(
s+1∑

β=1

ηα(Z))σ(ϕ2X,W )

−(
s+1∑

α=1

ηα(X))g(ϕY, ϕZ)σ(
s+1∑

β=1

ξβ,W )

+(
s+1∑

α=1

ηα(Y ))g(ϕX,ϕZ)σ(
s+1∑

β=1

ξβ,W )

−g(ϕX,ϕW )σ(ϕ2Y, Z) + g(ϕY, ϕW )σ(ϕ2X,Z)

−s{g(ϕX,W )σ(ϕY, Z)− g(ϕY,W )σ(ϕX,Z) + 2g(ϕX, Y )σ(ϕW,Z)}

−(
s+1∑

α=1

ηα(X))(
s+1∑

β=1

ηα(W ))σ(ϕ2Y, Z)

+(
s+1∑

α=1

ηα(Y ))(
s+1∑

β=1

ηα(W ))σ(ϕ2X,Z)

−(
s+1∑

α=1

ηα(X))g(ϕY, ϕW )σ(
s+1∑

β=1

ξβ, Z)

+(
s+1∑

α=1

ηα(Y ))g(ϕX,ϕW )σ(
s+1∑

β=1

ξβ, Z) , (4.22)

comme M est totalement ϕ-ombilicale et d’aprés (4.18) on a

σ(ϕ2X, Y ) = g(ϕ2X, Y )ε, σ(ϕX, Y ) = g(ϕX, Y )ε ,

et d’aprés (4.17) on a

σ(
s+1∑

β=1

ξβ, X) = −(s+ 1)ηs+1(X)ε ,
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pour tout X, Y ∈ TM . En remplaçant ces dernières équations dans (4.22), on obtient

(R̃ . σ)(X, Y, Z,W ) = (
s+1∑

α=1

ηα(X)){g(ϕY, ϕW )(
s+1∑

β=1

ηβ(Z) + (s+ 1)ηs+1(Z))

+g(ϕY, ϕZ)(
s+1∑

β=1

ηβ(W ) + (s+ 1)ηs+1(W ))}ε

−(
s+1∑

α=1

ηα(Y )){g(ϕX,ϕW )(
s+1∑

β=1

ηβ(Z) + (s+ 1)ηs+1(Z))

+g(ϕX,ϕZ)(
s+1∑

β=1

ηβ(W ) + (s+ 1)ηs+1(W ))}ε . (4.23)

D’autre part, si nous substituons (4.18) dans (4.21) on trouve

Q(g, σ)(Z,W ;X, Y ) = {−g(Y, Z)g(X,W ) + g(X,Z)g(Y,W )− g(Y,W )g(Z,X)

+g(X,W )g(Z, Y )}ε

+
s∑

α=1

ηα(X){g(Y, Z)
s+1∑

α=1

ηα(W ) + g(Y,W )
s+1∑

α=1

ηα(Z)}ε

−
s∑

α=1

ηα(Y ){g(X,Z)
s+1∑

α=1

ηα(W ) + g(X,W )
s+1∑

α=1

ηα(Z)}ε

+
s∑

α=1

ηα(W ){g(Y, Z)ηs+1(X)− g(X,Z)ηs+1(Y )}ε

+
s∑

α=1

ηα(Z){g(Y,W )ηs+1(X)− g(X,W )ηs+1(Y )}ε . (4.24)

Maintenant, on va comparer les deux résultats (4.23) et (4.24) par rapport à des éléments
d’un repère local orthonormé sur T (M) :

{e1, ..., en, ϕe1, ..., ϕen, ξ1, ..., ξs+1} .

Le 1er cas : si X = ξs et Y = ξs+1

D’aprés (4.23), on a
(R̃ . σ)(ξs, ξs+1, Z,W ) = 0 ,

et d’aprés (4.24), on a

Q(g, σ)(Z,W ; ξs, ξs+1) = {ηs+1(Z)
s+1∑

α=1

ηα(W ) + ηs+1(W )
s+1∑

α=1

ηα(Z)

−ηs(Z)
s∑

α=1

ηα(W )− ηs(W )
s∑

α=1

ηα(Z) }ε.
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Alors
(R̃ . σ)(ξs, ξs+1, Z,W ) = LQ(g, σ)(Z,W ; ξs, ξs+1) ,

et comme Q(g, σ)(Z,W ; ξs, ξs+1) 6= 0, pour tout Z,W ∈ T (M)
on obtient

L = 0 . (4.25)

Le 2eme cas : si X = ei et Y = ξs+1, i ∈ {1, ..., n}.
D’aprés (4.23), on a

(R̃ . σ)(ei, ξs+1, Z,W ) = −{g(ei,W )[
s+1∑

α=1

ηα(Z) + (s+ 1)ηs+1(Z)]

+g(ei, Z)[
s+1∑

α=1

ηα(W ) + (s+ 1)ηs+1(W )]}ε ,

et d’aprés (4.24), on a

Q(g, σ)(Z,W ; ei, ξs+1) = −{
s∑

α=1

ηα(W )g(ei, Z)−
s∑

α=1

ηα(Z)g(ei,W )}ε ,

Dans ce cas, on pose Z = ξs, on déduit que

(R̃ . σ)(ei, ξs+1, ξs,W ) = Q(g, σ)(ξs,W ; ei, ξs+1) = −g(ei,W )ε .

D’où
L = 1 .

Ce qui contredit (4.25).

Exemple 4.3.14. D’après l’Exemple 3.4.17 (Chapitre 3), on a

h(X, Y ) = g(∇̃XY, ε)

=
1

4

n+1∑

i=1

(X iY i +X ′iY ′i) +
1

8
(
s−1∑

α=1

X ′′α − s
n+1∑

i=1

X iyi)(
n+1∑

j=1

(Y ′jxj − Y jyj))

+
1

8
(
s−1∑

α=1

Y ′′α − s
n+1∑

i=1

Y iyi)(
n+1∑

j=1

(X ′jxj − Y jyj))

= g(ϕ̃X, ϕ̃Y ) + (
s−1∑

α=1

ηα(X))ηs(Y ) + (
s−1∑

α=1

ηα(Y ))ηs(X) ,

comme h(X, Y )ε = σ(X, Y ) et σ(X, ξα) = ηs(X)ε on obtient

σ(X, Y ) = g(ϕ̃X, ϕ̃Y )ε+ ((
s−1∑

α=1

ηα(X))σ(Y, ξα) + (
s−1∑

α=1

ηα(Y ))σ(X, ξα),
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où X =
∑n+1

i=1 X
i ∂
∂xi

+
∑n+1

i=1 X
′i ∂
∂yi

+
∑s−1

α=1X
′′α ∂

∂zα
,

et Y =
∑n+1

i=1 Y
i ∂
∂xi

+
∑n+1

i=1 Y
′i ∂
∂yi

+
∑s−1

α=1 Y
′′α ∂

∂zα
,

indiquent les champs de vecteurs tangents à M .
Donc M est une hypersurface totalement ϕ-ombilicale dans R2n+2+(s−1)[−3(s − 1)], avec la
courbure moyenne constante 2n+1

2n+s
[35].

D’après le Théorème 4.3.12, M admet une S-structure (ϕ, ξα, ηα, g) , (α = 1, ..., s), avec
la courbure ϕ-sectionnelle constante 4 − 3s. Il suit alors, d’aprés le Théorème 4.3.13 que
l’hypersurface M = S2n+1(2)× Rs−1 n’est pas pseudo-parallèle dans R2n+2+(s−1)[−3(s− 1)].



Chapitre 5

Sous-variétés Legendriennes
normalement plates dans S-espace forme

5.1 Introduction
1 Les S-variétés de courbure ϕ-sectionnelle constante (c’est à dire les S-espace formes)

sont la généralisation naturelle des variétés métriques de contact, et comme dans la géométrie
de contact, il est possible de définir le concept d’une sous-variété intégrale d’une S-variété
M̃2n+s de S-structure (ϕ, ξα, ηα, g), α = {1, ..., s}, c’est une sous-variété Mm de M̃2n+s qui
est "transversale" à ξ1, ..., ξs. Il suit facilement que m ≤ n. Une sous-variété intégrale de
dimension maximale Mn d’une S-variété M̃2n+s, s’appelle Legendrienne et elle bénéficie de
nombreuses propriétés.
Les sous-variétés Legendriennes comme leurs analogues dans la géométrie symplectique, c’est
à dire les sous-variétés Lagrangiennes, ont de nombreuses applications, non seulement en géo-
métrie, mais aussi en mécanique et en équations aux dérivées partielles.
Dans le cas des sous-variétés Lagrangiennes, Chacòn et Lobos [14] ont étudié les sous-variétés
pseudo-parallèles dans un espace forme complexe et ils ont donné plusieurs propriétés géné-
rales de celles-ci. Pour le cas de dimension 2, ils ont montré que toute surface Lagrangienne
minimale est pseudo-parallèle, ils ont donné également des exemples de surfaces Lagran-
giennes pseudo-parallèles non minimale. Ils ont établi une classification locale des surfaces
Lagrangiennes pseudo-parallèles. En particulier, les surfaces Lagrangiennes semi-parallèles
sont totalement géodésiques ou plates. Par ailleurs, ils ont donné des exemples de surfaces
Lagrangiennes pseudo-parallèles qui ne sont pas semi-parallèles.
Enfin, dans [24] Dillen et ses co-auteurs ont prouvé une conjecture formulée par Chacòn et
Lobos dans [14], ils ont montré que toute sous-variété Lagrangienne pseudo-parallèleMn d’un
espace forme complexe M̃(4c) de dimension n ≥ 3 est semi-parallèle.

Concernant l’espace forme de Sasaki M̃2n+1(c), les auteurs dans [72] ont donné la condi-
tion nécessaire d’une sous-variété C-totalement réelle (pour s = 1, une sous-variété intégrale
est dite C-totalement réelle) pseudo-parallèle pour être totalement géodésique. D’autre part,
les auteurs [17] ont donné la condition nécessaire d’une sous-variété Legendrienne pseudo-

1. Ce chapitre est la traduction d’un article soumis [48].
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parallèle dans un espace forme de sasaki, pour être totalement géodésique ou semi-parallèle
et aussi pour être minimale.

Dans ce chapitre, on introduit la notion de sous-variété Legendrienne, puis on étudie les
sous-variétés Legendriennes pseudo-parallèles Mn, avec le fibré normal plat dans S-espace
forme M̃2n+s(c), s ≥ 1.
On prouve qu’une sous-variété Legendrienne normalement plate M est pseudo-parallèle (res-
pectivement, Ricci pseudo-parallèle généralisée) alors elle est semi-parallèle ou totalement
géodésique (resp. minimale ou L = 1

n−1).

5.2 Sous-variétés Legendriennes d’une S-variété
Soit M̃2n+s une S-variété avec une S-structure (ϕ, ξα, ηα, g).

Définition 5.2.1. Une sous-variété Mm d’une S-variété M̃2n+s est appelée sous-variété in-
tégrale si
η1(X) = ... = ηs(X) = 0, pour tout champ de vecteurs X tangent à Mm.

Toute sous-variété intégrale est anti-invariante. En effet, pour tout deux champs de vec-
teurs X, Y tangents à Mm, on a

g(X,ϕY ) = φ(X, Y )

= dηα(X, Y )

=
1

2
(X(ηα)(Y )− Y (ηα)(X)− ηα([X, Y ])) = 0 .

Ainsi, ϕ transforme les vecteurs tangents en vecteurs normaux (c’est à dire ϕY ∈ T⊥M , pour
tout Y ∈ TM).

Dans [11], la géométrie de certaines sous-variétés anti-invariantes d’une S-variété, à savoir
ceux qui sont normaux à la structure des champs de vecteurs, ont été étudiées.

Soit
L(p) = {X ∈ Tp(M̃), p ∈ M̃2n+s/ηα(X) = 0, α = 1, ..., s}.

Alors L détermine une distribution induite par −ϕ2. En ce qui concerne les sous-variétés
intégrales de cette distribution, on a

Théorème 5.2.2. [11] Soit M̃2n+s une S-variété, alors les sous-variétés intégrales de dimen-
sion maximale de la distribution L sont de dimension n.

et on a

Proposition 5.2.3. [11] Soit Mm une sous-variété d’une S-variété M̃2n+s. Alors Mm est
une sous-variété intégrale de la distribution L si et seulement si ηα et dηα restreints à M sont
nuls, pour tout α. De plus, si Mm est normale à la structure des champs de vecteurs, alors
Mm est une sous-variété intégrale d’une distribution L si et seulement si ϕX est normale à
Mm dans M̃2n+s, pour tout champ de vecteurs X dans L.
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Nous remarquons que les sous-variétés intégrales de la distribution L sont des sous-variétés
anti-invariantes de M̃2n+s, où la structure des champs de vecteurs est normale à M , en vertu
de la Proposition précédente.

En particulier, puisque aussi ξ1, ..., ξs sont des champs de vecteurs normaux, la dimension
m peut être au plus n. Dans ce cas, Mn est dite Legendrienne. En fait, une sous-variété Le-
gendrienne est une sous-variété spéciale intégrale.

Rappelons qu’une sous-variété Legendrienne est identique à une sous-variété anti-invariante
avec la structure des champs de vecteurs ξ1, ..., ξs est normale.
Par conséquent, d’aprés (3.10) et (3.11) on obtient

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y ), ηα(X) = g(X, ξα) = 0 ,

pour tout X, Y ∈ TM et α ∈ {1, ..., s}.

Ensuite, on a le Lemme connu suivant [11]

Lemme 5.2.4. Soit Mn une sous-variété Legendrienne d’une S-variété, alors

Aξα = 0 , (5.1)

AϕXY = AϕYX , (5.2)

pour tout α ∈ {1, ..., s} et X, Y ∈ TM .

D’aprés le Lemme précédent, on obtient le suivant :

Lemme 5.2.5. Pour une sous-variété Legendrienne Mn d’une S-variété M̃2n+s, on a les
équations suivantes :

g(σ(X, Y ), ϕZ) = g(σ(X,Z), ϕY ) , (5.3)

AϕXY = −ϕσ(X, Y ) = AϕYX , (5.4)

pour tout X, Y, Z ∈ TM .

Preuve . 1) Comme g(AVX, Y ) = g(X,AV Y ) = g(σ(X, Y ), V ) et d’aprés le Lemme 5.2.4,
on a

g(σ(X, Y ), ϕZ) = g(AϕZX, Y ) = g(X,AϕZY )

= g(X,AϕYZ)

= g(σ(X,Z), ϕY ) .

2) D’aprés les formules de Gauss-Weingarten et comme (∇̃Xϕ)Y =
∑s

α=1 g(ϕX,ϕY )ξα, on a

AϕXY = −∇̃Y (ϕX) +∇⊥Y ϕX

= −
s∑

α=1

g(ϕX,ϕY )ξα − ϕ∇YX − ϕσ(X, Y ) +∇⊥Y (ϕX) ,
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et donc g(AϕXY, Z) = −g(ϕσ(X, Y ), Z), pour tout Z ∈ TM .
En plus, d’aprés (3.9) et (5.4), on obtient

ϕAϕXY = −ϕ2σ(X, Y )

= σ(X, Y )−
s∑

α=1

ηα(σ(X, Y ))ξα

= σ(X, Y ) ,

alors, on a
ϕAϕXY = σ(X, Y ) = ϕAϕYX. (5.5)

En substituant (5.5) et (3.11) dans l’équation de Gauss, on obtient

g(R̃(X, Y )Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) + g(ϕAϕXZ, ϕAϕYW )− g(ϕAϕXW,ϕAϕYZ)

= g(R(X, Y )Z,W )− g(ϕ2AϕXZ,AϕYW ) + g(ϕ2AϕXW,AϕYZ)

= g(R(X, Y )Z,W ) + g(AϕXZ,AϕYW )− g(AϕXW,AϕYZ)

= g(R(X, Y )Z,W ) + g(AϕYAϕXZ,W )− g(AϕYAϕXW,Z)

= g(R(X, Y )Z,W )− g([AϕX , AϕY ]Z,W ) .

D’où
R̃(X, Y ) = R(X, Y )− [AϕX , AϕY ]. (5.6)

5.3 Sous-variétés Legendriennes pseudo-parallèles
Dans ce contexte, on a le résultat suivant [66] :

Théorème. Soit M̃(c) un S-espace forme de dimension 2n+ s et de courbure ϕ-sectionnelle
constante c et M une sous-variété intégrale, minimale de dimension n de M̃(c). Si M est
pseudo-parallèle et Ln− 1

4
(n(c+ 3s) + c− s) ≥ 0, alors M est totalement géodésique.

Rappelons qu’une sous-variété M est dite avoir une connexion normale plate (ou une tri-
viale connexion normale) si R⊥ = 0, dans ce cas M a une connexion normale plate est dite
normalement plate.

Maintenant, on considèreM une sous-variéte Legendrienne pseudo-parallèle d’un S-espace
forme M̃2n+s(c).
On sait qu’une sous variété M est dite pseudo-parallèle, si sa seconde forme fondamentale
satisfait la condition suivante :

R̃ . σ = LQ(g, σ) (5.7)

où

(R̃(X, Y ).σ)(Z,W ) = R⊥(X, Y )(σ(Z,W ))− σ(R(X, Y )Z,W )

−σ(Z,R(X, Y )W ), (5.8)
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et

Q(g, σ)(Z,W ;X, Y ) = ((X ∧ Y ) . σ)(Z,W )

= −σ((X ∧ Y )Z,W )− σ(Z, (X ∧ Y )W )

= −g(Y, Z)σ(X,W ) + g(X,Z)σ(Y,W )

−g(Y,W )σ(Z,X) + g(X,W )σ(Z, Y ) . (5.9)

D’aprés (5.5), (5.8) et (5.9) et lorsque M est normalement plate, la condition de pseudo-
parallélisme, se transforme comme

−AϕWR(X, Y )Z − AϕZR(X, Y )W

= L{−g(Y, Z)AϕXW + g(X,Z)AϕYW

−g(Y,W )AϕXZ + g(X,W )AϕYZ} . (5.10)

Alors, une sous-variété Legendrienne normalement plate Mn d’un S-espace forme M̃2n+s(c)
est pseudo-parallèle si et seulement si l’équation (5.10) soit vérifiée.
En particulier, si L = 0 dans (5.10) la sous-variété M est semi-parallèle.

Comme une sous-variété parallèle, ∇̃σ = 0 (en particulier, une sous-variété totalement
géodésique σ = 0), elle est semi-parallèle, elle est évident que c’est aussi une sous-variété
pseudo-parallèle.

Les deux propositions suivantes sont des résultats analogues à ([14] Prop. 3.1 et Prop. 3.2)
et ([17] Prop. 2.2 et Prop. 2.3) dans le cas de la sous-variété Legendrienne pseudo-parallèle
dans S-espace forme, respectivement (c-à-d, ces deux propositions suivantes généralisent les
résultats obtenus).

Proposition 5.3.1. Soit Mn une sous-variété Legendrienne pseudo-parallèle d’un S-espace
forme M̃2n+s(c). S’il y a une autre fonction lisse L′ satisfait (5.7) , alors L = L′ au moins
sur M −K, où K = {p ∈M/σp = 0}.

Preuve . Si L et L′ sont deux fonctions qui satisfont (5.7), on a

(L− L′)Q(g, σ) = 0 ,

on peut choisir une base orthonormée {e1, ..., en} de TpM , p ∈M , donc on obtient

(L − L′)Q(g, σ)(ek, el; ei, ej) = (L− L′)[(ei ∧ ej).σ](ek, el)

= (L− L′){−g(ej, ek)σ(ei, el) + g(ei, ek)σ(ej, el)

−g(ej, el)σ(ek, ei) + g(ei, el)σ(ek, ej)}
= (L− L′){−δjkσ(ei, el) + δikσ(ej, el)− δjlσ(ek, ei) + δilσ(ek, ej)} = 0 .

Pour i = k 6= j = l, il résulte que

(L− L′){σ(ej, ej)− σ(ei, ei)} = 0 .
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Pour i = k = l 6= j, on obtient
(L− L′)σ(ei, ej) = 0.

Si L(p) 6= L′(p), p ∈M alors

σ(ei, ej) = 0, σ(ei, ei) = σ(ej, ej), ∀i, j ∈ {1, ..., n}.

De plus, comme i 6= j et d’aprés (5.3) on a

g(σ(ei, ei), ϕej) = g(σ(ei, ej), ϕei) = 0 .

g(σ(ei, ei), ϕei) = g(σ(ej, ej), ϕei) = g(σ(ei, ej), ϕej) = 0 .

g(σ(ei, ei), ξα) = g(ϕAϕeiei, ξα) = 0, ∀α ∈ {1, ..., s}.
Donc, on obtient g(σ(ei, ei), N) = 0, ∀i ∈ {1, ..., n} et ∀N ∈ T⊥M , et puisque
{ϕe1, ..., ϕen, ξ1, ..., ξs} est une base de T⊥M pour une sous-variété Legendrienne M , alors
σ = 0. Par conséquent {p ∈M,L(p) 6= L′(p)} ⊆ K.
Cela prouve la Proposition.

Proposition 5.3.2. Soit Mn une sous-variété Legendrienne normalement plate et pseudo-
parallèle d’un S-espace forme M̃2n+s(c), alors pour tout champ de vecteurs X, Y ∈ TM on
a

R(X, Y )ϕH = L{g(ϕH,X)Y − g(ϕH, Y )X} ,
où H est un vecteur de courbure moyenne.

Preuve . Soit {e1, ..., en} une base orthonormée de TM , Z un champ de vecteurs unitaire
de TpM pour p ∈M . ∀U ∈ TM , comme g(AVX, Y ) = g(X,AV Y ) = g(σ(X, Y ), V ) et d’aprés
(5.10), on a

g(R(X, Y )Z,AϕWU) + g(R(X, Y )W,AϕZU)

= L{g(Y, Z)g(AϕXW,U)− g(X,Z)g(AϕYW,U)

+g(Y,W )g(AϕXZ,U)− g(X,W )g(AϕYZ,U)} . (5.11)

Si on pose W = U = ei dans (5.11), on obtient

g(R(X, Y )Z,Aϕeiei) + g(R(X, Y )ei, AϕZei)

= L{g(Y, Z)g(AϕXei, ei)− g(X,Z)g(AϕY ei, ei)

+g(Y, ei)g(AϕXZ, ei)− g(X, ei)g(AϕYZ, ei)} .

En supposant que {λ1, ..., λn} sont les valeurs propres de AϕZ correspondant au repère
{e1, ..., en}. En substituant (5.2) dans l’équation ci-dessus, on trouve

−g(R(X, Y )Aϕeiei, Z) + λig(R(X, Y )ei, ei)

= L{g(Y, Z)g(Aϕeiei, X)− g(X,Z)g(Aϕeiei, Y )

+g(Y, ei)g(AϕZei, X)− g(X, ei)g(AϕZei, Y )}
= L{g(Y, Z)g(Aϕeiei, X)− g(X,Z)g(Aϕeiei, Y )

+λig(Y, ei)g(ei, X)− λig(X, ei)g(ei, Y )} .
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de sorte que

−g(R(X, Y )Aϕeiei, Z) = L{g(Y, Z)g(Aϕeiei, X)− g(X,Z)g(Aϕeiei, Y )} .

D’aprés (5.4), on déduit

g(R(X, Y )ϕH,Z) = − 1

n

n∑

i=1

g(R(X, Y )Aϕeiei, Z)

= L{g(Y, Z)g(ϕH,X)− g(X,Z)g(ϕH, Y )} .

5.3.1 Résultats principaux

Théorème 5.3.3. Soit Mn une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un S-espace
forme M̃2n+s(c) avec c ≤ s, alors Mn est pseudo-parallèle si et seulement si elle est semi-
parallèle ou totalement géodésique.

Preuve . Comme Mn est une sous-variété Legendrienne et d’aprés (3.19), on a

R̃(X, Y )Z =
c+ 3s

4
{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }, (5.12)

pour tout X, Y, Z ∈ TM , de sorte que

R̃(X, Y )ϕH =
c+ 3s

4
{g(Y, ϕH)X − g(X,ϕH)Y } , (5.13)

où H est le vecteur de courbure moyenne. Comme R⊥ = 0 et d’aprés (5.12), l’équation de
Ricci se réduit à [AϕX , AϕY ] = 0, donc d’aprés (5.6) on obtient

R̃(X, Y )ϕH = R(X, Y )ϕH,

ainsi,

R(X, Y )ϕH =
c+ 3s

4
{g(Y, ϕH)X − g(X,ϕH)Y },

par la Proposition 5.3.2 , on déduit que

(
c+ 3s

4
+ L){g(Y, ϕH)X − g(X,ϕH)Y } = 0, (5.14)

cela implique que L = − c+3s
4

ou H = 0.

XQuand L = − c+3s
4

:
Si c = −3s, donc L = 0.
Si c 6= −3s, donc L 6= 0 alors d’aprés (5.10), (3.19) et (5.2) on a

−g(Y, Z)AϕXW + g(X,Z)AϕYW − g(Y,W )AϕXZ + g(X,W )AϕYZ = 0 . (5.15)
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Ainsi, en utilisant (5.15) et la Proposition 5.3.1 , on obtient σ = 0. C’est à dire M est tota-
lement géodésique.

XXMaintenant, supposons que L 6= − c+3s
4

, alors d’aprés (5.14), H = 0.
En substituant (5.12) dans (5.10) on obtient

(L− c+ 3s

4
){−g(Y, Z)AϕXW + g(X,Z)AϕYW

−g(Y,W )AϕXZ + g(X,W )AϕYZ} = 0 . (5.16)

On peut mettre X = W = ei et faire la sommation sur i = 1, ..., n. Lorsque H = 0 on ob-
tient L = c+3s

4
ou AϕYZ = 0 (c’est à direM est totalement géodésique), pour tout Y, Z ∈ TM .

D’autre part, si on suppose que L = c+3s
4

. Notons que dans [66], les auteurs ont donné une
condition nécessaire pour une sous-variété intégrale pseudo-parallèle minimale (dans S-espace
forme M̃2n+s(c)) pour être totalement géodésique, cette condition est Ln− 1

4
[n(c+3s)+c−s] ≥

0 . Par conséquent, dans ce cas M est totalement géodésique.
Inversement, siM est semi-parallèle ou totalement géodésique, il est évident qu’elle est pseudo-
parallèle.

D’aprés (5.14), on prouve facilement le résultat suivant :

Corollaire 5.3.4. Soit Mn (n > 1) une sous-variété Legendrienne normalement plate de
S-space form M̃2n+s(c), avec c 6= −3s. Si Mn est semi-parallèle alors elle est minimale.

Dans [66], les auteurs ont montré que pour une sous-variété Legendrienne minimale Mn

d’un S-espace forme M̃2n+s(c), si elle est semi-parallèle et satisfait n(c+ 3s) + c− s ≤ 0, alors
elle est totalement géodésique.

Par conséquent, du Corollaire 5.3.4 on obtient le suivant :

Corollaire 5.3.5. Soit Mn (n > 1) une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un
S-espace forme M̃2n+s(c), avec c < −3s. Si Mn est semi-parallèle alors elle est totalement
géodésique.

On sait déja le Théorème suivant [11] :

Théorème 5.3.6. Soit Mm (m ≤ n) une sous-variété anti-invariante minimale d’un S-
espace forme M̃2n+s(c) normale à la structure de champs de vecteurs. Alors, les assertions
sont équivalentes :
i) Mm est totalement géodésique.
ii) Mm est de courbure constante k = c+3s

4
.

iii) Le tenseur de Ricci S = 1
4
(m− 1)(c+ 3s)g.

iv) La courbure scalaire ρ = 1
4
m(m− 1)(c+ 3s).

Par l’hypothèse d’une connexion normale plate, Mn est de courbure constante k = c+3s
4

,
en vue du Corollaire 5.3.4 on obtient
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Corollaire 5.3.7. Soit Mn une sous-variété Legendrienne normalement plate d’un S-espace
forme M̃2n+s(c) avec c 6= −3s. Si Mn est semi-parallèle, alors les affirmations suivantes sont
équivalentes
i) Mn est totalement géodésique.
ii) Le tenseur de Ricci S = 1

4
(n− 1)(c+ 3s)g.

iii) La courbure scalaire ρ = 1
4
n(n− 1)(c+ 3s).

5.4 Sous-variétés Legendriennes Ricci pseudo-parallèles gé-
néralisées

Récemment, Yildiz et ses co-auteurs dans [72], Yildiz et Muranthan dans [74] ont étudié
les sous-variétés C-totalement réelles dans l’espace forme de Sasaki, les sous-variétés Käele-
riennes Ricci pseudo-parallèles généralisées dans l’espace de forme complexe, respectivement.
Dans cette section, on généralise leurs résultats pour le cas de Mn une sous-variété Legen-
drienne normalement plate de S-espace forme M̃2n+s(c) avec c 6= −3s.

Rappelons qu’une sous-variété est dite Ricci pseudo-parallèle généralisée si la condition
suivante est satisfaite :

R̃ . σ = LQ(S, σ) , (5.17)

où L est une fonction sur M et S désigne par le tenseur de courbure de Ricci sur M .
Ensuite, on suppose que M̃2n+s(c) est un S-espace forme de courbure ϕ-sectionnelle constante
c, telle que c 6= −3s et M une sous-variété Legendrienne normalement plate de M̃ .
Dans ce cas, d’aprés (3.19) on a

R(X, Y )Z = R̃(X, Y )Z =
c+ 3s

4
{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y } , (5.18)

pour tout vecteurs X, Y, Z ∈ TM .
Soit {e1, ..., en} une base orthonormée de M , et comme le tenseur de Ricci S de M défini par
S(X, Y ) =

∑n
i=1 g(R(ei, X)Y, ei).

Alors d’aprés (5.18) on trouve que

S(X, Y ) =
c+ 3s

4
{ng(X, Y )−

n∑

α=1

g(ei, X)g(ei, Y )}

=
c+ 3s

4
(n− 1)g(X, Y ) . (5.19)

On pose B = S et T = σ dans (2.1), on obtient

Q(S, σ)(Z,W ;X, Y ) = ((X ∧S Y ) . σ)(Z,W )

= −σ((X ∧S Y )Z,W )− σ(Z, (X ∧S Y )W )

= −S(Y, Z)σ(X,W ) + S(X,Z)σ(Y,W )

−S(Y,W )σ(Z,X) + S(X,W )σ(Z, Y ) . (5.20)
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D’aprés (5.2), (5.26), (5.4) et (5.20), la condition (5.17) se transforme en

−AϕWR(X, Y )Z − AϕZR(X, Y )W

= L{−S(Y, Z)AϕXW + S(X,Z)AϕYW

−S(Y,W )AϕXZ + S(X,W )AϕYZ} . (5.21)

Donc, une sous-variété Legendrienne normalement plate M de S-espace forme M̃2n+s(c)

(c 6= −3s) est Ricci pseudo-parallèle généralisé de M̃ , si et seulement si l’équation (5.21)
est vérifiée.

Il est bien connu que l’équation de Ricci montre que la trivialité de la connexion normale
de M dans l’espace forme M̃n+d(c) ( et plus généralement, pour une sous-variété dans un
espace plat localement conforme 2 "a locally conformally flat space") est équivalent au fait
que tous les seconds tenseurs fundamentaux sont mutuellement commutes, ou tous les seconds
tenseurs fondamentaux sont mutuellement diagonalisables 3 .

Pour une variété de courbure constante, si son fibré normal est plat, Cartan a prouvé le
Lemme suivant (voir ([15]) :

Lemme 5.4.1. (Cartan E.) Soient Mn une sous-variété d’un espace de courbure constante
M̃n+d(c), {εα} des champs de vecteurs normaux orthogonaux locaux et {hα} des secondes
formes fondamentales correspondant à {εα}. Ensuite, dans chaque point de M , tous les {hα}
sont mutuellement diagonalisables si et seulement si le fibré normale de M est plat.

Donc, pour tout p ∈ M il existe un repère local orthogonal {ei} de Mn tel que tous les
secondes formes fondamentales soient mutuellement diagonalisables, donc on a

AN(ei) = λNi ei ,

pour tout champ de vecteurs normal N et λNi sont les courbures principales deM par rapport
à N .

On prouve le Théorème principal (de cette section) :

Théorème 5.4.2. Soient M̃2n+s(c) (n > 1) un S-espace forme de courbure ϕ-sectionelle
constante c et Mn une sous-variété Legendrienne normalement plate de M̃2n+s(c), (c 6= −3s).
Si Mn est Ricci pseudo-parallèle généralisée de M̃ , alors Mn est minimale ou L = 1

n−1 .

Preuve . Lorsque M est une sous-variété Legendrienne normalement plate, nous choisis-
sons une base orthonormée de T⊥p M de la forme

{en+1 = ϕe1, ..., e2n = ϕen, e2n+1 = ξ1, ..., e2n+s = ξs}.
2. Une variété Riemannienne est conformément plate si pour chaque point x ∈M il existe un voisinage U

de x et une fonction lisse f sur U telle que (U, e2fg) est plat.
3. R⊥ =0 si et seulement si σα sont mutuellement diagonalisables en x ; on choisit des vecteurs unitaires

e1, ..., en tel que la second forme fondamentale σα de M est diagonalisable ; c-à-d, σαij = λαi δij , où σαij sont les
composantes de σ et σαij = g(σ(ei, ej), eα), α = n+ 1, ..., n+ d
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Pour tout i, j ∈ {1, ..., n} et α ∈ {1, ..., s}, dénote par λn+ji la courbure principale par rapport
au champ de vecteurs normal ϕej, c’est à dire,

Aϕej(ei) = λn+ji ei . (5.22)

Dans ce cas, le vecteur de courbure moyenne peut être écrit comme Hn+j = 1
n

∑n
i=1 λ

n+j
i .

En vue de (5.21), on pose que X = ei, Y = ej, Z = ek,W = el ,

−AϕelR(ei, ej)ek − AϕekR(ei, ej)el

= L{−S(ej, ek)Aϕeiel + S(ei, ek)Aϕeljel

−S(ej, el)Aϕeiek + S(ei, el)Aϕejek} . (5.23)

En substituant (5.19), (5.22) dans (5.23) et pour tout em ∈ TM , on trouve

−λn+lm Rijkm − λn+km Rijlm =
c+ 3s

4
(n− 1)L{−λn+il δjkδlm + λn+jl δikδlm

−λn+ik δjlδkm + λn+jk δilδkm} . (5.24)

Où g(ei, ej) = δij et 1 ≤ i, j, k, l,m ≤ n.
Comme,

Rijkm =
c+ 3s

4
{δjkδim − δikδjm}, Rijlm =

c+ 3s

4
{δjlδim − δilδjm} , (5.25)

par l’utilisation de (5.25), l’équation (5.24) se transforme en

−λn+lm (δjkδim − δikδjm)− λn+km (δjlδim − δilδjm)

= (n− 1)L{−λn+il δjkδlm + λn+jl δikδlm − λn+ik δjlδkm + λn+jk δilδkm} .

Par conséquent, si on pose k = i, m = j, on obtient

−λn+lj (δij − δiiδjj)− λn+jj δij(δjlδij − δilδjj)
= L{−λn+ll δilδijδjl + λn+ll δjlδii − λn+ii δjlδij + λn+ii δijδil} . (5.26)

Parce qu’il résulte de (5.2) que

λn+ji = g(Aϕejei, ei) = g(Aϕeiei, ej) = λn+ii δij .

En faisant la sommation sur i = 1, ..., n et j = 1, ..., n dans (5.26) respectivement, on obtient

Hn+l =
n− 1

n
Lλn+ll . (5.27)

D’autre part, en substituant (5.18) et (5.19) dans (5.21), ce qui donne

[(n− 1)L− 1]{−g(Y, Z)AϕXW + g(X,Z)AϕYW

−g(Y,W )AϕXZ + g(X,W )AϕYZ} = 0 . (5.28)



5.4 Sous-variétés Legendriennes Ricci pseudo-parallèles généralisées 84

On pose X = ei, Y = ej, Z = ek,W = el et en substituant (5.22) dans (5.28), pour tout
em ∈ TM on obtient

[(n− 1)L− 1]{λn+jl δikδlm − λn+il δjkδlm + λn+jk δilδkm − λn+ik δjlδkm} = 0 .

De la même façon, on pose k = i, m = j dans l’équation ci-dessus

[(n− 1)L− 1]{λn+ll δiiδjl − λn+ll δilδijδjl + λn+ii δijδil − λn+ii δjlδij} = 0 . (5.29)

et la sommation sur j = 1, ..., n dans (5.29), nous donne

[(n− 1)L− 1]{λn+ll δii − λn+ll δil + λn+ii δil − λn+ii } = 0 .

De plus, en faisant la somme sur i = 1, ..., n dans l’équation ci-dessus, on obtient

[(n− 1)L− 1](n− 1)λn+ll = 0 ,

comme n > 1, on a
[(n− 1)L− 1]λn+ll = 0 . (5.30)

En comparant (5.27) et (5.30), on en déduit que si L = 0 alors Hn+l = 0 pour tout 1 ≤ l ≤ n,
c’est à dire M est minimale. Si L 6= 0, alors [(n−1)L−1]n

(n−1)L Hn+l = 0 ce qui implique Hn+l = 0 or
L = 1

n−1 .



Chapitre 6

Sous-variétés invariantes d’une S-variété

6.1 Introduction
1 Il existe deux sous-variétés typiques dans une variété presque contact, l’une est la classe

de sous-variétés C-totalement réelles (pour une variété presque de s-contact, on les appelle les
sous-variétés intégrales), et l’autre est la classe de sous-variétés invariantes, qui correspondent
à la classe de sous-variétés totalement réelles et à la classe de sous-variétés holomorphes d’une
variété presque hermitienne, respectivement.
En 1973, Kon [40] a étudié la condition de semi-parallélisme sur une sous-variété invariante
d’une variété Sasakienne, mais il ne l’a pas appelé comme semi-parallèle. Il a montré par le
Théorème suivant que :

Théorème 6.1.1. Soit M une sous-variété invariante d’une variété Sasakienne. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :
i) M est totalement géodésique.

ii) (∇̃X∇̃Y σ)(ξ, ξ) = 0.

iii) R̃(X, ξ) . σ = 0.

iv) R̃(X, Y ) . σ = 0.
X et Y étant des champs de vecteurs arbitraires sur M .

Dans [41], Kowalczyk a étudié une variété semi-Riemannienne satisfaisant Q(S,R) = 0
et Q(S, g) = 0, où S et R sont le tenseur de Ricci et le tenseur de courbure respectivement.
Yildiz et Murathan dans [73], ont étudié les sous-variétés invariantes pseudo-parallèles de
l’espace forme de sasaki M̃2n+1(c).

Motivé par les études des auteurs ci-dessus, dans ce chapitre on considère une sous-variété
invariante, pseudo-parallèle et Ricci pseudo-parallèle généralisée d’une S-variété. On montre
des conditions nécessaires pour que ces sous-variétés soient totalement géodésiques sous cer-
taines conditions.

1. Ce chapitre est la traduction d’un article soumis.
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6.2 Définitions et propriétés
Rappelons que, pour chaque champ de vecteurs X tangent à sous-variété M on écrit :

ϕX = TX +NX .

Où TX et NX sont les composante tangente et normale de ϕX, respectivement. Alors, on

∇Xξα = −TX , (6.1)

et
σ(X, ξα) = −NX . (6.2)

Pour tout X tangent à M et pour tout α = 1, ..., s .

Définition 6.2.1. Une sous-variété M est dite invariante si
i) Pour tout (α = 1, ..., s), ξα est tangent à M ,
ii) ϕTx(M) ⊂ Tx(M) pour tout x ∈ M , i.e. ϕX ∈ T (M), pour tout X ∈ T (M) et dans ce

cas NX = 0.

D’aprés (6.2) on a le Lemme suivant :

Lemme 6.2.2. [9] SoitM2m+s une sous-variété invariante d’une S-variété M̃2n+s, alors pour
tout X, Y ∈ T (M), V ∈ TM⊥ et α = 1, ..., s

σ(X, ξα) = 0 , (6.3)

AV ξα = 0 , (6.4)

σ(ϕX, Y ) = ϕσ(X, Y ) = σ(X,ϕY ) . (6.5)

Du Lemme précédent on a

Proposition 6.2.3. [39] Une sous-variété invariante M d’une S-variété M̃ est une S-variété
et minimale dans M̃ .

Proposition 6.2.4. [65] Soit M une sous-variété invariante de M̃ . Alors R̃(X, Y )ξα est
tangent à M pour tout X, Y ∈ T (M) et α = 1, ..., s .

Maintenant, on va donner les conditions pour lesquelles une sous-variété invarianteM soit
totalement géodésique [65].

Proposition 6.2.5. Soit M une sous-variété invariante d’un S-espace forme M̃(c). Alors
M est totalement géodésique si et seulement si M a une courbure ϕ-sectionnelle constante c.

Dans [39], on peut trouver le même résultat précédent en considérant les sous-variétés de
codimension 2.

Théorème 6.2.6. [65] Soit M une sous-variété invariante d’une S-variété M̃ . Alors σ est
parallèle si et seulement si M est totalement géodésique.
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6.3 Sous-variétés invariantes pseudo-parallèles

Théorème 6.3.1. Soit M une sous-variété invariante d’une S-variété M̃2n+s. Alors, M est
pseudo-parallèle avec L 6= 1 si et seulement si M est totalement géodésique.

Preuve . Supposons que M est une sous-variété invariante d’une S-variété. Si M est
pseudo-parallèle alors

R̃ . σ = LQ(g, σ).

et donc

R⊥(X, Y )σ(Z,W ) − σ(R(X, Y )Z,W )− σ(Z,R(X, Y )W )

= −L{g(Y, Z)σ(X,W )− g(X,Z)σ(Y,W )

+g(Y,W )σ(X,Z)− g(X,W )σ(Y, Z)} , (6.6)

pour tout X, Y, Z,W ∈ TM .
Posant X = ξα dans (6.6) et d’aprés (6.3), pour tout α ∈ {1, ..., s} on a

R⊥(ξα, Y )σ(Z,W )− σ(R(ξα, Y )Z,W )− σ(Z,R(ξα, Y )W )

= L{g(ξα, Z)σ(Y,W ) + g(ξα,W )σ(Y, Z)} . (6.7)

Encore une fois, on peut mettre W = ξα dans (6.7), on obtient

−σ(Z,R(ξα, Y )ξα) = Lσ(Y, Z). (6.8)

Comme M est une S-variété, donc

R̃(X, Y )ξα = (
s∑

β=1

ηβ(X))ϕ2Y − (
s∑

β=1

ηβ(Y ))ϕ2X ,

cela implique
R̃(ξα, Y )ξα = ϕ2Y . (6.9)

En substituant (6.9) dans (6.8), et d’aprés (6.5) on déduit que

(1− L)σ(Z, Y ) = 0 .

C’est à dire σ(Z, Y ) = 0, ce qui donne M est totallement géodésique, à condition que L 6= 1.
Si σ = 0, alors il peut être trivialement prouvé que M est pseudo-parallel.

À la suite du Théorème précédent, on peut donner le Corollaire suivant

Corollaire 6.3.2. Soit M une sous-variété invariante d’une S-variété. Alors M est semi-
parallèle si et seulement si M est totalement géodésique.
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6.4 Sous-variétés invariantes Ricci pseudo-parallèles gé-
néralisées

On a obtenu ce résultat :

Théorème 6.4.1. Soit M une sous-variété invariante de dimension 2m+ s d’une S-variété
M̃2n+s. Alors, M est Ricci pseudo-parallèle généralisée avec L 6= 1

2m
si et seulement si M est

totalement géodésique.

Preuve . Si M est Ricci pseudo parallèle généralisée, alors

R . σ = LQ(S, σ) .

Donc, pour tout X, Y, Z,W ∈ TM on a

R⊥(X, Y )σ(Z,W ) − σ(R(X, Y )Z,W )− σ(Z,R(X, Y )W )

= L {−S(Y, Z)σ(X,W ) + S(X,Z)σ(Y,W )

−S(Y,W )σ(X,Z) + S(X,W )σ(Y, Z)} .

On pose W = X = ξα , α ∈ {1, ..., s} dans l’equation ci-dessus, on obtient

R⊥(ξα, Y )σ(Z, ξα) − σ(R(ξα, Y )Z, ξα)− σ(Z,R(ξα, Y )ξα)

= L {−S(Y, Z)σ(ξα, ξα) + S(ξα, Z)σ(Y, ξα)

−S(Y, ξα)σ(ξα, Z) + S(ξα, ξα)σ(Y, Z)} . (6.10)

D’aprés (6.3) et (6.7) l’équation (6.10) est réduit à l’équation suivante

−σ(Z,
s∑

β=1

ηβ(ξα)ϕ2Y −
s∑

β=1

ηβ(Y )ϕ2ξα) = LS(ξα, ξα)σ(Y, Z) ,

qui implique
−σ(Z, ϕ2Y ) = LS(ξα, ξα)σ(Y, Z) . (6.11)

En substituant (6.5) dans (6.11), et comme ϕ2Y = −Y +
∑s

β=1 ηβ(Y )ξβ, on obtient

σ(Y, Z) = LS(ξα, ξα)σ(Y, Z) . (6.12)

Comme M est une S-variété, et d’aprés (1) du Lemme 3.4.12, on a

S(X, ξα) = 2m
s∑

β=1

ηβ(X),

d’aprés (6.12) et l’équation ci-dessus, on obtient

σ(Y, Z) = 2mLσ(Y, Z) ,

d’où
(1− 2mL)σ(Y, Z) = 0 .
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Si L 6= 1
2m

, alors σ(Y, Z) = 0, i.e. M est totalement géodésique.
Inversement, soit M est totalement géodésique, i.e. σ = 0, donc d’aprés (6.10) on obtient que
M est Ricci pseudo-parallèle généralisée.

Remarquons que, la technique utilisée dans la preuve du Théorème précédent (respective-
ment du Théorème 6.3.1) ne suffit pas d’interpréter le cas L = 1

2m
(resp., L=1) ces cas restent

ouverts.

On donne l’exemple suivant qui est sur une sous-variété invariante non géodésique pseudo-
parallèle (resp., Ricci pseudo-parallèle généralisée) d’une variété Sasakienne (c-à-d, s = 1).

Exemple 6.4.2. Soit M2m+1 une sous-variété invariante conformément plate (conformally
flat) d’une variété Sasakienne M̃2n+1. Alors selon le Théorème1 [32], M2m+1 est de courbure
constante 1. Dans ce cas, M2m+1 satisfait les conditions R̃.σ = Q(g, σ) et R̃.σ = 1

2m
Q(S, σ),

ce qui nous donne M2m+1 est pseudo-parallèle tel que L = 1 et aussi Ricci pseudo-parallèle
généralisée tel que L = 1

2m
.

6.5 Sous-variétés invariantes satisfaisant certaines condi-
tions

Rappelons que, le tenseur de courbure de type (0, 4) Riemann-Christoffel R de (M, g) est
lié au (1, 3)-tenseur R′ par R(X, Y, Z,W ) = g(R′(X, Y )Z,W ), il possède la propriété suivante
[70] :

R(X, Y, Z, Z) = 0,

pour tous les champs de vecteurs X, Y, Z et W sur M .

On considère queM est une sous-variété invariante de dimension (2m+s) d’une S-variété
M̃ .

Théorème 6.5.1. Une sous-variété invariante d’une S-variété satisfait Q(σ,R) = 0 si et
seulement si elle est totalement géodésique.

Preuve . Si M satisfait Q(σ,R) = 0, donc on a

0 = Q(σ,R)(U1, U2, U3, U4;X, Y )

= ((X ∧σ Y ) . R)(U1, U2, U3, U4)

= −R((X ∧σ Y )U1, U2, U3, U4)−R(U1, (X ∧σ Y )U2, U3, U4)

−R(U1, U2, (X ∧σ Y )U3, U4)−R(U1, U2, U3, (X ∧σ Y )U4),

pour tous les champs de vecteurs X, Y, Ui (i = 1, ..., 4) sur M .
Si on pose dans (2.1) B = σ et T = R, l’équation ci-dessus devient

0 = −σ(Y, U1)R(X,U2, U3, U4) + σ(X,U1)R(Y, U2, U3, U4)

−σ(Y, U2)R(U1, X, U3, U4) + σ(X,U2)R(U1, Y, U3, U4)

−σ(Y, U3)R(U1, U2, X, U4) + σ(X,U3)R(U1, U2, Y, U4)

−σ(Y, U4)R(U1, U2, U3, X) + σ(X,U4)R(U1, U2, U3, Y ). (6.13)
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Si on pose U3 = Y = ξα, α ∈ {1, ..., s} dans (6.13), on trouve

σ(X,U1)R(ξα, U2, ξα, U4) + σ(X,U2)R(U1, ξα, ξα, U4) = 0, (6.14)

par l’utilisation de (3.15) (car M est une S-variété), (6.14) devient

σ(X,U1)g(ϕ2U2, U4)− σ(X,U2)g(ϕ2U1, U4) = 0.

Cela implique

−σ(X,U1)g(U2, U4) + σ(X,U1)
s∑

β=1

ηβ(U2)ηβ(U4)

+σ(X,U2)g(U1, U4)− σ(X,U2)
s∑

β=1

ηβ(U1)ηβ(U4) = 0. (6.15)

On considère {e1, ..., em, em+1 = ϕe1, ..., e2m = ϕem, e2m+1 = ξ1, ..., e2m+s = ξs} une base
orthonormée de TM . On insère U4 = U2 = ek dans (6.15) et en prenant la sommation sur
k = 1, ..., 2m+ s, on obtient

−(2m+ s)σ(X,U1) + sσ(X,U1) + σ(X,U1) = 0,

qui implique
(−2m+ 1)σ(X,U1) = 0.

Donc, M est totalement géodésique. Réciproquement, si σ = 0, alors d’aprés (6.13) il s’ensuit
que Q(σ,R) = 0.

Théorème 6.5.2. Une sous-variété invariante d’une S-variété satisfait Q(S, σ) = 0 si et
seulement si elle est totalement géodésique.

Preuve . Si Q(S, σ) = 0, alors on a

0 = −S(Y, Z)σ(X,W ) + S(X,Z)σ(Y,W )

= −S(Y,W )σ(Z,X) + S(X,W )σ(Z, Y ).

On pose X = W = ξα dans l’équation ci-dessus, pour tout α ∈ {1, ..., s} on trouve

S(ξα, ξα)σ(Y, Z) = 0.

Selon S(X, ξα) = 2m
∑s

β=1 ηβ(X), il en découle que

2mσ(Y, Z) = 0.

Inversement, soit M est totalement géodésique, en tenant compte de (5.28), on obtient
Q(S, σ) = 0.
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Au vu de nos résultats et le Théorème 6.2.6., on peut affirmer ce qui suit :

Corollaire 6.5.3. Soit M une sous-variété invariante de dimension 2m+ s d’une S-variété.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. M est parallèle.
2. M est semi-parallèle.
3. M est pseudo-parallèle, à condition de L 6= 1.
4. M est Ricci pseudo-parallèle généralisée, à condition de L 6= 1

2m
.

5. M satisfait la condition Q(σ,R) = 0.
6. M satisfait la condition Q(S, σ) = 0.
7. M est totalement géodésique.



Perspectives

Les principales perspectives de recherche qui apparaissent à l’issue de cette thèse sont
dans un premier temps, l’étudier le pseudo-parallélisme des sous-variétés du codimensions
particulières dans S-espace forme. Donc, il est possible de prolonger le travail présenté dans
le chapitre 4, selon différents axes. C’est à dire, étudier l’existence de certaines hypersurfaces
pseudo-parallèles dans S-espace forme M̃2n+s(c), avec une courbure ϕ-sectionnelle constante
c quelconque, et même sur les S-espaces formes généralisés (ils ont introduit par Prieto-
Martìn, Fernàndez et Fuentes 2) qui sont devenus aujourd’hui un sujet assez spécialisé, mais
de nombreux travaux contemporains s’attachent à l’étude de leurs propriétés et des tenseurs
de courbure associés.
D’autre part, nous souhaitons par la suite travailler sur le pseudo-parallélisme et d’autres types
de pseudo-parallélisme, comme Ricci pseudo-parallélisme généralisé, bipseudo-parallélisme
(R̃ . ∇̃σ = L∇̃σQ(g, ∇̃σ)) 3 et biRicci pseudo-parallèlisme généralisé (R̃ . ∇̃σ = L∇̃σQ(S, ∇̃σ))
de sous variétés du classes importantes. Particulièrement sur les S-espaces formes et les S-
espaces formes généralisés.

2. Generalized S-space forms, Publications de l’institut Math. 94 (108) 151-161 (2013).
3.

(R̃(X,Y ) . ∇̃σ)(U, V,W ) = R⊥(X,Y )(∇̃σ)(U, V,W )− (∇̃σ)(R(X,Y )U, V,W )

−(∇̃σ)(U,R(X,Y )V,W )− (∇̃σ)(U, V,R(X,Y )W ),

∀X,Y, U, V,W ∈ TM.
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Abstract:  Geometry of submanifolds in Complex space forms and S-manifolds 
 
This work investigate the pseudo-parallel submanifolds  of (2n+s)-dimensional  S-
manifolds of constant  φ-sectional curvature c (in short, S-space forms Ḿ).  These spaces 
generalize the Sasakian space forms (i.e.  Sasakian manifolds of constant φ-sectional 
curvature). 
We are first interested in the second order parallel symmetric tensor on an S-manifold, we 
establish a formula of this tensor for s≥1. Thus, we prove the non-existence of parallel 
hypersurfaces of an S-space form, with c≠s. We apply these results to show the non-
existence of semi-parallel hypersurfaces of this space. In addition, we obtain the same 
negative results concerning the pseudo-parallel hypersurfaces in a Sasakian space form, 
and pseudo-parallel hypersurfaces that meet certain conditions in the S-space form Ḿ(-3s) 
of dimension 2n+2+s.  
On the other hand, the Legendrian pseudo-parallel submanifolds are examined, the 
necessary conditions of such submanifolds are given to be semi-parallel, totally geodesic or 
minimal. We also studied another type of pseudo-parallel for these submanifolds, namely 
Ricci generalized pseudo-parallel. 
Finally, we consider an invariant, pseudo-parallel and Ricci generalized pseudo-parallel 
submanifolds of an S-manifold. It is shown that these submanifolds are totally geodesic 
under certain conditions. 
 
 Key words:  S-manifold,   S-space form,  Sasakian space form,  Pseudo-parallel 
Submanifold,  Hypersurface,  Legendrian submanifold,  Invariant submanifold. 

 
Résumé:   
 
Ce travail étudie les sous-variétés pseudo-parallèles  des espace de formes  Sasakiennes 
munis de s-champs de Reeb, c'est à dire des S-variétés de courbure  φ-sectionnelle 
constante c (en abrégé: S-espaces formes). Ces espaces présentent une extension de la 
classe de variété  Sasakienne de courbure  φ-sectionnelle constante (en abrégé: espaces 
formes de Sasaki). 
On s'intéresse dans un premier temps au tenseur parallèle symétrique du second ordre sur 
une  S-variété, on  établit une formule de ce tenseur. On prouve ainsi l'inexistence 
d'hypersurfaces parallèles d’un  S-espace forme, on applique ces résultats  pour montrer 
l'inexistence d'hypersurfaces semi-parallèles de celle-ci. En plus  on obtient les même 
résultats négatifs  concernant les hypersurfaces pseudo-parallèles de l'espace forme de 
Sasaki et les hypersurfaces pseudo-parallèles qui répondent  à certaines conditions dans le 
S-espace forme  Ḿ (-3s)  de dimension 2n+2+s . 
 D'autre part, on examine les sous-variétés Legendriennes pseudo-parallèles, on donne les 
conditions nécessaires de telles sous-variétés pour être semi-parallèles, totalement 
géodésiques ou minimales.  On étudie également un autre type de pseudo-parallèle pour 
ces sous-variétés  à  savoir la Ricci pseudo-parallèle généralisée. 
Finalement, on considère une sous-variété  invariante,  pseudo-parallèle et Ricci pseudo-
parallèle généralisée d'une S-variété. On montre que ces sous-variétés sont totalement  
géodésiques  sous certaines  conditions. 
 
Mots clés : S-variété,  S-espace forme,  Espace  forme de Sasaki,  Sous-variété  pseudo-
parallèle, Hypersurface, Sous-variété  Legendrienne,  Sous-variété  invariante. 


