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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse essentiellement à l’étude d’un problème elliptique
avec l’opérateur non local le laplacien fractionnaire, ce type d’opérateurs apparâıt natu-
rellement dans de nombreuses applications de la physique, des probabilités, de la biologie.
Ils sont également pertinents en mathématiques.

Les opérateurs non locaux tels que le laplacien fractionnaire (−∆)s apparaissent na-
turellement dans la mécanique des continuums, les phénomènes de transition de phase, la
dynamique de population et la théorie des jeux, voir par exemple Caffarelli [14].

Plus précisément on considère un opérateur pseudo- différentiel de la forme

(−∆)su(x) = aN,s.P.V.
∫
RN

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy

où s ∈ (0, 1) , P.V représente la valeur de principe de Cauchy et aN,s est la constante de
normalisation. L’opérateur peut être aussi défini en utilisant la Transformée de Fourier

(−∆)su = F−1(|ξ|2sFu)

où F(u) désigne la transformée de Fourier, voir [17] comme référence pour une initiation
du Laplacien fractionnaire.
Au cours des vingt dernières années, de nombreux chercheurs ont étudie les problèmes el-
liptiques non locaux, voir [28] et [29] pour le cas sur critique, le cas critique, et l’existence
de solutions au problème.
De plus, une grande attention a été consacrée à l’étude de l’existence de solutions aux
problèmes non locaux avec potentiel de Hardy, nous référons à [7], [5], [19] .
Dans ce travail, nous nous sommes concentrés sur la partie théorique de l’opérateur la-
placien fractionnaire, tels que : la définition de cet opérateur, ses propriétés, le cadre
fonctionnel et les équations liées.



4 Introduction

Notre mémoire est composé de trois chapitres :
Le premier chapitre fournit les connaissances Mathématiques requises, tels que les espaces
de Sobolev fractionnaires (pour une classe précise) avec poids et sans poids, la transfor-
mation de Fourier et certaines propriétés de base de ces deux objets mathématiques,
en outre, ce chapitre introduit plusieurs inégalités qui seront utilisées dans la suite de
mémoire comme l’inégalité de Picone.
Dans le second chapitre, le but est de généraliser le résultat du théorème de ”Caffarli-
Khon-Nirenberg” au cas p 6= 2. D’abord on présente la version de l’inégalité de Hardy
avec poids, ainsi pour β = 0 et p = 2, dans un domaine borné. Ensuite, on présente les
résultats principaux du chapitre et leurs démonstrations, pour compléter la preuve du
théorème de ”Caffarli-Khon-Nirenberg” d’ordre fractionnaire dans un domaine borné.
Dans le troisième chapitre, on prend comme application les résultats du chapitre 2, pour
β = 0 et p = 2 , nous étudions un problème elliptique concave-convexe dans lequel le po-
tentiel de Hardy interfère avec le laplacien fractionnaire. En particulier, nous étudierons
le problème

(Pλ,µ)


(−∆)su− λ u

|x|2s
= up + µuq dans Ω,

u > 0 dans Ω
u = 0 sur RN \ Ω

On analyse l’existence des solutions non triviales du problème. Ensuite, nous trouverons
un seuil d’existence des solutions p(λ, s) du problème (Pλ,µ) et on discute l’existence des
solutions qui dépend de la valeur de p.



Chapitre 1

Préliminaires

L’objectif de ce Chapitre est de présenter quelque outils d’analyse non linéaire, qui
seront utilisés au cours de ce mémoire. Donc, nous allons subdiviser ce chapitre en deux
parties : Dans la première partie nous présentons les espaces de Sobolev fractionnaires
et leur propriétés en précisant la définition de l’opérateur laplacien fractionnaire. En-
suite on définit les espaces de Sobolev avec poids (pour une classe de poids précise),
Enfin, la dernière section est consacrée à quelques inégalités algébriques qu’on va utiliser
régulièrement dans ce mémoire.

1.1 Espace de Sobolev

1.1.1 Espace de Sobolev Wm,p(Ω)

Définition 1.1. Soit Ω un ouvert de RN . pour 1 ≤ p <∞ et m ∈ N. L’espace de Sobolev
d’ordre m est défini par :

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp;Dαu ∈ Lp, ∀α = (α1, . . . , αN) ∈ NN , telque|α| ≤ m}.

où Dαu = ∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαNN

est la dérivée partielle de u d’ordre α au sens des distributions.
Wm,p(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖u‖Wm,p(Ω)=


(||u||Lp(Ω) + ∑

|α|≤m
||Dαu||pLp(Ω))

1
p si 1 ≤ p <∞

max
0≤|α|≤m

||Dαu||L∞(Ω) si p =∞

pour p = 2, et m ∈ N, on remplace la notation Wm,2(Ω) par Hm(Ω) qui est défini par :

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω), ∀α ∈ NN , telque|α| ≤ m}
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Les espaces Hm(Ω) sont des espaces de Hilbert muni d’un produit scalaire
définit par :

〈u, v〉Hm(Ω) = 〈u, v〉L2(Ω) +
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω)

Définition 1.2. Pour 1 ≤ p <∞, on note W 1,p
0 (Ω) la fermeture de C1

0(Ω) dans W 1,p(Ω).
L’espace W 1,p

0 (Ω) muni de la norme induite par W 1,p(Ω) est un espace de Banach séparable,
et il est de plus réflexif si 1 < p <∞.
En plus, l’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach séparable, et réflexif si 1 < p <∞.

Remarque 1.1. L’espace C1
0(RN) est dense dans l’espace W 1,p(RN), i.e

C1
0(RN) = W 1,p(RN).

et par conséquent
W 1,p

0 (RN) = W 1,p(RN)

1.1.2 Espace de Sobolev fractionnaire W s,p(Ω) pour 0 < s < 1

Définition 1.3. Soient s ∈ (0, 1), et p ∈]1,+∞[. On définit L’espace de Sobolev fraction-
naire par :

W s,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω)/
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp dxdy <∞}

qui s’appelle aussi l’espace de Aronszajn,Gagliardo ou Sloboedeckij.[17]

Proposition 1.1. Pour s ∈ (0, 1), l’espace W s,p(Ω) muni de la norme :

‖u‖W s,p(Ω) = (‖u‖pLp(Ω) + [u]pW s,p(Ω))
1
p

où
[u]pW s,p(Ω) =

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+sp dxdy

est appelé la semi norme de u.

Pour plus de détails voir [16] et [25].

Définition 1.4. On peut défenir aussi l’espace W s,p
0 (Ω) comme la fermeture de C∞0 (Ω)

par rapport à la norme de W s,p(Ω) i.e

C∞0 (Ω) = W s,p
0 (Ω).
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tel que
W s,p

0 (Ω) = {u ∈ W s,p(Ω), avec u = 0 p.p RN \ Ω}

Remarque 1.2. :
1. Si Ω est un domaine régulier borné, l’espace W s,p

0 (Ω) peut être engendré par la norme
équivalente :

‖φ‖W s,p
0 (Ω) = (

∫
Q

∫
Q

|φ(x)− φ(y)|p
|x− y|N+sp dxdy)

1
p .

avec Q = RN × RN \ ({Ω× {Ω).
2. Si N > ps, W s,p

0 (Ω) ⊂ Lp
∗
s(Ω) avec injection continue où p∗s = Np

N − ps
.

Théorème 1.1. ( Bourgain - Brezis - Mironescu )
Pour tout u ∈ W 1,p(Ω), il existe une constante positive KN,p tel que :

lim
s→1−

(1− s)
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps dxdy = KN,p

∫
Ω
|∇u|pdx

Un autre résultat est donné par le théorème de Maz’ya Shaposhnikova :

Théorème 1.2. (Maz’ya Shaposhnikova)
Pour tout u ∈ ∪

0<s<1
W s,p(Ω), il existe une constante positive CN,p tel que :

lim
s→0+

s
∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps dxdy = CN,p

∫
RN
|u|pdx

1.1.3 Espace de Sobolev fractionnaire avec Poids W s,p,β

Dans cette section, on définit l’espace de Sobolev fractionnaire avec poids, pour prouver
l’inégalité de Caffarelli-Khon-Nirenberg d’ordre fractionnaire

Définition 1.5. Soit Ω un ouvert de RN avec 0 ∈ Ω. Pour 0 < β <
N − ps

2 , on définit
l’espace de Sobolev avec poids W s,p,β(Ω) par :

W s,p,β(Ω)={ψ ∈ Lp(Ω, dx

|x|2β
) :
∫

Ω

∫
Ω

|ψ(x)− ψ(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
}.

ainsi l’espace W s,p,β(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖ψ‖W s,p,β(Ω) =
(∫

Ω

|ψ(x)|pdx
|x|2β

) 1
p

+
(∫

Ω

∫
Ω

|ψ(x)− ψ(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β

) 1
p

Remarque 1.3. On peut aussi définir l’espace W s,p,β
0 (Ω) comme étant la fermeture de

C∞0 (Ω) par rapport à la norme de W s,p,β(Ω)
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On peut montrer le résultat d’extension suivant :

Lemme 1.1. (Lemme d’extension )
Soit Ω ⊂ RN un domaine régulier. Alors pour tout w ∈ W s,p,β(Ω), il existe w̃ ∈ W s,p,β(RN)
tel que w̃|Ω = w et

‖w̃‖W s,p,β(RN ) ≤ C‖w‖W s,p,β(Ω).

avec C est une constante positive qui dépend de N,s,p et Ω .

Théorème 1.3. (Poincaré) Soient Ω un domaine borné de RN , s ∈ (0, 1) et p ∈ [1,+∞[,
alors il existe k > 0 tel que ∀ψ ∈ W s,p,β

0 (Ω)

‖ψ‖Lp(Ω) ≤ k|‖ψ‖|W s,p,β
0 (Ω)

par conséquent, |‖.‖|W s,p,β
0 (Ω) est la norme equivalente de W s,p,β

0 (Ω) à ‖.‖W s,p donnée par :

|‖ψ‖|W s,p,β
0 (Ω) = (

∫
Ω

∫
Ω

|ψ(x)− ψ(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
)

1
p .

Maintenant, pour w ∈ W s,p,β
0 (Ω) on note (−∆)sp,β par Ls,p,β

Ls,p,β(u)(x) = P.V.
∫
RN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+ps

dy

|x|β|y|β
.

et pour tout u, v ∈ W s,p,β(Ω), on a

〈Ls,p,β(u), v〉 =
∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))
|x− y|N+ps

dxdy

|x|β|y|β
.

Si β = 0 , on note Ls,p,β par Ls,p

Remarque 1.4. Soit Ω un domaine borné tel que 0 ∈ Ω, 1 < q < p, et on définit

HΩ(v) =
∫

Ω

∫
Ω

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+qs w(x)

p
2w(y)

p
2dxdy

où u ∈ C∞0 (Ω), w(x) = |x|−β et v(x) = u(x)
w(x) . En utilisant les mêmes arguments que ceux

de la preuve du lemme précédent et par le lemme d’extension 1.1, on peut montrer que

HΩ(v) ≥ C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dxdy. (1.1)
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1.1.4 Laplacien Fractionnaire

Définition 1.6. (Espace de Schwartz)
L’espace de schwartz est l’espace des fonctions de classe C∞(Ω) à décroissance rapide, il
est notée par :

S(RN) = {ϕ ∈ C∞(RN), telque‖ϕ‖S(RN ) < +∞}

où ‖ϕ‖S(RN ) est la semi norme associée, définie comme suit :

‖ϕ‖S(RN ) = sup
x∈RN

(1 + |x|k)
∑
|α|≤l
|DαΦ(x)|,∀k, l ∈ N0

pour α = (α1, . . . , αN) et Dα = ∂α1
1 , . . . , ∂αNN .

Définition 1.7. (Transformation de Fourier)
La transformation de Fourier est définie par :

∀ξ ∈ RN ,∀ϕ ∈ S(RN),F(ϕ) ∈ S(RN),F(ϕ)(ξ) = 1
(2π)N2

∫
RN
e−2iπξ.xϕ(x)dx = ϕ̂(ξ)

cette dernière est même un isomorphisme de S dans lui même dont l’inverse est défini par

ϕ(x) = F−1(ϕ̂(ξ)(x) = 1
(2π)N2

∫
RN
ϕ̂(ξ) expix.ξ dξ.

Remarque 1.5. :
1.Le dual topologique de S(RN) est noté S ′(RN) c’est l’espace des distributions tempérées
.
2.Pour 1 ≤ p ≤ +∞, S(RN) ⊂ Lp(Ω) et aussi D(RN) l’espace des distributions est un
sous espace de S(RN) avec injection continue .

Propriétés 1.1. :
Dαϕ = F−1(i|α|ξαF(ϕ)).
Dαϕ̂ = i−|α|F(xαϕ).

Théorème 1.4. (Perserval) : Soit φ ∈ L1(RN) ∩ L2(RN),On a :

‖φ‖L2(RN ) = ‖Fφ‖L2(RN )
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Définition 1.8. (Définition du laplacien fractionnaire par Transformée de
Fourier )
Soit u ∈ S(RN) et 0 < s < 1 . On définit le Laplacien fractionnaire par la transformée de
Fourier comme suit :

(−∆)su = F−1(|ξ|2sF(u))

Nous disons qu’un opérateur est non-local, lorsque le calcul de sa valeur en un point
nous oblige à prendre en compte les points autour de lui, même s’ils sont loin. Ce fait est
illustré dans le cas du Laplacien fractionnaire.
Dans cette section, on prend p = 2, c’est un cas assez important, puisque les espaces de
Sobolev fractionnaires W s,2(RN) et W s,2

0 (RN) deviennent des espaces de Hilbert. Ils sont
généralement notés Hs(RN) et Hs

0(RN) respectivement. En outre, ils sont liés à l’opérateur
Laplacien fractionnaire (−∆)s définie par

(−∆)su(x) = aN,sP.V.
∫
RN

u(x)− u(y)
|x− y|N+2s dy (1.2)

où
aN,s =

(∫
RN

1− cos(ξ1)
|ξ|N + 2s dξ

)−1

P.V : la valeur principale.

A présent, on introduit l’espace de Sobolev fractionnaire via la transformée de Fourier

Hs(RN) = {u ∈ L2(RN) : |ξ|sF(u) ∈ L2(RN) = {u ∈ L2(RN) : (−∆) s2u ∈ L2(RN)}

muni de la norme
‖u‖Hs(RN ) := ‖u‖L2(RN ) + ‖(−∆) s2u‖L2(RN ).

De plus, on définie la semi norme appelée Gagliardo norme de u par

[u]Hs(RN ) = (
∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dxdy) 1

2 .

cette semi norme déterminera la formulation énergétique de nos problèmes. En parti-
culier, on note

〈u, ϕ〉Hs(RN ) =
∫
RN

∫
RN

(u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))
|x− y|N+2s dxdy

Supposons que Ω un domaine borné de RN et dans notre cas on considère un espace
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de Sobolev fractionnaire Hs
0(Ω) défini par

Hs
0(Ω) = {u ∈ Hs(RN) avec u = 0 p.p dans RN \ Ω}

muni de la norme

||u||Hs
0(RN ) = (

∫
Q

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dxdy) 1

2

où Q = RN × RN \ ({Ω× {Ω)

La paire (Hs
0(Ω), ‖‖Hs

0(Ω)) est un espace de Hilbert. De plus,

(−∆)s : Hs
0(Ω)→ H−s(Ω)

est un opérateur linéaire continue, où (−∆)s est défini dans 1.2 et H−s(Ω) est le dual
topologique de Hs

0(Ω).
Pour ϕ ∈ Hs

0(Ω)

〈u, ϕ〉Hs
0(RN ) =

∫ ∫
Q

(u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))
|x− y|N+2s dxdy

On a la relation suivante entre l’espace Hs
0(Ω) et L2(Ω)

‖u‖2
Hs

0(Ω) = 2a−1
N,s‖(−∆)s‖2

L2(Ω)

Nous annonçons la version fractionnaire de l’inégalité de Sobolev pour p = 2

Théorème 1.5. (Inégalité de Sobolev)[2]
Soit s ∈ (0, 1) et N > 2s, alors il existe S = S(N, s) > 0 , tel que pour tout ϕ ∈ C∞0 (RN).
On a

‖ϕ‖2
L2∗s (RN ) ≤ S

∫ ∫
R2N

|ϕ(x)− ϕ(y)|2
|x− y|N+2s dxdy (1.3)

avec 2∗s = 2N
N − 2s est l’exposant critique fractionnaire.

1.2 Quelques inégalités pratiques

Lemme 1.2. Soient a, b ∈ RN , on a
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1) Si p ≤ 2,
|a+ b|p − |a|p − p|a|p−2〈a, b〉 ≤ C(p)|b|p, (1.4)

|b|p − |a|p − p|a|p−2〈a, b− a〉 ≥ C(p) |b− a|2

(|b|+ |a|)2−p . (1.5)

2) Si p > 2,

|a+ b|p − |a|p − p|a|p−2〈a, b〉 ≤ p(p− 1)
2 (|a|+ |b|)p−2|b|2, (1.6)

|b|p − |a|p − p|a|p−2〈a, b− a〉 ≥ C(p)
2p − 1 |b− a|

p. (1.7)

Pour la preuve voir [10].

Lemme 1.3. Supposons que p > 1, alors pour tout 0 ≤ t ≤ 1 et a ∈ R, on a

|a− t|p ≥ (1− t)p−1(|a|p − t) (1.8)

maintenant, nous avons l’inégalité algébrique suivante

Lemme 1.4. Supposons que 1 ≤ p ≤ 2, alors pour tous 0 ≤ t ≤ 1 et a ∈ RN , on a

|a− t|p − (1− t)p−1(|a|p − t) ≥ Cp
|a− 1|2t

(|a− t|+ |1− t|2−p) (1.9)

avec Cp une constante positive.

Rappelons que pour u ∈ W s,p,β
0 (Ω), on a

Ls,p,β(u)(x) = P.V.
∫
RN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+ps

dy

|x|β|y|β
.

On commence par la démonstration de l’inégalité de Picone.

Lemme 1.5. (Inégalité de Picone) Soit Ω un ouvert de RN et soit w ∈ W s,p,β
0 (Ω), tel que

w > 0 dans Ω. Supposons que Ls,p,β(w) = ν avec ν ∈ L1
loc(RN) et ν 	 0, alors pour tout

u ∈ C∞0 (Ω), on a

1
2

∫ ∫
Q

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dxdy

|x|β|y|β
≥ 〈Ls,p,βw,

|u|p

wp−1 〉. (1.10)

où Q = RN × RN \ (CΩ× CΩ).

Démonstration. le cas β 6= 0 :
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On pose v(x) = |u(x)|p
|w(x)|p−1 et k(x, y) = 1

|x− y|N+ps|x|β|y|β
, alors

〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉 =
∫

Ω
v(x)

∫
RN
|w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))k(x, y) dy dx

=
∫

Ω

|u(x)|p
|w(x)|p−1

∫
RN
|w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))k(x, y) dy dx.

Puisque k est symétrique, on obtient que :

〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉 =

1
2

∫ ∫
Q

(
|u(x)|p
|w(x)|p−1 −

|u(y)|p
|w(y)|p−1

)
|w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))k(x, y) dy dx.

(1.11)

par le changement de variable suivant v1 = u

w
la formule précédente est équivalente

à :

〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉 =

1
2

∫ ∫
Q

(
|v1(x)|pw(x)− |v1(y)|pw(y)

)
|w(x)− w(y)|p−2

(
w(x)− w(y)

)
k(x, y) dy dx.

On définit

Φ(x, y) = |u(x)− u(y)|p −
(
|v1(x)|pw(x)− |v1(y)|pw(y)

)
|w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y)),

alors
〈Ls,p,β(w(x)), v(x)〉+ 1

2

∫
Q

Φ(x, y)k(x, y) dy dx

= 1
2

∫ ∫
Q
|u(x)− u(y)|pk(x, y) dy dx.

montrons que Φ(x, y) ≥ 0 . ie

|u(x)− u(y)|p ≥ (|v1(x)|pw(x)− |v1(y)|pw(y)) |w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))

En commençant par le cas si w(x) = w(y) l’inégalité est trivialement satisfaite. Alors
en prend w(x) 6= w(y) et on suppose que w(x) ≥ w(y). Le terme à gauche peut s’écrire
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comme suit :

(|v1(x)|pw(x)− |v1(y)|pw(y)) |w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))

= |u(x)|p |w(x)|p
|w(y)|p |1−

w(y)
w(x) |

p−1[|v1(x)
v1(y) |

p − w(y)
w(x) ]

de la même maniére pour le 2eme terme :

|u(x)− u(y)|p = |w(x)v1(x)− w(y)v1(y)|p =
∣∣∣u(y)|p |w(x)|p

|w(y)|p |
v1(x)
v1(y) −

w(y)
w(x)

∣∣∣p

Ainsi, si on pose A = v1(x)
v1(y) , et t = w(y)

w(x) la dernière manipulation équivalente à l’inégalité
donnée dans (1.8)

(1− t)p−1(Ap − t) ≤ |A− t|p, pour 0 ≤ t ≤ 1.

donc il en résulte que Φ ≥ 0. Ainsi, on obtiendra l’inégalité de Picone .

Notons que pour p = 2 et β = 0 dans l’inégalité de Picone (1.10), nous formulons une
extension de l’identité de Picone pour une extension intégrale liées aux mesures positives
de Radon.

Théorème 1.6. Inégalité de Picone
Soit u, v ∈ Hs

0(Ω) telle que (−∆)su est une mesure de Radon bornée dans Ω, et u 
 0
alors

∀v ∈ Hs
0(Ω),

∫
Ω

(−∆)su
u

v2dx ≤ aN , s

2 ||v||2Hs
0(Ω) (1.12)



Chapitre 2

Inégalités d’ordre fractionnaire de

type Caffarelli-Khon-Nirenberg

2.1 Introduction

Le but du Chapitre est la généralisation du Théorème de Caffarelli-Kohn-Nirenberg

obtenu dans [2], dans les deux cas , p ∈ (1, 2) (Théorème 2.10 ) et p > 2 (Théorème 2.6) .
Dans la section 2.2 on donnera des outils pour la preuve de l’inégalité de Hardy avec poids
pour une classe de poids ”admissibles” dans RN , ainsi que dans un domaine borné.
Ensuite, dans la section 2.3 on présente les résultats principaux de ce chapitre avec leurs
démonstrations.
Dans la première partie de cette section, on présente l’inégalité de Hardy fractionnaire
pour p = 2, puis on donne la preuve du cas général ”avec poids” et ceci permet de
compléter la preuve de l’inégalité de type ”Caffarelli-Kohn-Nirenberg” d’ordre fraction-
naire dans un domaine borné (Théorème 2.7).
Dans la deuxième partie on considère le cas 1 < p < 2.

2.2 Résultats préliminaires

Théorème 2.1. (Caffarelli-Kohn-Nirenberg). Soient p, q ≥ 1, τ > 0, 0 ≤ a ≤ 1 , α, β, γ, et a
des constantes réelles, tels que

1
p

+ α

N
,
1
q

+ β

N
,

1
τ

+ γ

N
> 0,
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où Λ = aσ + (1 − a)β. Alors, il existe une constante positive C telle que pour tout
u ∈ C∞0 (RN), on a

∥∥∥∥|x|γu∥∥∥∥
Lτ (R)N)

≤ C

∥∥∥∥|x|α|∇u|∥∥∥∥a
Lp(RN )

∥∥∥∥|x|βu∥∥∥∥1−a

Lq(RN )

si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées :

1
τ

+ γ

N
= a

(1
p

+ α− 1
N

)
+ (1− a)

(1
q

+ β

N

)

avec
0 ≤ α− σ si α > 0

et
α− σ ≤ 1 si α > 0

et
1
τ

+ γ

N
= 1
p

+ α− 1
N

Ce type des inégalités est liée au problème elliptique local suivant :

− div(|x|−pγ|∇u|p−2∇u) = 0 (2.1)

On représente une extension du principe de comparaison introduit par Brezis et

Kamin dans [13].

Lemme 2.1. (Principe de comparaison)
Soit Ω un domaine borné et soit f une fonction continue et non négative telle que
f(x, u) > 0 si u > 0, et f(x, u)

up−1 est décroissante. Supposons que u, v ∈ W s,p,β
0 (Ω) telles

que 
(−∆)sp,βu ≥ f(x, u) , u > 0 dans Ω,

(−∆)sp,βv ≤ f(x, v) , v > 0 dans Ω.

(2.2)

Alors, u ≥ v dans Ω.

Démonstration. Pour u, v > 0 de (2.2) nous avons :

(−∆)sp,βu
up−1 −

(−∆)sp,βv
vp−1 ≥

(
f(x, u)
up−1 −

f(x, v)
vp−1

)
. (2.3)
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Multiplions l’inégalité (2.3) par (vp − up)+

∫
Ω

(
(−∆)sp,βu
up−1 −

(−∆)sp,βv
vp−1 )(vp − up)+dx ≥

∫
Ω

(
(
f(x, u)
up−1 −

f(x, v)
vp−1

)
)(vp − up)+dx

≥
∫

Ω∩[u<v]
(
(
f(x, u)
up−1 −

f(x, v)
vp−1

)
)(vp − up)dx

par l’hypothèse émises sur f et la définition de (vp − up)+ nous obtenons que

∫
Ω

(
f(x, u)
up−1 −

f(x, v)
vp−1

)
ρ ≥ 0

avec ρ = (vp − up)+. D’autre part nous avons

J ≡
∫

Ω
(
(−∆)sp,βu
up−1 −

(−∆)sp,βv
vp−1

)
(vp − up)+dx

d’aprés (1.11) on trouve

J = 1
2

∫ ∫
DΩ∩[u<v]

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+ps

(
ρ(x)

up−1(x) −
ρ(y)

up−1(y)

)
dxdy

|x|β|y|β

− 1
2

∫ ∫
DΩ∩[u<v]

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))
|x− y|N+ps

(
ρ(x)

vp−1(x) −
ρ(y)

vp−1(y)

)
dxdy

|x|β|y|β
,

où DΩ = RN ×RN \ (CΩ×CΩ)). Pour simplifier l’écriture, en remplaçant ρ par sa valeur
nous obtenons

K1(x, y) = |u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
(

ρ(x)
up−1(x) −

ρ(y)
up−1(y)

)
= |u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

(
vp(x)
up−1(x) −

vp(y)
up−1(y)

)
− |u(x)− u(y)|p.

Idem
K2(x, y) = |v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))

(
ρ(x)

vp−1(x) −
ρ(y)

vp−1(y)

)
=

−|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))
(
up(x)
vp−1(x) −

up(y)
vp−1(y)

)
+|v(x)− v(y)|p.

Ainsi,
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J = 1
2

∫ ∫
DΩ∩[u<v]

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))
|x− y|N+ps

(
vp(x)
up−1(x) −

vp(y)
up−1(y)

)
dxdy

|x|β|y|β

+ 1
2

∫ ∫
DΩ∩[u<v]

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))
|x− y|N+ps

(
up(x)
vp−1(x) −

up(y)
vp−1(y)

)
dxdy

|x|β|y|β

− 1
2

∫ ∫
DΩ∩[u<v]

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dxdy

|x|β|y|β
− 1

2

∫ ∫
DΩ∩[u<v]

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+ps

dxdy

|x|β|y|β

= 1
2

∫ ∫
DΩ∩[u<v]

∫
Ω

(−∆)sp,β(u)
up−1 vpdx+

∫
Ω

(−∆)sp,β(v)
vp−1 updx

− 1
2

∫ ∫
DΩ∩[u<v]

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dxdy

|x|β|y|β
− 1

2

∫ ∫
DΩ∩[u<v]

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+ps

dxdy

|x|β|y|β
.

Pour conclure en utilise l’inégalité de Picone (1.10), donc en trouve que

∫
Ω

((−∆)sp,βu
up−1 −

(−∆)sp,βv
vp−1

)
(vp − up)+dx ≤ 0

Ainsi ∫
DΩ∩[u<v]

(
f(x, u)
up−1 −

f(x, v)
vp−1

)
ρdx ≤ 0

mais sur l’ensemble [u < v], on sais que
(
f(x, u)
up−1 −

f(x, v)
vp−1

)
ρ ≥ 0 ; par la définition de

f(u)
up−1 et ρ donc mes([u < v]) = 0, ce qui implique que u ≥ v dans Ω.

Par la suite, on aura besoin du résultat suivant :

Lemme 2.2. Soient 0 < β < N−ps
2 fixé et w(x) = |x|−α avec 0 < α < N−ps−2β

p−1 , alors il
existe une constante positive Λ(α) > 0 telle que

Ls,p,β(w) = Λ(α) wp−1

|x|ps+2β p.p dans RN\{0}. (2.4)

Démonstration. on a

Ls,p,β(w)(x) =
∫
RN

|w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))
|x− y|N+ps

dy

|x|β|y|β
.

Soit le changement de variables suivant :

On pose

 r = |x|
ρ = |y|

Alors

 x = rx′

y = ρy′
où |x′| = |y′| = 1.
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Ainsi

Ls,p,β(w) = 1
|x|β

+∞∫
0

|r−α − ρ−α|p−2 (r−α − ρ−α)ρN−1

ρβrN+ps

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − ρ

r
y′|N+ps

 dρ.

on pose σ = ρ

r
, alors

Ls,p,β(w) = wp−1(x)
|x|ps+2β

+∞∫
0

|1− σ−α|p−2(1− σ−α)σN−β−1

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − σy′|N+ps

 dσ.

notons
K(σ) =

∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − σy′|N+ps , (2.5)

K(σ) peut s’écrire aussi ( voir [20]) :

K(σ) = 2 π
N−1

2

Γ(N−1
2 )

∫ π

0

sinN−2(θ)
(1− 2σ cos(θ) + σ2)N+ps

2
dθ. (2.6)

Alors par identification avec (2.4), nous avons

Λ(α) =
∫ +∞

0
|1− σ−α|p−2(1− σ−α)σN−β−1K(σ)dσ. (2.7)

pour conclure, on doit juste vérifier que

0 < Λ(α) <∞ (2.8)

On a

Λ(α) =
∫ 1

0
|1−σ−α|p−2(1−σ−α)σN−β−1K(σ) dσ+

∫ ∞
1
|1−σ−α|p−2(1−σ−α)σN−β−1K(σ) dσ

posons σ = 1
ξ

et notons que K(1
ξ
) = ξN+psK(ξ) pour tout ξ > 0, ceci implique

Λ(α) =
+∞∫
1

K(σ)(σα − 1)p−1
(
σN−1−β−α(p−1) − σβ+ps−1

)
dσ. (2.9)

Quand σ →∞, on a

K(σ)(σα − 1)p−1
(
σN−1−β−α(p−1) − σβ+ps−1

)
w σ−1−β−ps ∈ L1((2,∞)).
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Maintenant, quand, σ → 1, nous avons

K(σ)(σα − 1)p−1
(
σN−1−β−α(p−1) − σβ+ps−1

)
w (σ − 1)p−1−ps ∈ L1((1, 2)).

Donc d’après les estimations qui précèdent, nous obtenons |Λ(α)| <∞.
Et puisque 0 < α <

N − ps− 2β
p− 1 , et de (2.9) on obtient que Λ(α) > 0.

Cela implique le résultat désiré

Ls,p,β(w) = Λ(α) wp−1

|x|ps+2β p.p. dans IRN\{0}.

Comme application de l’inégalité de Picone (1.10), nous trouvons l’inégalité de Hardy
avec poids suivante.

Théorème 2.2. Soit s ∈ (0, 1) , 1 < p < ∞ tel que sp < N et β < N−ps
2 , alors il existe

Λ(α) > 0 qui est défini dans (2.9) tel que

2Λ(α)
∫
RN

|u(x)|p
|x|ps+2β dx ≤

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
, (2.10)

pour tout u ∈ C∞0 (RN)

Démonstration. Par le Lemme 2.2
Soit u ∈ C∞0 (RN) et w(x) = |x|−α avec α < N−ps−2β

p−1 , on a

Lp,s,β(w) = Λ(α) wp−1

|x|ps+2β .

par définition de 〈Lp,s,βw, |u|
p

wp−1 〉 = Λ(α)
∫
RN

wp−1|u(x)|p
wp−1|x|ps+2β dx

en plus on a wp−1

|x|ps+2β ∈ L
1
loc(RN). Donc d’après l’inégalité de Picone (1.10) on a

1
2

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
≥ Λ(α)

∫
RN

|u(x)|p
|x|ps+2β dx.

Ainsi nous concluons
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Remarque 2.1. (Le comportement de Λ(α))
Pour α < N − ps− 2β

p− 1 ,

Λ(α) =
+∞∫
1

K(σ)(σα − 1)p−1
(
σN−1−β−α(p−1) − σβ+ps−1

)
dσ,

Calculons la dérivée de Λ(α) :

Λ′(α) = (p− 1)
+∞∫
1

K(σ) log(σ)(σα − 1)p−2
(
σN−1−β−α(p−1) − σβ+ps+α−1

)
dσ.

Si on pose Λ′(α0) = 0 on trouve α0 = N−2β−ps
p

où

 Λ′(α) < 0 si α > α0

Λ′(α) > 0 si α < α0

Ainsi Λ atteint le maximum défini par :

max
{0<α<N−ps−2β

p−1 }
Λ(α) = Λ(α0).

Par conséquent

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
≥ 2Λ(α0)

∫
RN

|u(x)|p
|x|ps+2β dx. (2.11)

.

Remarque 2.2. Notons que pour β = 0, alors 2Λ(α0) = 2Λ(N−ps
p

) ≡ ΛN,p,s donnée par :

ΛN,p,s = 2
∫ ∞

0
|1− σ−α|p−2(1− σ−α)σN−1K(σ)dσ. (2.12)

avec
K(σ) =

∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|x′ − σy′|N+sp .

Nous avons le résultat d’optimalité suivant :

Théorème 2.3. On définit

ΛN,p,s = inf
{φ∈C∞0 (RN\{0})

∫
RN

∫
RN

|φ(x)− φ(y)|p
|x− y|N+ps|x|β|y|β

dxdy∫
Ω

|φ(x)|p
|x|ps+2β dx

,
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alors ΛN,p,s = 2Λ(α0).

Démonstration. Comme conséquence de (2.11), on a

ΛN,p,s ≥ 2Λ(α0) (2.13)

alors pour montrer le théorème il suffit de prouver l’inégalité inverse.

Nous suivons les arguments utilisés dans [22].

Par le Lemme 2.2 on a
Lp,s,β(w0) = Λ(α0) wp−1

0
|x|ps+2β .

tel que w0(x) = |x|−α0

pour montrer que ΛN,p,s est optimale en utilise une suite de fonctions wn ∈ W s,p,β
0 (RN)

qui approche w et on divise RN en trois régions :

B1(0) = {x ∈ RN : |x| ≤ 1} , Mn = {x ∈ RN : 1 ≤ |x| < n} et On = {x ∈ RN : |x| ≥ n}.

et on définit la fonction

wn =


1− n−α0 si x ∈ B1(0),
|x|−α0 − n−α0 si x ∈Mn,

0 si x ∈ On.

On a wn est une fonction de W s,p,β
0 (RN) (par un calcul direct).Ainsi

〈Lp,s,β(w0), wn〉 = Λ(α0)
∫
RN

wnw
p−1
0

|x|ps+2β dx.

d’où ∫
RN

∫
RN

(wn(x)− wn(y))|w0(x)− w0(y)|p−2(w0(x)− w0(y))
|x− y|N+ps|x|β|y|β

dxdy

= 2Λ(α0)
∫
RN

wnw
p−1
0

|x|ps+2β dx.

Comme dans [22], Analysons chaque terme de l’égalité précédente. on obtient

∫
RN

∫
RN

(wn(x)− wn(y))|w0(x)− w0(y)|p−2(w0(x)− w0(y))
|x− y|N+ps|x|β|y|β

dxdy ≥∫
RN

∫
RN

|wn(x)− wn(y)|p
|x− y|N+ps|x|β|y|β

dxdy.
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d’un autre coté on a

∫
RN

wnw
p−1
0

|x|ps+2β dx =
∫
RN

wpn
|x|ps+2β dx+R1 +R2,

où

R1 =
∫
B1(0)

(1− n−α0)(wp−1
0 − (1− n−α0)p−1) dx

|x|ps+β
,

et
R2 =

∫
Mn

(w0(x)− n−α0)(wp−1
0 − (w0(x)− n−α0)p−1) dx

|x|ps+β
.

on a bien R1, R2 ≥ 0, et lorsque n → ∞ R1 +R2 = o(1) ie R1 +R2 ≤ c pour tout n ≥ 1
Ainsi, en combinant les estimations ci-dessus, on trouve que

ΛN,p,s ≤

∫
RN

∫
RN

|wn(x)− wn(y)|p
|x− y|N+ps|x|β|y|β

dxdy∫
Ω

|wn(x)|p
|x|ps+β

dx

(2.14)

≤ 2Λ(α0)
(

1 + R1 +R2∫
RN

|wn(x)|p
|x|ps+β

dx

)
. (2.15)

Puisque
∫

Ω

|wn(x)|p
|x|ps+β

dx→∞ quand n→∞, passant à la limite dans (2.14), alors

ΛN,p,s ≤ 2Λ(α0) (2.16)

d’après les deux inégalités (2.16) et (2.13) on’a bien l’égalité démontré.

Par la suite, nous présentons une version de l’inégalité de Hardy dans un domaine
borné. Plus précisément, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3. Soit Ω un domaine borné régulier tel que 0 ∈ Ω, alors il existe une constante
C ≡ C(Ω, s, p,N) > 0 telle que pour tout u ∈ C∞0 (Ω), on a

C
∫
Ω

|u(x)|p
|x|ps+2β dx ≤

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
. (2.17)

Démonstration. Fixons u ∈ C∞0 (Ω) et soit ũ l’extension de u dans RN définie par le Lemme
1.1. Alors du Théorème (2.2) , on a

2Λ(α)
∫
RN

|ũ(x)|p
|x|ps+2β dx ≤

∫
RN

∫
RN

|ũ(x)− ũ(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
≤ ||ũ||pW s,p,β(RN ) ≤ C||u||pW s,p,β(Ω).
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Puisque ũ|Ω = u, alors de la remarque (1.3), on conclut que

2Λ(α)
∫
Ω

|u(x)|p
|x|ps+2β dx ≤ C||u||pW s,p,β(Ω)

≤ C1|‖u‖|pW s,p,β
0 (Ω)

= C1

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
,

ce qu’il fallait démontrer.

2.3 Résultats Principaux

2.3.1 Partie 1 : Le cas p ≥ 2

Dans de nombreuses branches de la physique mathématique, des analyses harmoniques
et stochastiques, l’inégalité de Hardy joue un rôle central. D’après [22], pour p ≥ 2 on a
le théorème suivant

Théorème 2.4. (Inégalité de Hardy)[22] Soit s ∈ (0, 1), et 1 < p <∞ tel que
sp < N . Alors il existe une constante ΛN,p,s > 0 tel que pour tout v ∈ C∞0 (RN \ {0}), on
a

ΛN,p,s

∫
RN

|v|p

|x|sp
dx ≤

∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+sp dxdy (2.18)

où la constante ΛN,p,s est donnée dans (2.12)

Pour p = 2 , dans [2],[22] les auteurs prouvent l’inégalité de Hardy fractionnaire

suivante
ΛN,s

∫
RN

|u|2

|x|2s
dx ≤

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dxdy (2.19)

avec

ΛN,s = 22s
Γ2(N + 2s

4 )

Γ2(N − 2s
4 )

(2.20)

La constante ΛN,s est optimale et elle n’est pas atteinte.
Dans [5] les auteurs ont prouvé le résultat

Théorème 2.5. Soient Ω ⊂ RN un domaine borné, N ≥ 1, 0 < s < 1 et N > 2s. Alors,
pour tout 1 < q < 2, il existe une constante positive C = C(Ω, q, N, s) telle que pour tout
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u ∈ C∞0 (Ω)

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dx dy − ΛN,s

∫
RN

|u(x)|2
|x|2s

dx ≥ C
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+qs dx dy.

(2.21)

Dans la suite, on note

hs(u) :=
∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps dx dy − ΛN,p,s

∫
RN

|u(x)|p
|x|ps

dx. (2.22)

L’un des principaux résultats dans ce chapitre est la généralisation du théorème
(2.5) au cas p > 2. Plus précisément nous avons le Théorème suivant :

Théorème 2.6. Soit Ω ⊂ RN un domaine borné, pour p > 2, 0 < s < 1 et N > ps,
alors pour tout 1 < q < p, il existe une constante positive C = C(Ω, q, N, s) telle que
∀ u ∈ C∞0 (Ω),

hs(u) ≥ C
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dx dy. (2.23)

avec hs est définie dans (2.22)

Démonstration. En suivant les arguments utilisées dans [5].
Soit u ∈ C∞0 (Ω) et α = N − ps

p
, alors w(x) = |x|−α et v(x) = u(x)

w(x) .
Rappelons que d’après l’inégalité de Hardy avec le reste citée dans [22],
on a

hs(u) ≥ C
∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2
, (2.24)

analysons chaque côté de l’inégalité précédente. Notons que

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+ps w(x) p2w(y) p2 = |w(y)u(x)− w(x)u(y)|p

|x− y|N+ps
1

(w(x)w(y)) p2

=

∣∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y)(w(x)− w(y))

∣∣∣p
|x− y|N+ps

(
w(y)
w(x)

) p
2

= f1(x, y).

De la même manière, grâce à la symétrie de f1(x, y), il en résulte immédiatement que

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+ps (w(x)) p2 (w(y)) p2 =

∣∣∣(u(y)− u(x))− u(x)
w(x)(w(y)− w(x))

∣∣∣p
|x− y|N+ps

(
w(x)
w(y)

) p
2

= f2(x, y).
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Ainsi,
hs(u) ≥ 1

2

∫
RN

∫
RN
f1(x, y) dx dy + 1

2

∫
RN

∫
RN
f2(x, y) dx dy.

Puisque f1 et f2 sont des fonctions positives,

hs(u) ≥ 1
2

∫
Ω

∫
Ω
f1(x, y) dx dy + 1

2

∫
Ω

∫
Ω
f2(x, y) dx dy.

En utilisant le fait que Ω est un domaine borné, on obtient que pour tout
(x, y) ∈ (Ω× Ω) et q < p,

1
|x− y|N+ps ≥

C(Ω)
|x− y|N+qs

et

K(x, y) ≡ (w(x)w(y))
p
2

w(x)p + w(y)p ≤ C.

Posons

D(x, y) ≡
(
w(x)
w(y)

) p
2

+
(
w(y)
w(x)

) p
2

≡ w(x)p + w(y)p

(w(x)w(y))
p
2
,

alors K(x, y)D(x, y) = 1. ainsi on utilise l’inégalité algébrique (1.7) et on pose le
changement de variable :  η1 = a

η2 = a− b
(2.25)

On obtient l’inégalité suivante : |η1|p + C(p)|η2|p − p|η1|p−2〈η1, η2〉 ≤ |η2 − η1|p.
donc pour 

η1 = u(x)− u(y)

η2 = u(y)
w(y)(w(x)− w(y))

on a les minorations suivantes :

f1(x, y) ≥ C(Ω)K(x, y)
(
w(y)
w(x)

) p
2

×
[ |u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs − p

|u(x)− u(y)|p−2

|x− y|N+qs

〈
u(x)− u(y), u(y)

w(y)(w(x)− w(y))
〉

+C(p)
| u(y)
w(y)(w(x)− w(y))|p

|x− y|N+qs

]
,
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Par conséquent

f1(x, y) ≥
[
C(Ω)K(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs

]

−
[
pC(Ω)K(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(y)
w(y)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|
]
.

idem,

f2(x, y) ≥
[
C(Ω)K(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(y)− u(x)|p
|x− y|N+qs

]

−
[
pC(Ω)K(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(y)− u(x)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(x)
w(x)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|
]
.

alors

hs(u) ≥ C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω
K(x, y)

((
w(y)
w(x)

) p
2

+
(
w(x)
w(y)

) p
2 ) |u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dx dy

− pC(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

[
K(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(y)
w(y)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|
]
dx dy

− pC(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

[
K(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(x)
w(x)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|
]
dx dy.

et puisque K(x, y)D(x, y) = 1

hs(u) ≥ C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dx dy

− C1(Ω, p)
∫

Ω

∫
Ω

(
h1(x, y) + h2(x, y)

)
dx dy,

(2.26)

avec

h1(x, y) = K(x, y)
(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(y)
w(y)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|,

h2(x, y) = K(x, y)
(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(x)
w(x)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|.

Puisque h1(x, y) et h2(x, y) sont des fonctions symétriques, il suffit d’ estimer
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∫
Ω

∫
Ω
h2(x, y) dx dy. En utilisant l’inégalité de Young, il en résulte que

∫
Ω

∫
Ω
h2(x, y)dxdy ≤ ε

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dx dy

+ C(ε)
∫

Ω

∫
Ω
G(x, y) dx dy,

(2.27)

avec

G(x, y) = (K(x, y))p
(
w(x)
w(y)

) p2
2 ∣∣∣ u(x)
w(x)

∣∣∣p |(w(x)− w(y))|p
|x− y|N+qs .

Montrons que

I ≡
∫

Ω

∫
Ω
G(x, y) dx dy ≤ C

∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2
.

Notons que

I =
∫

Ω

∫
Ω

(u(x))p
|x− y|N+qs

(w(x))p2−p|(w(x)− w(y))|p
(w(x)p + w(y)p)p dx dy,

or w(x) = |x|−α alors

I =
∫

Ω
up(x)

[ ∫
Ω

||x|−α − |y|−α|p

(|x|−αp + |y|−αp)p
|x|−αp(p−1)

|x− y|N+qs dy
]
dx.

implique

I =
∫

Ω
up(x)

[ ∫
Ω

| 1
|x|α
− | 1
|y|α
|p

( 1
|x|αp

+ 1
|y|αp

)p
|x|−αp(p−1)

|x− y|N+qs dy
]
dx

alors
I =

∫
Ω
up(x)

[ ∫
Ω

||x|α − |y|α|p

(|x|αp + |y|αp)p
|y|αp(p−1)

|x− y|N+qs dy
]
dx.

Nous suivons l’argument utilisé dans [20] ,pour calculer l’intégrale I .
On pose  r = |x|

ρ = |y|
Alors

 x = rx′

y = ρy′
où |x′| = |y′| = 1

Puis on considère Ω ⊂ B0(R), il en résulte que

I =
∫

Ω
up(x)

[ ∫
Ω

||x|α − |y|α|p

(|x|αp + |x|αp)p
|y|αp(p−1)

|x− y|N+qs dy
]
dx

≤
∫

Ω
up(x)

∫ R

0

(|rα − ρα|pραp(p−1)+N−1

(rpα + ρpα)p
( ∫

SN−1

dy′

|ρy′ − rx′|N+qs

)
dρdx.
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on pose σ = ρ

r
, alors

I ≤
∫

Ω

up(x)
|x|qs

∫ R
r

0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p
( ∫

SN−1

dy′

|σy′ − x′|N+qs

)
dσdx

=
∫

Ω

up(x)
|x|qs

∫ R
r

0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ)dσdx ≤M
∫

Ω

up(x)
|x|qs

dx,

où
M =

∫ ∞
0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ)dσ

et
K(σ) = 2 π

N−1
2

Γ(N−1
2 )

∫ π

0

sinN−2(θ)
(1− 2σ cos(θ) + σ2)N+qs

2
dθ.

Montrons que M <∞.
quand σ →∞,

(|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ) w σ−1−qs ∈ L1((1,∞)).

quand σ → 1 ,en considérant que K(σ) ≤ C|1− σ|−1−ps et en suivant le même calcul que
dans le lemme (2.2), il en résulte que

∫ 1

0

(1− σα)pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ)dσ <∞.

Ainsi M <∞.
d’après les estimations trouvées ci-dessus :

I ≤ C
∫

Ω

up(x)
|x|qs

dx.

Étant donné que v(x) = u(x)
w(x) ou w(x) = |x|−α avec α = N − ps

p
implique que

u(x) = v(x)|x|−(N−ps
p

) , alors

I ≤ C
∫

Ω

|v(x)|p
|x|N−s(p−q)

dx.

En appliquant le lemme (2.3), tel que par identification N − ps+ qs = ps+ 2β0 implique
que β0 = N−ps

2 + (q−p)s
2 .



30 Inégalités d’ordre fractionnaire de type CKN

On obtient que

I ≤ C(Ω)
∫
Ω

∫
Ω

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+ps|x|β0|y|β0

dy dx

≤ C1(Ω)
∫
Ω

∫
Ω

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps|x|N−ps2 |y|N−ps2
dy dx

≤ C1(Ω)
∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+ps|x|N−ps2 |y|N−ps2
dy dx.

Ainsi, en utilisant à nouveau l’estimation (2.24), nous atteignons que

I ≤ C2(Ω)
∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2

et l’affirmation suit.
Comme conséquence directe des estimations ci-dessus, nous avons prouvé que

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dx dy ≤ C3

∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2
. (2.28)

Ainsi ∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dx dy ≤ Chs(u),

et le résultat est obtenu.

Remarque 2.3. L’inegalité (2.23) s’avére être égalité pour p = 2, avec C = 1. Par
conséquent, nous obtenons facilement que ΛN,p,s n’est jamais atteinte.

Comme conséquence, on aura l’inégalité de type Caffarelli-Khon-Nirenberg
”fractionnaire” dans un domaine borné.

Théorème 2.7. Soit Ω ⊂ RN un domaine borné. Soit p ≥ 2, 0 < s < 1, N > ps alors
pour tout 1 < q < p, il existe une constante positive C = C(Ω, q, N, s) telle que
∀ u ∈ C∞0 (Ω),

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
dxdy ≥ C

( ∫
Ω

|u(x)|p∗s,q

|x|2β
p∗s,q
p

dx
) p
p∗s,q (2.29)

où p∗s,q = pN
N−qs et β = N−ps

2 .

Démonstration. Rappelons que α = N−ps
p

=⇒ αp∗s,q = N−ps
p

pN
N−qs =N(N−ps)

N−qs , et puisque

αp∗s,q = N(N−ps)
N−qs < N ; il en résulte que

∫
Ω

|u(x)|p∗s,q
|x|αp∗s,q

dx <∞, pour tout u ∈ C∞0 (RN).
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Pour montrer (2.29), nous allons utiliser l’estimation (2.28) et l’inégalité de Sobolev
fractionnaire.
Fixons u ∈ C∞0 (Ω) et définissons u1(x) = u(x)|x|−α. Par (2.28), on obtient

C(Ω)
∫

Ω

∫
Ω

|u1(x)− u1(y)|p
|x− y|N+qs dx dy ≤

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2
.

Appliquons l’inégalité de Sobolev

S
( ∫

Ω
|u1(x)|p∗s,qdx

) p
p∗s,q ≤

∫
Ω

∫
Ω

|u1(x)− u1(y)|p
|x− y|N+qs dx dy,

donc
S
( ∫

Ω
|u1(x)|p∗s,qdx

) p
p∗s,q ≤

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2

en remplaçant u1 par sa valeur

( ∫
Ω

|u(x)|p∗s,q
|x|αp∗s,q

dx
) p
p∗s,q ≤ C

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|α
dy

|y|α
. (2.30)

on pose β = N−ps
2 alors l’inégalité (2.30) peut être écrite sous la forme

( ∫
Ω

|u(x)|p∗s,q

|x|2β
p∗s,q
p

dx
) p
p∗s,q ≤ C

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
. (2.31)

Si Ω = RN , pour avoir une généralisation ”naturelle” de l’inégalité classique de
Caffarelli-Khon-Nirenberg obtenue dans [15], on considère une classe de ”poids
admissibles ”. Dans cette direction on a la version suivante du théorème .

Théorème 2.8. Supposons que 1 < p < N
s

et soit 0 < β < N−ps
2 , alors pour tout

u ∈ C∞0 (RN), il existe S(β) > 0 tel que

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
≥ S(β)

( ∫
RN

|u(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx
) p
p∗s
, (2.32)

où p∗s = pN
N−ps .

Démonstration. Soit u ∈ C∞0 (IRN), sans perte de généralité, supposons que u ≥ 0.

puisque β < N−ps
2 , alors

∫
RN

|u(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx <∞. A partir de maintenant et pour Simplifier
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l’écriture , on note par C,C1, C2, ... toute constante universelle qui ne dépend pas de u
et qui peut changer d’une ligne à l’autre. On pose ũ(x) = u(x)

w1(x) , où w1(x) = |x|
2β
p , donc

( ∫
RN

|u(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx
) p
p∗s =

( ∫
RN

|ũ|p∗s dx
) p
p∗s
. (2.33)

D’après l’inégalité de Sobolev on a :

S
( ∫
RN

|ũ|p∗s dx
) p
p∗s ≤

∫
RN

∫
RN

|ũ(x)− ũ(y)|p
|x− y|N+ps dxdy. (2.34)

Pour obtenir le résultat souhaité, il suffit de montrer qu’il existe une constante positive
C tel que ∫

RN

∫
RN

|ũ(x)− ũ(y)|p
|x− y|N+ps dxdy ≤ C

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
(2.35)

.
En utilisant la définition de ũ et w1 , on obtient

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
=
∫
RN

∫
RN

|w1(x)ũ(x)− w1(y)ũ(y)|p
|x− y|N+ps

dx

w
p
2
1 (x)

dy

w
p
2
1 (y)

.

Nous allons réécrire le coté droit de l’égalité .Notons que

|w1(x)ũ(x)− w1(y)ũ(y)|p
|x− y|N+ps

1
w

p
2
1 (x)

1
w

p
2
1 (y)

=

∣∣∣(ũ(x)− ũ(y))− w1(y)ũ(y)( 1
w1(x) −

1
w1(y))

∣∣∣p
|x− y|N+ps

(
w1(x)
w1(y)

) p
2

≡ f̃1(x, y).

De la même manière grâce à la symétrie de f̃1(x, y) , nous obtenons que

|w1(x)ũ(x)− w1(y)ũ(y)|p
|x− y|N+ps

1
w

p
2
1 (x)

1
w

p
2
1 (y)

=

∣∣∣(ũ(y)− ũ(x))− w1(x)ũ(x)( 1
w1(y) −

1
w1(x))

∣∣∣p
|x− y|N+ps

(
w1(y)
w1(x)

) p
2

≡ f̃2(x, y).

Puisque ∫
RN

∫
RN

f̃1(x, y)dxdy =
∫
RN

∫
RN

f̃2(x, y)dxdy,
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nous concluons que

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
= 1

2

∫
RN

∫
RN

f̃1(x, y)dxdy + 1
2

∫
RN

∫
RN

f̃2(x, y)dxdy.

D’après l’inégalité (1.7) notons que

f̃1(x, y) ≥
(
w1(x)
w1(y)

) p
2

×
[ |ũ(x)− ũ(y)|p
|x− y|N+ps − p

|ũ(x)− ũ(y)|p−2

|x− y|N+ps

〈
ũ(x)− ũ(y), w1(y)ũ(y)( 1

w1(x) −
1

w1(y))
〉

+C(p)
|w1(y)ũ(y)( 1

w1(x) −
1

w1(y))|p

|x− y|N+ps

]
,

Par conséquent

f̃1(x, y) ≥
(
w1(x)
w1(y)

) p
2

×
[ |ũ(x)− ũ(y)|p
|x− y|N+ps − p

|ũ(x)− ũ(y)|p−1

|x− y|N+ps |w1(y)ũ(y)( 1
w1(x) −

1
w1(y))|

]
.

Par l’inégalité de Young, nous obtenons l’existence de C1, C2 > 0 telles que

f̃1(x, y) ≥
(
w1(x)
w1(y)

) p
2

×

[
C1
|ũ(x)− ũ(y)|p
|x− y|N+ps − C2

|w1(y)ũ(y)( 1
w1(x) −

1
w1(y))|p

|x− y|N+ps |
]
.

de la même manière en utilisant le fait que f̃1, f̃2 sont des fonctions symétriques, on aura

f2(x, y) ≥
(
w1(y)
w1(x)

) p
2

×

[
C1
|ũ(x)− ũ(y)|p
|x− y|N+ps − C2

|w1(x)ũ(x)( 1
w1(y) −

1
w1(x))|p

|x− y|N+ps |
]
.
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Ainsi nous avons l’existence des constantes positives C1, C2, C3 telles que

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
≥

C1

∫
RN

∫
RN

|ũ(x)− ũ(y)|p
|x− y|N+ps

[ (
w1(y)
w1(x)

) p
2

+
(
w1(x)
w1(y)

) p
2 ]
dxdy

−C2

∫
RN

∫
RN

(
w1(x)
w1(y)

) p
2 |w1(y)ũ(y)( 1

w1(x) −
1

w1(y))|p

|x− y|N+qs |dxdy

−C3

∫
RN

∫
RN

(
w1(y)
w1(x)

) p
2 |w1(x)ũ(x)( 1

w1(y) −
1

w1(x))|p

|x− y|N+qs dxdy.

Puisque [ (
w1(y)
w1(x)

) p
2

+
(
w1(x)
w1(y)

) p
2 ]
≥ 1,

Alors ∫
RN

∫
RN

|ũ(x)− ũ(y)|p
|x− y|N+ps dxdy ≤ C1

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β

+C2

∫
RN

∫
RN

(
w1(x)
w1(y)

) p
2 |w1(y)ũ(y)( 1

w1(x) −
1

w1(y))|p

|x− y|N+qs |dxdy

+C3

∫
RN

∫
RN

(
w1(y)
w1(x)

) p
2 |w1(x)ũ(x)( 1

w1(y) −
1

w1(x))|p

|x− y|N+qs dxdy.

(2.36)

on pose

k1(x, y) =
(
w1(y)
w1(x)

) p
2 |w1(x)ũ(x)( 1

w1(y) −
1

w1(x))|p

|x− y|N+ps

et

k2(x, y) =
(
w1(x)
w1(y)

) p
2 |w1(y)ũ(y)( 1

w1(x) −
1

w1(y))|p

|x− y|N+ps .

Il est clair que ∫
RN

∫
RN

k1(x, y)dxdy =
∫
RN

∫
RN

k2(x, y)dxdy,

maintenant il suffit de montrer que

∫
RN

∫
RN

k1(x, y)dxdy ≤ C
∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
.
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En remplaçant ũ et w1 par sa valeur dans k1

k1(x, y) =
|u(x)|p

∣∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣∣p
|x|3β|y|β|x− y|N+ps .

Par le même type de calcul que dans la preuve du Lemme 2.2. on a

∫
RN

∫
RN

k1(x, y)dxdy =
∫
RN

∫
RN

|u(x)|p
∣∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣∣p

|x|3β|y|β|x− y|N+ps dxdy

=
∫
RN

|u(x)|p
|x|3β

( ∫
RN

∣∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣∣p
|y|β|x− y|N+psdy

)
dx.

posons un changement de variable

 r = |x|
ρ = |y|

Alors

 x = rx′

y = ρy′
où |x′| = |y′| = 1.

∫
RN

|u(x)|p
|x|3β

( ∫
RN

∣∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣∣p
|y|β|x− y|N+psdy

)
dx =

∫
RN

|u(x)|p
|x|3β

[ +∞∫
0

|r
2β
p − ρ

2β
p |pρN−1

ρβ

 ∫
|y′|=1

dHn−1(y′)
|rx′ − ρy′|N+ps

 dρ
]
dx.

maintenant on pose σ = ρ
r
, alors

∫
RN

|u(x)|p
|x|3β

( ∫
RN

∣∣∣∣|x| 2βp − |y| 2βp ∣∣∣∣p
|y|β|x− y|N+psdy

)
dx =

∫
RN

|u(x)|p
|x|2β+ps

[ +∞∫
0

|1− σ
2β
p |pσN−1−βK(σ) dσ

]
dx,

où K est défini dans (2.6).
En suivant les mêmes calculs de l’estimation (2.8), on peut prouver que

∫ ∞
0
|1− σ

2β
p |pσN−1−βK(σ)dσ ≡ C3 <∞,

il en résulte que ∫
RN

∫
RN

k1(x, y)dxdy = C3

∫
RN

|u(x)|p
|x|2β+psdx
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∫
RN

∫
RN

k1(x, y)dxdy ≤ C4

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
(2.37)

combinant (2.33), (2.34) on trouve

S
( ∫
RN

|u(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx
) p
p∗s ≤

∫
RN

∫
RN

|ũ(x)− ũ(y)|p
|x− y|N+ps dxdy (2.38)

et par (2.38) et (2.36) on a

∫
RN

∫
RN

|ũ(x)− ũ(y)|p
|x− y|N+ps dxdy ≤ C5

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
(2.39)

implique que

S
( ∫
RN

|u(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx
) p
p∗s ≤

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
(2.40)

et nous obtenons le résultat désiré .

Maintenant on étudie le cas où Ω est un domaine borné régulier contenant
l’origine, on a la version suivante du Théorème (2.8)

Théorème 2.9. Supposons que Ω est un domaine borné régulier avec 0 ∈ Ω, alors il
existe une constante positive C ≡ C(Ω, N, p, s, )

¯
telle que pour tout ψ ∈ C∞0 (Ω), on a

∫
Ω

∫
Ω

|ψ(x)− ψ(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
≥ C

( ∫
Ω

|ψ(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx
) p
p∗s
. (2.41)

Démonstration. Soit Ω un domaine borné régulier. En utilisant le lemme d’extension
(1.1)
on a ψ ∈ C∞0 (Ω) et ψ̃ = ψ|RN , on obtient

||ψ̃||W s,p,β(RN ) ≤ C1||ψ||W s,p,β(Ω) = C1

( ∫
Ω

∫
Ω

|ψ(x)− ψ(y)|p
|x− y|N+ps

dxdy

|x|β|y|β
) 1
p

.

D’après le Théorème (2.8) à ψ̃, il en résulte que

∫
RN

∫
RN

|ψ̃(x)− ψ̃(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|β
dy

|y|β
≥ S(β)

( ∫
RN

|ψ̃(x)|p∗s

|x|2β
p∗s
p

dx
) p
p∗s
.

Ainsi, en combinant les estimations ci-dessus on obtient le résultat désiré.
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2.3.2 Partie 2 : Le cas 1 < p < 2

Le but dans cette section est d’étendre l’inégalité

hs(u) ≥ C
∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+ps

dx

|x|N−ps2

dy

|y|N−ps2

au cas p < 2. Pour cela on utilise une approche similaire a la première partie pour
étudier le cas p ∈ (1, 2), voir [3]. Et dans ce cas on a le théorème suivant

Théorème 2.10. Soit Ω ⊂ RN est un domaine borné. Pour p < 2, 0 < s < 1 et N > ps,
alors pour tout 1 < q < p, il existe une constante positive C = C(Ω, q, N, s) telle que
pour toute u ∈ C∞0 (Ω),

hs(u) ≥ C
∫

Ω

∫
Ω

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+qs w(x)

p
2w(y)

p
2dxdy. (2.42)

Pour montrer le théorème 2.10 on commence par prouver le lemme suivant :

Lemme 2.4. Soit u ∈ C∞0 (RN) et on définit w(x) = |x|−α avec α = N−ps
p

, alors pour
tous 1 ≤ q < p, on a

∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+qs w(x)

p
2w(y)

p
2dxdy ≥ C

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dxdy (2.43)

telle que v(x) = u(x)
w(x) .

Démonstration. Pour simplifier, on réécrit le coté gauche de l’inégalité de la manière
suivante :

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+qs w(x) p2w(y) p2 = |w(y)u(x)− w(x)u(y)|p

|x− y|N+qs
1

(w(x)w(y)) p2

=

∣∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y)(w(x)− w(y))

∣∣∣p
|x− y|N+qs

(
w(y)
w(x)

) p
2

:= h1(x, y).

Grâce à la symétrie de f1(x, y), on a immédiatement

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+qs w(x) p2w(y) p2 =

∣∣∣(u(y)− u(x))− u(x)
w(x)(w(y)− w(x))

∣∣∣p
|x− y|N+qs

(
w(x)
w(y)

) p
2

:= h2(x, y).
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Notons :

H(v) :=
∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+qs w(x)

p
2w(y)

p
2dxdy

alors H(v) peut s’écrire comme :

H(v) := 1
2

∫
RN

∫
RN
f1(x, y) dx dy + 1

2

∫
RN

∫
RN
f2(x, y) dx dy

on pose

K(x, y) := (w(x)w(y))
p
2

w(x)p + w(y)p ,

et

D(x, y) ≡
(
w(x)
w(y)

) p
2

+
(
w(y)
w(x)

) p
2

≡ w(x)p + w(y)p

(w(x)w(y))
p
2
.

ainsi K(x, y) ≤ 1
2 et K(x, y)D(x, y) = 1. En utilisant l’inégalité (1.4), on obtient

h1(x, y) ≥ C K(x, y)
(
w(y)
w(x)

) p
2

× |u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs + p

|u(x)− u(y)|p−2

|x− y|N+qs

〈
u(x)− u(y), u(y)

w(y)(w(x)− w(y))
〉.

Il en résulte que

h1(x, y) ≥
[
CK(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs

]

−
[
pCK(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(y)
w(y)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|
]
.

On applique le même argument à h2

h2(x, y) ≥
[
CK(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(y)− u(x)|p
|x− y|N+qs

]

−
[
pCK(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(x)
w(x)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|
]
.
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ce qui implique

H(v) ≥ C
∫
RN

∫
RN
K(x, y)

((
w(y)
w(x)

) p
2

+
(
w(x)
w(y)

) p
2 ) |u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dx dy

− pC
∫
RN

∫
RN

[
K(x, y)

(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(y)
w(y)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|
]
dx dy

− pC
∫
RN

∫
RN

[
K(x, y)

(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(x)
w(x)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|
]
dx dy.

et comme K(x, y)D(x, y) = 1

H(v) ≥ C
∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dx dy

− C1(p)
∫
RN

∫
RN

(
l1(x, y) + l2(x, y)

)
dx dy,

(2.44)

avec

l1(x, y) = K(x, y)
(
w(y)
w(x)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(y)
w(y)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|,

l2(x, y) = K(x, y)
(
w(x)
w(y)

) p
2 |u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+qs

∣∣∣ u(x)
w(x)

∣∣∣|(w(x)− w(y))|.

pour trouver le résultat désiré il suffit d’estimer
∫
RN

∫
RN
l2(x, y) dx dy, car l1(x, y) et

l2(x, y) sont des fonctions symétriques.
Pour cela en utilisant l’inégalité de Young

∫
RN

∫
RN
l2(x, y)dxdy ≤ ε

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dx dy

+ C(ε)
∫
RN

∫
RN
G(x, y) dx dy,

(2.45)

avec

G(x, y) = (K(x, y))p
(
w(x)
w(y)

) p2
2 ∣∣∣ u(x)
w(x)

∣∣∣p |(w(x)− w(y))|p
|x− y|N+qs .

montrons que

I :=
∫
RN

∫
RN
G(x, y) dx dy ≤ C

∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+qs w(x)

p
2w(y)

p
2dxdy.
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En effet

I =
∫
RN

∫
RN
G(x, y)dxdy =

∫
RN

∫
RN

(u(x))p
|x− y|N+qs

(w(x))p2−p|(w(x)− w(y))|p
(w(x)p + w(y)p)p dx dy,

on remplace w(x) par sa valeur et par simplification en trouve :

I =
∫
RN
up(x)

[ ∫
RN

||x|α − |y|α|p

(|x|αp + |y|αp)p
|y|αp(p−1)

|x− y|N+qs dy
]
dx.

Comme dans [20], on pose
 r = |x|
ρ = |y|

Alors

 x = rx′

y = ρy′
où |x′| = |y′| = 1.

I =
∫
RN
up(x)

[ ∫
RN

||x|α − |y|α|p

(|x|αp + |x|αp)p
|y|αp(p−1)

|x− y|N+qs dy
]
dx

=
∫
RN
up(x)

∫ ∞
0

(|rα − ρα|pραp(p−1)+N−1

(rpα + ρpα)p
( ∫

SN−1

dy′

|ρy′ − rx′|N+qs

)
dρdx.

maintenat on pose ρ = rσ, alors

I =
∫
RN

up(x)
|x|qs

∫ ∞
0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p
( ∫

SN−1

dy′

|σy′ − x′|N+qs

)
dσdx

=
∫
RN

up(x)
|x|qs

∫ ∞
0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ)dσdx

= M1

∫
RN

up(x)
|x|qs

dx,

où
M1 =

∫ ∞
0

|1− σα|pσαp(p−1)+N−1

(1 + σαp)p K(σ)dσ.

Comme dans la preuve du lemme (2.2), on peut montrer que 0 < M1 <∞.
On remplace u(x) par sa valeur : u(x) = v(x)|x|−α avec α = N−ps

p
, on obtient

I = M1

∫
RN

|v(x)|p
|x|N−s(p−q)

dx.

En appliquant le lemme (2.2) tel que par identification N − ps+ qs = ps+ 2β0 implique
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que β0 = N−ps
2 + (q−p)s

2 , alors β0 <
N−qs

2 , on obtient

I ≤ C
∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+qs w(x)

p
2w(y)

p
2 dx dy.

Alors d’après les estimations obtenues , nous avons

∫
RN

∫
RN

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dx dy ≤ C

∫
RN

∫
RN

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+qs w(x)

p
2w(y)

p
2dxdy (2.46)

Démonstration. (Retour à la preuve du théorème 2.10)

Comme dans le Lemme 2.4 nous avons

h1(x, y) =

∣∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y)(w(x)− w(y))

∣∣∣p
|x− y|N+qs

(
w(y)
w(x)

) p
2

et

h2(x, y) =

∣∣∣(u(y)− u(x))− u(x)
w(x)(w(y)− w(x))

∣∣∣p
|x− y|N+qs

(
w(x)
w(y)

) p
2

.

Nous définissons les sous ensemble de Ω× Ω,

D1 = {(x, y) ∈ Ω× Ω : w(y) ≤ w(x)} et D2 = {(x, y) ∈ Ω× Ω : w(x) ≤ w(y)}.

Alors

∫
Ω

∫
Ω

|v(x)− v(y)|p
|x− y|N+qs w(x)

p
2w(y)

p
2dx dy =

∫ ∫
D1
h1(x, y) dx dy +

∫ ∫
D2
h2(x, y) dx dy

= G1 +G2.

Pour trouver le résultat désiré il faut estimer G1 +G2 , et puisque h1 et h2 sont des
fonctions symétriques il suffit d’estimer G1. Pour cela nous multiplions h1 par

(|u(x)− u(y)|+ | u(y)
w(y)(w(x)− w(y))|)(2−p) p2

(|u(x)− u(y)|+ | u(y)
w(y)(w(x)− w(y))|)(2−p) p2
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Puis en appliquant l’inégalité de Hölder

∫ ∫
D1
h1(x, y) dx dy

≤

∫ ∫
D1

∣∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y)(w(x)− w(y))

∣∣∣2
|x− y|N+qs(|u(x)− u(y)|+ | u(y)

w(y)(w(x)− w(y))|)(2−p)

w(y)
w(x)dxdy


p
2

×

∫ ∫
D1

(|(u(x)− u(y))|+ | u(y)
w(y)(w(x)− w(y))|)p

|x− y|N+qs dxdy


2−p

2

. (2.47)

maintenant, on traite chaque terme dans (2.47) d’abord le premier terme : on a
D1 = {(x, y) ∈ Ω× Ω : w(y) ≤ w(x)}
pour majorer le premier terme en utilise l’inégalité (1.9) donc on posant comme un
changement de variable t = w(y)

w(x) et a = v(x)
v(y) .

D’abord le deuxième terme est majoré comme suit d’après la Remarque 1.4

∫ ∫
D1

(|(u(x)− u(y))|+ | u(y)
w(y)(w(x)− w(y))|)pdxdy

|x− y|N+qs ≤

C1

∫ ∫
Ω

|(u(x)− u(y))|pdxdy
|x− y|N+qs +

| u(y)
w(y)(w(x)− w(y))|pdxdy

|x− y|N+qs ≤ C(Ω)HΩ(v).

Nous traitons maintenant le premier terme dans (2.47). Puisque w(y) ≤ w(x) dans D1,
puis en posant t = w(y)

w(x) et a = v(x)
v(y) , on obtient

∣∣∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y)(w(x)− w(y))

∣∣∣∣2
(
∣∣∣∣u(x)− u(y)|+ | u(x)

w(x)(w(x)− w(y))
∣∣∣∣)(2−p)

w(y)
w(x)

= wp(x)|v(y)|p|a− 1|2t
(|a− t|+ |1− t|)2−p

≤ wp(x)|v(y)|p
(
|a− t|p − (1− t)p−1(|a|p − t)

)
= wp(x)|v(y)|p

[
|v(x)
v(y) −

w(y)
w(x) |

p − (1− w(y)
w(x))p−1(|v(x)

v(y) |
p − w(y)

w(x))
]

= |u(x)− u(y)|p − (w(x)− w(y))p−2(w(x)− w(y))( |u(x)|p
wp−1(x) −

|u(y)|p
wp−1(y)).
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En utilisant le fait que, pour tout (x, y) ∈ IRN × IRN ,

|u(x)− u(y)|p − (w(x)− w(y))p−2(w(x)− w(y))( |u(x)|p
wp−1(x) −

|u(y)|p
wp−1(y)) ≥ 0,

il en résulte que

C(Ω)
∫ ∫

D1

∣∣∣(u(x)− u(y))− u(y)
w(y)(w(x)− w(y))

∣∣∣2
|x− y|N+qs(|u(x)− u(y)|+ | u(x)

w(x)(w(x)− w(y))|)2−p

w(y)
w(x)dxdy

≤
∫
RN

∫
RN

|(u(x)− u(y))|pdxdy
|x− y|N+ps

−
∫
IRN

∫
RN

(
|u(x)|p
wp−1(x) −

|u(y)|p
wp−1(y)

)
|w(x)− w(y)|p−2(w(x)− w(y))dxdy

|x− y|N+ps

= hs(u).

Cela implique que ∫ ∫
D1
f1(x, y)dxdy ≤ C(Ω)h

p
2
s (u)H

2−p
2

Ω (v). (2.48)

De même, par des arguments de symétrie nous obtenons

∫ ∫
D2
f2(x, y)dxdy ≤ C(Ω)h

p
2
s (u)H

2−p
2

Ω (v). (2.49)

En combinant (2.48) et (2.49), on obtient

HΩ(v) ≤ C(Ω)h
p
2
s (u)H

2−p
2

Ω (v).

et ensuite
HΩ(v) ≤ C(Ω)hs(u)

qui est le résultat souhaité.

En conséquence, nous obtenons l’amélioration de l’inégalité de Hardy suivante.

Théorème 2.11. Supposons que les hypothèses du théorème (2.10) sont vérifiées, alors
pour tout 1 < q < p, il existe une constante positive C = C(Ω, q, N, s) telle que pour
toute u ∈ C∞0 (Ω),

hs(u) ≥ C
∫

Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p
|x− y|N+qs dx dy. (2.50)

Démonstration. La preuve est obtenue en combinant les résultats du Lemme 2.4 , le
Théorème 2.10 de plus le Lemme d’extension 1.1.





Chapitre 3

Problème elliptique semi-linéaire

avec le potentiel de Hardy

Introduction

Le but dans ce chapitre est d’étudier le problème suivant :

(Pλ,µ)


(−∆)su− λ u

|x|2s
= up + µuq dans Ω,

u > 0 dans Ω
u = 0 surRN \ Ω

On analyse l’existence des solutions non triviales du problème (Pλ,µ), où (−∆)s est le
Laplacien fractionnaire définit dans le chapitre 1 par (1.2) , avec N > 2s et Ω ⊂ RN un
domaine borné tel que 0 ∈ Ω.
Notons que µ est un nombre réel positif , 0 < λ < ΛN,s où ΛN,s est la constante de
l’inégalité de Hardy , 0 < q < 1 et 1 < p < p(λ, s) où

p(λ, s) ≡ N + 2s− 2βλ
N − 2s− 2βλ

avec βλ ∈ (0, N − 2s
2 ).

Nous discutons l’existence et la multiplicité des solutions qui dépend de la valeur de p
et nous allons prouvé que p(λ, s) est le seuil de l’existence des solutions du problème
(Pλ,µ).
Nous commençons par donner la définition de la sous et sur solution d’énergie du
problème (Pλ,µ).
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Définition 3.1. Soit u ∈ Hs(RN) , on dit que u est une sur-solution d’énergie
(sous-solution respectivement) du problème (Pλ,µ). si u(x) > 0 p.p x ∈ RN ,
u(x) ≥ 0(≤ 0.resp) p.p x ∈ RN \ Ω , et pour toute fonction non-négative φ ∈ Hs

0(Ω) on
a :

aN,s
2

∫ ∫
Q

(u(x)− u(y))(φ(x)− φ(y))
|x− y|N+2s dxdy − λ

∫
Ω

uφ

|x|2s
dx ≥ (≤)

∫
Ω
upφdx+ µ

∫
Ω
uqφdx

Si u est une sur et sous solution au même temps ,on dit que u est une solution d’énergie
positive.

La fonctionnelle d’énergie associée au problème (P+)

(P+)


(−∆)su− λ u

|x|2s
= up+ + µuq+ dans Ω,

u = 0 surRN \ Ω

est définie par
J : Hs

0(Ω)→ R

J(u) = aN,s
4

∫ ∫
Q

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dxdy − λ

2

∫
Ω

u2
+
|x|2s

dx

− 1
p+ 1

∫
Ω
up+1

+ dx− µ

q + 1

∫
Ω
uq+1

+ dx

Les points critiques de J sont des solutions du problème (P+).

Remarque 3.1. Si u est une solution strictement positive du problème (P+), alors
u+ ≡ u et u est aussi une solution du problème principal (Pλ,µ) .
Si p > 2∗s − 1 le problème est sur-critique et on perd la compacité .
On a besoin de préciser le concept faible de la solution et de préciser le cadre fonctionnel
défini par :

Θ := {ϕ ∈ RN → R mesurable ,tel que (−∆)sϕ ∈ L∞(Ω) et ϕ = 0 sur RN \ Ω}

Les principes de comparaison sont un outil important pour la recherche des solutions au
moyen d’arguments itératif. Ils permettent de définir un ordre entre les solutions de
problèmes connexes dans certaines situations spécifiques .
D’abord, nous pouvons prouver un Lemme de comparaison pour les solutions
énergétiques.



3.1. Les solutions radiales 47

Lemme 3.1. Soit u, v ∈ Hs(RN) des solutions énergétiques du problème
 (−∆)su = f1 dans Ω,

u = g1 sur RN \ Ω
et

 (−∆)sv = f2 dans Ω,
v = g2 sur RN \ Ω

respectivement ,avec f1, f2 ∈ H−s(Ω) et g1, g2 ∈ L2(RN \ Ω) .
Si f1 ≤ f2 p.p dans Ω et g1 ≤ g2 p.p dans RN \ Ω Alors u ≤ v p.p dans RN .

Également, on présente le principe de comparaison des solutions faibles dans le lemme
suivant :

Lemme 3.2. soit u, v ∈ L1(Ω) sont des solutions faibles de problème
 (−∆)su = f1 dans Ω,

u = g1 sur RN \ Ω
et

 (−∆)sv = f2 dans Ω,
v = g2 sur RN \ Ω

respectivement ,avec f1, f2 ∈ L1(Ω) et g1, g2 ∈ L1(RN \ Ω) .
Si f1 ≤ f2 p.p dans Ω et g1 ≤ g2 p.p dans RN \ Ω Alors u ≤ v p.p dans RN .

3.1 Les solutions radiales

Le but de cette section est d’analyser le comportement des solutions dans un voisinage
de l’origine du problème homogène.

(−∆)su = λ
u

|x|2s
dans RN \ {0}. (3.1)

Afin d’utiliser ces informations comme un moyen de prouver l’existence et la
non-existence des résultats. Nous commençons par la construction de la solution radiale
explicite de l’équation.

Lemme 3.3. Soit 0 < λ < ΛN,s alors v+ := |x|−N−2s
2 ±α sont des solutions de (3.1) où α

est défini par l’identité

λ = λ(α) = λ(−α) =
22sΓ(N + 2s+ 2α

4 )Γ(N + 2s− 2α
4 )

Γ(N − 2s+ 2α
4 )Γ(N − 2s− 2α

4 )
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Remarque 3.2. On note λ(α) = λ(−α) = mαm−α tel que

mα = 2α+s
Γ(N + 2s+ 2α

4 )

Γ(N − 2s− 2α
4 )

Lemme 3.4.

λ : [0, N − 2s
2 )→ (0,ΛN,s]

α→ λ(α)

est une application bijective et strictement décroissante et

0 < λ(α) ≤ ΛN,s

si et seulement si 0 ≤ α <
N − 2s

2
Pour plus de détails sur la preuve voir [23]

Démonstration. Notons que λ(α) est une fonction continue positive pour
0 ≤ α <

N − 2s
2 , telle que λ(0) = ΛN,s. Ainsi, pour prouver le lemme il suffit de

montrer que λ(α) est une fonction strictement décroissante.
En particulier, montrons que la fonction log(α)−1 est strictement croissante par rapport
à α.
D’après [9] nous considérons la représentation de la fonction Lambda :

1
Γ(x) = xeγx

∞∏
n=1

(1 + x

n
)e xn

où Λ est la constante d’Euler-Mascheroni (voir [6]).
Ainsi

log
1

λ(α) = log
1

22s

1

Γ(N + 2s+ 2α
4 )

1

Γ(N + 2s− 2α
4 )

1

Γ(N − 2s+ 2α
4 )

1

Γ(N − 2s− 2α
4 )

= −2s.log2 + log
(N + 2s)2 − 4α2

(N − 2s)2 − 4α2 + 2γs+
∞∑
n=1

[log
(N + 4n+ 2s

4n )− α2

4n2

(N + 4n+ 2s
4n )− α2

4n2

− 2s
n

]
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Le dernier terme est une série convergente de la même manière que le produit

∞∏
n=1

(1 + x

n
)e−xn

convergent. Ainsi, si a > b et ξ > 0 alors a
2 − ξ2

b2 − ξ2 est une fonction croissante par rapport
à ξ.

Remarque 3.3. On peut construire explicitement deux solutions positives à notre
problème homogène (3.1).
On note :

γ = N − 2s
2 − α et γ̄ = N − 2s

2 + α

avec 0 < γ ≤ N − 2s
2 − α ≤ γ̄ < N − 2s.

Puisque
N − 2γ − 2s = 2α > 0 et N − 2γ̄ − 2s = −2α < 0,

alors (−∆) s2 (|x|−γ) ∈ L2(Ω) mais pas (−∆) s2 (|x|−γ̄). (voir 2.2)

En utilisant ces résultats pour étudier les solutions radiales du problème (Pλ,µ) au
voisinage de l’origine. En particulier, nous pouvons voir que chaque solution sera, au
moins, aussi singulière que |x|−γ .

Lemme 3.5. Soit 0 < λ ≤ ΛN,s et f ∈ L∞(Ω), considérons u une fonction non négative
définie dans Ω telle que u 6= 0, u ∈ L1(Ω) u

|x|2s
∈ L1(Ω) et u = 0 dans RN \ Ω.

Si u vérifie :
(−∆)su− λ u

|x|2s
= f ≥ 0

au sens faible dans Ω. Alors, ∃η > 0 et C = C(N, s) > 0 tel que quelque soit la boule
Br(0) ⊂⊂ Ω avec 0 < r < η ,

u ≥ C|x|−γ dans Br(0) où γ := N − 2s
2 − α

Enfin, pour conclure nous étudions le problème suivant pour analyser l’effet du
semi-linéarité sur le comportement des solutions radiales dans RN

(−∆)su− λ u

|x|2s
= up dans RN \ {0} (3.2)

En particulier dans l’exemple suivant
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Exemple 3.1. Si on choisit w(x) := A|x|
2s−N

2 +α
tel que A est une constante positive,

w(x) est une solution (3.2) si et seulement si elle vérifie :

Aλ(α)|x|
−2s+

2s−N
2 +α

− λA|x|
−2s+

2s−N
2 +α

= Ap|x|
(
2s−N

2 +α)p

avec

λ(α) = π2s
Γ(N + 2s+ 2α

4 )Γ(N + 2s− 2α
4 )

Γ(N − 2s− 2α
4 )Γ(N − 2s+ 2α

4 )

Ainsi, pour conserver l’homogénéité on prend nécessairement 2s−N
2 + α = −2s

p− 1 ,
et dans ce cas l’équation devient

λ(α)− λ = Ap−1

Puisque A > 0, il faut que λ(α)− λ > 0. Où λ(α) est décroissante par le Lemme 3.4
donc il existe un élément unique βλ tel que λ = λ(βλ) avec 0 < βλ <

N − 2s
2 . Ainsi,

λ(α)− λ(βλ) > 0 est équivalent à α < βλ implique que

βλ >
−2s
p− 1 −

2s−N
2

Par conséquent
p <

N + 2s− 2βλ
N − 2s− 2βλ

= p(λ, s) (3.3)

Donc, pour p < p(λ, s), nous pourrons construire une solution radiale pour le problème
(Pλ,µ).

3.2 Existence des solutions minimales pour

1 < p < p(λ, s)

Dans cette section, on considère 1 < p < p(λ, s) et on montre l’existence des solutions.

Lemme 3.6. Soit f ∈ L1(Ω, δ(x)dx), où δ(x) = dist(x, ∂Ω). Alors, il existe une solution
unique v ∈ L1(Ω), qui est la solution faible du problème

 (−∆)sv = f dans Ω,
v = 0 sur RN \ Ω
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De plus
‖v‖L1(Ω) ≤ C‖f‖L1(Ω,δ(x)dx)

La preuve suit des arguments données dans [[12],lemme1].

Remarque 3.4. Si  (−∆)sv = f ≥ 0 dans Ω,
v ≥ 0 sur RN \ Ω

Alors v ≥ 0 p.p dans Ω

Lemme 3.7. Si le problème (3.6) admet une sous solution u et une sur solution u

vérifiant u ≤ u. Alors, il existe une solution u satisfait u ≤ u ≤ u

Proposition 3.1. Soit M défini par :

M = sup
{
µ > 0 : le problème (Pλ,µ) admet une solution

}

Alors 0 < M <∞.

Démonstration. L’idée est de construire une sous solution et sur solution au problème
(Pλ,µ). D’abord, pour la sous solution, on considère le problème des valeurs propres :

(P1)

 (−∆)sϕ1 = λ1ϕ1 dans Ω,
ϕ1 = 0 surRN \ Ω

où λ1 est la première valeur propre associée à (−∆)s dans Ω qui est caractérisée par

λ1 = inf
u∈Hs

0(Ω),u 6=0

{∫
RN |(−∆) s2u|2dx∫

Ω u
2dx

}

et ϕ1 est la première fonction propre associée au problème (P1) et d’après
[[27],proposition.4], on affirme que ϕ1 ≥ 0, et elle appartient à Hs

0(Ω) ∩ L∞(Ω).
En effet, soit u = tϕ1 est la sous solution du problème (Pλ,µ), tel que pour t assez petit
nous avons dans Ω

(−∆)s(tϕ1) = λ1tϕ1 ≤ µ(tϕ1)q ≤ tϕ1

|x|2s
+ (tϕ1)p + µ(tϕ1)q

et ∀x ∈ RN \ Ω, u(x) = 0 car ϕ1 = 0 sur RN \ Ω.
Ainsi, u = tϕ1 est une sous solution de (Pλ,µ), dans les deux sens énergétique et faible,
de plus nous pouvons construire une suite strictement croissante uk de solutions du
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problème itéré (Pk)

(Pk) =


(−∆)suk = λ

uk−1

|x|2s
+ upk−1 + µuqk−1 dans Ω,

uk = 0 sur RN \ Ω

Pour k ≥ 1 et u0 = u. Notons, lorsque u ∈ Hs
0(Ω) ∩ L∞(Ω), les solutions

uk ∈ Cs(Ω) ∩ C2s+β pour β > 0.
En particulier, uk ∈ L∞(Ω) et ils peuvent être considérer comme des solutions
ponctuelles faibles et énergétiques de (Pk). De plus, par le Lemme 3.1, on sais que

u ≤ u1 ≤ ... ≤ uk ≤ uk+1

L’idée maintenant est de trouver une sur solution u tel que u > uk. Pour cela, on doit
traiter avec le cas sous critique et le cas sur critique séparément

1. Le cas sous critique et critique pour 1 < p ≤ 2∗s − 1 ;

On cherche une sur solution de la forme w(x) = A|x|−β ou A > 0 et β un
paramètre réel positif qui vérifie

β <
N − 2s

2

Lorsque p ≤ 2∗s − 1 avec 2∗s = 2N
N − 2s , pour cette valeur de β on a :

pβ < β + 2s (3.4)

β(p+ 1) < N (3.5)

Par la condition (3.4) et le choix de A et la transformée de Fourier de (−∆)sw

(−∆)sw = F−1(ξ2sF(w)(ξ)) = 2α+2s
Γ(N + 2s+ 2α

4 )

Γ(N − 2s− α
4 )

F−1(ξ
−N

2 +s−α) = λ|x|−2sw

implique
(−∆)sw − λ w

|x|2s
≥ wp dans Ω (3.6)

Soit η := inf
Ω
w > 0, pour µ assez petit, on prend u = Bw avec B une constante tel

que 0 < B < 1 :
ηp−q ≥ µ

1
B1−q(1−Bp) (3.7)
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Ce qui implique
wp ≥ up + µuq

Alors
(−∆)su− λ u

|x|2s
≥ up + µuq

Ainsi, nous avons obtenu une sur solution de (Pλ,µ) pour 1 < p ≤ 2∗s − 1. De plus,
d’après (3.5) nous avons également

u ∈ Lp+1(Ω) et u2

|x|2s
∈ L1(Ω) (3.8)

Nous prouvons par induction que uk ≤ u pour tout k.
Le fait de choisir un paramètre t assez petit dans u := tϕ1 donne u ≥ u := u0.
Supposons que le résultat est vrai à l’ordre k − 1 tel que

u ≤ uj−1 ≤ uj ≤ u pour j < k − 1 p.p dans Ω

Alors
(−∆)suk = λ

uk−1

|x|2s
+ upk−1 + µuqk−1 ≤ λ

u

|x|2s
+ up + µuq

et par définition de la sur solution u

(−∆)su ≥ λ
u

|x|2s
+ up + µuq

Donc

(−∆)s(u− uk) ≥ λ
(u− uk−1)
|x|2s

+ (up − upk−1) + µ(uq − uqk−1) ≥ 0

En outre, puisque uk ∈ L∞(Ω) il existe r > 0 tel que u ≥ uk dans Br(0) ⊂ Ω.
Ainsi, on pose z = u− uk
z est continue dans Ω \Br(0) et satisfait


(−∆)sz ≥ 0 dans Ω \Br(0),

z ≥ 0 sur Br(0)
z = 0 sur RN \ Ω

Par conséquent, nous pouvons appliquer le principe du maximum fort pour
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conclure que z ≥ 0 dans RN , et

u ≤ u1 ≤ ... ≤ uk ≤ ... ≤ u

Si on prend uk comme fonction test dans le problème (Pk), alors d’après (3.8)

‖(−∆) s2uk‖L2(RN ) = aN,s
2 ‖u‖H

s
0(Ω)

= λ
∫

Ω

ukuk−1

|x|2s
dx+

∫
Ω
uku

p
k−1dx+ µ

∫
Ω
uku

q
k−1dx

≤ λ
∫

Ω

u2

|x|2s
dx+

∫
Ω
up+1dx+ µ

∫
Ω
uq+1dx ≤ c

Par conséquent, à une sous suite, nous savons que uk → uµ faiblement dans Hs
0(Ω)

où uµ = lim
k→∞

uk.
Par monotonie on peut passer à la limite dans le coté droite de la formulation
énergétique du problème itéré (Pk) et puisque u ∈ Hs

0(Ω) et p < 2s∗ − 1, on conclu
que uµ ≥ 0 est une solution minimale de (Pλ,µ).

2. Le cas sur critique 2∗s − 1 < p < p(λ, s)

Dans ce cas on suit la même idée comme dans [18].
Si p < p(λ, s) tel que p(λ, s) est défini comme dans (3.3), il existe une fonction radiale
w(x) = A|x|

−2s
p−1 (avec A est une constante positive) satisfait

(−∆)sw − λ w

|x|2s
= wp dans RN

Lorsque p > 2∗s − 1 > N

N − 2s ,

w ∈ Lploc(RN) et w

|x|2s
∈ L1

loc(RN) (3.9)

Aussi on prend u = C1u,C1 > 0 (voir (3.7) ), on trouve


(−∆)su− λ u

|x|2s
≥ up + µuq dans RN ,

u > 0 surRN \ Ω

De la même manière que dans le cas sous critique, on peut prouver :

0 ≤ u ≤ u1 ≤ ... ≤ uk ≤ u, k ∈ N
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où uk est une solution faible du problème (Pk),

Par la convergence monotone et (3.9) on trouve que uk converge dans L1
loc(RN) vers une

solution faible strictement positive uµ (uk → uµ) de (Pλ,µ) pour 2∗s − 1 < p < p(λ, s) .
Alors, pour µ assez petit, nous avons construit une solution minimale dans les deux cas :
sous critique et sur critique, c-à-d que nous avons prouver que M > 0.
Et pour terminer la preuve, il faut vérifier que M <∞.
Considérons le problème (P2) des valeurs propres avec potentiel de Hardy
et 1 < p ≤ 2∗s − 1 :

(P2) =


(−∆)sφ1 − λ

φ1

|x|2s
= λ1φ1 dans RN ,

φ1 = 0 surRN \ Ω

Notons que lorsque λ < ΛN,s, ce problème est bien défini, voir [[29], lemme 9].
Nous savons aussi que φ1 ∈ Hs

0(Ω), φ1 ≥ 0.
Supposons que u est une solution positive du problème (Pλ,µ).
En prenant φ1 comme une fonction test dans ce problème, nous obtenons que

aN,s
2

∫ ∫
Q

(φ1(x)− φ1(y))(u(x)− u(y))
|x− y|N+2s dxdy − λ

∫
Ω

φ1(x)u
|x|2s

dx

=
∫

Ω
upφ1dx+ µ

∫
Ω
uqφ1dx

Et en utilisant aussi u comme une fonction test dans (P2) on aura

∫
Ω

(up + µuq)φ1dx = λ1

∫
Ω
φ1udx (3.10)

Si nous prenons 2∗s − 1 < p < p(λ, s), et ϕ1 ≥ 0 la solution de (P1) comme une fonction
test du problème (Pλ,µ), alors

∫
Ω

(−∆)suϕ1dx =
∫

Ω
(λ u

|x|2s
+ up + µuq)ϕ1dx ≥

∫
Ω

(up + µuq)ϕ1dx (3.11)

De plus, puisque ϕ1 est une solution d’énergie bornée elle appartient à Cs(Ω)∩C2s+β(Ω)
([26] prop1.1 ), et elle vérifie le problème (3.2).
Ainsi, d’après (3.11) on trouve

λ1

∫
Ω
uϕ1dx ≥

∫
Ω

(up + µuq)ϕ1dx (3.12)
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comme il existe des constantes structurelles positives c0, c1 telles que

tp + µtq > c0µ
c1t, pour tout t > 0

λ1

∫
Ω
uϕ1dx ≥

∫
Ω

(up + µuq)ϕ1dx > c0µ
c1
∫

Ω
uϕ1dx (3.13)

on obtient de (3.10), (3.12) et (3.13) que c0µ
c1 < λ1.

Alors, nécessairement µ est bornée et M <∞ pour tout 1 < p < p(λ, s).

Proposition 3.2. Pour tout 0 < µ < M , le problème (Pλ,µ) admet au moins une
solution positive. En effet, la suite des solutions minimales uµ est croissante par rapport
à µ.
Si µ = M le problème (Pλ,µ) admet au moins une solution faible.

Démonstration. Puisque M > 0, on peut trouver une solution pour une valeur de µ
aussi proche que l’on veut à M .
On note cette valeur par µ et par uµ la solution minimale associée.
Montrons que uµ ≤ uµ pour tout µ < µ, en effet si µ < µ alors uµ est une sur-solution
pour le problème (Pλ,µ).
On peut procéder comme dans la preuve de la proposition 3.1, pour t > 0 assez petit
tϕ1 < uµ, alors d’aprés le lemme 3.7 le problème admet une solution v tel que
tϕ1 ≤ v ≤ uµ.
Or uµ est la solution minimale du problème (Pλ,µ), donc d’après le principe du
maximum on aura uµ ≤ uµ pour µ < µ, donc la famille uµ est croissante.
Nous concluons qu’il existe une solution uµ pour tout µ ∈ (0, µ), ainsi pour tout
µ ∈ (0,M).
Pour le cas µ = M , l’idée, comme dans [[18] , Proposition 2.1], consiste à passer à la
limite lorsque µn →M dans la suite un = uµn , où uµn est la solution minimale de (Pλ,µ)
avec µ = µn. Notons que un ≤ un+1 pour tout n ∈ N. Considérons la solution ϕ1 du
problème (P1) comme une fonction test dans (Pλ,µ). Donc

λ1

∫
Ω
unϕ1dx = λ

∫
Ω

un
|x|2s

ϕ1dx+
∫

Ω
upnϕ1dx+ µn

∫
Ω
uqnϕ1dx (3.14)

En Appliquant l’inégalité de Young,

λ1

∫
Ω
unϕ1dx ≤ λ1

(
ε
∫

Ω
upnϕ1dx+ C(p)

ε 1
p−1

∫
Ω
ϕ1

)
dx, ε > 0, (3.15)
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remplaçons cette dernière dans (3.14) on obtient

λ
∫

Ω

unϕ1

|x|2s
dx+ (1− ελ1)

∫
Ω
upnϕ1 + µn

∫
Ω
uqnϕ1dx ≤

C(p)λ1

ε
1
p−1

∫
Ω
ϕ1dx ≤ C (3.16)

et par le lemme de Hopf (voir [[26], lemme 3.2]), il existe C > 0 tel que ϕ1 ≥ Cδs(x), où
δ(x) := dist(x, ∂Ω) , pour cela et d’après 3.16 on peut conclure

λ
∫

Ω

unω
s

|x|2s
dx+

∫
upnω

sdx+ µn

∫
Ω
uqnω

sdx ≤ C (3.17)

où C est une constante indépendante de n et ω(x) := dist(x, ∂Ω), x ∈ Ω.
Soit maintenant ς1 la solution du problème linéaire

 (−∆)sς1 = 1 dans Ω,
ς1 = 0 dansRN \ Ω

En utilisant ς1 comme une fonction test de Pλ,µ, avec [[26] , proposition 1.1] et (3.17), on
obtient que

∫
Ω
undx = λ

∫
Ω

unς1
|x|2s

dx+
∫

Ω
upnς1dx+ µn

∫
Ω
uqnς1dx (3.18)

≤ C(λ
∫

Ω

unω1

|x|2s
dx+

∫
Ω
upnωdx+ µn

∫
Ω
uqnωdx) (3.19)

≤ C, (3.20)

avec C > 0 indépendant de n. Par conséquent, en utilisant la monotonie, nous pouvons
affirmer que un converge vers une limite uM ∈ L1(Ω) quand n→∞. De plus, par la
borne uniforme de (3.17) nous pouvons passer à la limite pour conclure que uM est une
solution faible de (PM).

Remarque 3.5. Les résultats obtenus dans cette section peuvent être facilement
traduits pour le cas q = 0, c’est-à-dire si l’on considère une fonction f avec des
conditions de croissance appropriées au lieu du terme concave uq.
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3.3 Le cas sur critique : l’existence d’au moins de

deux solutions non triviales

Dans cette section on considère 1 < p < 2∗s − 1, comme (Pλ,µ) est un problème
variationnel , nous prouverons l’existence d’au moins de deux solutions positives. Nous
allons utiliser la minimisation pour trouver la première solution, et le Lemme du Col
(Mountain Pass Theorem). pour garantir l’existence de la seconde.
Pour utiliser ce dernier résultat, nous avons besoin de vérifier certaines conditions
concernant la géométrie du col et la compacité de la fonctionnelle d’énergie.

Proposition 3.3. Ils existent α > 0 et β > 0 tels que on a :

(i) J(u) ≥ β > J(0), pour tout u ∈ Hs
0(Ω) avec ‖u‖Hs

0(Ω) = α et µ assez petit.

(ii) Il existe u1 ∈ Hs
0(Ω) positive tel que ‖u1‖Hs

0(Ω) > α et J(u1) < β

Démonstration. (i) Lorsque q + 1 < p+ 1 < 2∗ et λ < ΛN,s, on a

J(u) = aN,s
4

∫ ∫
Q

|u(x)− u(y)|2
|x− y|N+2s dxdy − λ

2

∫
Ω

u2
+
|x|2s

dx

− 1
p+ 1

∫
Ω
up+1

+ dx− µ

q + 1

∫
Ω
uq+1

+ dx

par l’inégalité de Sobolev ∫
Ω
up+1

+ dx ≤ c2‖u‖p+1
Hs

0(Ω)

idem ∫
Ω
uq+1

+ dx ≤ c2‖u‖q+1
Hs

0(Ω)

et par l’inégalité de Hardy (2.19)

∫
Ω

u2
+
|x|2s

dx ≤ c1‖u‖2
Hs

0(Ω)

ce qui implique que

J(u) ≥ c1‖u‖2
Hs

0(Ω) − c2‖u‖p+1
Hs

0(Ω) − µc3‖u‖q+1
Hs

0(Ω)

avec ci, i = 1, 3 sont des constantes positives.
Alors si on choisis µ assez petit , il existe α > 0 tel que β = g(α) > 0 avec

α = ‖u‖Hs
0(Ω)
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et
g(α) = c1α

2 − c2α
p+1 − µc3α

q+1

ce qui implique J(u) ≥ β pour u ∈ Hs
0(Ω) avec α = ‖u‖Hs

0(Ω).

(ii) Fixons u0 ∈ Hs
0(Ω) positive tel que ‖u0‖Hs

0(Ω) = 1 et prenons t > 0. Lorsque p > 1
on a :

lim
t→∞

J(tu0) = −∞.

De plus, il existe t0 assez grand, tel que u1 = t0u0, ce qui implique que
‖u1‖Hs

0(Ω) > α et J(u1) < β.

Finalement, montrons que la fonctionnelle d’énergie satisfait la condition de
Palais-Smale, pour cela nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.4. La condition de Palais-Smale Soient un une suite dans Hs
0(Ω) ,

et c ∈ RN , on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c), si toute suite
un vérifiant

J(un)→ c et J ′(un)→ 0 dans H−1(Ω) (3.21)

admet une sous suite un convergente vers u ∈ Hs
0(Ω), avec

lim
n→∞

‖un − u‖Hs
0(Ω) = 0

Démonstration. Par (3.21) implique

J(un)− 1
p+ 1〈J

′(un), un〉 = c+ o(1)

Ainsi, puisque p+ 1 > 2 > q + 1, et par le théorème de Sobolev et l’inégalité de Hardy
on obtient

c+ o(1) = aN,s
2 (1

2 −
1

p+ 1)‖un‖2
Hs

0(Ω) − λ(1
2 −

1
p+ 1)

∫
Ω

(un)2
+

|x|2s
dx

− µ( 1
q + 1 −

1
p+ 1)

∫
Ω

(un)q+1
+ dx

≥ C1‖un‖2
Hs

0(Ω) − C2‖un‖q+1
Hs

0(Ω)

avec C1 et C2 sont des constantes positives donc ‖un‖q+1
Hs

0(Ω) ≤ C, en appliquant la
proposition précédente (3.21), nous concluons la convergence forte dans l’espace Hs

0(Ω)
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ie il existe u ∈ Hs
0(Ω) tel que la sous suite un converge vers u dans

Hs
0(Ω) ;‖un − u‖Hs

0Ω → 0 quand n→∞.

Proposition 3.5. Soient un une suite uniforme bornée dans Hs
0(Ω) tel que J ′(un)→ 0

dans H−s(Ω) lorsque n→∞. Alors, il existe u ∈ Hs
0(Ω) tel que ‖un − u‖Hs

0(Ω) → 0
quand n→∞

Démonstration. voir [24].

Maintenant, on peut énoncer le théorème d’existence suivant

Théorème 3.1. Il existe µ0 > 0 tel que si 0 < µ < µ0 , le problème (Pλ,µ) admet au
moins deux solutions d’énergie positives.

Démonstration. on construit la première solution par minimisation, comme dans la
proposition (3.3) : il existe α > 0 tel que j(u) > β pour tout u ∈ Hs

0(Ω) avec
‖u‖Hs

0(Ω) = α. Ainsi, on peut choisir

α1 := { inf
α∈RN

α : J(u) > 0 pour tout u ∈ Hs
0(Ω) avec ‖u‖Hs

0(Ω) = α}

On sait que α1 > 0 , car au voisinage de l’origine la fonctionnelle d’énergie est négative.
Maintenant, on choisis α1 < α2 assez proche pour que J(u) ne soit pas décroissante en u

avec α1 ≤ ‖u‖Hs
0(Ω) ≤ α2.

Puis, on définit la fonction τ comme suit

τ(t) :=


1 , t ≤ α1,

0 , t ≥ α2

on considère la fonctionnelle tronquée

J2(u) : = aN,s
4 ‖u‖

2
Hs

0(Ω) −
λ

2

∫
Ω

u2
+
|x|2s

dx−
τ(‖u‖Hs

0(Ω))
p+ 1

∫
Ω
up+1

+ dx

− µ

p+ 1

∫
Ω
uq+1

+ dx

Par définition,
J2(u) = J(u) pour ‖u‖Hs

0(Ω) ≤ α1,

et



3.3. Le cas sur critique : l’existence d’au moins de deux solutions non
triviales 61

J2(u) = aN,s
4 ‖u‖

2
Hs

0(Ω) −
λ

2

∫
Ω

u2
+
|x|2s

dx− µ

q + 1

∫
Ω
uq+1

+ dx , pour ‖u‖Hs
0(Ω) ≥ α2

Notons que d’après le théorème de Sobolev (1.3) et l’inégalité de Hardy (2.19), la
fonctionnelle J2 est coercive car 2 > q + 1.
Puisque Hs

0(Ω) est un espace de Hilbert, alors la semi continuité de J2 est donnée donc
on peut affirmer l’existence d’un minimum de J2 avec une énergie négative. Ainsi, pour
µ assez petit on a trouvé la première solution de (Pλ,µ).
Pour la deuxième solution, comme nous l’avons prouvé, pour µ assez petit la
fonctionnelle J satisfait la géométrie du théorème de col (3.3) et la condition de
Palais-Smale. Alors si on considère

χ := {γ ∈ C0([0, 1], Hs
0(Ω)) : γ(0) = 0, γ(1) = u1}

où u1 est déjà défini dans la proposition (3.3) et

β0 := inf
Λ∈χ

sup
t∈[0,1]

J(γ(t))

Le lemme du col assure l’existence de la solution u ∈ Hs
0(Ω) qui vérifie

J(u) = β0 ≥ β > 0,

avec β est donnée dans la proposition 3.3. Notons que cette solution et la solution
obtenue auparavant sont différentes car la première avait une énergie négative. Par
conséquent, pour µ assez petit le problème (Pλ,µ) admet au moins deux solutions.

Maintenant on veut voir que le problème (Pλ,µ) admet deux solutions pour chaque
µ ∈ (0,M). Le but de cette section est la généralisation du résultat de S.Alama (voir [8])
pour vérifier que la solution obtenue dans la proposition 3.2 est un minimum local, ce
qui nous permettra d’appliquer le lemme du col de la montagne.

Proposition 3.6. soit p ∈ (1, 2∗s − 1).Alors pour 0 < µ < M , où M est défini dans
(3.1), le problème (Pλ,µ) admet au moins deux solutions.

Démonstration. voir l’article [24].
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3.4 Non existence pour p > p(λ, s)

Pour terminer ce chapitre, il reste à étudier l’intervalle complémentaire des puissances,
c’est-à-dire p > p(λ, s). Comme nous l’avons avancé dans les sections précédentes, nous
voulons voir que p(λ, s) est un seuil réel, c’est-à-dire qu’au-dessus de cette valeur de p, il
est impossible de trouver une solution de (Pλ,µ).

Théorème 3.1. Soit 0 < λ ≤ ΛN,s. Si p > p(λ, s), Alors le problème (Pλ,µ) n’a pas de
sur-solution faible positive.

Démonstration. Pour la preuve voir [24].

De plus, nous verrons ici que cette non-existence peut être comprise au sens le plus fort.
En particulier, énonçons la définition suivante

Définition 3.2. Soit un la solution du problème

(Pn) =

 (−∆)sun = λan(x)Tn(un) + gn(un) + µfn(un) dans Ω,
un = 0 sur RN \ Ω

où an(x), gn(un) et fn(un) sont des suites croissantes de fonction bornées qui convergent
ponctuellement vers |x|−2s, up et uq respectivement. Et Tn est défini par

Tn(x) =


x si |x| ≤ n,

n
x

|x|
si |x| > n

On dit qu’ il y’a une explosion complète dans le problème (Pλ,µ) si

un(x)→ +∞ pour tout x ∈ Ω

Ainsi, le résultat principale de cette section sera le suivant

Théorème 3.2. Supposons que 0 < λ ≤ ΛN,s. Soit p > p(λ, s) et µ > 0. Alors, il existe
une explosion compléte du problème (Pλ,µ).

Avant de prouver ce résultat, nous avons besoins du lemme suivant qui est une
généralisation de [[11], Lemme 3.2].

Lemme 3.8. Soit F (x, u) ≥ 0 dans L∞(Ω), et soit u une solution de :

(PF ) =

 (−∆)su = F (x, u) dans Ω,
u = 0 sur RN \ Ω
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Alors
u(x)
δs(x) ≥ C

∫
Ω
F (x, u)dx, x ∈ Ω

où δs(x) = dist(x, ∂Ω) et C est une constante qui dépend de Ω.

Pour la démonstration du lemme consultez [24]

Démonstration. (Théorème 3.2)

Raisonnons par contradiction. On considère un ≥ 0 la solution minimale au problème
tronqué (Pn) où

an(x) = Tn( 1
|x|2s

) , gn(u) = Tn(up+) et fn(u) = Tn(uq+)

avec Tn est défini dans (3.2). Notons que, nous pouvons affirmer que cette solution
minimale existe car lorsque :

λan(x)Tn(un) + gn(un) + µfn(un) ≤ Cn

on peut considérer, pour c > 0 , u = Cnξ1 et u := cϕ1 une sur-solution et sous-solution
de (Pn) respectivement, tel que ϕ1 est la première fonction propre strictement positive
du Laplacien fractionnaire défini dans (3.2) et ξ1 est la solution du problème

(Pξ1) =

 (−∆)sξ1 = 1 dans Ω,
ξ1 = 0 sur RN \ Ω

supposons que

∫
Ω

(λn(x)Tn(un) + gn(un) + µfn(un))δs(x)dx ≤ C <∞, n ∈ N (3.22)

avec C est indépendant de n. En utilisant ξ1 comme une fonction teste du problème
(Pn). Nous obtenons

∫
Ω
undx =

∫
RN
un(−∆)sξ1dx = λ

∫
Ω
an(x)Tn(un) +

∫
Ω
gn(un)dx+ µ

∫
Ω
fn(un)dx ≤ C.

Par conséquent, jusqu’à une sous suite un converge dans L1(Ω) vers une limite
non-négative u.
Ainsi, depuis λan(x)Tn(un) + gn(un) + µfn(un) augmente à u

|x|2s
+ up + uq dans Ω.

De plus, par le théorème de Convergence Monotone on peut passer à la limite dans (Pn)
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et par (3.22) , nous concluons que u est une solution faible non-négative du problème

(Pn) =


(−∆)su− λ u

|x|2s
= up + µuq dans Ω,

u = 0 sur RN \ Ω

Alors, nous obtenons une contradiction avec le Théorème 3.1 , et donc

lim
n→+∞

∫
Ω

(λn(x)Tn(un) + gn(un) + µfn(un))δs(x)dx =∞

en effet, par application du Lemme 3.8, on conclut.



Bibliographie

[1] B. Abdellaoui, A. Attar, R. Bentifour, On the Fractional p-laplacian
equations with weight and general datum, apparâıtre dans Advances in Nonlinear
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Résumé:

Dans ce travail, on s'intéresse à l'étude d'un problème elliptique concave-convexe 

où le potentiel de Hardy interfère avec l'opérateur laplacien fractionnaire. Le but 

principal de ce travail est de généraliser les résultats connus pour le cas local au 

cadre non local.

Mots clés: Problème elliptique fractionnaire, opérateur non local, potentiel de 

Hardy, existence de solution, solution énergétique, p-laplacien fractionnaire.

Abstract:

In this work, we are interested in the study of a concave-convex elliptic problem 

where the Hardy  potential interferes with the fractional Laplacian operator. Our 

main purpose in this work is to generalize the known results for the local case to 

the non-local case.

  Key words: fractionnal elliptic problem, nonlocal operator, Hardy potential, 

existence of solution, energy solution, fractional p-laplacien.

:ملخص 

ᢝ هذا العمل ، نحن مهتمون ᗷدراسة مشᜓلة إهلᘭلجᘭة مقعرة محدᗷة حᘭث يتداخل حد  هاردي م
ᡧᣚ  ع مؤثر

ᢝ هذا العمل هو تعمᘭم النتائج المعروفة للحالة المحلᘭة. لاᗷلاس الᣄ᜻ي
ᡧᣚ ᢝᣓᛳهدفنا الرئ  ᢕᣂالحالة غ ᣠإ

.المحلᘭة

:الᝣلمات المفتاحᘭة

 ᢝ ᢔᣍ  ، حد هاردي، وجود حل ، حل الطاقة ، ᢝᣢمح ᢕᣂة ، مؤثر غᘭجᘭي-مسألة اهلᣄلاس كᗷلا.
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