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Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse essentiellement a ’étude d’un probleme elliptique
avec l'opérateur non local le laplacien fractionnaire, ce type d’opérateurs apparait natu-
rellement dans de nombreuses applications de la physique, des probabilités, de la biologie.
Ils sont également pertinents en mathématiques.

Les opérateurs non locaux tels que le laplacien fractionnaire (—A)® apparaissent na-
turellement dans la mécanique des continuums, les phénomenes de transition de phase, la
dynamique de population et la théorie des jeux, voir par exemple Caffarelli [14].

Plus précisément on considere un opérateur pseudo- différentiel de la forme

(=A)*u(z) = ayn,.P.V. Mdy

RN |2 — y|NT2s
ou s € (0,1) , P.V représente la valeur de principe de Cauchy et ay ¢ est la constante de

normalisation. L’opérateur peut étre aussi défini en utilisant la Transformée de Fourier
(=A)'u=F([¢* Fu)

ou F(u) désigne la transformée de Fourier, voir [I7] comme référence pour une initiation
du Laplacien fractionnaire.

Au cours des vingt derniéres années, de nombreux chercheurs ont étudie les problémes el-
liptiques non locaux, voir [28] et [29] pour le cas sur critique, le cas critique, et 1'existence
de solutions au probleme.

De plus, une grande attention a été consacrée a 1’étude de 'existence de solutions aux
problémes non locaux avec potentiel de Hardy, nous référons a [7], [5], [19] .

Dans ce travail, nous nous sommes concentrés sur la partie théorique de 'opérateur la-
placien fractionnaire, tels que : la définition de cet opérateur, ses propriétés, le cadre

fonctionnel et les équations liées.



4 Introduction

Notre mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre fournit les connaissances Mathématiques requises, tels que les espaces
de Sobolev fractionnaires (pour une classe précise) avec poids et sans poids, la transfor-
mation de Fourier et certaines propriétés de base de ces deux objets mathématiques,
en outre, ce chapitre introduit plusieurs inégalités qui seront utilisées dans la suite de
mémoire comme l'inégalité de Picone.

Dans le second chapitre, le but est de généraliser le résultat du théoreme de ”Caffarli-
Khon-Nirenberg” au cas p # 2. D’abord on présente la version de l'inégalité de Hardy
avec poids, ainsi pour § = 0 et p = 2, dans un domaine borné. Ensuite, on présente les
résultats principaux du chapitre et leurs démonstrations, pour compléter la preuve du
théoreme de ”Caffarli-Khon-Nirenberg” d’ordre fractionnaire dans un domaine borné.
Dans le troisieme chapitre, on prend comme application les résultats du chapitre 2, pour
B =0et p=2, nous étudions un probleme elliptique concave-convexe dans lequel le po-
tentiel de Hardy interfere avec le laplacien fractionnaire. En particulier, nous étudierons

le probleme
u

(—A)*u — )\|x|23 = uP 4 pu? dans €,
(Pru) u > 0 dans

u = 0sur RV\Q

On analyse 'existence des solutions non triviales du probleme. Ensuite, nous trouverons
un seuil d’existence des solutions p(), s) du probleme (P, ,,) et on discute 'existence des

solutions qui dépend de la valeur de p.



Chapitre 1
Préliminaires

L’objectif de ce Chapitre est de présenter quelque outils d’analyse non linéaire, qui
seront utilisés au cours de ce mémoire. Donc, nous allons subdiviser ce chapitre en deux
parties : Dans la premiere partie nous présentons les espaces de Sobolev fractionnaires
et leur propriétés en précisant la définition de l'opérateur laplacien fractionnaire. En-
suite on définit les espaces de Sobolev avec poids (pour une classe de poids précise),
Enfin, la derniere section est consacrée a quelques inégalités algébriques qu’on va utiliser

régulierement dans ce mémoire.

1.1 Espace de Sobolev

1.1.1 Espace de Sobolev W™?(Q)

Définition 1.1. Soit Q un ouvert de RY. pour 1 < p < oo et m € N. L’espace de Sobolev

d’ordre m est défini par :

W™P(Q) = {u € LP; D*u € LP Vo = (ay,...,ay) € NV telque|a| < m}.

ooy
ot D = F TR est la dérivée partielle de v d’ordre o au sens des distributions.
it 0z
Wm™P(Q) est un espace de Banach muni de la norme :

1 .
([ul| o () + lg DUl )7 80 1< p < o0

[l fwrmr () = Do .
ngﬁgme ul|peo) i p = 00

pour p =2, et m € N, on remplace la notation W™2(Q) par H™ () qui est défini par :

H™(Q) = {u € L*(Q); Du € L*(Q),Ya € NV telque|a] < m}
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Les espaces H™(S)) sont des espaces de Hilbert muni d’un produit scalaire
définit par :
(u, vy me) = (U, 0)12@) + D (D%, D)

|laj<m

Définition 1.2. Pour1 < p < oo, on note Wy ?(Q) la fermeture de CL(Q) dans W'P(Q).
L’espace W, P (Q) muni de la norme induite par W'(Q) est un espace de Banach séparable,
et il est de plus réflexif si 1 < p < 0.

En plus, 'espace WP(Q) est un espace de Banach séparable, et réflexif si 1 < p < oo.

Remarque 1.1. L’espace CL(RY) est dense dans l'espace WIP(RY), i.e

CH(RN) = WhP(RM).

et par conséquent
WP (RY) = WhP(RY)

1.1.2 Espace de Sobolev fractionnaire W*?(Q)) pour 0 < s < 1

Définition 1.3. Soient s € (0,1), et p €]|1,+o0[. On définit L’espace de Sobolev fraction-
naire par :
— p
Wer(Q) = {u € LP(Q)//Q [ Jut@) = v )y < oo}

|z — y|VEep

qui s’appelle aussi U'espace de Aronszajn, Gagliardo ou Sloboedeckij. [17]

Proposition 1.1. Pour s € (0,1), l’'espace W*P(Q2) muni de la norme :

B =

lullwsn@) = (lullpsq) + [uliyer@)
ol

p B [u(z) — uly)”
[ulienio) = /Q o o — g W

est appelé la semi norme de u.

Pour plus de détails voir [16] et [25].

Définition 1.4. On peut défenir aussi l’espace W3*(Q2) comme la fermeture de C§°(Q)

par rapport a la norme de W*P(Q) i.e

C3°(2) = W™ ().
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tel que
WeP(Q) = {u € W*(Q), avec u =0 p.p RV \ Q}

Remarque 1.2.
1. Si Q2 est un domaine régulier borné, l’espace Wi* () peut étre engendré par la norme

équivalente :
|9(x) — o(y) " 1
sp(o) = dzdy)r.
H¢||WO () (/Q 0 ’fﬂ—y’NJrSp y)

avec Q = RY x RV \ (CQ x ().

. N
2. Si N > ps, Wi*(Q2) C LPs(Q) avec injection continue ot pi = P

N —ps’

Théoréme 1.1. ( Bourgain - Brezis - Mironescu )

Pour tout uw € WHP(Q), il existe une constante positive Ky, tel que :

_ p
lim (1 — s)/ Mdmdy = KN,p/ |Vul|Pdx
aJo 0

s—1- |z — y|N+tps
Un autre résultat est donné par le théoreme de Maz’ya_Shaposhnikova :

Théoréme 1.2. (Maz’ya_Shaposhnikova)

Pour tout u € 0<U<1 W#P(Q), il existe une constante positive Cy ,, tel que :
S

. u(y)l?
sl—lgl-}—S/RN /RN ’l‘ — ’Ners a4 4Ty = CN’p/N |u|pdx

1.1.3 Espace de Sobolev fractionnaire avec Poids W#*?#

Dans cette section, on définit I’espace de Sobolev fractionnaire avec poids, pour prouver

I'inégalité de Caffarelli-Khon-Nirenberg d’ordre fractionnaire

N —
Définition 1.5. Soit Q un ouvert de RN avec 0 € Q. Pour 0 < 3 < ps’ on définit

I’espace de Sobolev avec poids WP (Q) par :

de [ @) — e de dy
s }

WepB(Q)={¢h € LP(Q .
)=ty € L 155 Ty 2l )P

ainsi lespace WPP(Q) est un espace de Banach muni de la norme :

)P 0(e) )P de_dy \?
[Nl wsws(q) </ |]25 > (/Q o |z —yNtes ) |?J|ﬂ>

Remarque 1.3. On peut aussi définir [’espace W(f’p’ﬂ(Q) comme étant la fermeture de

Ce2(Q) par rapport a la norme de W*PA(Q)
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On peut montrer le résultat d’extension suivant :

Lemme 1.1. (Lemme d’extension )
Soit Q C RN un domaine régulier. Alors pour tout w € W*PP(Q), il existe w € W*PH(RY)

tel que wyq = w et

|‘U~]||W5»P75(RN) < CHw”WSvaB(Q).

avec C est une constante positive qui dépend de N,s,p et ) .

Théoréme 1.3. (Poincaré) Soient Q un domaine borné de RN, s € (0,1) et p € [1,+o0],

alors il existe k > 0 tel que Yo € WiPP(Q)

[0 zmc@y < Bl g

par conséquent, |||y srsq) est la norme equivalente de WePP(Q) a || lwe» donnée par :
0

le”‘ i _ (/ |1/}<SL’) —¢(y)|p dx dy )%
vt = o Jo e — g TP gl

Maintenant, pour w € Wi (Q) on note (=A)7 5 par Ly

u(z) — u()P~*(ulx) —uly)) dy
|z —y|NHPe |z ]P 1yl

Ly p(u)(z) = P.V. .

et pour tout u,v € W*P#(Q), on a
u(y) P2 (u(z) —uly))(v(z) —v(y)) dedy

u(z) —
Lopaw)) = [ ] |
< 7p,5(U) ’U> RN JRN |$—y|N+pS ’I"ﬁ’yw

Si 8 =0,onnote Ly, 3 par Ly,

Remarque 1.4. Soit ) un domaine borné tel que 0 € Q, 1 < q < p, et on définit

[NIiS)

|U(ZL’) B U(y)|p w(x)

Hq(v) :/Q o0 Jz— gV w(y)® dwdy

u(x
ot u € C(N), w(x) = |z|™? et v(x) = (( ) . En utilisant les mémes arqguments que ceux
x
de la preuve du lemme précédent et par le lemme d’extension|1.1], on peut montrer que

(1.1)

~—

g

Ho(w) 2 C() [ [ dedy.
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1.1.4 Laplacien Fractionnaire

Définition 1.6. (Espace de Schwartz)
L’espace de schwartz est l'espace des fonctions de classe C*(Q)) a décroissance rapide, il

est notée par :

S(RY) = {p € C=(RY), telque||¢l|s@n) < +00}

ot ||¢||srny est la semi norme associée, définie comme suit :

olls@ny = sup (1 + [z[*) > |D*®(z)|, V&, I € Ny

z€RN o<l
pour o = (o, ...,ay) et D* =07, ... O

Définition 1.7. (Transformation de Fourier)

La transformation de Fourier est définie par :

Ve € RY, Vi € S(RY), Flg) € SRY), F(e)(©) = —— [ e o(a)ds = 5(¢)

(2m)=
cette derniére est méme un isomorphisme de S dans lui méme dont ['inverse est défini par

—1/~ . 1 -~ ex T
o) = F RO = o [ PO de

Remarque 1.5.

1.Le dual topologique de S(RY) est noté S'(RY) c’est 'espace des distributions tempérées
2.Pour 1 < p < 400, S(RY) C LP(Q) et aussi D(RY) l'espace des distributions est un
sous espace de S(RYN) avec injection continue .

Propriétés 1.1.
D = F (i F(p)).
Dep = il F(xp).

Théoréme 1.4. (Perserval) : Soit ¢ € LY(RY)N L2(RY),0n a :

||¢||L2(RN) = ||]:¢||L2(RN)
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Définition 1.8. (Définition du laplacien fractionnaire par Transformée de
Fourier )
Soit u € S(RY) et 0 < s < 1. On définit le Laplacien fractionnaire par la transformée de

Fourier comme suit :

(=A)"u = F([g]* F(u))

Nous disons qu’un opérateur est non-local, lorsque le calcul de sa valeur en un point

nous oblige a prendre en compte les points autour de lui, méme s’ils sont loin. Ce fait est
illustré dans le cas du Laplacien fractionnaire.
Dans cette section, on prend p = 2, c’est un cas assez important, puisque les espaces de
Sobolev fractionnaires W5*(RN) et Wi*(RN) deviennent des espaces de Hilbert. Ils sont
généralement notés H*(RN) et H3(RN) respectivement. En outre, ils sont liés a 'opérateur
Laplacien fractionnaire (—A)*® définie par

(—A)*u(z) = ansPV. Mdy (1.2)

RN |z — y[N+2s

B 1—cos(&)
e = (/RN |5|N+25d5>

ou

P.V : la valeur principale.
A présent, on introduit I’espace de Sobolev fractionnaire via la transformée de Fourier
H(RY) = {u € L*(RY) : [¢]°F(u) € L*(RY) = {u € L*(RY) : (=A)2u € L*(RY)}

muni de la norme

[wl s vy = [|ull 2@y + ||(_A)%u||L2(RN)-

De plus, on définie la semi norme appelée Gagliardo norme de u par

Ju(z) —u(y)? 1
= [, B

cette semi norme déterminera la formulation énergétique de nos problemes. En parti-

culier, on note

u(y))(p(z) — ¢(y))
(1, 0) 1=y /RN /RN |x — [V dxdy

Supposons que € un domaine borné de RY et dans notre cas on considére un espace
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de Sobolev fractionnaire Hg(£2) défini par
H(Q) = {u e H*RY) avec u =0 p.p dans RN \ Q}

muni de la norme

u\xr 1
e, =, 2= sy

oit Q = RY x RV \ (CQ x Q)

La paire (H(€2), |||

H3()) est un espace de Hilbert. De plus,
(—=A)*: H(Q) — H™*(Q)

est un opérateur linéaire continue, ou (—A)® est défini dans et H*(Q2) est le dual
topologique de H§(€2).
Pour ¢ € H§(Q?)

(u, @) HE(RN) // ‘x — y(‘gif(i)s — %0<y))d$dy

On a la relation suivante entre I'espace HS(Q) et L*(Q)

lulls ) = 2ax. [ (=2)"1[72 (0

Nous annongons la version fractionnaire de I'inégalité de Sobolev pour p = 2

Théoréme 1.5. (Inégalité de Sobolev)[Z]
Soit s € (0,1) et N > 2s, alors il existe S = S(N,s) > 0, tel que pour tout ¢ € C°(RY).
On a

2
||90||L2* (RN) < S//RQN |N+22‘ dzdy (1.3)

avec 2 = est l’exposant critique fractionnaire.

N — 2s

1.2 Quelques inégalités pratiques

Lemme 1.2. Soient a, b € RV, on a
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1) Sip<2,
la + " — [a|” — plal""*(a,b) < C(p)[b], (1.4)
b~ lal? = pla2(a,b - o) > Clp) 2L (15)
’ - (16l + la])>=>
2) Sip>2,
-2 plp—1) —217,|2
ja+ 8" = lal” = plal”™(a, b) < =——=(lal + [b]}"""[b[", (1.6)
_ C(p)
P _ |4P p—2 _ _qlP
b~ lal” ~ plaP(a,b — a) > b~ P (17)
Pour la preuve voir [10)].
Lemme 1.3. Supposons que p > 1, alors pour tout 0 <t <1leta €R, ona
o=t > (1= t)" (Jal" — 1) (1.8)
maintenant, nous avons l’inégalité algébrique suivante
Lemme 1.4. Supposons que 1 < p < 2, alors pour tous 0 <t <1 eta €RY, ona
_ la — 1%t
o=t — (L= t)" (Jal” =) = G, (1.9)

(la =t + [1 —t*7)
avec C), une constante positive.

Rappelons que pour u € WP (Q), on a

u(@) — u(@)l"?(u(z) —uly)) dy
RN |z — y| NP |z ]P 1yl

L, 5(u)(z) = P.V.

On commence par la démonstration de I'inégalité de Picone.

Lemme 1.5. (Inégalité de Picone) Soit Q un ouvert de RN et soit w € WP (Q), tel que
w > 0 dans Q. Supposons que Ly, s(w) = v avec v € L, (RY) et v = 0, alors pour tout
ueCr), ona

u(y)[? dzdy |ul?
2/ \x— ‘N+ps EIEME = <Ls,p,ﬁw,w7>. (1.10)

ot Q = RN x RN\ (CQ x CQ).

Démonstration. le cas  # 0 :
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Ju(x)]” 1

t k = 1
e MY = T e M

On pose v(z) =

(Loppw@))v@) = [ o) [ () = w(y) P 2(w@) - wy)k,y) dyds

u(@) P

Q ]w(a:)\l’—l RN ’w(x) — w(y)’P*Q(w(.%) — w(y))k(;n,y) dy dzx.

Puisque k est symétrique, on obtient que :

(Lsppw(@)),v(@)) =

(1.11)

2 // ( |p 1 ‘>;|»p1) lw(z) — wy) [P~ (w(z) — w(y))k(z,y) dy dz.

u
par le changement de variable suivant v; = — la formule précédente est équivalente
w

(Lspp(w()),v(z)) =

;//Q (‘01(93)|pw(:17) - ]vl(y)|Pw(y))\w(9:) —w(y)P? (w(x) B w(y))k(x, ) dy da.
On définit
Pz, y) = |u(z) —u(y)]” - <|U1($)|pw(1’) — |U1(y)|pw(y))|w(a7) — w(y) [P (w(z) — w(y)),

alors

(Lspp(w / k(x,y)dydx
Q

l\)\)—l

2// [u() = u(y)|k(r,y) dy da.

montrons que ®(z,y) >0 . ie

[u(z) = u(y)]” = (jui(@)[Pw(z) = i (y)Pwy) fw(z) — wy) P~ (w(z) - w(y)

En commengant par le cas si w(z) = w(y) l'inégalité est trivialement satisfaite. Alors

en prend w(x) # w(y) et on suppose que w(x) > w(y). Le terme a gauche peut s’écrire
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comme suit :

S
8
~—
|
g
—~
S

) lw(z) —w(y)P~*(
)p’ o w<y> ’p—l[‘vl(x) ‘p_ w(y)]
lwy)P™ w(z) Toi(y)

de la méme maniére pour le 2°¢ terme :

[u(a) = u() = [w(z)oi (@) = wly)n )P = [uly)P

v1(z)
v1(y)

Ainsi, si on pose A =

donnée dans (|1.8)

,ett =

(1 —t)P (AP —t) < |A—t[P, pour 0 <t < 1.

donc il en résulte que ® > 0. Ainsi, on obtiendra l'inégalité de Picone . O

Notons que pour p = 2 et § = 0 dans l'inégalité de Picone (|1.10)), nous formulons une
extension de l'identité de Picone pour une extension intégrale liées aux mesures positives

de Radon.

Théoréme 1.6. Inégalité de Picone
Soit u,v € HF(Q) telle que (—A)*u est une mesure de Radon bornée dans Q, et u > 0

alors

(=4)

S
u an, s
vide < =2

e Hi@), | o

— Hs () (1.12)



Chapitre 2

Inégalités d’ordre fractionnaire de

type Caffarelli-Khon-Nirenberg

2.1 Introduction

Le but du Chapitre est la généralisation du Théoreme de Caffarelli-Kohn-Nirenberg

obtenu dans [2], dans les deux cas , p € (1,2) (Théoréme 2.10]) et p > 2 (Théoréme [2.6)) .
Dans la section 2.2 on donnera des outils pour la preuve de 'inégalité de Hardy avec poids
pour une classe de poids "admissibles” dans R, ainsi que dans un domaine borné.
Ensuite, dans la section [2.3] on présente les résultats principaux de ce chapitre avec leurs
démonstrations.
Dans la premiere partie de cette section, on présente l'inégalité de Hardy fractionnaire
pour p = 2, puis on donne la preuve du cas général "avec poids” et ceci permet de
compléter la preuve de l'inégalité de type ”Caffarelli-Kohn-Nirenberg” d’ordre fraction-
naire dans un domaine borné (Théoréme [2.7).

Dans la deuxieme partie on considere le cas 1 < p < 2.

2.2 Résultats préliminaires

Théoréme 2.1. (Caffarelli-Kohn-Nirenberg). Soientp,q > 1,7 >0,0<a <1, ,8,7, eta

des constantes réelles, tels que
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o A = ao + (1 — a)B. Alors, il existe une constante positive C' telle que pour tout

u € C(RY), on a

a 1—a

<C IR
LT (R)N)

| u

[2|*[Vul

Lr(RN) La(RN)

si et seulement si les relations suivantes sont vérifiées :

l—i-l:a(}—l-a_l)-l-(l—a)(}-i-ﬁ)

T N P N qg N

avec

0<a—ocsta>0
et

a—c<1sta>0
et

1 1 a-1

7'+N_p+ N

Ce type des inégalités est liée au probleme elliptique local suivant :
— div(|z| " |VulP~2Vu) = 0 (2.1)

On représente une extension du principe de comparaison introduit par Brezis et

Kamin dans [T3].

Lemme 2.1. (Principe de comparaison)

Soit Q) un domaine borné et soit f une fonction continue et non négative telle que
f(z, u)

up—1

flz,u) >0 siu >0, et est décroissante. Supposons que u,v € WS””‘*(Q) telles
que

(=A)su > f(z,u) ,u>0 dans €,

(2.2)
(=A) v < f(z,v) ,v >0 dans Q.
Alors, u > v dans 2.
Démonstration. Pour u,v > 0 de (2.2)) nous avons :
upP— vP— upP— vP—
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Multiplions I'inégalité (2.3)) par (v¥ — u?),

/Q((—A)Z,ﬁu B (_A);ﬂv)<,up _ Py dr > / ( - )>)(Up ). da

up_l Up—l
f(xav)
> /m[u<v] ( upP— 1 Tt >)(Up—up)dx

par 'hypotheése émises sur f et la définition de (v — u?), nous obtenons que

[ (et

up~1 pp—1

avec p = (vP — uP) .. D’autre part nous avons

up~1 pp—1

J = /Q((_A);’ﬁu — (_A);’ﬁv) (vP — uP)  dx

d’aprés ([1.11]) on trouve

u(y) [P (w(@) —uly)) [ plx) (y) \ dxd

T |:c—y|N+ps (i ) WP
P=2(y(x) —v T dxd
2//ngu<v ()P (v(z) (y))( p(z) p(y) ) y

Ix— y|vee o) o Yy) ) falPlyl?

ot Do = RY x RN\ (CQ x CQ)). Pour simplifier I'écriture, en remplacant p par sa valeur

nous obtenons

Ko, ) = () — u(p)2uta) — ) (2D WL

w () wi(y)

= Ju(e) ~ )P (ule) — u) (s — I~ u(e) — )

z)  uPHy)

fdem p(y) )

v (y)

Ainsi,
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J = ;//ng[u@ u(z) — u(y)["(u(z) —uly)) (0" (z) v(y) ) dxdy

e — v Wi (@) w () bl
N 1// o(x) = v(y) [P~ (v (fv)—v(y))< uP(x (y) ) dxdy
2 Dm[u<v] | — y[NPe o) U” Hy)/ x)lyl?
B // —u(y )|p dxdy // v(xz) —o(y)|P dxdy
2 Donfu<u] \33— \Nﬂ’s [2?lyl? Dnﬂu<v |z —y|NHre fz]fyl?

SRE CHs
2 DaN{u<v] upl

7// u(y)|P dady // v(y)[P dzdy
2J Jpanfu<y \w—y\N“’S [Plyl? Danfu<v] Ix—yIN“’s |z]Pyl?

Pour conclure en utilise I'inégalité de Picone ([1.10|), donc en trouve que

/Q ((_A>;,ﬂu - (_A>;,BU> (VP — uP)pdx < 0

up~1 pp—1
Ainsi
[ (e sy,
Donfu<v] \ uP~1 Pl
mais sur 'ensemble [u < v], on sais que <f<f’?) — f(f’:))>p > 0; par la définition de
U v

f}gl_? et p donc mes([u < v]) = 0, ce qui implique que u > v dans €. O
u

Par la suite, on aura besoin du résultat suivant :

Lemme 2.2. Soient 0 < 8 < 8525 fizé et w(z) = |z|™ avec 0 < a < prfsf%t alors il
p
existe une constante positive A(a) > 0 telle que
wh™! N
L ,s(w) = A(a)7|x|ps+2ﬂ p.p dans RY\{0}. (2.4)

Démonstration. on a

Lupplwa) = [ =@ ) —wly)) _dy

B |z — y|Ntes |2 |P|y]?

Soit le changement de variables suivant :

r=|x| r=rx
On pose Alors ot || = || = 1.

p =y Y= py
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Ainsi
L7 o (1 = p )™ dH™ ' (y')
Lepp(w) = B / = = p P 3, .N+ps / I _ P, /|Ntps dp.
|z pPriver | — Ly |NVP
0 y'|=1 "
_ P
on pose 0 = —, alors
r
wp 1 o 2 —a\  N—pg—-1 dHn—l<y/)
L, 5(w) ‘ps+25 / 11— P=%(1 — 0o / —|x’ oy [N do.
y'|=1

notons

K(o) = / |dHnl(y/) (2.5)

gl [ oy
y'|=1

K (o) peut s’écrire aussi ( voir [20]) :

N—-1

Tz T sin™V=2(0)
K(0) = 255y /0 : s 6. (2.6)

(5= 1 —20cos(0) + 0?) =

Alors par identification avec (2.4]), nous avons
+o0 N
Ala) = / 11— o P2(1 — 0oV P 1K (0)do. (2.7)
0
pour conclure, on doit juste vérifier que
0 < Ala) <0 (2.8)
On a

1 oo
= / 1—o P 2(1—0") oV P K (o) d(H—/ 1—o P2 (1—0"*)oN P K(0) do
0 1

1
posons o = — et notons que K(%) = NP K (€) pour tout € > 0, ceci implique

§
AMa) = [ K(o)o® = 1t (V18 - et g, (2.9)

Quand 0 — o0, on a

K(o)(o® —1)r* (UN_I_ﬁ_O‘(p_l) - 05“’5_1) o o 1P 2 L1((2,00)).
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Maintenant, quand, ¢ — 1, nous avons
K(0)(0® = 177! (N 17070l — gPtrsmt) o (o — 1P € LY((1,2)).

Donc d’apres les estimations qui préceédent, nous obtenons |A(«a)| < co.

N —ps—2
Lﬁ, et de 1} on obtient que A(a) >0

p—1
Cela implique le résultat désiré

Et puisque 0 < a <

wb1

Lspp(w) = A(Q)W p.p. dans IR™\{0}.
[

Comme application de I'inégalité de Picone (|1.10f), nous trouvons 'inégalité de Hardy

avec poids suivante.

Théoréme 2.2. Soit s € (0,1) , 1 < p < oo tel que sp < N et § < N;ps, alors il existe
A(a) > 0 qui est défini dans (2.9)) tel que

ju(z) )P o dy
2400 [ s o / [ 210
RN RN

pour tout u € C°(RY)

Démonstration. Par le Lemme 2.2]

Soit u € C(RY) et w(z) = ||~ avec a < Npislzﬁ on a

wbP™t

Lpsp(w) = A(“)w-

p— 1|
PP » w u(z
ar définition de (L, , gw, 12 —
P < PSP wp= ) RN wP~ 1|x‘ps+zﬂ

wpP™!

|z |ps+25

uy)? do dy u(@)l?
> A / d
3o Lo T e 2 A L e

Ainsi nous concluons O

en plus on a € L}.(RY). Donc d’apres I'inégalité de Picone (|1.10)) on a
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Remarque 2.1. (Le comportement de A(«))
N —ps —2p3

p—1

Pour a <

K

+o00
Aa) = / K(o)(o® — 1)p—1 (UN—l—B—a(p—l) _ 06+ps—1> do,

Calculons la dérivée de A(a) :

N(e)=(p-1) / K(o)log(o)(c® —1)P2 (gN—l—ﬁ—a(P—l) _ O-B-f—ps-i-oc—l) do.

N—25—ps
p

Si on pose N'(ap) =0 on trouve ap = ot

Na)<0 si a>a

Na)>0 si a<ag

Ainsi A atteint le maximum défini par :

max Ala) = Alay).

N—ps—2
{O<Ol<pp%lﬁ}

Par conséquent

u(y)” de dy |u(z)|P
> 9A / TR g
/RN/RN |x_ |N+ps ]2 Jy? (a0) w |zfper2s O

Remarque 2.2. Notons que pour 3 =0, alors 2A(ag) = 2A(%) =

Anps = 2/ 11— P21 — 0oV K (0)do.
0

avec

K(o) = / , )

=1 |27 — oy!|Ntse

Nous avons le résultat d’optimalité suivant :

Théoréme 2.3. On définit

(2.11)

Anps donnée par :

(2.12)

/ / P(y)[? dudy
RN JRV Ix—leﬂ”leﬁlylﬁ

s = inf
Nps ™ pecs @M\ (o)) [o(x)[P
|x|ps+25

Y
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alors Anps = 2A(ap).

Démonstration. Comme conséquence de (2.11)), on a

AN,ZLS 2 QA((XO)

alors pour montrer le théoreme il suffit de prouver I'inégalité inverse.

Nous suivons les arguments utilisés dans [22].

Par le Lemme 2.2l on a
p—1
Wy
| x|p8+2ﬁ’

Lys.5(wo) = Ala)

tel que wy(z) = x|~

(2.13)

pour montrer que Ay, est optimale en utilise une suite de fonctions w, € WP’ (RN)

qui approche w et on divise RY en trois régions :

Bi0)={zeRY:|z|<1} , M,={zcRY: 1< |z| <n}et O, ={z €RY

et on définit la fonction

1 —n— si € By(0),
Wy =4 ||~ —n~* si x € M,
0 si ze€0,.

On a w, est une fonction de WP (RN) (par un calcul direct).Ainsi

p—1
W W
(Lpnslwo) we) = M) [ 18 de

d’ou

[ ], ) = o) — )l 2unte) =)

|z — y|NFPs|z|B|y|P

p—1
B Wpwe
= 2A(ayp) /RN 7\x|p3+25

Comme dans [22], Analysons chaque terme de 1'égalité précédente. on obtient

/ / (wn () — wn(y))wo(x) — wo(y) [P~ (wo(x) — wo(y))

x — y|Ntrs|x|Ply|P

() — wa(y)
dxd
ANANM—MNWMMMﬂxy

dxdy >

;x| > n}.
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d’un autre coté on a

p— Y4
/ Yo da:—/ Y iy + R, + Ry,
R R

N ‘x|ps+26 N |x|ps+2/3
ou
dx

R :/ 1—n")(wh™t —(1 —o0yp-l ,

. R e
et

—ap p—1 —ag\p—1 dx

Ry= [ Cun(e) = n )b = (wg(e) —nmy )20

on a bien Ry, Ry > 0, et lorsque n — 0o Ry + Ry = o(1) ie Ry + Ry < ¢ pour tout n > 1

Ainsi, en combinant les estimations ci-dessus, on trouve que

() — W (y)]?
dxd
/RN /RN |x—y|N+ps|x|ﬁ\y|ﬁ e

Anps < ()P (2.14)

/Q |z [ps+5 dr

Ri+ R
< 20(ag)(1 4+ it (2.15)

[ lmGlr,,
RN |$|P3+B
p
Puisque / ||x|ps+)‘ldx — 0o quand n — oo, passant a la limite dans ([2.14]), alors

AN,p7s S 2A(OJ0) (216)
d’apres les deux inégalités ([2.16]) et (2.13) on’a bien ’égalité démontré. O]

Par la suite, nous présentons une version de l'inégalité de Hardy dans un domaine

borné. Plus précisément, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3. Soit Q un domaine borné régulier tel que 0 € 2, alors il existe une constante

C=C(Q,s,p,N) >0 telle que pour tout u € C°(2), on a
u(z) —u(y)]” do dy
0/ < | .
[« \M L] Ty P P (217)

Démonstration. Fixons u € C§°(Q) et soit @ I'extension de u dans R définie par le Lemme

Alors du Théoreme ([2.2) , on a

|t (x P dr dy
2ate) [ oo o< [ [T G < Vilhasn < Clilinas
RN RN RN
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Puisque 1 = u, alors de la remarque ([1.3)), on conclut que

|u(z)[”
2A<@) ‘I|p5+25 d;U S CHuHWSPﬁ
// Y|P dx dy
Wend () = |:c— IN“’S |7 [y]?”

ce qu’il fallait démontrer. O

< Gilllulll

2.3 Résultats Principaux

2.3.1 Partiel : Lecasp>?2

Dans de nombreuses branches de la physique mathématique, des analyses harmoniques
et stochastiques, 'inégalité de Hardy joue un role central. D’apres [22], pour p > 2 on a

le théoréme suivant

Théoréme 2.4. (Inégalité de Hardy)[22] Soit s € (0,1), et 1 < p < oo tel que
sp < N. Alors il existe une constante Ay, > 0 tel que pour tout v € C(RN \ {0}), on

a

v(y)l
A ps /N it /RN /RN ‘w L ‘NHP &) = BT 1 dy (2.18)
ot la constante Ay, s est donnée dans

Pour p =2, dans [2],[22] les auteurs prouvent ’inégalité de Hardy fractionnaire

suivante ,
A / / / Ju@) = uw)F 2.19
Nos Jpn |x!2s RN JRN |x— |N+2S 4 (2.19)
avec N9
)
r2(=—=)

La constante Ay, est optimale et elle n’est pas atteinte.

Dans [5] les auteurs ont prouvé le résultat

Théoréme 2.5. Soient Q C RY un domaine borné, N >1,0< s <1 et N > 2s. Alors,

pour tout 1 < q < 2, il existe une constante positive C = C(€),q, N, s) telle que pour tout
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u e Ce(2)
dr dy — A / C/ / v dy.
/RN /RN ‘x_y‘N+2s Y N, -~ |£L’|2S x_y‘N+q3
(2.21)
Dans la suite, on note
Ju(z) — u(y)|” lu(x)[?
/I;N /RN ‘x_ ‘N+ps dx dy_Avaas /RN |.Z"ps dz. (222)

L’un des principaux résultats dans ce chapitre est la généralisation du théoréme

(2.5) au cas p > 2. Plus précisément nous avons le Théoreme suivant :

Théoréme 2.6. Soit Q2 C RY un domaine borné, pour p > 2,0<s <1 et N > ps,
alors pour tout 1 < q < p, il existe une constante positive C' = C(Q,q, N, s) telle que
YV u e C5e(Q),

) > C/ |x [u@) =u@)” \ o (2.23)

_ |N+l18
avec hy est définie dans

Démonstration. En suivant les arguments utilisées dans [5].

N —
Soit u € C°(Q) et a = ps’ alors w(z) = |z|~ et v(z) = uz)

Rappelons que d’apres l'inégalité de Hardy avec le reste citée dans [22],

on a

y)IPF  dx dy
) > 0/ / I 2.24
RN JRN |3;_ |N+ps |$|N P y|N2p ( )

analysons chaque c6té de I'inégalité précédente. Notons que

w(y)u(z) — wlz)uly)” 1

(@) — vl e
PR ey (@)}
M w(r) —w 8 2
) \(u(x)—u(y))—w<y)< () — w(y))| <w<y)>2
[ — y| Vs w(z)
= fl(xvy)'

De la méme maniere, grace a la symétrie de fi(z,y), il en résulte immédiatement que

v(z) —v(y) ’(u(y) —u@) - w(z) (wly) = w(x))‘ (w(a:))

W(W(I)ﬁ(w@))? = & — |V
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Alinsi,
1 1
hs(U)Zf/ / fl(w,y)drcdva*/ / fo(z,y) dz dy.
2 JRN JRN 2 JrRN JrN

Puisque f; et fo sont des fonctions positives,

hs(u)z;/Q/Qfl(x,y)dxdqu;/Q/Qfg(x,y)dxdy.

En utilisant le fait que 2 est un domaine borné, on obtient que pour tout

(r,y) € (2 x Q) et g<p,

1 c(9)
o=y o=y
et ,
(w(z)w(y))?
K = < (C.
D= ey ulyp = ©
Posons

wu»5+<mw>5:w@v+w@w

w(y) w(z)) — (w@)wly)?

alors K (x,y)D(x,y) = 1. ainsi on utilise 'inégalité algébrique ([1.7)) et on pose le

m=a
m=a—>b

On obtient I'inégalité suivante : |17 + C(p)[n2l” — plm [P (n1, m2) < |12 — m?.

D(z,y) = (

changement de variable :

donc pour

on a les minorations suivantes :

le) = COK ) (22)

e = o () — ). () = ()

u(y)
—=(w(x) — w(y))|?

~—

_|_

(2.25)



2.3. Résultats Principaux 27

Par conséquent

ju(z) - u(y)lp}

|7 — y|Ntas

filz,y) =z [C(Q)K(m,y) (w(y))

p
2

u(z) — u(y)["” ‘ u(y)

[ =y Vroe - Tw(y)

[(w(z) = w(y))||.

idem,

ol ) z:omﬂq%w<wmv

I~
=
(V4
=

S~
S~
=
8
<
P
R

B (Z >2 |z — y\N+q|:_1’Z((Z>)“(w("’) (v)]| dx dy
i o) () P ko) — ol
et puisque K(z,y)D(z,y) =1
halu) = C(Q)/Q Q |u\:(;:) y‘lzf/iq)‘ dx dy
(2.26)

w(y)\* Jule) —u@)uly) o
(o) = Ko (520 ) 1= U0 ) — )
e (R@ @) — )P )
o) = Ko () 1D U o) — i)

Puisque hy(z,y) et hao(x,y) sont des fonctions symétriques, il suffit d’ estimer
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/ / ho(z,y) dx dy. En utilisant I'inégalité de Young, il en résulte que
aJo

/Q/th(a:,y)dxdy < S/Q Qdedy
+ C’(&?)/Q/QG(x,y)dxdy,

avec

Montrons que

)|Pd d
I_//G:By d$dy<0//‘v N+ps’ Nmps Nyps‘
Y| = Jy[

RN RN

_ (u(z))?  (w(@))"?|(w(z) —w(y)
[_/Q/Q\x—y\f”qs (w@y +uipy

or w(x) = |z|~ alors
—o |y mep —ap(p—1)
[:/up(x)[/ |~ =y~ || dy} dr.
Q @ (lz]=o7 + [y[~eP)P |z — y|[ Ve

| 1 1

- | |p —ap(p—1)
Y ] Iyla |
I_/Qu (x){/n 1 |x—y|N+‘15dy d

( )
| [P Iyla”

Notons que

implique

alors
lz|* = [y|*]>  |y|or@

1_/p U d]d.
o " Jo Qoo 5 [yl Ja — yoee ) O

Nous suivons 'argument utilisé dans [20] ,pour calculer I'intégrale T .

r=|z| r=rzx )
Alors ou || =y =1
p=ly| y=rpy

Puis on considere 2 C By(R), il en résulte que

On pose

a _ |ylelp ap(p—1)
[ et b ),

o (|20 + [z|oP)P [z — y| Nt

I = /Qup(:):)

- /up(x) /R(|r — p|Pperlp—D)+N = 1(/ dy’ )dpdx
= T T e ey sv-1 [py’ — rat[Nres ) P

(2.27)
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p
on pose 0 = —, alors
r

P % 1 — p ~ap(p—1)+N—-1 du'
I < k/ “(I)/" i (/' y)dadm
Q |zl (1 + ogop)p sN-1 |oy! — x’|N+‘15

P & _ gopgop(p-1)+N-1
::/“W/ L= mem<M/

Y

Q |z]* (14 or)P !$|"S
o 1)+N-1
1 — g@pgor(r—1)+
M = / L= o K(o)do
(1+ gor)p
et N Voo
N V-2(9
K(o) = 22 il(/ sin™ " (0) —)
I'(557) Jo (1 —20cos(8) +02) =

Montrons que M < oo.

quand o — o0,

<|1 o O.a‘po.ozp(p—l)—i—N—l

(1+ oory

K(o) =0 '7% € L'((1,00)).

quand o — 1 ,en considérant que K (o) < C|1 — o|~177% et en suivant le méme calcul que

dans le lemme ([2.2)), il en résulte que

1 (1 — g@)P ap(p—1)+N-1
/ (1= K(o)do < oc.
0

(1 + oor)pr

Ainsi M < oo.

d’apres les estimations trouvées ci-dessus :

I<C/
|l’|qs

w(z)

, alors

S . .
implique que

Etant donné que v(z) = ouw(x) = |z|~* avec a =

u(x) = v(z)|a| ™

N pS)

]<C/mﬂNdqu'

En appliquant le lemme ([2.3)), tel que par identification N — ps + ¢gs = ps + 2, implique

que 60 — N;ps + (Q*zp)s'
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On obtient que

Yl
e ~/!fx—ywwwmwwm%‘@dm
_ // ( )!” dyde
- lelw—-wN*mkd
<a@/f ) —olt p)s'p —dydr.
BN BN Iw—leﬂ’slxl yl =

Ainsi, en utilisant & nouveau l'estimation ([2.24]), nous atteignons que

[o(x) —v(y)lP de  dy

=y ] 5y 5

I< 02(9)/

RN RN

et 'affirmation suit.

Comme conséquence directe des estimations ci-dessus, nous avons prouvé que

[u(z) — u(y)? lv(z) —v(y)P  dx dy
/Q Q W dx dy < C / / r— |N+ps |1‘ N;ps N;ps . (228)
RN RN
Ainsi
u(z) — u(y)[?
—d dy < Chy
/Qﬂ\x— y|Ntas ray = (u),
et le résultat est obtenu. -

Remarque 2.3. L’inegalité s’avére étre égalité pour p = 2, avec C'=1. Par

conséquent, nous obtenons facilement que Ay, s n'est jamais atteinte.

Comme conséquence, on aura l'inégalité de type Caffarelli-Khon-Nirenberg

"fractionnaire” dans un domaine borné.

Théoréme 2.7. Soit Q C RN un domaine borné. Soitp >2,0< s <1, N > ps alors

pour tout 1 < q < p, il existe une constante positive C' = C(Q,q, N, s) telle que
YV u e Cie(92),

u(y)P dx dy lu(z)[Pea oE
drdy > c( *dm) “ 2.29
Lo Lo L (229

vox . pN _ N—
0U Py = N et B =

x _ N—ps pN _ N(N—ps) .
= APy = T N T Ngs et puisque
|ps q

Démonstration. Rappelons que o = %

ap;, = 7N§VN ps) N ; il en résulte que / [ul dz < oo, pour tout u € C°(RY).

|ap§ q
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Pour montrer (2.29)), nous allons utiliser I'estimation ([2.28)) et 1'inégalité de Sobolev

fractionnaire.

Fixons u € C§°(2) et définissons u;(z) = u(z)|x|~*. Par (2.28]), on obtient

lui(z) — u1(y)| u(x y)IP  de dy
CQ/ " drd <// .
() alo |x— y[Vtes ray T — ’N+ps E |N ps ’y|N ps

Appliquons I'inégalité de Sobolev

S( [l

p
: |u(z yIP dz dy
/ ’ul ps qu> 4 < / / T — |N+ps N—ps N—ps

BN BN =2 [y 2
en remplacant u; par sa valeur

( [u(@)[ ) c/ / u(y)PP dx dy
b Ll RN JRN !w—y!N+”s el Jyle

on pose 3 = % alors I'inégalité ([2.30)) peut étre écrite sous la forme

</|u )P >psq<c/ / u(y)]” dx dy
2875 RN JRN Ix— |N+ps |7 Jy|?

i — P
p:’qu) Ps,q < / ’ul (.T) Uy (y)l dr dy,
QJQ Yy

donc

Si QO = R, pour avoir une généralisation "naturelle” de I'inégalité classique de
Caffarelli-Khon-Nirenberg obtenue dans [I5], on considere une classe de "poids

admissibles ”. Dans cette direction on a la version suivante du théoreme .

Théoreme 2.8. Supposons que 1 < p < % et soit 0 < B < N;ps, alors pour tout
u € C°(RY), il existe S(B) > 0 tel que

u(z) —u(y)|” dz dy u(x)|P | \wE
/ v — y[NFPs |z]P y]? - S(m</ 262 dx) ’

RN RN N |z

vox . pN
OupS_prs .

Démonstration. Soit u € COO(IRN ) sans perte de généralité, supposons que u > 0.

puisque 8 < &= 5, alors /|
2?5

(2.30)

(2.31)

(2.32)

" dz < 00. A partir de maintenant et pour Simplifier
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I’écriture , on note par C, Cy, (s, ... toute constante universelle qui ne dépend pas de u

et qui peut changer d’une ligne a 'autre. On pose @(z) = u(<$))’ ot wy(z) = |x|%, donc
wi\r
N Nz
( Mm) - (/ T dx) (2.33)
RN ’93|2ﬁ7 RN

D’apres I'inégalité de Sobolev on a :

(/ |1|Ps dx)pg _/ Md dy. (2.34)

L T

Pour obtenir le résultat souhaité, il suffit de montrer qu’il existe une constante positive

C tel que

/ [a(x) — a(y) dxdy<0//|ux Yl dv_dy (2.35)

S eyl ) e T

En utilisant la définition de @ et w; , on obtient

/ u(@) —u(y)P dv dy // jwi(z)u(x) —wi(y)u(y)]” de  dy
RN RN o =yl fyl? RN RN |x_y|N+pS wi (z) wi (y)

Nous allons réécrire le coté droit de I'égalité .Notons que

jwi(z)i(x) —wi(y)u(y)l” 1 1

=y @) wi(y)
) ) ) 1 1 P
(i) = a(y)) =0 (s = o) <w1<x>>2 = fi(z,y)
|z — y|NFps wi(y) |

De la méme maniere grice a la symétrie de fi(x,y) , nous obtenons que

jwi(@)i(x) —wi(y)a(y)]” 1 1

o —y| e wi (x) wi (y)
1 1 P
(i(y) — a(x)) — wi(@)i(z) (—— — ——)| :
wi(y)  wi(2) (wily)\*_ g
|z — y|N+ps (wl(x)> = fo(z,y)

Puisque

//fl(x,y)dwdyz / /fz(w,y)drﬂdy,

RN RN RN RN
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nous concluons que

ulxr) —u Pdr d r f
/ ||i>—y|N(+2| ET =5 [ [ Az [ [ sy
RN RN

RN RN RN RN

D’apres I'inégalité ([1.7)) notons que

pien2 (565
ja(z) —aly)l” _ |u(x) —aly)[" ( 1 1 )
)

=g
—~
8
S~—
|
=g
—~
<
SN—
S
=
—~~
<
S—
=gl
—~
<
N—
—~
|

|x_y|N+ps |£L‘—’3/|N+p8 Wy JT) wi (y
1 1
w1 (y)a(y)( - )P
w1(95) wl(y) }
+C(p) ‘ZL' . y‘N+ps )

Par conséquent

i) M) M gy L ]

Par I'inégalité de Young, nous obtenons l'existence de C7, Cy > 0 telles que

fule,y) > (“’1(”) Y

w1 (y)
1 1

|(x) —a(y) wi(z)  wi(y)
G |z — y|N+rs — G |z — y|N+ps |-

[15S]

w1 (y)a(y)(

de la méme maniere en utilisant le fait que fi, fo sont des fonctions symétriques, on aura

fo(z,y) = (m(y)>g X

wi(x)
1 1

o i@ a0 @y
‘x_y‘N+ps |x_y|N+ps
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Ainsi nous avons l'existence des constantes positives Cy, Cy, C3 telles que

/ ju(@) — uly)lP o dy _

[z =y 2| fyl”

AP (wiy)\? | (wi(@))?
0/ lx— |N+ps (wm:)) *(wmy)) dody
1 1
2 [n (y)(y)(—— — —— )"
_ 7)) w(@) _ww
C“( &) oy
1 1
oy ()it () (—— — —— )P
wi(y) 2 wi(y)  wi(x)
_014 / <w1<x>> o — y[VFes ey
Puisque
wi)\?  (wi(2)\?
[(wﬂx)) +<w1(y)> ]Zl’
Alors
/ [ae) — ()l <o | lu(z) —u(y)? de dy
A T O N e
1 1
g [wn (y)(y)(—— — —— )7
r)\* wi(z)  wi(y)
+C// ( y> =y ey
1 1
ey (2)ii(x) (—— — —— )P
wi(y) wi(y)  wi(w) .
+C$R£R£ (wl(x)> |z — y[Nto rdy;
on pose £|w (x)a@)( , i , )|p
o= (381) R
" N0 |aa———
kz(x,y)=<w1§x§>2 Y y’“h(’i'f) wi(y)
w1 (Y x_yNers :

Il est clair que

//kl(:p,y)dxdy: / /kg(:p,y)dxdy,

RN RN RN RN

maintenant il suffit de montrer que

u(z Y|P dx dy
ko dd<c//’
// 1@, y)dedy l‘—yIN*”S |17 [y[?

RN RN RN RN

(2.36)
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En remplacant @ et wy par sa valeur dans k;

26 26
u(@)[P |l = ly[

2|yl | — y N

kl (.73', y) =
Par le méme type de calcul que dans la preuve du Lemme [2.2] on a

)|l — %[

[ [t = [ [ |x|3ﬁ|y|ﬁ|x—y|fv+ps el

RN RN RN RN

28 28 |P
|u<x>|p(/\|x|p—|y|p Y
_ y) .
3 _ 2| N+ps
e[S Tyl =y [N

RN

posons un changement de variable

r=|z| r=rz" ,
Alors ou |z'| = |y| = 1.
p =yl y=ry

28 28
|u(g;)|p</ |z —y|» Y
y)do =

|[?P |y|Ple — y|Ntes

U I —pp\”p / dH" () dp}dﬁ
W’ﬂ Ly I = py e '

maintenant on pose o = £, alors

28 28
|u(x)|P</ e Y
S y) €T = S

o 12PN TPl =y | IQW

ou K est défini dans (2.6)).

/|1 N PK (o )da}dw,

En suivant les mémes calculs de 'estimation ([2.8), on peut prouver que
> 28, N-1-8
/ 11— o7 [PeN 1P K (0)do = Cy < oo,
0

il en résulte que

u(x)P
/ /kl x,y)dzdy = C’3 ||m|(2/81|psd:v

RN RN
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u(z) —u(y)P de dy
44 1z, y)dzdy < Cy | ] |z — y|NFps |z|B |yl (2.37)
RN R RN R

combinant (2.33)), (2.34) on trouve

S< W(Z;c&)% < / dedy (2.38)

= |z — y|Ntes

BN |7 RN RN

et par (2.38)) et (2.36) on a

ja(z) — ay)lP u(z) —u(y)l” dz dy
———————dxdy < / 2.
4 | ey V= NI e S L ] (239
RN R RN R

implique que

s( | [ua) P dx) < [ [ i dy (2.40)
RN |$|2ﬁ% _RNRN |I_y|N+ps |I|ﬂ |y|5 ‘

et nous obtenons le résultat désiré .

[
Maintenant on étudie le cas ou €) est un domaine borné régulier contenant
l'origine, on a la version suivante du Théoreme ([2.8))
Théoreme 2.9. Supposons que €2 est un domaine borné régqulier avec 0 € 2, alors il
existe une constante positive C = C(Q, N,p, s, ) telle que pour tout ¢ € C5°(€2), on a
[Y(z) —v(y)P doe dy ()= \eE
ala |z —y[Ntes |z]f |y|? 2 2325 dr ). (2.41)
Y Y o |z

Démonstration. Soit {2 un domaine borné régulier. En utilisant le lemme d’extension

(L.1)

ona € CP(N) et b= Yry , on obtient

V) —yp dedy )}

) 5,p, <C 5,P, =C </
|llwsrs@yy < CrllY]lwars @ N\alda |z —y[Nees |z[f]y|?

D’apres le Théoreme | a 1, il en résulte que

(@) = bW do_dy @ \A
/ v — gV PP = 5@)( 3 dx) .
RN RN RN |.',U’ D

Ainsi, en combinant les estimations ci-dessus on obtient le résultat désiré. O
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2.3.2 Partie2:Lecas1<p<?2

Le but dans cette section est d’étendre 'inégalité

)P de dy
2o [ =) _
RN JRN |$— |N+ps |x|N £ y[%

au cas p < 2. Pour cela on utilise une approche similaire a la premiere partie pour

étudier le cas p € (1,2), voir [3]. Et dans ce cas on a le théoreme suivant

Théoréme 2.10. Soit Q C RY est un domaine borné. Pour p <2,0<s <1 et N > ps,
alors pour tout 1 < q < p, il existe une constante positive C' = C(Q,q, N, s) telle que
pour toute u € C§°(£2),

(@) v e
)2 C/ / T — y’NJrqs w($)2w(y)2d:1:dy. (2.42)

Pour montrer le théoreme [2.10] on commence par prouver le lemme suivant :

Lemme 2.4. Soit u € C°(RY) et on définit w(z) = |x|™* avec a = N;ps, alors pour

tous 1 < g <p, on a

o(z) —v@)P 2 Ju(
/ o —gNre ¢ w(z)2w(y zd:vdy>0// x_yqus ule) ~u@l ;. g, (2.43)
RN RN RN RN
u(z)

telle que v(x) = W)’

Démonstration. Pour simplifier, on réécrit le coté gauche de I'inégalité de la maniere

suivante :

o) = o)l

|z —y|Vtre

|
-
<
—
53
N—
|
—~
N—
N—
|
—
S~—
—~
—
N—
|
S
—~
<
N—
~
7N
S
—
<
S~—
~—
[SliS]

= hi(x,y).

Gréce a la symétrie de fi(z,y), on a immédiatement

[MS]

o) — o)l <ww—uu»—w@gmw—w@»CM@>

|z — y|Ntas
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Notons :

alors H(v) peut s’écrire comme :

Hw) = ;/RN/RNfl(x,y)dxdy—i—;/RN/RNfQ(:U,y)dxdy

on pose
_ (w(@)w(y)®
KW =ty T o
et
oo (@ (e w) + ()
Pl = (w(y)> ' (w(x>> C (w(@)w(y)?

ainsi K (z,y) < 3 et K(z,y)D(z,y) = 1. En utilisant I'inégalité (1.4)), on obtient

hi(z,y) > C K(z,y) (w(y)>2 X

w(z)

[|u(x) —u(y)[? +p|u(gz:) —u(y) [P~ <U(a:) ~ uly), u(y) (w(z) — w(y))>] )

|z — y| Vs |z — y| N

Il en résulte que

|u(z) = u(y)”

|£L‘ _ le-H]s

hey) > ?K@w>C“”)

- pexen (55) MRS

On applique le méme argument a hy

2 Ju(y) — u(2)P

|ZL‘ _ y|N+q$

ha(e,y) > FKWW>Cﬁ3>

[S13s]

|u(@) — u(y) P~ ’ u(z)

~ [portey <w<$)> P Ty

e (w(z) = w(y))]|.
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ce qui implique

e = 0 ff e (G5) + () )i e
=0 [ [ [t (0] D O o) < w] sy

=00 [, [ [ (0) OO o)~ w] ey,

et comme K(x,y)D(z,y) =1

u(z) — u(y)”
H('U) Z C/RN RNdedy

(2.44)

— Ci(p) /RN /RN (ll(x,y) + lg(:c,y)) dx dy,

avec
P
2

e = e (55 ) RS

D
2

w(z) ) Ju(z) — u(y)|"~! ‘ u(z)

lo(z,y) = K(z,y) (w(y)) |z — y|N+as

pour trouver le résultat désiré il suffit d’estimer / N / N lo(z,y) dx dy, car l1(x,y) et
RN JR

lo(x,y) sont des fonctions symétriques.

Pour cela en utilisant 'inégalité de Young

/RN/]Rng(ar,y)dxdy < 6/RN/RNded?J (2.45)
+ C(e) /RN /RN G(z,y) dx dy, |

avec

u(x) ’pl(w(x) —wy)P

|z — y|Ntas

montrons que

— < - 2 2 .
1= /N/ (z,y)dedy < C/ | y[Ntas w(x)2w(y)?drdy
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En effet

1= [ [ Gleadsay= [ [ ’x(ﬁ(:r))p (@)™ lw(@) —w)P o

y|Nas (w(z)P +w(y)P)P

on remplace w(x) par sa valeur et par simplification en trouve :

I= uP(z)

RN

a _ |ylelp ap(p—1)
/ z|* = |y|*[P |yl ay] dz.
RN (

[P + Jy[oP)P o — y| N+
Comme dans [20], on pose
r=|x| r=rx

Alors ou |z'| = |y| = 1.
p =1yl y=ry

||z]* = JyloP |y|ore—D
I :/ » / d]d
o " e afor 1 Jaforyp o — e ]

o p yop(p—1)+N—1 !
= / up(m)/ (= p"Pp </ 4y >dpdx.
N e VN

maintenat on pose p = ro, alors

P 0o |1 — g¥P ap(p—1)+N-1 du
fo [ Uy
RN |-T|q8 0 (1—|—O’O‘p)p SN-1 |O'y/—:L"|N+q5

P © |1 — g%lP ap(p—1)+N—-1
/ l (x)/ | 0( "o K(o)dodz
R

N |x|qs 1+ gap)p

p
Ml/ ¢ (.I)dl’,
RN |x|98

ou a|p yap(p—1)+N—1

M, = /OOO 1- U(1|pj;ai)p K(o)do.
Comme dans la preuve du lemme , on peut montrer que 0 < M; < 0.
On remplace u(x) par sa valeur : u(z) = v(z)|z|~* avec @ = ¥=2  on obtient

p
Jle/R @

N ’x‘N*S(P*fI)

En appliquant le lemme ([2.2)) tel que par identification N — ps + ¢s = ps + 23, implique
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que flo = N22 4 (a=p)s p) , alors By < Y54 on obtient

I < C/ |x_ |N+q)8|pw(x)

RN RN

Y
2

Alors d’apres les estimations obtenues , nous avons

y)I” v(z B P
/RN/RN |x_y|N+qs dz dy <C// x—y|N+‘15 w(:z:)2w(y)2dxdy

RN RN

Démonstration. (Retour a la preuve du théoréme [2.10)

Comme dans le Lemme 2.4 nous avons

w(y)® dz dy.

u(r) — — M w(r) —w 8
o |(u(z) = u(y)) oy @ )] (w(y)
o — y[ Ve w(z)
et ( )
() —u@) = 255 w(a)

hg(ff,y) - |£L'—y|N+qs

Nous définissons les sous ensemble de 2 x €,

(2.46)

Dy ={(z,y) e A xQ:w(y) <w(x)} et Dy={(z,y) € 2xQ:w(z) <w(y)}.

Alors

// |\x—y\N+qs w(z)2w(y)idedy = //171 h1($7y)d$dy+//l)2hg(x,y)dxdy

- G1+G2.

Pour trouver le résultat désiré il faut estimer G; + G5 , et puisque h; et hy sont des

fonctions symétriques il suffit d’estimer G;. Pour cela nous multiplions h; par

(Ju(z) — w()] + 1Y () — w(y) )@

w(y)
(y)))@P%

e
=
&
|
=
S
_l’_
—~
|
S
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Puis en appliquant I'inégalité de Holder

/ hi(z,y) dx dy
D1

w(x) —u uly w ? £
(/i/ (o) = ut6) = 2 i)~ wio) @”dxdy)2
P o=y (uto) — u()] + 12 wle) — (e

u(y)
—u(y))| + [ =L (w(x) — w(y))])?
(v) dxdy>

(I(u(x) "
(//D | — y| Ve

maintenant, on traite chaque terme dans (2.47) d’abord le premier terme : on a
Dy =A{(z,y) e 2 x Q:wly) <w(x)}

pour majorer le premier terme en utilise I'inégalité ((1.9) donc on posant comme un

v(z)
v(y)”

D’abord le deuxieme terme est majoré comme suit d’apres la Remarque

changement de variable ¢ = wE g et a =

wwm—wwn+ﬂ%ymw—w@me@
/] — <
D, |$ _ y|N+qs
u(y)
9 () — w(y)) Pdady
| (u y)Pdedy  w(y) ;
@ // ]:c — ]N+qs + |z — y|Ntas < C(Q)Ho(v).

Nous traitons maintenant le premier terme dans (2.47)). Puisque w(y) < w(z) dans D,

puis en posant ¢ = wa; et a = E ;, on obtient

w(y)
(lu(z) — u(y)| + |Z((?) (w(z) —w(y))|)EP) w(w)

w(2)|o(y) Pl — 1Pt
(a—t]+ 1 — )=

< w@le@P(Ja- - 1 -7 ol - 1))

— w (o[ PE) _w@) o wly) o), w(y)

= W @) ]| P T — )

u@)P )P
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En utilisant le fait que, pour tout (z,y) € RY x R",

Ju(z) — u(y)]” = (w(z) — w(y))"*(wlz) — w(y))(

il en résulte que

Q)
//Dl |z — y|Ntes(|u(x) — uly)| + |

[, [, o) uto)

s — B (@) — w(y)P w()

IN

dxdy

—w(y))dzdy

N _/RN /RN |z — y|Vtrs

Cela implique que

/@ﬁmwmwémméwif@)

De méme, par des arguments de symétrie nous obtenons

2—p

f&hmwﬂwgamé@mf@)

En combinant - et (2.49), on obtient

et ensuite

qui est le résultat souhaité.

(2.48)

(2.49)

En conséquence, nous obtenons I'amélioration de I'inégalité de Hardy suivante.

Théoreme 2.11. Supposons que les hypothéses du théoreme sont vérifiées, alors

pour tout 1 < q < p, il existe une constante positive C' = C(£2, q,
toute u € C3°(2),

|u(x
>C// I_MMWCZ@

N, s) telle que pour

(2.50)

Démonstration. La preuve est obtenue en combinant les résultats du Lemme [2.4] | le

Théoréme 2.10] de plus le Lemme d’extension






Chapitre 3

Probleme elliptique semi-linéaire

avec le potentiel de Hardy

Introduction

Le but dans ce chapitre est d’étudier le probleme suivant :

AU A — + pu? dans €2,
|x|2s
(Pru) u > 0 dans

u = 0swrRY\Q

On analyse I'existence des solutions non triviales du probleme (P, ,), ou (—A)® est le
Laplacien fractionnaire définit dans le chapitre 1 par ,avec N > 2s et Q C RY un
domaine borné tel que 0 € €.

Notons que j est un nombre réel positif , 0 < A < Ay ot Ay est la constante de

I'inégalité de Hardy , 0 < g < let 1 <p < p(\ s)ou

N+28—26)\

p()\7s) N_25_2ﬁ)\

N —2s
2 )
Nous discutons 'existence et la multiplicité des solutions qui dépend de la valeur de p

avec By € (0,

et nous allons prouvé que p(\, s) est le seuil de I'existence des solutions du probléme
(P A,u)-
Nous commencons par donner la définition de la sous et sur solution d’énergie du

probleme (P ).
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Définition 3.1. Soit u € H*(RY) , on dit que u est une sur-solution d’énergie
(sous-solution respectivement) du probléme (Py,). siu(z) >0 p.p x € RY,
u(z) > 0(< 0.resp) p.p v € RN\ Q | et pour toute fonction non-négative ¢ € HS(2) on

a !

an,s (u(z) — u(y))(o(z) — ¢(y)) / ug /
’ dudy — \ dv > (<) [ wod / 14d
2 //Q |z — y|N+2s vy Q\x|23x_(_) Qu¢x+,u Qu¢x
Si u est une sur et sous solution au méme temps ,on dit que u est une solution d’énergie

positive.

La fonctionnelle d’énergie associée au probleme (P, )

(Py) (—A)su — )\‘3:(25 = uf + pud dans Q,
Jr

u = 0suwrRY\Q

est définie par

J:HS(Q) — R
ane [ [ luz) — uly)? -
= dody — > d
T = T g o=y W5 o e ®

1
— 7/ WP d — L/ ult da
p+1Ja q+1Ja
Les points critiques de J sont des solutions du probleme (P,).

Remarque 3.1. Si u est une solution strictement positive du probléme (Py), alors

up =u et u est aussi une solution du probléme principal (Py ) .

Sip > 2% —1 le probléme est sur-critique et on perd la compacité .

On a besoin de préciser le concept faible de la solution et de préciser le cadre fonctionnel

défini par :
0 := {p € RY — R mesurable ,tel que (—A)*p € L=(Q) et ¢ =0 sur RY \ Q}

Les principes de comparaison sont un outil important pour la recherche des solutions au
moyen d’arguments itératif. Ils permettent de définir un ordre entre les solutions de
problemes connexes dans certaines situations spécifiques .

D’abord, nous pouvons prouver un Lemme de comparaison pour les solutions

énergétiques.
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Lemme 3.1. Soit u,v € H*(RY) des solutions énergétiques du probléme

(—A)u = f1 dans Q, o (—A)*v = fo dans Q,
u = g surRV\Q v o= gy sur RN\ Q

respectivement ,avec f1, fo € H*(Q) et g1,g0 € L*(RV \ Q) .
Si fi < fo p.p dans Q et g1 < gy p.p dans RN \ Q Alors u < v p.p dans RY.

Egalement, on présente le principe de comparaison des solutions faibles dans le lemme

suivant :

Lemme 3.2. soit u,v € L'(Q) sont des solutions faibles de probléme

(—A)su f1 dans Q, . (—A)*v = fo dans Q,
e

u = g surRV\Q v o= gy sur RN\ Q

respectivement ,avec fi, fo € L*(Q) et g1,g0 € LY(RY \ Q) .
Si fi < fo p.p dans Q et g1 < gy p.p dans RN\ Q Alors u < v p.p dans RY.

3.1 Les solutions radiales

Le but de cette section est d’analyser le comportement des solutions dans un voisinage
de l'origine du probléme homogene.
s u N
x
Afin d’utiliser ces informations comme un moyen de prouver 'existence et la

non-existence des résultats. Nous commengons par la construction de la solution radiale

explicite de 1’équation.

Lemme 3.3. Soit 0 < A < Ay, alors vy 1= 2|~ 2% sont des solutions de e
est défini par lidentité

N +2s+2 N +2s—2
22T ( + j+ a)r< + j a)

N — 2s 4+ 2« N — 25 — 2«
B

I'(
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Remarque 3.2. On note M\a) = AM(—a) = mam_,, tel que

I N + 2s + 2a)

My = 2°7° 4
« N —2s — 2«
)

Lemme 3.4.
N -2
A1[0, =) = (0,
a— AMa)

est une application bijective et strictement décroissante et

0< )\(CY) < AN,S

N —2s
2 .
Pour plus de détails sur la prewve voir [25)]

st et seulement si 0 < a <

Démonstration. Notons que A(«) est une fonction continue positive pour

0<ax< ;28 , telle que A\(0) = Ay . Ainsi, pour prouver le lemme il suffit de
montrer que A(«) est une fonction strictement décroissante.

En particulier, montrons que la fonction log(a)~! est strictement croissante par rapport
a .

D’apres [9] nous considérons la représentation de la fonction Lambda :

1 0 T,
e T (1 + Der
) xe nl;[l( + n)e

ou A est la constante d’Euler-Mascheroni (voir [6]).

Ainsi

1 1

N + 2s 4+ 2« N + 2s — 2«

1 1 I ) T( )
log = log— 4 4
AMa) 22s 1 1

N — 25+ 2« N —2s — 2«
P P

N +4n + 2s o?

(N + 25)% — 4a? - 4n )_W 2s
= —2s.log2 2 T
s.log +log(N_2S>2_4a2+ 78+;[109(N+4n+28)_042 n]

4n 4n?
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Le dernier terme est une série convergente de la méme maniere que le produit
oo
T, =z
[TA+>)e™
n=1 n

2 2

convergent. Ainsi, si a > b et & > 0 alors est une fonction croissante par rapport

b2_€2
A, 0

Remarque 3.3. On peut construire explicitement deuz solutions positives a motre

probléme homogéne .

On note :
N —2s - N—23+
— — QX € = (e
7T 7T
N =2
avec 0 < v < S—ag:y<N—23.
Puisque

N—-2y—-2s=2a>0et N -2y —25s =—-2a <0,

alors (—A)3 (|z|~7) € L*(Q) mais pas (—A)3 (2| 7). (voir[2.9)

En utilisant ces résultats pour étudier les solutions radiales du probleme (P ) au
voisinage de 'origine. En particulier, nous pouvons voir que chaque solution sera, au

moins, aussi singuliere que |z|™7 .

Lemme 3.5. So0it 0 < A < Ay et f € L>®(Q), considérons u une fonction non négative

définie dans Q) telle que u # 0, u € LY(Q) | TQ € LY(Q) et u=0 dans RV \ Q.
x S
St u vérifie :
s u
(—A)u — )\’$|2s =f=>0

au sens faible dans Q2. Alors, In > 0 et C = C(N,s) > 0 tel que quelque soit la boule
B,(0) CC Q avec 0 <1 <n,

N — 2s
2

u > Clz|™" dans B,(0) oty := -«

Enfin, pour conclure nous étudions le probléme suivant pour analyser 'effet du
semi-linéarité sur le comportement des solutions radiales dans RY

(—A)°u — )\|;|L28 = uP dans R \ {0} (3.2)

En particulier dans I’exemple suivant
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2s — N
+a
Exemple 3.1. Si on choisit w(z) := Alz| 2 tel que A est une constante positive,

w(x) est une solution si et seulement si elle vérifie :

, 2s — N , 2s — N (25 - N
—2s+—— (7 ta« —25+——(F+ta
AX(a)|x| 2 — M|z 2 = AP|z| 2

+a)p

aoee N+2s+20  N+2s—2
s « s — 2«
pt R A2 A
N — 25 — 2« N —2s + 2«
) (R Al

Ma) = 7’s

I'(

Ainsi, pour conserver I’homogénéité on prend nécessairement

et dans ce cas [’équation devient
Ma) — A= APt

Puisque A >0, il faut que N(a) — A > 0. Ou A(«) est décroissante par le Lemme

s
donc il existe un élément unique [y tel que A = A(By) avec 0 < By < . Ainsi,

Aa) — A(Br) > 0 est équivalent a o < By implique que

—2s 2s — N
p—1 2

B >

Par conséquent

N +2s — 25)\

—— =p(\ 3.3
Donc, pour p < p(A, s), nous pourrons construire une solution radiale pour le probléme

(Pk,u)-

3.2 Existence des solutions minimales pour
L<p<p(As)

Dans cette section, on considere 1 < p < p(\, s) et on montre I'existence des solutions.

Lemme 3.6. Soit f € L'(Q,d(x)dx), ot §(x) = dist(zx,0). Alors, il existe une solution

unique v € LY(Q), qui est la solution faible du probléme

(—=A)*v = f dans ),
v = 0surRV\Q
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De plus

]| L) < O fll Lt @.6()de)
La preuve suit des arguments données dans [[I2],lemmel].

Remarque 3.4. Si
(=A)*v = f >0 dans Q,
v > 0surRV\Q

Alors v > 0 p.p dans ()

Lemme 3.7. Si le probleme (@ admet une sous solution u et une sur solution w

vérifiant u < w. Alors, il existe une solution u satisfait u < u <u

Proposition 3.1. Soit M défini par :
M = sup {u > 0: le probléme (Py,) admet une solution }

Alors 0 < M < oo.

Démonstration. L’idée est de construire une sous solution et sur solution au probleme

(Py,). D’abord, pour la sous solution, on consideére le probléme des valeurs propres :

<_A)5901 = Ay dans €,

(P1)
1 o1 = 0surRY\ Q

ol A; est la premiere valeur propre associée a (—A)® dans 2 qui est caractérisée par

—A)zul2dz
A\ = inf {fRN ‘( ) | }
we HE (€2),u#0 Jo u?dz

et ¢ est la premiere fonction propre associée au probleme (P;) et d’apres
[[27],proposition.4], on affirme que ¢; > 0, et elle appartient & HF(2) N L>(Q).
En effet, soit w = ty; est la sous solution du probleme (P ), tel que pour t assez petit

nous avons dans )

s ty
(—A)*(tpr) = Mtpr < plter)? < MJS + (to1) + plter)?

et Vo € RN\ Q u(x) =0 car ¢ =0 sur RV \ Q.
Ainsi, u = ty; est une sous solution de (P, ,), dans les deux sens énergétique et faible,

de plus nous pouvons construire une suite strictement croissante u; de solutions du
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probleme itéré (Py)

g
(P) (—APur = A |Ik|2i +ul_ 4 puj_; dans Q,
k =
up = 0sur RV \Q

Pour k£ > 1 et uy = u. Notons, lorsque u € H§(2) N L>(2), les solutions
up € C4(2) N C**# pour B > 0.
En particulier, uy € L®() et ils peuvent étre considérer comme des solutions

ponctuelles faibles et énergétiques de (Py). De plus, par le Lemme on sais que

u<u <. < U < Ugp

L’idée maintenant est de trouver une sur solution @ tel que @ > uy. Pour cela, on doit
traiter avec le cas sous critique et le cas sur critique séparément
1. Le cas sous critique et critique pour 1 <p <2 —1;
On cherche une sur solution de la forme w(z) = Alz|™ ou A > 0 et S un

parametre réel positif qui vérifie

N —2s
<
p 2
2N
Lorsque p < 2% — 1 avec 2} = N g5 Powr cette valeur de S on a :
—2s
pB < B+ 2s (3.4)
Blp+1) <N (3.5)

Par la condition (3.4]) et le choix de A et la transformée de Fourier de (—A)*w

F(N + 2s + 2a) )
(—A) w = F U= F(w)(€)) = 2" ——g ———F (€2 1%) = M| *w
=)
implique
(—A)*w — /\|mu|]25 > w? dans 2 (3.6)

Soit n := igfw > (0, pour u assez petit, on prend w = Bw avec B une constante tel
que 0 < B<1:

1
P—q _
77 2 ,LL Bl_q(l _ Bp) (37)
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Ce qui implique

wP > + pa?

Alors

u _ _
o 27 A

(—A)’m — A

Ainsi, nous avons obtenu une sur solution de (P, ,) pour 1 < p < 2% — 1. De plus,

d’apres (3.5)) nous avons également

€ LPHQ) et

- e L'(Q) (3.8)

Nous prouvons par induction que u, < @ pour tout k.
Le fait de choisir un parametre ¢ assez petit dans u := ty; donne uw > u = .

Supposons que le résultat est vrai a 'ordre k — 1 tel que
u<uj_ <u; <upour j < k—1p.pdans

Alors

s Ug—1 U _ —
(—A)°uy = /\W +up_ 4 pui_y < /\W +a + pat

et par définition de la sur solution @

(—A)T > A + TP +
|ZL‘|23

Donc

()= ) 2 ATt

+ (@ —up_y) + @ —uj_y) >0
En outre, puisque u;, € L>(9) il existe r > 0 tel que w > uy dans B,.(0) C .
Alinsi, on pose z = U — uy

z est continue dans Q \ B,(0) et satisfait

(=A)*z > 0dans Q\ B,(0),
z > 0sur B,(0)

z = Osur RV\ Q

Par conséquent, nous pouvons appliquer le principe du maximum fort pour
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conclure que z > 0 dans RY, et

u<yy < .. <u<...<u

Si on prend wuy comme fonction test dans le probleme (Py), alors d’apres (3.8)

s

(=) 2ug||p2ny = |ul| 11 (2

|$|2s

IN

2
= )\/ ukuk_ldx—i—/ ukuﬁ_ldquu/ upug_dx
Q Q Q

=2
)\/ u da:+/ﬁp“dx+u/ﬂq“d:c§c
Q |x|? Q Q

Par conséquent, a une sous suite, nous savons que u; — u, faiblement dans H{(12)

ou u, = lim wuy.
# k—o0

Par monotonie on peut passer a la limite dans le coté droite de la formulation

énergétique du probleme itéré (Py) et puisque u € H(§2) et p < 28 — 1, on conclu

que u, > 0 est une solution minimale de (P, ,).
2. Le cas sur critique 2! — 1 < p < p(\, s)

Dans ce cas on suit la méme idée comme dans [I§].

Si p < p(A,s) tel que p(A, s) est défini comme dans (3.3), il existe une fonction radiale

w(x) = A|x|z%i (avec A est une constante positive) satisfait

(—A)’w — /\| 1|UQ = w? dans RN
z|?s
L >2r—1>
orsque p > 27 N 25
w
w e Llpoc(RN) et |$‘28 € Llloc(RN)

Aussi on prend © = Cyu, C; > 0 (voir (3.7) ), on trouve

P + pud dans RY,

u > 0surRY\Q

De la méme maniere que dans le cas sous critique, on peut prouver :

0<u<wuy <..<wuy <u,keN
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ol uy, est une solution faible du probleme (Py),

Par la convergence monotone et on trouve que uy, converge dans L} (RY) vers une
solution faible strictement positive u,, (ur — u,) de (Py,) pour 2f —1 < p < p(A,s) .
Alors, pour u assez petit, nous avons construit une solution minimale dans les deux cas :
sous critique et sur critique, c-a-d que nous avons prouver que M > 0.

Et pour terminer la preuve, il faut vérifier que M < oo.

Considérons le probleme (P,) des valeurs propres avec potentiel de Hardy

et 1<p<2;—1:

(P <—A>S¢1—A|mlgs = Ai¢y dans RV,
2 =
¢ = 0surRY\ Q

Notons que lorsque A < Ay 4, ce probleme est bien défini, voir [[29], lemme 9].
Nous savons aussi que ¢; € HE(2), ¢1 > 0.

Supposons que u est une solution positive du probleme (Py ).

En prenant ¢; comme une fonction test dans ce probleme, nous obtenons que

aNs// (1 (= () (u(z) — uly ))dd _)\/¢

’QZ’ _ y’NJrQs

|£B|25

= / upgzﬁldx—i—,u/ ulordz
Q Q
Et en utilisant aussi u comme une fonction test dans (FP) on aura
/ (uP 4+ pu?)prdr = /\1/ prudx (3.10)
Q Q

Si nous prenons 28 —1 < p < p(\, s), et ¢ > 0 la solution de (P;) comme une fonction

test du probleme (P, ,), alors

u
_A) :/ Yoyd >/ P4l 11
/Q( Juprde = | ( B +put)prde 2 | (uF + pul)prdo (3.11)

De plus, puisque ¢ est une solution d’énergie bornée elle appartient a C*(2) N C%+5(Q)
([26] propl.1), et elle vérifie le probleme ((3.2)).
Ainsi, d’apres (3.11)) on trouve

)\1/ng01da: > /Q(up—l—,uuq)gpldx (3.12)
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comme il existe des constantes structurelles positives ¢y, ¢ telles que
tP + pt? > cou't, pour tout t >0

)\1/Qu<p1d1: > /Q(up—l—,uuq)goldx > co,ucl/ﬂugoldx (3.13)

on obtient de (3.10]), (3.12)) et (3.13)) que cou™ < Ag.

Alors, nécessairement . est bornée et M < oo pour tout 1 < p < p(], s). O

Proposition 3.2. Pour tout 0 < pn < M, le probléme (Py,) admet au moins une
solution positive. En effet, la suite des solutions minimales u, est croissante par rapport
a .

Si pp = M le probleme (Py,) admet au moins une solution faible.

Démonstration. Puisque M > 0, on peut trouver une solution pour une valeur de p
aussi proche que 'on veut a M.

On note cette valeur par 71 et par uy la solution minimale associée.

Montrons que u, < ug pour tout u < fi, en effet si p < 71 alors uy est une sur-solution
pour le probleme (P, ,).

On peut procéder comme dans la preuve de la proposition [3.1) pour ¢ > 0 assez petit
tp1 < ug, alors d’aprés le lemme le probleme admet une solution v tel que

tpr < v < ug.

Or u,, est la solution minimale du probleme (P, ,), donc d’apres le principe du
maximum on aura u, < ug pour i < fi, donc la famille w, est croissante.

Nous concluons qu'il existe une solution u, pour tout p € (0,7), ainsi pour tout

pe (0,M).

Pour le cas p = M , 'idée, comme dans [[I8] , Proposition 2.1], consiste a passer a la
limite lorsque p, — M dans la suite u,, = w,,, ou u,, est la solution minimale de (P )
avec (L = [i,. Notons que u, < u,y1 pour tout n € N. Considérons la solution ¢; du

probleme (P;) comme une fonction test dans (P ). Donc

)\1/ Upprdr = )\/ Un golda:—i-/ uflgoldx—l—,un/ uldx (3.14)
Q o |x|? Q Q

En Appliquant 'inégalité de Young,

C
)\1/ Upprdr < A\ (z—:/ ubordr + (?) / 901>dx, e >0, (3.15)
Q Q e— Ja

p—1
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remplagons cette derniére dans ([3.14) on obtient

. C(p)A
Aéuﬁlm+ﬂ—wM)LMMerAu%mm§ u?14¢ﬂxgc (3.16)

|$ gr-1

et par le lemme de Hopf (voir [[26], lemme 3.2]), il existe C' > 0 tel que ¢y > C6*(x), ou
d(z) == dist(z,00) , pour cela et d’apres on peut conclure

A/%wm+/ﬁwm+M/%wmgc (3.17)
Q |z|* Q

ou C est une constante indépendante de n et w(z) := dist(z,9Q),x € Q.

Soit maintenant ¢; la solution du probleme linéaire

(—A)’¢; = 1 dans Q,
g = 0dansRY\ Q

En utilisant ¢; comme une fonction test de P, ,, avec [[26] , proposition 1.1] et (3.17)), on

obtient que

/undaz = )\/ ungldan/ uﬁgld:c—l—un/ ulc dx (3.18)
Q Q |x|? Q Q
< C()\/ u”wld:c—l—/ uﬁwdxjtun/ ulwdr) (3.19)
Q |z|* Q Q
< C (3.20)

avec C' > 0 indépendant de n. Par conséquent, en utilisant la monotonie, nous pouvons
affirmer que u,, converge vers une limite uy; € L'(2) quand n — oo. De plus, par la
borne uniforme de (3.17) nous pouvons passer a la limite pour conclure que uy; est une

solution faible de (Pyy).

Remarque 3.5. Les résultats obtenus dans cette section peuvent étre facilement
traduits pour le cas ¢ = 0, c’est-a-dire st [’on considére une fonction f avec des

conditions de croissance appropriées au lieu du terme concave uf.
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3.3 Le cas sur critique : ’existence d’au moins de

deux solutions non triviales

Dans cette section on considere 1 < p < 2% — 1, comme (P, ) est un probleme
variationnel , nous prouverons l’existence d’au moins de deux solutions positives. Nous
allons utiliser la minimisation pour trouver la premiere solution, et le Lemme du Col
(Mountain Pass Theorem). pour garantir 1'existence de la seconde.

Pour utiliser ce dernier résultat, nous avons besoin de vérifier certaines conditions

concernant la géométrie du col et la compacité de la fonctionnelle d’énergie.

Proposition 3.3. Ils existent a > 0 et § > 0 tels que on a :
(i) J(u) > B > J(0), pour tout u € H§(Q) avec ||ulms) = o et p assez petit.

(ii) 1l existe u; € HG(2) positive tel que ||ui|lms) > a et J(ur) < 3

Démonstration. (i) Lorsque ¢+ 1 <p+1<2*et A <Ayg ona

aNs lu(zx (y)]? A oud
J(u / dxdy — —* dx
() y|N+23 9 o [z]2s
1 7
= P+1d I q+1d
p—|—1/9u+ S

par I'inégalité de Sobolev
/ e < eoflullilg,
Q

idem

q+1
HE(Q)

/ uldr < col|ul
Q

et par I'inégalité de Hardy (2.19)

/ |x|28dx < erllulld e

ce qui implique que

p+1

J(u) > erl|ul ; H3(Q) —

HE(Q) — cal|ul

g+1
H§ ()

avec ¢;,1 = 1,3 sont des constantes positives.

Alors si on choisis p assez petit |, il existe a > 0 tel que § = g(a) > 0 avec

a = ||U||H5(Q)
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et

g(a) = c;a? — ;a0 — pcgatt!

ce qui implique J(u) > B pour u € Hg(S2) avec a = ||ul| gz ().

(ii) Fixons ug € H{(S2) positive tel que [[ug||ms) = 1 et prenons ¢ > 0. Lorsque p > 1
on a :

tlgélo J(tug) = —oo.

De plus, il existe ty assez grand, tel que u; = tyug, ce qui implique que

uillmg@) > a et J(ur) < B.

Finalement, montrons que la fonctionnelle d’énergie satisfait la condition de

Palais-Smale, pour cela nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.4. La condition de Palais-Smale Soient u,, une suite dans H§(Q2) ,
et c € RN | on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau c), si toute suite
U, vérifiant

J(u,) — c et J'(u,) — 0 dans H () (3.21)

admet une sous suite u,, convergente vers u € H(S2), avec

lim ||u, — ul

Py @) =0

Démonstration. Par (3.21)) implique

L(J’(un), Un) = c+o(1)

J(u,) —
<u) p+1

Ainsi, puisque p+ 1 > 2 > ¢+ 1, et par le théoreme de Sobolev et I'inégalité de Hardy

on obtient
ans, 1 1 5 1 1 (un)?
1 = 2 e n s _>\ -~ / +d
1 1
. - Q+1d
M p+1)/g(“")+ v
= Ol||un|%{g(ﬂ)_c2||un|(%l(§2)

%%Q) < C, en appliquant la

avec C et Cy sont des constantes positives donc ||u,|

proposition précédente (3.21)), nous concluons la convergence forte dans ’espace H((2)
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ie il existe u € H(2) tel que la sous suite u,, converge vers u dans

H;(2) 5]Jup — ull 30 — 0 quand n — oo. 0

Proposition 3.5. Soient u,, une suite uniforme bornée dans HS(Y) tel que J'(u,) — 0
dans H=*(Q2) lorsque n — oo. Alors, il existe u € Hg(Q2) tel que |[un, — ul|gs@) — 0

quand n — oo
Démonstration. voir [24]. O
Maintenant, on peut énoncer le théoreme d’existence suivant

Théoreme 3.1. Il existe py > 0 tel que st 0 < p < pg , le probléme (Py ;) admet au

moins deux solutions d’énergie positives.

Démonstration. on construit la premiere solution par minimisation, comme dans la
proposition (3.3)) : il existe a > 0 tel que j(u) > 8 pour tout u € Hj(§2) avec

u||gs ) = . Ainsi, on peut choisir
[l 52

ap = { i%a tJ(u) > 0 pour tout u € Hi(S2) avec ||ullmy) = o}
(¢S

On sait que a7 > 0, car au voisinage de l'origine la fonctionnelle d’énergie est négative.
Maintenant, on choisis «y < ay assez proche pour que J(u) ne soit pas décroissante en u
avec o S ||uHH§(Q) S Q.

Puis, on définit la fonction 7 comme suit

1 s t < aq,
7(t) ==
0 s t Z (0%)]
on considere la fonctionnelle tronquée
2
. OnNs 2 A Uy T(HUHHS(Q)) / pil
Jou) : = 1 ||U||Hg(9) “ 9 /g 225 L= ot 1 o Ut dx
_ 1% u(_]"_+1dx
p+1Ja

Par définition,

et
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2
A u

© 2 Ja |z?s

AN, s
Jo(u) = 1 ||u||%1§(§2)

Notons que d’apres le théoreme de Sobolev (1.3) et I'inégalité de Hardy ([2.19)), la

fonctionnelle J; est coercive car 2 > ¢ + 1.

dx — qi ! /Qu‘fldx , pour |[ullgs ) > az

Puisque H{(2) est un espace de Hilbert, alors la semi continuité de .J, est donnée donc
on peut affirmer I'existence d’un minimum de Jy avec une énergie négative. Ainsi, pour
@ assez petit on a trouvé la premiere solution de (P ).

Pour la deuxieme solution, comme nous I'avons prouvé, pour p assez petit la
fonctionnelle J satisfait la géométrie du théoreme de col et la condition de

Palais-Smale. Alors si on consideére

x = {7y € C%[0,1], H5(€)) : 7(0) = 0,7(1) = us}

ou uy est déja défini dans la proposition (3.3) et

foi= inf sup J(1(1))

Aex tef0,1]

Le lemme du col assure l'existence de la solution u € H§(€2) qui vérifie
J(U)25025>O,

avec (3 est donnée dans la proposition [3.3] Notons que cette solution et la solution
obtenue auparavant sont différentes car la premiere avait une énergie négative. Par

conséquent, pour p assez petit le probleme (P, ,) admet au moins deux solutions. O

Maintenant on veut voir que le probleme (P, ,) admet deux solutions pour chaque
p € (0, M). Le but de cette section est la généralisation du résultat de S.Alama (voir [])
pour vérifier que la solution obtenue dans la proposition [3.2| est un minimum local, ce

qui nous permettra d’appliquer le lemme du col de la montagne.

Proposition 3.6. soit p € (1,25 —1).Alors pour 0 < p < M, ou M est défini dans
(3.1), le probléme (Py,) admet au moins deuz solutions.

Démonstration. voir larticle [24]. O
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3.4 Non existence pour p > p(}, s)

Pour terminer ce chapitre, il reste a étudier l'intervalle complémentaire des puissances,
c’est-a-dire p > p(A, s). Comme nous 'avons avancé dans les sections précédentes, nous
voulons voir que p(A, s) est un seuil réel, c’est-a-dire qu’au-dessus de cette valeur de p, il

est impossible de trouver une solution de (P ).

Théoréme 3.1. Soit 0 < A < Ay,. Sip > p(A,s), Alors le probléme (Py,) n'a pas de

sur-solution faible positive.

Démonstration. Pour la preuve voir [24]. O

De plus, nous verrons ici que cette non-existence peut étre comprise au sens le plus fort.

En particulier, énoncons la définition suivante

Définition 3.2. Soit u,, la solution du probléme

(=A)°u, = Aan(x)T,(uy) + gn(un) + pfn(uy) dans Q,

() = N
u, = 0 sur RV\Q

ot a, (), gn(uy,) et fu(u,) sont des suites croissantes de fonction bornées qui convergent

ponctuellement vers |x| 2%, u? et u? respectivement. Et T, est défini par

x si|x| < n,
T, (x) = x .
n— silx| >n

]

On dit qu’ il y’a une explosion compléte dans le probléme (Py ) st
un () = 400 pour tout x € 2

Ainsi, le résultat principale de cette section sera le suivant

Théoréme 3.2. Supposons que 0 < XA < Ay . Soit p > p(A,s) et > 0. Alors, il existe

une explosion compléte du probléme (P ).

Avant de prouver ce résultat, nous avons besoins du lemme suivant qui est une

généralisation de [[I1], Lemme 3.2].

Lemme 3.8. Soit F(z,u) > 0 dans L>®(Q2), et soit u une solution de :

(—=A)u = F(x,u) dans €,

(Pr) =
u = 0sur RV\Q
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Alors

u(z)
5(z) > C'/QF(x,u)dx, x €}

ot 0°(x) = dist(x,00) et C est une constante qui dépend de Q.

Pour la démonstration du lemme consultez [24]

Démonstration. (Théoréme (3.2))
Raisonnons par contradiction. On considere wu,, > 0 la solution minimale au probleme

tronqué (P,) ou

1

W) » gn(u) = T (ul}) et fo(u) =To(ul)

an(z) = Ty(

avec T), est défini dans (3.2). Notons que, nous pouvons affirmer que cette solution

minimale existe car lorsque :

A (2) T (n) + Gn(Un) + pfoun) < C,

on peut considérer, pour ¢ > 0, uw = C,,&; et u := cp; une sur-solution et sous-solution
de (P,) respectivement, tel que 7 est la premiere fonction propre strictement positive

du Laplacien fractionnaire défini dans (3.2)) et & est la solution du probleme

(—A)*¢; = 1 dans Q,

P) =
o) & = Osur RV\Q

supposons que
/Q()\n(x)Tn(un) + gn(un) + pfn(un))d®(x)de < C < oco,n € N (3.22)

avec (' est indépendant de n. En utilisant £&; comme une fonction teste du probléeme

(P,). Nous obtenons

/Qunda: = /RN un(—A)’&dr = )\/Qan(a:)Tn(un) + /an(un)d:c + ,u/Q fnl(uy)dz < C.

Par conséquent, jusqu’a une sous suite u, converge dans L({2) vers une limite
non-négative u.
u

|25
De plus, par le théoreme de Convergence Monotone on peut passer a la limite dans (P,)

+ uP + u? dans €.

Ainsi, depuis Aa, (2) T, (un) + gn(un) + 1 fn(u,) augmente a
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et par (3.22)) , nous concluons que u est une solution faible non-négative du probleme

(P (—A)*u — )\| 72 = uP + pu? dans €,
P,) = |
v = Osur RV\Q

Alors, nous obtenons une contradiction avec le Théoreme |3.1], et donc

lim [ (Au(@)T0(un) + gnlun) + pfn(u,))o®(z)de = oo

n—-+oo JO

en effet, par application du Lemme [3.8, on conclut. O
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Résumé:

Dans ce travail, on s'intéresse a |I'étude d'un probléme elliptique concave-convexe
ou le potentiel de Hardy interfére avec I'opérateur laplacien fractionnaire. Le but
principal de ce travail est de généraliser les résultats connus pour le cas local au

cadre non local.

Mots clés: Probleme elliptique fractionnaire, opérateur non local, potentiel de

Hardy, existence de solution, solution énergétique, p-laplacien fractionnaire.
Abstract:

In this work, we are interested in the study of a concave-convex elliptic problem
where the Hardy potential interferes with the fractional Laplacian operator. Our
main purpose in this work is to generalize the known results for the local case to

the non-local case.

Key words: fractionnal elliptic problem, nonlocal operator, Hardy potential,

existence of solution, energy solution, fractional p-laplacien.
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