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Introduction

L�objet de cette thèse est d�étudier certaines classes d�équations dynamiques et systèmes dy-

namiques avec conditions aux limites non locales dans les échelles de temps.

La théorie des échelles de temps a été intoduite par Stephan Hilger en 1987. Cette théorie

permet d�uni�er l�analyse continue et l�analyse discrète. Les trois exemples les plus populaires

de calcul sur des échelles de temps sont le calcul di¤érentiel, le calcul de di¤érence et le cal-

cul quantique. Les équations dynamiques dans des échelles de temps ont un nombre énorme

d�applications telles que la physique, l�économie, biologie et la dynamique des populations.

Exemple 1, (voir [47]) il peut modéliser une population d�insectes continue pendant la saison,

mourir en hiver, par exemple, alors que leurs �ufs sont en incubation ou en dormance, puis

éclore à une nouvelle saison donnant lieu à une nouvel population. Dans cette exemple l�échelle

de temps est donnée par

P1;1 =
1
[
k=0

[2k; 2k + 1]

et

�(t) =

8><>:
0 pour t 2

1
[
k=0

[2k; 2k + 1]

1 pour t 2
1
[
k=0

f2k + 1g

Exemple 2 (voir [48])

Considérons un circuit électrique simple avec une résistance R, une inductance L et une
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capacité C.

Supposons que nous déchargions le condensateur périodiquement à chaque unité de temps et

supposons que le déchargement prend � > 0 une unité de temps. Alors, cette simulation peut

être modélisée en utilisant l�échelle de temps

P1;1 = [
k2N0

[k; k + 1� �]

Si Q(t) est la charge totale du condensateur au temps t et I(t) est le courant en fonction du

temps t, alors on a

Q�(t)

8><>:
bQ(t) si t 2 [

k2N
[k � �] ,

I(a) si t =2 [
k2N

[k; k + 1� �] ,

I�(t)

8><>:
0 si t 2 [

k2N0
[k � �] ,

� 1
LCQ(t)�

R
L I(t) si t =2 [

k2N0
[k � �] ,

où b est une constante satisfaisant �1 < b� < 0.

Les équations dynamiques dans les échelles de temps on été étudiées par plusieurs auteurs

en utilisant le théorème du point �xe de Leray-Schauder, la méthode des sous et sur solutions,

la théorie du degré de Mawhin et les théorèmes des points �xes dans les cônes (voir [3], [10],

[12], [20], [28], [36] et [39]).

Il est bien connu que la méthode de sous et sur solutions couplée avec la technique itérative

dans les échelles de temps a été utilisée par plusieurs auteurs pour montrer l�existence des
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solutions pour des problèmes aux limites non linéaires (voir [9, Chapitre 6], [31], [32, Chapitre

4], [35], [41] et [43] ).

Cette thèse est divisée en six chapitres.

Dans le premier chapitre on introduit quelques dé�nitions et notations concernant la théorie

des échelles de temps.

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude de l�existence des solutions pour certaines classes

d�équations dynamiques avec conditions initiales non locales de type8<: u� (t) = f(t; u), t 2 [a; b]T,

u(a) =
R �(b)
a g(s)u (s)�s,

(1)

où [a; b]T est un intervalle dans une échelle de temp T, f : [a; b]T � R ! R g : [a; �(b)]T ! R

sont deux fonctions continues et a et b sont deux réels. Les résultat de ce chapitre généralisent

ceux qui ont été obtenu dans [13, Chapitre 1] et [14].

Le troisieme chapitre est consacré à l�étude de l�existence des solutions pour certaines classes

d�équations dynamiques quasilinéaires avec conditions initiales non locales de type8<: 'p(u
� (t)) = f(t; u�), t 2 [a; b]T,

u(a) =
R �(b)
a g(s)u (s)�s,

(2)

où 'p(y) = jyjp�2 y; y 2 R; p > 1, [a; b]T est un intervalle d�une échelle de temps T,

f : [a; b]T � R ! R est une fonction continue, g : [a; �(b)]T ! R est une fonction continue et a

et b sont deux nombres réels.

Le quatrième chapitre est consacré à l�étude de l�existence des solutions pour le systèmes

d�équations dynamiques avec conditions initiales non locales suivant.

8>>>>>><>>>>>>:

u� (t) = f(t; u; v), t 2 [a; b]T,

v� (t) = g(t; u; v), t 2 [a; b]T
u(a) =

R b
a g1(s)u (s)�s,

v(a) =
R b
a g2(s)v (s)�s,

(3)

où [a; b]T est un intervalle d�une échelle de temps T, f; g : [a; b]T � R � R ! R deux fonctions
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continues, g1; g2 : [a; b]T ! R deux fonctions continues et a et b sont deux nombres réels. Les

résultat de ce chapitre généralisent ceux qui ont été obtenu dans [13, Chapitre 2] et [15].

Le cinquième chapitre est consacré à l�étude de l�existence des solutions pour le problème

suivant 8>>><>>>:
�u�� (t) = f(t; u), t 2 [a; b]T,

u(a)� a0u� (a) =
R �2(b)
a g1(s)u (s)�s,

u(�2(b)) + a1u
� (�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)u (s)�s,

(4)

où [a; b]T est un intervalle d�une échelle de temps T, f : [a; b]T�R! R est une fonction continue,

g1; g2 :
�
a; �2(b)

�
T ! R sont deux fonctions continues et a0; a1; a et b sont des nombres réels.

Les résultat de ce chapitre généralisent ceux qui ont été obtenu dans [13, Chapitre 3].

Le sixième chapitre est consacré a l�étude de l�existence des solutions pour le problème

suivant 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

u�
(4)
(t) = f(t; u; u��), t 2 [a; b]T,

u(a)� a1u� (a) =
R �4(b)
a h1(s)u (s)�s,

u(�4(b)) + a2u
�
�
�3(b)

�
=
R �4(b)
a h2(s)u (s)�s,

u��(a)� a3u�
(3)
(a) =

R �2(b)
a h3(s)u

�� (s)�s,

u��(�2(b)) + a4u
�(3) (�(b)) =

R �2(b)
a h4(s)u

�� (s)�s,

(5)

où [a; b]T est un intervalle d�une échelle de temps T, f : [a; b]T � R � R ! R est une fonction

continue, h1; h2 :
�
a; �4(b)

�
T ! R+, h3; h4 :

�
a; �2(b)

�
T ! R� des fonctions continues et a1; a2;

a3; a4, a et b sont des nombres réels. Les résultat de ce chapitre généralisent ceux qui ont été

obtenu dans [37, Chapitre 1].

6



Chapitre 1

Résultats préliminaires sur les

échelles de temps

Dans ce chapitre on donne quelques dé�nitions et résultats concernant les échelles de temps

Les réultats de ce chapitre se trouvent dans [6, 7, 8] et [29].

1.1 Les échelles de temps

Dé�nition 1.1 Une échelle de temps est une partie non vide fermé de R:

Exemple 1.1 Les ensembles suivants sont des échelles de temps: R;Z;N; [0; 1][[2; 3] ; [0; 1][N:

On note une échelle de temps par le symbole T.

1.2 L�opérateur de saut

Dé�nition 1.2 On dé�nit l�intervalle [a; b]T dans T par

[a; b]T := ft 2 T: a � t � bg , avec a; b 2 T:

Dé�nition 1.3 Soit T une echelle de temps. Pour t 2 T, on de�nit l�operateur de saut

supèrieur � : T! T par

�(t) := inf fs > t : s 2 Tg ,
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et l�opérateur de saut inférieur � : T! T par

�(t) := sup fs > t : s 2 Tg :

Remarque 1.1 Dans ces dé�nitions, on pose inf ; = supT, c�est à dire �(t) = t si T admet

un maximum t.

On pose sup ; = inf T, c�est à dire �(t) = t si T admet un minimum t, avec ; désigne l�ensemble

vide.

1.3 La classi�cation des points dans une échelles de temps T

Dé�nition 1.4 Un point t de T est dit dispersé à droite si �(t) > t; et on dit que le point t est

dispersé à gauche si �(t) < t.

Dé�nition 1.5 Un point t de T est dit isolé si il est à la fois dispersé à droite et à gauche.

Dé�nition 1.6 Un point t de T est dit dense à droite si t < supT et �(t) = t:

Dé�nition 1.7 Un point t de T est dit dense à gauche si t > inf T et �(t) = t:

Dé�nition 1.8 Un point t de T est dit dense si il est à la fois dense à droite et à gauche.

Dé�nition 1.9 La fonction de granulation � est dé�nie par

� : T 7�! [0;1)

t 7�! �(t) := �(t)� t:

Dé�nition 1.10 L�ensemble T� est dé�nit par

T� =

8<: Tn(�(supT), supT], si supT <1,

T, si supT =1.
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Dé�nition 1.11 On dé�nit la fonction f� par

f� : T ! R;

t 7! f�(t) = f(�(t)):

1.4 Delta di¤érentiabilité

Dé�nition 1.12 On dit que g admet une delta dérivée en un point t 2 T� et on la note g�(t)

si pour chaque " > 0, il existe un voisinage U de t telque

��(g(�(t))� g(s))� g�(t)(�(t)� s)�� � "(�(t)� s), 8s 2 U:

Dé�nition 1 On nome g�(t) la delta derivée de g(t) au point t et on dit que g est delta-

di¤érentiable au point t.

Dé�nition 1.13 Une fonction g : T 7�! R est dite rd-continue si elle est continue en tout

point dense à droite dans T.

Théorème 1.1 (voir [29],[8] et [9]).

Soit T une echelle de temps et g : T 7�! R une fonction tel que t 2 T, alors on a les propriétes

suivantes:

(i) Si g est delta-di¤érentiable au point t, alors g est continue en t.

(ii) Si g est continue au point t; et t est dispersé à droite alors g est delta-di¤érentiable au point

t avec

g�(t) =
g�(t)� g(t)

�(t)
,

ou g� = g � �.

(iii) Si t est dense à droite , alors g est delta-di¤érentiable en t si et seulement si lims!t
g(t)�g(s)
t�s

existe et �nie.

Dans ce cas g�(t) = lims!t
g(t)�g(s)
t�s :

(iv) Si g est delta-di¤érentiable au point t, alors

g�(t) = g(t) + �(t)g�(t).
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Théorème 1.2 [8] Soient f; g : T �! R deux fonctions delta-di¤érentiables en t 2 T �, alors

on a

(i) f + g est delta-di¤érentiable en t et on a

(f + g)�(t) = f�(t) + g�(t):

(ii) Pour tout � 2 R, �f est delta-di¤érentiable en t et on a

(�f)�(t) = �f�(t):

(iii) Si fg est delta-di¤érentiable en t alors on a

(fg)�(t) = f�(t)g(t) + f(�(t))g�(t)

= f(t)g�(t) + f�(t)g(�(t)):

(iv) Si f(t)f(�(t)) 6= 0; alors 1
f est delta-di¤érentiable en t et on a

�
1

f

��
(t) = � f�(t)

f(t)f(�(t))
:

(v) Si g(t)g(�(t)) 6= 0; alors f
g
est delta-di¤érentiable en t et on a

�
f

g

��
(t) =

f�(t)g(t)� f(t)g�(t)
g(t)g(�(t))

:

Dé�nition 1.14 Pour une fonction f : T �! R la ��dérivée seconde f�(2) existe si f� est

��di¤érentiable sur T�2 = (T�)�; où f�(2)(t) = (f�)�(t):

Dune manière similaire, on peut dé�nir inductivement les ��dérivées d�ordre suppèerieur f�(n) :

Pour la suite, on notera Ckrd(T;R); l�ensemble des foncctions k fois ��di¤érentiable sur T�
k

telles que f�
(k)
est rd-continue sur T.

Pout T compact, cet espace est muni de la norme

kxkCkrd(T;R) = max
n
kxk0 ;

x�
0
; :::;

x�(k)
0

o
et
x�(i)

0
= sup
t2T(i)

kx(t)k .
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On note �2(t) = �(�(t)) et �2(t) = �(�(t)) et par conséquent on dé�nit �n(t) et �n(t) pour

n 2 N par la même façon.

Par convention on pose �0(t) = �0(t) = t; f�(0) = f et : T�0 = T:

Théorème 1.3 [9] (Théorème de la moyenne) Soit g une fonction continue et delta-di¤érentiable

dans [a; b]T. Alors il existes �, � 2 [a; b)T tel que

g�(�) � g (b)� g (a)
b� a � g�(�):

Dé�nition 1.15 Soient T une échelle de temps et h : [a; b]T 7�! R une fonction. La fonction.

H : T� 7�! R est appelée primitive de h si H�(t) = h(t) pour tout t 2 T�.

Dans ce cas on dé�nit l�integrale de h par

t2Z
t1

h(s)�s = H(t2)�H(t1); pour tout t1; t2 2 T:

Dé�nition 1.16 Soit T une échelle de temps. La fonction h : T 7�! R est rd-continue si elle

est continue en tout point t de T dense à gauche et lim
s!t�

h(s) existe.

Remarque 1.2 Toute fonction continue est rd-continue.

Proposition 2 [9] Soit T une échelle de temps et g, h sont deux fonctions de T!R tel que

g�(t) = h(t), alors on a les propriétés suivantes:

(i) Si g est rd-continue, alors g a une primitive h : t!
tR
s
g(s)�s, s,t 2 T.

(ii) Si g est rd-continue, alors

���� tR
s
g(s)�s

���� � tR
s
jg(s)j�s:

Théorème 1.4 [19] Soit T une échelle de temps et supposons que :

(i) 8n 2 N; la fonction egn : [s; t]T ! R est rd-continue.

(ii) limn!+1 egn = g dans [s; t]T et g est rd-continue dans [s; t]T.

(iii) Il existe une fonction rd-continue eg tel que egn � jegj dans [s; t]T pour tout n 2 N,
Alors,

lim
n!+1

tZ
s

egn(�)�� = tZ
s

g(�)�� :
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1.5 La fonction exponentielle dans les echelles de temps

Dé�nition 1.17 Pour h > 0 on dé�nit l�ensemble de Hilger par

Ch =
�
z 2 C : z 6= �1

h

�
,

et pour h = 0, on pose

C0 = C:

Dé�nition 1.18 Pour h > 0 On dé�nit Zh par

Zh =
n
z 2 C : Im (z) � �

h

o
et pour h = 0, on pose

Z0 := C:

Dé�nition 1.19 Pour h � 0 on dé�nit la transformation cylindrique �h : Ch ! Zh par

�h (z) =

8<: 1
hLog (1 + zh) si h > 0,

z si h = 0;

où Log est la fonction logarithme principale.

Dé�nition 1.20 On dit que la fonction p : T! R est régréssive si

1 + � (t) p (t) 6= 0, pour tout t 2 T�.

Dé�nition 1.21 Soit p une fonction régressive, alors on dé�nt la fonction exponentielle par

ep (t; s) = exp

0@ tZ
s

��(�) (p (�))��

1A , pour tout s, t 2 T:
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L�expréssion de la fonction exponentielle dans quelques échelles de temps

T ep (t; t0)

R ep(t�t0)

Z (1 + p)t�t0

hZ (1 + ph)
t�t0
h

T t0
p(t) ep (t; t0)

R 0 1 et

Z 0 1 2t

hZ 0 1 (1 + h)
t
h

(1.1)

Dé�nition 1.22 (Fonctions trigonomitriques)

Si p 2 Crd et (�p2) : T!R, alors on de�nit les fonctions trigonomitriques cosp(t; t0) et

sinp(t; t0) par

cosp(t; t0) =
eip(t; t0) + e�ip(t; t0)

2
; et sinp(t; t0) =

eip(t; t0)� e�ip(t; t0)
2i

(1.2)

Notons que �p2 est regréssive si et seulement si (ip) et ( �ip) sont regréssives, et par suite les

fonctions cosp(t; t0) et sinp(t; t0) sont bien dé�nies.

Exemple 1.2 1) Pour T =R; p : T! R; t0 = 0

cosp(t; t0) = cos(pt); sinp(t; t0) = sin(pt)

2) Pour T = Z; p = 1; t0 = 0

cosp(t; t0) =
(1 + i)t + (1� i)t

2
; sinp(t; t0) =

(1 + i)t � (1� i)t
2i

(1.3)

Lemme 1.1 [9]

Soit p 2 Crd; et (�p2) : T!R, alors on a

cos�p (t; t0) = �p sinp(t; t0); sin�p (t; t0) = p cosp(t; t0) (1.4)

et

cos2p(t; t0) + sin
2
p(t; t0) = e�p2(t; t0)

Notons que pour p 2 R; la condition regréssive de �p2 est toujours satisfaite:
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Chapitre 2

Etude de l�existence des solutions

pour certaines classes d�équations

dynamiques avec conditions initiales

non locales.

2.1 Introduction

L�objet de ce chapitre est la construction des solutions de l�équation dynamique du premier

ordre suivante avec condition initiale non locale8<: u� (t) = f(t; u), t 2 [a; b]T,

u(a) =
R �(b)
a g(s)u (s)�s,

(2.1)

où [a; b]T est un intervalle dans une échelle de temp T, f : [a; b]T � R ! R g : [a; �(b)]T ! R

sont deux fonctions continues et a et b sont deux réels.

Plusieurs auteurs ont étudié les équations dynamiques dans les échelles de temps avec des

conditions aux limites non locales à l�aide du théorème de point �xe de Leray-Schauder, la

méthode des sous-sur solutions, (voir [2; 3; 4; 5] et [19; 20]).

Il est bien connu que la méthode des sous-sur solutions couplée avec la technique itérative
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dans les échelles de temps a été utilisée pour prouver l�existence des solutions pour les problèmes

aux limites non linéaires par plusieurs auteurs (voir par exemple [9, Chapitre 6], [31], [32,

Chapitre 4] et [41]).

Dans [14], les auteurs ont étudié le problème suivant

8<: x0(t) = f(t; x (t)); t 2 J = [0; T ] ;

x (0) =
R T
0 g(s)x(s)ds;

(2.2)

où f : J � R! R et g : J ! R sont deux fonctions continues et T > 0:

En utilisant la méthode des sous et sur solutions couplée avec la technique itérative les

auteurs ont montré l�existence d�au moins une solution pour le problème (2.2) quand la fonction

g change de signe.

Les résultats de ce chapitre généralisent ceux qui ont été obtenu dans [14] et se trouvent

dans [13].

Ce chapitre est divisé comme suit. Dans la première section, on donne quelques résultats

préliminaires. Dans la deuxième section, on énoce et on montre le résultat principal, et en�n,

dans la dernière section on donne un exemple d�application pour illustrer nos résultats.

2.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats préliminaires.

On considère le problème initial suivant8<: u�(t) +Mu(t) = h (t) , t 2 [a; b]T ,

u(a) = x0,
(2.3)

où : h : [a; b]T ! R est une fonction continue, M est un nombre réel positif, a et x0 sont deux

nombres réels.
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Lemme 2.1 ([8, Theorem 2.77 page 77]) Le problème de Cauchy (2.2) admet une unique

solution u donnée par

u (t) = e�M (t; a)x0 +

tZ
t0

e�M (t; � (�))h (�)�� , t 2 [a; �(b)]T :

Remarque 2.1 On pose par dé�nition

C1 ([a; �(b)]T) =

8<: g : T! R : g est continue dans [a; �(b)]T
et g� est continue dans [a; b]T

9=; ;

Lemme 2.2 Soit u 2 C1 ([a; �(b)]T ;R) véri�ant8<: u�(t) +Mu(t) � 0, t 2 [a; b]T ,

u(a) � 0;

alors u (t) � 0, pour tout t 2 [a; �(b)]T :

Preuve: La preuve est une conséquence immédiate du Lemme 2.1.

On Considère le problème suivant8<: u�(t) +Mu(t) = h (t) , t 2 [a; b]T ,

u(a) =
R c
a g(s)u(s)�s+

R �(b)
c g(s)u(s)�s,

où g : [a; �(b)]T ! R est une fonction continue telle que

g (t) � 0, t 2 [a; c]T et g (t) � 0, t 2 [c; � (b)]T ,

avec a < c < b et c 2 [a; b]T :

On a le résultat suivant

Lemme 2.3 Soit u 2 C1 ([a; �(b)]T ;R) qui véri�e8<: u�(t) +Mu(t) � 0, t 2 [a; b]T ,

u(a) �
R c
a g(s)u(s)�s+

R �(b)
c g(s)u(s)�s,

(2.4)
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et

�
Z c

a
e�M (s; a) g(s)�s+

Z �(b)

c
e�M (s; a) g(s)�s < 1; (2.5)

alors u (t) � 0, pour tout t 2 [a; � (b)]T :

Preuve: Soit t 2 [a; � (b)]T, on a

u (t) � e�M (t; a)u(a): (2.6)

Alors d�aprés la second inégalité dans (2.3), on a

u(a) � �u (a)
Z c

a
e�M (s; a) g(s)�s+ u (a)

Z �(b)

c
e�M (s; a) g(s)�s:

C�est à dire,

u(a)

 
1 +

Z c

a
e�M (s; a) g(s)�s�

Z �(b)

c
e�M (s; a) g(s)�s

!
� 0:

En utilisant (2.4), on obtient

u(a) � 0;

et par conséquant, d�aprés (2.5), il résulte que

u(t) � 0, pour tout t 2 [a; � (b)]T :
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2.3 Résultat principal

Dans cette section, on donne quelques dé�nitions, on énonce et on montre nos résultats.

Dé�nition 2.1 On dit que (u; u) est une paire de sous-sur solutions de (2.1) si

(i) (u; u) 2 (C1 ([a; � (b)]T ;R))2.

(ii)

8>>>>>><>>>>>>:

u�(t) � f(t; u (t)); t 2 [a; b]T ;

u�(t) � f(t; u (t)); t 2 [a; b]T ,

u(a) �
R c
a g(s)u(s)�s+

R �(b)
c g(s)u(s)�s;

u(a) �
R c
a g(s)u(s)�s+

R �(b)
c g(s)u(s)�s:

Dé�nition 2.2 La paire de fonctions (u�; u�) est dite quasi-solutions de (2.1) si

(i) (u�; u�) 2 (C1 ([a; �(b)]T ;R))2.

(ii)

8>>>>>><>>>>>>:

u�� (t) = f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ;

u��(t) = f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ;

u�(0) =
R c
a g(s)u

�(s)�s+
R �(b)
c g(s)u�(s)�s;

u�(0) =
R c
a g(s)u�(s)�s+

R �(b)
c g(s)u�(s)�s:

Dans cette section, on impose sur la fonction f la condition suivante.

(H1) Il existe une constante M > 0 telle que

x 7�! f(t; x) +Mx est croissante si u � x � u:

On a le résultat suivant

Théorème 2.1 Soit (u; u) une paire de sous-sur solutions de (2.1) telle que u � u dans

[a; � (b)]T et supposon que l�hypothèse (H1) est satisfaite Alors le probleme (2.1) admet une

paire de quasi-solutions (u�; u�) telle que

u � u� � u� � u dans [a; � (b)]T :

Preuve: On pose u0 = u, u1 = u; et on dé�nt la suite (un)n�0 par:8<:u�n+2 (t) +Mun+2 (t) = f(t; un (t)) +Mun (t) , t 2 [a; b]T ;

un+2(a) =
R c
a g(s)un+1(s)�s+

R �(b)
c g(s)un(s)�s:

(2.7)
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Etape 1: Pour tout n 2 N, on a

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T .

Soit

w0 (t) := u2 (t)� u0 (t) , t 2 [a; � (b)]T :

D�aprés (2.6) et en utilisant la Dé�nition 2.1, on a

8<:w�0 (t) +Mw0 (t) � 0, t 2 [a; b]T ;

w0 (a) � 0;

Alors par le Lemme 2.2, on a

w0 (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T :

C�est à dire

u0 � u2 dans [a; � (b)]T : (2.8)

D�une façon similaire on montre que

u3 � u1 dans [a; � (b)]T : (2.9)

Posons par dé�nition

w1 (t) = u2 (t)� u1 (t) , t 2 [a; � (b)]T :

D�aprés (2.6), on a

8>>><>>>:
w�1 (t) +Mw1 (t)

� f(t; u0 (t)) +Mu0 (t)� f(t; u1 (t))�Mu1 (t) ; t 2 [a; b]T ;

w1(0) �
R c
a g(s) (u1 (s)� u0 (s))�s+

R �(b)
c g(s) (u0 (s)� u1 (s))�s;
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Puisque u0 = u � u = u1 dans [a; � (b)]T et en utilisant l�hypothèse (H1), on a8<:w�1 (t) +Mw1 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

w1(a) � 0;

Alors d�aprés le Lemme 2.2, on a

w1 (t) � 0, pour tout t 2 [a; � (b)]T :

et par suite

u2 � u1 dans [a; � (b)]T : (2.10)

Maintenant on va prouver que

u2 � u3 dans [a; � (b)]T :

pour ce faire posons par dé�nition

w3 (t) = u2 (t)� u3 (t) , t 2 [a; � (b)]T :

D�aprés (2.6), on a

8>>><>>>:
w�3 (t) +Mw3 (t)

= f(t; u0 (t)) +Mu0 (t)� f(t; u1 (t))�Mu1 (t) ; t 2 [a; b]T ;

w3(0) =
R c
a g(s) (u1 (s)� u2 (s))�s+

R �(b)
c g(s) (u0 (s)� u1 (s))�s;

Puisque u0 � u2 � u1 dans [a; � (b)]T et en utilisant l�hypothèse (H1), on a8<:w�3 (t) +Mw3 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

w3(a) � 0;

Alors d�aprés le Lemme 2.2, on a

w3 (t) � 0, pour tout t 2 [a; � (b)]T :
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C�est à dire

u2 � u3 dans [a; � (b)]T : (2.11)

En conclusion d�aprés (2.7), (2.8), (2.9) et (2.10), on a

u0 � u2 � u3 � u1 dans [a; � (b)]T :

Supposons pour n �xé on a,

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T ,

et montrons que

u2n+2 � u2n+4 � u2n+5 � u2n+3 dans [a; � (b)]T :

On pose par dé�nition

wn+1 (t) := u2n+4 (t)� u2n+2 (t) , t 2 [a; � (b)]T ,

D�aprés (2.6), on a

8>>><>>>:
w�n+1 (t) +Mwn+1 (t)

= f(t; u2n+2 (t)) +M (u2n+2 (t)� u2n (t))� f(t; u2n (t)); t 2 [a; b]T ;

wn+1(a) =
R c
a g(s) (u2n+3(s)� u2n+1(s))�s+

R �(b)
c g(s) (u2n+2(s)� u2n(s))�s;

D�aprés l�hypothèse de récurrence, on a u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T et d�aprés

l�hypothèse (H1), on a

8<:w�n+1 (t) +Mwn+1 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

wn+1(a) � 0:

Alors par le Lemme 2.2, on a

wn+1 (t) � 0, pour tout t 2 [a; � (b)]T :
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C�est à dire

u2n+2 � u2n+4 dans [a; � (b)]T : (2.12)

D�une façon similaire on montre que

u2n+5 � u2n+3 dans [a; � (b)]T ; (2.13)

u2n+4 � u2n+3 dans [a; � (b)]T , (2.14)

et

u2n+4 � u2n+5 dans [a; � (b)]T : (2.15)

D�aprés (2.11), (2.12), (2.13) et (2.14), on a

u2n+2 � u2n+4 � u2n+5 � u2n+3 dans [a; � (b)]T ;

et par conséquent pour tout n 2 N, on a

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T :

La preuve de l�étape 1 est terminée.

Etape 2: Les suites de fonctions (u2n)n2N et (u2n+1)n2N convergent vers une quasi-solution de

(2.1).

D�aprés L�étape 1, les suites de fonctions (u2n)n2N et (u2n+1)n2N convergent vers u� et u�:

Soit n 2 N� et t 2 [a; b]T, on a

u2n(t) =

Z c

a
g(s)u2n�1(s)�s+

Z �(b)

c
g(s)u2n�2(s)�s+

Z t

a

efn (s)�s;
et

u2n+1(t) =

Z c

0
g(s)u2n(s)�s+

Z �(b)

c
g(s)u2n�1(s)�s+

Z t

a

bfn (s) ds;
ou efn (s) := f(s; u2n�2 (s)) +M (u2n�2 (s)� u2n (s)) ;
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et bfn (s) := f(s; u2n�1 (s)) +M (u2n�1 (s)� u2n+1 (s)) :

Maintenant, si on fait tendre n! +1, on a

efn (s)! f(s; u� (s));

et bfn (s)! f(s; u� (s)):

D�autre part, on a

9 c1 > 0, 8 n 2 N;8 s 2 [a; b]T ,
��� efn (s)��� � c1;

et

9 c2 > 0, 8 n 2 N;8 s 2 [a; b]T ,
��� bfn (s)��� � c2:

Par conséquent, le théorème de convergence dominée de Lebesgue entraine que

u�(t) =

Z c

a
g(s)u�(s)�s+

Z �(b)

c
g(s)u�(s)�s+

Z t

a
f(s; u� (s))�s; (2.16)

et

u�(t) =

Z c

a
g(s)u�(s)�s+

Z �(b)

c
g(s)u�(s)�s+

Z t

a
f(s; u� (s))�s; (2.17)

Maintenant, montrons que (u�; u�) est une paire de quasi-solution de (2.1).

Tout d�abord, il n�est pas di¢ cile de voir que8<: u�(a) =
R c
a g(s)u

�(s)�s+
R �(b)
c g(s)u�(s)�s;

u�(a) =
R c
a g(s)u�(s)�s+

R �(b)
c g(s)u�(s)�s

(2.18)

D�autre part puisque f est continue, u � u� � u et u et u sont continues, alors il existe une

constante K1 > 0 telle que pour tout s 2 [a; b]T, on a

jf(s; u� (s))j � K1: (2.19)
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Alors d�aprés (2.15) et (2.18), on a

8 t1 2 [a; b]T ; 8 t2 2 [a; b]T ; ju�(t1)� u� (t2)j � K jt1 � t2j :

Ceci implique que u� est continue dans [a; b]T et par conséquent d�aprés (2.15) il résulte que u�

est ��di¤érentiable dans [a; b]T.

D�une façon similaire, on peut prouver que la founction u� est is ��di¤érentiable dans [a; b]T
et par conséquent d�aprés (2.15) et (2.16), on a

8<: u�� (t) = f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ;

u��(t) = f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ;

et d�aprés (2.17), il résulte que (u�; u�) est une paire de quasi-solution de (2.1).

La preuve de l�étape 2 est terminée et ce qui achève la preuve du Théorème 2.1.

Maintenant il est nécessaire d�imposer des conditions supplémentaires sur f et g, pour que

u� = u� et par conséquent le problème (2.1) admet au moins une solution.

Sur la fonction f et la fonction g, on impose les conditions supplémentaires suivantes:

(H2) Il existe un nombre réel négatif fM tel que

x 7�! f(t; x) + fMx est décroissante si u � x � u:

(H3) �
R c
a e�fM (s; a) g(s)�s+ R �(b)c e�fM (s; a) g(s)�s < 1:

On a le résultat suivant

Théorème 2.2 Supposons que les hypothèse (Hi) (i = 1; 2; 3) sont satisfaite et soit (u; u) une

paire de sous-sur solutions de (2.1) telles que u � u dans [a; � (b)]. Alors le problème (2.1)

admet au moins une solution.

Preuve: D�aprés le Théorème 2.1, le problème (2.1) admet une paire de quasi-solution (u�; u�)

telle que

u � u� � u� � u dans [a; � (b)]T : (2.20)

On pose par dé�nition

z� (t) = u� (t)� u� (t) , t 2 [a; � (b)]T :
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On a

z� (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T : (2.21)

Maintenant, on va montrer que

z� (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T :

On a 8<: z�� (t) = f(t; u� (t))� f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ;

z�(a) = �
R c
a g(s)z

�(s)�s+
R �(b)
c g(s)z�(s)�s:

(2.22)

D�après (2.19) et en utilisant l�hypothèse (H1), on a

z�� (t) + fMz� (t)

= f(t; u� (t)) + fMu� (t)� f(t; u� (t))� fMu� (t)

� 0:

C�est à dire,

z�� (t) + fMz� (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T : (2.23)

Alors on a, 8<: z�� (t) + fMz� (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

z�(a) = �
R c
a g(s)z

�(s)�s+
R �(b)
c g(s)z�(s)�s:

(2.24)

D�aprés l�hypothèse (H3) et en utilisant le Lemme 2.3, on obtient

z� (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T ;

et par suite d�aprés l�inégalité (2.19), on obtient

z� (t) = 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T :

C�est à dire,

u� (t) = u� (t) pour tout t 2 [a; � (b)]T ;

et par conséquent le problème (2.1) admet au moins une solution.
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Remarque 2.2 On cosidère le problème suivant8<: ('p(u))
�(t) = f(t; u), t 2 [a; b]T,

u(a) =
R �(b)
a g(s)u (s)�s,

(2.25)

où 'p(y) = jyjp�2 y; y 2 R; p > 1, g : [a; �(b)]T ! R est une fonction continue qui véri�e

l�hypothèse (H1) et f : [a; b]T � R! R est une fonction continue.

On a les dé�nitions suivantes:

Dé�nition 2.3 On dit que (U;U) est une paire de sous-sur solution de (2.25) si

(i) ('(U); '(U)) 2 (C1([a; �(b)]T;R))2,

(ii)

8>>>>>><>>>>>>:

('p(U))
�(t) � f(t; U (t)); t 2 [a; b]T ;

('p(U))
�(t) � f(t; U (t)); t 2 [a; b]T ,

U(a) �
R c
a g(s)U(s)�s+

R �(b)
c g(s)U(s)�s;

U(a) �
R c
a g(s)U(s)�s+

R �(b)
c g(s)U(s)�s:

Dé�nition 2.4 (u�; u�) est dite quasi-solution de (2.25) si

(i) ('p(u�); 'p(u
�)) 2 (C1([a; �(b)]T;R))2,

(ii)

8>>>>>><>>>>>>:

('p(u�))
�(t) = f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ;

('p(u
�))�(t) = f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ;

u�(a) =
R c
a g(s)u

�(s)�s+
R �(b)
c g(s)u�(s)�s;

u�(a) =
R c
a g(s)u�(s)�s+

R �(b)
c g(s)u�(s)�s:

Dé�nition 2.5 On dit que u est une solution de (2.25) si

(i) 'p(u) 2 C1([a; �(b)]T;R),

(ii)

8<: ('p(u))
�(t) = f(t; u (t)); t 2 [a; b]T ;

u(a) =
R �(b)
a g(s)u(s)�s:

Sur la fonction f on impose la condition supplèmentaire suivante

(H5) Il existe une constante M2 > 0 tel que x 7�! f(t; x) + M2'p (x) est croissante pour

u � x � u:

En utilisant une preuve similaire à celle du Théoreme 2.1 on a les résultats suivants
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Théorème 2.3 Soit
�
U;U

�
une paire de sous-sur solution de (2.25) telle que U � U dans

[a; � (b)]T et supposon que les l�hypothèses (H1) et (H5) sont satisfaite. Alors le problème (2.25)

admet une paire de quasi-solutions (u�; u�) telle que

U � u� � u� � U dans [a; � (b)]T :

Si on suppose maintenant que les conditions supplémentaires suivantes sont satisfaites

(H6) Il existe un nombre réel négatif M3 tel que x 7�! f(t; x) +M3'p(x) est décroissante si

U � x � U:

(H7) �
R c
a '

�1
p (e�M3 (s; a))g(s)�s+

R �(b)
c '�1p (e�M3 (s; a))g(s)�s < 1;

et en utilisant une preuve similaire à celle du Théorème 2.2, on a le résultat suivant

Théorème 2.4 Soit
�
U;U

�
une paire de sous-sur solution de (2.25) telle que U � U dans

[a; � (b)]T et supposon que les l�hypothèses (H1) et (Hi) pour i=5,6,7 sont satisfaites. Alors le

problème (2.25) admet au moins une solution .

2.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d�application.

On considère le problème suivant:

8<: u� (t) = 4t sin (u (t))� 11u (t) + e�t; t 2 [0; 10]T ;

u(0) =
1

7

R �(10)
0

�s
5
� 1
�
u (s)�s:

(2.26)

Cas 1: T = [0; 10]T � R

Dans ce cas, on a

8<: u
0
(t) = 4t sin (u (t))� 11x (t) + e�t; t 2 [0; 10]T ;

u(0) =
1

7

R 10
0

�s
5
� 1
�
u (s) ds:

On pose par dé�nition (u (t) ; u (t)) = (�L;L), où L est un nombre réel strictement positif et

t 2 [0; 10].
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(u; u) est une sous-sur solution de (2.26) si on a8>>>>>>><>>>>>>>:

u0(t) � f(t; u (t)); t 2 [0; 10]T ;

u0(t) � f(t; u (t)); t 2 [0; 10]T ,

u (0) � 1

7

R 5
0

�s
5
� 1
�
u (s) ds+

1

7

R 10
5

�s
5
� 1
�
u(s)ds;

u(0) � 1

7

R 5
0

�s
5
� 1
�
u(s)ds+

1

7

R 10
5

�s
5
� 1
�
u (s) ds:

C�est à dire, 8>>>>>>><>>>>>>>:

0 � 4t sin (�L) + 11L+ e�t; t 2 [0; 10]T ;

0 � 4t sin (L)� 11L+ e�t; t 2 [0; 10]T ;

�L � L

7

R 5
0

�s
5
� 1
�
ds+

L

7

R 10
5

�
1� s

5

�
ds = �0:714 29L;

L � �L
7

R 5
0

�s
5
� 1
�
ds+

L

7

R 10
5

�s
5
� 1
�
ds = 0:714 29L:

Alors si on choisit par exemple L � 1, on obtient (u; u) une sous-sur solution de (2.26).

D�autre part, il n�est pas di¢ cile de prouver que la fonction bf dé�nie par
bf (t; x) = 4t sinx� 11x+ e�t:

satisfait la condition du Théorème 2.1 et il en résulte que le problème (2.26) admet une paire

de quasi-solution (u�; u�) tel que

�L � u� � u� � L dans [0; 10] :

Maintenant, si on pose par dé�nition fM = 0,

alors la fonction f véri�e l�hypothèse supplémentaire (H2).

D�autre part, on a

�1
7

Z 5

0

�s
5
� 1
�
ds+

1

7

Z 10

5

�s
5
� 1
�
ds = 0:714 29 < 1,

et par conséquent d�aprés le Théorème 2.2, il s�ensuit que le problème (2.26) admet au moins
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une solution.

Cas 2: T = [0; 10]T � Z

Pour ce cas, nous avons

8><>:
u (t+ 1)� u (t) = 4t sin (u (t))� 11u (t) + e�t; t 2 f0; 1; 2; 3; :::; 10g ;

u(0) =
1

7

10P
i=0

�
i

5
� 1
�
u (i) :

On pose par dé�nition (u (t) ; u (t)) = (�L;L), où L est un nombre réel strictement positif et

t 2 [0; 10]T
(u; u) est une paire de sous-sur solution de (2.26) si on a

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u(t+ 1)� u(t) � f(t; u (t)); t 2 f0; 1; 2; 3; :::; 10g ;

u(t+ 1)� u(t) � f(t; u (t)); t 2 f0; 1; 2; 3; :::; 10g ,

u (0) � 1

7

5P
i=0

�
i

5
� 1
�
u (i) +

1

7

10P
i=6

�
i

5
� 1
�
u (i) ;

u(0) � 1

7

5P
i=0

�
i

5
� 1
�
u (i) +

1

7

10P
i=6

�
i

5
� 1
�
u (i) :

C�est à dire, 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

0 � 4t sin (�L) + 11L+ e�t; t 2 f0; 1; 2; 3; :::; 10g ;

0 � 4t sin (L)� 11L+ e�t; t 2 f0; 1; 2; 3; :::; 10g ,

�L � L

7

5P
i=0

�
i

5
� 1
�
+
L

7

10P
i=6

�
1� i

5

�
= �0:857 14L;

L � �L
7

5P
i=0

�
i

5
� 1
�
+
L

7

10P
i=6

�
i

5
� 1
�
= 0:857 14L:

Alors si on choisit par exemple L � 1, on obtient (u; u) une paire de sous-sur solution de (2.26)

et il en résulte que le problème (2.26) admet une paire de quasi-solution (u�; u�) telles que

�L � u� � u� � L dans f0; 1; 2; 3; :::; 10g :

Maintenant, si on pose par dé�nition fM = 0, alors la fonction f véri�e l�hypothèse supplémen-

taire (H2).
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D�autre part, on a

�1
7

Z 5

0
e0 (s; 0)

�s
5
� 1
�
�s+

1

7

Z 10

5
e0 (s; 0)

�s
5
� 1
�
�s

= �1
7

5X
i=0

�
i

5
� 1
�
+
1

7

10X
i=6

�
i

5
� 1
�
= 0:857 14 < 1,

et par conséquent d�aprés le Théorème 2.2, il s�ensuit que le problème (2.26) admet au moins

une solution.
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Chapitre 3

Etude de l�existence des solutions

pour certaines classes d�équations

dynamiques quasilinéaires avec

conditions initiales non locales.

3.1 Introduction

L�objet de ce chapitre est la construction des solutions pour le problème initial suivant8<: 'p(u
� (t)) = f(t; u�), t 2 [a; b]T,

u(a) =
R �(b)
a g(s)u (s)�s,

(3.1)

où 'p(y) = jyjp�2 y; y 2 R; p > 1, [a; b]T est un intervalle d�une échelle de temps T,

f : [a; b]T � R ! R est une fonction continue, g : [a; �(b)]T ! R est une fonction continue et a

et b sont des nombres réels.

Plusieurs auteurs ont étudié les équations dynamiques dans les échelles de temps avec des

conditions aux limites non locales à l�aide du théorème de point �xe de Leray-Schauder, la

méthode des sous-sur solutions, (voir [2; 3; 4; 5] et [19; 20]).
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Le plan de ce chapitre est le suivant

Dans la première Section, on donne quelques résultats préliminaires qui seront utilies pour la

suite. Dans la deuxième Section, on énoce et on montre le résultat principal de ce chapitre.

En�n, on donne un exemple d�application pour illustrer nos résultats.

3.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats préliminaires.

On considère le problème initial suivant8<: 'p(u
� (t)) + fM'p(u

� (t)) = h (t) , t 2 [a; b]T ,

u(a) = x0,
(3.2)

où h : [a; b]T ! R est une fonction continue, fM est un nombre réel positif, a et x0 sont deux

nombres réels.

Remarque 3.1 Dans ce chapitre, on dé�nit

C ([a; �(b)]T) = fu : T! R : u est continue dans [a; �(b)]Tg ;

et

D =
�
u 2 C ([a; �(b)]T) : 'p(u

�) est rd-continue dans [a; b]T
	
.

Dé�nition 3.1 On dit que u est une solution de (3.2) si

(i) u 2 D;

(ii) u véri�e (3.2).

Dé�nition 3.2 On dit que � est une sous solution de (3.2) si

(i) � 2 D;

(ii)

8<: 'p(�
� (t)) + fM'p(�

� (t)) � h (t) , t 2 [a; b]T ,

�(a) � x0:
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Dé�nition 3.3 On dit que � est une sur solution de (3.2) si

(i) � 2 D;

(ii)

8<: 'p(�
� (t)) + fM'p(�

� (t)) � h (t) , t 2 [a; b]T ,

�(a) � x0:

On a le résultat suivant

Lemme 3.1 (Principe de comparaison). Soit u1,u2 deux fonctions tels que u1; u2 2 D, et8<: 'p(u
�
1 (t)) +

fM'p(u
�
1 (t)) � 'p(u

�
2 (t)) +

fM'p(u
�
2 (t)), t 2 [a; b]T ,

u1(a) � u2(a),
(3.3)

alors u1(t) � u2(t), pour tout t 2 [a; �(b)]T.

Preuve: Supposons qu�il existe t0 2 [a; �(b)]T tel que

w(t0) := u2(t0)� u1(t0) = min fw(t) : a � t � � (b)g < 0,

et

w(t) > w(t0), pour tout t 2 (t0; �(b)]T. (3.4)

On distingue les cas suivants

Cas 1:

Si t0 = a, on obtient la contradiction

0 > u2(a)� u1(a) � 0.

Cas 2:

Si t0 2 (a; �(b)]T, on distingue quatre sous cas

Premièr sous cas �(t0) = t0 = �(t0).

(i) Si w�(t0) > 0, alors lim
t!t0

w�(t) = w�(t0) ce qui entraine l�existence d�un réel � > 0 tel

que w�(t) > 0 dans (t0 � �; t0]T, ce qui veut dire que w est croissante sur (t0 � �; t0]T.

Mais ça contredit la dé�nition de t0.
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(ii) Si w�(t0) < 0, alors lim
t!t0

w�(t) = w�(t0) < 0 ce qui entraine l�existence d�un réel � > 0 tel

que w�(t) < 0 dans [t0; t0 + �)T, ce qui veut dire que w est décroissante sur [t0; t0 + �)T.

Mais ça contredit la dé�nition de t0.

(iii) Si w�(t0) = 0, alors u�1 (t0) = u�2 (t0) et donc 'p(u
�
1 (t0)) = 'p(u

�
2 (t0).

Mais en ce point, on a

'p(u
�
2 (t0)) +

fM'p(u
�
2 (t0))� 'p(u�1 (t0))� fM'p(u

�
1 (t0)) � 0.

C�est à dire que

'p(u
�
2 (t0))� 'p(u�1 (t0)) � fM'p(u

�
1 (t0))� fM'p(u

�
2 (t0)):

Comme u2(t0) < u1(t0) et la fonction 'p est strictement croissante, on a

'p(u
�
2 (t0))� 'p(u�1 (t0)) > 0,

ce qui est une contradiction.

2ème sous cas �(t0) = t0 < �(t0).

(i) Si w�(t0) > 0, alors lim
t!t�0

w�(t) = w�(t0) ce qui entraine l�existence d�un réel � > 0 tel

que w�(t) > 0 dans (t0 � �; t0]T, ce qui veut dire que w est croissante sur (t0 � �; t0]T.

Mais ça contredit la dé�nition de t0

(ii) Si w�(t0) � 0, alors w�(t0) � w(t0). Mais ça contredit la dé�nition de t0.

3ème sous cas �(t0) < t0 = �(t0).

(i) Si w�(t0) < 0, alors lim
t!t+0

w�(t) = w�(t0) ce qui entraine l�existence d�un réel � > 0 tel

que w�(t) < 0 dans [t0; t0 + �)T, ce qui veut dire que w est décroissante sur [t0; t0 + �)T.

Mais ça contredit la dé�nition de t0:

(ii) Si w�(t0) � 0, alors on a

u�1 (t0) � u�2 (t0),
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c�est à dire

'p(u
�
1 (t0)) � 'p(u

�
2 (t0)).

D�autre part, comme �(t0) est un point dispersé à droite, on a

w�(�(t0)) =
w(t0)� w(�(t0))

t0 � �(t0)
< 0,

d�où

u�2 (�(t0)) < u�1 (�(t0)).

Comme 'p est strictement croissante, on a

'p(u
�
2 (�(t0))) < 'p(u

�
1 (�(t0))).

Par suite, on a

'p(u
�
2 (�(t0))) +

fM'p(u2 (t0)) < 'p(u
�
1 (�(t0))) +

fM'p(u1 (t0)),

ce qui contredit la première inégalité dans (3.3).

4ème sous cas �(t0) < t0 < �(t0).

(i) Si w�(t0) � 0, alors w�(t0) � w(t0) ce qui contredit la dé�nition de t0.

(ii) Si w�(t0) > 0, alors on a

w�(�(t0)) =
w(t0)� w(�(t0))

t0 � �(t0)
< 0,

c�est à dire

u�2 (�(t0)) < u�1 (�(t0)).

Ce qui entraine que

'p(u
�
2 (�(t0))) < 'p(u

�
1 (�(t0))).
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Par suite, on a

'p(u
�
1 (�(t0))) +

fM'p(u1 (t0)) > 'p(u
�
2 (�(t0))) +

fM'p(u2 (t0)).

ce qui contredit la première inégalité dans (3.3).

La preuve du Lemme 3.1 est terminée.

Lemme 3.2 Le problème de Cauchy (3.2) admet une unique solution.

Preuve: On considère le problème suivant8<: 'p(u
� (t)) = F (t; u) , t 2 [a; b]T ,

u(a) = x0,
(3.5)

avec

F (t; u) =

8>>>>><>>>>>:
h (t)� fM'p(�

� (t)) +
u� (t)� �� (t)

1 + (u� (t)� �� (t))2 si u
� (t) � �� (t) ,

h (t)� fM'p(u
� (t)) si �� (t) � u� (t) � �� (t) ;

h (t)� fM'p(�
� (t)) +

�� (t)� u� (t)
1 + (�� (t)� u� (t))2 si u

� (t) � �� (t) :

Tout d�abord, on note que le problème (3.5) est équivalent au problème suivant

8<: u� (t) = '�1p (F (t; u)), t 2 [a; b]T ,

u(a) = x0,

Puisque '�1p est continue et F est bornée, alors d�aprés le Théorème 4.6 dans [31], le problème

(3.5) admet au moins une solution dans [a; b]T.

Montrons maintenant que

� (t) � u (t) � � (t) , pour tout t 2 [a; b]T :

Tout d�abord, on montre que

� (t) � u (t) , pour tout t 2 [a; b]T :
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On suppose qui�il existe t1 2 [a; b]T tel que

� (t1)� u (t1) = max
s2[a;b]T

(� (s)� u (s)) > 0:

Alors, on a

�� (�(t1)) � u� (�(t1)) :

Puisque la fonction 'p est strictement croissante on obtient

'p(�)
� (�(t1)) � 'p(u)

� (�(t1)) :

ce qui signi�e que

0 � 'p(�)
� (�(t1))� 'p(u)� (�(t1)) :

D�autre part, on a

'p(�)
� (�(t1))� 'p(u)� (�(t1)) <

u (t1)� � (t1)
1 + (u (t1)� � (t1))2

< 0;

ce qui est une contradiction.

De même, on montre que

u (t) � � (t) , pour tout t 2 [a; b]T :

Par conséquent, on a

� (t) � u (t) � � (t) , pour tout t 2 [a; b]T :

On va prouver maintenant que le problème (3.2) admet une solution unique.

Supposons que le problème (3.2) admet deux solutions u1 et u2. alors d�après le Lemme 3.1,

on a à la fois u1 � u2 et u2 � u1 sur [a; b]T. C�est à dire u1 = u2:

La preuve du Lemme 3.2 est complète.
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3.3 Resultat principal

Dans cette section, on donne quelques dé�nitions, on énonce et on montre nos résultats.

Nous considérons le problème (3.1) et supposons que la fonction g : [a; �(b)]T ! R est continue

et satisfait à la condition suivante

(H1) g (t) � 0, t 2 [a; c]T et g (t) � 0, t 2 [c; � (b)]T tel que a < c < b et c 2 [a; b]T.

Dé�nition 3.4 On dit que (u; u) est une paire de sous-sur solution de (3.1) si

(i) (u; u) 2 D2,

(ii)

8>>>>>><>>>>>>:

'p(u
�(t)) � f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ;

'p(u
�(t)) � f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ,

u(a) �
R c
a g(s)u(s)�s+

R �(b)
c g(s)u(s)�s;

u(a) �
R c
a g(s)u(s)�s+

R �(b)
c g(s)u(s)�s:

Dé�nition 3.5 La paire de fonctions (u�; u��) est dite quasi-solution de (3.1) si

(i) (u�; u��) 2 D2,

(ii)

8>>>>>><>>>>>>:

'p(u
�
� (t)) = f(t; u�� (t)); t 2 [a; b]T ;

'p(u
�
��(t)) = f(t; u��� (t)); t 2 [a; b]T ;

u�(a) =
R c
a g(s)u��(s)�s+

R �(b)
c g(s)u�(s)�s;

u��(a) =
R c
a g(s)u�(s)�s+

R �(b)
c g(s)u��(s)�s:

Dé�nition 3.6 On dit que u est une solution de (3.1) si

(i) u 2 D,

(ii)

8<: 'p(u
�(t)) = f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ;

u(a) =
R �(b)
a g(s)u(s)�s:

Dans cette section, on impose sur la fonction f la condition suivante

(H2) Il existe une constante M > 0 tel que x 7�! f(t; x)+M'p (x) est croissante si u � x � u:

On a, le résultat suivant

Théorème 3.1 Soit (u; u) une paire de sous-sur solutions de (3.1) telle que u � u dans

[a; � (b)]T et supposons que les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites. Alors le problème
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(3.1) admet une paire de quasi-solution (u�; u��) tel que

u � u� � u�� � u dans [a; � (b)]T :

Preuve: On pose u0 = u, u1 = u; et on dé�nit la suite de fonctions (un)n�0 de la manière

suivante: 8<:'p(u�n+2 (t)) +M'p(u
�
n+2 (t)) = fn (t) , t 2 [a; b]T ;

un+2(a) =
R c
a g(s)un+1(s)�s+

R �(b)
c g(s)un(s)�s;

(3.6)

avec

fn (t) = f(t; u�n (t)) +M'p(u
�
n (t)):

Etape 1: Pour tout n 2 N, on a

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T .

Soit

w0 (t) := u2 (t)� u0 (t) , t 2 [a; � (b)]T :

D�aprés (3.6) et en utilisant la Dé�nition 3.4, on a

8<:'p(u�2 (t)) +M'p(u
�
2 (t)) � 'p(u

�
0 (t)) +M'p(u

�
0 (t) , t 2 [a; b]T ;

w0 (a) � 0;

Alors d�aprés le Lemme 3.1, on a

w0 (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T :

C�est à dire,

u0 � u2 dans [a; � (b)]T : (3.7)

D�une façon similaire on montre que

u3 � u1 dans [a; � (b)]T : (3.8)
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Posons par dé�nition

w1 (t) = u2 (t)� u1 (t) , t 2 [a; � (b)]T :

D�aprés (3.6), on a

8>>><>>>:
'p(u

�
2 (t)) +M'p(u

�
2 (t))� 'p(u�1 (t))�M'p(u

�
1 (t))

� f0 (t)� f1 (t) ; t 2 [a; b]T ;

w1(a) �
R c
a g(s) (u1 (s)� u0 (s))�s+

R �(b)
c g(s) (u0 (s)� u1 (s))�s;

Puisque u0 = u � u = u1 dans [a; � (b)]T et en utilisant l�hypothèse (H2), on obtient8<:'p(u�2 (t)) +M'p(u
�
2 (t)) � 'p(u

�
1 (t)) +M'p(u

�
1 (t)); t 2 [a; b]T ;

w1(a) � 0;

Alors d�aprés le Lemme 3.1, on a

w1 (t) � 0, pour tout t 2 [a; � (b)]T :

C�est à dire,

u2 � u1 dans [a; � (b)]T : (3.9)

Maintenant, on va prouver que

u2 � u3 dans [a; � (b)]T :

Pour ce faire posons par dé�nition

w3 (t) = u2 (t)� u3 (t) , t 2 [a; � (b)]T :

D�aprés (3.6), on a

8>>><>>>:
'p(u

�
2 (t)) +M'p(u

�
2 (t))� 'p(u�3 (t))�M'p(u

�
3 (t))

= f0 (t)� f1 (t) ; t 2 [a; b]T ;

w3(a) =
R c
a g(s) (u1 (s)� u2 (s))�s+

R �(b)
c g(s) (u0 (s)� u1 (s))�s;
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Puisque u0 � u2 � u1 dans [a; � (b)]T et en utilisant l�hypothèse (H2), on obtient8<:'p(u�2 (t)) +M'p(u
�
2 (t)) � 'p(u

�
3 (t)) +M'p(u

�
3 (t)); t 2 [a; b]T ;

w3(a) � 0;

Alors d�aprés le Lemme 3.1, on a

w3 (t) � 0, pour tout t 2 [a; � (b)]T :

C�est à dire,

u2 � u3 dans [a; � (b)]T : (3.10)

En conclusion d�aprés (3.7), (3.8), (3.9) et (3.10), on a

u0 � u2 � u3 � u1 dans [a; � (b)]T :

Supposons pour n �xé on a,

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T ,

et montrons que

u2n+2 � u2n+4 � u2n+5 � u2n+3 dans [a; � (b)]T :

On pose par dé�nition

wn+1 (t) := u2n+4 (t)� u2n+2 (t) , t 2 [a; � (b)]T ,

D�aprés (3.6), on a

8>>><>>>:
'p(u

�
2n+4 (t)) +M'p(u

�
2n+4 (t))� 'p(u�2n+2 (t))�M'p(u

�
2n+2 (t))

= f2n+2 (t)� f2n (t) ; t 2 [a; b]T ;

wn+1(a) =
R c
a g(s) (u2n+3(s)� u2n+1(s))�s+

R �(b)
c g(s) (u2n+2(s)� u2n(s))�s;
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D�aprés l�hypothèse de récurrence, on a u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T

et en utilisant l�hypothèse (H2), on obtient

8<:w�n+1 (t) +Mwn+1 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

wn+1(a) � 0:

Alors par le Lemme 3.1, on a

wn+1 (t) � 0, pour tout t 2 [a; � (b)]T :

C�est à dire,

u2n+2 � u2n+4 dans [a; � (b)]T : (3.11)

D�une façon similaire on montre que

u2n+5 � u2n+3 dans [a; � (b)]T ; (3.12)

u2n+4 � u2n+3 dans [a; � (b)]T , (3.13)

et

u2n+4 � u2n+5 dans [a; � (b)]T : (3.14)

D�aprés (3.11), (3.12), (3.13) et (3.14), on a

u2n+2 � u2n+4 � u2n+5 � u2n+3 dans [a; � (b)]T ;

et par conséquent pour tous n 2 N, on a

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T :

La preuve de L�étape 1 est terminée.

Etape 2: Les suites de fonctions (u2n)n2N et (u2n+1)n2N convergent vers la quasi-solution de

(3.1).

D�aprés L�étape 1, les suites de fonctions (u2n)n2N et (u2n+1)n2N converge vers u� et u��:
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Soit n 2 N� et t 2 [a; b]T, on a

u2n(t) =

Z c

a
g(s)u2n�1(s)�s+

Z �(b)

c
g(s)u2n�2(s)�s+

Z t

a
'�1p ( efn (s))�s;

et

u2n+1(t) =

Z c

0
g(s)u2n(s)�s+

Z �(b)

c
g(s)u2n�1(s)�s+

Z t

a
'�1p ( bfn (s))�s;

où efn (s) := f(s; u�2n�2 (s)) +M'p(u
�
2n�2 (s))�M'p(u

�
2n (s));

et bfn (s) := f(s; u�2n�1 (s)) +M'p(u
�
2n�1 (s))�M'p(u

�
2n+1 (s)):

Si on fait tendre n! +1, on a efn (s)! f(s; u�� (s));

et bfn (s)! f(s; u��� (s)):

D�autre part, on a

9 c1 > 0, 8 n 2 N;8 s 2 [a; b]T ,
��� efn (s)��� � c1;

et

9 c2 > 0, 8 n 2 N;8 s 2 [a; b]T ,
��� bfn (s)��� � c2:

Ce qui signi�e que

8 n 2 N;8 s 2 [a; b]T ,
���'�1p ( efn (s))��� � c

1
p�1
1 ;

et

8 n 2 N;8 s 2 [a; b]T ,
���'�1p ( bfn (s))��� � c

1
p�1
2 :

Par conséquent, le théorème de convergence dominée de Lebesgue entraine que

u�(t) =

Z c

a
g(s)u��(s)�s+

Z �(b)

c
g(s)u�(s)�s+

Z t

a
'�1p (f(s; u

�
� (s)))�s; (3.15)

43



et

u��(t) =

Z c

a
g(s)u�(s)�s+

Z �(b)

c
g(s)u��(s)�s+

Z t

a
'�1p (f(s; u

�
�� (s)))�s; (3.16)

Maintenant, montrons que (u�; u��) est une paire de quasi-solution de (3.1).

Tout d�abord, il n�est pas di¢ cile de voir que8<: u�(a) =
R c
a g(s)u��(s)�s+

R �(b)
c g(s)u�(s)�s;

u��(a) =
R c
a g(s)u�(s)�s+

R �(b)
c g(s)u��(s)�s:

(3.17)

Comme '�1p et f sont continues, u � u� � u et u et u sont continues, alors il existe une

constante K1 > 0 telle que pour tout s 2 [a; b]T, on a

jf(s; u�� (s))j � K1: (3.18)

Alors d�après (3.15) et (3.18), on a

8 t1 2 [a; b]T ; 8 t2 2 [a; b]T ; ju�(t1)� u� (t2)j � K jt1 � t2j :

Ceci implique que u� est continue dans [a; b]T et par consèquent d�aprés (3.16) il résulte que u�

est �-di¤érentiable dans [a; b]T.

De même, on montre que la fonction u�� est ��di¤érentiable dans [a; b]T et par conséquent par

(3.15) et (3.16), on a 8<: u�� (t) = '�1p (f(t; u
�
� (t))); t 2 [a; b]T ;

u���(t) = '�1p (f(t; u
�
�� (t))); t 2 [a; b]T :

Ce qui signi�e que 8<: 'p(u
�
� (t)) = f(t; u�� (t)); t 2 [a; b]T ;

'p(u
�
��(t)) = f(t; u��� (t)); t 2 [a; b]T :

et par (3.17), il résulte que (u�; u��) est une paire de quasi-solutions de (3.1).

La preuve de L�étape 2 est terminée et ce qui achève la preuve du Théorème 3.1.

Il est nécessaire d�imposer des conditions supplémentaires sur f et g, pour que u�� = u� et

par conséquent le problème (3.1) admet au moins une solution.

Sur la f et la fonction g, on impose les conditions supplémentaires suivantes
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(H3) La fonction x 7�! f(t; x) est décroissante si u � x � u:

(H4) �
R c
a g(s)�s+

R �(b)
c g(s)�s < 1:

On a le résultat suivant

Théorème 3.2 Supposons que les hypothèses (Hi) (i = 1, ..., 4) sont satisfaite et soit (u; u)

une paire de sous-sur solutions de (3.1) telles que u � u dans [a; � (b)]T. Alors le problème

(3.1) admet au moins une solution.

Preuve: D�aprés le Théorème 3.1, le problème (3.1) admet une paire de quasi-solution (u�; u��)

telle que

u � u� � u�� � u dans [a; � (b)]T : (3.19)

On pose par dé�nition

z� (t) = u�� (t)� u� (t) , t 2 [a; � (b)]T :

On a

z� (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T : (3.20)

Maintenant, on va montrer que

z� (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T :

On a 8<: z�� (t) = '�1p (f(t; u
�
�� (t)))� '�1p (f(t; u�� (t))); t 2 [a; b]T ;

z�(a) = �
R c
a g(s)z

�(s)�s+
R �(b)
c g(s)z�(s)�s:

(3.21)

D�aprés (3.19) et en utilisant l�hypothèse (H3), on a

8<: z�� (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

z�(a) = �
R c
a g(s)z

�(s)�s+
R �(b)
c g(s)z�(s)�s:

(3.22)

En utilisant l�hypothèse (H4), on a

z� (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T ;
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et par l�inégalité (3.20), il résulte que

z� (t) = 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T :

C�est à dire

u�� (t) = u� (t) pour tout t 2 [a; � (b)]T ;

et par conséquent le problème (3.1) admet au moins une solution.

3.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d�application

On considère le problème suivant:

8<: 'p(u
� (t)) = cos (u� (t))� 15'p(u� (t)) + e�t; t 2 [0; 10]T ;

u(0) =
1

8

R �(10)
0

�s
5
� 1
�
u (s)�s:

(3.23)

Cas 1: T = [0; 10]T � R

Pour ce cas, on a

8<: 'p(u
0
(t)) = cos (u (t))� 15'p(u (t)) + e�t; t 2 [0; 10]T

u(0) =
1

8

R 10
0

�s
5
� 1
�
u (s) ds:

On pose par dé�nition (u (t) ; u (t)) = (�L;L), ou L est un nomre réel positif et 2 [0; 10]T :

(u; u) est une paire de sus-sur solution de (3.23) si on a

8>>>>>>><>>>>>>>:

'p(u
0(t)) � cos (u (t))� 15'p(u (t)) + e�t; t 2 [0; 10]T ;

'p(u
0(t)) � cos (u (t))� 15'p(u (t)) + e�t; t 2 [0; 10]T ,

u (0) � 1

8

R 5
0

�s
5
� 1
�
u (s) ds+

1

8

R 10
5

�s
5
� 1
�
u(s)ds;

u(0) � 1

8

R 5
0

�s
5
� 1
�
u(s)ds+

1

8

R 10
5

�s
5
� 1
�
u (s) ds;
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c�est à dire, 8>>>>>>><>>>>>>>:

0 � cos (�L) + 15Lp�1 + e�t; t 2 [0; 10]T ;

0 � cos (L)� 15Lp�1 + e�t; t 2 [0; 10]T ;

�L � L

8

R 5
0

�s
5
� 1
�
ds+

L

8

R 10
5

�
1� s

5

�
ds = �5

8
L;

L � �L
7

R 5
0

�s
5
� 1
�
ds+

L

7

R 10
5

�s
5
� 1
�
ds =

5

8
L:

Alors si on choisit par exemple L � 1, on obtient que (u; u) est une paire de sous-sur solution

de (3.23). D�autre part, il n�est pas di¢ cile de prouver que la fonction bf dé�nie par
bf (t; u) = cos (u)� 15'p(u) + e�t:

satisfait les conditions du Théorème 3.1 et par suite, il résulte que le problème (3.23) admet

une paire de quasi-solutions (u�; u��) tel que

�L � u� � u�� � L dans [0; 10]T ::

Maintenant, la fonction bf véri�e l�hypothèse supplémentaire (H3) et d�autre part, on a
�1
8

Z 5

0

�s
5
� 1
�
ds+

1

8

Z 10

5

�s
5
� 1
�
ds =

5

8
< 1,

et par conséquent d�aprés le Théorème 3.1, il résulte que le problème (3.23) admet au moins

une solution.

Cas 2: T = [0; 10]T � Z:

Pour ce cas on a8><>:
'p(u (t+ 1))� 'p(u (t)) = cos (u (t+ 1))� 15'p(u (t+ 1)) + e�t; t 2 f0; 1; 2; 3; :::; 9; 10g ;

u(0) =
1

8

10P
i=0

�
i

5
� 1
�
u (i) :

On pose par dé�nition (u (t) ; u (t)) = (�L;L), est un nombre réel strictement positif et

t 2 f0; 1; 2; :::; 10g :
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(u; u) est une paire de sus-sur solutions de (3.23) si on a

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

'p(u(t+ 1))� 'p(u(t)) � cos (u (t+ 1))� 15'p(u (t+ 1)) + e�t; t 2 f0; 1; 2; 3; :::; 9; 10g ;

'p(u(t+ 1))� 'p(u(t)) � cos (u (t+ 1))� 15'p(u (t+ 1)) + e�t; t 2 f0; 1; 2; 3; :::; 9; 10g ,

u (0) � 1

8

5P
i=0

�
i

5
� 1
�
u (i) +

1

8

10P
i=6

�
i

5
� 1
�
u (i) ;

u(0) � 1

8

5P
i=0

�
i

5
� 1
�
u (i) +

1

8

10P
i=6

�
i

5
� 1
�
u (i) :

C�est à dire 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

0 � cos (�L) + 15Lp�1 + e�t; t 2 f0; 1; 2; 3; :::; 9; 10g ;

0 � cos (L)� 15Lp�1 + e�t; t 2 f0; 1; 2; 3; :::; 9; 10g ,

�L � L

8

5P
i=0

�
i

5
� 1
�
+
L

8

10P
i=6

�
1� i

5

�
= �7

8
L;

L � �L
8

5P
i=0

�
i

5
� 1
�
+
L

8

10P
i=6

�
i

5
� 1
�
=
7

8
L:

Alors si on choisit par exemple L � 1, on obtient que (u; u) est une paire de sous-sur solution

de (3.23) et par conséquent le problème (3.23) admet une paire de quasi-solution (u�; u��) tel

que

�L � u� � u�� � L dans f0; 1; 2; 3; :::; 10g :

Maintenant, la fonction bf véri�e l�hypothèse supplémentaire (H3) et d�autre part, on a
�1
8

5X
i=0

�
i

5
� 1
�
+
1

8

10X
i=6

�
i

5
� 1
�
< 1,

et par conséquent d�aprés le Théorème 3.1, le problème (3.23) admet au moins une solution.
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Chapitre 4

Etude de l�existence des solutions

pour certaines classes de systèmes

d�équations dynamiques avec

conditions initiales non locales

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l�étude de l�existence des solutions pour le problème suivant

8>>>>>><>>>>>>:

u� (t) = f(t; u; v), t 2 [a; b]T,

v� (t) = g(t; u; v), t 2 [a; b]T;

u(a) =
R �(b)
a g1(s)u (s)�s,

v(a) =
R �(b)
a g2(s)v (s)�s,

(4.1)

où [a; b]T est un intervalle d�une échelle de temps T, f; g : [a; b]T � R � R ! R deux fonctions

continues, g1; g2 : [a; b]T ! R deux fonctions continues et a et b sont des nombres réels.

Les résultats de ce chapitre généralisent ceux qui ont été obtenu dans [15].
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4.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats préliminaires.

On considère le problème initial suivant8<: x�(t) = h(t)x(t) +  (t) , t 2 [a; b]T ,

x(a) = a0,
(4.2)

où : h : [a; b]T ! R,  : [a; b]T ! R sont deux fonctions continues et a0 est un nombre réel.

Lemme 4.1 Le problème de Cauchy (4.2) admet une unique solution x donnée par

x (t) = eh (t; a) a0 +

tZ
t0

ep(t; � (�)) (�)�� , t 2 [a; �(b)]T :

Lemme 4.2 Soit x 2 C1 ([a; �(b)]T ;R) qui véri�e8<: x�(t) +Mx(t) � 0, t 2 [a; b]T ,

x(a) � 0;

avec M 2 R; alors x (t) � 0, pour tout t 2 [a; �(b)]T :

Preuve: La preuve est une conséquence immédiate du Lemme 4.1.

4.3 Résultat principal

Dans cette section, on impose les conditions suivantes

(H1) f : [a; b]T � R2 ! R est une fonction continue, et il existe une constante positive M1 tel

que

(t; u; v) 7�! f(t; ; u; v)+M1u est croissante par rapport à u pour tout t 2 [a; b]T et v 2 R:

(H2) g : [a; b]T � R2 ! R est une fonction continue, et il existe une constante M2 positive tel

que
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(t; u; v) 7�! g(t; ; u; v) +M2v est croissante par rapport à v pour tout t 2 [a; b]T et pour

tout u 2 R:

(H3) f(t; ; u; v) est croissante par rapport à v pour tout t 2 [a; b]T :

(H4) g(t; ; u; v) est décroissante par rapport à u pour tout t 2 [a; b]T

(H5) g1(t) � 0 dans [a; c1] et g1(t) � 0 dans [c1; b], avec c1 2 [a; b]T

(H6) g2(t) � 0 dans [a; c2] et g2(t) � 0 dans [c2; b], avec c2 2 [a; b]T :

On a le résultat suivant

Dé�nition 4.1 On dit que (u; v) est un couple de solutions de (4.1) si

(i) (u; v) 2 (C1 ([a; � (b)]T ;R))2.

(ii) (u; v) satisfait le probleme (4.1)

Dé�nition 4.2 On dit que les fonctions (u�; u�) et (u�; u�) sont deux paires de quasi-solutions

de (4.1) si

(i) (u�; u�) 2 (C1 ([a; �(b)]T ;R))2; (v�; v�) 2 (C1 ([a; �(b)]T ;R))2.

(ii)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

u�� (t) = f(t; u� (t) ; v� (t)); t 2 [a; b]T
u��(t) = f(t; u� (t) ; v� (t)); t 2 [a; b]T
v�� (t) = g(t; u� (t) ; v� (t)); t 2 [a; b]T
v��(t) = g(t; u� (t) ; v� (t)); t 2 [a; b]T
u�(a) =

R c1
a g1(s)u

�(s)�s+
R �(b)
c1

g1(s)u�(s)�s

u�(a) =
R c1
a g1(s)u�(s)�s+

R �(b)
c1

g1(s)u
�(s)�s

v�(a) =
R c2
a g2(s)v

�(s)�s+
R �(b)
c2

g2(s)v�(s)�s

v�(a) =
R c2
a g(s)v�(s)�s+

R �(b)
c2

g2(s)v
�(s)�s

Dé�nition 4.3 On dit que les fonctions (u; u) et (v; v) sont deux paires de sous-sur solutions

de (4.1) si

(i) (u; u) 2 (C1 ([a; �(b)]T ;R))2; (v; v) 2 (C1 ([a; �(b)]T ;R))2.
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(ii)

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

u�(t) � f(t; u (t) ; v (t)); t 2 [a; b]T
u�(t) � f(t; u (t) ; v (t)); t 2 [a; b]T
v�(t) � g(t; u (t) ; v (t)); t 2 [a; b]T
v�(t) � g(t; u (t) ; v (t)); t 2 [a; b]T
u(a) �

R c1
a g1(s)u(s)�s+

R �(b)
c1

g1(s)u(s)�s

u(a) �
R c1
a g1(s)u(s)�s+

R �(b)
c1

g1(s)u(s)�s

v(a) �
R c2
a g2(s)v(s)�s+

R �(b)
c2

g2(s)v(s)�s

v(a) �
R c2
a g2(s)v(s)�s+

R �(b)
c2

g2(s)v(s)�s

Théorème 4.1 Supposon que les hypothèses (Hi) i=1...6 sont satisfaite et soit (u; u) ; (v; v)

deux paire de sous-sur solutions de (4.1) telle que u � u et v � v dans [a; b]T. Alors le probleme

(4.1) admet deux paires de quasi-solutions (u�; u�); (v�; v�) telle que

u � u� � u� � u dans [a; b]T :

et

v � v� � v� � v dans [a; b]T :

Preuve: On pose u0 = u, u1 = u; v0 = v, v1 = v et on dé�nIt les suites (un)n�0 et (vn)n�0

par 8<:u�n+2 (t) +M1un+2 (t) = f(t; un (t) ; vn (t)) +M1un (t) , t 2 [a; b]T ;

un+2(a) =
R c1
a g1(s)un+1(s)�s+

R �(b)
c1

g1(s)un(s)�s:
(4.3)

et 8<:v�n+2 (t) +M2vn+2 (t) = g(t; un (t) ; vn (t)) +M2vn (t) , t 2 [a; b]T ;

vn+2(a) =
R c2
a g2(s)vn+1(s)�s+

R �(b)
c2

g2(s)vn(s)�s:
(4.4)

Etape 1: Pour tout n 2 N, on a

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T ;

et

v2n � v2n+2 � v2n+3 � v2n+1 dans [a; � (b)]T .
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Soit

w0 (t) := u2 (t)� u0 (t) , z0 (t) := v2 (t)� v0 (t) , t 2 [a; � (b)]T :

D�aprés (4.3), (4.4) et en utilisant la Dé�nition 4.3, on a

8<:w�0 (t) +M1w0 (t) � 0, t 2 [a; b]T ;

w0 (a) � 0;

et 8<:z�0 (t) +M2z0 (t) � 0, t 2 [a; b]T ;

z0 (a) � 0;

Alors par le Lemme 4.2, on a

w0 (a) � 0 et z0 (a) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T :

C�est à dire

u0 � u2 et v0 � v2 dans [a; � (b)]T : (4.5)

D�une façon similaire on montre que

u3 � u1 et v3 � v1 dans [a; � (b)]T : (4.6)

Posons par dé�nition

p1 (t) = u2 (t)� u1 (t) ,q1 (t) = v2 (t)� v1 (t) , t 2 [a; � (b)]T :

D�aprés (4.3) et (4.4), on a

8>>><>>>:
p�1 (t) +M1p1 (t)

� f(t; u0 (t) ; v0 (t)) +M1u0 (t)� f(t; u1 (t) ; v1 (t))�M1v1 (t) ; t 2 [a; b]T ;

p1(a) �
R c1
a g1(s) (u1 (s)� u0 (s))�s+

R �(b)
c1

g1(s) (u0 (s)� u1 (s))�s;
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et 8>>><>>>:
q�1 (t) +M2q1 (t)

� g(t; u0 (t) ; v0 (t)) +M2v0 (t)� g(t; u0 (t) ; v1 (t))�M2v1 (t) ; t 2 [a; b]T ;

q1(a) �
R c2
a g2(s) (v1 (s)� v0 (s))�s+

R �(b)
c2

g2(s) (v0 (s)� v1 (s))�s;

Puisque u0 = u � u = u1 et v0 = v � v = v1 dans [a; � (b)]T et en utilisant les hypothèses (Hi)

pour i = 1; :::; 6, on a 8<:p�1 (t) +M1p1 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

p1(a) � 0;

et 8<:q�1 (t) +M2q1 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

q1(a) � 0;

Alors d�aprés le Lemme 4.2, on a

p1 (t) � 0 et q1(t) � 0; pour tout t 2 [a; � (b)]T :

et par suite

u2 � u1 et v2 � v1 dans [a; � (b)]T : (4.7)

Maintenant on va prouver que

u2 � u3 et v2 � v3 dans [a; � (b)]T :

Pour ce faire posons par dé�nition

p3 (t) = u2 (t)� u3 (t) et q3 (t) = v2 (t)� v3 (t) , t 2 [a; � (b)]T :

D�aprés (4.3) et (4.4), on a

8>>><>>>:
p�3 (t) +M1p3 (t)

= f(t; u0 (t) ; v0 (t)) +M1u0 (t)� f(t; u1 (t) ; v1 (t))�M1u1 (t) ; t 2 [a; b]T ;

p3(a) =
R c1
a g1(s) (u1 (s)� u2 (s))�s+

R �(b)
c1

g1(s) (u0 (s)� u1 (s))�s;
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et 8>>><>>>:
q�3 (t) +M2q3 (t)

= g(t; u1 (t) ; v0 (t)) +M2v0 (t)� g(t; u2 (t) ; v1 (t))�M2v1 (t) ; t 2 [a; b]T ;

q3(a) =
R c2
a g2(s) (v1 (s)� v2 (s))�s+

R �(b)
c2

g2(s) (v0 (s)� v1 (s))�s;

Puisque u0 � u2 � u1 et v0 � v2 � v1 dans [a; � (b)]T, on a8<:p�3 (t) +M1p3 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

p3(a) � 0;

et 8<:q�3 (t) +M2q3 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

q3(a) � 0:

Alors d�aprés le Lemme 4.2, on a

p3 (t) � 0 et q3 (t) � 0, pour tout t 2 [a; � (b)]T :

C�est à dire

u2 � u3 et v2 � v3 dans [a; � (b)]T : (4.8)

En conclusion d�aprés (4.6), (4.7) et (4.8), on a

u0 � u2 � u3 � u1 dans [a; � (b)]T :

et

v0 � v2 � v3 � v1 dans [a; � (b)]T :

Supposons pour n �xé que

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T ,

et

v2n � v2n+2 � v2n+3 � v2n+1 dans [a; � (b)]T ,
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et montrons que

u2n+2 � u2n+4 � u2n+5 � u2n+3 dans [a; � (b)]T :

et

v2n+2 � v2n+4 � v2n+5 � v2n+3 dans [a; � (b)]T :

On pose par dé�nition

wn+1 (t) := u2n+4 (t)� u2n+2 (t) , zn+1 (t) := v2n+4 (t)� v2n+2 (t) , t 2 [a; � (b)]T ,

D�aprés (4.3) et (4.4), on a

8>>><>>>:
w�n+1 (t) +M1wn+1 (t)

= f(t; u2n+2 (t) ; v2n+2 (t)) +M1 (u2n+2 (t)� u2n (t))� f(t; u2n (t) ; v2n (t)); t 2 [a; b]T ;

wn+1(a) =
R c1
a g1(s) (u2n+3(s)� u2n+1(s))�s+

R �(b)
c1

g1(s) (u2n+2(s)� u2n(s))�s;

et8>>><>>>:
z�n+1 (t) +M2zn+1 (t)

= g(t; u2n+2 (t) ; v2n+2 (t)) +M2 (v2n+2 (t)� v2n (t))� g(t; u2n+1 (t) ; v2n (t)); t 2 [a; b]T ;

zn+1(a) =
R c2
a g2(s) (v2n+3(s)� v2n+1(s))�s+

R �(b)
c2

g2(s) (v2n+2(s)� v2n(s))�s;

D�aprés les hypothèses de récurrence, on a

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1; dans [a; � (b)]T ;

et

v2n+2 � v2n+4 � v2n+5 � v2n+3 dans [a; � (b)]T ;

et d�aprés les hypothèses (Hi) pour i = 1; :::; 6, on a

8<:w�n+1 (t) +M1wn+1 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

wn+1(a) � 0:
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et 8<:z�n+1 (t) +M2zn+1 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

zn+1(a) � 0:

Alors par le Lemme 4.2, on a

wn+1 (t) � 0 et zn+1 (t) � 0,pour tout t 2 [a; � (b)]T :

C�est à dire

u2n+2 � u2n+4 et v2n+2 � v2n+4 dans [a; � (b)]T : (4.9)

D�une façon similaire on montre que

u2n+5 � u2n+3 et v2n+5 � v2n+3dans [a; � (b)]T ; (4.10)

u2n+4 � u2n+3 et v2n+4 � v2n+3 dans [a; � (b)]T , (4.11)

et

u2n+4 � u2n+5 et v2n+4 � v2n+5 dans [a; � (b)]T : (4.12)

D�aprés (4.9), (4.10), (4.11) et (4.12), on a

u2n+2 � u2n+4 � u2n+5 � u2n+3 dans [a; � (b)]T ;

et

v2n+2 � v2n+4 � v2n+5 � v2n+3 dans [a; � (b)]T ;

et par conséquent pour tout n 2 N, on a

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T :

et

v2n � v2n+2 � v2n+3 � v2n+1 dans [a; � (b)]T :
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La preuve de l�Etape 1 est terminée.

Etape 2: Les suites de fonctions (u2n; v2n)n2N et (u2n+1; v2n+1)n2N convergent vers une quasi-

solution de (4.1).

D�aprés L�étape 1, les suites de fonctions (u2n; v2n)n2N et (u2n+1; v2n+1)n2N convergent vers

(u�; v�) et (u�; v�):

Soit n 2 N� et t 2 [a; b]T, on a

u2n(t) =

Z c1

a
g1(s)u2n�1(s)�s+

Z �(b)

c1

g1(s)u2n�2(s)�s+

Z t

a

efn (s)�s;
u2n+1(t) =

Z c1

a
g1(s)u2n(s)�s+

Z �(b)

c1

g1(s)u2n�1(s)�s+

Z t

a

bfn (s) ds;
v2n(t) =

Z c2

a
g2(s)v2n�1(s)�s+

Z �(b)

c2

g2(s)v2n�2(s)�s+

Z t

a
egn (s)�s;

et

v2n+1(t) =

Z c2

a
g2(s)v2n(s)�s+

Z �(b)

c2

g2(s)v2n�1(s)�s+

Z t

a
bgn (s) ds;

où efn (s) := f(s; u2n�2 (s) ; u2n�2 (s)) +M1 (u2n�2 (s)� u2n (s)) ;

bfn (s) := f(s; u2n�1 (s) ; v2n�1 (s)) +M1 (u2n�1 (s)� u2n+1 (s)) :

egn (s) := g(s; u2n�1 (s) ; v2n�2 (s)) +M2 (v2n�2 (s)� v2n (s)) ;

et bgn (s) := g(s; u2n (s) ; v2n�1 (s)) +M2 (v2n�1 (s)� v2n+1 (s)) :

Maintenant si on fait tendre n! +1, on a

efn (s)! f(s; u� (s) ; v� (s));

bfn (s)! f(s; u� (s) ; v� (s));

egn (s)! g(s; u� (s) ; v� (s)):
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et bgn (s)! g(s; u� (s) ; v
� (s)):

D�autre part les fonctions efn; bfn; egn et bgn étant continues, alors
9 c1 > 0, 8 n 2 N;8 s 2 [a; b]T ,

��� efn (s)��� � c1;

et

9 c2 > 0, 8 n 2 N;8 s 2 [a; b]T ,
��� bfn (s)��� � c2;

9 c3 > 0, 8 n 2 N;8 s 2 [a; b]T , jegn (s)j � c3;

et

9 c4 > 0, 8 n 2 N;8 s 2 [a; b]T , jbgn (s)j � c4:

Par conséquent, le théorème de convergence dominée de Lebesgue entraine que

u�(t) =

Z c1

a
g1(s)u

�(s)�s+

Z �(b)

c1

g1(s)u�(s)�s+

Z t

a
f(s; u� (s) ; v� (s))�s; (4.13)

u�(t) =

Z c1

a
g1(s)u�(s)�s+

Z �(b)

c1

g1(s)u
�(s)�s+

Z t

a
f(s; u� (s) ; v� (s))�s; (4.14)

v�(t) =

Z c2

a
g2(s)v

�(s)�s+

Z �(b)

c2

g2(s)v�(s)�s+

Z t

a
g(s; u� (s) ; v� (s))�s; (4.15)

et

v�(t) =

Z c2

a
g2(s)v�(s)�s+

Z �(b)

c2

g(s)v�(s)�s+

Z t

a
g(s; u� (s) ; v

�(s))�s; (4.16)

Maintenant, montrons que (u�; u�); (v�; v�) sont des paires de quasi-solutions de (4.1).

Tout d�abord, il n�est pas di¢ cile de voir que

8>>>>>><>>>>>>:

u�(a) =
R c1
a g1(s)u

�(s)�s+
R �(b)
c1

g1(s)u�(s)�s;

u�(a) =
R c1
a g1(s)u�(s)�s+

R �(b)
c1

g1(s)u
�(s)�s

v�(a) =
R c2
a g2(s)v

�(s)�s+
R �(b)
c2

g2(s)v�(s)�s

v�(a) =
R c2
a g2(s)v�(s)�s+

R �(b)
c2

g2(s)v
�(s)�s

(4.17)
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D�autre part puisque f et g sont continues, u � u� � u et u et u sont continues et v � v� � v

et v et v sont continues alors il existe deux constantes K1 > 0;K2 > 0 telle que pour tout

s 2 [a; b]T, on a

jf(s; u� (s) ; v� (s))j � K1: (4.18)

jg(s; u� (s) ; v� (s)))j � K2: (4.19)

Alors d�aprés (4.17), (4.18) et (4.19), on a

8 t1 2 [a; b]T ; 8 t2 2 [a; b]T ; ju�(t1)� u� (t2)j � K1 jt1 � t2j :

et

8 t1 2 [a; b]T ; 8 t2 2 [a; b]T ; jv�(t1)� v� (t2)j � K2 jt1 � t2j :

Ceci implique que u� et v� sont continues dans [a; b]T et par conséquent par (4.13) et (4.15) il

résulte que u�; v� sont ��di¤érentiable dans [a; b]T.

D�une façon similaire, on peut prouver que les founctions u� et v� sont ��di¤érentiables dans

[a; b]T et par suite d�aprés (4.14) et (4.16), on a8>>>>>><>>>>>>:

u�� (t) = f(t; u� (t) ; v�(t)); t 2 [a; b]T ;

u��(t) = f(t; u� (t) ; v�(t)); t 2 [a; b]T ;

u�� (t) = g(t; u� (t) ; v�(t)) t 2 [a; b]T ;

u�� (t) = g(t; u� (t) ; v�(t)) t 2 [a; b]T ;

et par consèquent d�aprés (4.17), il résulte que (u�; u�) et (v�; v�) sont deux paires de quasi-

solutions de (4.1).

La preuve de l�étape 2 est terminée et ce qui achève la démonstration du Théorème 3.1.

Il est nécessaire d�imposer des conditions supplémentaires sur f et g, pour que

u� = u� et v� = v� et par conséquent le problème (4.1) admet au moins une solution.

(H7) Il existe une constante négative fM1 tel que

u 7�! f(t; u; v) + fM1u est décroissante si u � u � u et v � v � v:

(H8) Il existe une constante négative fM2 tel que
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v 7�! f(t; u; v) + fM2v est décroissante si u � u � u et v � v � v:

(H9) Il existe une constante positive fM3 tel que

u 7�! g(t; u; v) + fM3u est croissante si u � u � u et v � v � v:

(H10) Il existe une constante négative fM4 tel que

v 7�! g(t; u; v) + fM4v est décroissante si u � u � u et v � v � v:

(H11) A+B < 1: avec

A = �
Z c1

a
exp(

sZ
0

fM(�)��)g1(s)�s+ Z �(b)

c1

exp(

sZ
0

fM(�)��)g1(s)�s
B = �

Z c2

a
exp(

sZ
0

fM(�)��)g2(s)�s+ Z �(b)

c2

exp(

sZ
0

fM(�)��)g2(s)�s
et fM(�) = max(�fM1 + fM3;�fM2 � fM4)

On a le résultat suivant

Théorème 4.2 Supposons que les hypothèses (Hi) (i=1;:::;11) sont satisfaites et soit (u; u) deux

(v; v) deux paires de sous-sur solutions de (4.1) telles que u � u et v � vdans [a; b]T.

Alors le problème (4.1) admet au moins une solution.

Preuve: D�aprés le Théorème 4.1, le problème (4.1) admet une paire de quasi-solutions

(u�; u�); (v�; v�) telle que

u � u� � u� � u; v � v� � v� � v dans [a; � (b)]T : (4.20)

On pose par dé�nition

z� (t) = u� (t)� u� (t) et w� (t) = v� (t)� v� (t) ,t 2 [a; � (b)]T :

On a

z� (t) � 0 et w� (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T : (4.21)
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Maintenant, on va montrer que

z� (t) � 0 et w� (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T :

On a 8<: z�� (t) = f(t; u� (t) ; v� (t))� f(t; u� (t) ; v� (t)); t 2 [a; b]T ;

z�(a) = �
R c1
a g1(s)z

�(s)�s+
R �(b)
c1

g1(s)z
�(s)�s:

(4.22)

et 8<: w�� (t) = g(t; u� (t) ; v� (t))� g(t; u�(t); v� (t)); t 2 [a; b]T ;

w�(a) = �
R c2
a g2(s)w

�(s)�s+
R �(b)
c2

g2(s)w
�(s)�s:

(4.23)

D�après les hypothèses (H7) et (H8), on a

z�� (t) + fM1z
� (t) + fM2w

� (t)

= f(t; u� (t) ; v� (t)) + fM1z
� (t)� f(t; u� (t) ; v� (t)) + fM2w

� (t)

� 0:

C�est à dire,

z�� (t) + fM1z
� (t) + fM2w

� (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T : (4.24)

De même, on a

w�� (t)� fM3z
� (t) + fM4w

� (t) � 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T : (4.25)

Ce qui implique que

(z� + w�)� (t)� fM(z� + w�) (t) � 0; t 2 [a; b]T ;
et par suite

(z� + w�) (t) � exp(
Z t

0

fM(�)��)(z� + w�) (a) (4.26)

D�autre part puisque z�(t) � 0 et w� (t) � 0 on a

z�(a) � �
Z c1

a
g1(s)(z

� + w�)(s)�s+

Z �(b)

c1

g1(s)(z
� + w�)(s)�s:
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et

w�(a) � �
Z c2

a
g2(s)(z

� + w�)(s)�s+

Z �(b)

c2

g2(s)(z
� + w�)(s)�s:

En utilisant l�inégalité (4.26), on obtient

z� (t) � A(z� + w�)(a) pour tout t 2 [a; � (b)]T ;

et

w� (t) � B(z� + w�)(a) pour tout t 2 [a; � (b)]T ;

Ce qui donne

(z� + w�)(t) � (A+B)(z� + w�)(a)

Comme A+B < 1, on obtient

(z� + w�)(a) � 0:

Par suite, il résulte que

(z� + w�)(t) � 0:

et par conséquent d�aprés (4.21), on a

z�(t) = 0 et w� (t) = 0 pour tout t 2 [a; � (b)]T :

C�est à dire

u� (t) = u� (t) et v� (t) = v� (t) pour tout t 2 [a; � (b)]T ;

et par conséquant le problème (4.1) admet au moins une solution.
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4.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d�application

On considère le problème suivant

8>>>>>><>>>>>>:

u� (t) = f(t; u; v); t 2 T = f0; 1; 2g[[3; 4]

v� (t) = g(t; u; v); t 2 T = f0; 1; 2g[[3; 4]

u(0) = 1
k

R 2
0 g1(s)u (s)�s+

1
k

R �(4)
3 g1(s)u (s)�s,

v(0) = 1
k

R 2
0 g2(s)v (s)�s+

1
k

R �(4)
3 g2(s)v (s)�s,

(4.27)

avec

f(t; u; v) = sinu(t)� 4u(t) + v(t) + (2 + t)2;

g(t; u; v) = cos v(t)� 4v(t)� u(t) + 5 + 4t+ t2;

et

g1(t) = g2(t) =

8<: 1
k (t� 2)t t 2 [0; 2];
1
k (t� 2) t 2 [3; 4];

avec k 2 R�: Le problème (4.27) devient

8>>>>>><>>>>>>:

u� (t) = sinu(t)� 4u(t) + v(t) + (2 + t)2

v� (t) = cos v(t)� 4v(t)� u(t) + 5 + 4t+ t2

u(0) = 1
k

R 2
0 (s� 2)su (s)�s+

1
k

R �(4)
3 (s� 2)u (s)�s,

v(0) = 1
k

R 2
0 (s� 2)sv (s)�s+

1
k

R �(4)
3 (s� 2)v (s)�s,

(4.28)

On pose par dé�nition (u (t) ; u (t)) = (v (t) ; v (t)) = (t; 4), pour tout t 2 f0; 1; 2g[[3; 4].
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(u; u) = v (t) ; v (t) = (t; 4), sont deux paire de sous-sur solutions de (4.27) si on a

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1 � 4 + t+ t2 + sin t

0 � �8 + 4t+ t2 + sin 4,

1 � cos t+ t2 + 1;

0 � �11 + cos 4 + 3t+ t2;

0 � 1
k

2�1P
i=0
4(i� 2)i+ 1

k

R 4
3 (s� 2)sds

4 � 1
k

2�1P
i=0
(i� 2)i2 + 1

k

R 4
3 4(s� 2)ds

0 � 1
k

2�1P
i=0
4(i� 2)i+ 1

k

R 4
3 (s� 2)sds

4 � 1
k

2�1P
i=0
(i� 2)i2 + 1

k

R 4
3 4(s� 2)ds

C�est à dire 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

1 � 4 + t+ t2 + sin t

0 � �8 + 4t+ t2 + sin 4,

1 � cos t+ t2 + 1;

0 � �11 + cos 4 + 3t+ t2;

0 � 1
k (1:33)

4 � 1
k (5)

Ainsi si on pose M1 =M4 = 0;M2 = �2;M3 = 2;fM = maxf�M1 +M3;�M2 �M4g = 2;

A = �
Z 2

0
exp(

sZ
0

2ds)g1(s)ds+

Z 4

3
exp(

sZ
0

2ds)g1(s)ds

et

B = �
Z 2

a
exp(

sZ
0

2ds)g2(s)ds+

Z 4

3
exp(

sZ
0

2ds)g2(s)ds

C�est à dire

A = �
2�1X
i=0

1

k
e2i(i� 2)i+

Z 4

3
e2s
1

k
(s� 2)sds
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et

B = �
2�1X
i=0

1

k
e2i(i� 2) +

Z 4

3
e2s
1

k
(s� 2)ds

C�est à dire

A =
1

k
(7902:5) =

7902:5

k
;

et

B =
1

k
(2144:3) =

2144:3

k
:

Alors

A+B =
1

k
(7902:5 + 2144:3) = 10046:8� 1

k

Pour que A+B < 1; il faut choisir k > 7902; 5 + 2144; 3 = 10046:8:

Par suite (u; u) = (v; v) = (t; 4), est une paires de sous-sur solutions de (4.28) et par

conséquent le problème (4.28) admet deux paire de quasi-solutions (u�; u�) et (v�; v�) tel que

t � u� � u� � 4 dans f0; 1; 2g[[3; 4]:

et

t � v� � v� � 4 dans f0; 1; 2g[[3; 4]:

et par conséquent d�aprés le Théorème 4.2, le problème (4.28) admet au moins une solution.
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Chapitre 5

Etude de l�existence des solutions

pour certaines classes d�équations

dynamiques du second ordre avec

conditions aux limites non locales.

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l�étude de l�existence des solutions pour certaines classes d�équations

dynamiques du second ordre avec conditions aux limites non locales. Plus précisément, on

considère le problème suivant:

8>>><>>>:
�u�� (t) = f(t; u), t 2 [a; b]T,

u(a)� a0u� (a) =
R �2(b)
a g1(s)u (s)�s,

u(�2(b)) + a1u
� (�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)u (s)�s,

(5.1)

où [a; b]T est un intervalle d�une échelle de temps T, f : [a; b]T�R! R est une fonction continue,

g1; g2 :
�
a; �2(b)

�
T ! R� deux fonctions continues et a0 et a1 sont des nombres réels positifs.
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5.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats préliminaires.

On considère le problème initial suivant

8>>><>>>:
�u��(t) +Mu(t) = h (t) , t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u� (a) = �

u(�2(b)) + a1u
� (�(b)) = �,

(5.2)

Ou : h : [a; b]T ! R est une fonction continue, M est un nombre réel positif, a ,b; � et � sont

des nombres réels.

Lemme 5.1 (Principe de comparaison [16]) Soit u une fonction tels que u 2 C1
��
a; �2(b)

�
T ;R

�
et M > 0 et 8>>><>>>:

�u��(t) +Mu � 0, t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u�(a) � 0;

u(�2 (b)) + a1u
�(� (b)) � 0;

(5.3)

alors u (t) � 0, pour tout t 2
�
a; �2(b)

�
T :

5.3 Résultat principal

Dans cette section, on donne quelques dé�nitions, on énonce et on montre nos résultats.

Dé�nition 5.1 On dit que (u; u) est une paire de sous-sur solution de (5.1) si

(i) (u; u) 2 (C1 ([a; � (b)]T ;R))2.

(ii)

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�u��(t) � f(t; u (t)); t 2 [a; b]T ;

�u��(t) � f(t; u (t)); t 2 [a; b]T ,

u(a)� a0u�(a) �
R �2(b)
a g1(s)u(s)�s;

u(a)� a0u�(a) �
R �2(b)
a g1(s)u(s)�s:

u(�2 (b)) + a1u(� (b)) �
R �2(b)
a g2(s)u(s)�s;

u(�2 (b)) + a1u
�(� (b)) �

R �2(b)
a g2(s)u(s)�s:
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Dé�nition 5.2 La paire de fonctions (u�; u�) est dite quasi-solution de (5.1) si

(i) (u�; u�) 2 (C1 ([a; �(b)]T ;R))2.

(ii)

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�u��� (t) = f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ;

�u���(t) = f(t; u� (t)); t 2 [a; b]T ;

u�(a)� a0u�� (a) =
R �2(b)
a g1(s)u

�(s)�s;

u�(�2 (b)) + a1u�� (� (b)) =
R �2(b)
a g2(s)u

�(s)�s:

u�(a)� a0u��(a) =
R �2(b)
a g1(s)u�(s)�s;

u�(�2 (b)) + a1u��(� (b)) =
R �2(b)
a g2(s)u�(s)�s;

Dans cette section, on impose la condition suivante sur la fonction f:

(H1) Il existe une constante M > 0 telle que

x 7�! f(t; x) +Mx est croissante si u � x � u:

On a le résultat suivant

Théorème 5.1 Soit (u; u) une paire de sous-sur solutions de (5.1) telle que u � u dans�
a; �2 (b)

�
T et supposon que l�hypothèse (H1) est satisfaite Alors le probleme (5.1) admet une

paire de quasi-solution (u�; u�) telle que

u � u� � u� � u dans
�
a; �2 (b)

�
T :

Preuve: On pose u0 = u, u1 = u; et on dé�nit la suite (un)n�0 par8>>><>>>:
�u��n+2 (t) +Mun+2 (t) = f(t; un (t)) +Mun (t) , t 2 [a; b]T ;

un+2(a)� a0u�n+2 (a) =
R �2(b)
a g1(s)un+1(s)�s:

un+2(�
2 (b)) + a1u

�
n+2 (� (b)) =

R �2(b)
a g2(s)un+1(s)�s:

(5.4)

Etape 1: Pour tout n 2 N, on a

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans
�
a; �2 (b)

�
T .

Soit

w0 (t) := u0 (t)� u2 (t) , t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

69



D�aprés (5.4) et en utilisant la Dé�nition 5.1, on a

8>>><>>>:
�w��0 (t) +Mw0 (t) � 0, t 2 [a; b]T ;

w0 (a)� a0w�0 (a) � 0;

w0(�
2 (b)) + a1w

�
0 (� (b)) � 0

Alors d�aprés le Lemme 5.1, on a

w0 (t) � 0 pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

C�est à dire

u0 � u2 dans
�
a; �2 (b)

�
T : (5.5)

D�une façon similaire on montre que

u3 � u1 dans
�
a; �2 (b)

�
T : (5.6)

Posons par dé�nition

w1 (t) = u2 (t)� u1 (t) , t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

D�aprés (5.4), on a

8>>>>>><>>>>>>:

�w��1 (t) +Mw1 (t)

� f(t; u0 (t)) +Mu0 (t)� f(t; u1 (t))�Mu1 (t) ; t 2 [a; b]T ;

w1(a)� a0w�0 (a) �
R �2(b)
a g1(s) (u1 (s)� u0 (s))�s;

w1(�
2 (b)) + a1w

�
0 (� (b)) �

R �2(b)
a g2(s) (u1 (s)� u0 (s))�s;

Puisque u0 = u � u = u1 dans [a; � (b)]T et en utilisant l�hypothèse (H1), on a8>>><>>>:
�w��1 (t) +Mw1 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

w1(a)� a0w�0 (a) � 0;

w1(�
2 (b)) + a1w

�
0 (� (b)) � 0
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Alors d�aprés le Lemme 5.1, on a

w1 (t) � 0, pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T ;

et par suite

u2 � u1 dans
�
a; �2 (b)

�
T : (5.7)

Maintenant on va prouver que

u2 � u3 dans
�
a; �2 (b)

�
T :

Pour ce faire posons par dé�nition

w3 (t) = u2 (t)� u3 (t) , t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

D�aprés (5.4), on a

8>>>>>><>>>>>>:

�w��3 (t) +Mw3 (t)

= f(t; u0 (t)) +Mu0 (t)� f(t; u1 (t))�Mu1 (t) ; t 2 [a; b]T ;

w3(a)� a0w�3 (a) =
R �2(b)
a g1(s) (u1 (s)� u2 (s))�s;

w3(�
2 (b)) + a1w

�
3 (� (b)) =

R �2(b)
a g2(s) (u1 (s)� u2 (s))�s;

Puisque u0 � u2 � u1 dans [a; � (b)]T et en utilisant l�hypothèse (H1), on a8>>><>>>:
�w��3 (t) +Mw3 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

w3(a)� a0w�3 (a) � 0;

w3(�
2 (b)) + a1w

�
3 (� (b)) � 0

Alors d�aprés le Lemme 5.1, on a

w3 (t) � 0, pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

C�est à dire

u2 � u3 dans
�
a; �2 (b)

�
T : (5.8)
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En conclusion d�aprés (5.5), (5.6), (5.7) et (5.8), on a

u0 � u2 � u3 � u1 dans
�
a; �2 (b)

�
T :

Supposons pour n �xé on a,

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans
�
a; �2 (b)

�
T ,

et montrons que

u2n+2 � u2n+4 � u2n+5 � u2n+3 dans
�
a; �2 (b)

�
T :

On pose par dé�nition

wn+1 (t) := u2n+2 (t)� u2n+4 (t) , t 2
�
a; �2 (b)

�
T ,

D�aprés (5.4), on a

8>>>>>><>>>>>>:

�w��n+1 (t) +Mwn+1 (t)

= f(t; u2n (t)) +M (u2n (t)� u2n+2 (t))� f(t; u2n+2 (t)); t 2 [a; b]T ;

wn+1(a)� a0w�n+1 (a) =
R �2(b)
a g1(s) (u2n+1(s)� u2n+3(s))�s;

wn+1(�
2 (b)) + a1w

�
n+1 (� (b)) =

R �2(b)
a g2(s) (u2n+1(s)� u2n+3(s))�s;

D�aprés l�hypothèse de récurrence, on a u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans
�
a; �2 (b)

�
T et

d�aprés l�hypothèse (H1), on obtient

8>>><>>>:
�w��n+1 (t) +Mwn+1 (t) � 0; t 2 [a; b]T ;

wn+1(a)� a0w�n+1 (a) � 0:

wn+1(�
2 (b)) + a1w

�
n+1 (� (b)) � 0

Alors par le Lemme 5.1, on a

wn+1 (t) � 0, pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :
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C�est à dire

u2n+2 � u2n+4 dans
�
a; �2 (b)

�
T : (5.9)

D�une façon similaire on montre que

u2n+5 � u2n+3 dans
�
a; �2 (b)

�
T ; (5.10)

u2n+4 � u2n+3 dans
�
a; �2 (b)

�
T , (5.11)

et

u2n+4 � u2n+5 dans [a; � (b)]T : (5.12)

D�aprés (5.9), (5.10), (5.11) et (5.12), on a

u2n+2 � u2n+4 � u2n+5 � u2n+3 dans [a; � (b)]T ;

et par conséquent pour tout n 2 N, on a

u2n � u2n+2 � u2n+3 � u2n+1 dans [a; � (b)]T :

La preuve de l�Etape 1 est terminée.

Etape 2: Les suites de fonctions (u2n)n2N et (u2n+1)n2N sont uniformèment bornées sur

C1([a; �2 (b)]T) et les suites de fonctions (u�2n)n2N et (u
�
2n+1)n2N sont équicontinues sur [a; � (b)]T.

Preuve:

Sous étape 2.1 La suite (u2n+1)n2N est uniformèment bornée sur C1([a; �2 (b)]T)

C�est à dire

9
s
C1 > 0;8n 2 N;8t 2 [a; � (b)]T ; on a

u�2n+1(t) = max
[a;�(b)]T

��u�2n+1(t)�� � s
C1:

Preuve de la sous étape 2.1

Montrons que

8n 2 N;8t 2 [a; � (b)]T , on a u
�
2n+1(t) �

s
C1:
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Soit n 2 N� et t 2 [a; � (b)]T, puisque un est continue sur [a; �2 (b)]T et u�n est continue sur

[a; � (b)]T, alors d�aprés le Théoreme 1.2 (voir [9]), il existe �n; �n 2
�
a; �2 (b)

�
T tel que

un
�(�n) �

un
�
�2 (b)

�
� un (a)

�2 (b)� a � un
�(�n):

Comme

�u��2n+1 (t) +Mu2n+1 (t) = f(t; u2n�1 (t)) +Mu2n�1 (t) ; pour tout t 2 [a; b]T ;

Alors, on a

u�2n+1 (t) = u�2n+1(�n) +

Z t

�n

(f(s; u2n�1 (s)) +Mu2n�1 (s)�Mu2n+1 (s))�s; t 2 [a; b]T(5.13)

�
u2n+1

�
�2 (b)

�
� u2n+1 (a)

�2 (b)� a +

Z t

�n

(f(s; u2n�1 (s)) +Mu2n�1 (s)�Mu2n+1 (s))�s;

Si on pose
s
C1 =

u
�
�2 (b)

�
� u (a)

�2 (b)� a + (M1(f) + 2maxfjuj ; jujg)(� (b)� a);

où

M1(f) = maxff(t; u); t 2 [a; b]T ; u � u � ug:

En conclusion, on obtient

8n 2 N;8t 2 [a; � (b)]T : u
�
2n+1(t) �

s
C1:

De la même façon, on montre que

8n 2 N;8t 2 [a; � (b)]T : u
�
2n+1(t) �

s
C2;

où
s
C2 =

u
�
�2 (b)

�
� u (a)

�2 (b)� a + (m1(f) + 2minfjuj ; jujg)(� (b)� a);

avec

m1(f) = minff(t; u); t 2 [a; b]T ; u � u � ug
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Maintenant si on pose par dé�nition

C1 = max
[a;�(b)]T

(
s

C1;�
s
C2);

on obtient

8n 2 N;8t 2 [a; � (b)]T : max
[a;�(b)]T

��u�2n+1(t)�� � C1:

Sous étape 2.2 La suite (u2n)n2N est uniformèment bornée sur C1([a; �2 (b)]T)

C�est à dire

8n 2 N;8t 2 [a; � (b)]T :
u�2n(t) = max

[a;�(b)]T

��u�2n(t)�� � C3

La preuve de la Sous étape 2.2 est similaire à celle de la Sous étape 2.1.

Sous étape 2.3 La suite (u�2n+1)n2N est équicontinue sur [a; � (b)]T:

Preuve de la Sous étape 2.3

L�orsqu�on remplace �n par s dans (5.17) on a

u�2n+1 (t) = u�2n+1(s) +

Z t

s
(f(s; u2n�1 (s)) +Mu2n�1 (s)�Mu2n+1 (s))�s; t 2 [a; b]T :

Soit � > 0; t; s 2 [a; � (b)]T tel que t < s; alors pour chaque n 2 N, on a

��u�2n+1(s)� u�2n+1(t)�� � [M1(f) + 2maxfjuj ; jujg] js� tj

Si on pose

K1 = [M1(f) + 2minfjuj ; jujg];

on obtient ��u�2n+1(s)� u�2n+1(t)�� � K1 js� tj

Alors si on choisit js� tj < �

K1 + 1
; on a

��u�2n+1(s)� u�2n+1(t)�� < �

C�est à dire la suite (u�2n+1)n2N est équicontinue sur [a; � (b)]T:

Sous étape 2.4 La suite (u�2n)n2N est équicontinue sur [a; � (b)]T:
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La preuve de la Sous étape 2.4 est similaire à celle de la Sous étape 2.3

Conclusion:

D�aprés la Sous étape 2.1 et la Sous étape 2.3 la suite (u2n+1)n2N est uniformément bornée

sur C1([a; �2 (b)]T) et (u�2n+1)n2N est équicontinue sur [a; � (b)]T: Alors d�aprés le Théorème

d�Ascoli-Arzéla il existe une sous suite (u2nj+1)n2N de (u2n+1)n2N qui converge dans C
1([a; �2 (b)]T):

Soit

u = lim
nj!+1

u2nj+1:

Alors

u� = lim
nj!+1

u�2nj+1:

Or d�aprés l�Etape 1, la suite (u2n+1)n2N est décroissante et minorée donc elle converge vers

une fonction qu�on la note u� et par l�unicité de la limite on a u = u� et la suite (u2n+1) converge

dans C1([a; �2 (b)]T) vers u�:

De la même façon on a d�aprés la Sous étape 2.2 et la Sous étape 2.4 la suite (u2n)n2N

est uniformément bornée sur C1([a; �2 (b)]T) et (u�2n)n2N est équicontinue sur [a; � (b)]T: Alors

d�aprés le Théorème d�Ascoli-Arzéla il existe une sous suite (u2nj )n2N de (u2n)n2N qui converge

dans C1([a; �2 (b)]T):

Soit

v = lim
nj!+1

u2nj :

Alors

v� = lim
nj!+1

u�2nj :

Or d�aprés l�Etape 1, la suite (u2n)n2N est croissante et majorée donc elle converge vers une

fonction qu�on la note u� et par l�unicité de la limite on a v = u� et la suite (u2n) converge dans

C1([a; �2 (b)]T) vers u�:

Soit t 2 [a; b]T; on a

�u�2n+1 (t) = u�2n+1(a) +

Z t

a
(f(s; u2n�1 (s)) +Mu2n�1 (s)�Mu2n+1 (s))�s; t 2 [a; b]T

quand n! +1, la fonction f(s; u2n�1 (s)) +Mu2n�1 (s)�Mu2n+1 (s) tend vers f(s; u� (s)):
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D�autre part on a

9K2 > 0;8n 2 N;8s 2 [a; b]T : jf(s; u2n�1 (s)) +Mu2n�1 (s)�Mu2n+1 (s))j � K2

Alors d�aprés le Théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a

�u�� (t) = u��(a) +

Z t

a
(f(s; u� (s))�s; pour tout t 2 [a; � (b)]T

Alors

�u��� (t) = f(t; u�(t)); t 2 [a; b]T (5.14)

D�une façon similaire, on montre que

�u��� (t) = f(t; u�(t)); t 2 [a; b]T (5.15)

De même par le Théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a

u�(a)� a0u�� (a) =
R �2(b)
a g1(s)u�(s)�s;

u�(�2 (b)) + a1u�� (� (b)) =
R �2(b)
a g2(s)u�(s)�s

(5.16)

et
u�(a)� a0u�� (a) =

R �2(b)
a g1(s)u

�(s)�s;

u�(�2 (b)) + a1u�� (� (b)) =
R �2(b)
a g2(s)u

�(s)�s
(5.17)

En conclusion d�aprés (5.14), (5.15),(5.16) et (5.17) il résult que (u�; u�) est une paire de quasi-

solutions de (5.1).

La preuve du Théorème 5.1 est achevée.

Il est nécessaire d�imposer des conditions supplémentaires sur f et g1; g2, pour que u� = u�

et par conséquent le problème (5.1) admet au moins une solution.

Sur la fonction f et la fonction gi,i = 1; 2, on impose les conditions supplémentaires suivantes

(H2) La fonction x 7�! f(t; x) est décroissante si u � x � u:

(H3) �
R �2(b)
a g1(s)�s < 1:

(H4) �
R �2(b)
a g2(s)�s < 1
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Théorème 5.2 Supposons que les hypothèse (Hi) (i = 1; 2; 3) sont satisfaites et soit (u; u) une

paire de sous-sur solutions de (5.1) telles que u � u dans [a; � (b)]. Alors le problème (5.1)

admet au moins une solution.

Preuve: D�aprés le Théorème 5.1, le problème (5.1) admet une paire de quasi-solution (u�; u�)

telle que

u � u� � u� � u dans
�
a; �2 (b)

�
T : (5.18)

On pose par dé�nition

z (t) = u� (t)� u� (t) , t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

On a

z (t) � 0 pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T : (5.19)

Maintenant, on va montrer que

z (t) � 0 pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

D�aprés (H1), on a

�z�� (t) = f(t; u� (t))� f(t; u� (t)) � 0:; t 2 [a; b]T ; (5.20)

Alors on distingue trois cas

Cas 1:

z (t) = �; pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T : avec � 2 R:

Comme

z (a)� a0z� (a) = �
Z �2(b)

a
g1(s)z(s)�s:

Alors on a

�(1 +

Z �2(b)

a
g1(s)z(s)�s) = 0;
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et en utilisant l�hypothése (H3) on obtient � = 0:

Par suite

z (t) = 0; pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

Cas 2:

max
t2[a;�2(b)]

z (t) = z(a):

Comme

z (a)� a0z� (a) = �
Z �2(b)

a
g1(s)z(s)�s

et

z� (a) = 0

Alors on a,

z (a) = �
Z �2(b)

a
g1(s)z(s)�s

� z (a)

Z �2(b)

a
(�g1(s))�s;

c�est à dire,

(1 +

Z �2(b)

a
g1(s)�s)z (a) � 0

et en utilisant l�hypothése (H3), on obtient z (a) � 0:

Par suite

z (t) � 0; pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

et d�aprés (5.19), on obtient

z (t) = 0; pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

Cas 3:

max
t2[a;�2(b)]

z (t) = z(�2 (b)); pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

Comme

z
�
�2 (b)

�
+ az� (� (b)) = �

Z �2(b)

a
g2(s)z(s)�s;
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et

z� (� (b)) = 0

Alors on a,

z
�
�2 (b)

�
= �

Z �2(b)

a
g2(s)z(s)�s

� z
�
�2 (b)

� Z �2(b)

a
(�g2(s))�s;

c�est à dire,

(1 +

Z �2(b)

a
g1(s)�s)z

�
�2 (b)

�
� 0

et en utilisant l�hypothése (H4) on obtient z
�
�2 (b)

�
� 0:

Alors

z (t) � 0; pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

et d�aprés (5.19), il résulte que

z (t) = 0; pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

En conclusion: dans tout les cas, on a

z (t) = 0; pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

C�est à dire,

u� (t) = u�(t); pour tout t 2
�
a; �2 (b)

�
T :

et par conséquent le problème (5.1) admet au moins une solution.
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5.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d�application

On considère le problème suivant

8>>><>>>:
�u�� (t) = f(t; u), t 2 [a; b]T,T 2 [0; 8][f9; 10; 11; 12g

u(a)� a0u� (a) =
R �2(b)
a g1(s)u (s)�s,

u(�2(b)) + a1u
� (�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)u (s)�s,

(5.21)

où

f(t; u) = �2u+ sinu (t) + e�t � 2, g1(s) = �k1s et g2(s) = �k2s2

On pose par dé�nition (u (t) ; u (t)) = (�L;L), où L est un nombre réel strictement positif pour

tout t 2 T.

(u; u) est une sous-sur solution de (5.21) si on a

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�(L)�� (t) � f(t;�L);

�(L)�� (t) � f(t; L),

�L �
R �2(b)
a g1(s) (+L)�s;

�L �
R �2(b)
a

R �2(b)
a g2(s) (L)�s;

L �
R �2(b)
a g1(s) (�L)�s;

L �
R �2(b)
a g2(s) (�L)�s;

C�est à dire, 8>>>>>><>>>>>>:

0 � 2L+ sin (�L) + e�t � 2;

0 � �2L+ sinL+ e�t � 2;

�1 �
R 8
0 (k1s)ds+

R 14
9 (k1s)�s;

�1 �
R 8
0

�
k2s

2
�
ds+

R 14
9

�
k2s

2
�
�s
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Ainsi 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

0 � 2L+ sin (�L) + e�t � 2;

0 � �2L+ sin (L) + e�t � 2;

�1 � 32k1 + k1
13P
i=9
i = 8k1 + 55k1 = 63k1;

�1 � 512
3 k2 + k2

13P
i=9
i2 =

512

3
k2 + 615k2 =

2357
3 k2;

Alors si on choisit par exemple L � 3, et k1 >
1

63
; k2 >

3

2357
on obtient (u; u) une sous-sur

solution de (5.21).

et par conséquent d�aprés le Théorème 5.1, il s�ensuit que le problème (5.21) admet au moins

une solution.
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Chapitre 6

Etude de l�existence des solutions

pour certaines classes d�équations

dynamiques d�ordre 4 avec

conditions aux limites non locales.

6.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l�étude de l�existence des solutions pour le problème aux limites

suivant 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

u�
(4)
(t) = f

�
t; u; u�

(2)
�
; t 2 [a; b]T

u (a)� a1u� (a) =
R �4(b)
a h1(s)u(s)�s;

u
�
�4(b

�
) + a2u

�
�
�3(b

�
) =

R �4(b)
a h2(s)u(s)�s;

u�
(2)
(a)� a3u�

(3)
(a) =

R �2(b)
a h3(s)u

�(2)(s)�s;

u�
(2) �

�2(b
�
) + a4u

�(3) (�(b)) =
R �2(b)
a h4(s)u

�(2)(s)�s;

(6.1)

où [a; b]T est un intervalle d�une échelle de temps T, f : [a; b]T � R � R ! R est une fonction

continue, h1; h2 :
�
a; �4(b)

�
T ! R+, h3; h4 :

�
a; �2(b)

�
T ! R+ des fonctions continues et a1, a2

a3 et a4 sont des nombres réels positifs et a et b sont des nombres réels.
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6.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats préliminaires.

Dé�nition 6.1 Pour une fonction f : T �! Rn la ��dérivée seconde f�(2) existe si f� est

��di¤érentiable sur T�2 = (T�)�; où f�(2)(t) = (f�)�(t):

Dune manière similaire, on peut dé�nir inductivement les ��dérivée d�ordre suppèerieur f�(n) :

Pour la suite, on notera Ckrd(T;R); l�ensemble des foncctions k fois ��di¤érentiable sur T�
k

telles que f�
(k)
est rd-continue sur T. Pout T compact, cet espace est muni de la norme

kxkCkrd(T;R) = max
n
kxk0 ;

x�
0
; :::;

x�(k)
0

o
; où

x�(i)
0
= sup
t2T(ni)

kx(t)k .

On note �2(t) = �(�(t)) et �2(t) = �(�(t)); et par conséquent on dé�nit �n(t); et �n(t) pour

n 2 N de la même manière.

Par convention on pose �0(t) = �0(t) = t; f�
(0)
= f et : T�0 = T:

Notation:

Dans ce chapitre on note par D l�ensemble suivant

D = fu 2 C2rd([a; �4(b)];R); u�
(2) 2 C2rd([a; �2(b)];R)g:

On considère le problème suivant

8>>><>>>:
�u�(2) (t) = g (t) ; t 2 [a; b];

u (a)� a1u� (a) = r1;

u
�
�2(b)

�
+ a2u

� (�(b)) = r2;

(6.2)

où g : [a; �(b)]! R est une fonction continue, a1 et a2 sont deux nombres réels positifs et r1 et

r2 sont des nombres réels.

Alors on a le résultat suivant
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Lemme 6.1 [?] le problème (6.2) admet une unique solution donnée par

u (t) =

�(b)Z
a

G (t; s) g (s)�s� t� a2 � �(b)
�(b)� a+ a1 + a2

r1 +
t+ a1 � a

�(b)� a+ a1 + a2
r2;

où

G (t; s) =

8>><>>:
(t+ a1 � a)

�(b)� s+ a2
�(b)� a+ a1 + a2

; a � t � s;

(s+ a1 � a)
�(b)� t+ a2

�(b)� a+ a1 + a2
; t � s � �(b):

Maintenant on considère le problème aux limites suivant

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

u�
(4)
(t) = g2 (t) ; t 2 [a; b];

u (a)� a1u� (a) = r1;

u
�
�4(b

�
) + a2u

�
�
�3(b

�
) = r2;

u�
(2)
(a)� a3u�

(3)
(a) = r3;

u�
(2) �

�2(b
�
) + a4u

�(3) (�(b)) = r4;

(6.3)

où g2 : [a; �(b)] ! R est une fonction continue, a3 et a4 sont deux nombres reéls positifs et r3

et r4 sont deux nombres reéls.

Alors on a le résultat suivant

Corollaire 6.1 Le problème (6.3) admet une unique solution donnée par:

u (t) = �
�(b)Z
a

G (t; s) y (s)�s� t� a2 � �(b)
�(b)� a+ a1 + a2

r1 +
t+ a1 � a

�(b)� a+ a1 + a2
r2;

où

y (t) = �
�(b)Z
a

G (t; s) g2 (s)�s�
t� a4 � �(b)

�(b)� a+ a3 + a4
r3 +

t+ a3 � a
�(b)� a+ a3 + a4

r4:

Preuve: On pose par dé�nition

y(t) = u�
(2)
(t)
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y est une solution du problème suivant

8>>><>>>:
y�

(2)
(t) = g2 (t) ; t 2 [a; b];

y (a)� a3y� (a) = r3;

y
�
�2(b

�
) + a4y

� (�(b)) = r4

(6.4)

D�après le Lemme 6.1, il est clair que le problème (6.4) admet une unique solution donnée par

y (t) = �
�(b)Z
a

G (t; s) g2 (s)�s�
t� d0 � �(b)

�(b)� a+ c0 + d0
r3 +

t+ c0 � a
�(b)� a+ c0 + d0

r4

Maintenant puisque u�
(2)
(t) = y(t) , alors u est une solution du problème:

8>>><>>>:
u�

(2)
(t) = y (t) ; t 2 [a; b];

u (a)� a1u� (a) = r1;

u
�
�4(b)

�
+ a2u

�
�
�3(b)

�
= r2;

(6.5)

D�après le Lemme 6.1, le problème (6.5) admet une unique solution dé�nie par:

u (t) = �
�3(b)Z
a

G (t; s) y (s)�s� t� a2 � �3(b)
�3(b)� a+ a1 + a2

r1 +
t+ a1 � a

�3(b)� a+ a1 + a2
r2

Lemme 6.2 Supposons que u satisfait

8>>><>>>:
�u�(2) (t) � 0; t 2 [a; b];

u (a)� a1u� (a) � 0;

u
�
�2(b)

�
+ a2u

� (�(b)) � 0;

alors u (t) � 0, pour tout t 2 [a; b]T :

Preuve: Prenons g (t) � 0 et r1; r2 � 0 dans (6.2). Alors d�après le Lemme 6.1, on obtient

que u (t) � 0, pour tout t 2 [a; b]T :
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Lemme 6.3 ( Principe du comparaison )

Soit u une fonction tel que: u 2 D et

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

u�
(4)
(t) � 0; t 2 [a; b]T;

u (a)� a1u� (a) � 0;

u
�
�4(b

�
) + a2u

�
�
�3(b

�
) � 0;

u�
(2)
(a)� a3u�

(3)
(a) � 0;

u�
(2) �

�2(b
�
) + a4u

�(3) (�(b)) � 0;

(6.6)

alors u (t) � 0 et u�(2) (t) � 0; pour tout t 2 [a; b]T:

Preuve: On pose par dé�nition

y = u�
(2)
(t)

Alors y 2 D et par (6.6), on a

8>>><>>>:
y�

(2)
(t) � 0; t 2 [a; b]T;

y (a)� a3y� (a) � 0;

y
�
�2(b

�
) + a4y

�
�
�2(b

�
) � 0

D�après le Lemme 6.2, on a

y (t) � 0 pour tout t 2 [a; b]T;

Ce qui donne

u�
(2)
(t) � 0, pour tout t 2 [a; b]T: (6.7)

Par suite si on pose par dé�nition

z = u

D�aprés (6.6) et (6.7), on obtient

8>>><>>>:
z�

(2)
(t) � 0; a < t < �2(b):

z (a)� a1z� (a) � 0

z
�
�4(b)

�
+ a2z

�
�
�3(b)

�
� 0
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Par suite d�après le Lemme 6.2, il résulte que

z (t) � 0, pour tout t 2 [a; b]T

C�est à dire,

u (t) � 0, pour tout t 2 [a; b]T:

6.3 Dé�nitions et résultat principal

Dans cette section on donne quelques dé�nitions, on énonce et on montre notre résultat prin-

cipal.

Dé�nition 6.2 On dit que � 2 D est une sur solution du problème (6.1) si8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

��
(4)
(t) � f

�
t; �; ��

(2)
�
; t 2 [a; b]T ;

� (a)� a1�� (a) �
R �4(b)
a h1(s)�(s)�s;

�
�
�4(b

�
) + a2�

�
�
�3(b

�
) �

R �4(b)
a h2(s)�(s)�s;

��
(2)
(a)� a3��

(3)
(a) �

R �2(b)
a h3(s)�

�(2)(s)�s;

��
(2) �

�2(b
�
) + a4�

�(3) (�(b)) �
R �2(b)
a h4(s)�

�(2)(s)�s

Dé�nition 6.3 On dit que � 2 D est une sous solution du problème (6.1) si8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

��
(4)
(t) � f

�
t; �; ��(2)

�
; t 2 [a; b]T ;

� (a)� a1�� (a) �
R �4(b)
a h1(s)�(s)�s; ;

�
�
�4(b)

�
+ a2�

�
�
�3(b)

�
�
R �4(b)
a h2(s)�(s)�s; ;

��
(2)
(a)� a3��

(3)
(a) �

R �2(b)
a h3(s)�

�(2)(s)�s; ;

��
(2) �

�2(b
�
) + a4�

�(3) (�(b)) �
R �2(b)
a h4(s)�

�(2)(s)�s;

Théorème 6.1 Supposons que le problème (6.1) admet une sur solution � et une sous solution

� satisfaisant à

� (t) � � (t) et ��
(2)
(t) � ��

(2)
(t) ; pour tout t 2 [a; b]T:
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Si de plus f : [a; b]� R2 ! R est une fonction continue satisfait aux hypothèses suivantes:

(H1) f (t; u2; v)� f (t; u1; v) � 0 pour � (t) � u1 (t) � u2 (t) � � (t) ;

��
(2)
(t) � v (t) � ��

(2)
(t) pour tout t 2 [a; b]T.

(H2) f (t; u; v2)� f (t; u; v1) � 0 pour � (t) � u (t) � � (t) ;

��
(2)
(t) � v1 (t) � v2 (t) � ��

(2)
(t) pour tout t 2 [a; b]T,

alors il existent deux suites monotones (�n)n2N et (�n)n2N décroissante et croissante, respec-

tivement, sachant que �0 = � et �0 = �. qui convergent uniformément vers les solutions

extrémales du problème aux limites (6.1).

Preuve: On dé�nit les suites (�n)n2N et (�n)n2N par8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

�0 = �

�
�(4)
n+1 = f

�
t; �n; �

�(2)
n

�
; t 2 [a; b]T;

�n+1 (a)� a1��n+1 (a) =
R �4(b)
a h1(s)�n(s)�s

�n+1
�
�4(b)

�
+ a2�

�
n+1

�
�3(b)

�
=
R �4(b)
a h2(s)�n(s)�s;

��
(2)

n+1 (a)� a3��
(3)

n+1 (a) =
R �2(b)
a h3(s)�

�(2)
n (s)�s;

��
(2)

n+1

�
�2(b)

�
+ a4�

�(3)
n+1 (�(b)) =

R �2(b)
a h4(s)�

�(2)
n (s)�s

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

�0 = �

��
(4)

n+1 = f
�
t; �n; �

�(2)
n

�
; t 2 [a; b]T;

�n+1 (a)� a1��n+1 (a) =
R �4(b)
a h1(s)�n(s)�s

�n+1
�
�4(b)

�
+ a2�

�
�
�3(b)

�
=
R �4(b)
a h2(s)�n(s)�s;

��
(2)

n+1 (a)� a3��
(3)

n+1 (a) =
R �2(b)
a h3(s)�

�(2)
n (s)�s;

��
(2)

n+1

�
�2(b)

�
+ a4�

�(3)
n+1 (�(b)) =

R �2(b)
a h4(s)�

�(2)
n (s)�s

Notons que les suites (�n)n2N et (�n)n2N sont bien dé�nies. Maintenant on va montrer que la

suite (�n)n2N converge vers la solution maximale du problème (6.1).

La preuve est donnée en plusieures étapes

Etape 1: Pour tout n 2 N, on a

(�1)k ��(2k) (t) � (�1)k ��(2k)n (t) � (�1)k ��(2k) (t) , 0 � k � 1 et t 2 [a; b]T
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Pour n = 0, on a

(�1)k ��(2k) (t) � (�1)k ��(2k)0 (t) = (�1)k ��(2k) (t) pour tout 0 � k � 1 et t 2 [a; b]T:

Supposons que pour un n > 1 �xé, on a

(�1)k ��(2k) (t) � (�1)k ��(2k)n (t) � (�1)k ��(2k) (t) pout tout 0 � k � 1 et t 2 [a; b]T;

et montrons que

(�1)k ��(2k) (t) � (�1)k ��(2k)n+1 (t) � (�1)
k ��

(2k)
(t) pout tout 0 � k � 1 et t 2 [a; b]T:

On a8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
��

(4)

n+1 � ��
(4)
�
(t) � f

�
t; �n (t) ; �

�(2)
n (t)

�
� f

�
t; � (t) ; ��

(2)
(t)
�
; t 2 [a; b]T;

(�n+1 � �) (a)� a1
�
��n+1 � ��

�
(a) �

R �4(b)
a h1(s)(�n(s)� �(s))�s;

(�n+1 � �)
�
�4(b)

�
+ a2

�
��n+1 � ��)(�3(b)

�
�
R �4(b)
a h2(s)(�n(s)� �(s))�s;

(��
(2)

n+1 � ��
(2)
) (a)� a3(��

(3)

n+1 � ��
(3)
) (a) �

R �2(b)
a h3(s)(�

�(2)
n (s)� ��(2)(s))�s;

(��
(2)

n+1 � ��
(2)
)
�
�2(b)

�
+ a4(�

�(3)
n+1 � ��

(3)
) (�(b)) �

R �2(b)
a h4(s)(�

�(2)
n (s)� ��(2)(s))�s

D�après les hypothèses (H1) et (H2), on a

f
�
t; �n; �

�(2)

n

�
� f

�
t; �; ��

(2)
�

= f
�
t; �n; �

�(2)

n

�
� f

�
t; �; ��

(2)

n

�
+ f

�
t; �; ��

(2)

n

�
� f

�
t; �; ��

(2)
�

� 0

Comme Z �4(b)

a
h1(s)(�n(s)� �(s))�s � 0;

Z �4(b)

a
h2(s)(�n(s)� �(s))�s � 0;

Z �2(b)

a
h3(s)(�

�(2)
n (s)� ��(2)(s))�s � 0;
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Z �2(b)

a
h4(s)(��

(2)
n (s)� ��(2)(s))�s � 0:

On obtient 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

��
(4)

n+1 (t) � ��
(4)
(t) ; t 2 [a; b]T;

�n+1 (a)� a1��n+1 (a) � � (a)� a1�� (a) ;

�n+1
�
�4(b)

�
+ a2�

�
n+1

�
�3(b)

�
� �

�
�4(b)

�
� a2��

�
�3(b)

�
;

��
(2)

n+1 (a)� a3��
(3)

n+1 (a) � ��
(2)
(a)� a3��

(3)
(a) ;

��
(2)

n+1

�
�2(b)

�
+ a4�

�(3)
n+1 (�(b)) � ��

(2) �
�2(b)

�
� a4��

(3)
(�(b)) :

D�après le Lemme 6.3, on a

�n+1 (t) � � (t) et ��
(2)

n+1 (t) � ��
(2)
(t) ; pour tout t 2 [a; b]T:

De la même manière, on montre que

�n+1 � � et ��
(2)

n+1 � ��
(2)
:

Par suite on a

(�1)k ��(2k) (t) � (�1)k ��(2k)n (t) � (�1)k ��(2k) (t) , pour tout 0 � k � 1 et t 2 [a; b]T:

Etape 2: Pour tout n 2 N, on a:

(�1)k ��(2k) (t) � (�1)k ��(2k)n (t) � (�1)k ��(2k) (t) , pour tout 0 � k � 1 et t 2 [a; b]T:

La preuve est similaire à celle de l�Etape 1.

Etape 3: Pour tout n 2 N, on a

(�1)k ��(2k)n+1 (t) � (�1)
k ��

(2k)

n (t) , pour tout 0 � k � 1 et t 2 [a; b]T:
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Pour n = 0, on a

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

��
(4)

1 � ��(4)0 � f
�
t; �; ��

(2)
�
� f

�
t; �; ��

(2)
�
= 0;

(�1 � �) (a)� a1(��1 � ��) (a) �
R �4(b)
a h1(s)(�0(s)� �0(s))�s = 0;

(�1 � �)
�
�4(b)

�
+ a2(�

�
1 � ��)

�
�3(b)

�
�
R �4(b)
a h2(s)(�0(s)� �0(s))�s = 0;

(��
(2)

1 � ��(2)) (a)� a3(��
(3)

1 � ��(3)) (a) �
R �2(b)
a h3(s)(�

�(2)
0 (s)� ��(2)0 (s))�s = 0;

(��
(2)

1 � ��(2)0 )
�
�2(b)

�
+ a4(�

�(3)
1 � ��(3)) (�(b)) �

R �2(b)
a h4(s)(�

�(2)
0 (s)� ��(2)0 (s))�s = 0

Alors: 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

��
(4)

1 (t) � ��
(4)

0 (t) ; t 2 [a; b]T;

�1 (a)� a1��1 (a) � �0 (a)� ��1 (a) ;

�1
�
�4(b)

�
+ a2�

�
1

�
�3(b)

�
� �0

�
�4(b)

�
+ a2�

�
0

�
�3(b)

�
;

��
(2)

1 (a)� a3��
(3)

1 (a) � ��
(2)

0 (a)� a3��
(3)

0 (a) ;

��
(2)

1

�
�2(b)

�
+ a4�

�(3)
1 (�(b)) � ��

(2)

0

�
�2(b)

�
+ a4�

�(3)
0 (�(b))

(6.8)

D�après (6.8) et le Lemme 6.3, on obtient

�1 (t) � �0 (t) et ��
(2)

1 (t) � ��
(2)

0 (t) , pour tout t 2 [a; b]T:

Suppoosons que pour un n > 1 �xé, on a

(�1)k ��(2k)n (t) � (�1)k ��(2k)n�1 (t) pour tout 0 � k � 1 et t 2 [a; b]T;

et montrons que

(�1)k ��(2k)n+1 (t) � (�1)
k ��

(2k)

n (t) pour tout 0 � k � 1 et t 2 [a; b]T:

Par dé�nition de (�n)n2N et les hypothèses (H1) et (H2), on a

��
(4)

n+1 � ��
(4)

n = f
�
t; �n; �

�(2)

n

�
� f

�
t; �n�1; �

�(2)

n�1

�
= f

�
t; �n; �

�(2)

n

�
� f

�
t; �n�1; �

�(2)
�
+ f

�
t; �n�1; �

�(2)

n

�
� f

�
t; �n�1; �

�(2)

n�1

�
� 0
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Par suite on a

��
(4)

n+1 � ��
(4)

n : (6.9)

De plus on a

�
�n+1 (a)� a1��n+1 (a)

�
�
�
�n (a)� a1��n (a)

�
=

Z �4(b)

a
h1(s)(�n(s)� �n�1(s))�s � 0:

Alors �
�n+1 (a)� a1��n+1 (a)

�
�
�
�n (a)� a1��n (a)

�
: (6.10)

De même, on montre que

�n+1
�
�4(b)

�
+ a2�

�
n+1

�
�3(b)

�
� �n

�
�4(b)

�
+ a2�

�
n

�
�3(b)

�
(6.11)

��
(2)

n+1 (a) + a4�
�(3)

n+1 (a) � ��
(2)

n (a) + a4�
�(3)

n (a) (6.12)

��
(2)

n+1

�
�2(b)

�
+ a4�

�(3)

n+1 (�(b)) � ��
(2)

n

�
�2(b)

�
+ a4�

�(3)

n (�(b)) (6.13)

D�après (6.8), (6.9), (6.10), (6.11), (6.12), (6.13) et le Lemme 6.3, on obtient

�n+1 (t) � � (t) et ��
(2)

n+1 (t) � ��
(2)
(t) , pour tout t 2 [a; b]T:

Ce qui entraîne que

(�1)k ��(2k)n+1 (t) � (�1)
k ��

(2k)

n (t) , pour tout 0 � k � 1 et t 2 [a; b]T:

Etape 4: Pour tout n 2 N, on a

(�1)k ��(2k)n+1 (t) � (�1)
k ��

(2k)

n (t) ; pour tout 0 � k � 1 et t 2 [a; b]T:

La preuve est similaire à celle de l�Etape 3.

Etape 5: La suite de fonction (��
(3)

n )n2N est uniformèment bornée
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C�est à dire

9C1 > 0;8n 2 N;8t 2 [a; � (b)]T ; on a
��(3)n (t)

 = max
[a;�(b)]T

�����(3)n (t)
��� � C1:

Preuve

Soit n 2 N� et t 2 [a; � (b)]T, puisque ��
(2)

n est continue sur D et ��n est continue sur [a; � (b)]T,

alors d�aprés le Théoreme 1.2 [9], il existe �n; �n 2
�
a; �2 (b)

�
T tel que

�n
�(3)(�n) �

��
(2)

n

�
�2 (b)

�
� ��(2)n (a)

�2 (b)� a � ��
(3)

n (�n):

Comme

�n
�(4)(t) = f(t; �n; �

�(2)

n ); pour tout t 2 [a; b]T ;

Alors, on a

�n
�(3)(t) = �n

�(3)(�n) +

Z t

�n

(f(s; �n; �
�(2)

n )�s; t 2 [a; b]T (6.14)

�
��

(2)

n

�
�2 (b)

�
� ��(2)n (a)

�2 (b)� a +

Z t

�n

(f(s; �n; �
�(2)

n )�s:

Si on pose

s
C1 =

��
(2) �

�2 (b)
�
� ��(2) (a)

�2 (b)� a +(�4 (b)�a)maxff(t; u; u�(2)); t 2 [a; b]T ; �
�(2) � u�

(2) � ��
(2)g;

on obtient

8n 2 N;8t 2 [a; � (b)]T : �
�(3)

n (t) �
s
C1:

De la même façon, on montre que

8n 2 N;8t 2 [a; � (b)]T : �
�(3)

n (t) �
s
C2;

où

s
C2 =

��
(2) �

�2 (b)
�
� ��(2) (a)

�2 (b)� a +(�4 (b)�a)minff(t; u; u�(2)); t 2 [a; b]T ; �
�(2) � u�

(2) � ��
(2)g;
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Maintenant, si on pose par dé�nition

C1 = max
[a;�(b)]T

(
s

C1;�
s
C2)

On obtient alors

8n 2 N;8t 2 [a; � (b)]T : max
[a;�(b)]T

�����(3)n (t)
��� � C1:

Etape 6 La suite (��
(3)

n )n2N est uniformèment bornée

La preuve de la l�Etape 6 est similaire à la l�Etape 5.

Etape 7 La suite (��
(3)

n )n2N est équicontinue sur D:

Comme f est continue alors

9K > 0;8n 2 N;8t 2 [a; b] ;
���f �t; �n; ��(2)n

���� � K;

et par suite

�����(3)n (t)� ��(3)n (s)
��� =

����Z t

s
��

(4)

n (�)��

����
=

����Z t

s
f
�
t; �n; �

�(2)

n

�
��

����
� K jt� sj

Etape 8 La suite (��
(3)

n )n2N est équicontinue sur D:

La preuve de la l�étape 8 est similaire à la l�étape 7.

Maintenant on va montrer que la suite (�n)n 2N converge vers la solution maximale du problème

(6.1).

D�après les Etapes 1, 5 et 7 et puisque f est continue,
�
��

(3)

n

�
n2N

est uniformément bornée

et continue. Donc il existe une sous suite
�
�nj
�
.

Posons

�� := lim
nj !+1

�nj

Or d�après les Etapes 1 et 3, il est claire que (�n)n2N converge vers ��. Ce qui implique que:

�� = �� et par suite notre suite converge vers ��.
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On a

��
(3)

n (x) = ��
(3)

n (a) +

Z x

a
f
�
t; �n; �

�(2)

n

�
�t

Comme

9K > 0;8n 2 N;8t 2
�
a; �4(b)

�
;
���f �t; �n; ��(2)n

���� � K;

alors, le théorème de convergence dominée de Lebesgue [9] entraîne que

��
(3)

� (x) = ��
(3)

� (a) +

Z x

0
f
�
t; ��; �

�(2)

�

�
�t:

Comme f est continue, alors on a

��
(4)

� (t) = f
�
t; ��; �

�(2)

�

�
pour tout t 2 [a; b] (6.15)

D�autre part, on a

lim
n!+1

�
�n+1 (a)� a1 ��n+1 (a)

�
= �� (a)� a1��� (a) (6.16)

lim
n!+1

�
�n+1

�
�4(b)

�
+ a2�

�
n+1

�
�3(b)

��
= ��

�
�4(b)

�
� a2���

�
�3(b)

�
(6.17)

lim
n!+1

�
��

(2)

n+1 (a)� a3��
(3)

n+1 (a)
�
= ��

(2)

� (a)� a3��
(3)

� (a) (6.18)

lim
n!+1

�
��

(2)

n+1

�
�2(b)

��
� a4��

(3)

n+1 (�(b)) = ��
(2)

�
�
�2(b)

�
� a4��

(3)

� (�(b)) (6.19)

D�après (6.15),(6.16),(6.17),(6.18) et (6.19), on obtient que �� est une solution du problème

(6.1).

Maintenant on montre que si e� est une autre solution de (6.1) sachant que � � e� � � et

��
(2) � e��(2) � ��

(2)
; alors e� � �� et e��(2) � ��

(2)

� .
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Puisque e� est une sur solution de (6.1), prenons 0 = e� et on dé�nie la suite (n)n�1 par
8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
(4)

n+1 = f
�
t; n; 

�(2)
n

�
; t 2 [a; b];

n+1 (a)� a1�n+1 (a) =
R �4(b)
a h1(s)n(s)�s;

n+1
�
�4(b)

�
+ a2

�
n+1

�
�3(b)

�
=
R �4(b)
a h2(s)n(s)�s;

�
(2)

n+1 (a)� a3�
(3)

n+1 (a) =
R �2(b)
a h3(s)

�(2)
n (s)�s;

�
(2)

n+1

�
�2(b)

�
+ a4

�(3)
n+1 (�(b)) =

R �2(b)
a h4(s)

�(2)
n (s)�s

Puisque 0 = e� � �; on peut montrer que

8n 2 N; n � �n et �
(2)

n � ��
(2)

n (6.20)

Comme e� est une solution de (6.1), on a
8n 2 N; n = e� (6.21)

Par suite d�après (6.20) et (6.21), il rèsulte que

8n 2 N; e� � �n et e��(2) � ��
(2)

n :

Si on fait tendre n vers +1, on obtient

e� � �� et e��(2) � ��
(2)

�

C�est à dire �� est une solution maximale de (6.1), Par le même argument, on montre que

(�n)n 2N converge vers une solution minimale de (6.1).

Ce qui achève la démonstration.
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6.4 Application

On considère le problème suivant:

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

u�
(4)
(t) = 1

2u�
1
3u
�(2) + 1

6 sin1(t; 0); t 2 [0; 2]T ;

u(0) = 0;

u(�4(2)) + u�(�3(2)) =
R �4(2)
0 e�su (s)�s;

u�
(2)
(0)� u�(3)(0) =

R �2(2)
0 (�es+1)u�(2) (s)�s;

u�
(2)
(�2(2)) + u�

(3)
(�(2)) =

R �2(2)
0 (�es+1)u�(2) (s)�s:

(6.22)

Où

f(t; u; u�(2)) =
1

2
u� 1

3
u�

(2)
+
1

6
sin1(t; 0);

a1 = 0; a2 =
1

4
; a3 = a4 = 1;

h1(t) = 0; h2(t) = e�t; h3(t) = h4(t) = �et+1:

Cas 1: T = [0; 2] � R

On pose par dé�nition (u (t) ; u (t)) = (0; sin t).

(u; u) est une paire de sous-sur solutions de (6.22) si on a

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0 � 1
6 sin t; t 2 [0; 2]T ;

0 �
R 2
0 s� (0) ds;

0 �
R 2
0 e

�s � (0) ds;

0 �
R 2
0 (�e

s+1)� (0) ds;

0 �
R 2
0 (�e

s+1)� (0) ds:

(6.23)

et 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

sin t � 1
2 sin t+

1
3 sin t+

1
6 sin t; t 2 [0; 2]T ;

0 �
R 2
0 0� sin sds;

sin 2 + 1
4 cos 2 �

R 2
0 e

�s � sin sds;

1 �
R 2
0 (�e

s+1)� (� sin s) ds;

�(sin 2 + cos 2) �
R 2
0 (�e

s+1)� (� sin s) ds:
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c�est à dire 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0 � 1
6 sin t; t 2 [0; 2]T ;

0 �
R 2
0 s� (0) ds;

0 �
R 2
0 e

�s � (0) ds;

0 �
R 2
0 (�e

s+1)� (0) ds;

0 �
R 2
0 (�e

s+1)� (0) ds:

(6.24)

et 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

sin t � sin t; t 2 [0; 2]T ;

0 � 0;

0:80 = sin 2 + 1
4 cos 2 � 0; 46 =

R 2
0 e

�s � sin sds;

1 � 14:67 =
R 2
0 (�e

s+1)� (� sin s) ds;

�0:49 � 14:67 =
R 2
0 (�e

s+1)� (sin s) ds:

D�autre part, il n�est pas di¢ cile de prouver que la fonction f dé�nie par

f(t; u; u
00
) =

1

2
u� 1

3
u0
0
+
1

6
sin t

satisfait les conditions du Théorème précédent et par suite, le problème (6.22) admet au moins

une solution.

Cas 2: T = [0; 2] � Z

Le problème (6.22) devient8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

sin�
(4)

1 (t; 0) = 1
2 sin1(t; 0)�

1
3 sin

�(2)
1 (t; 0) + 1

6 sin1(t; 0); t 2 [0; 2]T ;

sin1(0; 0) = 0:

sin1(6; 0) +
1
4 sin

�
1 (5; 0) =

5P
i=0
i sin1(i; 0):

sin�
(2)

1 (0; 0)� sin�(3)1 (0; 0) =
3P
i=0
(�ei+1) sin�(2)1 (i; 0):

sin�
(2)

1 (4; 0) + sin�
(3)

1 (3; 0) =
3P
i=0
(�ei+1) sin�(2)1 (i; 0);

(6.25)

où

a1 = 0; a2 =
1

4
; a3 = a4 = 1;

h1(t) = 0; h2(t) = t; h3(t) = h4(t) = �et+1:
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On pose par dé�nition (u (t) ; u (t)) = (0; sin1(t; 0)) la paire de sous-sur solution de (6.22), en

utilisant la formule (1:1); (1:2); (1:3) et (1:4) et aprés calcul on a8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

0 � 0; t 2 [0; 2]T ;

0 � 0:

0 �
5P
i=0
i� 0

0 �
3P
i=0
(�ei+1)� 0

0 �
3P
i=0
(�ei+1)� 0

et 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

sin1(t; 0) � 1
2 sin1(t; 0) +

1
3 sin1(t; 0) +

1
6 sin1(t; 0); t 2 [0; 2]T ;

0 � 0:

�8 + 1
4(�4) � 1 + 4 + 6 + 0� 20

0� (�1) � e2 + 2e3 + 2e4

(0)� (�2) � e2 + 2e3 + 2e4

D�autre part, il n�est pas di¢ cile de prouver que la fonction f dé�nie par

f(t; u; u�(2)) =
1

2
u� 1

3
u�

(2)
+
1

6
sin1(t; 0);

satisfait les conditions du Théorème précédent et par suite, le problème (6.22) admet au moins

une solution.
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Perspectives

Dans cette thèse nous avons voulu apporter notre attribution à la théorie d�existence de solutions

pour des problèmes et systèmes d�équations dynamiques dans les échelles de temps par la

méthode des sous et sur solution couplée avec la technique itérative.

Plus précisément nous avons étudié:

- L�existence des solutions pour certaines classes d�équations dynamiques avec conditions

initiales non locales,

- L�existence des solutions pour certaines classes d�équations dynamiques quasilinéaires avec

conditions initiales non locales.

- L�existence des solutions pour certaines classes de systèmes d�équations dynamiques avec

conditions initiales non locales.

- L�existence des solutions pour certaines classes d�équations dynamiques du second ordre

avec conditions aux limites non locales.

- L�existence des solutions pour certaines classes d�équations dynamiques d�ordre 4 avec

conditions aux limites non locales.

Il serait aussi intéressant dans nos recherche futures de s�attaquer aux systèmes d�équations

aux échelles de temps avec opérateur p-Laplacien de la forme

8>>>>>><>>>>>>:

'p(u
�(t)) = f(t; u; v), t 2 [a; b]T,

'p(v
�(t)) = g(t; u; v), t 2 [a; b]T

u(a) =
R b
a g1(s)u (s)�s,

v(a) =
R b
a g2(s)v (s)�s,
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8>>>>>><>>>>>>:

('p(u (t))
� = f(t; u; v), t 2 [a; b]T,

('p(v (t))
� = g(t; u; v), t 2 [a; b]T

'p(u(a)) =
R b
a g1(s)'p(u (s))�s,

'p(v(a)) =
R b
a g2(s)'p(v (s))�s,

et 8>>><>>>:
(�(u�))� = f(t; u), t 2 [a; b]T,

u(a)� a0u� (a) =
R �2(b)
a g1(s)u (s)�s,

u(�2(b)) + a1u
� (�(b)) =

R �2(b)
a g2(s)u (s)�s.
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