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Introduction

L’objet de cette thése est d’étudier certaines classes d’équations dynamiques et systémes dy-
namiques avec conditions aux limites non locales dans les échelles de temps.

La théorie des échelles de temps a été intoduite par Stephan Hilger en 1987. Cette théorie
permet d’unifier 'analyse continue et ’analyse discréte. Les trois exemples les plus populaires
de calcul sur des échelles de temps sont le calcul différentiel, le calcul de différence et le cal-
cul quantique. Les équations dynamiques dans des échelles de temps ont un nombre énorme
d’applications telles que la physique, I’économie, biologie et la dynamique des populations.

Exemple 1, (voir [47]) il peut modéliser une population d’insectes continue pendant la saison,
mourir en hiver, par exemple, alors que leurs ceufs sont en incubation ou en dormance, puis
éclore a une nouvelle saison donnant lieu & une nouvel population. Dans cette exemple I’échelle
de temps est donnée par

00
Pl,l = U [2k,2k+1]
k=0

et

0 pour t € kOLjO [2k, 2k + 1]
1 pour t € kt—j)o {2k + 1}

Exemple 2 (voir [48])

Considérons un circuit électrique simple avec une résistance R, une inductance L et une



capacité C.
Figure 1.4. An Electric Circuit
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Supposons que nous déchargions le condensateur périodiquement & chaque unité de temps et
supposons que le déchargement prend § > 0 une unité de temps. Alors, cette simulation peut
étre modélisée en utilisant 1’échelle de temps

Pi1= k.k+1-96
1,1 k:ELIJ\Io[j + ]

Si Q(t) est la charge totale du condensateur au temps t et I(t) est le courant en fonction du

temps ¢, alors on a

. bQ(t) site U k=3,
I(a) sitg U lkk+1-4],
0 site U [k—d],
IA(t) keNp
QO - FI0 seg -,

ou b est une constante satisfaisant —1 < b6 < 0.

Les équations dynamiques dans les échelles de temps on été étudiées par plusieurs auteurs
en utilisant le théoréme du point fixe de Leray-Schauder, la méthode des sous et sur solutions,
la théorie du degré de Mawhin et les théorémes des points fixes dans les cones (voir [3], [10],
[12], [20], [28], [36] et [39]).

Il est bien connu que la méthode de sous et sur solutions couplée avec la technique itérative

dans les échelles de temps a été utilisée par plusieurs auteurs pour montrer ’existence des



solutions pour des problémes aux limites non linéaires (voir [9, Chapitre 6], [31], [32, Chapitre
4], [35], [41] et [43] ).

Cette thése est divisée en six chapitres.

Dans le premier chapitre on introduit quelques définitions et notations concernant la théorie
des échelles de temps.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de I'existence des solutions pour certaines classes

d’équations dynamiques avec conditions initiales non locales de type

ut (t> = f(tvu)a te [aa b]Ta

(1)
u(a) = [T g(s)u(s) As,

ol [a,b]y est un intervalle dans une échelle de temp T, f : [a,bl; X R = R g : [a,0(b)]; — R
sont deux fonctions continues et a et b sont deux réels. Les résultat de ce chapitre généralisent
ceux qui ont été obtenu dans [13, Chapitre 1] et [14].

Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude de I'existence des solutions pour certaines classes

d’équations dynamiques quasilinéaires avec conditions initiales non locales de type

(™ (1) = f(t,u), t € [a,b]r,
u(a) = [T g(s)u(s) As,

ot ,(y) = P2y, yeR, p>1, la, bly est un intervalle d’une échelle de temps T,
f :[a,blp x R — R est une fonction continue, g : [a,o(b)]; — R est une fonction continue et a
et b sont deux nombres réels.

Le quatriéme chapitre est consacré a I’étude de 'existence des solutions pour le systémes

d’équations dynamiques avec conditions initiales non locales suivant.

A(t) = f(t,u,0), t € [a, Y],

V2 (t) = g(t, u,v), t € [a,b]T
(a) = [ g1(s)u(s) As,

\ a):fb g2(s)v (s) As,

U

ou [a, b]y est un intervalle d’une échelle de temps T, f,g : [a,b]; x R x R — R deux fonctions



continues, g1, 92 : [a,bl; — R deux fonctions continues et a et b sont deux nombres réels. Les
résultat de ce chapitre généralisent ceux qui ont été obtenu dans [13, Chapitre 2] et [15].
Le cinquiéme chapitre est consacré a 1’étude de I’existence des solutions pour le probléme

suivant
—uhA (t) = f(t,u), t € [a,b]T,

u(a) — agu® (a) = faa2(b) g1(s)u(s) As, (4)
u(e* (b)) + aru (o(b) = J7V ga(s)u(s) As,
ou [a, bl est un intervalle d’une échelle de temps T, f : [a, b]; xR — R est une fonction continue,
g1, 99 : [a, UQ(b)]T — R sont deux fonctions continues et ag, a1, a et b sont des nombres réels.
Les résultat de ce chapitre généralisent ceux qui ont été obtenu dans [13, Chapitre 3].
Le sixiéme chapitre est consacré a I’étude de l’existence des solutions pour le probléme

suivant
ud? (t) = f(t,u,uAA), t € [a,b]r,

u(a) — ayu® (a) = f:4(b) hi(s)u (s) As,

(04(b))+a2u (03(b)) — f"4(b) h2() (s) As, (5)
A8 (a) — agu®® (a) = [T ha(s)ul® (s) As,

uM<o—2<b>>+a uA”< () = J7 *’>h (5)ul (s) As,

ou [a,b]y est un intervalle d’une échelle de temps T, f : [a,bl; X R x R — R est une fonction
continue, hi, ha : [a, 04(b)]T — R*, hs, hy: [a, 02(6)]1, — R~ des fonctions continues et ai, as,
as, a4, a et b sont des nombres réels. Les résultat de ce chapitre généralisent ceux qui ont été

obtenu dans [37, Chapitre 1].



Chapitre 1

Résultats préliminaires sur les

échelles de temps

Dans ce chapitre on donne quelques définitions et résultats concernant les échelles de temps
Les réultats de ce chapitre se trouvent dans [6, 7, 8] et [29)].

1.1 Les échelles de temps

Définition 1.1 Une échelle de temps est une partie non vide fermé de R.

Exemple 1.1 Les ensembles suivants sont des échelles de temps: R, Z,N, [0,1]U[2, 3], [0, 1]UN.

On note une échelle de temps par le symbole T.

1.2 L’opérateur de saut

Définition 1.2 On définit l'intervalle [a, by dans T par
la,blp :=={teT:a<t<b}, aveca,beT.

Définition 1.3 Soit T une echelle de temps. Pour t € T, on definit 'operateur de saut
supérieur o : T — T par

o(t):=inf{s >t:se T},

7



et Uopérateur de saut inférieur p: T — T par
p(t) :=sup{s>t:seT}.

Remarque 1.1 Dans ces définitions, on pose inf ) = supT, c’est a dire o(t) =t si T admet
un maximum t.

On pose sup ) = inf T, c’est a dire p(t) =t si T admet un minimum t, avec O désigne l’ensemble
vide.

1.3 La classification des points dans une échelles de temps T

Définition 1.4 Un point t de T est dit dispersé a droite si o(t) > t, et on dit que le point t est

dispersé a gauche si p(t) < t.

Définition 1.5 Un point t de T est dit isolé si il est a la fois dispersé a droite et & gauche.
Définition 1.6 Un point t de T est dit dense a droite sit < supT et o(t) =t.

Définition 1.7 Un point t de T est dit dense & gauche sit > inf T et p(t) = t.

Définition 1.8 Un point t de T est dit dense si il est a la fois dense a droite et & gauche.

Définition 1.9 La fonction de granulation p est définie par

p o T+——10,00)

t — u(t):=o(t)—t.
Définition 1.10 L’ensemble T" est définit par

T T\(p(sup T),sup T], si supT < oo,
T, si supT = oo.



Définition 1.11 On définit la fonction f° par

7 TR,

to— f7(t) = flo(t).

1.4 Delta différentiabilité

Définition 1.12 On dit que g admet une delta dérivée en un point t € T* et on la note g™ (t)

st pour chaque € > 0, il existe un voisinage U de t telque

[(g(a(t) = 9(5)) = g2 () (0 (t) = 5)| < e(o(t) —5), Vs € U.

Définition 1 On nome g~ (t) la delta derivée de g(t) au point t et on dit que g est delta-

différentiable au point t.

Définition 1.13 Une fonction g : T —— R est dite rd-continue si elle est continue en tout

point dense & droite dans T.

Théoréme 1.1 (voir [29],[8] et [9]).

Soit T une echelle de temps et g : T — R une fonction tel que t € T, alors on a les propriétes
sutvantes:

(i) Si g est delta-différentiable au point t, alors g est continue en t.

(11) Si g est continue au point t, et t est dispersé & droite alors g est delta-différentiable au point

t avec
9°(t) — g(t)

A
g=() = ,
p(t)
ou g° =goo.

(i1i) Sit est dense a droite , alors g est delta-différentiable ent si et seulement si limg_; g(ttg(s)

existe et finie.

g(t)—g(s)
t—s :

Dans ce cas g™ (t) = lim,_;

(iv) Si g est delta-différentiable au point t, alors

97 () = g(t) + p(t)g™ (1).



Théoréme 1.2 [8] Soient f,g: T — R deux fonctions delta-différentiables en t € T", alors
on a

(i) f + g est delta-différentiable en t et on a
(f +9)2() = A1) + g2 ().
(ii) Pour tout o € R, af est delta-différentiable en t et on a
(af)2(t) = af2(2).

(iii) Si fg est delta-différentiable en t alors on a

(f92(t) = [A(0)g(t) + flo(t)g™ ()
= f(t)g>(t) + F2(t)g(a(t)).

(iv) Si f(t)f(o(t)) # 0, alors est delta-différentiable en t et on a

I ()
(f) 0=~ Fofe)

(v) Sig(t)g(a(t)) # 0, alors f est delta-différentiable en t et on a
g

(f)A o) = 12090 — 1055 (0)
g g9(t)g(o(t))

Définition 1.14 Pour une fonction f : T — R la A—dérivée seconde fA(z) existe si f2 est
A—différentiable sur T** = (T*)%, ou fA(Z) (t) = (f2)2().

Dune maniére similaire, on peut définir inductivement les A—dérivées d’ordre suppéerieur fA(n).
Pour la suite, on notera Cfd(T,R), l’ensemble des foncctions k fois A—différentiable sur T+
telles que fA(k) est rd-continue sur T.

Pout T compact, cet espace est muni de la norme

Ak)

(©)
=], = g e
et |2, = sup =)

||1:||Cfd(TvR) = maX{HxHO ’ “$A||O 7Y HZL‘ teT()

10



On note o%(t) = o(a(t)) et p*(t) = p(p(t)) et par conséquent on définit o™ (t) et p"(t) pour
n € N par la méme facon.

Par convention on pose 6°(t) = p°(t) = t, fAO = f et : T =T.

Théoréme 1.3 [9] (Théoréme de la moyenne) Soit g une fonction continue et delta-différentiable

dans [a,b]p. Alors il existes €, T € [a,b)y tel que

Définition 1.15 Soient T une échelle de temps et h : [a, bl — R une fonction. La fonction.
H : T* — R est appelée primitive de h si H*(t) = h(t) pour tout t € T,

Dans ce cas on définit l'integrale de h par

to
/h(s)As = H(t2) — H(t1), pour tout ty, to € T.

t1

Définition 1.16 Soit T une échelle de temps. La fonction h : T — R est rd-continue si elle

est continue en tout point t de T dense & gauche et lim h(s) ewiste.
s—t—

Remarque 1.2 Toute fonction continue est rd-continue.

Proposition 2 [9] Soit T une échelle de temps et g, h sont deux fonctions de T —R tel que

g™ (t) = h(t), alors on a les propriétés suivantes:

t
(i) Si g est rd-continue, alors g a une primitive h: t — [ g(s)As, s,t € T.

S

t

Jg(s)As

s

(ii) Si g est rd-continue, alors < [1g(s)| As.

o

Théoréme 1.4 [19] Soit T une échelle de temps et supposons que :

(i) Vn € N, la fonction g : [s,tlp — R est rd-continue.

(11) limy, oo gn = g dans [s,t]y et g est rd-continue dans [s, t].

(tit) 1l existe une fonction rd-continue g tel que g, < |g| dans [s,t]y pour tout n € N,

Alors,

n—-4o0o

11



1.5 La fonction exponentielle dans les echelles de temps

Définition 1.17 Pour h > 0 on définit ’ensemble de Hilger par
1
Ch:{ze(c: z;«é—h},

et pour h =0, on pose

Co =C.

Définition 1.18 Pour h > 0 On définit Zy, par

Zh:{ze(C: Im(z2) <

}

SHES

et pour h =0, on pose

Zo =C.
Définition 1.19 Pour h > 0 on définit la transformation cylindrique &, : Cp, — Zy, par

+Log (1 + zh) sih >0,
§n(2) =
z sih =0,

ot Log est la fonction logarithme principale.

Définition 1.20 On dit que la fonction p: T — R est régréssive si
1+ p(t)p(t) #0, pour tout t € T".

Définition 1.21 Soit p une fonction régressive, alors on défint la fonction exponentielle par

¢
ep (t,s) = exp /fu(T) (p (1)) AT |, pour tout s, t € T.

S

12



L’expréssion de la fonction exponentielle dans quelques échelles de temps

T | ep(tto) T |t |P® | e,(t to)
ep(t—to) R |0 |1 el
(1.1)
Z | (1+p)ito zZ |01 |2
hZ | (1+ ph) " hZ |0 |1 | (1+h)F

Définition 1.22 (Fonctions trigonomitriques)
Sip € Cpg et (up?) : T —R, alors on definit les fonctions trigonomitriques cosy(t,to) et
sin, (¢, t0) par

eip(t, to) + €_Z‘p(t, to) eip(t, to) — €_ip(t, to)

cosp(t,tg) = 5 , et sin,(t, 1) = 5 (1.2)
i

Notons que up? est regréssive si et seulement si (ip) et ( —ip) sont regréssives, et par suite les

fonctions cosp(t, to) et sing(t,to) sont bien définies.
Exemple 1.2 1) Pour T=R, p: T - R, t( =0

cosy(t, tg) = cos(pt), siny(t,to) = sin(pt)
2) Pour T=7Z,p=1,t =0

(1+4)t+ (1 —4)t (1+4)t —(1—4)t

cosp(t,to) = 5 , sing(t,t) = 5 (1.3)
Lemme 1.1 [9]
Soit p € Crg, et (up?) : T —R, alors on a
cosﬁ(t,to) = —psin,(t, to), sinﬁ(t,tg) = pcosp(t, to) (1.4)

et

cosp(t, to) + sin2(t,t0) = €, (t, to)

Notons que pour p € R, la condition regréssive de up?® est towjours satisfaite.

13



Chapitre 2

Etude de P'existence des solutions

° 92 °
pour certaines classes d’équations
dynamiques avec conditions initiales

non locales.

2.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est la construction des solutions de 1’équation dynamique du premier

ordre suivante avec condition initiale non locale

u (t> = f(tvu)v te [aa bh‘,

2.1
u(a) = [70 g(s)u(s) As, 2

ol [a,b]y est un intervalle dans une échelle de temp T, f : [a,bl; X R = R g : [a,0(b)]; — R
sont deux fonctions continues et a et b sont deux réels.

Plusieurs auteurs ont étudié les équations dynamiques dans les échelles de temps avec des
conditions aux limites non locales a ’aide du théoréme de point fixe de Leray-Schauder, la
méthode des sous-sur solutions, (voir [2,3,4,5] et [19, 20]).

Il est bien connu que la méthode des sous-sur solutions couplée avec la technique itérative

14



dans les échelles de temps a été utilisée pour prouver ’existence des solutions pour les problémes
aux limites non linéaires par plusieurs auteurs (voir par exemple [9, Chapitre 6], [31], [32,
Chapitre 4] et [41]).

Dans [14], les auteurs ont étudié le probléme suivant

()= f(t,z(t)), te J=][0,T],
z(0) = fy g(s)z(s)ds,

ou f:JxR—=Retg:J— R sont deux fonctions continues et 1" > 0.

En utilisant la méthode des sous et sur solutions couplée avec la technique itérative les
auteurs ont montré 1’existence d’au moins une solution pour le probléme (2.2) quand la fonction
g change de signe.

Les résultats de ce chapitre généralisent ceux qui ont été obtenu dans [14] et se trouvent
dans [13].

Ce chapitre est divisé comme suit. Dans la premiére section, on donne quelques résultats
préliminaires. Dans la deuxiéme section, on énoce et on montre le résultat principal, et enfin,

dans la derniére section on donne un exemple d’application pour illustrer nos résultats.

2.2 Reésultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats préliminaires.

On consideére le probléme initial suivant

If?+Mmo—Mawewﬂw (2.3)
ula) = o,

ot : h: [a,b]ly — R est une fonction continue, M est un nombre réel positif, a et o sont deux

nombres réels.

15



Lemme 2.1 (/8, Theorem 2.77 page 77]) Le probléme de Cauchy (2.2) admet une unique

solution u donnée par

u(t) =e_p(t,a)xo + /eM (t,o (1)) h(T)AT, t € [a,0(b)].

to

Remarque 2.1 On pose par définition

g:T—R: g est continue dans [a,o(b)]
¢ ([a,0(b)]y) = ol

et g™ est continue dans [a,b]y

Lemme 2.2 Soit u € C! ([a,o(b)]y,R) vérifiant

w(t) + Mu(t) <0, t € [a, by,

u(a) <0,

alors u (t) <0, pour tout t € [a,o(b)]y -

Preuve: La preuve est une conséquence immédiate du Lemme 2.1. =

On Consideére le probléme suivant

uP(t) + Mu(t) = h(t), t € [a, by,
u(a) = [g(s)u(s)As + [T g(s)u(s)As,

ot g : [a,0(b)]y — R est une fonction continue telle que

g(t) <0,t€a,clp et g(t)>0,t€c,o()r,

avec a < c<betcéela,b]y.
On a le résultat suivant
Lemme 2.3 Soit u € C! ([a,0(b)]y,R) qui vérifie

ul(t) + Mu(t) <0, t € [a, bl

. I (2.4)
u(a) < [ g(s)u(s)As+ [TV g(s)u(s)As,

16



et
c o(b)
—/ e_n (s,a) g(s)As + / e_m(s,a)g(s)As < 1,

alors u (t) <0, pour tout t € [a, o (b)]y.
Preuve: Soit t € [a,0 (b)]y, on a
w(t) < ey (t,a) u(a).

Alors d’aprés la second inégalité dans (2.3), on a

c o(b)
u(a) < —u(a) / e_n(s,a)g(s)As +u(a) / e_n(s,a)g(s)As.

C’est a dire,
c o(b)
u(a) (1 + / e_n(s,a)g(s)As — / e_(s,a) g(s)As) <0.

En utilisant (2.4), on obtient
u(a) <0,

et par conséquant, d’aprés (2.5), il résulte que

u(t) <0, pour tout t € [a,o (b)) -

17
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2.3 Résultat principal
Dans cette section, on donne quelques définitions, on énonce et on montre nos résultats.

Définition 2.1 On dit que (u,u) est une paire de sous-sur solutions de (2.1) si

(i) (u,@) € (C* (la, 0 (b)]y, R))?
ul(t) < f(t,u(t), t € la,bly,

i) al(t) > f(t,a(t)), t € [a,bly,
u(a) < [ g(s)a(s)As + [T g(s)u(s)As,
a(a) > [ g(s)u(s)As + [T g(s)u(s)As

Définition 2.2 La paire de fonctions (u«, u*) est dite quasi-solutions de (2.1) si
(i) (U(*vu*) e (C' ([a,a(b)]p,R))?.

uB(t) = F(t, 1w (), € [a, Bl

U*A(t) = f(ta u* (t))vt € [av b]'JI‘ )

un(0) = [Cg(s)ur(s)As + [7) gs)us(s)As,

u*(0) = [7g(s)us(s)As + f:(b) g(s)u*(s)As.

(i)

\

Dans cette section, on impose sur la fonction f la condition suivante.

(H1) 1l existe une constante M > 0 telle que

x +— f(t,z) + Mz est croissante si u < z < u.
On a le résultat suivant

Théoréme 2.1 Soit (u,u) une paire de sous-sur solutions de (2.1) telle que uw < @ dans
[a,0 (b)]y et supposon que Uhypothése (H1) est satisfaite Alors le probleme (2.1) admet une

paire de quasi-solutions (u.,u*) telle que
u < u, <u* <u dans [a,0 (b)].
Preuve: On pose ug = u, u1 =%, et on défint la suite (uy),,~, par:

uﬁ+2 (t) + Mup2 (t) = f(t, Un, (t)) + Muy, (t) yte [CL, b]’]l‘ )

(2.7)
tni2(@) =[5 g(s)uns1(s)As + [T g(s)un(s)As.
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Etape 1: Pour tout n € N, on a
u2p < Ugpyo < Uzng3 < Ugng1 dans [a, 0 (b)]g .

Soit

wo (t) :==uz (t) —ug (t), t € [a,0(b)].

D’aprés (2.6) et en utilisant la Définition 2.1, on a

wd (t) + Mwg (t) > 0, t € [a, b]y,

Wo (CL) > 07

Alors par le Lemme 2.2, on a
wo (t) > 0 pour tout ¢ € [a,o (b)) .

C’est a dire

up < ug dans [a,0 (b)]y.

D’une facon similaire on montre que
ug < uy dans [a,0 (b)]g.

Posons par définition

wi (t) =ug (t) —ui (), t € [a,0 ()] .
D’aprés (2.6), on a
t) + Mw (t)

£ (
< F(t,uo (£) + Mug (£) — F(t,ur (£) — Muy (£), ¢ € [a, by,
w1 (0) < [g(s) (u1 (s) —ug (s)) As + [T g(s) (ug (5) — u1 (5)) As,

w
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Puisque up = v <@ = u; dans [a, 0 (b)]y et en utilisant ’hypotheése (H1), on a

wh (t) + Mw, (t) <0, t € [a,b]g,

w1 (a) < O)

Alors d’aprés le Lemme 2.2, on a
wy (t) <0, pour tout ¢ € [a,o (b)]y.

et par suite

up < uy dans [a,0 (b)]r.

Maintenant on va prouver que

up < ug dans [a,0 (b)]y.

pour ce faire posons par définition

ws (t) =ug (t) —uz (t), t € [a,0 ()] .

D’aprés (2.6), on a

w5 (t) + Mws (t)

S

Puisque ug < up < u; dans [a,0 (b)]; et en utilisant I'hypothese (H1), on a

ng (t) + Mws () <0, t € [a,b]g,

w3 (a’) < 07

Alors d’aprés le Lemme 2.2, on a

ws (t) < 0, pour tout ¢ € [a,o (b)]y.
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C’est & dire

up < ug dans [a,0 (b)]y. (2.11)
En conclusion d’aprés (2.7), (2.8), (2.9) et (2.10), on a
ug < up < uz <up dans [a,0 (b)]g.
Supposons pour n fixé on a,
Ugn < Unt2 < Uny3 < Uopyq dans [a, 0 (b)]y,

et montrons que

Ugnt2 < Uopta < Uonys < Ugnts dans [a, 0 (b)]g.
On pose par définition

Wyt1 (1) 1= uzn+a (t) — uznt2 (), t € [a,0 ()],
D’aprés (2.6), on a

whyy (8) + Mwn iy (¢)
= f(t,uant2 (t)) + M (uznt2 (t) — ugn (1)) — f(t, uzn (£)), t € [a,bly,
wni1(a) = [ g(s) (uznt3(s) = wans1(s)) As + [7 g(s) (wanta(s) = uan(s)) As,

D’aprés I'hypothese de récurrence, on a ug, < Ugpt2 < Uznt3 < Uzpt1 dans [a, o (b)] et d’aprés

I’hypothese (H1), on a

witiy (8) + Mwp gy (t) >0, t € [a,b]g,

wp+1(a) > 0.

Alors par le Lemme 2.2, on a

W41 (t) > 0, pour tout t € [a, 0 (b)]y.
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C’est & dire

Ugn+2 < Ugpya dans [a, o (b)]g. (2.12)

D’une facon similaire on montre que

Ugn45 < Up+3 dans [a, o (b)]g, (2.13)

Ugnt4 < Uzp3 dans [a,o (b)]g, (2.14)
et

Ugn44 < Uops dans [a, o (b)]g. (2.15)

D’aprés (2.11), (2.12), (2.13) et (2.14), on a
Ugnt2 < Ugpia < Uznys < Ugpys dans [a,0 (b)]p,
et par conséquent pour tout n € N, on a
Uz < Uznt2 < Usnt3 < Uzpt1 dans [a,0 (D).

La preuve de I’étape 1 est terminée.
Etape 2: Les suites de fonctions (u2,)nen et (U2n+1)nen convergent vers une quasi-solution de

(2.1).

D’aprés L’étape 1, les suites de fonctions (ugp )nen €t (U2n41)nen convergent vers u, et u*.

Soit n € N* et t € [a, by, on a

¢ a(b) t_
U (t) :/ g(s)uin(s)As—{—/ g(s)uzng(s)As+/ fn (s) As,

et

c U(b) t/\
wsna(t) = /0 o5+ [ glsua(©ds+ [ Foo)ds

ou

Fu (8) == f(5,uan—2 (5)) + M (ugn—2 (s) — uzn (5)),
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et

-~

fn (s) == f(s,uzn—1(s)) + M (uzn—1(s) — tzn+1(s)) -
Maintenant, si on fait tendre n — +o00, on a
Fu(8) = f(5,u. (5)),

et

Fa(5) = f(s,u” ().

D’autre part, on a

de1>0,YneN,Vselabl,

Fals)] <.

et

~

Je>0,YneNVselabl, fn(s)‘ < cs.

Par conséquent, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue entraine que

c a(b) t
w()= [ g @as+ [ gulsas+ [ flsu6)as, (2.16)
et o
w0 = [ st [ gt @as s [ st (9)as (2.17)

Maintenant, montrons que (us,u*) est une paire de quasi-solution de (2.1).

Tout d’abord, il n’est pas difficile de voir que

(s)u*(s)As + [T g(s)u.(s)As,

Ju9
(2.18)
f;g(s)u*(s)As + fca(b)g(s)u*(S)As

ux(a)

u*(a) =

D’autre part puisque f est continue, u < u, < U et u et w sont continues, alors il existe une

constante K > 0 telle que pour tout s € [a, b]y, on a

|f(s,us ()] < K. (2.19)
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Alors d’aprés (2.15) et (2.18), on a
Vit €la,blp, Vg €la,blp, |uc(ti) —ux(t2)] < K|t1 —to].

Ceci implique que u, est continue dans [a, b1 et par conséquent d’aprés (2.15) il résulte que wu,
est A—différentiable dans [a, b]T.
D’une fagon similaire, on peut prouver que la founction u* est is A—différentiable dans [a, b]

et par conséquent d’aprés (2.15) et (2.16), on a

ud(t) = ft,u (1), t € [a, by,
wA(t) = f(t,u* (1), t € [a,by,

et d’aprés (2.17), il résulte que (us,u*) est une paire de quasi-solution de (2.1).

La preuve de I'étape 2 est terminée et ce qui achéve la preuve du Théoréme 2.1. =
Maintenant il est nécessaire d’imposer des conditions supplémentaires sur f et g, pour que

u* = u, et par conséquent le probléme (2.1) admet au moins une solution.

Sur la fonction f et la fonction g, on impose les conditions supplémentaires suivantes:
(H2) 11 existe un nombre réel négatif M tel que
x> f(t,2) + Mx est décroissante si u < z < .

(H3) — fac e 77 (s,a)g(s)As + fcg(b) e_g7(s,a)g(s)As < 1.

On a le résultat suivant

Théoréme 2.2 Supposons que les hypothése (Hi) (i = 1,2,3) sont satisfaite et soit (u,w) une
paire de sous-sur solutions de (2.1) telles que u < w dans [a,o (b)]. Alors le probléme (2.1)

admet au moins une solution.

Preuve: D’aprésle Théoreme 2.1, le probléme (2.1) admet une paire de quasi-solution (u,, u*)
telle que

u < u, <u* <udans [a,0(b)|}. (2.20)

On pose par définition

25 (t) =u" (t) —us (t), t €la,o(b)]r.
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2" (t) > 0 pour tout ¢ € [a,0 (b)]y.

Maintenant, on va montrer que

2* (t) < 0 pour tout ¢ € [a,0 (b)].

248 (t) = f(t7U* (t)) - f(ta U (t))’ te [a’ b]T,

z*(a) = — f;g(s)z*(s)As + fca(b) g(s)z*(s)As.

D’apres (2.19) et en utilisant ’hypothése (H1), on a

2B () + Mz* (1)
= ft,u* () + Mu* (£) — f(t,us () — Mu, ()

C’est & dire,

28 (1) + Mz* (t) <0 pour tout t € [a,0 (b)) -

Alors on a,
2D (1) + Mz* (1) <0, t € [a, by,

z*(a) = — f;g(s)z*(s)As + fca(b) g(s)z*(s)As.

D’aprés 'hypotheése (H3) et en utilisant le Lemme 2.3, on obtient

2" (t) < 0 pour tout ¢ € [a,0 (b)],

et par suite d’aprés l'inégalité (2.19), on obtient

z* (t) = 0 pour tout t € [a,0 (b)]}.

C’est a dire,
u* (t) = uy (t) pour tout t € [a,0 (b)),

et par conséquent le probléme (2.1) admet au moins une solution. m
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Remarque 2.2 On cosidére le probléme suivant

{(wgunﬁa>f@u%te[mﬂw (2.25)

u(a) = [T g(s)u(s) As,

ot ¢,(y) = ]y|1”_2 vy, y € R, p>1, g:a,0(b)]p — R est une fonction continue qui vérifie
Uhypothése (H1) et f : [a,bly x R — R est une fonction continue.

On a les définitions suivantes:

Définition 2.3 On dit que (U,U) est une paire de sous-sur solution de (2.25) si

)
(i) (¢(U),(U)) € (C*([a,a(b)]1,R))?,
t

[
(0p(UNA(E) < f(E,U (1), t€ [ably,
iy 4 @OAO 2 FET W), ¢ faby,
Ula) < [£g(s)T(s)As + [T g(s)U(s)As,
| Ula) > [Lg()U(s)As + [7) () (5)As.

Définition 2.4 (u.,u*) est dite quasi-solution de (2.25) si
(i) (¢p(us), p(u")) € (CH([a,0(b)]r, R))?,
(p(w))2(t) = f(t,u, (1)), € [a, by,
<%wwAw:f@u<» & [, bz,
f g(s)u*(s)As + fa(b
f g(s u*( As—l—fa(b

(i)

S)us(s)As

)
Ju*(s)As

g(
\ 9(s

Définition 2.5 On dit que u est une solution de (2.25) si
(i) 0y(u) € CX([a,0 ()], R),
ﬁv{<%w»wawu@xtemmw

u(a) = f:(b) g(s)u(s)As.

Sur la fonction f on impose la condition supplémentaire suivante

(H5) Il existe une constante My > 0 tel que x —— f(t,z) + Mayp, (z) est croissante pour

u<z<u.
En utilisant une preuve similaire & celle du Théoreme 2.1 on a les résultats suivants
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Théoréme 2.3 Soit (Q,ﬁ) une paire de sous-sur solution de (2.25) telle que U < U dans
[a,0 (b)]g et supposon que les Uhypothéses (H1) et (H5) sont satisfaite. Alors le probléme (2.25)

admet une paire de quasi-solutions (u.,u*) telle que
U <u, <u*<U dans la,0 (b)]g -

Si on suppose maintenant que les conditions supplémentaires suivantes sont satisfaites

(H6) II existe un nombre réel négatif Mz tel que x — f(t,x) + Mzp,(v) est décroissante si

U<z<U.
_ b)
(HT) = [ 05 (e nsy (5,0)g(s)As + [T 0 (e agy (5,0))g(s)As < 1,
et en utilisant une preuve similaire a celle du Théoréme 2.2, on a le résultat suivant

Théoréme 2.4 Soit (Q,U) une paire de sous-sur solution de (2.25) telle que U < U dans
[a,0 (b)]y et supposon que les Uhypothéses (H1) et (Hi) pour i=5,6,7 sont satisfaites. Alors le

probléme (2.25) admet au moins une solution .

2.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d’application.

On considére le probléme suivant:

u® (t) = 4dtsin (u (t)) — 1lu () + ¢, t € [0,10]p,

s (2.26)
u(0) = %fog(lo) <5 — 1) u(s) As.

Cas 1: T'=[0,10]; C R

Dans ce cas, on a

u (t) = 4tsin (u(t)) — 1z (t) + et t € [0,10],
u(0) = % 10 (; — 1) u(s)ds.

On pose par définition (u (¢),w (t)) = (—L, L), o L est un nombre réel strictement positif et

t € [0,10].
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(u, ) est une sous-sur solution de (2.26) si on a

u'(t) < f(t,u(t)), t €[0,10]
w'(t) > f(t,u(t)), t €[0,10]y,
w(0) < 2 7 (2 -1)u( 9 S (2= 1) u(s)ds,
. 1 5/s
\u(O)Z?fo(g—o s)ds + = f ( ) (s) ds

C’est & dire,

0 <d4tsin(—L)+11L + et t € [0,10];
0> 4tsin(L) —11L+e7t, ¢t € [0,10]p,
L L
L2 (5-1)ds+ 7 J;° (1= £) ds = —0.11429L,

> =2 fy (5 1) ds+ 2 [° (5 —1) ds = 0.71429L.

Alors si on choisit par exemple L > 1, on obtient (u,%) une sous-sur solution de (2.26).

D’autre part, il n’est pas difficile de prouver que la fonction fdéﬁnie par
f(t, r) = 4tsing — 11z e

satisfait la condition du Théoréeme 2.1 et il en résulte que le probléme (2.26) admet une paire

de quasi-solution (u.,u*) tel que
—L <wu, <u* < Ldans [0,10].

Maintenant, si on pose par définition

M =0,

alors la fonction f vérifie ’hypothése supplémentaire (H2).

D’autre part, on a

_;/5<;_1)d5+;/10<§—1)ds=0.71429<1,
0 5

et par conséquent d’aprés le Théoréme 2.2, il s’ensuit que le probléme (2.26) admet au moins
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une solution.
Cas 2: T=[0,10]; C Z

Pour ce cas, nous avons

w(t+1)—u(t)=4tsin(u(t)) — 1u(t) +e7t, t €{0,1,2,3,...,10},

On pose par définition (u (t),u (t)) = (—L, L), o L est un nombre réel strictement positif et
t € [0,10]

(u,w) est une paire de sous-sur solution de (2.26) si on a

w(t+1) —u(t) < f(t,u(t)), t € {0,1,2,3,...,10},
a(t+1) —a(t) > f(t,a (1)), t € {0,1,2,3, ..., 10} ,
13 7 1 10 )
U(O)Sf%z() = 1) <z>+1§(.—1) u (i),
u<0)27z<; 1>u(>+ Z(—l)uU

s
Il
o

C’est a dire,
(0 <dtsin(—L)+11L+et, t€{0,1,2,3,...,10},
0>dtsin (L) —11L+e7t t€{0,1,2,3,...,10},

L5 /i I 10 ;
L<Zy (Z ) > <1 - Z> — 0.85714L,
7 &\5 5
I 5 L T )
L>-2Y (2-1)+2 =5 7—1 = 0.857 14L.
7 i=0 5
Alors si on choisit par exemple L > 1, on obtient (u, %) une paire de sous-sur solution de (2.26)

et il en résulte que le probléme

—~

2.26) admet une paire de quasi-solution (u,,u*) telles que
—L <u, <u* < Ldans {0,1,2,3,....,10}.

Maintenant, si on pose par définition M = 0, alors la fonction f vérifie 'hypothése supplémen-

taire (H2).
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D’autre part, on a

;/jeo(s,o) (3-1) AS+;/510€0(5,0) (5-1)as

_ _125: L +1i L_1) —o085714 <1
- 1&\5 7 5 o ’

1=6

et par conséquent d’aprés le Théoréeme 2.2, il s’ensuit que le probléme (2.26) admet au moins

une solution.
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Chapitre 3

Etude de P'existence des solutions
° 92 °

pour certaines classes d’équations

dynamiques quasilinéaires avec

conditions initiales non locales.

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est la construction des solutions pour le probléme initial suivant

{ oyl (1) = f(t,u), t € [a,b]r, .

u(a) = [7P g(s)u (s) As,

ot ,(y) = "%y, y € R, p > 1, [a,b]p est un intervalle d’une échelle de temps T,

f ¢ a,blp x R — R est une fonction continue, g : [a,o(b)]; — R est une fonction continue et a
et b sont des nombres réels.

Plusieurs auteurs ont étudié les équations dynamiques dans les échelles de temps avec des
conditions aux limites non locales a 'aide du théoréme de point fixe de Leray-Schauder, la

méthode des sous-sur solutions, (voir [2,3,4,5] et [19,20]).
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Le plan de ce chapitre est le suivant
Dans la premiére Section, on donne quelques résultats préliminaires qui seront utilies pour la
suite. Dans la deuxiéme Section, on énoce et on montre le résultat principal de ce chapitre.

Enfin, on donne un exemple d’application pour illustrer nos résultats.

3.2 Reésultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats préliminaires.

On consideére le probléme initial suivant

(U (1)) + Mo, (u” () = h (1), t € [a,b]y, (3.2)
u(a) = zo,

ott h: [a,bl; — R est une fonction continue, M est un nombre réel positif, a et xzg sont deux

nombres réels.

Remarque 3.1 Dans ce chapitre, on définit
C(la,o(b)]p) ={u:T — R: u est continue dans [a,o(b)|t},

et
D ={ue C([a,o(b)ly): gpp(uA) est rd-continue dans [a,bly} .

Définition 3.1 On dit que u est une solution de (3.2) si
(i) uw e D,
(i) u vérifie (3.2).

Définition 3.2 On dit que « est une sous solution de (3.2) si
(i) a € D,
i | 0l O+ gy @) <h0), <o b,

ala) < xp.
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Définition 3.3 On dit que [ est une sur solution de (3.2) si

(i) B € D, N
iy | @8> )+ o7 @) 2 n(0), 1€ lo,0
B(a) > xo.

On a le résultat suivant

Lemme 3.1 (Principe de comparaison). Soit uyi,uz deux fonctions tels que uy,us € D, et

ep(uf’ (1) + Mgy (uf (1)) < 9, (ug’ (1)) + Mep, (5 (1)), t € [a, by 53)
u1(a) < uz(a),
alors ui(t) < ua(t), pour tout t € [a,o(b)].
Preuve: Supposons qu'il existe ¢y € [a,o(b)]} tel que
w(to) := ua(to) — ui(to) = min{w(t) :a <t <o (b)} <0,
et
w(t) > w(ty), pour tout ¢ € (to,o(b)]r. (3.4)

On distingue les cas suivants
Cas 1:

Si tg = a, on obtient la contradiction
0 > us(a) — ui(a) > 0.

Cas 2:
Si tg € (a,0(b)]p, on distingue quatre sous cas

Premiér sous cas p(tg) = to = o(to).

(i) Si w™(ty) > 0, alors tlir?wA(t) = w?(tp) ce qui entraine I'existence d’un réel § > 0 tel
—t0
que w™(t) > 0 dans (to — 8, to]r, ce qui veut dire que w est croissante sur (tg — d, to]r.

Mais ¢a contredit la définition de tg.
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(i)

(iii)

(i)

Si w™(tg) < 0, alors tlir? w?(t) = w?(tg) < 0 ce qui entraine 'existence d’'un réel § > 0 tel
—10
que w?(t) < 0 dans [tg, %o 4 6)T, ce qui veut dire que w est décroissante sur [tg, ty 4 6)T.

Mais ¢a contredit la définition de tg.

Si wA (tg) = 0, alors uf(to) = uf (to) et done o, (uf (to)) = @, (u(to).

Mais en ce point, on a

(U (t0)) + My, (u (t0)) — @, (ud (to)) — My, (uf (to)) > 0.

C’est a dire que

(U3 (t0)) = 0, (u (t0)) = M, (uS (t0)) = Mipp(u3 (to))-

Comme uz(to) < u1(to) et la fonction ¢, est strictement croissante, on a

p(uf (o)) — @p(uf’ (o)) > 0,

ce qui est une contradiction.

2% sous cas p(ty) =ty < o(lo).

Si w?(tg) > 0, alors lim w?(t) = w™(t) ce qui entraine l'existence d'un réel § > 0 tel
t—ty
que w™(t) > 0 dans (tg — d, o], ce qui veut dire que w est croissante sur (ty — &, %o]r.

Mais ¢a contredit la définition de g

Si w?(ty) <0, alors w?(ty) < w(tg). Mais ca contredit la définition de tg.

3¢ sous cas p(ty) < to = o(to).

Si w?(tg) < 0, alors liII}'_wA(t) = w®(tg) ce qui entraine I'existence d’un réel § > 0 tel
t—t,
que w?(t) < 0 dans [tg, %o + &)1, ce qui veut dire que w est décroissante sur [to, Lo + 6)T.

Mais ca contredit la définition de tg.

Si w(tg) > 0, alors on a

ulA (t()) < UQA(tO)7
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c’est a dire
0, (Ut (t0)) < @, (u5 (to))-

D’autre part, comme p(ty) est un point dispersé a droite, on a

w(to) — w(p(to))

A —

<0,

d’ou

ug'(p(to)) < uf (p(to))-

Comme ¢, est strictement croissante, on a

0, (ug' (p(t))) < ¢, (uf (p(to)))-

Par suite, on a

p(u5'(p(t0))) + Moy, (ua (t0)) < 0, (u (plt0))) + Mea, (ur (t0)),

ce qui contredit la premiére inégalité dans (3.3).

4°m¢ gous cas p(tg) < to < o(tp).
Si w?(ty) < 0, alors w?(ty) < w(tg) ce qui contredit la définition de to.

Si w(tg) > 0, alors on a

c’est a dire

Ce qui entraine que
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Par suite, on a

p(uf (p(t0))) + M, (us (o)) > @, (ud (p(to))) + M, (uz (o).

ce qui contredit la premiére inégalité dans (3.3).

La preuve du Lemme 3.1 est terminée.

Lemme 3.2 Le probléme de Cauchy (3.2) admet une unique solution.

Preuve: On considére le probléme suivant

A —
ep(u” (1)) = F (t,u), t € [a,b]y, (3.5)

u(a) = xg,
avec W (1) — 0 (1)
N L+ (u (t) — a7 (t))?
Ftu) =1 h(t) - Mgy(u” (1) si a7 (1) < u7 (1) < 5° (1)

B (8) = Mgy (5 (0) + 1 oy gz 5107 (82 67 ().

Tout d’abord, on note que le probléme (3.5) est équivalent au probléme suivant

h(t) — Mg, (a? (t)) + siu® (t) < a? (t),

u® (t) = go;l(F (t,u)), t € [a,b],

u(a) = xo,

Puisque ¢, L est continue et F' est bornée, alors d’aprés le Théoréme 4.6 dans [31], le probléme
(3.5) admet au moins une solution dans [a, b].

Montrons maintenant que
a(t) <wu(t) <B(t), pour tout t € [a,b]y.
Tout d’abord, on montre que

a(t) <wu(t), pour tout t € [a,b]y.
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On suppose qui’il existe t; € [a, b]} tel que

a(ty) —u(ty) = sgﬂﬁiﬁ (a(s) —u(s)) > 0.

Alors, on a

o® (p(t1)) > u® (p(t1))

Puisque la fonction ¢, est strictement croissante on obtient

(@) (p(t1)) = (W)= (p(t1)) -

ce qui signifie que

0 < ¢, (@) (p(11) = @p(w)™ (p(t1)) -

D’autre part, on a

ce qui est une contradiction.
De méme, on montre que

u(t) < B (t), pour tout t € [a,b]y .

Par conséquent, on a

a(t) <u(t) < B(t), pour tout t € [a,b]y.

On va prouver maintenant que le probléme (3.2) admet une solution unique.
Supposons que le probléme (3.2) admet deux solutions u; et ug. alors d’apres le Lemme 3.1,
on a a la fois u; < wug et ug < uy sur [a, by, Clest a dire up = us.

La preuve du Lemme 3.2 est compléte. m

37



3.3 Resultat principal

Dans cette section, on donne quelques définitions, on énonce et on montre nos résultats.
Nous considérons le probléme (3.1) et supposons que la fonction g : [a,0(b)]; — R est continue

et satisfait a la condition suivante
(H1) g(t) <0,t€fa,clpet g(t) >0,t € [c,o(b)ly tel que a <c<betcée [a,bl.
Définition 3.4 On dit que (u,u) est une paire de sous-sur solution de (3.1) si

(i) (u u) € D2

(i)

Définition 3.5 La paire de fonctions (ux, u.) est dite quasi-solution de (3.1) si
(i) (s, Usx) € D?,
[ op(ud(t) = f(t,ug (1)t € [a bl

pp(uis(t)) = f(t,ul, (1)), t € [a bt

u*a:fgsu** As—i—f g(s «(8)As

(@) = [ g5a(5)A5 + [T g(5)tn(s)As

(i)

Définition 3.6 On dit que u est une solution de (3.1) si
(i) ue D,

iy { 0 = Fle0” ), b€ bl

u(a) = faa(b) g(s)u(s)As.

Dans cette section, on impose sur la fonction f la condition suivante
(H2) II existe une constante M > 0 tel que x +—— f(t,x) + M, () est croissante siu <z <%
On a, le résultat suivant

Théoréme 3.1 Soit (u,u) une paire de sous-sur solutions de (3.1) telle que u < u dans

[a,0 (b)]y et supposons que les conditions (H1) et (H2) sont satisfaites. Alors le probléme
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(8.1) admet une paire de quasi-solution (s, Us) tel que
U < Uy < Uy < dans [a,0 (b)]g.

Preuve: On pose up = u, u; = @, et on définit la suite de fonctions (u,),~, de la maniere

suivante:
SDP(U$+2 (t) + Mep,(ug o () = fu(t), t € la,blp, (3.6)
c o(b )
tng2(a) = [ g(s)unsa(s)As + [T g(s)un(s)As,
avec
fo () = [t ug (£) + Moy (ug (2)).
Etape 1: Pour tout n € N, on a
Un < Ugpy2 < U2py3 < Uzng1 dans [a, 0 (b)]g.
Soit
wo (t) :=ua (t) —ug (t), t € [a, 0 (b)].
D’aprés (3.6) et en utilisant la Définition 3.4, on a
pp(ug' (1) + My, (u (t) 2 pp(ug (1) + M, (ug (), t € [a, ]y,
wo (a) Z 07
Alors d’aprés le Lemme 3.1, on a
wo (t) > 0 pour tout t € [a, o (b)]y.
C’est & dire,
up < ug dans [a,o (b)]y. (3.7)
D’une fagon similaire on montre que
ug < uy dans [a,0 ()] . (3.8)
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Posons par définition

wi (t) =ua (t) —ui (t), t € [a,0(b)]y.

D’aprés (3.6), on a

pp(ug' (1)) + My (ug (1) — ¢, (uf (£)) — Moy (uf (1))
< fo (t) - fi (t)7 te [a7b]11‘7
) < [2g(s) (ur (s) = g (5)) As + [T g(s) (g (5) — ur (5)) As,

Puisque ug = u <7 = u;y dans [a, 0 (b)]} et en utilisant 'hypotheése (H2), on obtient

{%(%A (1)) + My, (ug (1) < @p(ut () + My (uf (1)), t € [a, by,
)

Alors d’aprés le Lemme 3.1, on a
wy (t) <0, pour tout ¢ € [a,o (b)]y.

C’est a dire,

ug < wuy dans [a,0 (b)]g.

Maintenant, on va prouver que
up < ug dans [a,0 (b)]y.
Pour ce faire posons par définition
w3 (t) =uz (t) —us(t), t €la,o(b)]g.

D’aprés (3.6), on a
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Puisque ug < ug < uq dans [a, 0 (b)] et en utilisant 'hypothese (H2), on obtient

pp(uf (8)) + M, (ug (1) < @, (ug (1) + Mp,(uf (1)), t € [a,bly,
)

Alors d’aprés le Lemme 3.1, on a
ws (t) <0, pour tout ¢ € [a,o (b)]y.

C’est a dire,

up < wug dans [a,0 (b)]y.

En conclusion d’aprés (3.7), (3.8), (3.9) et (3.10), on a
ug < up <uz <up dans [a,0 (b)]g.
Supposons pour n fixé on a,
Ugn < Uont2 < U3 < Uopyq dans [a, 0 (b)]g,

et montrons que

Ugnt2 < Uopta < Uonys < Ugpts dans [a, 0 (b)]g.

On pose par définition
Wnt1 (£) := Uzna (1) — uzns2 (8), ¢ € [a,0 (D)l
D’aprés (3.6), on a

Pp(Usnia (1) + Moy (g, 4 (1) — @ (uby 4o (1)) — Moy (us, 5 (1))
= f2n+2 <t> - f2n (t) RS [avb]'ﬂ‘v

wnr1(a) = [ () (uanss(s) — uzns1(s) As + [T g(s) (upnsa(s) — uzn(s)) As,
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D’aprés I'hypothese de récurrence, on a ug, < ugpt2 < Ugp43 < Uzpy1 dans [a, o (b)]p

et en utilisant ’hypotheése (H2), on obtient

w$+1 (t) + Mwyp4q () >0, t € [a,blg,

wn+1(a) > 0.
Alors par le Lemme 3.1, on a
W41 (t) > 0, pour tout t € [a,o (b)]y.

C’est a dire,

Ugnt2 < Uzpta dans [a,o (b)]g. (3.11)

D’une fagon similaire on montre que

Uon+s < Ugpysg dans [a, o (b)]g, (3.12)

Unta < Ugnys dans [a,o0 (b)), (3.13)
et

Ugn+4 < Ugpys dans [a, o (b)]g. (3.14)

D’aprés (3.11), (3.12), (3.13) et (3.14), on a

U2pt2 < Usnta < Unts < Ugpyg dans [a, 0 ()],

et par conséquent pour tous n € N, on a

Uzp < Ugnt2 < Uzpt3 < Ugpyr dans [a, o (b)]g.

La preuve de L’étape 1 est terminée.
Etape 2: Les suites de fonctions (ug,)nen €t (u2n+1)nen convergent vers la quasi-solution de
(3.1).

D’aprés L’étape 1, les suites de fonctions (ugn)nen €t (U2n+1)neN CONVErge Vers Uy et Us.
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Soit n € N* et t € [a,b]y, on a

Uy (t) = /acg(s)u2n—1(8)A8 + /Ca(b) g(s)uzn—2(s)As +/a

et

c o(b)
U2n+1(t) :/0 g(s)uQn(s)As—i—/ g(s)ugn_l(s)As—i-/

ou

fn(8) 7= f(s,u5, 5 (5)) + Mpy(ug,, o (s)) — My (us, (),

et

~

fu(8) = f(s,u5,1 (5)) + Mpy(ugy, 1 () = Mepp(u3,41 ())-

t

t

Si on fait tendre n — +o00, on a

et

D’autre part, on a

et

Ce qui signifie que

et

Par conséquent, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue entraine que

c o(b) t
u(t) = / 9(5)ttan(5) As + / 9(5)us(5)As + / o (F (5,07 (3))As,

fa(s) = f(s,ud (),

fn(s) = [(s,ul, (s))-

Jde1>0,YneNVselabl,

Fas)] <.

Je>0,YneN,Vselablp, [fu(s)

S Co.

-~ ‘

_1

VneNVsela,b, ‘@Ijl(ﬁl (s))’ <P,

-

1

IA
3

VneNYse o, ¢ (fals)| <
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et

c o(b) t
wn® = [ gudst [ geunast [ o ez o)A (310

Maintenant, montrons que (., u) est une paire de quasi-solution de (3.1).

Tout d’abord, il n’est pas difficile de voir que

we(a) = [7g(s)un(5)As + [T g(s)uu(s)As,

(3.17)
Ui (@) = [ g(s)us(s)As + f:(b) 9(8)Uss(8)As.

Comme ©p L et f sont continues, u < u, < U et u et W sont continues, alors il existe une

constante K > 0 telle que pour tout s € [a, b, on a
[ (s,ug ()] < K. (3.18)
Alors d’apres (3.15) et (3.18), on a
Vit € la,blp, Via €la,blp, |ud(ty) —us (t2)] < K|t — tof.

Ceci implique que u, est continue dans [a, b|T et par conséquent d’aprés (3.16) il résulte que wu,
est A-différentiable dans [a, b]r.
De méme, on montre que la fonction . est A—différentiable dans [a, bt et par conséquent par
(3.15) et (3.16), on a

ug(t) = o, ' (f(tug ())), t € [a, ]y,

un () = ¢, ' (f(tud, (1)), t € [a,b]y.
Ce qui signifie que

pp(ul(8)) = f(t,ul (1), t € [a,b]y,

pp(uns(t) = f(t,ug, (1)), t € [a, by
et par (3.17), il résulte que (uy, uss) est une paire de quasi-solutions de (3.1).
La preuve de L’étape 2 est terminée et ce qui achéve la preuve du Théoréme 3.1. =

Il est nécessaire d’imposer des conditions supplémentaires sur f et g, pour que Uy = Ux et

par conséquent le probléme (3.1) admet au moins une solution.

Sur la f et la fonction g, on impose les conditions supplémentaires suivantes
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(H3) La fonction x — f(t,x) est décroissante si u < z < w.
(H4) — [ g(s)As+ [T g(s)As < 1.
On a le résultat suivant

Théoréme 3.2 Supposons que les hypothéses (Hi) (i = 1, ..., 4) sont satisfaite et soit (u,u)
une paire de sous-sur solutions de (3.1) telles que u < u dans [a,o (b)]y. Alors le probléme

(8.1) admet au moins une solution.

Preuve: D’aprésle Théoréme 3.1, le probléme (3.1) admet une paire de quasi-solution (., U )
telle que

U < uy < Uy < dans [a,0 (D). (3.19)

On pose par définition

25 (1) = Usn () —us (t), t € [a,0 ()]

On a
z* (t) > 0 pour tout ¢ € [a,0 (b)]. (3.20)

Maintenant, on va montrer que

2" (t) < 0 pour tout t € [a,0 (b)]} .

On a
80 = 7 (0 () — o7 (0 (), ¢ € Bl oo
z*(a) = — [T g(s)z*(s)As + fcg(b) g(s)z*(s)As.
D’aprés (3.19) et en utilisant ’hypotheése (H3), on a
*A
2*2(t) <0, t € [a, by, (3.22)

z*(a) = — f;g(s)z*(s)As + fca(b) g(s)z*(s)As.
En utilisant ’hypothése (H4), on a
2* (t) < 0 pour tout ¢ € [a,0 (b)],
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et par l'inégalité (3.20), il résulte que
2" (t) = 0 pour tout t € [a,0 (b)]} .
C’est a dire
Uss (1) = uy (t) pour tout ¢ € [a, o (b)]g,

et par conséquent le probléme (3.1) admet au moins une solution. m

3.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d’application

On considere le probléeme suivant:

@, (u? (t)) = cos (u? (t)) — 15p,(u” (t)) + e, t € [0,10]y,

u(0) = < 74 (5 - 1) uls) As. (3:23)

Cas 1: T=1[0,10l; CR

Pour ce cas, on a

pp(u’ (1)) = cos (u(t)) = 15¢,(u (b)) + e, t € [0,10)y

u(O):é (5 -1)uls)ds

On pose par définition (u(t),u(t)) = (—L, L), ou L est un nomre réel positif et € [0, 10];

(u, ) est une paire de sus-sur solution de (3.23) si on a

pp(u'(t)) < cos (u(t) — 15¢,(u (1) + e, t € [0,10]
gop(ﬂ’(t))l > cos (u(t)) — 15¢,(u ( ) +et tel0,10]
u(0)§§f05(;—1) ds—l— f (7—1) s)ds
U(0)2§f05(§—1>@ )ds + - f (7—1) () ds
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c’est a dire,
0 <cos(—L)+15LP~t + et t €[0,10]y,
0> cos (L) —15LP~ + 7t t €[0,10]1,

L L 5
R e
5(S 10 (S
Alors si on choisit par exemple L > 1, on obtient que (u, %) est une paire de sous-sur solution

de (3.23). D’autre part, il n’est pas difficile de prouver que la fonction fdéﬁnie par
F(t,u) = cos (u) — 150, (u) + e .

satisfait les conditions du Théoréme 3.1 et par suite, il résulte que le probléme (3.23) admet

une paire de quasi-solutions (., u.) tel que
—L < uy < uyy < L dans [0,10]y ..

Maintenant, la fonction fvériﬁe I’hypothese supplémentaire (H3) et d’autre part, on a

S G G-t

et par conséquent d’aprés le Théoreme 3.1, il résulte que le probléme (3.23) admet au moins
une solution.
Cas 2: T =10,10]; C Z.

Pour ce cas on a

@p(u(t+1)) =@, (u(t) =cos(u(t+1)) = 15p,(u(t+1)) +e ", t €{0,1,2,3,..,9,10},
1 10 7 )
u(0) = glg (5 — 1> u ().

On pose par définition (u (t),u (t)) = (—L, L), est un nombre réel strictement positif et

te{0,1,2,...,10}.
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(u, ) est une paire de sus-sur solutions de (3.23) si on a

@p(u(t +1)) — @ (u(t)) < cos(u(t+1)) —15¢,(u(t+1))+e ", t€{0,1,2,3,...,9,10},
@, (Tt + 1)) — @, (a(t)) > cos (w(t+ 1)) — g, (@ (t+1)) +e7*, t € {0,1,2,3,...,9,10},
u0)<1§:<i—1>u(z)+1§<i—l>u(z)
Es TG e
u(O)z8i§<5—1)u(z)+8;:6(5—1>u(i).
C’est a dire
(0 <cos(—L)+150P 1 +et, t € {0,1,2,3,...,9,10} ,
0> cos (L) —15LP~  +e7t, t€{0,1,2,3,...,9,10},

é(j )5 (- -
IR DR

Alors si on choisit par exemple L > 1, on obtient que (u, ) est une paire de sous-sur solution

w\hoo\h

de (3.23) et par conséquent le probléme (3.23) admet une paire de quasi-solution (., t.) tel

que

—L < uy < uy < Ldans {0,1,2,3,...,10} .

Maintenant, la fonction fvériﬁe I’hypothese supplémentaire (H3) et d’autre part, on a

1< (i 1% /3
—= - —1) 4= ——1)<1
(5 sy <n

1=6

et par conséquent d’aprés le Théoréme 3.1, le probléme (3.23) admet au moins une solution.

48



Chapitre 4

Etude de ’existence des solutions
pour certaines classes de systémes
d’équations dynamiques avec

conditions initiales non locales

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de I'existence des solutions pour le probléme suivant

(4.1)

ol [a,b] est un intervalle d’une échelle de temps T, f,g : [a,b]; x R x R — R deux fonctions
continues, g1, g2 : [a, b]; — R deux fonctions continues et a et b sont des nombres réels.

Les résultats de ce chapitre généralisent ceux qui ont été obtenu dans [15].
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4.2 Résultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats préliminaires.

On considére le probléme initial suivant

zB(t) = h(t)z(t) + ¥ (1), t € [a,b]p,

z(a) = ay,

(4.2)

ou:h:la,bly — R, :[a,bl; — R sont deux fonctions continues et ap est un nombre réel.

Lemme 4.1 Le probléme de Cauchy (4.2) admet une unique solution x donnée par

x(t) =ep (t,a)ap + / ep(t,o (7)Y (1) AT, t € [a,0(b)]p-
to

Lemme 4.2 Soit x € C' ([a,0(b)]1,R) qui vérifie

T(t) + Ma(t) <0, 1 € [a,b]p,

z(a) <0,
avec M € R, alors x (t) <0, pour tout t € [a,o(b)]y.

Preuve: La preuve est une conséquence immédiate du Lemme 4.1. =

4.3 Reésultat principal
Dans cette section, on impose les conditions suivantes

(H1) f:[a,bly x R?2 — R est une fonction continue, et il existe une constante positive M tel

que

(t,u,v) — f(t,,u,v) + Mjiu est croissante par rapport & u pour tout ¢ € [a, b]y et v € R.

(H2) g : [a,b]y x R? — R est une fonction continue, et il existe une constante My positive tel

que
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(t,u,v) — g(t,,u,v) + Mov est croissante par rapport & v pour tout ¢ € [a, bl et pour

tout v € R.
(H3) f(t,,u,v) est croissante par rapport a v pour tout ¢ € [a, b] .
(H4) g(t,,u,v) est décroissante par rapport & u pour tout t € [a, bl
(H5) g1(t) <0 dans [a,c1] et g1(t) > 0 dans [c1,b], avec ¢ € [a, bl
(H6) g2(t) < 0 dans [a, c2] et go(t) > 0 dans [cp, b], avec ¢ € [a, bl .

On a le résultat suivant

Définition 4.1 On dit que (u,v) est un couple de solutions de (4.1) si
(i) (u,v) € (C* ([a, 0 (b)]r, R))*.
(ii) (u,v) satisfait le probleme (4.1)

Définition 4.2 On dit que les fonctions (ux,u*) et (us,u*) sont deux paires de quasi-solutions

de (4.1) si

(1) (i, u") € (€ ([a,0(b)]y . R)
uB () = £t e (1), (1)

(i)

Définition 4.3 On dit que les fonctions (u, ) et (v,v) sont deux paires de sous-sur solutions
de (4.1) si
(i) (w, 1) € (C' ([a,0(b)]y,R))?, (v,7) € (C* ([a,0(D)]y,R))*.
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Théoréme 4.1 Supposon que les hypothéses (Hi) i=1...6 sont satisfaite et soit (u,u), (v, )

deuz paire de sous-sur solutions de (4.1) telle que u < u et v < 7T dans [a,b]y. Alors le probleme

(4.1) admet deuz paires de quasi-solutions (u.,u*), (v, v*) telle que

u < u, <u* <u dans [a,by.

et

IN

v < v, <0v* <7 dans [a,b]y.

Preuve: On pose ug = u, uy = u,v9 = v, v1 = v et on définlt les suites (un),~q et (vn),>o

par
{,U’?%JrZ (t) + Mlun-‘r? (t) = f(t, Un, (t) » Un (t)) + Myup (t> S [CL, b]’]I‘ ) (4'3)
Unta(a) = [ g1(s)uns1(s)As + 7 gi(s)un(s)As.
et
{m () + Mavnya (£) = gt wn (£), v (£)) + Mavy (2), ¢ € [a, ], w
vns2(a) = [ ga2(5)vns1(5)As + [T ga(s)vn(s)As.

Etape 1: Pour tout n € N, on a

Uzp < Usnt2 < Uznt3 < Uzpt1 dans [a,0 (b)]g,

et

Van < Vopyo < Vopyg < Vopg1 dans [a, o (b)]y.
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Soit

wo (t) :=u2 (t) —uo (1), 20 (t) =2 (t) —vo (1), t € [a,0 (b)]y.

D’apreés (4.3), (4.4) et en utilisant la Définition 4.3, on a

woA (t) + Mywo (t) >0, t € [a, by,
wp (a) > 0,

et
zOA (t) + Moz (t) >0, t € [a,b]y,
20 (a’) Z 07

Alors par le Lemme 4.2, on a
wo (a) > 0 et 29 (a) > 0 pour tout t € [a, o (b)]g.

C’est a dire

up < ug et vg < vg dans [a, o (b)]y . (4.5)

D’une facon similaire on montre que
uz < wuyp et vz <oy dans [a,0 (b)]g. (4.6)
Posons par définition
pr(t) =ug(t) —ur (t),q1 (t) =v2(t) —v1(t), t € [a,0(b)]r-
D’aprés (4.3) et (4.4), on a

P (t) + Mip: (t)
< f(tuo (t) ,vo () + Myug (t) — f(t,uy (t) ,v1 () — Myvy (t), t € [a, by,
pi(a) < [ g1(s) (u () —uo (5)) As + [T g1(5) (uo (5) — ua (5)) As,
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et
g (t) + Maqi (2)

< g(t,uo (t) ,vo (t)) + Mawg (t) — g(t,uo (t) ,v1 (t)) — Mavyi (t), t € [a, ]y,
q1(a) < [ g2(s) (v1 (s) — w0 (5)) As + [7O ga(s) (vo (5) — w1 () As,

Puisque up = u < =wu; et vgp = v < U = v; dans [a,0 (b)]; et en utilisant les hypotheses (Hi)

pour¢=1,...,6, on a

pf (t) + Mipy (t) <0, t € [a,b]y,
pi(a) <0,

‘hA (t) + Moqy (t) <0, te [a, b]T’
qi1(a) <0,

Alors d’aprés le Lemme 4.2, on a
p1(t) <0et qi(t) <0, pour tout t € [a,0 (b)]y.

et par suite

up < uy et vy < vy dans [a,0 (b)]g. (4.7)

Maintenant on va prouver que
up < ug et vy < vz dans [a,0 (b)]y.
Pour ce faire posons par définition
p3(t) =ua (t) —us(t) et g3 (t) = v2(t) —v3(t), t € [a,0(b)]y.
D’aprés (4.3) et (4.4), on a

p5 (t) + Mips (t)
= f(t,uo (t),vo (t)) + Myug (t) — f(t,u1 (t),v1 (1)) — Myug (t), t € [a,b]y,
p3(a) = [;" g1(s) (u1 (s) —u2 (s)) As + fi(b) 91(8) (ug (s) —u1 (s)) As,
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et
a5 (t) + Mags (t)

= g(t,u1 (), vo (t)) + Mavo () — g(t,ua (t) ,v1 (t)) — Mav1 (t), t € [a,b]y,

g3(a) = [;7 g2(s) (v1 (s) —v2 (5)) As + f;(b) 92(s) (vo (s) — v1 (8)) As,

Puisque up < ug < ug et vg < vg < vy dans [a,0 (b)], on a

p3A (t) + MIPS (t) S 07 &S [CL, b]’]r )
p3(a) S 07

et
g5 (t) + Magz (t) <0, t € [a,b]y,

g3(a) < 0.

Alors d’aprés le Lemme 4.2, on a
p3(t) <0 et g3(t) <0, pour tout t € [a,o (b)]r.

C’est a dire

ug < ug et vy < w3 dans [a,0 (b)]g.

En conclusion d’aprés (4.6), (4.7) et (4.8), on a
up < up < uz <up dans [a,0 (b)]g.

et

vo < vy <wg <wy dans [a,0 (b)]r.

Supposons pour n fixé que
Ugn < Ugpy2 < U2py3 < Uznq1 dans [a, 0 (b)]y,

et

Vo < V2ng2 < V2043 < U2n41 dans [a, 0 ()],
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et montrons que

Ugn42 < Ugnta < Ugngs < Ugpgz dans [a, 0 (b)]g .

et

Von42 < Vongd < Vongs < Vop43 dans [a, 0 (b))

On pose par définition

Wnt1 () 1= uznta () — uznt2 (1), 2n41 (8) 2= vanta (¢) —v2ns2 (1), ¢ € [a,0 ()],
D’aprés (4.3) et (4.4), on a

wi 1 (1) + Mywyq ()
= f(t,uant2 (t) , vant2 (8) + My (uzns2 (1) — uzn (8) = (L, uzn (t) ,v2n (), t € [a, by,
Wt1(a) = [ 91(5) (uanss(s) — uzns1(5)) As + [T g1(s) (uantals) — uzn(s)) As,

et

Zhy1 (1) + Moz (1)
= g(t, uan+2 (1) , vant2 (t)) + Ma (vant2 (t) — van (t)) — g(t, uzny1 (t) ,van (), t € [a,b]p,
zni1(0) = [ g2(5) (van3(5) — van41(5)) As + [7 ga(s) (vanta(s) — van(s)) As,

D’aprés les hypothéses de récurrence, on a
Ugn < Ugnt2 < Uzp43 < Uznt1, dans [a, 0 (D),

et

Vont2 < Vanga < Vongs < V243 dans [a, 0 (b)]g,

et d’apreés les hypotheses (Hi) pour i = 1,...,6, on a

w1 () + Mywyyq (£) >0, ¢ € [a,b]p,

wp+1(a) > 0.
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et
280 (8) + Mazng1 (8) 2 0, t € [a, ]y,

Zn+1(a) > 0.

Alors par le Lemme 4.2, on a
Wy (t) > 0 et zp41 (t) > 0,pour tout ¢ € [a,0 (b)) -

C’est & dire

Ugn42 < Ugnta €t Vapyo < Vopia dans [a, o (b)]g. (4.9)

D’une facon similaire on montre que

Ugn45 < Uzp+3 €t Vapts < vopi3dans [a,o (b)]g, (4.10)

Ugnta < Ugp13 €t Vopia < Vopg3 dans [a,0 (b)]p, (4.11)
et

Uon+4 < Uapts €6 Vopyg < vopts dans [a, o (b)]T . (4.12)

D’aprés (4.9), (4.10), (4.11) et (4.12), on a

Uon42 < Ugnta < Ugngs < Ugnts dans [a, 0 (b)]g,

et

Vont2 < Vanta < Vopgs < Uzpyg dans [a, o (b)]g,

et par conséquent pour tout n € N, on a

U2y < U2 < Ugpyd < Ugpg1 dans [a, 0 (b)]g -

et

Von < Vapgo < Vopyg < Vopg1 dans [a, o (b)]g.
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La preuve de ’Etape 1 est terminée.

Etape 2: Les suites de fonctions (ugy, Van )nen €t (U2n+1, V2n+1)neN cOnvergent vers une quasi-

solution de (4.1).

D’aprés L’étape 1, les suites de fonctions (uap, van)nen €t (U2n+1, V2n+1)nen convergent vers
(Us,v4) €t (u*,v*).

Soit n € N* et t € [a, b]y, on a

a o(b) b
ugn (t) =/ 91(5)U2n1(S)As+/ 91(5)U2n2(8)A8+/ fn (s) As,

C1

c1 a(b) t
wznir) = [ a@un@as+ [ goumoa()as+ [ (s ds

c2 o(b) t
o) = / g2(5)vmn_1(s) A5 + / g2(5)vmn_s(s)As + / G (5) As,

et
c2 o(b) t
vra® = [ (bt [ nEumaods+ [ G5
Fu (8) = F(5,ugn—2 (s) , u2n—2 (5)) + My (uzn—a (s) — ugn (s)),
Fu(8) := F(5, 201 (5) , v2n1 (5)) + My (tgn_1 (5) — ugni1 ().
n (8) = g(s,uzn—1(8),van—2(8)) + My (vap—2 () — v2, (8)),
et

~

gn () == g(s,u2n () ,v2n—1(5)) + Mz (van—1(s) — vant1(s)) -

Maintenant si on fait tendre n — 400, on a

Fo(5) = f(s,us (5) ,0s (5),

~

fn () = f(s,u” (s),0" (s)),

gn (5) = g(s,u" (s) v« (5))-
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et

Gn () = g(s,ux (5) ,0" (s)).

D’autre part les fonctions ﬁl, fn, Jn €t g, étant continues, alors

de1 >0,VneNVsela,bl, f;(s)‘gcl,
et

Je>0,YneNVselabl, ﬁl(s)‘gc%

de3>0,VneNVselablp, [gn(s)| <cs,
et

Jey>0,YneN,Vse€lably, [Gn(s)] < ca

Par conséquent, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue entraine que

c1 o(b) t
ux(t) = / g1(s)u*(s)As +/ 91(8)us(s)As +/ f(s,ux (8), 04 (s))As,

c1 a(b) t
u*(t) = / 91(8)ux(s)As +/ g1(s)u*(s)As —I—/ f(s,u* (s),v™ (s))As,

c2 o(b) t
mwzfgmwmwx+/ @@W@M+/g@m@%m@m&

c2 a

et

c2 o(b) t
V(0= [ me st [ g sast [ glsu (o) 0 @)

co a

Maintenant, montrons que (us,u*), (vs, v*) sont des paires de quasi-solutions de (4.1).

Tout d’abord, il n’est pas difficile de voir que

una) = [T gi(s)u(s)As + 77 g1(s)ua(s)As,
w (a) = [ g1(s)un(s)As + [7) gi(s)ur(s)As
vi(a) = [ ga(s)v*(s)As + [7© ga(s)va(s)As
v*(a) = [ ga(s)va(5)As + [7 ga(s)v*(s) As
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D’autre part puisque f et g sont continues, u < u, < U et u et w sont continues et v < v, < T

et v et U sont continues alors il existe deux constantes K; > 0, Ko > 0 telle que pour tout
s € [a,b]y, on a

‘f(svu* (5)77)* (5))| < K. (418)
19(5,ux (5) , 04 (5)))] < K. (4.19)

Alors d’aprés (4.17), (4.18) et (4.19), on a

Vit € [a, b]'ﬂ" Yty € [CL, b]T’ \u*(tl) — U (tg)’ < Kj |t1 —tg‘ .

et

Vit € [a, b]rﬂ-, V ity € [a, b]']l" ‘U*(tl) — Vs (t2)| < Ky |t1 —t2| .

Ceci implique que u, et v, sont continues dans [a, b|T et par conséquent par (4.13) et (4.15) il
résulte que uy, v, sont A—différentiable dans [a, b]t.
D’une facon similaire, on peut prouver que les founctions u* et v* sont A—différentiables dans

[a, bl et par suite d’aprés (4.14) et (4.16), on a

w(t) = f(t,u* (t),v*(2)), t € [a, by,
ug (t) = g(t,u* (t) ,vi(t)) t € [a, ],
[ u(t) = g(t,us (1), 0*(1)) t € [a, ],

et par conseéquent d’aprés (4.17), il résulte que (us,u*) et (vs,v*) sont deux paires de quasi-
solutions de (4.1).
La preuve de I’étape 2 est terminée et ce qui achéve la démonstration du Théoréme 3.1. =

Il est nécessaire d’imposer des conditions supplémentaires sur f et g, pour que

u* = u, et v* = v, et par conséquent le probléme (4.1) admet au moins une solution.

(H7) II existe une constante négative M; tel que

ur— f(t,u,v) + Mlu est décroissante siu <u<uwetv <v < 7.
(H8) Il existe une constante négative M, tel que
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v— f(t,u,v) + ]\727) est décroissante siu <u<Twetv <v < 7.

I

(H9) 1l existe une constante positive Ms tel que

etv<wv<

gl
4
=

ur— g(t,u,v) + Mgu est croissante si u < u <
(H10) II existe une constante négative My tel que

v— g(t,u,v) + Mw est décroissante siu <u<uwet v <v <.

S

(H11) A+ B < 1. avec

S

A = - / " exp! / N (7)Ar)gi(s)As + /:(b) exp! 0/ N (r)Ar)gi(s)As

0

Cc2

B - - / * exp! O/ N (r)A)ga(s) As + / " o 0/ M (r)Ar)ga(s)As

et

M (7) = max(—M, + Ms, —My — My)

On a le résultat suivant

Théoréme 4.2 Supposons que les hypothéses (Hi) (j—1,.. 11) sont satisfaites et soit (u,u) deur
(v,v) deuz paires de sous-sur solutions de (4.1) telles que u <u et v < Tdans [a, b].

Alors le probléme (4.1) admet au moins une solution.

Preuve: D’aprés le Théoréme 4.1, le probléeme (4.1) admet une paire de quasi-solutions

(Ui, u*), (vi, v*) telle que
u<u, <u <u, v<v, <v* <V dans [a,0(b)]g. (4.20)
On pose par définition

25 (1) = u () —us () et w* (t) = v (t) — v (t),t € [a,0(b)]y.

z*(t) > 0 et w* (t) > 0 pour tout t € [a,0 (b)]g. (4.21)
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Maintenant, on va montrer que

2*(t) <0 et w*(t) <0 pour tout t € [a,0 (b)]g.

On a
{ 0 = 100 (), (O0) = S (0,0 O, 1€ [, )
z*(a) = — facl g1(8)2*(s)As + f;( )gl(s)z*(s)As.
et
{ WS 0) = glt e (00" (1) = (L1 0) 0. (O, L€ [, w2
w*(a) = — facz go(s)w*(s)As + fc‘;( )gg(s)w*(s)As.
D’apreés les hypotheses (H7) et (HS8), on a
2 (1) + Myz* (t) + Maw* (t)
= f(tur (£) 0" (1) + Miz* (8) = f(,us (), ve () + Maw* (2)
<0.
C’est a dire,
22 (t) + My2* (t) + Myw* (t) < 0 pour tout ¢ € [a, o (b)) - (4.24)
De méme, on a
w*® (t) — Msz* (t) + Myw* (£) < 0 pour tout ¢ € [a,0 (b)]y. (4.25)
Ce qui implique que
(2" +w*)A () — M(z* +w*) (t) <0, t € [a,b]p,
et par suite
(" +w")(t) < exp(/ M(T)AT)(Z* + w*) (a) (4.26)
0

D’autre part puisque z*(t) > 0 et w* (¢) > 0 on a
c1 U(b)
S < [ o )b [ als)E un) A
a C1
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et
c2 a(b)
w*(a) < —/ gg(s)(z*—i—w*)(s)As—i—/ 02() (2" + w)(s) As.

Cc2

En utilisant I'inégalité (4.26), on obtient
2" (t) < A(z* +w*)(a) pour tout t € [a, o (b)]g,

et

w* (t) < B(z* +w")(a) pour tout t € [a,0 (b)]y,

Ce qui donne

(2" +w)(t) < (A + B)(z" + w")(a)

Comme A+ B < 1, on obtient
(z" +w*)(a) <0.

Par suite, il résulte que
(2" +w")(t) <0.
et par conséquent d’aprés (4.21), on a
2*(t) =0 et w* (t) = 0 pour tout ¢t € [a,0 (b)]y.

C’est a dire

u* (t) = ux (t) et v* (t) = v« (t) pour tout t € [a,o (b)],

et par conséquant le probléme (4.1) admet au moins une solution. m
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4.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d’application

On consideére le probléme suivant

(

u? (t) = f(t,u,v), t € T =1{0,1,2}U[3,4]
A _ —
v2 (t) = g(t,u,v), teT= {0, 1,2}U[3, 4] (4.27)
u(0) = %fOQ (s)u(s) As + + 0(4) g1(s)u (s) As,
v(0) = %foQ (s)v(s)As+ ¢ f3 2(s)v (s) As,
f(t,u,v) = sinu(t) — du(t) + v(t) + (2 +t)2,
g(t,u,v) = cosv(t) — 4v(t) — u(t) + 5+ 4t + 12,
et
1
g91(t) = ga(t) = { kl(tQ)t re 2
zt—=2) te3,4],

avec k € R*. Le probléeme (4.27) devient

u? (t) = sinu(t) — 4u(t) + v(t) + (2 + t)?
’UA = COS v — 40 — U 2
(t) . () — dv(t) — u(t) + E; ;r) At 4+t (428)
w(0) =1 [5(s = 2)su(s) As+ + [7 (s — 2)u(s) As,
v(0) = L [2(s = 2)sv (s) As + £ [T (s — 2)v (s) As,

(t)) = (v(t),v(t)) = (t,4), pour tout t € {0,1,2}U[3,4].

o
=
e}
O
w0
e’
o
&
=
[
(@)
=
=
g
o
=
=
=~
~—
gl
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(u, ) = v (t),v(t) = (t,4), sont deux paire de sous-sur solutions de (4.27) si on a

1<4+t+t2+sint

0> —8+44t+t> +sin4,
1 <cost+t>+1,
02—11+cos4+3t+t2,

2—-1
0§%Z4(i—2i+%f343—23ds
42k2(z—22 —I—kf3 (s —2)d

0§k24(z—21+kf3 2)sds

=0

2—1
4> %;)(i —2)i2 + L [ 4(s — 2)ds

C’est a dire )
1 <4+t+t*+sint
0> —8+4t+ 1% +sin4,
1 <cost+t>+1,
0> —11+ cos4 + 3t +t2,
(1.33)

1
0< 1
4> 1(5)

Ainsi si on pose M1 = My =0, Ms = —2, M3 = 2, M= max{—Mj + M3, —Ms — My} = 2,

A= /O * e 0/ 2ds)gr(s)ds + /3 e 0/ 2d5)g1 (5)ds

2 4
/ exp /st d8+/ exp /st g2(s
3
0

0

et

C’est a dire
2-1

_ 1 29, : * 251
—Z%e (1—2)i+ , e %(S—Q)Sds

=0
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et

2-1 ) 4
B=- eQZ(i—2)+/ e* (s — 2)ds
, 3 k
=0
C’est a dire
2.
A= —(7902.5) = M,
k
et
2144.
B = L(o14a.3) = 21443
k
Alors

1 1
A+ B = (79025 + 2144.3) = 10046.8 x

Pour que A + B < 1, il faut choisir £ > 7902, 5 + 2144, 3 = 10046.8.
Par suite (u,u) = (v,v) = (¢,4), est une paires de sous-sur solutions de (4.28) et par

conséquent le probléme (4.28) admet deux paire de quasi-solutions (u.,u*) et (vi,v*) tel que
t <wu, <u* <4 dans {0,1,2}U[3,4].

et
t <wv, <v* <4 dans {0,1,2}U[3,4].

et par conséquent d’aprés le Théoreéme 4.2, le probléme (4.28) admet au moins une solution.
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Chapitre 5

Etude de P'existence des solutions
° 92 °

pour certaines classes d’équations

dynamiques du second ordre avec

conditions aux limites non locales.

5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a ’étude de I’existence des solutions pour certaines classes d’équations
dynamiques du second ordre avec conditions aux limites non locales. Plus précisément, on

considére le probléme suivant:

_uAA (t) = f(tv u)v te [CL, b]Ta
u(a) — agu® (a) = [T gi(s)u (s) As, (5.1)
u(0?(b)) + aru (@ (b)) = [7® gy(s)u (s) As,

ot [a, bl est un intervalle d’une échelle de temps T, f : [a, b]; xR — R est une fonction continue,

g1,92 : [a, 02<b)]T — R~ deux fonctions continues et ag et a1 sont des nombres réels positifs.
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5.2 Reésultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats préliminaires.

On considére le probléme initial suivant

—uPB(t) + Mu(t) = h(t), t € [a,bp
u(a) — apu® (a) = a (5.2)
u(o?(b)) + aru® (a(b)) = B,

Ou : h : [a,bl; — R est une fonction continue, M est un nombre réel positif, a ,b,a et 3 sont

des nombres réels.

Lemme 5.1 (Principe de comparaison [16]) Soit w une fonction tels que u € C* ([a, 02(6)]T ,R)

et M >0 et
—uPB(t)+ Mu <0, t € [a,bly,

u(a) — apu®(a) <0, (5.3)
u(o? (b)) + a1u® (o (b)) <0,

alors u (t) < 0, pour tout ¢ € |a, 02(1))],]1, .

5.3 Reésultat principal
Dans cette section, on donne quelques définitions, on énonce et on montre nos résultats.

Définition 5.1 On dit que (u,u) est une paire de sous-sur solution de (5.1) si
(1) (u, @) € (C1 ([a, o (B)], R))?.

A1) < f(tu(t), t€ [a by,
- ()>f(tu()) te[a,b]T,

(i) — agu®(a) < f gl(s)
)
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Définition 5.2 La paire de fonctions (us,u*) est dite quasi-solution de (5.1) si
(i) (us, u*) € (C* ([a,0(b)]y , R)).
[ —uBA() = f(t,ua (1))t € [a,0]y,
—uA(t) = f(t,u* ()) € [a, by,
wa(a) — agu(a) = [TV gi(s)u*(s)As
o? (b)) +aru(o (b)) = 7 gz(s)u*(S)AS-
a) — agu(a) = [7°® gy (s)u.(s)As,
u (02 () + a1 (o (b)) = [7® ga(s)ua(s)As,

(i)

u*

(
U (
(
(

Dans cette section, on impose la condition suivante sur la fonction f.

(H1) 1l existe une constante M > 0 telle que

x+— f(t,x) + Mz est croissante siu <z <7
On a le résultat suivant

Théoréme 5.1 Soit (u,u) une paire de sous-sur solutions de (5.1) telle que u < u dans
[a, o? (b)]T et supposon que l'hypothése (H1) est satisfaite Alors le probleme (5.1) admet une

paire de quasi-solution (u.,u*) telle que
u < ux < u* <u dans [a,cr2 (b)]T.
Preuve: On pose ug = u, u1 = u, et on définit la suite (“n)nzo par

(t) + Mupia (t) = f(t,un (1) + Muy, (t), t € [a,b]y,
@) = aguyy (a) = [T g1(s)unia (s)As. (5.4)
o2 (b)) + a1ul, (0 (b)) = ff(b) g2(8)uny1(s)As.

Etape 1: Pour tout n € N, on a

Ugn < Usnt2 < Ugnt3 < Ugni1 dans [a, 0% (b)] .

Soit

wo (t) :==up (t) —ug (), t € [a,02 (b)]T.
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D’aprés (5.4) et en utilisant la Définition 5.1, on a

—w§A (t) + Mwg (t) <0, t € [a,b]p,
wo (a) — aowoA (a) <0,

wo(0? (b)) + arwg’ (o (b)) <0

Alors d’aprés le Lemme 5.1, on a
wo (t) < 0 pour tout t € [a,a2 (b)]T.

C’est a dire

ug < ug dans |[a, o? (b)]T. (5.5)
D’une fagon similaire on montre que
uz < uy dans [a,0? ()] (5.6)

Posons par définition

wy (t) =ug (t) —ui (t), t € [a, o? (b)]T.

D’aprés (5.4), on a

(w2 () + My (£)
< f(t,uo (£)) + Muo (£) — f(t,ur (£)) — Mua (t)., t € [a, by,
wi(a) — agug (a) < [T g (s) (ur (s) — ug (5)) As,

w1 (02 (b)) + arwd (o (1) < [7® go(s) (us (s) — ug () As,

Puisque up = v <@ = u; dans [a,0 (b)]} et en utilisant ’hypotheése (H1), on a

_wlAA (t) + Mw, (t) < 0, te [avb]']l"
wi(a) — agw (a) <0,

wi (0 (b)) + arwg (o (b)) <0
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Alors d’aprés le Lemme 5.1, on a

wy (t) <0, pour tout ¢t € [a,02 (b)]T,

et par suite

up < uy dans [a,0” ()] - (5.7)
Maintenant on va prouver que
ug < ug dans [a,a2 (b)]T.
Pour ce faire posons par définition
ws (t) = ug (t) —uz (1), t € [a, o? ()]
D’aprés (5.4), on a

—wfA () + Mg (£)

— Flt, o (1)) + Mug (£) — f(t,ur (£)) — Mus (£), ¢ € [a, Bl
ws(a) - agwd (@) = [ gi(s) (ur () — uz (s)) As,

ws(0% (b)) + arwd (o (5) = [T ga(s) (ur (5) — ua (5)) As,

Puisque ug < up < u; dans [a,0 (b)]; et en utilisant I'hypotheése (H1), on a

—w (1) + Mws (t) <0, t € [a,b]y,
w3 (a) — agws* (a) <0,

ws(0? (b)) + arwsg (o (b)) < 0

Alors d’aprés le Lemme 5.1, on a

ws (t) < 0, pour tout ¢ € [a,o” ()] -
C’est a dire

uy < uz dans [a,0? (b)] (5.8)

T"
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En conclusion d’aprés (5.5), (5.6), (5.7) et (5.8), on a
ug < ug < uz < up dans [a, o2 (b)]T.
Supposons pour n fixé on a,
Uon < Uont2 < Unts < uzns1 dans [a,0% (b)),

et montrons que

Uon+2 < Uanta < U2n4s < Ugpy3 dans [a, o’ (b)}w

On pose par définition
Wn+1 (t) = U2n4-2 (t) — U2n+4 (t> ) te [aa 02 (b)]']r )
D’aprés (5.4), on a

—wiy (£) + Mwpy1 (t)
= f(t,uzn (1)) + M (uzn (t) — uzni2 (t)) — f(t uont2 (1)), t € [a,b]p,
wp+1(a) — Gowﬁrl (a) = f;Q(b) 91(8) (u2n+1(8) — u2n+3(s)) As,

Wn1(02 (b)) + a1wsy, (o (b)) = faUQ(b) 92(8) (uoni1(8) — uzni3(s)) As,

D’aprés I’hypothése de récurrence, on a ug, < ugnt2 < Uzpis < Ugpt+1 dans [a,a2 (b)]T et

d’aprés I'hypotheése (H1), on obtient

Alors par le Lemme 5.1, on a

W1 (¢) <0, pour tout ¢ € [a, o? (b)]T.
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C’est & dire

Uon+2 < Ugp44 dans [0%02 ()] (5.9)

D’une facon similaire on montre que

U2n+5 < Uzp+3 dans [a’ o’ (b)]'ﬂ* ) (510)

U2n+4 < Uzp43 dans [CL, o” (b)]'ﬂ‘ ) (511)
et

Ugn44 < Uops dans [a,o (b)) . (5.12)

D’aprés (5.9), (5.10), (5.11) et (5.12), on a
Ugnt2 < Ugpia < Usnys < Ugpys dans [a,0 (b)]p,
et par conséquent pour tout n € N, on a
Uz < Uznt2 < Usnt3 < Uzpt1 dans [a,0 (D).

La preuve de I’Etape 1 est terminée.

Etape 2: Les suites de fonctions (u2p)neny €t (u2n+1)nen sont uniformément bornées sur
C([a, o? (b)]1) et les suites de fonctions (us), )nen et (U8, 41 )nen sont équicontinues sur [a, o (b)]r.
Preuve:

Sous étape 2.1 La suite (u2,11)nen est uniformément bornée sur C([a, o2 (b)]r)

C’est & dire

351 > 0,Vn € N,Vt € [a,0 (b)]y,0n a HuQAnH(t)H = [mgf)(] |u2An+1(t)‘ < (1.
a,0(b)]p

Preuve de la sous étape 2.1
Montrons que

~

Vn € N,Vt € [a,0 (b)]y, on a ub,,(t) < Ci.
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Soit n € N* et t € [a,0 (b)]y, puisque u, est continue sur [a,o? (b)]r et u5 est continue sur

[a, 0 (b)]1, alors d’aprés le Théoreme 1.2 (voir [9]), il existe ¢,,, vy, € [a,07 (b)] tel que

) — A
0.2 (b) —a S Un (fn)
Comme

u@ﬁl (t) + Mugpy1 (1) = f(t, ugn—1(t)) + Mugn—1 (t), pour tout t € [a,b]y,

Alors, on a

t
u2An+1 (t) = u2n+1 n +/ (s,u2n—1(5)) + Mugn—1(5) — Muani1 (s))As, t € [a,b]4(5.13)

Ugnt1 (0% (b)) — ugnt (

/ (f(87u2n—1 (3)) + Mugp—1 (3) — MU2n+1 (8))AS,

B o2 (b) —
Si on pose
~  u(o? —u(a
6 == 02(2% - a( L+ (1) + 2max{lul [} o () — a),

Mi(f) = max{f(t,u),t € [a,bl,u <u<T}.
En conclusion, on obtient
¥n € N, ¥t € [a,0 (b))g : ud ., () < C1.
De la méme fagon, on montre que

Vi € NVt € [a,0 (b))g : ul, 41 (£) > Co,

ou

+ (ma(f) + 2min{ul, [a]}) (o (b) — a),

avec

ma(f) = min{f(t,u),t € [a, bl ,u <u < T}
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Maintenant si on pose par définition

C1 = max CN,—CN ,
1= i (On =G

on obtient

Vn € N,Vt € [a,0 (b)]g : [ma})(} ‘ufnﬂ(t)} < Ch.
a,0(b)]p

Sous étape 2.2 La suite (ugy)nen est uniformément bornée sur C*([a, o2 (b)]T)
C’est a dire

Vn e NVt € [a,0 (b)]p: Hufn(t)H = : mfg){} ‘UQAn(t)‘ <Cs
a,0(b)]p

La preuve de la Sous étape 2.2 est similaire & celle de la Sous étape 2.1.
Sous étape 2.3 La suite (u5),,1)nen est équicontinue sur [a, o (b)]r.
Preuve de la Sous étape 2.3

L’orsqu’on remplace 7, par s dans (5.17) on a

u2An+1 (t) = uzAnH(s) + / (f(s,u2n-1(s)) + Muzy—1(s) — Mugpt1(s))As, t € [a,b.

Soit € > 0,t,s € [a,0 (b)]} tel que t < s, alors pour chaque n € N, on a
|ubn1(5) — w1 (8] < [M1(f) + 2max{|ul, [u]}]|s — ¢

Si on pose

Ky = [My(f) + 2min{ul, [a]}],

on obtient
A A
|ugn 1 1(s) — uy, 1 (8)] < Ki]s —t

€

Alors si on choisit |s —t| < ———, on
|s — 1] 1

a

A A
[ugn 1 1(s) — ugy 1 (£)] <€

C’est & dire la suite (u$),,1)nen est équicontinue sur [a, o (b)]r.

Sous étape 2.4 La suite (ug),)nen est équicontinue sur [a, o (b)]r.
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La preuve de la Sous étape 2.4 est similaire & celle de la Sous étape 2.3

Conclusion:

D’aprés la Sous étape 2.1 et la Sous étape 2.3 la suite (uy,, | )nen est uniformément bornée
sur Cl([a, 02 (b)]r) et (u5, 1)nen est équicontinue sur [a,o (b)]r. Alors d’aprés le Théoreme

d’Ascoli-Arzéla il existe une sous suite (tg,, 4 1)nen de (Ugpiq)nen qui converge dans C Y([a, % (b)]1).

Soit
Alors
ut = njlirﬂco“?A"ﬁl'

Or d’aprés 'Etape 1, la suite (uy,, ,1)nen est décroissante et minorée donc elle converge vers
une fonction qu’on la note u* et par 'unicité de la limite on a u = u* et la suite (u,, ;) converge
dans C'([a, 02 (b)]1) vers u*.

De la méme fagon on a d’aprés la Sous étape 2.2 et la Sous étape 2.4 la suite (uy,)nen
est uniformément bornée sur C*([a, o? (b)]1) et (uL),)nen est équicontinue sur [a, o (b)]y. Alors
d’aprés le Théoréeme d’Ascoli-Arzéla il existe une sous suite (u2nj)n€N de (ug, )nen qui converge

dans C*([a, o2 (b)]1).

Soit
v= lim wu,,. .
nj—-+00 2n;

Alors
v® = lim UQA,L..
nj—-+00 J

Or d’aprés 'Etape 1, la suite (u,, )nen est croissante et majorée donc elle converge vers une

fonction qu’on la note wu, et par 'unicité de la limite on a v = u, et la suite (u2n) converge dans
Cl([a, 02 (b)]T) vers us.

Soit t € [a, b]T, on a

—tgy 11 (1) = Ui (a) +/ (f(s,uzp—1(s)) + Mugp—1 (s) — Mugny1(s))As, t € [a,b]y

quand n — o0, la fonction f(s,ugn—1(s)) + Mugn—1(s) — Muzn41 (s) tend vers f(s,u” (s)).
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D’autre part on a
JK5 > 0,Vn € N, Vs € [a,b]T : | f(s,uan—-1(5)) + Mugn—1(s) — Mugp+1 (s))] < Ko
Alors d’aprés le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a
t
—u*A (t) = v (a) +/ (f(s,u* (s))As, pour tout t € [a,o (b)]p
a

Alors
—uAA () = f(t,u* (1)), t € [a,bly (5.14)

D’une facon similaire, on montre que
—ulB () = f(t,u()),t € [a, by (5.15)

De méme par le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a

— Q u a) = UQ(b) S)Ux\S S
wla) ’ ( ) fa 1l 2;( )As, (5.16)
u*(0% (0) + arw® (o (0) = [TV ga(s)us(s)As
et (
— apuy = o?(b) s)u*(s)As
<a>2 0ul (a) = [7 @ gi(s)u*(s)As, 5,17

w(o? (0) + arud (o () = [ ga(s)u’ (s) As
En conclusion d’apreés (5.14), (5.15),(5.16) et (5.17) il résult que (u«, u*) est une paire de quasi-
solutions de (5.1).

La preuve du Théoréme 5.1 est achevée. m

Il est nécessaire d’imposer des conditions supplémentaires sur f et g1, go, pour que u* = u,

et par conséquent le probléme (5.1) admet au moins une solution.

Sur la fonction f et la fonction g;,i = 1,2, on impose les conditions supplémentaires suivantes
(H2) La fonction x — f(t, ) est décroissante si u <z <7u
(H3) — f;2(b) g1(s)As < 1.
(He) — [T go(s)As < 1
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Théoréme 5.2 Supposons que les hypothése (Hi) (i = 1,2, 3) sont satisfaites et soit (u,w) une
paire de sous-sur solutions de (5.1) telles que uw < w dans [a,o (b)]. Alors le probléme (5.1)

admet au moins une solution.

Preuve: D’aprésle Théoréeme 5.1, le probléme (5.1) admet une paire de quasi-solution (u., u*)

telle que
u < u, <u* <udans [a,02 (b)],ﬂ,. (5.18)
On pose par définition
z(t) =u* (t) —us (t), t € [a,0° QI
On a
z(t) > 0 pour tout ¢ € [a, 0 ()] (5.19)
Maintenant, on va montrer que
z (t) < 0 pour tout ¢ € [a, o (b)],ﬂ,.
D’aprés (H1), on a
=288 (t) = f(t,u" (1) = f(t,ua () <O, t € [a,b]p, (5.20)

Alors on distingue trois cas

Cas 1:
z(t) = a, pour tout ¢ € [a,0” (b)]T. avec a € R.
Comme
a?(b)
z(a) — apz® (a) = —/ g1(8)z(s)As
Alors on a
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et en utilisant I’hypothése (H3) on obtient a = 0.

Par suite
z(t) =0, pour tout ¢ € [a, o? (b)]T.
Cas 2:
t) = .

ety =

Comme
A a?(b)
z(a) — apz” (a) = —/ g1(s)z(s)As
et
22 (a) =0

Alors on a,

IA
N
—
S
N~—
s~
q
V)
=
N
e
=
—~
»
N—
S~—
@

c’est a dire,
a?(b)
(1+ / g1(s)As)z (a) <0

et en utilisant I’hypothése (H3), on obtient z (a) < 0.
Par suite

z (t) <0, pour tout t € [a,02 (b)]T.

et d’aprés (5.19), on obtient

z(t) =0, pour tout ¢ € [a,0? ()] -

Cas 3:

max z(t) = z(0? (b)), pour tout ¢ € [a,0? (b)]

te[a,o2(b)] T

Comme

10
z (02 (b)) + az® (o (b)) = —/ g2(s)z(s)As,
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et

Alors on a,

a2 (b)
z (0 (b)) = —/ g2(8)z(s)As

IN

a?(b)
20) [ Cnlas,
c’est a dire,
a?(b)
(14 / 91(s)As)z (o (b)) <0

et en utilisant U'hypothése (H4) on obtient z (o2 (b)) < 0.
Alors
z(t) <0, pour tout ¢t € [a,02 (b)]T.

et d’aprés (5.19), il résulte que

z(t) =0, pour tout ¢ € [a,o? ()]

z(t) =0, pour tout ¢ € [a, o? (b)},ﬂ,.

C’est a dire,
u* () = u.(t), pour tout t € [a,0? ()]

T

et par conséquent le probléme (5.1) admet au moins une solution. m
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5.4 Application

Dans cette section, on donne un exemple d’application

On consideére le probléme suivant

—ufB (t) = f(t,u), t € [a,b]r,T € [0,8]U{9, 10,11, 12}
u(a) — apu® (a) = f:Q(b) g1(s)u(s) As, (5.21)
w(0®(0)) + aru® (o(8)) = [T ga(s)u (s) As,

ou

f(t,u) = —2u+sinu(t) + et —2, gi(s) = —kis et ga(s) = —kos?

On pose par définition (u (t),u (t)) = (—L, L), ou L est un nombre réel strictement positif pour
tout ¢t € T.

(u,w) est une sous-sur solution de (5.21) si on a

C’est a dire,

0<2L+sin(—L)+et -2,
0>—-2L+sinL+et—2,

-1< fOB(kls)ds + f914(k13)A3,

| 1< [ (kes?) ds + [ (kas?) As
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Ainsi
)
0<2L+sin(—L)+et—2,

0> —2L +sin(L) +e ! -2,

13
-1 <32k1 + klzi = 8k1 + 55k = 63k,
=9

512 713 -2 512 2357
-1 é TkﬁQ + kQZZ == 7k2 + 615]{2 == Tkz’

\ 1=9

1 3
Al i hoisit le L > —
ors si on choisit par exemple L > 3, et k1 > 63’k2 > o387
solution de (5.21).

on obtient (u, %) une sous-sur

et par conséquent d’aprés le Théoréme 5.1, il s’ensuit que le probléme (5.21) admet au moins

une solution.

82



Chapitre 6

Etude de 'existence des solutions

pour certaines classes d’équations

dynamiques d’ordre 4 avec

conditions aux limites non locales.

6.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I'é¢tude de 'existence des solutions pour le probléme aux limites

suivant
WV (1) = f (o, (2)) € [a, b1
u(a) = aru® (a) = [T b (s)u(s) As
u(a4(b))+a2u (03 )):f;“” Ju(s)As, (6.1)
wA? (@) — et (@) = [7Oh > P ()As
G <)>+a4uﬁ“°” (0®) = [ ha(s)u N”()As,

ol [a,b]y est un intervalle d’une échelle de temps T, f : [a, b

X R x R — R est une fonction

continue, hi, hs : [a,o‘l(b)},ﬂ, — RT, h3, by : [a, 02(1))]T — RT des fonctions continues et ai, as

a3 et aq sont des nombres réels positifs et a et b sont des nombres réels.
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6.2 Reésultats préliminaires

Dans cette section, on donne quelques résultats préliminaires.

Définition 6.1 Pour une fonction f : T — R" la A—dérivée seconde fA(2) existe si f> est
A—différentiable sur T = (T%)%, ow FA® (t) = (Ff2)2 ().

Dune maniére similaire, on peut définir inductivement les A—dérivée d’ordre suppéerieur f Al
Pour la suite, on notera Cffd(’]I',R), l’ensemble des foncctions k fois A—différentiable sur T+

telles que fA(k) est rd-continue sur T. Pout T compact, cet espace est muni de la norme

g |5

. (4)
oou [«27) = sup Jlz)l-

el cz.z) = masx { el |
teT(")

On note o2(t) = o(o(t)) et p(t) = p(p(t)), et par conséquent on définit o™ (t), et p"(t) pour
n € N de la méme maniére.

Par convention on pose o°(t) = pY(t) = t, fA(O) =fet: T =T.

Notation:

Dans ce chapitre on note par D ’ensemble suivant
(2)
D = {ue Clyla,a*B)l, R),u™" € CFy([a, (b)), R)).

On consideére le probléeme suivant

~ut (1) =g (t), t € a0,
u(a) — aru® (a) =y, (6.2)

U (az(b)) + asu® (o(b)) = 7o,

ou g : [a,0(b)] — R est une fonction continue, a; et ay sont deux nombres réels positifs et 1 et
r9 sont des nombres réels.

Alors on a le résultat suivant
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Lemme 6.1 [?] le probléme (6.2) admet une unique solution donnée par

o (b)

t—az—o(b) t+ar—a
t)y= [ G(t As —
u (t) / (t,s)g(s) As 0<b>_a+a1+a2r1+a(b)—a+a1+a2r27

a

o
(t+a; —a) o(b) — s+ as , a<t<s,
_ o(b) —a+ a1 + az
G (ta S) - b t
(s+a1—a) o(b) = t+az t<s<o(b)
o(b) —a+ar +ay’ o
Maintenant on considére le probléme aux limites suivant
AV (1) = g2 (8), t € [a,b],
u(a) — ayu® (a) = rq,
b)) =79, (6.3)

u (04(b)) + agu® (o3(
uA? (a) — CL3’U,A(3) (a) =3,

ut? (02(b)) + agut® (a(b)) = 4

)

ou g3 : [a,0(b)] — R est une fonction continue, as et a4 sont deux nombres reéls positifs et 73

et r4 sont deux nombres reéls.

Alors on a le résultat suivant

Corollaire 6.1 Le probléme (6.3) admet une unique solution donnée par:

a(b)
u(t):_/G(t,S)y(s)As_ t—ag—a(b) t+a; —a

r r
o(b) —a+ ai + az ! o(b) —a+ a1 + ag 2

ol
o(b)

y<t>=—/G<t,s>gQ<s>As—

a

t—aq—o(b) N t+az—a
T 4.
a(b)—a+a3+a43 J(b)—a+a3+a44

Preuve: On pose par définition

y(t) = u®? (1)
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y est une solution du probléme suivant

yA(Z) (t) =92 (t) SRS [av b]?
y(a) —azy™ (a) =73, (6.4)
y (o2(b)) + asy® (o (b)) =14

D’apres le Lemme 6.1, il est clair que le probléme (6.4) admet une unique solution donnée par

o(b)

y(t)z—/G(t,s)QQ(s)As_ t —do—o(b) t+co—a

o(b) —a—l—co—l—dorg—i_ U(b)—a+Co+d0r4

Maintenant puisque u2” (t) = y(t) , alors u est une solution du probléme:

t —as — o3(b) t+ar—a
-3 1+ 3 9
o3(b) —a+ a1+ az ag3(b) —a+ a1+ az

Lemme 6.2 Supposons que u satisfait

—uA? 4y >0,  telab]

u(a) — aju® (a) >0,

alors u (t) > 0, pour tout t € [a,b]y.

Preuve: Prenons g(t) > 0 et ri,73 > 0 dans (6.2). Alors d’apres le Lemme 6.1, on obtient

que u (t) > 0, pour tout ¢ € [a,b];. m
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Lemme 6.3 ( Principe du comparaison )

Soit u une fonction tel que: uw € D et

WA (4) <0, t € [a b,
u(a) — aju® (a) <0,
u (o4(b)) + agu® (a3(b)) <0,

uA? (a) — azud® (a) > 0,

alors u (t) <0 et uA® (t) > 0, pour tout t € [a,b]r.

Preuve: On pose par définition

(2)
y=u"(t)

Alors y € D et par (6.6), on a

D’apres le Lemme 6.2, on a

y(t) >0 pour tout ¢ € [a,b]r,

Ce qui donne

ur? (t) > 0, pour tout ¢ € [a, b|.

Par suite si on pose par définition

D’aprés (6.6) et (6.7), on obtient

A% (1) <0, a<t<o(b).
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Par suite d’apres le Lemme 6.2, il résulte que
z (t) <0, pour tout t € [a,b]r

C’est & dire,
u (t) <0, pour tout t € [a, b|T.

6.3 Définitions et résultat principal

Dans cette section on donne quelques définitions, on énonce et on montre notre résultat prin-

cipal.

Définition 6.2 On dit que o € D est une sur solution du probléme (6.1) si

[ 0AY (1) > f(t a aA(Q)) te [a by,

a(a) — a0 (a) > [T O h )As

a(o(b)) + aza® ( (b)) >f a(s)As,

o2? (a) — az02 (a) < f 70 g > ( )As,
s (02(b))+a4a ) < 7O hy(5)ar® (5)As

Définition 6.3 On dit que 5 € D est une sous solution du probléme (6.1) si
gAY < f (t 2 BA@)), te [a bl

B(a) — a18™ (a) < [T ha(s)B(s)As,,

B (o*(1)) +a25A( 3(b)) < f <”> h2< )B(s)As,

B2 (@) — azB2Y (@) > [T hy(5)827 (5)As,

527 (02(0)) + as>” (o (b)) f " hy(s)827 (s)As,

\

Théoréme 6.1 Supposons que le probléme (6.1) admet une sur solution « et une sous solution

B satisfaisant a

B(t) <al(t) et pa® (t) > oA (t), pour toutt € [a,b]t.

88



Si de plus f : [a,b] x R? — R est une fonction continue satisfait auzx hypothéses suivantes:
(Hi) f(t,uz,v) — f (t,u1,v) > 0 pour B(t) <ui(t) <wuz(t) <all),

aA®? (t) <v(t) < /)’A(Q) (t) pour tout t € [a,br.

(Hz) f(t,u,v2) — f (t,u,v1) <0 pour B (t) <u(t) <alt),

aA? (t) <wvp(t) <wa(t) < pA® (t) pour tout t € [a,b]r,

alors il existent deux suites monotones (an),cn €t (B,)pen décroissante et croissante, respec-
tivement, sachant que ag = « et By = B. qui convergent uniformément vers les solutions

extrémales du probléme aux limites (6.1).
Preuve: On définit les suites (o), oy et (8,,),cn Par

o) =
aﬁf%l) =f (t,an,aﬁm)) , e [a7 b]T’

_ 04(17) h A
eyt (@) — aralyy (@) = [T hi(s)an(s)As
On+1 (0’4

0.2
a2 (a) — azal?) (a) = [T hy(s)ad? (s)As,
0.2
a2 (a2(b)) + asall] (0(6) = [T ha(s)al® (s)As

50:5

BN = £ (8.8, 887), t € [, b,

Brir (@) = arBhy (@) = [T hi(s)8,(s) As

B (04(0) + azB” (3(0)) = [T ha(s)B,, () As
B (a) — a3y (a) = [T ha(s)857 (s)As,
A (02(1) + aaB2Y (o) = [P ha(s)827 (s)A

Notons que les suites (ay,), oy €t (8,,),cn sont bien définies. Maintenant on va montrer que la

suite (o), ey converge vers la solution maximale du probleme (6.1).
La preuve est donnée en plusieures étapes

Etape 1: Pour tout n € N, on a

(2k)

(—1)F B2 (1) < (1) (1) < (1P AV (1), 0<k <1 etteablr
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Pour n =0, on a

(2k)

(=1 oA (t) pourtout 0 <k <1 ettea,b|r.

(—1)" 827 (1) < (~1)F e (1)

Supposons que pour un n > 1 fixé, on a

(—1)F B2 (1) < (=1)F 2™ (1) < (=1)* 2" () pout tout 0 <k <1 et t€ [a, b,

n
et montrons que

(—1)k6A(2k) ) < (=1)" oA (t) < (=1)* oA (t) pout tout 0 <k <1 et ¢€ [a,b|r.

On a

n+1

(a1 — ) (a) = a1 (ayy — a®) (a) < [T i (s)(n(s) — a(s))As,
(i1 — ) (04(0)) +aa (0l — ) (@3 (B)) < [ ha(s)(am(s) — a(s))As,
(@2~ 03) (@)~ a0 — ) (@) 2 70 fe)(ad o

(a

( (am4> B aA(4)) ) < f (t, an (t),a>® (t)) _f (t,a(t) oA (1), t € [a, b,

n+1 n+1 (
AL aA®) (02(1)) + aa(@BT) — aBD) (0(0) = [T ha(s)(0B (s) — 2P () As

\

D’apres les hypotheses (H;) et (Hg), on a

/ <t an,aﬁ( )) —f (t,a,aA(2)>
= f (75 an»aﬁm) f (t a, ozA( )) +f (t a, ozA( )> f (t,oz,ozA(z))
0

IN

Comme
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o?(b)
/ ha(s)(@AP) (s) — PP (s5))As > 0.
On obtient

(A4

a2 (1) <o (1), t € [a,b]r,

) <
any1 (@) — alan—i—l (a) < a(a) — a0 (a),
ani1 (01(D)) + azal,; (03(b)) < a (0t(b)) — aza® (a3(b)) ,
ol (@) - asay (@) = a2 (a) — azat™ (),
2

| a2 (02(0) + asad(y (o(b) = a7 (02(b)) — asa®? (o (D).

D’apres le Lemme 6.3, on a
ant1 (1) < a(t) et oc,%_(H) (t) > oA (t), pour tout t € [a,b]T.
De la méme maniére, on montre que
a1 > B et oy < gAY
Par suite on a
(—1)F A" (1) < (=1)F @™ (1) < (=1)* 2™ (1) , pour tout 0 < k < 1 et t € [a, blr.
Etape 2: Pour tout n € N, on a:

(—1)k ﬁA(%) (t) < (—1)k Bﬁ(%) (t) < (—1)kaA(2k) (t), pour tout 0 < k <1 ettela,br.

La preuve est similaire & celle de I’Etape 1.

Etape 3: Pour tout n € N, on a

(— 1)1@0[7%121’9) (t) < (-=1)* aﬁ(%) (t), pour tout 0 < k <1 etté€la,br.
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Pour n =0, on a

alA(4) — aAM) <f (t «o aA(2)> —f <t o aA(2)> =0,

(a1 — ) (@) — ar(af —a®) (a) < [ ha(s) (S)—ao( ))As =0,

(o1 — @) (04(b)) + az(ef — ) (( )<f b> h2 ao(s) — ao(s))As = 0,

(aA(Q) A( ))( ) ( INGOE A(S) > f A(Q)(S) . A(Q)(S))As _ 07
\ (OzA(z) A(2) ( ) A(3) A(3) > f A( )( ) a€(2)(8))AS -0
Alors

,

o™ () < af™ (1), t € [a,blr,

a1 (a) — a1a (a) < ag (a) — af (a),

a1 (04(b)) + azaf* (0*(b)) < ao (0*(b)) + azag ((0)) (6.8)
o (a) — azaf? (@) > af"” (a) — azap” (a),

ozlA(Q) (c%(b)) + a4Oz1A( ) (a(b)) > af ® (0%(b) +a aOA( ) (o(b))

D’apres (6.8) et le Lemme 6.3, on obtient
ap (t) < ap () et alA( : (t) > onA(Q) (), pour tout t € [a, .
Suppoosons que pour un n > 1 fixé, on a

(=1)F a2 (1) < (=1)* a2 (¢) pour tout 0 < k < 1 et ¢ € [a, b]r,

n n—1

et montrons que

(=D)F a2 () < (~1)F 2™

n

(t) pour tout 0 < k <1etté€la,b|r.

Par définition de (o), o et les hypotheses (Hi) et (Hz), on a

A4) A4) A(2) A2)
Qpy1 —0y, = f (t, QO ) —f <t,an_1,an,1)
A2) A2) A2) A(2)
:f<t Qp, Ay ) _f<t705n71705 ) +f(t,an,1,04n ) _f (t,an,l,an_1>

0

IN
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Par suite on a

A4) A(4)
n+1 S

De plus on a

(6.9)

A N oAy [T _
(ans1 (@) — 10841 (@) — (an (@) — 210 (@) B (5)(un(5) — n1(3))As < 0.

Alors

(011 () — arady (a)) < (o (a) — @105 (@)

De méme, on montre que
ant1 (0*(b)) + asaly, (o?(b)) < an (o*(b)) + agasy (a®(b))

a2 (@) + asal) (@) > 027 (a) + asal™ (a)
a2 (a2(0)) + asaly] (0(b) = a2 (6%(B)) + asat™ (o (b))

D’apres (6.8), (6.9), (6.10), (6.11), (6.12), (6.13) et le Lemme 6.3, on obtient
ant1 (1) < alt) et aﬁfrl) (t) >« A (t), pour tout t € [a, b|r.

Ce qui entraine que

(—1)* a2 (1) < (=P a2 (1), pour tout 0 < k <1 et t € [a, bl

n

Etape 4: Pour tout n € N, on a

(~1)F B2 (1) = (~1)F B2 (1), pour tout 0 < k < 1 et t € [a, by

La preuve est similaire & celle de ’Etape 3.

A3)

Etape 5: La suite de fonction (a5 )nen est uniformément bornée
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C’est & dire

3C, > 0,Vn € N,Vt € [a,0 (b)]p,on a Haﬁw) (t)’ = [ma:;;]
a,0 ()]

Preuve
Soit n € N* et t € [a, 0 (b)]y, puisque aﬁ(z)est continue sur D et a2 est continue sur [a, o (b)]r,

alors d’aprés le Théoreme 1.2 [9], il existe (,,, v, € [a,07 (b)] tel que

o2 (02 (b)) — 05" (a)

AB) n A®B)
< < .
Qp, (Tn) > 2 (b) S > oy (gn)
Comme
AW A2)
ap™ (t) = f(t,om,ap ), pour tout t € [a,b]y,
Alors, on a
AB) AB) t A2
ap™ () = ap™ (7)) +/ (f(s,an,ap )As, t € la,blp (6.14)
2 (W) —aiT (@),
(07 g (6% a A
S 0.2 (b) —a + /Tn(f(37 Qn, Qp )AS
Si on pose

on obtient

S
&
—~
~
S~—
IA
=

Vn e N,Vt € [a,0 (b)]: a

De la méme fagon, on montre que
Yn € NVt € [a,0 (b)]g : 027 (t) > Oy,

ou

N A2 [ o _ pA®
Go= AT I o )y minf 1) € oty 02 <0 < 52,
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Maintenant, si on pose par définition

C1 = max C’N,—C'N
1= e, G )
On obtient alors

Vn € N,Vt € [a,0 (b)]p : max
[G;,O’(b)]']r

Etape 6 La suite (Bﬁ(g))neN est uniformément bornée
La preuve de la 'Etape 6 est similaire a la ’Etape 5.
Etape 7 La suite (aﬁ(g))neN est équicontinue sur D.

Comme f est continue alors
IK > 0,Yn € N, ¥t € [a, 0], (f (t, an,aﬁ(”)‘ <K,

et par suite

/S "ad® (1) AT'

/tf (t,an,a$(2)> AT

< Klt—s]

Etape 8 La suite (ﬂ$(3))neN est équicontinue sur D.
La preuve de la ’étape 8 est similaire a la ’étape 7.
Maintenant on va montrer que la suite (o), < converge vers la solution maximale du probleme

(6.1).

3
Oz,%( )

D’apres les Etapes 1, 5 et 7 et puisque f est continue, ( ) est uniformément bornée
ne
et continue. Donc il existe une sous suite (oznj).
Posons
*

o= lim ay,
n; —+oo 7
J

Or d’apres les Etapes 1 et 3, il est claire que (av,),, oy converge vers ai. Ce qui implique que:

o, = * et par suite notre suite converge vers ..
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AB) AB) N A2
ar” (@)= ab (@) + [ f (tan,ab™) a1
a

Comme

JK > 0,Vn € N,Vt € [a,a4(b)] , ‘f (t, an,aA(2)>’ <K,

n

alors, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue [9] entraine que

x
AP () = 2P (@) 4+ / f(t, a*,af(”)m.
0

Comme f est continue, alors on a
oz*A(4) t)=f (t, Qs a*A(Q)) pour tout ¢ € [a, b]

D’autre part, on a

nkrfoo (a1 (a) — a1 047%+1 (a)) = ax (a) - a0y’ (a)

lim (anq1 (0*(b)) + asaly (*(0)) = ax (a*(b)) — asa (o (b))

n—-+00
. (2) (3) A2) A3)
lim (ah] (a) — agaf] (@) = 027 (a) — 4502 (a)
n—-4o0o

. A2) AB3) A2) A®3)

Jim (R (0%(0)) — asal] (o () = a2 (6%(8)) - aa

(6.15)

(6.16)

(6.17)
(6.18)

(6.19)

D’aprés (6.15),(6.16),(6.17),(6.18) et (6.19), on obtient que «, est une solution du probléme

(6.1).

Maintenant on montre que si & est une autre solution de (6.1) sachant que f < a < « et

~A(2)

2 ~A(2) 2 ~ 2
aA()SaA gﬁA(),alorsaga* et gaf().

96



Puisque & est une sur solution de (6.1), prenons vy = & et on définie la suite (v,,),~, par

Vo =f (t,vn,’vﬁm)) te [a ],
Yn41 (a) — a17n+1( a) = f h1(8)vy (s )
7n+ (o4(b)) + a2y 4 (o3( ) 17 Oy, v, (8)As,
VA% (@) = azy2 (@) = [ h3< ar ’< >
L 720 (620) + a2 (0(0) = [T ha(s)72" %s)As

Puisque vy = o < a, on peut montrer que

VYneN, v, <a, et fyﬁ( ' > aﬁm (6.20)
Comme « est une solution de (6.1), on a

VneN, v, =« (6.21)

Par suite d’apres (6.20) et (6.21), il résulte que

VneN, a<a,et &A@) > aﬁm.
Si on fait tendre n vers +oo, on obtient
A®) > a Atz)

a<aeta

C’est a dire a, est une solution maximale de (6.1), Par le méme argument, on montre que
(Bn)n e converge vers une solution minimale de (6.1).

Ce qui achéve la démonstration. m
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6.4 Application

On considére le probléme suivant:

ud® (t) = %u — %uA(g) + %sinl(t, 0), t€10,2],
u(0) =0,
u(ot(2)) + uA(a3(2)) = f004(2) e u (s) As,

uA® 0) — uA? 0) = ”2(2)(—es+1)uA(2) (s) As,

(
uA (02(2) + ut? (0(2) = J;P (—etud® (s) As,

1 1 1
f(t, u,uA(Q)) = 5= guA@) + G siny (¢,0),
1
a1207a2 Z»a3_a4_1a

Cas 1: T=1[0,2] CR

et

On pose par définition (u (t),u (t)) = (0,sint).

(u, ) est une paire de sous-sur solutions de (6.22) si on a

0 < #sint, t € [0,2]y,
0< f025 x (0) ds,
0< fOQe* x (0) ds,
0> [y (—est1) x (0) ds,
0> [2(—esth) x (0) ds.

sint > %sint—k %sint—i— %sint, te[0,2]y,
0> f020 X sin sds,
sin 2 + %COS2 > f02 e~ % X sin sds,

1< f02(—es+1) X (—sin s) ds,
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c’est & dire
0 < #sint, t € [0,2]y,
0< f025 x (0) ds,

0< [Fe s x (0)ds, (6.24)
0> [y (—es*1) x (0) ds,
0> [2(—esth) x (0) ds.

et

.
sint > sint, ¢ € [0, 2]11‘7

0> 0,

0.80 =sin2 + %COSQ > 0,46 = f02 e~ % X sin sds,
1 <14.67 = f02(—es+1) X (—sin s) ds,

[ —0.49 < 14.67 = fOQ(—eSH) X (sin s) ds.

D’autre part, il n’est pas difficile de prouver que la fonction f définie par

" 1 1, 1
t, =—u—-u + =sint
flt,u,u) 5%~ 3U +651n
satisfait les conditions du Théoréme précédent et par suite, le probléme (6.22) admet au moins
une solution.

Cas 2: T=10,2]CZ
Le probléme (6.22) devient

)
sinf™ (£,0) = Lsiny (¢,0) — Lsinf™ (¢,0) + Lsing (¢,0), ¢ € [0,2],
sing (0,0) = 0.

5
. 1A N (
siny (6,0) + 7 sinf (5, 0) Z;)z siny (4, 0). (6.25)

3 .
sin®® (0,0) — sin®™ (0,0) = 3 (—ei 1) 5in2® (3, 0).
=0

. A® . A 3 Sy A@)
sinf " (4,0) +sinT (3,0) = > (—e' ) sing 7 (4, 0),
i=0
ou
=0 L 1
a1 =V, a2 4,613—&4— )



On pose par définition (u (t),w(t)) = (0,sini(¢,0)) la paire de sous-sur solution de (6.22), en
utilisant la formule (1.1), (1.2),(1.3) et (1.4) et aprés calcul on a

;

0<0, te0,2g,
0<0.

5
0<3ix0
=0

3
0> > (—et) x0
=0

3.
0> 3 (=€) x 0
=0

et

sing (¢,0) > 3 siny (¢,0) + % sing (¢,0) + £ sing (¢,0), ¢ € [0,2]y,
0>0.

—8+1(—4)>14+4+6+0-20

0—(—1) < e? + 2 + 2¢*

(0) — (—2) < e? + 23 + 2¢t

\

D’autre part, il n’est pas difficile de prouver que la fonction f définie par

b @) = Ly L

1 1
5l ~ U + A siny (¢, 0),

satisfait les conditions du Théoréme précédent et par suite, le probléme (6.22) admet au moins

une solution.
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Perspectives

Dans cette thése nous avons voulu apporter notre attribution a la théorie d’existence de solutions
pour des problémes et systémes d’équations dynamiques dans les échelles de temps par la
méthode des sous et sur solution couplée avec la technique itérative.

Plus précisément nous avons étudié:

- L’existence des solutions pour certaines classes d’équations dynamiques avec conditions
initiales non locales,

- L’existence des solutions pour certaines classes d’équations dynamiques quasilinéaires avec
conditions initiales non locales.

- I’existence des solutions pour certaines classes de systémes d’équations dynamiques avec
conditions initiales non locales.

- L’existence des solutions pour certaines classes d’équations dynamiques du second ordre
avec conditions aux limites non locales.

- L’existence des solutions pour certaines classes d’équations dynamiques d’ordre 4 avec
conditions aux limites non locales.

Il serait aussi intéressant dans nos recherche futures de s’attaquer aux systémes d’équations

aux échelles de temps avec opérateur p-Laplacien de la forme
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et

u(a) — apu® (a) = faa2(b) g1(s)u (s) As,
u(@* () + 1w (o) = [T ga(s)u (5) As.
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