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Résumé 
 

I 
 

 

RÉSUMÉ 

La présence des fissures dans le rotor influe sur le comportement vibratoire des machines 

tournantes (fréquences propres, amplitudes, modes propres). L’étude de ce dernier permet 

d’identifier la présence, l’emplacement et la profondeur de la fissure. L’objectif de ce travail, 

est d’étudier l’influence d’une fissure transversale sur les paramètres modaux du rotor, en 

utilisant la version h-p de la méthode des éléments finis. L’élément poutre Euler-Bernoulli est 

utilisé pour la modélisation du rotor, les fonctions de forme utilisées sont les fonctions 

d’Hermite cubiques modifiées pour la version h couplées aux polynômes de Legendre 

spéciaux de Rodrigues pour la version p. Les matrices globales de l'équation du mouvement 

du rotor fissuré sont déterminées par l'application de l'équation de Lagrange en tenant compte 

de la variation locale de la rigidité de l'arbre due à la fissure, la rigidité de l'élément fissuré de 

l'arbre est déterminée en utilisant la méthode de rigidité variable. 

Un programme est développé en MATLAB pour calculer les fréquences propres et tracer la 

réponse dynamique ainsi que les amplitudes et les orbites d'un rotor fissuré et non fissuré. 

Après avoir montré la rapidité de la convergence de la version h-p de la méthode des éléments 

finis (MEF) par rapport à la version h, une étude détaillée de l’influence d’une fissure 

transversale ouverte et respiratoire sur les paramètres modaux du rotor est présentée. Les 

résultats trouvés montrent l’efficacité de la version h-p de la MEF et la méthode de rigidité 

variable pour l’étude des rotors fissurés. 

Mots-clés: rotor, version h-p de MEF, fissure transversale ouverte, fissure transversale 

respiratoire, rigidité variable.  

 



Abstract 
 

II 

 

ABSTRACT 

The presence of cracks affects the dynamic behavior of rotating machines (eigen-frequencies, 

amplitudes, eigen-modes); the study of this effect makes it possible to identify the presence, 

the location and depth of the crack. The aim of this work is to study the effect of a transverse 

crack on the modal parameters of a rotor using the h-p version of the finite method, the one-

dimensional finite element Euler-Bernoulli beam is used for modeling the rotor, the shape 

functions used are the Hermite cubic functions modified for the h version coupled to the 

special Legendre polynomials of Rodrigues for the p version. The global matrices of the 

equation of motion of the cracked rotor are determined by the application of the Lagrange 

equation taking into account the local variation on the shaft’s stiffness due to the crack, the 

stiffness of the cracked element of the shaft are determined using the time-varying stiffness 

method. 

A program is developed in MATLAB to calculate the eigen frequencies and to plot the 

dynamic response as well as the amplitudes and the orbits of a cracked and uncracked rotor. 

After showing the rapidity of the convergence of the h-p version of finite element method 

(FEM) compared to the h version, a detailed study on the influence of an open and breathing 

transverse crack on the modal parameters of the rotor is presented, the results founded show 

the efficiency of the h-p version of the MEF and the time-varying stiffness method in the 

study of cracked rotors. 

Keywords: Rotor, h-p version of FEM, open crack, breathing crack, time-varying stiffness. 
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III 
 

 

 ملخصال

 

( ، اشكال انتشىهاخ، انًذاراخ ، اختزددان) جنذوارنلآلاخ ا  ذَنايُكُحان خظائضانعهً  تأثُزاخ وجىد انتشمماخ َسثة

. انهذف ين هذا انعًم هى دراسح تأثُز اوعًمه ايىلعه تشمماخ و كذنك يعزفحين تحذَذ وجىد  ًكنت خيُزجالادراسح هذه 

، حُث َتى  نتهُحانً انعناطز ين طزَمح hpتاستخذاو نسخح  جنذوارا انذَنايُكُح نلؤعًذجانخظائض عهً  انتشمماخ انعزضُح

 دوال انًستخذيح هٍ  يعادلاخ انتشىهانذوار ،   انعًىد ننًذجح poutre Euler-Bernoulliاستخذاو انعنظز أحادٌ انثعذ 

Hermite cubique  نهنسخح  يعذنحh   ب انخاصحذود ان يع  كثُزيمزونح Rodrigues هنسخحن p َتى تحذَذ .

 طلاتح نتغُز فٍيع الأخيذ تعُن الاعتثار ا  Lagrangeحزكح ين خيلال تطثُك يعادنح اننًعادنح  الاجًانُحانًظفىفاخ 

 ذلانحتانعًىد ، َتى تحذَذ طلاتح انعنظز انًشمىق فٍ انعًىد تاستخذاو طزَمح انظلاتح انًتغُزج  انعنظز انًشمىق ين

 .زينان

يذي الانتمالاخ تالإضافح إنً  انحزكحتخطُط نزسى و زدداخ انخاطحانتنحساب  MATLABز تزنايج فٍ تى تطىَ

 نتهُحانً انعناطز ين طزَمح hp نسخحانًتشممّح وغُز انًتشممح. تعذ عزع سزعح تمارب  جانذوّارانعزضُح تاننسثح نلؤعًذج 

،  جنذوارا انخظائض انذَنايُكُح نلؤعًذج تشمماخ انعزضُح عهً، تى تمذَى دراسح تفظُهُح عن تأثُز ان h اننسخحيمارنح يع 

فٍ  زينان ذلانحتانظلاتح انًتغُزج وطزَمح  نتهُحانً انعناطز ين طزَمح hp اننسخح كفاءج انًتحظم عهُها تثُن اننتائج

 انًتشممح. انذوارج الاعًذج دراسح

تنفس ، انظلاتح ًان انشك،  ًفتىحان شك، ان نتهُحانً انعناطز ين طزَمح hpدوار ، نسخح  عًىد  : الكلمات المفتاحية

 .زينان ذلانحتانًتغُزج 
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INTRODUCTION GENERALE 

 

Les machines tournantes sont considérablement utilisées dans l'industrie moderne par le biais 

de diverses applications allant des centrales électriques aux équipements aérospatiaux et aux 

systèmes de propulsion marine. Les turbines à gaz et à vapeur, les compresseurs, les 

ventilateurs et les hélices de navires sont des exemples des machines tournantes. La nécessité 

constante de développer des machines tournantes a conduit à concevoir des machines avec 

une partie plus flexible en particulier, les arbres et par conséquent, l'analyse dynamique des 

rotors est devenue plus importante que jamais. 

La présence de fissure dans les arbres des rotors est l’un des défauts les plus dangereux dans 

les machines tournantes. Ils sont causés par les efforts de fatigue cycliques (inévitables dans 

les systèmes tournants) et par des défauts mécaniques ou des concentrations de contraintes 

élevées dues à des défauts dans le processus de fabrication. Si une fissure se propage de 

manière continue sans être détectée, une défaillance soudaine peut se produire et aboutir à une 

défaillance catastrophique avec des coûts énormes en temps d'immobilisation. 

Des fissures de différentes configurations et de différentes sévérités peuvent être développées 

sur l’arbre lors du fonctionnement de machines tournantes. Ces fissures sont classées selon 

leur orientation par rapport à l'axe de l'arbre et sont appelées fissures transversales, fissures 

longitudinales et fissures obliques. Parmi ces types de fissures, la fissure transversale reste le 

type de fissure le plus dangereux et le plus important. 

Plusieurs techniques de surveillance non destructive, telles que le test de vibration, la 

thermographie, l'inspection visuelle, la surveillance par ultrasons, sont utilisées pour 

diagnostiquer et surveiller le comportement dynamique des machines tournantes. Parmi ces 

techniques de maintenance prédictive, l’analyse des vibrations est la technique la plus utilisée.  

Les rotors fissurés font l’objet d’études et de recherches depuis les années 1960. Des 

recherches importantes ont été réalisées au cours de ces années. Depuis les années 1980, des 

chercheurs de partout dans le monde ont rédigé des articles scientifiques sur différents sujets 
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liés aux rotors fissurés. Actuellement, le nombre total des articles sur les rotors fissurés 

dépasse le millier et continue d'augmenter. 

Les travaux théoriques et expérimentaux sur les rotors fissurés ont montré que la présence 

d’une fissure dans un rotor induit une modification de la rigidité de l’arbre, ce qui entraîne des 

modifications détectables dans la réponse dynamique de rotor, Parmi les techniques les plus 

utilisées pour déterminer la rigidité d’un arbre fissuré en utilisant la MEF, nous avons la 

méthode de flexibilité locale et la méthode de rigidité variable par rapport au temps (time-

varying stiffness). La méthode de flexibilité locale est la méthode la plus utilisée, cette 

méthode est basée sur le calcul du facteur d’intensité de contrainte au niveau de la zone 

fissurée. La méthode de rigidité variable est traduite par  la variation des moments d’inertie de 

l’élément fissuré en fonction de l’angle de rotation, ce qui conduit à une rigidité variable par 

rapport au temps. 

L’objectif de ce travail est d’étudié l’effet d’une fissure transversale sur le comportement 

vibratoire d’un rotor. La version h-p de la MEF est utilisée dans ce travail pour déterminer 

l’équation globale de mouvement d’un rotor fissuré, la matrice de rigidité de l’élément fissuré 

est déterminée par la méthode de rigidité variable. L’étude de la variation des fréquences 

propres et des amplitudes ainsi que le traçage des orbites permet d’identifier la présence de la 

fissure ainsi que sa position et sa profondeur. Pour atteindre cet objectif, la thèse est 

développée en quatre chapitres. 

 Dans le premier chapitre nous présentons une étude bibliographique sur les types de 

fissures, les causes de fissuration, ainsi que les différentes différents techniques et 

méthodes appliquées pour la détection des fissures dans les arbres des rotors. Un état 

de l’art sur les rotors fissurés est présenté à la fin de ce chapitre. 

 Le deuxième chapitre consiste à la mise en équation générale d’un rotor fissuré sur la 

base du rotor de Jeffcott. Les  caractéristiques des différents éléments qui  composent 

le rotor sont présentés tels que l’énergie cinétique et l’énergie de déformation de 

l’arbre, l’énergie cinétique du disque, le travail des forces extérieures dues aux paliers, 

et l’énergie cinétique du balourd. 

 Dans le troisième chapitre, la version h-p de la méthode des éléments finis est utilisée 

pour la formulation de l’équation différentielle du mouvement d’un rotor fissuré. 

L’élément poutre unidimensionnelle est utilisé pour la discrétisation de ce rotor. Les 

fonctions de formes utilisées sont les fonctions d’Hermite cubique modifiées pour la 
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version h couplés avec les polynômes de Legendre spéciaux de Rodrigues pour la 

version p. L’équation globale du mouvement d’un rotor fissuré est déterminée par 

l’application de l’équation de Lagrange en tenant compte de la variation locale de la 

rigidité de l’arbre due à la présence de la fissure. 

 Dans le dernier chapitre, Après avoir  montré la rapidité  de convergence de la version 

h-p de la MEF par rapport à la version classique h, nous utilisons la version h-p de la 

MEF et la méthode de rigidité variable pour étudier l’influence de la profondeur et la 

position de la fissure sur les fréquences propres et la réponse dynamique ainsi que les 

amplitudes et les orbites d’un rotor avec une fissure transversale ouverte et 

respiratoire, Un programme de calcul est développé en MATLAB pour calculer les 

fréquences propres et tracer la réponse dynamique ainsi que les amplitudes et les 

orbites d'un rotor fissuré et non fissuré. 
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1 Introduction 

La durabilité, le bon fonctionnement et la durée de vie des machines tournantes reposent 

largement sur les techniques permettant de détecter les symptômes de défauts naissants. Les 

fissures ont été classées comme les défauts le plus important qui affectent la sécurité et le 

comportement vibratoire des machines tournantes. Si la fissure continue à se propager dans 

une machine en fonctionnement et n'est pas détectée à l'avance, elle s'agrandit 

continuellement. Ainsi, la section transversale du rotor réduite due à la croissance de la fissure 

ne peut pas supporter les charges dynamiques qui lui sont appliquées, une défaillance rapide 

et imprévisible se produit sous la forme d'un mode de rupture fragile une fois que la fissure 

atteint sa taille critique, cette défaillance soudaine génère une quantité considérable d’énergie 

stockée dans l’arbre de rotor, et cela peut entraîner des dégâts énormes dans le système 

d'exploitation.  

Au fil de dernières décennies, de nombreux chercheurs ont étudié de manière approfondie le 

comportement dynamique des arbres fissurés. Au cours de cette période, de nombreux 

modèles et techniques de détection des fissures ont été développés. Parmi ces techniques, 

l’analyse vibratoire est la principale technique de maintenance prédictive utilisée, L’analyse 

vibratoire des arbres est basée sur la surveillance des modifications du comportement 

dynamique due à la présence de fissure. 

Dans ce chapitre, nous présentons une étude bibliographique sur les causes, types et les 

caractéristiques et les différents techniques et méthodes appliqué pour la détection des fissures 

dans les arbres des rotors. Un état de l’art sur les rotors fissuré est présenté à la fin de ce 

chapitre. 

2 Paramètres influant le comportement dynamique des rotors  

Le comportement dynamique des rotors est affectée par plusieurs facteurs, tels que : 

 Propriétés mécaniques du matériau de l'arbre, et les facteurs les affectant, telle que la 

température de fonctionnement. 

 Propriétés géométriques et la répartition de la masse. 

 Nombre, type et comportement élastodynamique des roulements. 

 Précontraintes mécaniques et les charges statiques. 

 Amortissement (interne ou externe). 
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 Imperfections locales, telles que les défauts, les fissures, les microfissures de fatigue, 

etc., qui affectent l'intégrité structurelle de l’arbre. 

3 Causes des fissures dans les arbres des rotors  

L'initiation et la propagation d'une fissure dans les arbres est un processus complexe résultant 

d'imperfections d'usinage, telles que les rainures de clavettes, les changements de section 

transversaux, les entailles et les rainures, ou à cause des facteurs tels que le fretting et/ou les 

facteurs métallurgiques tels que des défauts de forgeage, les inclusions, les porosités et les 

vides, les fissures peuvent être aussi causées par des augmentations de contraintes 

mécaniques. 

Les arbres en rotation sont soumis à différents types de sollicitations mécaniques, telles que la 

flexion, la torsion, la traction, le cisaillement et les charges statiques et dynamiques. Une 

fissure sera initiée dans la région où les contraintes dépassent la limite d'élasticité du matériau 

de l'arbre, qui peut déjà avoir été réduite en raison de la fatigue. Lorsque la fissure atteint une 

certaine profondeur, l’arbre ne peut plus supporter les charges statiques et dynamiques, et par 

conséquent, l’arbre subit souvent une fracture soudaine.  

Quand une fissure est initiée, quelques facteurs peuvent affecter le taux de croissance de sa 

profondeur. Dans certaines conditions, la propagation de la fissure peut être accélérée à cause: 

• des défauts de fonctionnement 

• des contraintes thermiques. 

• des conditions environnementales telles que la présence d'un milieu corrosif. 

• de la présence de contraintes résiduelles ou de non homogénéité dans le matériau du 

rotor; 

• des conditions métallurgiques 

• etc... 
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4 Types des fissures dans les arbres selon leurs orientations  

Dans la littérature, et sur la base de la géométrie des fissures dans les arbres des rotors, les 

fissures sont classées en trois groupes comme suit : 

• Fissure transversale   

La fissure transversale reste le type de fissure le plus important car la machine est 

considérablement influencée par son apparition. La fissure transversale se développe si l'arbre 

est uniquement soumis à des contraintes de flexion. 

Ce type des fissures est perpendiculaires à l'axe de l'arbre (Figure.1.1),  elle réduit la section 

transversale de l'arbre et entraînent des dommages importants aux rotors. Ce type de fissure 

est le défaut le plus grave et le plus courant. Ainsi, il a été largement étudié par les chercheurs 

anciens et actuels. 

 

Figure.1.1 : Fissure transversale. 

 

• Fissure longitudinale  

Ce type de fissure est parallèle à l'axe de l'arbre, il est relativement rare et moins grave 

(Figure.1.2). 

 

Figure.1.2 : Fissure longitudinale. 
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• Fissure inclinée (Slant crack)  

 Les fissures inclinées sont identiques aux «fissures hélicoïdales»  [1,2]. Ce type de fissure 

fait un angle avec l’axe de l’arbre (Figure.1.3) et ne se produit pas très souvent, mais pourrait 

apparaître dans les arbres des machines industrielles et influencent principalement le 

comportement en torsion du rotor de manière assez similaire à l'effet des fissures transversales 

sur le comportement en flexion. Sekhar et al [3] ont conclu que l’effet de la fissure oblique sur 

la vibration latérale est inférieur à celui d’une fissure transversale. 

 

Figure.1.3 : Fissure inclinée. 

 

5 Types de fissures transversales selon le comportement en rotation de 

l’arbre  

• Modèle de fissure ouverte (Open crack) 

Les fissures de ce type restent toujours ouvertes pendant la rotation de l’arbre (Figure1.4). Ce 

sont en générales des «encoches ». 

Les chercheurs ont étudié ce type de fissure de manière expérimentale en générant une 

entaille sur l’arbre. Les résultats ont fait l’objet d’un débat, car ils risquent de ne pas refléter la 

nature réelle de la fissure dans l’arbre [4]. 

Pour ce modèle des fissures, la variation de la rigidité de l’arbre est périodique par rapport à 

l’angle de rotation du rotor. 
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Figure.1.4 : Section transversale d’une fissure ouverte.  

 

• Modèle de fissure respiratoire (Breathing crack)  

La respiration des fissures transversales est l’un des modèles les plus utilisés par de nombreux 

chercheurs pour étudier la dynamique des arbres fissurés. À chaque tour, la fissure s'ouvre et 

se ferme progressivement, c'est-à-dire qu'elle respire pendant la rotation de l'arbre. Par 

exemple, dans les grands rotors des turbine, le poids est dominant, autrement dit la déflexion 

statique du rotor est beaucoup plus grande que la vibration due aux forces de balourd qui font 

respirer la fissure à chaque tour. 

Le comportement respiratoire des fissures entraîne des modifications sur la rigidité de l’arbre. 

La rigidité d’un arbre intact reste la même valeur avec des angles de rotation différents. 

Cependant, lorsqu'un arbre présente une fissure transversale respiratoire, la rigidité de l'arbre 

change périodiquement selon l’angle de rotation (Figure.1.5). À l’angle (Ωt=π/2), lorsque les 

contraintes exercées sur la surface de fissure sont compressives, la fissure reste fermée et 

l’arbre a presque la même rigidité qu’un arbre intact. Lorsque les contraintes deviennent 

importantes et la fissure s'ouvre (Ωt=-π/2), la rigidité de l'arbre est réduite de manière 

significative. Papadopoulos [5] a également abordé la situation intermédiaire entre l'état 

complètement ouvert et l'état complètement fermé. C'est une fissure partiellement ouverte ou 

partiellement fermée (Ωt=0 , Ωt=π). 

Les fissures de l’arbre respirent lorsque la taille des fissures est petite, les vitesses de rotation 

sont faibles et les forces radiales sont importantes [6].  

Récemment, la plupart des travaux de recherche théoriques se concentrent sur les fissures de 

«respiration transverse» en raison de leur pertinence pratique directe. 
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Figure.1.5 : Section transversale d’une fissure respiratoire.  

• Modèle Switching (hinge model)  

Ce type est un cas particulier d’une fissure respiratoire. Dans le cas de ce modèle, les 

chercheurs ont supposé que la fissure soit totalement ouverte ou totalement fermé et il n’y a 

pas de situation intermédiaire entre l'état complètement ouvert et l'état complètement fermé 

(Figure.1.6). 

 

Figure.1.6 : Section transversale d’une fissure switching.  

6 Techniques de la détection des fissures d’arbre  

Plusieurs techniques de maintenance prédictive sont utilisées pour analyser et détecter les 

fissures dans les arbres des machines et équipements rotatifs. Telles que l'analyse vibratoire, 

les ultrasons, la thermographie, la tribologie, la surveillance des processus, l'inspection 

visuelle et d'autres techniques d'analyse non destructive [7]. Parmi ces techniques, l’analyse 

vibratoire est la principale technique de maintenance prédictive utilisée [8] car elle est non 

destructive et n’interfère pas avec le fonctionnement normal de la machine. 
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7 Méthodes d’identification des fissures 

7.1 Méthodes basées sur les vibrations  

Il est connu que la présence d'une fissure dans l’arbre augmente la flexibilité du rotor, ce qui 

tend à modifier ses caractéristiques dynamiques. Sur ce principe, des méthodes basées sur les 

vibrations ont été développées pour identifier les fissures. 

Les méthodes de détection des fissures basées sur les vibrations peuvent en outre être divisées 

en plusieurs méthodes: 

• Méthodes basées sur les signaux de vibration  

Dans ce cas, on utilise des équipements de contrôle des vibrations tels que des accéléromètres, 

des transducteurs à courants de Foucault, des sondes de proximité, des analyseurs de 

spectre...etc. 

Ces méthodes servent à mesurer ou à surveiller l’évolution des signaux de vibration de la 

réponse du système avec et sans fissure.  

• Méthodes basées sur des modèles 

Elles s'appuient sur des modèles analytiques ou numériques pour simuler le comportement de 

l’arbre fissuré en cours de fonctionnement et tente de corréler la signature de vibration 

observée avec la présence d'une fissure à des emplacements discrets sur l'arbre. 

L’'identification des fissures et l'analyse dynamique des systèmes fissurés à l'aide de 

méthodes basées sur des modèles peuvent être peu fiables ou peuvent comporter de grosses 

erreurs. Cela est dû aux erreurs numériques et aux hypothèses sur lesquelles reposent les 

techniques basées sur des modèles. Par exemple, la prise en compte de la rigidité des arbres 

fissurés produit des erreurs importantes, car certains des modèles développés ne représentent 

pas réellement les modifications périodiques effectuées à différents angles de rotation en 

fonction des paramètres de rigidité utilisés pour la modélisation de ces modèles. 

7.2  L’analyse Modale  

L’analyse modale repose sur les modifications des caractéristiques modales du système telles 

que les changements des fréquences et modes propres, et les réponses à des excitations 

spécialement appliquées (autre qu'un déséquilibre). 

La plupart des méthodes modales exigent que le rotor soit à l'arrêt, tandis que d'autres exigent 

que le rotor tourne à une fraction de sa vitesse de fonctionnement.  
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7.3 Méthodes  non-traditionnelles 

Ce sont des méthodes de détection des fissures basé sur des systèmes automatisés, telles que : 

• Réseaux de neurones. 

• Logique floue. 

• Inspection endoscopique. 

Par exemple, Rosard et al. [9] ont présenté un système de surveillance des fissures en ligne 

installé dans une turbine à vapeur. Le système mesure en permanence les paramètres de 

vapeur à l'entrée et à la sortie du cylindre haute pression. Un programme basé sur les éléments 

finis calcule ensuite les températures du rotor, les propriétés thermiques et mécaniques du 

matériau du rotor, puis les contraintes de fonctionnement et les taux de croissance de la 

fissure correspondants pour divers points du rotor. Les informations concernant les fissures 

détectées précédemment peuvent être entrées dans le programme, qui prédit ensuite la période 

de fonctionnement sûre pour toutes les conditions de fonctionnement données ainsi que la 

durée avant qu'une autre inspection exhaustive de l'endoscope ne soit nécessaire.  

8 Etat de l’art sur les rotors fissurés 

Les rotors fissurés font l’objet d’études et de recherches depuis les années 1960. Il semble que 

le premier article sur les structures fissurées ait été publié en 1957. Des recherches 

importantes ont été réalisées au cours de ces années. La connaissance du comportement 

dynamique des arbres fissurés a permis de reconnaître la présence d'une fissure et d'arrêter le 

rotor à temps avant la défaillance catastrophique. Lorsqu'une fissure est détectée, le rotor 

fissuré est remplacé par un autre rotor, et le temps d’arrêt de la machine et de rechange de 

l’arbre est compris entre quelques jours à quelques semaines. Le temps d’arrêt de la machine 

conduit à des pertes économiques considérables. Cette situation explique l'intérêt croissant sur 

le comportement des rotors fissurés. Depuis les années 1980, des chercheurs de partout dans 

le monde ont rédigé des articles scientifiques sur différents sujets liés aux rotors fissurés. 

Maintenant, le nombre total des articles sur les rotors fissurés dépasse le milier et continue 

d'augmenter.  

En 1976, Gasch [10], Henry et Okah-Avae [11] ont examiné le mécanisme non linéaire de 

respiration de la fissure en utilisant différentes valeur de flexibilités pour les états ouvert et 
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fermé  et ont résolu les équations du mouvement à l'aide d'un ordinateur analogique. Mayes et 

Davies [12,13] ont mené une enquête analytique et expérimentale détaillée sur les arbres 

fissurés. Ils ont dérivé une estimation analytique approximative basée sur le principe 

d’énergie de Paris. Bien qu’ils aient considéré les équations non linéaires d’un rotor simple, 

ils ont obtenu des solutions analytiques en considérant une fissure ouverte menant à un arbre 

avec des moments d’inertie dissemblables dans les deux directions normales.  

En 1979, Grabowski [14], a montré que la déformation d’une poutre, due à son propre poids, 

est supérieure de plusieurs ordres de grandeur à l’amplitude de vibration. Par conséquent, il 

suggère que la non-linéarité n’affecte pas la réponse de l’arbre car la fissure s’ouvre et se 

ferme régulièrement en rotation. Par conséquent, les équations de mouvement peuvent être 

considérées comme linéaires avec des coefficients variables.  

L'influence d'une fissure sur le comportement dynamique en torsion d'une poutre a été 

introduite en 1980 par Dimarogonas et Massouros [15,16]. Cette étude a conduit à la 

conclusion que l'introduction d'une fissure entraîne une diminution des fréquences propres de 

torsion. Les résultats expérimentaux ont confirmé l'analyse, les résultats ont montré que le 

changement de la réponse dynamique dû à la fissure était suffisamment élevé pour permettre 

la détection de l’emplacement et la profondeur de la fissure.  

Au cours des trois dernières décennies, plusieurs chercheurs ont accordé une grande attention 

au diagnostic des fissures dans les machines tournantes. Les excellents articles de 

Dimarogonas  [17], Wauer [18] et Gasch [19] couvrent de nombreux aspects de ce domaine et 

fournissent des informations et des connaissances précieuses. 

Plaut et al. [20] ont comparé les réponses d'un arbre avec une fissure respiratoire et ouverte à 

celles d'un arbre non fissuré. Ils ont démontré que l'angle entre la fissure et le balourd peut 

induire des changements importants dans les réponses du rotor. 

Ishida et al. [21] suggèrent un autre indicateur pour détecter les fissures dans les rotors, Au 

lieu de surveiller les composants supercritique (1x ou 2x) de la vitesse critique, ils suggèrent 

de surveiller les composants sub-scritiques (1/2x ou 1/3 x),  car ils sont plus sensibles aux 

fissures. 

Sekhar et Prabhu [22] ont trouvé les modifications des fréquences propres du rotor et ont 

utilisé ces différences pour détecter la fissure. Ils ont constaté que les changements de 
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fréquences propres dus à une fissure sont appréciables dans le cas d’une poutre à faible 

rapport entre la longueur et le  diamètre de l’arbre. 

Lee et Chung [23] ont présenté une procédure d'évaluation non destructive permettant 

d'identifier une fissure dans une structure de type poutre à une dimension utilisant les données 

de fréquence naturelle et la MEF. Lele et Maiti [24] ont présenté le problème direct 

(détermination des fréquences des poutres connaissant les paramètres de la fissure) et inverse 

(détermination de l'emplacement de la fissure connaissant les fréquences naturelles) dans une 

poutre de Timoshenko tout en représentant la fissure par un ressort en rotation.  

Dong et al. [25] ont mesuré la déviation entre deux points symétriques d’un rotor avec une 

fissure transversale ouverte à l’état stationnaire en utilisant la méthode d'identification par 

contour, l'emplacement et la profondeur de la fissure sont prévus. Dans cette étude l’arbre est 

modélisé par une poutre Euler-Bernoulli et la rigidité de la région fissurée est modélisée 

comme une flexibilité locale utilisant les lois de la mécanique de la rupture. 

Gounaris et Papadopoulos [26] ont utilisé une méthode basée sur l'analyse modale,  ils ont 

trouvé que les modes propres de toute structure fissurée sont différents de ceux de la structure 

non fissurée. Les différences sont dues à la discontinuité de la pente des modes propres de 

vibration à l'emplacement de la fissure. Et dans [27] ils ont utilisé les vibrations couplées 

introduites par une fissure afin d'identifier une fissure dans un rotor. L'arbre a été modélisé 

comme une poutre Timoshenko en rotation, incluant l'effet gyroscopique et les vibrations 

axiales dues au couplage. La méthode utilisée était basée sur les mesures de la réponse aux 

vibrations axiales dues à différentes fréquences d’excitation et à différentes vitesse de rotation 

du rotor. 

Darpe et al [28], ont analysé la réponse d’un rotor Jeffcott ou de Laval à vitesse angulaire 

constante sous excitation axiale à différentes fréquences, cette impulsion est transmise à un 

rotor fissuré et non fissuré, les spectres de vibration trouvés présentent des différences nettes 

indiquant l'existence d'une fissure. Poursuivant cet effort, Darpe et al. [29] ont examiné ce 

phénomène à titre expérimental. Ils ont prouvé les résultats analytiques trouvés pour des 

rotors à l’état stationnaire et rotationnel, en les excitants par des excitations axiales de 

fréquences différentes. Plus tard en 2004, Darpe et al. [30] ont également étudié le couplage 

entre les vibrations longitudinales, latérales et torsionnelles d'un rotor fissuré en utilisant un 

modèle de fissure respiratoire.  
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Dharmaraju et al. [31,32] ont appliqué des techniques d'ingénierie inverse pour estimer les 

paramètres de la fissure à partir des mesures expérimentales force-réponse. Dans ce travail, un 

algorithme d'identification générale a été mis au point pour estimer les coefficients de 

flexibilité et la profondeur de la fissure sur la base des informations force-réponse.  

Plus récemment, J-J Sinou [33] a analysé et déterminé la réponse non linéaire et les diverses 

régions d'instabilité d'un rotor avec une fissure transversale respiratoire, pour les trois 

premières vitesses critiques, prenant en compte l’effet de la profondeur et l’emplacement de la 

fissure, il a utilisé la méthode de la balance harmonique pour déterminer la réponse 

périodique. J-J Sinou [34], a aussi présenté un travail sur la détection de fissures dans les 

rotors sur la base des composantes de la deuxième et troisième vitesse super-harmonique.  

En 2009, J-J Sinou [35] a présenté un vaste travail expérimental prenant en compte les 

influences de la profondeur de la fissure et de l'orientation du balourd par rapport à la 

direction de la fissure afin d'examiner la possibilité de détecter la présence d'une fissure 

transversale ouverte dans les rotors, la fissure ouverte était considérée comme une entaille, 

l’évolution des orbites du centre de rotor au voisinage de la première vitesse sub-critique est 

étudié en détail pour proposer un indicateur efficace de la présence de fissures dans les rotors. 

Al-Shudeifat et al [36] ont étudié théoriquement est expérimentalement l’effet des deux 

modèles de la fissure, à savoir la fissure respiratoire et la fissure ouverte, sur les fréquences 

propres, les amplitudes et les orbites d’un rotor a deux disques, L’équation de mouvement est 

déterminée par la version classique h de la MEF, en utilisant les mêmes fonctions représentant 

la variation temporelle de la rigidité utilisées par J-J Sinou [33]. En 2011, Al-Shudeifat et Eric 

Butcher [37] ont développé deux nouvelles fonctions pour la variation de rigidité d’un 

élément fissuré pour le cas d’une fissure transversale respiratoire à la base de la variation des 

moments d’inertie de la section droite de la fissure par rapport aux repères de rotations, il ont 

prouvé théoriquement et expérimentalement que les nouvelles fonctions sont plus précises 

que celles utilisées précédemment dans les références [12,13,33,34]. Après, Al-Shudeifat a 

utilisé ces fonctions pour étudier un rotor avec une fissure ouverte [38], et pour étudier la 

stabilité d’un rotor fissuré [39]. 

En 2016, Lu et al. [40] ont étudié les caractéristiques de réponse non linéaire d'un rotor à 

fissure transversale respiratoire. Les résultats indiquent que la fissure transversale provoque 

des pics de résonance super-harmoniques aux deuxième, troisième et quatrième vitesses sous-



Chapitre I : Etude bibliographique sur la dynamique des rotors fissurés 
 

16 
 

critiques. Tamrakara et Mittal [41] ont étudié expérimentalement et numériquement l’effet 

d’une fissure transversale ouverte sur les fréquences propres du rotor à l’état stationnaire, 

dans l’étude numérique, le diagramme de Campbell est généré par la simulation dans 

ANSYS.  Anuj Kumar Jain et al [42] ont étudié expérimentalement l’effet de la profondeur de 

la fissure sur la rigidité de l’arbre et les fréquences propres. Les fréquences propres ont été 

obtenues par le système d'analyse de vibrations (système OROS), utilisant un test de frappe au 

marteau dans des conditions statiques, ce travail inclut également la réponse dynamique du 

rotor avec fissure respiratoire. 

En 2017, Chao-Zhong Guo et al [43] ont étudié expérimentalement l’effet d’une fissure de 

fatigue sur l’évolution des orbites et les spectres de fréquence, la fissure de fatigue a été 

induite à l'aide d'une plieuse à trois points. Ce travail présente une méthode efficace de 

détection des fissures basée sur la réponse dynamique pour le diagnostic en ligne des fissures 

dans les rotors.  

À partir de cette recherche bibliographique sur les rotors fissurés, nous pouvons citer les 

remarques suivantes : 

 Plusieurs techniques ont été utilisées pour l’étude des défauts naissant dans les rotors, 

l’analyse vibratoire reste la principale technique de maintenance prédictive utilisée. 

 La fissure transversale est le type le plus étudié par les chercheurs, car le 

comportement dynamique de la machine est considérablement influencé par son 

apparition. 

 La présence des fissures dans les rotors influent sur le comportement dynamique de 

ces derniers, la rigidité de l’arbre diminue à cause de la réduction de section 

transversale de la fissure ce qui influe sur les paramètres modaux du rotor (fréquences 

propres, amplitudes, orbites, modes propres). L’étude de ces derniers permet 

d’identifier la présence, l’emplacement et la profondeur de la fissure. 

 Les principales techniques utilisées pour formuler la variation de la rigidité de l’arbre, 

en utilisant la MEF, sont la méthode de flexibilité locale et la méthode de la rigidité 

variable dans le temps (time-varying stiffness). La méthode de la flexibilité locale est 

la technique la plus utilisée pour formuler la matrice de rigidité d'un élément fissuré du 

rotor [44,45], cette méthode est basée sur le calcul du facteur d’intensité de contrainte 

au niveau de la zone fissurée, La méthode de rigidité variable se traduit par une 
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réduction des moments d'inertie de la section droite de la fissure par rapport aux axes 

de rotation, cette méthode a été développée pour la première fois par Mayes et Davies 

[12,13] et a été amélioré par Al-shudeifat et Butcher [37]. 
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1 Introduction  

Ce chapitre consiste à la mise en équation générale d’un rotor fissuré. Tous d’abord, les 

caractéristiques des différents éléments qui composent un rotor industriel sont présentées. 

L’arbre est caractérisé par ses énergies cinétiques et de déformation, le disque est caractérisé 

par son énergie cinétique, les paliers exercent des forces extérieures aux l’arbre de rotor, et le 

balourd est caractérisé par la force centrifuge déterminée à partir de son énergie cinétique.   

L’équation différentielle du mouvement est obtenue par application de l’équation de Lagrange 

aux différents composants de rotor. La démarche utilisée est semblable à celle développée par  

M.Lalanne et G.Ferraris [46] pour la prévision du comportement dynamique de rotors dont le 

support est fixe. 

2 Caractéristiques  des  éléments du  rotor 

D’une manière générale, un rotor est constitué d’un arbre reposant sur des paliers, et 

comportant un ou plusieurs disques, et soumis à des sollicitations comme le balourd.  

Dans notre étude d’un rotor fissuré, des hypothèses sont retenues :  

 L’arbre est déformable (flexible). 

 L’effet secondaire de cisaillement n’est pas pris en considération (Poutre Euler-

Bernoulli). 

 Les disques sont rigides. 

 Le rotor tourne à une vitesse constante Ω.  

 La fissure cause une diminution  de la section transversale de l’arbre. 

 Les paliers sont flexibles. 

 Le support est fixe. 

Le  modèle  de  base  utilisé  dans  l’introduction  à  la  compréhension  du comportement 

dynamique vibratoire des rotors  est le modèle connu sous le nom de "rotor de Jeffcott" à 

propos duquel ce dernier avait publié une étude en 1919 [47], nommé aussi "rotor de Laval" 

ou "rotor de Foeppl". 

Le modèle de rotor de Jeffcott (Figure. 2.1) est essentiellement constitué de:  

- Un arbre déformable. 

- Un disque rigide ayant un rayon extérieur supérieur au rayon de l’arbre. 
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Figure.2.1 : Modèle de rotor Jeffcott. 

 

La mise  en  équation  nécessite la  détermination  des énergies cinétiques et de déformations 

ainsi que le travail virtuel des forces correspondant aux éléments de base du rotor : disque, 

arbre, paliers, balourd.  

L’application de l’équation de Lagrange permet de déterminer  les équations du mouvement. 

La démarche utilisée est celle développée par M.Lalanne et G.Ferraris [46]: 
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 (2.1) 

T : énergie cinétique totale du rotor. 

U : énergie potentielle totale du rotor. 

Fi : Forces extérieures. 

qi : coordonnées généralisés. 

3 Energies des différents composants du rotor 

3.1 Disque 

La figure  2. 2  représente  les  repères  de  référence  utilisés  dans  l’étude  du  rotor . Soient 

R0(X, Y, Z) un repère fixe définit un repère galiléen et R(x, y, z) un repère tournant lié au 

disque. Le système de coordonnées de repère tournant  x, y et z est relié au système de 

coordonnées de repère fixe X, Y et Z par l’intermédiaire des angles θz, θx et θy.  
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Figure.2.2: Repère fixe liée au support et repère tournant liée au disque. 

Pour déterminer le vecteur de rotation du disque, on effectue une rotation initiale d’un angle 

θz (la précession) autour de l’axe Z (Figure.2.3 (a)), puis d’un angle θx (la nutation) autour du 

nouvel axe noté x1 (Figure.2.3 (b)), et enfin d’un angle θy (la rotation propre) autour de l’axe 

de rotation du disque y (Figure.2.3 (c)). 

 

Figure.2.3. Les angles reliant le repère fixe avec le repère tournant. 
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Le vecteur de rotation traduisant la position du disque dans le repère fixe R s’écrit : 



 yxZ yZRR  1/ 0
 (2.2) 

Où  ⃗,   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗et   ⃗⃗⃗⃗ sont les vecteurs unitaires suivant les axes  OZ, Ox1 et  Oy. 

Pour exprimer le vecteur de rotation du disque dans le repère fixe, on détermine les 

expressions des vecteurs unitaires  ⃗ et   ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ en fonction des vecteurs unitaires du repère liée au 

disque O,x,y,z  à l’aide des représentations donnés sur la figure 2.3. Par projection on a : 
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ωx, ωy et ωz sont les composants du vecteur de rotation instantanée suivant le repère tournant 

(x, y , z).  

D’une  part, on  a  le  disque  qui  tourne  avec  le  rotor  autour de  son  axe  principal  à  la 

vitesse constante  Ω d’où  Ω = y



 , et d’autre part les angles θz et θx sont petits d’où l’on peut 

faire les approximations cos θ ≈1  et sin θ ≈ θ . Dans ce cas le vecteur de la vitesse de rotation 

de disque devient : 
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L’énergie cinétique de rotation du disque autour du centre de masse est donnée par : 
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Où  Idx, Idy, Idz représentent les moments d’inertie du disque par rapport aux axes du repère 

tournant liée à son axe où Idx = Idz , le terme 
xz 

2

 qui est d’un ordre  élevé peut être négligé.  

Le tenseur d’inertie de disque est donné par : 

   [

     
     

     

] (2.7) 

Où : 

)33(
12

222 eRr
m

II d

dzdx 
   ,     

)(
12

22 Rr
m

I d
dy 

 
(2.8) 

 

R et r représentent le rayon intérieur et extérieur respectivement, et e est son épaisseur. 

L’expression de l’énergie cinétique de rotation du disque sera donc : 

)2(
2

1
)(

2

1 2
22

xzdyxzdx

rot

d IIT 



 

(2.9) 

 

Pour le vecteur de vitesse de translation, on considère les déplacements  u et w du centre de 

l’arbre suivant les axes  OX et  OZ du  repère  fixe, le déplacement longitudinale est 

négligeable L’énergie cinétique de translation disque est donnée  par : 

  
      

 

 
  ( 

 ̇    ̇ ) (2.10) 

Où la masse de disque md sera donnée par : 

    ( 
    )    (2.11) 

    est sa densité volumique.  

L’énergie cinétique totale du disque est finalement égale à : 

     
        

    
 

 
  ( 

 ̇    ̇ )  
 

 
   (  

 ̇    
 ̇ )  

 

 
   ( 

      ̇  ) (2.12) 

Le terme 
2

2

1
dyI  qui est constant n’a pas d’influence, et le terme zxdyI 



 représente l’effet 

gyroscopique. 

3.2 Arbre 

L’arbre est flexible et considéré en tant qu’une poutre de section transversale circulaire et 

uniforme.  
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 Energie cinétique 

L’énergie cinétique d’un élément de l’arbre peut être déduite par extension de l’énergie 

cinétique du disque en considérant une masse d’arbre infiniment mince d’épaisseur dy, de 

section droite S, de  masse volumique ρa et de moment d’inertie diamétral I, pour cela il suffit 

de prendre comme masse élémentaire : dma = ρa S dy  

dyIdydsxdmxydI

dyIdyIIdydszdsxdmzxdI

dyIdydszdmzydI

x

v s

z

v

xzx

s s

y

x

v s

x























































 

  

 

222

2222

222

)(

2)()(

)(

 (2.13) 

 

Pour un élément de longueur Le, l’expression de l’énergie cinétique est donné par : 

dyILIdy
I

dywuST x

Le

zaaeaa

Le

zx
a

a

Le

aa  

















0

2

0

22

0

22

2)(
22

1
 (2.14) 

 

Où ; 

  dywuS

Le

a  
















0

22

2

1
  : représente l’énergie cinétique de translation d’une poutre en 

flexion. 

 dy
I

Le

zx
a

a )(
2

0

22




  : représente l’effet secondaire de l’inertie de rotation. 

 

 
2eaa LI  : est un terme constant, représente l’énergie de rotation de l’arbre. 

 dyI x

Le

zaa  



0

2  : représente l’effet gyroscopique. 

 Energie de déformation 

En considérant un point B  de la section droite de l’arbre, u* et w* sont les déplacements du 

centre géométrique de l’arbre suivant les axes x et z dans le repère tournant, Les déplacements 

u* et w* sont exprimés dans le repère fixe par : 
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twtuw

twtuu








cossin

sincos
 (2.15) 

 

Figure.2.4. : Déplacement de centre géométrique de l’arbre. 

 

Le champ de déplacement de point B de la section droite s’exprime dans le repère tournant 

sous la forme : 

 















w

xz

u

wvu zx

T

,,  (2.16) 

Le champ de déformation associé est alors : 

 








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








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


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


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y

w

y
x

y
z

zyx

xyz

zx
yy








  (2.17) 

La relation contrainte-déformation s’écrit : 

 
















yxyxyx

yzyzyz

yyyyyy

G

G

E







  (2.18) 

Où σyy est la contrainte normale, τyz et τxy sont les contraintes dues au cisaillement transversal.  

Les quantités Eyy, Gyz et Gyx sont respectivement le module du Young suivant l’axe y du rotor 

et les modules de cisaillement transversal. 

En remplaçant εyy , 𝛾yz et 𝛾 yx  dans  l’équation (2.18) : 
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


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


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





y
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G

y
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G

y
x

y
zE

zyxyx

xyzyz

zx

yyyy








  (2.19) 

 

L’expression de l’énergie de déformation d’une poutre en flexion est donné par : 

   dvU
v

t

a  
2

1
 (2.20) 

On obtient alors : 

   

Le

S

yxyxyzyzyyyya dSdyU
0

2

1
  (2.21) 

 

Dans le cas d’une poutre Euler-Bernoulli où l’effet de cisaillement transversale n’est pris en 

considération, l’expression de l’énergie de déformation devient alors: 

 

Le

S

yyyya dSdyU
0

2

1
  (2.22) 

En remplaçant σyy et εyy par leurs expressions, on trouve : 

  











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
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S
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zEU
0

2
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1 
 (2.23) 

Et par simplification, L’expression de l’énergie de déformation dans le repère tournant est : 

 





















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
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
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
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

Le

S

zxzx

a dSdy
yy

xz
y

x
y

z
E

U
0

2

2

2

2 2
2


 (2.24) 

 

L'hypothèse d'Euler- Bernoulli énonce que la section droite de la poutre est indéformable reste 

plane et perpendiculaire à la fibre moyenne avant et après déformation, et la déformation 

transversale est nulle, donc les rotations (θx,θz) sont les dérivée des déplacements (u*,w*), tel 

que : 

y

w
x








    et   
y

u
z




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

  (2.25) 
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L’énergie de déformation de l’arbre sera ; 

 


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2
 (2.26) 

Les moments inerties de la section droite de l’arbre par rapport à x et z sont données par : 

 









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


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I 2

2

 (2.27) 

L’expression de l’énergie de déformation en fonctions des moments d’inertie de la section 

transversale par rapport au repère tournant et en fonction des déplacements d’un point dans le 

repère tournant est donné par : 
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 (2.28) 

 

En remplacement les déplacements u*, w* dans le repère tournant par les déplacements u et w 

dans le repère fixe : 

   

   



























































Le

xz

zx

a dy

y

twtu

y

twtu
I

y

twtu
I

y

twtu
I

E
U

0

2

2

2

2

2

2

2
2

2

2

sincoscossin
2

sincoscossin

2
 (2.29) 

 

Par simplification, nous trouvons : 
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L’expression finale de l’énergie de déformation de l’arbre par rapport au repère fixe est 

donnée  par ; 
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 (2.31) 

 

Tel que IX, IZ et IXZ sont les moments d’inertie de la section transversale par rapport au repère 

fixe, IX , IZ et IXZ sont donné en fonction de Ix, Iz et Ixz par : 

   








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ttIttIII
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xzzxXZ

xzxzZ

xzzxX

22
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sincos2cossin

sincos2cossin
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 (2.32) 

Pour le cas d’un élément sain où la section transversale est circulaire et symétrique, IX = IZ = Ia 

=πR2/4  et  IXZ=0. 

 

Pour le cas d’un élément fissuré où la section transversale n’est pas circulaire (Figure. 2.5), et 

au cours de la rotation, la fissure cause une dissymétrie par rapport aux axes de repère fixe, 

donc les moments d’inertie par rapport au axes  X et Z n’ont pas des même valeurs (IX ≠IZ et 

IXZ≠0). 

 

Figure. 2.5: Repère fixe et tournant d’un élément fissuré.  

  

La section droite S de l’arbre sera réduite avec à la propagation de la fissure (profondeur de la 

fissure), La figure 2.6 montre une section transversale d’un élément fissuré, où Ac représente 

la surface de la partie fissuré et A1 représente la surface de la partie non-fissuré, et h est la 

profondeur de la fissure. 
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Figure. 2.6: Section transversale d’un élément fissuré.  

La surface Ac de la partie fissurée est donné par : 

bsxRs
R

s
RdxbxRdxbzdAA

s s
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xc 2sin)(2)(2 22

0 0

1222 
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 )1(sin 212   RRAc  

(2.33) 

Où 

 
       représente le rapport entre la profondeur de la fissure et le rayon de l’arbre (0 ≤   ≤ 

1) et avec   𝛾  √ (   ). 

Avec : 
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(2.34) 

 

La surface A1 de la partie non-fissurée est donné par : 

))1()1(cos( 122

1   RARA c

 

(2.35) 

Les moments d’inertie Ix, Iz et Ixz  par rapport au repère tournant ont une relation avec la 
profondeur de la fissure (h). 

 
Selon Al-Shudeifat et Butcher [37], les moments d’inertie de la section non-fissuré A1 par 

rapport au repère tournant sont donné par : 
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(2.36) 

 
Le développement des équations de Ix, Iz et Ixz  est représenté dans l’annexe(A). 

3.3 Paliers 

Les paliers sont flexibles et caractérisés par leurs raideurs et amortissements (Figure 2.7). Le 

travail virtuel δWp des forces extérieures des paliers agissant sur l’arbre s’écrit sous la forme : 

                                     ̇       ̇       ̇       ̇  

           
(2.37) 

On peut mettre l’équation (2.37) sous la forme matricielle : 
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 (2.38) 

Où Fu et Fw sont les forces généralisées déterminées à partir des caractéristiques de raideur et 

d’amortissement des paliers.  

 

Figure 2.7. Raideurs et amortisseurs des paliers. 



Chapitre II : Mise en équation 

 
 

28 

 

3.4 Balourd 

Le balourd dont une représentation géométrique (Figure 2.8), peut être assimilé à une masse 

mb située à la distance d du centre géométrique de l’arbre et β est sa phase par rapport à l’axe 

Z, Son énergie cinétique doit être prise en compte. 

 

Figure 2. 8 : Position du balourd par rapport au repère fixe. 

 

La masse de balourd reste dans un plan perpendiculaire à l’axe y, sa coordonnée selon cet axe 

dans le repère fixe est donc constante : 
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  (2.39) 

 

Le vecteur de vitesse du balourd s’écrit alors : 
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 (2.40) 

L’expression de l’énergie cinétique Tb du balourd devient : 

)sin(2)cos(2(
2

22
22

 


tdwtdudwu
m

T b

b  (2.41) 

 



Chapitre II : Mise en équation 

 
 

20 

 

Le terme Ω2d2/2 est constant et n’interviendra pas dans les équations. La masse du balourd 

étant négligeable par rapport à la masse de rotor, donc,  l’expression de l’énergie cinétique 

peut être approximée par : 

       
 ( ̇    (    )   ̇    (    )) (2.42) 
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1 Introduction 

Dans la plupart des cas de structures réelles, la détermination du comportement statique ou  

dynamique ne peut  s’effectuer que numériquement à cause de la complexité des géométries 

et des conditions aux limites. Dans ce cas la méthode des éléments finis est très utilisée, cette 

méthode consiste à discrétiser la structure en éléments de dimensions finies appelés éléments 

finis qui sont réunis en des points situés sur leur contour appelés points nodaux ou nœuds, Si 

la structure est  composée de N éléments alors, l’énergie totale est la somme des énergies 

élémentaires des N éléments. 

Au cours des quatre dernières décennies, des progrès considérables ont été accomplis dans 

l’évolution, l’établissement et la progression de la méthode des éléments finis (MEF). 

Actuellement, elle est devenue la méthode prédominante d'analyse approximative dans toutes 

les disciplines d'ingénierie classiques et continue à être développé à la fois pour de nouvelles 

applications et pour une efficacité et une fiabilité améliorées. Chronologiquement, la version 

h du FEM a été la première à être développée [48,49]. En général, cette méthode utilise des 

éléments d'un degré faible et fixe, et la convergence est recherchée en affinant successivement 

le maillage. Plus tard, au cours des années 1970, la version p de la FEM, parfois appelée 

méthode des éléments finis hiérarchiques, a évolué [50-54]. Cette technique utilise un 

maillage fixe, et la convergence est recherchée en augmentant successivement le degré de 

polynômes des éléments. En général, elle offre des performances supérieures à la version h, 

mais il a fallu plus de 15 ans pour que ses mérites soient reconnus au niveau commercial [55]. 

Plus récemment, une version hybride de la FEM a été avancée [56-60], qui est effectivement 

la combinaison les deux concepts précédents, sa convergence est maintenant recherchée en 

affinant simultanément le maillage et en augmentant le degré des éléments. 

Dans le domaine de la vibration des rotors, la version h-p de la MEF est peu utilisée. On peut 

citer les travaux de  Boukhalfa et Hadjoui [61], et récemment Saimi et Hadjoui [62]. 

Dans ce chapitre, la version h-p de la méthode des éléments finis est utilisée pour la 

formulation de l’équation différentielle du mouvement d’un rotor fissuré. L’élément poutre 

unidimensionnelle est utilisé pour la discrétisation de ce rotor. Les fonctions de formes 

utilisées sont les fonctions d’Hermite cubique modifiées pour la version h couplées avec les 

polynômes de Legendre spéciaux de Rodrigues pour la version p. Les matrices globales de 

l’équation du mouvement d’un rotor fissuré sont déterminées par la méthode de Lagrange en 

tenant compte de la variation locale de la rigidité due à la fissure. 
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2  Définition du problème   

L’arbre est modélisé par des éléments poutres Euler-Bernoulli, chaque élément de l’arbre 

possède un total de p degrés de liberté dans un seul plan, deux à chaque extrémité (nœud) et 

p-4 à l’intérieur (Figure.3.1) avec les rotations sont les dérivées des déplacements (Equation 

2.25). Le disque est modélisé par un nœud possédant 2 degrés de liberté.  

 

Figure 3.1 : Elément poutre à p degrés de liberté. 

3 Fonctions de forme utilisées  

Les déplacements et les rotations sont représentés en fonction des coordonnées généralisées et 

de fonctions de formes par les relations suivantes : 

  ,  -*  + 

  ,  -*  + 

   ,  
 -*  + 

   ,   
 -*  + 

(3.1) 

Avec : 

,  
 -  

 ,  -

  
     ,,    ,  

 -  
 ,  -

  
 (3.2) 

Où : 

 q est le vecteur de coordonnées généralisé, donné par : 

     {                } (3.3) 

 N est le vecteur des fonctions de formes : 

  {                   } (3.4) 

 p est le nombre de degré de liberté d’un élément (degré de polynômes).  
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Les quatre premiers fonctions du vecteur N (  ,  ,  ,  ) sont les fonctions de forme standard 

du type Hermite de la version classique h de la MEF qui représentent les déplacements et les 

rotations de chaque nœud de l'élément dans un seul plan : 

  ( )  
 

 
 

 

 
  

 

 
   

  ( )  (
 

 
 

 

 
  

 

 
   

 

 
  )   

  ( )  
 

 
 

 

 
  

 

 
   

  ( )  ( 
 

 
 

 

 
  

 

 
   

 

 
  )   

(3.5) 

Avec ξ est la coordonnée adimensionnelle qui a une relation avec la longueur de l’élément Le 

(Figure 3.1). 

  
  

  
            avec          -1 ≤ ξ ≤ 1 (3.6) 

 

 

Figure 3.2 : Fonctions de forme standard d’Hermite cubiques [64].  

Les fonctions de forme hiérarchiques  de la version p de la MEF qui représentent le champ de 

déplacement interne sont les fonctions de polynômes de Legendre spéciaux de Rodrigues 

[63], où     qui sont :  



Chapitre III : Modélisation par la version h-p de la MEF 
 
 

37 
 

  ( )  ∑
(  ) (       ) 

    (      ) 

(   )  

   

 (      ) (3.7) 

Où     (   )(   )  (      ),    (  )   , et  (p  -  1)/2  Désigne sa propre 

partie entière.  

La figure 3.3 représente les 6 premières fonctions de formes hiérarchiques. 

 

 

 

Figure 3.3 : Les 6 premières fonctions de formes hiérarchiques [64]. 

4 Formulation matricielle 

L’application de l’équation de Lagrange sur les différentes énergies des éléments du rotor et 

le remplacement des déplacements et les rotations par les vecteurs des coordonnées 

généralisées et de fonctions de formes permet de déterminer les matrices élémentaires de taille 

p x p de chaque élément.  
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Les sous-matrices des matrices élémentaires de taille 4x4 dans l'emplacement supérieur 

gauche sont identiques aux matrices élémentaires de la version classique h, et seront appelées 

h, Les sous-matrices de taille  (p-4) x (p-4) dans l'emplacement inférieur droit sont les 

matrices élémentaires trouvé par la version hiérarchique p de MEF et ont des relations avec le 

nombre des fonctions de forme hiérarchiques et seront appelée p, Les autres sous-matrices qui 

sont les parties supérieures droites de taille 4x(p-4) appelés h-p et inférieures gauches de taille 

(p-4)x4 appelés p-h correspondent à la fusion de la version h et p de la MEF (Figure 3.4). 

 

h 

(4 x 4) 

h-p 

4 x (p-4) 

 

 

p-h 
(p-4) x 4 

p 
(p-4) x (p-4) 

 

Figure 3.4 : Matrice élémentaire de taille p x p. 

4.1 Matrices élémentaires de l’arbre  

 Matrice masse et gyroscopique 

Comme mentionné précédemment, L’arbre est modélisé par des éléments poutres Euler-

Bernoulli, il est discrétisé en un nombre n d’élément,  chaque élément contient 2 nœuds et 

chaque nœud a 2 degrés de liberté. 

 

Figure 3.5 : Arbre discrétisé en n éléments. 
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Le remplacement des déplacements et des rotations par le vecteur de coordonnées 

généralisées et le vecteur de fonctions de formes (équation 3.1) dans l’équation de l’énergie 

cinétique de l’arbre (équation 2.14) et par l’application de l’équation de Lagrange, nous 

permet de déduire la matrice masse et gyroscopique élémentaire de l’arbre. 
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Par l’application de l’équation de Lagrange, nous trouvons : 
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(3.10) 

    dyqNNI
q

T eL

uu

t

waa

w

a

 
























0

//
2

 

(3.11) 

La matrice           

Le

u

t

uaa
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u

t

ua dyNNIdyNNS
e

0

//

0

  représente la matrice masse de 

suivant l’axe X du repère fixe. 

La matrice           

Le

w

t

waa

L
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0
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  représente la matrice masse de 

suivant l’axe Z du repère fixe. 

Donc la matrice masse élémentaire de l’arbre est donné par : 
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Les matrices     dyNNI
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gyroscopique de l’arbre. 

Donc la matrice gyroscopique élémentaire de l’arbre est donné par : 
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 Matrice de rigidité 

En remplaçant les déplacements et les rotations par le vecteur de coordonnées généralisées et 

le vecteur de fonctions de formes (équation 3.1) dans l’équation de l’énergie de déformation 

de l’arbre (équation 2.31), nous trouvons : 
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En appliquant l’équation de Lagrange, nous trouvons : 
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(3.16) 

La matrice     dyNNIE
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////  représente la rigidité de l’arbre suivant l’axe X de repère fixe. 

La matrice     dyNNIE

Le

w

t

wZ
0

////
 représente la rigidité de l’arbre suivant l’axe Z de repère fixe. 
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La matrice            

Le

w

t

uu

t

wXZ dyNNNNIE
0

////2 représente la matrice de rigidité due à la  

dissymétrique de la section transversale. 

Donc la matrice de rigidité élémentaire de l’arbre est donné par : 
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Pour la matrice de rigidité de l’élément fissuré, les moments d’inertie IX, IZ et IXZ sont 

remplacé par ses valeurs dont laquelle la section transversale n’est pas circulaire. 

4.2  Matrice élémentaire du disque 

 Matrice masse et gyroscopique 

Le disque est modélisé par un nœud et fixer entre deux élément de l’arbre, donc ses fonctions 

de formes Ndisque sont déterminées à la base de ξ=-1 où le disque est situé au niveau de nœud 

gauche de l’élément arbre, ou ξ=1 où le disque est situé au niveau de nœud droite de 

l’élément arbre (Figure 3.6). 

Pour le disque, toutes les fonctions de formes hiérarchiques sont égales a zéros, car le disque 

est considéré comme un nœud donc il n’a pas des déplacements internes. 

 

Figure 3.6 : Position de disque par rapport à l’élément de l’arbre. 

Les matrices élémentaires de masse et gyroscopique du disque sont déterminées à partir de 

l’énergie cinétique du disque, en remplaçant les déplacements et les rotations par le vecteur de 

coordonnées généralisées et le vecteur de fonctions de formes du disque. 

Nœud gauche  

ξ= 1 ξ= -1 

 

Nœud droite  
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Par l’application de l’équation de Lagrange, nous trouvons : 

        

   

































































w

disque

w

tdisque

udy

u

disque

u

tdisque

udxu

disque

u

tdisque

ud

u

d

qNNI

qNNIqNNm

q

T

dt

d

//

//

2

1

2

1

 (3.19) 
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(3.20) 
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(3.21) 

La matrice        








disque

u

tdisque

udx

disque

u

tdisque

ud NNINNm //

2

1

2

1
 représente la matrice masse de 

translation et de rotation suivant l’axe X de repère fixe. 

La matrice        

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



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w
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2

1
 représente la matrice masse de 

translation et de rotation suivant l’axe Z de repère fixe. 

Donc la matrice masse élémentaire de l’arbre est donné par : 
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 (3.22) 

Les matrices    










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
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w
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










disque

u

tdisque

wdy NNI // représentent l’effet 

gyroscopique du disque. 

Donc la matrice gyroscopique élémentaire du disque est donné par : 
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G  (3.23) 

Les sous-matrices h-p et p-h et p des matrices élémentaires de disques sont des matrices 

nulles, donc la taille de ces matrices est (8 x 8). 

4.3  Matrice de raideur et d’amortissement des paliers 

Les valeurs des raideurs et des amortissements des paliers sont placées au niveau des 

déplacements des nœuds correspondant à leurs positions, les matrices raideur [Kp] et 

d’amortissement [Cp] des paliers sont données par : 

     
   








ZZZX

XZXX

p
KK

KK
K  (3.24) 
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
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
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ZZZX

XZXX

p
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C  (3.25) 

4.4 Vecteur des forces de balourd 

La masse de balourd est situé dans le nœud du disque. A partir de l’énergie cinétique de 

balourd, nous déterminons le vecteur de forces Fb, donné par : 
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
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0

)cos(

0

)sin(

2

2





tdm

tdm

F
b

b

b  (3.26) 

5 Equation globale du mouvement 

Après avoir déterminé les matrices élémentaires des différents composant du rotor, l’étape 

d’assemblage est nécessaire afin d’obtenir les matrices globales de l’équation différentielle de  

mouvement.  

La méthode d’assemblage des matrices élémentaire de la version h-p de la MEF est une 

combinaison de la méthode d’assemblage de la version h et la méthode d’assemblage de la 

version p en respectant le vecteur des coordonnées généralisées, la méthode d’assemblage est 

bien présenté dans la référence [64]. 
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L’équation différentielle de mouvement d’un rotor fissuré est donnée par : 

[  ] ̈  ([  ]  [  ]) ̇  ([  ]  [  ])     (3.27) 

 

Où : 

[  ] est la matrice masse globale qui comprend les matrice élémentaires de masse du disque

 disque

eM  et de l’arbre  arbre

eM . 

[  ] est la matrice gyroscopique globale qui comprend les matrice gyroscopique élémentaires 

du disque  disque

eG et de l’arbre  arbre

eG . 

[  ] est la matrice de rigidité globale de l’arbre qui comprend les matrices de rigidité 

élémentaires  arbre

eK des éléments intact assemblés avec la matrice de de rigidité de l’élément 

fissuré en remplacent la matrice de l’élément sain correspond à la position de la fissure par 

celle de l’élément fissuré. 

[  ] et [  ] sont les matrices d’amortissement et de raideur des paliers. 

  est le vecteur des coordonnées généralisées {qu , qw,}. 

Fb est le vecteur des forces de balourd. 

  vitesse de rotation en rd/s. 

Les fréquences naturelles des modes direct et indirect sont déterminées à partir des valeurs 

propres de la matrices [S(Ω)] qui sont données par :  

                








 

pggpgg CGMKKM

I
S 11

0
 (3.28) 
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1 Introduction  

Les travaux théoriques et expérimentaux sur les rotors fissurés ont montré que la présence 

d’une fissure dans un rotor induit une modification de la rigidité de l’arbre de ce rotor, ce qui 

entraîne des modifications détectables des propriétés modales (fréquences propres, amplitudes 

de vibration, mode propres...). Parmi toutes ces propriétés modales, l’étude de la variation des 

fréquences propres est la plus intéressante en tant qu'outil d'identification des fissures. Les 

variations des fréquences propres dues à une fissure peuvent être mesurées facilement à partir 

de quelques points accessibles sur le rotor fissuré. 

Parmi les techniques les plus utilisées pour déterminer la rigidité d’un arbre fissuré en 

utilisant la MEF, on cite la méthode de flexibilité locale et la méthode de rigidité variable par 

rapport au temps (time-varying stiffness). La méthode de flexibilité locale est la méthode la 

plus utilisée, cette méthode est basée sur le calcul de facteur d’intensité de contrainte au 

niveau de la zone fissurée [44,45]. La méthode de rigidité variable est traduite par  la variation 

des moments d’inertie de l’élément fissuré en fonction de l’angle de rotation, ce qui conduit à 

une rigidité variable par rapport au temps [12,13,33-39]. 

Dans ce chapitre, après avoir  montré la rapidité  de convergence de la version h-p de la MEF 

par rapport à la version classique h, nous utilisons la version h-p de la MEF et la méthode de 

rigidité variable pour étudier l’effet de la présence d’une fissure transversale ouverte et 

respiratoire sur le comportement dynamique d’un rotor. Dans ces études, nous étudions 

l’influence de la profondeur et la position de la fissure sur les fréquences propres et la réponse 

dynamique ainsi que les amplitudes et les orbites du rotor, Les résultats sont trouvés à l’aide 

d’un programme de calcul développé en MATLAB. 

2 Paramètres du modèle de rotor étudié 

Le modèle de rotor étudié dans ce chapitre est celui étudié théoriquement et 

expérimentalement par AL-Shudeifat [38,39], ce rotor est composé d’un arbre flexible en 

acier et deux disques identiques en aluminium et repose sur des paliers (Figure 4.1-4.2), Les 

caractéristiques géométriques et physiques de ce rotor sont données dans le tableau 4.1.  
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Figure 4.1. Modèle du rotor étudié. 

 

Longueur de l’arbre (L) 0.724 m 

Rayon de l’arbre (R) 9.525e-3 m 

Masse volumique de l’arbre (ρa) 7800 kg/m
3
(Acier) 

Module de Young (E) 2.1e11 N/m
2
 

Nombre de disque 2 

Masse volumique du disque (ρd) 2700 kg/m
3
(Aluminium) 

Rayons intérieures des disques (R) 9.525e-3 m 

Rayons extérieures des disques (r) 76.2e-3 m 

épaisseur des disques (e) 14.27e-3 m 

Position de disque 1 0.124 m (de palier 1) 

Position de disque 2 0.6 m (de palier 1) 

Rigidité des paliers (k xx, k zz) kxx=kzz= 7.10
7
 N/m 

Amortissement des paliers (cxx,czz) cxx=czz=5.10
2
 Ns/m 

Masse de balourd (mb.d)      kg.m 

Angle de phase de balourd (β) π/2 rad 

Tableau 4.1 : paramètres du modèle du rotor étudié. 
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Figure 4.2. Modèle du rotor étudié (ANSYS Workbenceh). 

3 Etude de convergence 

L’étude de convergence est faite pour montrer la rapidité de convergence de la version h-p par 

rapport à la version classique h. Les caractéristiques du modèle utilisé dans cette étude sont 

données dans le tableau 4.1.  

3.1 Convergence de la version h de MEF  

La convergence de la version classique h de la MEF est obtenue en augmentant le nombre des 

éléments de maillage (n) avec un nombre de degré de polynômes p=4. Le tableau 4.2 

représente la convergence de la version classique h de MEF des fréquences propres de trois 

premiers modes d’un rotor sain (μ=0) à l’état stationnaire (Ω=0). Les résultats de ce tableau 

sont représentés dans les figures 4.3-4.4 et 4.5. 

Mode 

(Hz) 

Nombre des éléments 

n=6 n=12 n=18 n=24 n=36 n=48 

1 49.0161 49.0152 49.0151 49.0151 49.0151 49.0151 

2 150.1712 150.1556 150.1548 150.1546 150.1546 150.1545 

3 353.4762 353.1575 353.1397 353.1366 353.1355 353.1353 

Tableau 4.2 : Fréquences propres des trois premiers modes par rapport au nombre des 

éléments. 
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Figure 4.3 : Courbe de convergence du premier mode (version h). 

 

Figure 4.4 : Courbe de convergence du deuxième mode (version h). 

 

Figure 4.5 : Courbe de convergence du troisième mode (version h). 

 

3.2 Convergence de la version h-p de MEF  

Le tableau 4.3 montre la convergence de la version h-p des trois premiers modes, et la 

convergence est obtenue en fixant le nombre des éléments à 6 éléments et en variant le 

nombre de degré de polynômes p. Les résultats de ce tableau sont représentés dans les figures. 

4.6-4.7 et 4.8 
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Mode 

(Hz) 

Degré de polynômes 

p=5 p=6 p=7 p=8 p=9 p=10 

1 49.0152 49.0151 49.0151 49.0151 49.0151 49.0151 

2  150.1547 150.1545 150.1545 150.1545 150.1545 150.1545 

3 353.1396 353.1353 353.1352 353.1352 353.1352 353.1352 

Tableau 4.3 : Fréquences propres des trois premiers modes par rapport au nombre de degré 

de polynômes. 

 

Figure 4.6 : Courbe de convergence du premier mode (version h-p). 

 

Figure 4.7 : Courbe de convergence du deuxième mode (version h-p). 

 

Figure 4.8 : Courbe de convergence du troisième mode (version h-p). 
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Le tableau 4.3 et les figures 4.3-4.5 montrent que, dans l’étude de convergence de la version 

classique h de la MEF, les valeurs des fréquences propres convergent à partir de 18 éléments 

pour le premier mode et à partir de 24 éléments pour le deuxième et le troisième mode, et 

dans le cas de la version h-p de la FEM, le tableau 4.3 et les figures 4.6 et 4.8 montrent que 

pour un rotor discrétisé en 6 éléments, les fréquences propres des trois premiers modes 

convergent à partir de 6 degrés de polynômes, ces résultats montrent la rapidité de 

convergence de la version h-p de la MEF par rapport à la version h. 

Le modèle de rotor étudié dans ce chapitre sera discrétisé en 6 éléments et un degré de 

polynôme égal à 6 (p=6). Le modèle éléments finis de ce rotor est représenté dans la figure 

4.9. 

 

Figure 4.9: Modèle éléments finis du rotor étudié. 

4 Etude d’un rotor avec une fissure transversale ouverte 

Dans le cas d’une fissure transversale ouverte, la fissure reste ouverte pendant la rotation, 

Donc, les moments d’inerties de la section transversale de la fissure sont variable par rapport 

aux axes de repère fixe, cette variation est périodique.   

Les figures 4.10, et 4.11 représentent la variation des moments d’inertie IX, IZ, et IXZ par 

rapport à l’angle de rotation (Ωt) dans le cas où le rapport de profondeur (μ=0.5), ces figures 

montre que, IX, IZ, et IXZ varient périodiquement par rapport à l’angle de rotation, cela signifie 

que la rigidité d’un élément fissuré varie périodiquement par rapport à l’angle de rotation.  
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Figure 4.10 : Variation de IX et IZ par rapport à l’angle de rotation (Ωt). 

 

Figure 4.11 : Variation de IXZ par rapport à l’angle de rotation (Ωt). 

 

Les figures 4.12 et 4.13 montrent que les valeurs moyennes des moments d’inertie de la 

section transversale diminuent par rapport à la profondeur de la fissure, ce qui signifie que la 

rigidité de l’arbre diminue avec la propagation de la fissure. 

La figure 4.14 représente la variation du moment d’inertie IXZ  par rapport à la profondeur de 

la fissure (μ), A partir de cette figure nous remarquons que la dissymétrie causé par la fissure 

varie périodiquement par rapport à la profondeur de la fissure, la dissymétrie est maximale 

dans le cas où le rapport de profondeur μ=0.5, et dans le cas où μ=1 la section transversale de 

l’élément fissuré est symétrique et IX=IZ ce qui implique que IXZ=0.  
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Figure 4.12 : Variation du moment d’inertie IX par rapport à l’angle de rotation (Ωt) pour 

différentes valeurs du rapport de profondeur (μ). 

 

Figure 4.13 : Variation du moment d’inertie IZ par rapport à l’angle de rotation (Ωt) pour 

différentes valeurs du rapport de profondeur (μ). 

 

Figure 4.14 : Variation du moment d’inertie IXZ par rapport à l’angle de rotation (Ωt) pour 

différentes valeurs du rapport de profondeur (μ). 
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4.1 Analyse fréquentielle  

Dans cette analyse, nous étudions l’influence de la profondeur et la position de la fissure sur 

les fréquences propres du rotor à l’état stationnaire (Ω=0) et rotationnelle (Ω≠0). 

Comme mentionné précédemment, la rigidité d’un élément fissuré est variable par rapport à 

l’angle de rotation cause une variation dans les fréquences propres par rapport à l’angle de 

rotation, par contre dans les études expérimentales nous trouvons une seule valeur de 

fréquence pour le cas d’une fissure ouverte, pour notre étude nous linéarisons notre système 

d’équations en prenant la valeur moyenne de la rigidité qui signifie donc les valeurs 

moyennes des moments d’inerties.   

Pour valider notre hypothèse, le tableau 4.4 représente l’écart entre les vitesses critiques 

(tr/min) trouvés par la version h-p de la MEF avec l’expérimental donné par Al-Shudeifat  

[39], et avec des résultats de simulation trouvés par ANSYS Workbench. 

Le modèle de rotor étudié dans cette partie de validation est discrétisé en 12 éléments et la 

fissure est située à 22.2 cm par rapport au palier gauche, les caractéristiques géométrique et 

physiques de ce modèle sont données dans le tableau 4.2.  

Le tableau 4.4 montre que, le pourcentage d’erreur entre les résultats trouvés par la version  h-

p de la MEF en prenant la valeur moyenne de la rigidité de l’élément fissuré avec les autres 

résultats n’atteint pas les 4%, cela prouve l’efficacité de la version h-p et la méthode de 

rigidité variable dans l’étude des rotors fissurés, et aussi la performance de notre programme 

de calcul.    

 Vitesses critiques (tr/min) 

Indirect Direct 

Rapport de 

profondeur de la 

fissure (μ) 

0 0.15 0.3 0.45 0.6 0.75 1 

version h-p de la 

MEF 
2863.8 3014 2997 2976 2952 2926 2874 

Etude expérimentale 

d’AL-Shudeifat [39] 
2869 3062 3050 3037 3015 2995 2970 

ANSYS Workbench 2870.5 3018.7 3016.6 2992.5 2988.3 2989.2 2980.8 

ɛh-p/Exp (%) 0.18 1.56 1.74 2 2.79 2.3 3.23 

ɛh-p/ANSYS Workbench 

(%) 
0.2 0.15 0.65 0.5 1.22 2.1 3.58 

Tableau 4.4: Comparaison entre les résultats de la version h-p de la MEF par des résultats 

numérique et de l’expérimental. 
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4.1.1 Etude à l’état stationnaire (Ω=0)  

Dans cette analyse, nous étudions l’influence d’une fissure transversale ouverte sur les 

fréquences propres du rotor où Ω=0, nous varions la profondeur et la position de la fissure et 

nous montrons l’effet de la fissure. 

Les tableaux 4.5, 4.6 et 4.7 représentent respectivement la variation des fréquences propres de 

trois premiers modes (direct et indirect) par rapport à la profondeur de la fissure (μ) dans le cas 

où la fissure est au niveau de premier, deuxième et troisième élément.  

Les résultats de ces tableaux sont illustrés dans les figures  4.15 à 4.23. 

Mode 
Rapport de profondeur de la fissure (μ) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

1 
indirect 49.02 48.98 48.91 48.84 48.76 48.66 48.55 48.44 48.32 48.19 48 

direct 49.02 48.98 48.92 48.85 48.75 48.67 48.55 48.46 48.33 48.2 48 

2 
indirect 150.2 149.8 149.18 148.4 147.6 146.65 145.68 144.65 143.55 142.37 141.1 

direct 150.2 149.81 149.23 148.5 147.65 146.78 145.8 144.78 143.65 142.43 141.1 

3 
indirect 353.1 351.85 349.65 347 344 340.9 337.6 343.3 331.3 327.4 323.74 

direct 353.1 351.9 349.8 347.2 344.4 341.3 338 334.7 331 327.65 323.74 

Tableau 4.5 : variation des fréquences propres par rapport à la profondeur de la fissure dans 

le cas où la fissure est au niveau du  premier élément. 

 

 

Figure 4.15 : Courbe de variation des fréquences propres du premier mode  par rapport à la 

profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du premier élément. 
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Figure 4.16 : Courbe de variation des fréquences propres du deuxième mode  par rapport à 

la profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du  premier élément. 
 

 

Figure 4.17 : Courbe de variation des fréquences propres du troisième par rapport à la 

profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du premier élément. 

 

Mode 

(Hz) 

Rapport de profondeur de la fissure (μ) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

1 
indirect 49.02 48.85 48.57 48.23 47.84 47.42 46.97 46.5 46 45.48 44.9 

direct 49.02 48.85 48.58 48.24 47.86 47.45 47 46.53 46.03 45.49 44.9 

2 
indirect 150.2 149.3 147.9 146.4 144.7 142.88 141 139.3 137.49 135.6 133.7 

direct 150.2 149.4 148 146.5 144.8 143 141.2 139.4 137.58 135.7 133.7 

3 
indirect 353.1 352.3 351 349.4 347.65 345.85 344 342.16 340.27 338.34 336.2 

direct 353.1 352.3 351 349.5 347.75 345.97 344.15 342.3 340.37 338.38 336.2 

Tableau 4.6 : variation des fréquences propres par rapport à la profondeur de la fissure dans 

le cas où la fissure est au niveau du deuxième élément. 
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Figure 4.18 : Courbe de variation des fréquences propres du premier par rapport à la 

profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du deuxième élément. 

 

 

Figure 4.19 : Courbe de variation des fréquences propres du deuxième mode par rapport à la 

profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du deuxième élément. 

 

 

Figure 4.20 : Courbe de variation des fréquences propres du troisième mode par rapport à la 

profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du deuxième élément. 
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Mode 
Rapport de profondeur de la fissure (μ) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

1 
indirect 49.02 48.77 48.36 47.86 47.3 46.7 46.1 45.48 44.83 44.14 43.3 

direct 49.02 48.78 48.39 47.9 47.38 46.8 46.2 45.55 44.89 44.18 43.3 

2 
indirect 150.2 149.98 149.71 149.38 149 148.6 148.2 147.8 147.37 146.93 146.45 

direct 150.2 150 149.73 149.4 149.05 148.65 148.26 147.84 147.41 146.95 146.45 

3 
indirect 353.1 352.1 350.4 348.3 346.1 343.8 341.45 339.1 336.8 334.4 331.9 

direct 353.1 352.14 350.5 348.5 346.35 344 341.75 339.1 337 334.53 331.9 

Tableau 4.7 : variation des fréquences propres par rapport à la profondeur de la fissure dans 

le cas où la fissure est au niveau du troisième élément. 
 

 

Figure 4.21 : Courbe de variation des fréquences propres du premier mode par rapport à la 

profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du troisième élément. 

 
 

 

Figure 4.22: Courbe de variation des fréquences propres du deuxième mode par rapport à la 

profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du troisième élément. 
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Figure 4.23 : Courbe de variation des fréquences propres du troisième mode par rapport à la 

profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du troisième élément. 

 
 

Les tableaux 4.5, 4.6 et 4.7 et les figures 4.15-4.23 montrent que les fréquences propres de 

mode direct et indirect d’un rotor fissuré diminuent par rapport aux fréquences propres d’un 

rotor sain, Les fréquences propres du rotor diminuent avec la propagation de la fissure quelle 

que soit leur position, ceci en raison de la diminution de la rigidité de l’arbre due à la fissure. 

Les fréquences naturelles diminuent de façon linéaire à partir de la profondeur μ = 0,3, une 

petite divergence entre les fréquences propres des modes direct et indirect apparait entre les 

valeurs μ=0.3 et μ=0.7, cette divergence est due à la dissymétrie de la géométrie du rotor 

provoquée par la présence de la fissure (IXZ atteint sa valeur maximale). 

Le tableau 4.8 représente la variation des fréquences propres par rapport à la position de la 

fissure dans le cas où µ=0.5, ce tableau montre que, quand la fissure s’approche du milieu de 

l’arbre, les fréquences du premier mode diminuent et dans le cas du deuxième mode, les 

fréquences propres prennent leur valeur minimale lorsque la fissure se situe dans le deuxième 

élément; par conséquent, la courbe de variation des fréquences propres par rapport à la 

position de la fissure est similaire à la courbe du mode de déformation de l’arbre. 

Elément 

fissuré 

Mode (Hz) 

1 2 3 

indirect direct indirect direct indirect direct 

1 48.66 48.67 146.65 146.78 340.9 341.3 

2 47.42 47.45 142.88 143 345.85 345.97 

3 46.7 46.8 148.6 148.65 343.8 344 

Tableau 4.8: Variation des fréquences propres par rapport à la position de fissure dans le 

cas où le rapport de profondeur de la fissure µ=0.5. 
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4.1.2 Etude à l’état rotationnelle (Ω ≠ 0) 

Dans cette étude, nous étudions l’influence de la profondeur et la position d’une fissure 

transversale ouverte sur les fréquences critiques du rotor déterminées à partir de diagramme 

de Campbell. 

Dans les tableaux 4.9, 4.10 et 4.11, nous représentons respectivement la variation des 

fréquences critiques de trois premiers modes (direct et indirect) par rapport à la profondeur de 

la fissure (μ) dans le cas où la fissure est au niveau du premier, deuxième et troisième élément 

et les résultats de ces tableaux sont illustrés dans les figures  4.24 à 4.32. 
 

Mode 

(Hz) 

Rapport de profondeur de la fissure (μ) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

1 
indirect 47.73 47.68 47.65 47.57 47.5 47.42 47.33 47.23 47.12 47 46.87 

direct 50.42 50.37 50.3 50.2 50.12 50 49.88 49.75 49.62 49.47 49.3 

2 
indirect 147.2 146.9 146.4 145.8 145.1 144.3 143.5 142.6 141.6 140.5 139.3 

direct 152.9 152.5 151.8 151 150 149 147.9 146.7 145.5 144.2 142.8 

3 
indirect 345.2 343.6 340.7 337.1 332.9 328.3 323.4 318.3 312.9 307.4 301.4 

direct 358.4 357.4 355.7 353.7 351.5 349.3 347 344.8 342.4 340.2 337.8 

Tableau 4.9 : Variation des fréquences critiques par rapport à la profondeur de la fissure 

dans le cas où la fissure est au niveau du  premier élément. 
 

 

Figure 4.24 : Courbe de variation des fréquences critiques du premier mode rapport à la 

profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du  premier élément. 
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Figure 4.25 : Courbe de variation des fréquences critiques du deuxième mode par rapport à 

la profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du  premier élément. 
 

 

Figure 4.26 : Courbe de variation des fréquences critiques du troisième mode par rapport à 

la profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du  premier élément. 

 
 

Mode 

(Hz) 

Rapport de profondeur de la fissure (μ) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

1 
indirect 47.73 47.57 47.28 46.95 46.57 46.15 45.72 45.25 44.75 44.22 43.63 

direct 50.42 50.23 49.95 49.62 49.23 48.82 48.37 47.9 47.4 46.85 46.27 

2 
indirect 147.2 146.4 145 143.3 141.6 139.7 137.9 136.1 134.2 132.3 130.3 

direct 152.9 152.2 150.9 149.3 147.7 146 144.3 142.6 140.8 139 137.2 

3 
indirect 345.2 344.7 343.8 342.7 341.4 340.1 338.8 337.3 335.8 334.2 332.5 

direct 358.4 357.4 355.8 353.9 351.8 349.7 347.6 345.4 343.3 341.1 338.7 

Tableau 4.10 : Variation des fréquences critiques par rapport à la profondeur de la fissure 

dans le cas où la fissure est au niveau du deuxième élément. 
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Figure 4.27 : Courbe de variation des fréquences critiques du premier mode par rapport à la 

profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du deuxième élément. 

 

Figure 4.28 : Courbe de variation des fréquences critiques du deuxième mode par rapport à 

la profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du deuxième élément. 

 

Figure 4.29 : Courbe de variation des fréquences critiques du troisième mode par rapport à 

la profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du deuxième élément. 
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Mode 

(Hz) 

Rapport de profondeur de la fissure (μ) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

1 
indirect 47.73 47.5 47.1 46.63 46.08 45.53 44.93 44.33 43.67 43 42.25 

direct 50.42 50.15 49.73 49.25 48.68 48.08 47.47 46.82 46.13 45.4 44.63 

2 
indirect 147.2 147.1 146.8 146.4 146.1 145.7 145.3 144.8 144.4 144 143.4 

direct 152.9 152.8 152.5 152.2 151.8 151.4 151.1 150.7 150.3 149.8 149.3 

3 
indirect 345.2 344.4 342.9 341.3 339.4 337.4 335.4 333.4 331.3 329.2 326.9 

direct 358.4 357.3 355.4 353.2 350.9 348.4 345.9 343.4 340.8 338.2 335.4 

Tableau 4.11: Variation des fréquences critiques par rapport à la profondeur de la fissure 

dans le cas où la fissure est au niveau du  troisième élément. 
 

 

Figure 4.30 : Courbe de variation des fréquences critiques du premier mode par rapport à la 

profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du troisième élément. 
 
 

 

Figure 4.31 : Courbe de variation des fréquences critiques du deuxième mode par rapport à 

la profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du  troisième élément. 
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Figure 4.32 : Courbe de variation des fréquences critiques du troisième mode par rapport à 

la profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est au niveau du troisième élément. 

 

Les tableaux 4.9, 4.10 et 4.11 et les figures  4.24-4.32 montrent que les fréquences critiques 

de mode direct et indirect d’un rotor fissuré diminuent par rapport aux fréquences critiques 

d’un rotor sain. 

Les fréquences critiques du rotor diminuent quand la fissure se propage quelle que soit leur 

position, ceci en raison de la diminution de la rigidité de l'élément fissuré.  

Le tableau 4.12 représente la variation des fréquences propres par rapport à la position de la 

fissure dans le cas où µ=0.5, ce tableau montre que, la courbe de variation des fréquences 

critiques par rapport à la position de la fissure est similaire à la courbe du mode de 

déformation de l’arbre. 
 

Elément 

fissuré 

Mode (Hz) 

1 2 3 

indirect direct indirect direct indirect direct 

1 47.42 50 144.3 149 328.3 349.3 

2 46.15 48.82 139.7 146 340.1 349.7 

3 45.53 48.08 145.7 151.4 337.4 348.4 

Tableau 4.12 : Variation des vitesses critiques par rapport à la position de fissure dans le cas 

où le rapport de profondeur de la fissure µ=0.5 

4.2 Analyse de la réponse dynamique 

Dans cette analyse, nous étudions l’influence de la profondeur et la position d’une fissure 

transversale ouverte sur la réponse dynamique du rotor, en prenant compte l’effet de la non-

linéarité due à la variation de la rigidité par rapport au temps.  
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L’étude de la variation des amplitudes et des orbites du centre de l’arbre permet d’identifier la 

présence d’une fissure dans les rotors. 

La réponse dynamique transitoire des nœuds du rotor est obtenue en résolvant les équations 

du mouvement à l’aide de l’algorithme implicite d’intégration temporelle de Newmark  basé 

sur l’accélération moyenne (correspondant au jeu de paramètres ξ1 = 1/2 et ξ2 = 1/4) [65], 

cette méthode est choisie en raison de sa stabilité. La méthode de Newmark  permet la 

résolution numérique d'équations différentielles du second ordre. Elle convient, non 

seulement pour des systèmes différentiels linéaires, mais aussi pour des systèmes fortement 

non-linéaires, Dans le second cas de systèmes, le calcul nécessite une boucle d’itération 

supplémentaire liée au non linéarité à l’intérieur de chaque pas de temps [65]. (Annexe B) 

La figure 4.33 représente la réponse dynamique et l’orbite du centre du rotor au voisinage de 

la première vitesse critique (3000 tr/min) au niveau du nœud 2, cette figure montre que les 

amplitudes des déplacements horizontal et vertical tendent vers l’infini, ceci implique qu’on a 

un phénomène de résonance ; la fréquence propre du rotor est égale à la fréquence 

d’excitation (Ω/60). Dans ce stade l’analyse de la réponse dynamique du rotor est impossible 

à cause de l’inexistence d’un signal clair pour faire l’étude. L’étude au voisinage des vitesses 

sub-critiques (1/2, 1/3, .. de la vitesse critique) est la technique la plus utilisée pour étudier la 

réponse dynamique des rotors fissurés tout en évitant le phénomène de résonance. 

La réponse dynamique d’un rotor fissuré au voisinage des vitesses sub-critiques diffère de la 

réponse d’un rotor sain, et les variations des amplitudes et des orbites peuvent être utilisées 

comme un moyen pour identifier la présence des fissures. 

  

Figure 4.33 : Réponse dynamique et orbite du centre du rotor au voisinage de la première 

vitesse critique. 
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Les figures 4.34 et 4.35 représentent la réponse dynamique, l’orbite et l’amplitude 

 22 wu   du centre du rotor au niveau du nœud 2 d’un rotor sain et d’un rotor fissuré au 

voisinage de la première vitesse sub-critique (1500 tr/min) dans le cas où la fissure est au 

niveau du troisième élément et μ=0.8, les paramètres de la force excitatrice de balourd est 

donnée dans le tableau 4.1. Ces figures montrent que, l’amplitude des déplacements d’un 

rotor fissuré augmentent par rapport à un rotor sain. où dans le cas d’un rotor sain les 

amplitudes ne dépassent pas 0.4 mm par contre dans le cas où μ=0.8 ; les amplitudes 

dépassent 0.4 mm.  

Ces figures montrent aussi que, les orbites d’un rotor fissuré diffèrent des orbites d’un rotor 

sain, une boucle apparait à l’intérieur de l’orbite, elle est due à la présence de la fissure. Cette 

boucle a une relation avec la profondeur de la fissure et les vitesses sub-critiques. 

 
 

 

Figure 4.34 : Réponse dynamique, orbite et amplitude du centre d’un rotor sain au voisinage 

de la première vitesse sub-critique. 
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Figure 4.35 : Réponse dynamique, orbite et amplitude du centre d’un rotor fissuré (μ=0.8) au 

voisinage de la première vitesse sub-critique. 

 

Pour identifier la position de la fissure à partir de l’analyse de la réponse dynamique au 

voisinage de la première vitesse sub-critique (1500 tr/min), les figures 4.36, 4.37 et 4.38 

représentent respectivement la réponse dynamique et l’amplitude du centre de rotor au niveau 

du nœud 4 dans le cas où la fissure est au niveau de premier, deuxième et troisième élément 

avec μ=0.7. Ces figures montrent que les amplitudes des déplacements  au voisinage de la 

première vitesse sub-critique augmentent, quand la fissure s’approche du milieu du rotor.  
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Figure 4.36 : Réponse dynamique et amplitude d’un rotor fissuré (μ=0.7) au voisinage de la 

première vitesse sub-critique dans le cas où la fissure est au niveau du premier élément. 
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Figure 4.37 : Réponse dynamique et amplitude d’un rotor fissuré (μ=0.7) au voisinage de la 

première vitesse sub-critique dans le cas où la fissure est au niveau du deuxième élément. 
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Figure 4.38 : Réponse dynamique et amplitude d’un rotor fissuré (μ=0.7) au voisinage de la 

première vitesse sub-critique dans le cas où la fissure est au niveau du troisième élément. 

 

Comme mentionné précédemment, l’orbite d’un rotor fissuré a une relation avec la fissure et 

les vitesses sub-critique, la figure 4.39 montre l’orbite d’un rotor fissuré au niveau de nœud 4  

au voisinage de la première vitesse sub-critique (1500 tr/min) dans le cas où la fissure est au 

niveau du troisième élément pour différents valeurs de profondeur (μ). Cette figure montre 

que, la boucle qui apparait à l’intérieur de l’orbite, s’agrandit avec la propagation de la fissure 

mais cet agrandissement n’est pas clair.  
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Figure 4.39 : Orbite d’un rotor fissuré au niveau de nœud 4  au voisinage de la première 

vitesse sub-critique. 

 

La figure 4.40 montre les orbites d’un rotor fissuré au niveau du nœud 4 au voisinage de la 

première (1500 tr/min), deuxième (1050 tr/min) et troisième (750 tr/min) vitesse sub-critique 

dans le cas où la fissure est au niveau de troisième élément et pour μ=0.7. Cette figure montre 

que, deux boucles apparaissent au voisinage de la deuxième vitesse sub-critique, et l’orbite 

devient instable après cette vitesse.   
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Figure 4.40 : Orbites d’un rotor fissuré au voisinage de la première (1500 tr/min) deuxième 

(1050 tr/min) et troisième (750 tr/min) vitesse sub-critique. 

5 Etude d’un rotor avec une fissure transversale respiratoire  

Dans le cas d’une fissure transversale respiratoire, la fissure s'ouvre et se ferme 

progressivement par rapport à l’angle de rotation, et la rigidité de l’arbre varie entre la rigidité 

d’un arbre sain et celle d’un arbre avec une fissure totalement ouverte. La figure 4.41 montre 

la courbe de la variation de la rigidité d’un arbre avec une fissure transversale respiratoire en 

fonction de l’angle de rotation. A partir de cette figure, nous distinguons 3 états : 

 Ωt=-π/2, la fissure est totalement ouverte ; la rigidité de l’arbre est égale à la rigidité 

d’un arbre avec une fissure transversale ouverte. 
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 Ωt=π/2, la fissure est totalement fermée ; la rigidité de l’arbre est égale à la rigidité 

d’un arbre sain. 

 -π/2<Ωt< π/2, la fissure est partiellement fermé, et la rigidité de l’arbre est comprise 

entre celle d’un arbre avec une fissure transversale ouverte et la rigidité d’un arbre 

sain. 

 

 

Figure 4.41 : Variation de la rigidité d’un arbre avec une fissure transversale respiratoire 

par rapport de l’angle de rotation.  

 

Cette variation de rigidité est traduite par la variation des moments d’inerties. La variation des  

moments d’inertie Ix et Iz de la section transversale par rapport à l’angle de rotation est donnée 

par l’équation : 
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 A l’angle Ωt= -π/2, la fissure est totalement ouverte, et les moments d’inertie Ix et Iz 

par rapport au repère tournant sont égaux aux moments d’inertie d’une section avec 

une fissure ouverte. 

 A l’angle Ωt=π/2, la fissure est totalement fermée, et les moments d’inertie Ix et Iz par 

rapport au repère tournant sont égaux aux moments d’inertie d’une section d’un arbre 

sain (Ix=Iz=Ia). 
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 Pour -π/2<Ωt< π/2, la fissure est partiellement fermée, et les moments d’inertie Ix et Iz 

par rapport au repère tournant sont compris entre les moments d’inertie d’une section 

transversale avec une fissure totalement ouverte et les moments d’inertie d’une section 

circulaire. 

Les moments d’inertie IX, IZ et IXZ de la section fissurée par rapport au repère fixe sont 

exprimé en fonction de Ix et Iz par l’équation (2.32). 

 

Les figures 4.42, et 4.43 représentent la variation des moments d’inertie IX, IZ, et IXZ par 

rapport à l’angle de rotation (Ωt) dans le cas où le rapport de profondeur (μ=0.5). Ces figures 

montrent que : 

 A Ωt= π/2  les moments d’inertie IX, IZ sont maximum et égaux aux moments d’inertie 

d’une section non-fissuré (IX= IZ= Ia).  

 A l’angle Ωt= -π/2  où la fissure est totalement ouverte IZ est supérieur à IX , cela est 

due à la dissymétrie de la section transversale par rapport l’axe X.  

 aux angles Ωt= π/2 et  Ωt= π/4,  Ωt= 3π/4, Ωt= -π/4 et Ωt= -3π/4 la section 

transversale est symétrique par rapport aux axes X et Z, donc IX=IZ et IXZ=0.  

 

 
Figure 4.42 : Variation de IX et IZ par rapport à l’angle de rotation (Ωt). 
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Figure 4.43 : Variation de IXZ par rapport à l’angle de rotation (Ωt). 

 

Les figures 4.44-4.46 représentent la variation des moments d’inertie IX, IZ, et IXZ par rapport à 

l’angle de rotation (Ωt) pour différentes valeurs du rapport de profondeur (μ), ces figures  

montrent que les valeurs des moments d’inertie diminuent quand la profondeur de la fissure 

augmente, ce qui signifie que la rigidité de l’arbre diminue avec la propagation de la fissure, 

cette variation n’est pas périodique pendant un tour de l’arbre.  

 

Figures 4.44 : Variation du moment d’inertie IX par rapport par rapport à l’angle de rotation 

(Ωt) pour différentes valeurs du rapport de profondeur (μ). 
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Figures 4.45 : Variation du moment d’inertie IZ par rapport par rapport à l’angle de rotation 

(Ωt) pour différentes valeurs du rapport de profondeur (μ). 
 

 

Figures 4.46 : Variation du moment d’inertie IXZ par rapport par rapport à l’angle de 

rotation (Ωt) pour différentes valeurs du rapport de profondeur (μ). 
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5.1 Analyse fréquentielle  

Dans cette analyse, nous étudions l’influence de la rigidité variable due à la présence d’une 

fissure transversale respiratoire sur les fréquences propres du rotor, en tenant compte la 

position et la profondeur de la fissure. 

Les figures 4.47 et 4.48 montrent respectivement, la variation des modes indirect et direct de 

la première fréquence critique par rapport à l’angle de rotation pour différente valeur de 

profondeur (μ) dans le cas où la fissure est au niveau du premier élément. Cette variation de 

fréquence est due à la variation de la rigidité de l’arbre causée de la présence de la fissure 

respiratoire. A la valeur de l’angle de rotation Ωt= π/2  la fréquence est maximale et est égale 

à la fréquence d’un rotor sain, et à Ωt=- π/2  la fréquence est minimale ce qui signifie que la 

valeur de rigidité est minimale. Nous remarquons une légère diminution de fréquence à 

l’angle   Ωt= -π/3 par rapport à l’angle Ωt=- π/2 ; ceci est due à la grande dissymétrie de la 

section transversale (IXZ est maximale). La valeur moyenne de la fréquence diminue par 

rapport à la profondeur de  la fissure.  

 

 

Figures 4.47 : Variation de la première fréquence critique du mode indirect par rapport à 

l’angle de rotation pour différente valeur de profondeur (μ). 
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Figures 4.48 : Variation de la première fréquence critique du mode direct par rapport à 

l’angle de rotation pour différente valeur de profondeur (μ). 
 

Pour étudier l’influence de la position d’une fissure respiratoire sur la variation des 

fréquences, les figures 4.49 et 4.50  représentent la variation de la première fréquence critique 

des modes direct et indirect pour différentes positions de la fissure dans le cas où μ=0.3. Nous 

remarquons clairement que la valeur moyenne de la fréquence diminue quand la fissure 

approche le milieu du rotor.  

 

Figures 4.49: Variation de la première fréquence critique du mode indirect par rapport à 

l’angle de rotation (Ωt) pour différentes positions de la fissure. 
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Figures 4.50: Variation de la première fréquence critique du mode direct par rapport à 

l’angle de rotation (Ωt) pour différentes positions de la fissure. 

 

5.2 Analyse de la réponse dynamique 

Dans cette analyse, nous étudions l’influence de la profondeur et la position d’une fissure 

transversale respiratoire sur la réponse dynamique, les orbites et les amplitudes du centre du 

rotor, en tenant compte de la variation de la rigidité. L’étude est faite au voisinage des vitesses 

sub-critiques.  

La Figure 4.51 montre la réponse dynamique, l’orbite et l’amplitude du centre du rotor au 

niveau du nœud 2 d’un rotor avec une fissure respiratoire au voisinage de la première vitesse 

sub-critique (1500 tr/min) quand la fissure est au niveau du troisième élément et μ=0.8, nous 

remarquons que l’amplitude de déplacement horizontal (u) est inférieure par rapport à 

l’amplitude de déplacement vertical (w), ceci est due à la grande rigidité suivant l’axe Z est 

par rapport à la rigidité suivant l’axe X.  

En comparant l’orbite de cette figure avec les orbites des figures 4.34 et 4.35 concernant un 

rotor sain et un rotor avec une fissure ouverte, nous trouvons aussi qu’une boucle apparait 

dans l’orbite mais elle est très grande par rapport à celle qui apparait dans l’orbite d’un rotor 

avec une fissure transversale ouverte. Cette boucle est due à la différence entre les amplitudes 

des déplacements horizontal et vertical. Avec ce critère nous pouvons différencier entre la 

réponse d’un rotor avec une fissure transversale ouverte et respiratoire.  

Cette boucle a aussi une relation avec la profondeur de la fissure et les vitesses sub-critiques. 
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Figure 4.51: Réponse dynamique, orbite et amplitude du centre d’un rotor avec une fissure 

respiratoire au voisinage de la première vitesse sub-critique. 

 

Pour identifier la position et la profondeur de la fissure à partir de l’analyse des amplitudes au 

voisinage de la première vitesse sub-critique (1500 tr/min), la figure 4.52 représente la 

variation des amplitudes du centre de rotor au niveau du nœud 4 par rapport à la position de la 

fissure dans le cas où μ=0.5. La figure 4.53 représente la variation des amplitudes du centre de 

rotor au niveau de nœud 4 par rapport à la profondeur de la fissure dans le cas où la fissure est 

au niveau de l’élément 3. Ces figures montrent que les amplitudes au voisinage de la première 

vitesse sub-critique augmentent avec la propagation de la fissure et quand la fissure approche 

de milieu de l’arbre. 
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Figures 4.52 : Variation des amplitudes au voisinage de la première vitesse sub-critique pour 

différentes position de la fissure. 

 

 

Figures 4.53 : Variation des amplitudes au voisinage de la première vitesse sub-critique pour 

différentes valeurs du rapport de  profondeur de la fissure (μ). 

 

La figure 4.54 montre les orbites d’un rotor fissuré au niveau de nœud 4 au voisinage de la 

première (1500 tr/min), deuxième (1050 tr/min), troisième (750 tr/min) et quatrième (650 

tr/min) vitesses sub-critiques dans le cas où la fissure est au niveau de deuxième élément et 

pour μ=0.6.  
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Figure 4.54 : Evolution des orbites en fonction des vitesses sub-critiques. 

 

Cette figure montre que, plusieurs boucles apparaissent au voisinage des vitesses sub-critiques 

comme dans le cas d’une fissure ouverte, mais cette apparition est très claire dans le cas de la 

fissure respiratoire. 
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CONCLUSION GÉNÉRALE 

L’objectif de ce travail, est l’étude de l’influence des fissures transversales sur les paramètres 

modaux du rotor, en utilisant la version h-p de la méthode des finis. L’élément poutre Euler-

Bernoulli est utilisé pour la modélisation du rotor, les fonctions de forme utilisées sont les 

fonctions cubiques Hermite modifiées pour la version h couplées aux polynômes de Legendre 

spéciaux de Rodrigues pour la version p. Les matrices globales de l'équation de mouvement 

du rotor fissuré sont déterminées par l'application de l'équation de Lagrange en tenant compte 

de la variation locale de la rigidité de l'arbre due à la fissure. La rigidité de l'élément fissuré de 

l'arbre est déterminée en utilisant la méthode de rigidité variable. 

Un programme est développé en MATLAB pour calculer les fréquences propres et tracer la 

réponse dynamique ainsi que les amplitudes et les orbites des rotors fissuré et non fissuré. 

Après avoir montré la rapidité de la convergence de la version h-p de FEM par rapport à la 

version h, une étude détaillée de l’influence des fissures transversale ouverte et respiratoire 

sur le comportement dynamique linéaire du rotor a été présentée ; les résultats trouvés ont 

montré l’efficacité de la version h-p de la MEF et la méthode de rigidité variable dans l’étude 

des rotors fissurés. 

Ce travail nous a permis d'arriver aux conclusions suivantes : 

 La présence des fissures dans les rotors a une nette influence sur le comportement 

dynamique de ce dernier ; la réduction de la section transversale de la zone fissuré 

affaiblie la rigidité de l’arbre et ceci cause une influence directe sur les paramètres 

modaux du rotor (fréquences propres, amplitudes, orbites, modes propres). L’étude de 

ces derniers permet d’identifier la présence, l’emplacement et la profondeur de la 

fissure. 

 La version h-p de la MEF converge plus rapide par rapport à la version classique h. 

 La version h-p de la MEF est la méthode de rigidité variable sont appropriées pour 

l’étude des rotors fissurés. 

 La rigidité d’un élément fissuré de l’arbre est variable par rapport à l’angle de rotation. 

 La fissure cause une réduction de la section transversale de l’arbre ce qui induit à des 

moments d’inertie variables par rapport au temps. 
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 les fréquences propres des modes direct et indirect des rotors fissurés diminuent par 

rapport aux fréquences propres des rotors sains ; ceci est dû à la diminution de la 

rigidité de l’arbre causée par la fissure.  

 Les fréquences propres du rotor diminuent avec la propagation de la fissure quelle que 

soit leur position. 

 La fissure transversale ouverte cause une dissymétrie dans le rotor. Cette dissymétrie 

peut être utilisée pour identifier la présence d’une fissure à l’état stationnaire. 

 Les fréquences naturelles diminuent de façon linéaire à partir de la profondeur μ = 0,3, 

 La courbe de variation des fréquences propres et critiques par rapport à la position de 

la fissure est similaire à la courbe du mode de déformation de l’arbre. 

 Les amplitudes des déplacements des rotors fissurés augmentent par rapport à celles 

des rotors sains. 

 Les orbites des rotors fissurés diffèrent des orbites des rotors sains ; la présence de la 

fissure donne naissance à un petit cercle qui apparait à l’intérieur de l’orbite. 

 Plus la fissure s’approche du milieu du rotor plus les amplitudes des déplacements  au 

voisinage de la première vitesse sub-critique augmentent. 

 La présence d’une fissure respiratoire cause une variation dans les fréquences propres 

du rotor par rapport à l’angle de rotation, cela est dû à la variation de la rigidité de 

l’arbre. 

 Dans le cas d’une fissure respiratoire, l’amplitude de déplacement horizontale (u) est 

inférieure à celle du déplacement vertical (w) ;  ceci est causé par la supériorité de la 

rigidité suivant l’axe Z par rapport à la rigidité suivant l’axe X, 

 Plusieurs cercles apparaissent dans les orbites des rotors au voisinage des vitesses sub-

critiques par la présence d’une fissure transversale, mais l’apparition de ces cercles est 

très claire dans le cas de la fissure respiratoire. 

 La détection des fissures n’est pas facile dans les structures complexes. 

 Ces remarques peuvent aider les ingénieurs de maintenance préventive pour identifier 

la présence des fissures dans les machines tournants, pour éviter des pannes 

accidentelles. 

Perspectives : Etude de l’influence des fissures transversale ouverte et respiratoire sur le 

comportement dynamique non-linéaire des rotors. 
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ANNEXE (A) 

 

 

Calcul des moments d’inertie de la section transversale de la fissure suivant 

les axes de repère tournant : 

 Moment d’inertie suivant l’axe x : 

 

 

 Moment d’inertie suivant l’axe z : 
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ANNEXE (B) 

Algorithme utilisé pour l’analyse transitoire non linéaire d’un rotor fissuré [64] :  

 



RÉSUMÉ 
La présence des fissures dans le rotor influe sur le comportement vibratoire des machines tournantes (fréquences 

propres, amplitudes, modes propres). L’étude de ce dernier permet d’identifier la présence, l’emplacement et la 

profondeur de la fissure. L’objectif de ce travail, est d’étudier l’influence d’une fissure transversale sur les 

paramètres modaux du rotor, en utilisant la version h-p de la méthode des éléments finis. L’élément poutre Euler-

Bernoulli est utilisé pour la modélisation du rotor, les fonctions de forme utilisées sont les fonctions d’Hermite 

cubiques modifiées pour la version h couplées aux polynômes de Legendre spéciaux de Rodrigues pour la version 

p. Les matrices globales de l'équation du mouvement du rotor fissuré sont déterminées par l'application de 

l'équation de Lagrange en tenant compte de la variation locale de la rigidité de l'arbre due à la fissure, la rigidité de 

l'élément fissuré de l'arbre est déterminée en utilisant la méthode de rigidité variable. 

Un programme est développé en MATLAB pour calculer les fréquences propres et tracer la réponse dynamique 

ainsi que les amplitudes et les orbites d'un rotor fissuré et non fissuré. Après avoir montré la rapidité de la 

convergence de la version h-p de la méthode des éléments finis (MEF) par rapport à la version h, une étude 

détaillée de l’influence d’une fissure transversale ouverte et respiratoire sur les paramètres modaux du rotor est 

présentée. Les résultats trouvés montrent l’efficacité de la version h-p de la MEF et la méthode de rigidité variable 

pour l’étude des rotors fissurés. 

Mots-clés: rotor, version h-p de MEF, fissure transversale ouverte, fissure transversale respiratoire, rigidité 

variable.  

ABSTRACT 
The presence of cracks affects the dynamic behavior of rotating machines (eigen-frequencies, amplitudes, eigen-

modes); the study of this effect makes it possible to identify the presence, the location and depth of the crack. The 

aim of this work is to study the effect of a transverse crack on the modal parameters of a rotor using the h-p version 

of the finite method, the one-dimensional finite element Euler-Bernoulli beam is used for modeling the rotor, the 

shape functions used are the Hermite cubic functions modified for the h version coupled to the special Legendre 

polynomials of Rodrigues for the p version. The global matrices of the equation of motion of the cracked rotor are 

determined by the application of the Lagrange equation taking into account the local variation on the shaft’s 

stiffness due to the crack, the stiffness of the cracked element of the shaft are determined using the time-varying 

stiffness method. 

A program is developed in MATLAB to calculate the eigen frequencies and to plot the dynamic response as well as 

the amplitudes and the orbits of a cracked and uncracked rotor. After showing the rapidity of the convergence of 

the h-p version of finite element method (FEM) compared to the h version, a detailed study on the influence of an 

open and breathing transverse crack on the modal parameters of the rotor is presented, the results founded show the 

efficiency of the h-p version of the MEF and the time-varying stiffness method in the study of cracked rotors. 

Keywords: Rotor, h-p version of FEM, open crack, breathing crack , time-varying stiffness. 

 ملخصال

ً  تأثُزاخ وجىد انتشمماخ َسثة ين  ًكنت خيُزجالا( ، دراسح هذه اشكال انتشىهاخ، انًذاراخ ، اختزددان) جنذوارنلآلاخ ا  ذَنايُكُحان خظائضانعه

 انذَنايُكُح نلؤعًذجانخظائض عهً  انتشمماخ انعزضُح. انهذف ين هذا انعًم هى دراسح تأثُز اوعًمه ايىلعه تشمماخ و كذنك يعزفحتحذَذ وجىد 

انذوار   انعًىد ننًذجح poutre Euler-Bernoulli، حُث َتى استخذاو انعنظز أحادٌ انثعذ  نتهُحانً انعناطز ين طزَمح hpتاستخذاو نسخح  جنذوارا

. َتى p هنسخحن Rodrigues ب انخاصحذود ان يع  كثُزيمزونح   hنهنسخح  يعذنح  Hermite cubique دوال انًستخذيح هٍ  يعادلاخ انتشىه، 

 انعنظز انًشمىق ين طلاتح نتغُز فٍيع الأخيذ تعُن الاعتثار ا  Lagrangeحزكح ين خيلال تطثُك يعادنح اننًعادنح  الاجًانُحتحذَذ انًظفىفاخ 

 .زينان ذلانحتانعًىد ، َتى تحذَذ طلاتح انعنظز انًشمىق فٍ انعًىد تاستخذاو طزَمح انظلاتح انًتغُزج 

ٍ تى تطىَ  جانذوّاريذي الانتمالاخ انعزضُح تاننسثح نلؤعًذج تالإضافح إنً  انحزكحتخطُط نزسى و زدداخ انخاطحانتنحساب  MATLABز تزنايج ف

، تى تمذَى دراسح تفظُهُح عن تأثُز  h اننسخحيمارنح يع  نتهُحانً انعناطز ين طزَمح hp نسخحانًتشمّمح وغُز انًتشممح. تعذ عزع سزعح تمارب 

وطزَمح  نتهُحانً انعناطز ين طزَمح hp اننسخح كفاءج انًتحظم عهُها ، تثُن اننتائج جنذوارا انخظائض انذَنايُكُح نلؤعًذج تشمماخ انعزضُح عهًان

 انًتشممح. انذوارج الاعًذج فٍ دراسح زينان ذلانحتانظلاتح انًتغُزج 

 .زينان ذلانحتتنفس ، انظلاتح انًتغُزج ًان انشك،  ًفتىحان شك، ان نتهُحانً انعناطز ين طزَمح hpدوار ، نسخح  عًىد  : الكلمات المفتاحية

 


