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Notation

(X, ‖.‖X) est un espace de Banach

Si Ω ⊂ RN est un domaine borné, ∂Ω désigne sa frontière.

Soit u : Ω ⊂ RN → R, ∇u est le gradiant de la fonction u, il est défini
par

(
∂u

∂xi
, ...,

∂u

∂xi
)

∆u est le Laplacien de la fonction u c’est-à- dire:

∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂2xi
= div(∇u)

C0(Ω̄) est l’espace des fonctions continues sur Ω̄.

C∞0 (Ω) est l’espace des fonctions continues u : Ω → RN à support
compact dans Ω.

L∞(Ω) est l’ensemble des foncions u : Ω→ R mesurables et essentielle-
ment bornées c’est-à- dire: il existe une constante C telle que:

|u(x)| ≤ C p.p sur Ω

Aussi
‖u‖L∞(Ω) = inf {c/ |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}

W 1,p(Ω): l’espace de Sobolev de fonctions u ∈ LP (Ω) tels que:
|∇u| ∈ Lp(Ω), dont la norme est

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp + ‖∇u‖LP
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H1(Ω):l’espace de Sobolev de fonctions u ∈ L2(Ω) tels que:
|∇u| ∈ L2(Ω), dont la norme est

‖u‖H1 = ‖u‖L2 + ‖∇u‖L2

λ1(Ω) est la première valeur propre du problème :

(p1)

{
−∆ϕ = λϕ dans Ω
ϕ = 0 sur ∂Ω

et ϕ1 est la fonction propre associée à λ1(Ω).



Introduction

L’intéret de ce mémoire est de résoudre un problème elliptique non
homogène avec des données qui changent de signe.
Plus explicitement le problème suivant:

( Pλ )

 −∆u = |u|p−1 u+ λf(x) dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω

où
Ω est un domaine borné et régulier de RN , f(x) est une fonction qui change de signe.
Dans le cas où f ≡ 0, et 1 < N+2

N−2
, le problème (Pλ) a fait l’objet de plusieurs

recherches en particulier P. L. Lions [12] par des méthodes topologiques
(degré topologique, théorie de bifurcation), et des méthodes variationnelles.
Le cas critique c’est à dire où p = N+2

N−2
,λ = 0 et Ω a une forme étoilée, ce

problème ne possède pas de solution positive non triviale, ceci a été prouvé
par Pohozaev dans[13].L’idée de la perturbation par un terme d’orde
inférieure à p a été traité par Brézis et Nirenberg. Ils montrent dans [4] que
la présence de cette perturbation d’ordre inférieure et dépendante de u peut
conduire à l’existence de solution positive. Ils adoptent une approche
variationnelle, en utilisant le théorème du Col.
Dans le cas d’une perturbation par une fonction indépendante de u, le
problème (Pλ) a été traité par Tarantello en 1992 [14]. Elle a obtenue des
solutions multiples. La première solution a été obtenu par le Principe
variationnel d’Ekeland. La deuxième solution a été obtenue par le théorème
du Col.
L’objet de ce travail est de prouver l’existence de deux solutions positives
bien que la donnée f est un terme ind́fini. L’une a été obtenue par la
méthode de sous et sur solution. L’autre par le théorème du Col.
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Ce mémoire est organisé comme suit:
Dans le premier chapitre, on rappelle quelques définitions et résultats
imporants.
Le deuxième chapitre concèrne les résultats d’existence et de multiplicité de
solution positive.
Le troisième chapitre est consacré aux propriétés des solutions obtenues.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on va présenter les définitions et les méthodes nécessaires
pour notre travail.
On considère le problème:

(1)

{
−∆u = g(., u) dans Ω,
u = u0 sur ∂Ω

où Ω est un domaine borné de RN , g et u0 des fonctions données.

Définition 1 :
On dit qu’une fonction g : Ω× R→ R est de Carathéodory si elle vérifie,

s 7−→ g(x, s) est continue pour presque tout x ∈ Ω

et
x 7−→ g(x, s) est mesurable pour tout s ∈ R.

1.1 Sous et sur solution

Définitions 1 :

• On dit que u ∈ H1(Ω) est une sous solution de (1) si

u ≤ u0 sur ∂Ω

et

−∆u ≤ g(., u) dans Ω
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• On dit que u ∈ H1(Ω) est une sur solution de (1) si

u ≥ u0 sur ∂Ω

et

−∆u ≥ g(., u) dans Ω

Théorème 1 :
Supposons que u ∈ H1(Ω) est une sous solution de (1) et u ∈ H1(Ω) est une
sur solution de (1)et qu’il existe des constantes c, c ∈ R telles que

−∞ ≤ c ≤ u ≤ u ≤ c < +∞ p.p dans Ω,

alors il existe une solution faible u ∈ H1(Ω) de (1) vérifiant

u ≤ u ≤ u p.p dans Ω

1.2 Injection de Sobolev

Cas d’un ouvert de RN

Théorème 2 :
Soient Ω ⊂ RN un ouvert de classe C1 dont la frontière ∂Ω est bornée, et
1 ≤ p ≤ ∞.

• Si 1 ≤ p < N , alors W 1,p(Ω) ⊂ Lp
∗
(Ω). avec p∗ = Np

N−p .

• Si p = N , alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞[

• Si p > N , alors W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω).

De plus,si p > N ,on a pour tout u ∈ W 1,P (Ω):

|u(x)− u(y)| ≤ C ‖u‖W 1,p |x− y|1−
N
p , pp x, y ∈ Ω

avec injections continues.
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Théorème de Rellich-Kondrachov

Théorème 3 :
On suppose Ω bornée de classe C1.On a alors:

• Si p < N , alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[.

• Si p = N , alors W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[.

• Si p > N , alors W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω̄).

avec injections compactes.

1.3 Lemme du Col

Soit (X, ‖.‖X) un espace de Banach et E : X → R une fonctionnelle.

Définition 2 :
On dit que E est différentiable (au sens de Fréchet) en un point u ∈ X, s’il
existe une application linéaire continue E ′(u) ∈ X∗(dual de X) telle que:

|E(u+ v)− E(u)− E ′(u)v|
‖v‖X

→ 0 quand ‖v‖X → 0.

Si E est différentiable en tout point de X et si l’application u 7−→ E ′(u) est
continue, on dit que E est continument différentiable sur X et on écrit
E ∈ C1(X,R).

Définition 3 :
On dit que u ∈ X est un point critique de E si E ′(u) = 0.

Définition 4 :
On dit que c ∈ R est une valeur critique de E, s’il existe un point critique u
de E tel que E(u) = c.
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Soit E ∈ C1(X,R).

Définition 5 (Condition de Palais-Smale):
On dit que E vérifie la condition de Palais-Smale au niveau β notée
(P.S)β, si pour toute suite (un) ⊂ X telle que:

E(un)→ β

et
E ′(un)→n→∞ 0 dans X∗,

il existe une sous suite fortement convergente.
E satisfait la condition (P.S) si elle vérifie (P.S)β pour tout β ∈ R.

Le lemme du Col est un exemple très simple de méthode du Min Max. Il
permet souvent de trouver un nouveau point critique lorsqu’on connait un
minimum local (parfois une solution évidente) et si la fonctionnelle n’est
pas minorée. Donnons tout de suite son énoncé.

Théorème 4 (Ambrosetti - Rabinowitz):
Soit E une fonctionnelle de classe C1 sur un espace de Banach X, qui
vérifie les hypothèses suivantes:

1. Il existe u0 ∈ X, ρ > 0, et α > 0 tels que:

si ‖u− u0‖ = 0 alors E(u) > E(u0) + α (1.3.1)

2. Il existe un point u1 ∈ X tel que:

‖u0 − u1‖ > ρ et E(u1) < E(u0) + α (1.3.2)

Soit P l’ensemble des chemins reliant u0 à u1, c’est à dire

P = {p ∈ C([0, 1] , V ) tels que p(0) = u0, p(1) = u1},

et

β = infp∈P (sups∈[0,1]E(p(s))).

Alors β ≥ E(u0) + α et β est une valeur critique généralisée de J .
Si J vérifie (P.S), β est donc une valeur critique de E.

Avant de donner la preuve de ce théorème, commençons par un résultat
préliminaire.
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Proposition 1.3.1 :
L’ensemble K̃c des valeurs critiques généralisées de E est fermé(dans R).
De même l’ensemble Kc des valeurs critiques est fermé.

Preuve. :
Soit βn une suite de valeurs critiques généralisées de E, telle que

βn → β dans R(β ∈ R).

Il faut montrer que β est une valeur critique généralisée de E.
Par définition de βn, pour n fixé, il existe une suite (vnk )k∈N

E(vnk )→ βn k → +∞
|dE(vnk )| → 0 k → +∞

Posons alors un = vnk(n).On vérifie que:

E(un)→ β, n→∞
et

dE(un)→ 0 dans X∗,n→ +∞.
et donc β est une valeur critique généralisée de E.

Preuve. du théorème 4:
Quitte à changer d’origine, et à soustraire une constante de E, on peut
toujours supposer que u0 = 0 et E(u0) = E(0) = 0 (ceci soulagera un peu
les notations)
Montrons tout d’abord que

β ≥ E(u0) + α = α (1.3.3)

Rappelons que

β = inf
p∈P

( sup
s∈[0,1]

E(p(s))) (1.3.4)

Considérons un chemin p ∈ P . Comme p(0) = u0, p(1) = u1et p est
continue ,
la fonction ϕ(s) = ‖p(s)− p(0)‖est continue et ϕ(0) = 0, ϕ(1) > ρ, il existe
donc, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, s0 ∈ [0, 1] tel que

ϕ(s0) = ‖p(s0)− u0‖ = ρ
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et donc

E(p(s0)) ≥ α

Il en résulte que, pour tout chemin p ∈ P ,

sup
s∈[0,1]

E(p(s)) ≥ α,

Afin de montrer que β est une valeur critique généralisée,
on raisonne par l’absurde. On suppose que β n’est pas une valeur critique
généralisée, c’est à dire que β /∈ K̃c.
D’après la proposition précédente, comme K̃c est fermé, son
complémentaire dans R est ouvert: alors il existe un nombre ε > 0 tel que

E n’a pas de valeur critique généralisée dans [β − 2ε, β + 2ε] . (1.3.5)

Montrons à l’aide du lemme de déformation que l’on aboutit à une
contradiction. D’après le lemme de déformation, pour a = β − ε, b = β + ε,
il existe, une rétraction de Eb sur Ea, c’est à dire une application continue
Φ de Eβ+ε × [0, 1] vers Eβ+ε telle que

Φ(v, 0) = v, ∀v ∈ Eβ+ε

Φ(v, 1) ∈ Eβ−ε

Φ(v, 0) = v ∀v ∈ Eβ−ε.
(1.3.6)

On remarque en particulier, qu’on peut choisir ε suffisament petit de sorte
que

β − ε > E(u1) (1.3.7)

et

β − ε > 0 (1.3.8)

Pour ce choix de ε, on voit que les extrémités des chemins de P c’est á dire
u0 et u1, ne bougent pas au cours de la rétraction, car

E(u0) = 0 < β − ε;E(u1) < β − ε entrainent u0 ∈ Eβ−ε et u1 ∈ Eβ−ε
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et donc par (1.2.6),

Φ(u0, 1) = u0,Φ(u1, 1) = u1 (1.3.9)

.
Considérons un chemin p ∈ P tel que

sup
s∈[0,1]

E(p(s)) < β + ε (1.3.10)

(il est toujours possible de trouver un tel chemin en raison de la définition
même de β). (9) signifie que ∀s ∈ [0, 1], p(s) ∈ Eβ+ε, et donc p est un
chemin qui relie u0 à u1 dans Eβ+ε.
A l’aide de la déformaion Φ, nous allons pousser ce chemin sur Eβ−ε. Un tel
chemin contredirait la définition de β,ce qui achèvera notre démonstration.

Plus précisément, considérons le chemin

p̃ : [0, 1]→ Eβ−ε

défini par p̃(s) = Φ(p(s), 1)
On a bien

p̃(0) = Φ(p(0), 1) = Φ(u0, 1) = u0

p̃(1) = Φ(p(1), 1) = Φ(u1, 1) = u1

On vérifie aisément que p̃ est continue(composée de fonctions continues), et
donc p̃ ∈ P .
On a, en outre ∀s ∈ [0, 1] p(s) ∈ Eβ−ε, et donc

sup
s∈[0,1]

E(p̃(s)) < β − ε

Ceci est évidemment contradictoire avec la définition de β.

Remarque:

1. Il exist de nombreuses variantes de ce théorème (voir[Struwe])



Chapitre 2

Résultat d’existence et de
multiplicité

Considérons le problème non linéaire suivant:

{
−∆u = up + λf(x)
u = 0

où Ω est un domaine borné de RN et f est une fonction qui change de signe.

Hypothèses générales

(H1): 0 6= f(x) ∈ C1(Ω̄);
(H2): Le problème de Dirichlet linéaire

(P )

{
−∆u = f(x) dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω

admet une solution non négative.

Remarque 1 L’hypothèse (H2) a un sens d’après les travaux de Càc et al.
dans ([7,8]).
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2.1 Existence d’une solution positive par

sous et sur solution

A- Cas où p > 1

Théorème 5 :
Supposons que f vérifie (H1) et (H2) et que p > 1. Alors, il existe un
nombre positif λ∗ tel que le problème (Pλ) admet au moins une solution
positive pour λ ∈ (0, λ∗).

Preuve. :
On note par u0f 6= 0, la solution non négative du problème (P ).
Soit u = λu0f , λ > 0 est un paramètre positif, donc on a:

−∆u = −λ∆u0f = λf

≤ |u|p−1 u+ λf

et par suite u est une sous solution du problème (Pλ).

Le principe de sous et sur solution, nous permet d’obtenir une solution du
problème (Pλ) à condition de trouver une sur solution u(x) de (Pλ) vérifiant
u(x) ≥ u(x).
Soit u1 la solution de {

−∆u = 1 dans Ω,
u = 0 sur ∂Ω

L’existence reulte du théorème de Lax-Milgram.
d’aprés le principe du maximum u1 > 0 pour x ∈ Ω
Posons u = Mu1, nous avons −∆u = −M∆u1 = M .
Choisissons M > 0 de telle sorte que u soit une sur solution
(*)

−∆u ≥ up + λf

(∗) nous donne:
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M ≥Mpup1 + λf

Si on prend M0

M0 ≥Mp
0 max

Ω
up1 + λmax

Ω
|f | ∀λ ≤Mp

0 .

Alors u0 = M0u1 est une sur solution de (Pλ).
Par ailleurs, si nous choisissons λ0 petit λ0u0f (x) ≤M0u1(x), alors la
méthode de sous-sur solution implique que le problème (Pλ) a une solution
u avec u ≤ u ≤ u0 pour 0 < λ < λ0,
On peut conclure que u(x) > 0 pour x ∈ Ω arbitraire.
En effet: posons w(x) = u(x)− u(x) = u(x)− λu0f (x), alors

−∆w(x) = −∆u(x) + λ∆u0f (x)

= up(x) + λf(x)− λf(x)

{
−∆w(x) = up(x) ≥ 0
w(x) = 0

et w(x) 6= 0 donc le principe de maximum assure que w(x) > 0, par
conséquent u(x) ≥ u(x) ≥ 0,∀x inΩ

Remarque 2 Cette méthode nous permet d’avoir des solutions du
problème (Pλ) mème dans le cas il est superciritique.

2.2 Existence d’une deuxième solution

positive par le théorème du Col

A- Cas où 1 < p ≤ N+2
N−2

L’objet de ce paragraphe est de montrer l’existence d’une deuxième solution
positive du problème (Pλ). Pour cela, on applique le théorème du Col.
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Théorème 6 :
Supposons que 1 < p ≤ N+2

N−2
et f vérifie (H1)et (H2). Alors, il existe un

nombre positif λ∗ tel que le problème (Pλ) admet au moins deux solutions
positives pour λ ∈ (0, λ∗).

Preuve. :
Soit uλ la solution de (Pλ) obtenue dans le paragraphe précédent. Alors par
un argument similaire à celui utilisé dans [1], on peut prouver que uλ est
une solution positive minimale c’est à dire que toute solution positive u du
problème (Pλ) vérifie u(x) ≥ uλ(x), x inΩ.
Afin de trouver une deuxième solution de (Pλ), nous introduisons le
problème:

(
∑

)


−∆v = (v + uλ)

p − upλ dans Ω
v > 0 dans Ω
v = 0 sur ∂Ω

Posons

gλ(x, t) =

{
(t+ uλ)

p − upλ si t ≥ 0
0 si t < 0

et

Gλ(x, v) =

∫ v

0

gλ(x, t)dt

Alors la fonctionnelle d’énergie associée à (
∑

) est

Jλ(v) =
1

2
‖∇v‖2 −

∫
Ω

Gλ(x, v)dx

Si v ∈ H1
0 est un point critique de Jλ alors v est une solution de (

∑
) et par

le principe du maximum, v > 0 dans Ω. Donc vλ = uλ + v est une solution
du problème (Pλ), et on prouvera par absurde que vλ 6= uλ.

Lemme 1 v = 0 est un minimum local de Jλ dans H1
0 (Ω)

Preuve. :
D’aprés le théorème 8 dans[6], il suffit de montrer que v = 0 est un
minimum local de Jλ dans C1.
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Soit v+ la partie positive de v.
Posons

hλ(s) =

{
sp + λf(x) si s ≥ 0

0 si s < 0

et

Hλ(u) =

∫ u

0

hλ(s)ds

et donc, la fonctionnelle d’énergie du problème (Pλ) est définie comme suit:

Iλ(u) =
1

2
‖∇u‖2 −

∫
Ω

Hλ(u)dx

donc

Hλ(u) =

∫ u

0

hλ(s)ds

=

∫ u

0

sp + λf(x)ds

=
1

p+ 1
up+1 + λuf(x)

Gλ(v) =

∫ v

0

gλ(x, t)dt

=

∫ v

0

(t+ uλ)
p − upλdt

=
1

p+ 1
(v + uλ)

p+1 − 1

p+ 1
up+1
λ − upλv.

Gλ(v
+)−Hλ(uλ + v+) = − 1

p+ 1
up+1
λ − upλv

+ − λ(uλ + v+)f(x)

= − 1

p+ 1
up+1
λ − upλv

+ − λuλf(x)− λv+f(x)

Alors,
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Jλ(v) =
1

2

∥∥∇v+
∥∥2

+
1

2

∥∥∇v−∥∥2 −
∫

Ω

G(v+)dx.

=
1

2

∥∥∇v+
∥∥2

+
1

2

∥∥∇v−∥∥2 −
∫

Ω

H(uλ + v+)dx+
1

p+ 1

∫
Ω

up+1
λ dx+∫

Ω
(upλ + λf(x))v+dx+

∫
Ω
λuλf(x).

=
1

2
(
∥∥∇v+

∥∥2
) +

1

2
(
∥∥∇v−∥∥2

)−
∫

Ω

H(uλ + v+)dx+∫
Ω

(upλ + λf(x))v+dx+
∫

Ω
H(uλ)dx.

Jλ(v) =
1

2
(
∥∥∇v+

∥∥2
)+

1

2
(
∥∥∇v−∥∥2

)+I(uλ+v+)− 1

2
(
∥∥∇v+

∥∥2
)− 1

2
(‖∇uλ‖2)−

I(uλ) + 1
2
(‖∇uλ‖2)

=
1

2
(
∥∥∇v−∥∥2

) + I(uλ + v+)− I(uλ).

On utilise le lemme qui affirme que, pour tout λ ∈ (0, λ∗) le problème (Pλ)
admet une solution uλ qui est en plus un minimum local de I pour la
topologie C1

donc Jλ(v) ≥ 1
2
‖∇v−‖2 ≥ 0

et par suite, ‖∇v‖C1 < ε.

Lemme 2 :[2,3]

• Si p < N+2
N−2

alors Jλ vérifie (P.S)β pour tout β.

• Si p = N+2
N−2

et si 0 est un point critique de Jλ, alors

Jλ vérifié (P.S)β pour toute β < 1
N
S
N
2 , où S est la constante de

Sobolev,donnée par S = inf
∫
Ω|∇vn|

2dx∫
Ω(|vn|pdx)

2
p
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Preuve. :
Soit (vn) ⊂ H1

0 (Ω) telle que

Jλ(vn)→ β <
1

N
S
N
2

J
′

λ(vn)→ 0 dans (H1
0 (Ω)) quand n→∞.

Alors (vn) est bornée dans H1
0 (Ω). En effet,

‖vn‖2
2 =

∫
Ω

|vn|2 ≤ (

∫
Ω

|vn|2.
2∗
2 )

2
2∗ ((|Ω|)1− 2

2∗ )
1
2 (Holder) .

‖vn‖2
2 ≤ ‖vn‖

2
2∗ .((|Ω|)

1− 2
2∗ )

1
2 ≤ ((|Ω|)1− 2

2∗ )
1
2∀n car ‖vn‖2

2∗ = 1

ce qu implique que (vn) est bornée dans L2(Ω).

‖∇vn‖2
2 ≤ S+λ((|Ω|)1− 2

2∗ )
1
2 . ‖f‖2

2+0(1)(0(1)⇒ ∃N0, n > N0 |0(1)| ≤ 1)

≤ S + λ |Ω| . ‖f‖2
2 + 1, n ≥ N0

‖∇vn‖2
2 ≤ max(‖∇v0‖2

2 , ‖∇v1‖2
2 , . . . , ‖∇vN0−1‖2

2 , C)

≤M

et puisque que H1
0 est un espace de Hilbert et donc reflexive, la boule unité

est faiblement compacte . Alors, on peut extraire une sous suite telle que

vn ⇀ v dans H1
0 (Ω)

vn → v dans Lt(Ω), pour 1 < t < 2∗ pp Ω

vn → v dans Lp(Ω) pour 2 ≤ p < 2∗fortement

De plus v = 0 est un point critique de Jλ dans H1
0 (Ω)

Maintenent, on montre que vn → 0 fortement dans H1
0 (Ω).
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D’après Brézis-Lieb, on a∫
Ω

(uλ + v+
n )2∗dx−

∫
Ω

u2∗

λ dx =

∫
Ω

(v+
n )2∗dx+ o(1)

et〈
J
′

λ(vn), uλ + vn
〉

=∫
Ω
∇v+

n∇(uλ + vn)dx−
∫

Ω
(v+
n + uλ)

p(vn + uλ)dx+
∫

Ω
upλ(vn + uλ)dx+ o(1)

=
∫

Ω
|∇v+|2 dx−

∫
Ω

((v+
n + uλ)

p − up)((vn + uλ))dx+ o(1)

=
∫

Ω
|∇v+|2 dx−

∫
Ω

(v+
n )pdx+ o(1)→ 0 quand n→∞

on peut supposer que
‖∇vn‖2 → b et∫

Ω
(v+
n )pdx→ b ≥ 0 quand n→∞

si b = 0 la preuve est complète .

Sinon, nous savons d’aprés la définition de S que∫
Ω
|∇vn|2 dx ≥ S(

∫
Ω

(v+
n )pdx)

2
p et b ≥ S

N
2 , alors on aura

β = Jλ(vn) + o(1)

=
1

2
‖∇vn‖2 − 1

p

∫
Ω

(v+
n )pdx+ o(1)

= (
1

2
− 1

p
)b ≥ 1

N
S
N
2 contradiction .

Lemme 3 :
Soit β∗ définie comme dans le lemme 2, alors

sup
t≥0

Jλ(tvε) < β∗

.

Preuve. :
Pour N ≥ 4

Jλ(v) =
1

2
‖∇v‖2 −

∫
Ω

Gλ(x, v)dx
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On donne la fonction

vε =
φ(x)

(ε+ |x|2)
n−2

2

;

φ ∈ C∞c (Ω) est une fonction positive telle que:
φ(x) ≡ 1 dans un voisinage de 0

donc

Jλ(tvε) =
t2

2
‖∇vε‖2 −

∫
Gλ(x, tvε)dx

D’aprés la formule qui affirme que,
pour p > 1,il existe α = α(p), tel que
(a+ b)p ≥ ap + bp + α(p)abp−1,∀a, b ≥ 0,
on a,

gλ(x, tvε) ≥ (tvε)
p + upλ + α(p)tvεu

p−1
λ − upλ.

= (tvε)
p + α(p)tvεu

p−1
λ .

Alors

Gλ(tvε) =

∫ tvε

0

gλ(x, s)ds

≥ tp+1

p+ 1
vp+1
ε + α(p)

t2

2
v2
εu

p−1
λ

Jλ(tvε) ≤
t2

2
‖∇vε‖2 − tp+1

p+ 1

∫
vp+1
ε dx− 1

2
αt2
∫
v2
εu

p−1
λ dx
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On sait que uλ > M0.

Jλ(tvε) ≤
t2

2
‖∇vε‖2 − tp+1

p+ 1

∫
vp+1
ε dx− α(p)t2

2
M0

∫
v2
εdx

hε(t) =
t2

2
‖∇vε‖2 − tp+1

p+ 1

∫
vp+1
ε dx− α(p)t2

2
M0

∫
v2
εdx

h
′

ε(t) = t ‖∇vε‖2 − tp
∫
vp+1
ε dx− α(p)tM0

∫
v2
εdx.

h′(t) = 0⇒ t(‖∇vε‖2 − tp+1

∫
vp+1
ε dx− α(p)M0

∫
v2
εdx) = 0

⇒ tε = (
‖∇vε‖2 − α(p)M0

∫
v2
εdx∫

vp+1
ε dx

)
1
p−1

maxt≥0 h(t) = h(tε)

Jλ(tvε) ≤ h(tε)

= (
1

2
− 1

p+ 1
)(tp+1

ε

∫
vp+1
ε dx)

Nous allons estimer le quotient:

Q(vε) = (
‖∇vε‖2

2 − α(p)M0 ‖vε‖2
2

‖vε‖2
p+1

)
p+1
p−1

1. On calcule

∇vε(x) =
∇φ(x)

(ε+ |x|2)
N−2

2

− (N − 2)φ(x)x

(ε+ |x|2)
N
2∫

Ω

|∇vε|2 dx =

∫
Ω

|∇φ|2

(ε+ |x|2)N−2
+ (N − 2)2

∫
Ω

φ2(x) |x|2

(ε+ |x|2)N
dx

−2(N − 2)

∫
Ω

|∇φ(x)|φ(x) |x|
(ε+ |x|2)N−1

dx

au voisinage de 0, φ ≡ 1 et donc ∇φ ≡ 0, on a alors∫
Ω

|∇vε|2 dx = (N − 2)2

∫
Ω

φ2(x) |x|2

(ε+ |x|2)N
dx+Oε(1)
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∫
Ω

|∇vε|2 dx = (N−2)2

∫
Ω

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx+(N−2)2

∫
Ω

(φ2(x)− 1) |x|2

(ε+ |x|2)N
dx+Oε(1)

au voisinage de 0 on a (φ2(x)− 1) ≡ 0 donc,

∫
Ω

|∇vε|2 dx = (N − 2)2

∫
Ω

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx+Oε(1)

= (N − 2)2

∫
RN

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx− (N − 2)2

∫
RN/Ω

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx+Oε(1)

= (N − 2)2

∫
RN

|x|2

(ε+ |x|2)N
dx+Oε(1)( car 0 /∈ RN/Ω)

= (N − 2)2

∫
RN

|x|2

εN(1 + |x|2
ε

)N
dx+Oε(1)

= (N − 2)2

∫
RN

ε |y|2 εN2
εN(1 + |y|2)N

dy +Oε(1) en posant y =
x√
ε

=
(N − 2)2

ε
N−2

2

∫
RN

|y|2

(1 + |y|2)N
dy +Oε(1)

=
K1

ε
N−2

2

+Oε(1)

∫
Ω

|vε|p+1 =

∫
Ω

φp+1(x)

(ε+ |x|2)N
dx =

∫
Ω

φp+1 − 1

(ε+ |x|2)N
dx+

∫
Ω

dx

(ε+ |x|2)N

au voisinage de 0 on a (φp+1(x)− 1) ≡ 0 donc∫
Ω

|vε|p+1 =

∫
Ω

dx

(ε+ |x|2)N
+Oε(1)

=

∫
RN

dx

(ε+ |x|2)N
−
∫
RN/Ω

dx

(ε+ |x|2)N
+Oε(1)( car 0 /∈ RN/Ω)

=

∫
RN

ε
N
2

εN(1 + |y|2)N
dy +Oε(1) en posant y =

x√
ε
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=
K
′
2

ε
N
2

+Oε (1)

Il vient ainsi (
∫

Ω
|vε|p+1)

2
p−1 = K2

ε
N−2

2
+Oε(ε),

en posant K2 =
(
K
′
2

) 2
p+1 et en calculant (par la formule des accroissements

finis ) que

(
K
′
2

ε
N
2

+Oε (1)

) 2
p+1

=

(
K
′
2

ε
N
2

) 2
p+1

+Oε (1) (bε)
2
p+1
−1

|bε|
2
p+1
−1 ≤

(
K
′
2

ε
N
2

+Oε (1)

) 2
p+1
−1

≤
(
Oε

(
ε
−N

2

)) 2
p+1
−1

= Oε(ε).

∫
Ω

|vε|2 dx =
φ2(x)− 1

(ε+ |x|2)N−2
dx+

∫
Ω

dx

(ε+ |x|2)N−2

au voisinage de 0 on a (φ2(x)− 1) ≡ 0 donc ,

=

∫
Ω

dx

(ε+ |x|2)N−2
+Oε(1) . . . . . . . . . (A)

On doit ici traiter différemment les cas N = 4 et N ≥ 5.
En effet: on remarque que l’intégrale

∫
Ω

rN−1

r2(N−2)dr existe si et seulement si
2(N − 2)− (N − 1) > 1, c’est à dire N > 4.
Quand N ≥ 5, (A) devient

∫
Ω

|vε|2 dx =

∫
RN

dx

(ε+ |x|2)N−2
−
∫
RN/Ω

dx

(ε+ |x|2)N−2
+Oε(1)

=

∫
RN

ε
1
2

εN−2(1 + |y|2)N−2
dy +Oε(1)
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=
K3

ε
N−4

2

+Oε(1)

Quand N = 4, (A) se réécrit∫
Ω

|vε|2 dx =

∫
Ω

dx

(ε+ |x|2)2
+Oε(1)

Puisque 0 ∈ Ω et que Ω est un ouvert borné, il existe deux constantes
0 < R1 < R2 telles que B(0, R1) ⊂ Ω ⊂ B(0, R2). Il vient que∫

B(0,R1)

dx

(ε+ |x|2)2
≤
∫

Ω

dx

(ε+ |x|2)2
≤
∫
B(0,R2)

dx

(ε+ |x|2)2

Or: ∫
B(0,R)

dx

(ε+ |x|2)2
= w

∫ R

0

r3dr

(ε+ r2)2
où w est l’aire de la sphère S3

= w

(
1

4

∫ R

0

4r3 + 4rε

r4 + 2r2ε+ ε2
dr −

∫ R

0

rε

(ε+ r2)2dr

)
= w

(
1

4

[
ln
(
r4 + 2r2ε+ ε2

)]R
0

+

[
1

2

ε

ε+ r2

]R
0

)
= w(

1

4
(ln(R4 + 2R2ε+ ε2))︸ ︷︷ ︸

Oε(1)

−1

4
ln ε2 +

1

2

ε

(ε+R2)2︸ ︷︷ ︸
Oε(1)

−1

2

=
w

2
|ln(ε)|+Oε(1)

Et par conséquent,∫
Ω

dx

(ε+ |x|2)2
=

w

2
|ln ε|+Oε(1)

On résume:

‖∇vε‖2
L2(Ω) =

K1

ε
N−2

2

+Oε(1)

‖vε‖2
Lp+1(Ω) =

K2

ε
N−2

2

+Oε(ε).
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‖vε‖2
L2(Ω) =

{
K3

ε
N−4

2
+Oε(1) si N ≥ 5

w
2
|ln ε|+Oε(1) si N = 4

On peut dés lors écrire,

Q(vε)
p−1
p+1 =


K1

ε
N−2

2

+Oε(1)−M0(
K3

ε
N−4

2

+Oε(1))

K2

ε
N−2

2

+Oε(ε).
si N ≥ 5

K1
ε

+Oε(1)−M0(w
2
|ln ε|+Oε(1))

K2
ε

+Oε(ε)
si N = 4

=


K1−M0K3ε+Oε(ε

N−2
2 )

K2+Oε(ε
N
2 )

si N ≥ 5

K1−M0
w
2
|ln(ε)|ε+Oε(ε)

K2+Oε(ε2)
si N = 4

=

{
S +Oε(ε

N−2
2 )−M0

K3

K2
ε si N ≥ 5

S +Oε(ε)−M0
w

2K2
ε |ln(ε)| si N = 4

puisque K1

k2
= S en utilisant 1

k2+x
= 1

K2
+ x(. . .).

Faisant tendre ε vers 0, on aura Q(vε) tend vers S
p+1
p−1

Donc,

sup
t≥0

Jλ(tvε) < (
1

2
− 1

p+ 1
)S

p+1
p−1

Maintenant on peut assurer l’existence d’une deuxième solution positive.
D’aprés le lemme 1, v = 0 est un minimum local de Jλ. Alors, il existe un
nombre positive suffisament petit ρ tel que Jλ(v) > 0 pour ‖v‖ = ρ.
Puisque Jλ(tvε)→ −∞ quand t→ +∞, alors il existe T > 0 tel que
‖Tvε‖ > ρ > 0, etJλ(tvε) < 0.
On définit

β := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Jλ(γ(t))

où
Γ =

{
γ ∈ C([0, 1], H1

0 ), γ(0) = 0, γ(1) = Tuε
}
.
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Pour β < β∗, (P.S)β est réalisée par le lemme 2, alors d’aprés le lemme 3 on
conclut que

β ≤ sup
t≥0

Jλ(tTvε) ≤ sup
t≥0

Jλ(tvε) < β∗

Donc, appliquons le théorème du Col, on obtient le point critique non
trivial v de Jλ.

B- Cas où p > N+2
N−2

Théorème 7 :
Supposons que p > N+2

N−2
l’hypothèse (H1) est satisfaite et Ω a une forme

étoilée. Alors, il existe un nombre positif λ0 tel que le problème (Pλ) admet
au moins une solution pour λ ∈ (0, λ0) si et seulement si f satisfait (H2).

La condition (H2) est suffisante d’après la section(2.1). Montrons que la
condition est nécessaire. Cela est équivalent à prouver la proposition
suivante:

Proposition 1 :
Si p > N+2

N−2
et le problème (Pλ) admet une solution positive pour tout λ

assez petit, alors le problème (P ) admet une solution non- négative.

Preuve. :
Soit uλ la solution positive de (Pλ).
Posons uλ = λvλ, alors vλ vérifie{

−∆vλ = λp−1vpλ + f(x) dans Ω
vλ = 0 sur Ω

(2.2.0)

D’après la preuve du théorème 11 ci-après, on affirme qu’il existe deux
constantes C1 et C2 indépendantes de λ telles que :

‖vλ‖p+1 ≤ (
C1

λp−1
)

1
p+1 ,

‖vλ‖H1
0 (Ω) ≤ C2
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Par conséquent, on peut extraire une sous suite vλ qui converge faiblement
vers un certain w ∈ H1

0 (Ω) quand λ→ 0; et telle que, pour tout
ϕ ∈ C∞0 (Ω), nous avons:∫

Ω

∇vλ∇ϕdx →
∫

Ω

∇w∇ϕdx qd λ→∞ (2.2.1)

On utilise l’inégalité de Hlder

∫
Ω

vpλϕdx ≤ ‖vλ‖pp+1 ‖ϕ‖p+1

≤ (
C

λ
)
p(p−1)
p+1

λp−1

∫
Ω

vpλϕdx → 0 qd λ→ 0 (2.2.2)

Multipliant l’équation du problème (2.2.1) par ϕ(x) et en intégrant sur Ω,
on obtient: ∫

Ω

∇vλ∇ϕdx = λp−1

∫
Ω

vpλϕdx+

∫
Ω

fϕdx (2.2.3)

En faisant tendre λ vers 0 des deux cotés de l’égalité (2.2.4) et en prenant
(2.2.2) et (2.2.3) en compte, nous obtenons:∫

Ω

∇w∇ϕdx =

∫
Ω

fϕdx ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)

Ceci implique que w est une solution faible du problème (P ) et par la
théorie de la régularitée, nous savons que w est une solution classique du
problème (P ) et w ≥ 0 en raison du fait que vλ > 0 pour λ > 0.
Ceci complète la preuve de la proposition, et donc le théorème 8 est prouvé.

2.3 Résultat de non existence

Théorème 8 :
Supposons que f vérifie (H1) et (H2) et que p > 1. Alors, il existe un
nombre positif λ∗ tel que le problème (Pλ) n’a aucune solution pour λ > λ∗.
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Preuve. :
Soit

λ∗ = sup {λ0 ∈ R+, tel que (Pλ) admet au moins une solution positive pour λ ∈ (0, λ0)}

alors il est évident que (Pλ) possède au moins une solution positive pour
λ ∈ (0, λ∗).

On raisonne par contraposée, en effet, si le problème (Pλ) admet une
solution uλ, nous avons:

−
∫

Ω

∆uλϕ1dx =

∫
Ω

upλϕ1dx+ λ

∫
Ω

fϕ1dx.

Ainsi,

λ

∫
Ω

fϕ1dx = −
∫

Ω

upλϕ1dx+ λ1

∫
Ω

uλϕ1dx.

=

∫
Ω

(λ1uλ − upλ)ϕ1dx. (2.3.1)

En évaluant le minimum de la fonction

g(t) = tp − λ1t dans [0,+∞ [

g
′
(t) = 0⇒ =

ptp−1 − λ1 = 0.

Ce qui implique que t = (λ1

p
)

1
p−1

g(t) = (
λ1

p
)

p
p−1 − λ1(

λ1

p
)

1
p−1

= (
λ1

p
)

p
p−1 (1− p),

on obtient:

g(t) ≥ (
λ1

p
)

p
p−1 (1− p) pour t ≥ 0 (2.3.2)

En combinant (2.3.1) et (2.3.2), nous aurons
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λ

∫
Ω

fϕ1dx ≤ (p− 1)(
λ1

p
)

p
p−1

∫
Ω

ϕ1dx (2.3.3)

En utilisant le fait que le problème (P ) admette une solution non négative
u0f , nous avons:

−
∫

Ω

∆u0fϕ1dx = λ1

∫
Ω

u0fϕ1dx

=

∫
Ω

fϕ1dx

Ainsi,
∫

Ω
fϕ1dx > 0

et en faisant usage de (2.3.3), nous avons:

λ ≤ (p− 1)(
λ1

p
)

p
p−1

∫
Ω
ϕ1dx∫

Ω
fϕ1dx

Ceci implique immédiatement l’existence d’un nombre λ∗ > 0 tel que le
problème (Pλ) n’admette pas de solution positive pour λ > λ∗.



Chapitre 3

Propriétés de la solution

Dans cette section, nous étudions quelques propriétés de solution du
problème (Pλ)
Les principaux resultats présentés ici sont les suivants:

Théorème 9 Soit 1 < p < N+2
N−2

, alors il existe une constante c > 0 telle
que, pour chaque solution positive wλ du problème (Pλ), nous avons:

‖wλ‖L∞(Ω) ≤ c,

Théorème 10 Supposons que p ≥ N+2
N−2

, Ω est étoilé et wλ est une solution
positive de (Pλ) distincte de la solution minimale uλ, alors nous avons:

‖wλ‖L∞(Ω) → +∞ lorsque λ→ 0

Théorème 11 Si p > N+2
N−2

et Ω est étoilé, alors chaque solution positive
wλ(x) du problème (Pλ) vérifie :

‖wλ‖H1
0 (Ω) → 0 quand λ→ 0

Pour les preuves du théorème 10 et 11, nous avons besoin des deux lemmes
suivants:

32
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Lemme 4 :
Il existe une constante positive A telle que, pour tout λ ∈ (0, λ∗), le problème
(Pλ) admet au plus une solution positive u telle que ‖uλ‖L∞(Ω) ≤ A.
Preuve. :
Soit A > 0 assez petit tel que

pAp−1 < λ1(Ω) (3.0.1)

ou λ1(Ω) est la première valeur propre de (1) . On raisonne par absurde, on
suppose que le problème (Pλ) possède une deuxième solution w = uλ + v
telle que

‖w‖L∞(Ω) ≤ A. (3.0.2)

Puisque uλ est une solution minimale de (Pλ), nous avons v(x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω
et v(x) 6= 0 et vérifie (appliquons le théorème des acroissements finis){

−∆v = pap−1(x)v dans Ω
v = 0 sur Ω

(3.0.3)

où uλ(x) ≤ a(x) ≤ uλ(x) + v(x).
En multipliant l’equation (3.0.3) par v(x) et en intégrant sur Ω, on aura∫

Ω

|∇v|2 dx = p

∫
Ω

ap−1v2dx (3.0.4)

D’après la caractérisation de la premir̀e valeur propre λ1,nous avons∫
Ω

|∇v|2 dx ≥ λ1(Ω)

∫
Ω

v2dx

Nous utilisons ceci et (3.0.4) pour obtenir

λ1(Ω)

∫
Ω

v2dx ≤ p

∫
Ω

ap−1v2dx (3.0.5)

Par (3.0.2) et la définition de a(x) , nous avons ‖a‖L∞(Ω) ≤ A.
Donc(3.0.5) devient:

λ1(Ω)

∫
Ω

v2dx ≤ pAp−1

∫
Ω

v2dx

et puisque pAp−1 < λ1(Ω)ceci implique que v = 0,
( d’où la contradiction)
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Remarque 3 :
On utilise se lemme poiur démontrer le théorème 10.

Lemme 5 :
Soit Ω un domaine borné et régulier et supposons que g : Ω̄× R→ R est
une application continue et w ∈ C2(Ω̄) vérifie:{

−∆w = g(x,w(x)) dans Ω
w = 0 sur Ω

Si y ∈ RN est un vecteur fixe et n(x) est la normale unitaire extèrieure à Ω
en x, alors w satisfait∫

∂Ω

(x− y).n(x) |∇w|2 dS = 2N

∫
Ω

G(x,w)dx+ 2

∫
Ω

(x− y)∇xGdx

−(N − 2)

∫
Ω

g(x,w)wdx

ou G(x,w) =
∫ w

0
g(x, t)dt, ∇xG(x,w) est le gradient de G(x,w) par rapport

a la variable x

Remarque 4 : pour la preuve de ce lemme nous nous référons à [10,13]

Preuve de théorème 11

Soit wλ une solution positive quelconque du problème (Pλ). Posons
wλ = λvλ, alors vλ satisfait:{

−∆vλ = λp−1vpλ + f(x) dans Ω
vλ = 0 sur Ω

(3.0.6)

On applique le lemme 5 pour le problème (3.0.6), et nous obtenons:∫
∂Ω

(x− y).n(x) |∇vλ|2 dS = (
2N

P + 1
− (N − 2))λp−1

∫
Ω

vp+1
λ dx+ 2

∫
Ω

(x− y)∇fvλdx

+(2 +N)

∫
Ω

fvλdx

avec g(x, vλ(x)) = λp−1vpλ + f(x).
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G(x, vλ(x)) =

∫ vλ

0

g(x, t)dt =

∫ vλ

0

(λp−1tp + f(x))dt.

=
λp−1

p+ 1
vp+1
λ + f(x)vλ

Puisque Ω est étoilé par rapport à y, nous avons∫
∂Ω

(x− y).n(x) |∇w| dS ≥ 0
Donc

(
−2N

P + 1
+ (N − 2))λp−1

∫
Ω

vp+1
λ dx ≤ 2

∫
Ω

(x− y)∇fvλdx+ (2 +N)

∫
Ω

fvλdx

(3.0.7)
D’aprés l’hypothèse p > N+2

N−2
, la constante C = −2N

P+1
+ (N − 2) > 0, donc

par (3.0.7)on aura:

λp−1

∫
Ω

vp+1
λ dx ≤ 1

C
[2

∫
Ω

(x− y)∇fvλdx+ (2 +N)

∫
Ω

fvλdx] (3.0.8)

D’aprés l’équation différentielle satisfaite par vλ, nous avons∫
Ω

|∇vλ|2 dx = λp−1

∫
Ω

vp+1
λ dx+

∫
Ω

fvλdx

En combinant ceci avec(3.0.8), nous aurons∫
Ω

|∇vλ|2 dx ≤
2

C

∫
Ω

(x− y)∇fvλdx+ (1 +
(2 +N)

C
)

∫
Ω

fvλdx.

Donc, il existe une constante C1 independante de λ telle que∫
Ω

|∇vλ|2 dx ≤ C1.

On a
‖wλ‖2

H1
0 (Ω) = λ2 ‖vλ‖2

H1
0 (Ω) ,

On aura ‖wλ‖H1
0 (Ω) → 0 quand λ→ 0.
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