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Notation

(X, |-l x) est un espace de Banach

Si Q C RY est un domaine borné, 99 désigne sa frontiere.

Soit u : Q C RY — R, Vu est le gradiant de la fonction wu, il est défini

par
(% %)
Ox;" " Ow;
Awu est le Laplacien de la fonction u c’est-a- dire:
N
82
Au = 2 62;1 = div(Vu)

C%(Q) est I'espace des fonctions continues sur Q.

Cs(Q) est l'espace des fonctions continues u : © — RY & support
compact dans ).

L>(€2) est I'ensemble des foncions u : 2 — R mesurables et essentielle-
ment bornées c’est-a- dire: il existe une constante C' telle que:

lu(z)| < C p.p sur

Aussi
[ull poo () = Inf {¢/ |u(z)| < C p.p sur Q}

WLP(Q): Tespace de Sobolev de fonctions u € L () tels que:
|Vu| € LP(Q2), dont la norme est

ullyre = llull e + [Vl e
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H'(Q):Iespace de Sobolev de fonctions u € L?(2) tels que:
|Vu| € L?(Q), dont la norme est

[ll o = [l 2 + [Vl 2
A1(€2) est la premiere valeur propre du probleme :

—Ap = Ap dans 2
(p1) { =0 sur OS2

et ¢ est la fonction propre associée a A;(€2).



Introduction

L’intéret de ce mémoire est de résoudre un probleme elliptique non
homogene avec des données qui changent de signe.
Plus explicitement le probleme suivant:

—Au = |ul"" u+ Mf(z) dans  Q,
(Py)g u>0 dans
u=20 sur  0f)

ol

Q est un domaine borné et régulier de R, f(x) est une fonction qui change de signe.
Danslecasou f =0, et 1 < %, le probleme (P,) a fait I'objet de plusieurs
recherches en particulier P. L. Lions [12] par des méthodes topologiques

(degré topologique, théorie de bifurcation), et des méthodes variationnelles.

Le cas critique c’est a dire ou p = %,/\ =0 et 2 a une forme étoilée, ce

probleme ne possede pas de solution positive non triviale, ceci a été prouvé
par Pohozaev dans[13].L’idée de la perturbation par un terme d’orde
inférieure a p a été traité par Brézis et Nirenberg. Ils montrent dans [4] que
la présence de cette perturbation d’ordre inférieure et dépendante de u peut
conduire a l'existence de solution positive. Ils adoptent une approche
variationnelle, en utilisant le théoreme du Col.

Dans le cas d’une perturbation par une fonction indépendante de u, le
probleme (Py) a été traité par Tarantello en 1992 [14]. Elle a obtenue des
solutions multiples. La premiere solution a été obtenu par le Principe
variationnel d’Ekeland. La deuxieme solution a été obtenue par le théoreme
du Col.

L’objet de ce travail est de prouver I'existence de deux solutions positives
bien que la donnée f est un terme indfini. L'une a été obtenue par la
méthode de sous et sur solution. L’autre par le théoreme du Col.
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Ce mémoire est organisé comme suit:

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques définitions et résultats
imporants.

Le deuxieme chapitre concerne les résultats d’existence et de multiplicité de

solution positive.
Le troisieme chapitre est consacré aux propriétés des solutions obtenues.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on va présenter les définitions et les méthodes nécessaires
pour notre travail.
On considere le probleme:

(1) { —Au=g(.,u) dans

U= U sur  0f)
oll 2 est un domaine borné de RY, g et 4 des fonctions données.
Définition 1 :
On dit qu’une fonction g : 2 x R — R est de Carathéodory si elle vérifie,

s — g(x, s) est continue pour presque tout x €

et
xr — g(x,s) est mesurable pour tout s € R.

1.1 Sous et sur solution

Définitions 1 :
e On dit que u € H'(Q) est une sous solution de (1) si
u < ug sur 0f2

et

—Au < g(.,u) dans <
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e On dit que u € H'(Q) est une sur solution de (1) si
u > ug sur OS2

et
—Au > g(.,u) dans

Théoreme 1 :
Supposons que uw € H*(Q) est une sous solution de (1) et u € H'(Q) est une
sur solution de (1)et qu’il existe des constantes ¢,¢ € R telles que

alors il existe une solution faible v € H'(Q) de (1) vérifiant

u<u<u p.p dans )

1.2 Injection de Sobolev

Cas d’un ouvert de RY

Théoréme 2 :
Soient Q C RN un owvert de classe C' dont la frontiére OS2 est bornée, et
1 <p< oo

e Si1l<p<N, alors WP (Q) C LP" (Q). avec p* = NN_SD~

e Sip=N, alors — W'?(Q) C L), Vg € [p, +o0]

e Sip>N, alors — W'P(Q) C L>=(Q).
De plus,si p > N ,on a pour tout u € WHP(Q):

_N
u(z) = uy)| < Cllullyrn lz =y ™7 pp 2.y € Q

avec injections continues.
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Théoreme de Rellich-Kondrachov

Théoreme 3 :
On suppose Q bornée de classe C*.On a alors:

e Sip<N, alors WW(Q)cCLYQ), Vqell,p
e Sip=N, dors WW©Q)C INQ), Vg€l tool

e Sip>N, alrs WY(Q)cCCH).

avec injections compactes.

1.3 Lemme du Col

Soit (X, ||.||x) un espace de Banach et £ : X — R une fonctionnelle.

Définition 2 :

On dit que E est différentiable (au sens de Fréchet) en un point u € X, s’il

existe une application linéaire continue E'(u) € X*(dual de X ) telle que:
|E(u+v) — E(u) — E'(u)v|

1]l x

— 0 quand |jv||, — 0.

Si E est différentiable en tout point de X et si lapplication u — E'(u) est
continue, on dit que E est continument différentiable sur X et on écrit

E e C'(X,R).

Définition 3 :
On dit que u € X est un point critique de E si E'(u) = 0.

Définition 4 :
On dit que ¢ € R est une valeur critique de E, s’il existe un point critique u
de E tel que E(u) = c.
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Soit £ € C'(X,R).

Définition 5 (Condition de Palais-Smale):
On dit que E vérifie la condition de Palais-Smale au niveau B notée
(P.S)a, sipour toute suite (u,) C X telle que:

et
E'(un) —nsoo 0 dans X*,

il existe une sous suite fortement convergente.
E satisfait la condition (P.S) si elle vérifie (P.S)s pour tout § € R.

Le lemme du Col est un exemple tres simple de méthode du Min Max. Il
permet souvent de trouver un nouveau point critique lorsqu’on connait un
minimum local (parfois une solution évidente) et si la fonctionnelle n’est
pas minorée. Donnons tout de suite son énoncé.

Théoréme 4 (Ambrosetti - Rabinowitz):
Soit E une fonctionnelle de classe C' sur un espace de Banach X, qui
vérifie les hypotheses suivantes:

1. 1l existe up € X, p >0, et a > 0 tels que:

st |lu —ug|| =0 alors E(u) > E(ug) + « (1.3.1)

2. Il existe un point uy € X tel que:
llup — w1l > p et E(uq) < E(ug) + « (1.3.2)

Soit P l’ensemble des chemins reliant ug a uy, c’est a dire
P={peC(0,1],V) tels que p(0) = ug, p(1) = uy },
et

B = infpep(supse[O,l]E(p(S)))'

Alors > E(ug) + « et 5 est une valeur critique généralisée de J.
Si J wvérifie (P.S), B est donc une valeur critique de E.

Avant de donner la preuve de ce théoréeme, commencons par un résultat
préliminaire.
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Proposition 1.3.1 :
L’ensemble K. des valeurs critiques généralisées de E est fermé(dans R).
De méme l’ensemble K. des valeurs critiques est fermé.

Preuve. :
Soit (3, une suite de valeurs critiques généralisées de F, telle que

Bn — [ dans R(S € R).

Il faut montrer que [ est une valeur critique généralisée de E.
Par définition de 3, pour n fixé, il existe une suite (v} )ren

E(w}) = Bn k — +00
|[dE(v})] = 0 k — o0

— n A1 .
Posons alors u,, = vk(n).On vérifie que:

E(u,) = B,n — o0
et

dE(u,) — 0 dans X*n — +oo.
et donc 3 est une valeur critique généralisée de £. m

Preuve. du théoreme 4:

Quitte a changer d’origine, et a soustraire une constante de F, on peut
toujours supposer que ug = 0 et E(ug) = E(0) = 0 (ceci soulagera un peu
les notations)

Montrons tout d’abord que

B > Bluw)+a=a (1.33)
Rappelons que
g = inf(sup E(p(s))) (1.3.4)
PEP sci0,1)

Considérons un chemin p € P. Comme p(0) = ug, p(1) = ujet p est
continue ,

la fonction p(s) = ||p(s) — p(0)||est continue et ¢ (0) = 0,¢(1) > p, il existe
done, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, sq € [0, 1] tel que

©(s0) = [[p(s0) — uol| = p
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et donc

E(p(s0)) > o

Il en résulte que, pour tout chemin p € P,

sup E(p(s)) = a,
s€[0,1]

Afin de montrer que [ est une valeur critique généralisée,

on raisonne par I'absurde. On suppose que 3 n’est pas une valeur critique
généralisée, c’est a dire que ¢ K.. B

D’apres la proposition précédente, comme K, est fermé, son
complémentaire dans R est ouvert: alors il existe un nombre € > 0 tel que

E n’a pas de valeur critique généralisée dans [ — 2¢, 5+ 2¢]. (1.3.5)

Montrons a ’aide du lemme de déformation que I’on aboutit a une
contradiction. D’apres le lemme de déformation, pour a = 5 —¢€, b= + €,

il existe, une rétraction de E® sur B¢, c’est & dire une application continue
® de EFT x [0,1] vers EPT< telle que

®(v,0) = v, Vv € Efte
d(v,1) € EP~¢ (1.3.6)
P(v,0) = v Yo € EP~

On remarque en particulier, qu’on peut choisir € suffisament petit de sorte
que

b—e> E(Ul) (137)
et
B—e>0 (1.3.8)

Pour ce choix de €, on voit que les extrémités des chemins de P c’est & dire
ug et uy, ne bougent pas au cours de la rétraction, car

E(up) =0 < — ¢ E(uy) < 5 — € entrainent ugy € EP~< et u, € E%¢
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et donc par (1.2.6),

@(Uo, 1) = Uy, CID(ul, 1) = U (139)

Considérons un chemin p € P tel que

sup E(p(s)) < f+e (1.3.10)
s€[0,1]

(il est toujours possible de trouver un tel chemin en raison de la définition
méme de (). (9) signifie que Vs € [0, 1], p(s) € E*, et donc p est un
chemin qui relie uy & u; dans EP+e.

A Paide de la déformaion ®, nous allons pousser ce chemin sur £°~¢. Un tel
chemin contredirait la définition de (,ce qui achévera notre démonstration.

Plus précisément, considérons le chemin
p:[0,1] — B

défini par p(s) = ¢(p(s), 1)
On a bien

p(0) = @(p(0),1) = P(uo, 1) = uo
p(1) = @(p(1),1) = ®(uy, 1) = uy
On vérifie aisément que p est continue(composée de fonctions continues), et

donc p € P.
On a, en outre Vs € [0, 1] p(s) € £, et donc

sup E(p(s)) < —€
s€[0,1]

Ceci est évidemment contradictoire avec la définition de 5. m

Remarque:

1. Il exist de nombreuses variantes de ce théoreme (voir[Struwe])



Chapitre 2

Résultat d’existence et de
multiplicité

Considérons le probleme non linéaire suivant:
—Au =uP + \f(x)
u=20

ot ) est un domaine borné de RY et f est une fonction qui change de signe.

Hypotheses générales

(H1): 04 f(x) € CH(Q)
(H2): Le probleme de Dirichlet linéaire

(e

admet une solution non négative.

Remarque 1 L’hypothése (H2) a un sens d’apres les travauz de Cac et al.
dans ([7,8]).

14
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2.1 Existence d’une solution positive par
sous et sur solution

A-Casoup>1

Théoreme 5 :

Supposons que f vérifie (H1) et (H2) et que p > 1. Alors, il existe un
nombre positif . tel que le probléme (Py) admet au moins une solution
positive pour X € (0, \,).

Preuve. :
On note par ugr # 0, la solution non négative du probleme (P).
Soit u = Augs, A > 0 est un parametre positif, donc on a:

“Au= —Mugy = Af
< luf a4+ Nf

et par suite u est une sous solution du probleme (Py).

15

Le principe de sous et sur solution, nous permet d’obtenir une solution du
probleme (Py) a condition de trouver une sur solution u(x) de (Py) vérifiant

u(x) > u(x).
Soit u; la solution de

—Au=1 dans €,
u=0>0 sur 0N

L’existence reulte du théoreme de Lax-Milgram.

d’aprés le principe du maximum wu; > 0 pour x € 2

Posons @ = Mwuy, nous avons —Au = —MAu; = M.
Choisissons M > 0 de telle sorte que @ soit une sur solution

(*)
AT > T+ NS

(%) nous donne:
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M > MPul + \f

Si on prend M,
MOZMgmgxujf—i-)\mgﬂf\ VA < MP.

Alors Ty = Myu; est une sur solution de (Py).

Par ailleurs, si nous choisissons Ay petit Agugr(z) < Mouy(z), alors la
méthode de sous-sur solution implique que le probleme (Py) a une solution
uwavec u < u <y pour 0 < A < Ag,

On peut conclure que u(x) > 0 pour = € ) arbitraire.

En effet: posons w(z) = u(z) — u(xr) = u(r) — Augs(x), alors

—Aw(z) = —Au(z)+ Mugs(x)
= u(z)+ Af(z) — Af(x)

{ —Aw(zr) = u(z) >0
w(z) =0

et w(x) # 0 donc le principe de maximum assure que w(z) > 0, par
conséquent u(x) > u(x) > 0,V inf

Remarque 2 Cette méthode nous permet d’avoir des solutions du

probléme (Py) méme dans le cas il est superciritique.

2.2 Existence d’une deuxieme solution
positive par le théoreme du Col

A- Casou 1 <p < £

L’objet de ce paragraphe est de montrer 1’existence d’une deuxieme solution
positive du probleme (P,). Pour cela, on applique le théoréme du Col.
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Théoreme 6 :
Supposons que 1 < p < % et f vérifie (H1)et (H2). Alors, il existe un
nombre positif . tel que le probléme (Py) admet au moins deuz solutions

positives pour X € (0, \,).

Preuve. :

Soit uy la solution de (P)) obtenue dans le paragraphe précédent. Alors par
un argument similaire & celui utilisé dans [1], on peut prouver que u, est
une solution positive minimale c¢’est a dire que toute solution positive u du
probleme (Py) vérifie u(z) > uy(z), z infd.

Afin de trouver une deuxiéme solution de (Py), nous introduisons le
probleme:

—Av=(v+uy?—u dans

>2) S v>0 dans
v=20 sur 0N
Posons
 tFuw)P—uf sit>0
gk(“”’t)_{ 0 sit<0
et

Gi(z,v) = /OU ga(z, t)dt

Alors la fonctionnelle d’énergie associée a (D) est
1 2
o) = 5 19l = [ Gala,o)ds
Q

Si v € H} est un point critique de Jy alors v est une solution de (>_) et par
le principe du maximum, v > 0 dans €. Donc vy, = u) + v est une solution
du probleme (P,), et on prouvera par absurde que vy # uy.

Lemme 1 v =0 est un minimum local de Jy dans H}(Q)
Preuve. :

D’aprés le théoreme 8 dans[6], il suffit de montrer que v = 0 est un
minimum local de J, dans C'.
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Soit vt la partie positive de v.
Posons

P+ Af(x) sis>0
hA(S)_{ 0 sis<O

et

Hy(u) = /0“ hy(s)ds

18

et donc, la fonctionnelle d’énergie du probleme (P,) est définie comme suit:

I (u) :%HVUW—/QHA(u)dx

donc
Hy(u) = /u hx(s)ds
0
= /usp—i- A (x)ds
0
= ]%UP—H + Auf(z)
Gi(v) = /0” ga(z, t)dt
_ /Ov@ ) — uldt
= pj_ 1 (v +up )P — %Uﬁ)ﬂ — uxv.
Ga(vT) — Hy(uy +v7) = —]ﬁuﬁﬂ —ubvT — ANuy +07) f(2)
_ _pi St = Nan (@) — Mo f(2)

Alors,
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Bw) = 5 [Vt + 5 Ve - /Qcmdx.

_1 2 1 2 i 1 / p+1
_2HVU I +2||Vv | /QH(UA-FU )da:+p—+1 s dx +

JoWh + Mf(x))vtde + [, dunf(z).

= UVt P+ 5V = [ A+ oo+
Jo (i + A f(x)vtde + [, H(uy)dz.
I@) = 5190 )+ 31V )+ T+ = 5196 ) = 5019wl -

I(w) + 5(IVeall®)

= ST IP) + TGur + %) = Tw).

On utilise le lemme qui affirme que, pour tout A € (0, \*) le probleme (Py)
admet une solution u) qui est en plus un minimum local de I pour la
topologie C!

donc Jy(v) > 1 [|[Vo~|? >0

et par suite, | Vo] < e

Lemme 2 :/2,3]
e Sip< % alors Jy vérifie (P.S)z pour tout [3.

o Sip=35

Jx vérifié (P.S)s pour toute < %S%, ou S est la constante de
2
inf JolVonl"dz dxg
Ja(lvn[Pdx)P

et st 0 est un point critique de Jy, alors

Sobolev,donnée par S =
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Preuve. :
Soit (v,) C HE(Q) telle que

1 «~
J)\(Un) — 6 < st

Jy(vn) = 0 dans (HE(Q)) quand n — oo.
Alors (vy,) est bornée dans H}(Q2). En effet,

Jonlly = [ foul® < [ o™ )% (25 (Holder)
Q Q

1

loallz < lloallz- -((1R)72)2 < ((1Q)'F)2¥n car [lvaly. = 1

ce qu implique que (v,) est bornée dans L?*().

IVuall3 < S+ 7). LF34+0(1)(0(1) = 3No,n > No [o(1)] < 1)

<SH+HMQ L+ 1,n > Ny
2 2 2 2
[Von|l; < max([|Vuolly, [[Voullz, - - [[Vong-1llz, €)
<M

et puisque que H} est un espace de Hilbert et donc reflexive, la boule unité
est faiblement compacte . Alors, on peut extraire une sous suite telle que

v, — wvdans Hy(Q)
v, — wvdans LY(Q), pour 1 <t < 2" pp Q
v, — v dans LP(Q) pour 2 < p < 2*fortement

De plus v = 0 est un point critique de Jy dans Hg ()
Maintenent, on montre que v,, — 0 fortement dans H} ().
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D’apres Brézis-Lieb, on a

/(u,\+U:)2*dx—/u§\*dx: /(U:)Q*dl‘—f—O(l)
Q Q Q

et
<J;\(vn), uy + Un> =
Jo VUiV (uy + vp)de — [ (v +un)P (v, + up)dz + [ ub (v, + uy)de + o(1)
= [, IVt de — [, (v} +un)? — u?)((vn + up))dz + o(1)
= [, |VotPdz — [,,(v;))Pdz + o(1) — 0 quand n — co
on peut supposer que
Vo, | = b et

Jo(wi)Pde — b >0 quand n — oo

si b = 0 la preuve est complete .

Sinon, nous savons d’aprés la définition de S que
2
[ IVva* dz > S( [, (v} )Pdx)r et b > 5%, alors on aura

B = Jx(v,)+o(1)

1 9 1 /
= —[|Vu,|I” = - U;rpdl'—f‘Ol
5 IVoal] p Q( ) (1)
1 1 1
= (5 — ]—j)b > NS% contradiction .
[ |
Lemme 3 :

Soit * définie comme dans le lemme 2, alors

sup Jy(tve) < B*
>0

Preuve. :
Pour N > 4

1
J(v) = §||Vv||2—/QGA(x,v)d:p
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On donne la fonction

o(x)

(e + l*)"

¢ € C°(Q) est une fonction positive telle que:
¢(r) =1 dans un voisinage de 0

donc )
t
(i) = & |9ul? - /GA(x,tve)dx

D’aprés la formule qui affirme que,

pour p > 1,il existe @ = a(p), tel que
(a+b)P > a? + b + a(p)ab’~',Va, b > 0,
on a,

1

gx(z,tue) > (tve)? + uf + a(p)tvaul — — uf.
1

= (tve)? + a(p)tvul .

Alors

tve
Gi(tv.) = / gx(z, s)ds
0

- e ol ( )t 2 p
— + —UV. U
= 1€ p 2 e

1

t? P 1 Lo [ 2 p1
M) < 5[ _ﬁ/“5+ dr — Sa /veu’)’\ da

22
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On sait que uy > M.

t? Pt t?
J,\(tvé) S E ||V’U6||2 - m /Up+1dl‘ — %Mg /’U?dl‘

€

t2 tp+1 t2
he(t) = 5 ||VUE||2 — m /Uf—i_ldl‘ — @MO /’U?dl‘

h,(t) = t||Vod|* — tp/vf+1dm - a(p)tMo/vfdm.
W(t) = 0= t(||Vo* — P+ /vf“d:z: — a(p) My /vfdx) =0

Vol = alp)Mo [ e2de s

=t = (

[P da
max>q h(t): (te)
Intv) < h(t)
11
= (G-t [t
p

Nous allons estimer le quotient:

Q(v.) = (||Vve||§ — a(p) My ||UEH§>%

2
[ ve ||p+1
1. On calcule

) YD) (N =2l

(e +|zf*) (€ + |f*)

2, ﬂ Y M
/Q|VUE| dx—/s2(€+|x|2)N_2 +<N 2) /Q<(—j+|x|2)]vdl’

o - [ o],

(e+ a1
au voisinage de 0, ¢ =1 et donc V¢ = 0, on a alors

s o [ P@hE
/Q|we| d = (N —2) /Q(e+|a;|2)Nd +0.(1)
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/Q\Vv6]2d;z::(N—2)2/—< i dar(N-2)* [ W) =D, o)

o (e+ |z[7)N o (e+]z[7)

au voisinage de 0 on a (¢*(z) — 1) = 0 donc,

2 _ o2 |5l7|2 "
/Q|Vv6| de = (N—2) /—( —da+O,(1)

o (e+|z[")

N R A of
_ (N-2) /RN e~ (V=2) /RN/Q e O

= (N -2)? /RN (lx—|2Nda: +O(1)( car 0 ¢ RY/Q)

€+ |z|%)
_ (N—2)2/RN ﬁmﬂ)em

=

Z
™M
Z
[u—
_l’_
=
S

-2 P
= 3 o+ O

p+l _ ¢p+1( ) ¢p+1—1 dz
——7 dx = —_d
[ o e+ 1" /Q<e+\x12>N “/Q<e+\x|

au voisinage de 0 on a (¢**'(x) — 1) = 0 donc

dx
7J€p+1:/—+061
o = e o

:/RN(d—xQ_/RN/Q(d—sz+O€(1)< car 0 ¢ RY Q)

e+ |z[)¥ e+ |z[7)

N

€2
= —— ——dy + O.(1) en posant y =
fo s s O

Sl
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!/

K.
€2
Il vient ainsi ([, \veypﬂ)% = g; + Oc(e),

=2
en posant Ky = (K2) P et en calculant (par la formule des accroissements
finis ) que

!

(513 +Oe<1))p“ =

AN
VR
Q
~—

@)
o
N—
N—
]
+
=
—

0 (€ + Jaf)N=2
au voisinage de 0 on a (¢*(x) — 1) =0 donc ,

dx
_ /QW+OE(1> ......... (A)

On doit ici traiter différemment les cas N =4 et N > 5.

En effet: on remarque que I'intégrale fQ %dr existe si et seulement si
2(N—2)— (N —1)>1, clest a dire N > 4.

Quand N > 5, (A) devient

d d
J o= [ o e O
: e (e oV Jaja (e+1al) 2

N[

€
= dy + O(1
/RN pETEARITEL AR



2.2 Existence d’une deuxieme solution positive par le théoreme du Col

K
= N—i + 06(1)

€ 2

Quand N =4, (A) se réécrit
2 dx
vl dr = / — + O(1
[ 1 o

Puisque 0 € Q et que Q est un ouvert borné, il existe deux constantes
0 < Ry < Rs telles que B(0, Ry) C ©Q C B(0, Ry). Il vient que

dx dx dx
2o < 2o < 2o
B(0,Ry) (€ + [z]7)  (e+]z]%) B(0,R) (€ + [27)

d R p3d
/ e w / 7‘—7;2 olt w est laire de la sphere S°
BO,R) ( o (e+7?)

e+lz)?
1 [ 4 4 4dre B pe
1] ot | oot
4 Jo 14 2r¢e+e€ o (e+712)
1
4

Or:

1 4 9 9 1 5 1 €
= w(;(ln(R + 2R+ €7)) —Zlne + 5T B
Oc(1) 0c(1)
w
= 3 lIn(e)| + O(1)
Et par conséquent,
dx w
——— = —|ln¢l+0.(1
/Q(HW)Q " nel + 0.1
On résume:
K
2 1
IVeellzzo) = =5 + Oc(1)
K,
||'U€||ip+1(9) = N2 + OE(E)'

€ 2
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2.2 Existence d’une deuxieme solution positive par le théoreme du Col
) a1 0.(1) siN>5
lvellz2) = w62 .
Z [Ine| +O(1) siN=4

On peut dés lors écrire,

K 40 (1) = Mo (531 +0.(1))
e 2 e 2 Si N > 5
Qu)rt = % Ol N
FL40(1)=Mo(% [In e|+0 (1)) S N -4
2240.(e)
52
Kl—M()Kgﬁ-i-O&(G ) Si N 2 5
= ) koo
1— Mo 5 |In(€)|€e el€ .
K22+06(62) si N =4
B S+OE(E¥)—MQ§—ZE siN>5
| S+ Od(e) = Mygge |In(e)] siN=4
puisque % = S en utilisant k;rr = KLQ +xz(...).
Faisant tendre € vers 0, on aura Q(v.) tend vers S =
Donc,
1 1 ptl
sup Jy(tv.) < (= — ——)S»—1
up Atve) < (5 p+1)

Maintenant on peut assurer l'existence d'une deuxieme solution positive.

D’aprés le lemme 1, v = 0 est un minimum local de Jy. Alors, il existe un

nombre positive suffisament petit p tel que Jy(v) > 0 pour |[v|| = p.
Puisque J)(tv.) = —oo quand t — +o0, alors il existe 7' > 0 tel que
|Tve|]| >p > 0,etJy(tve) <O0.
On définit

S = inf max Jy(7(t))

~vel t€]0,1]

ou

I = {y € C([0. 1], H3).7(0) = 0,5(1) = Tu,}.
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2.2 Existence d’une deuxieme solution positive par le théoreme du Col 28

Pour g < 8*, (P.S)s est réalisée par le lemme 2, alors d’aprés le lemme 3 on
conclut que
B < sup Jy(tTv.) < sup Jy(tv.) < B
>0 £>0
Donc, appliquons le théoreme du Col, on obtient le point critique non
trivial v de J,. m

\ N+2

B- Cas ou p > 5

Théoreme 7 :

Supposons que p > %—J_rg Uhypothese (H1) est satisfaite et ) a une forme
étoilée. Alors, il existe un nombre positif Ay tel que le probléme (Py) admet

au moins une solution pour X\ € (0, \g) si et seulement si f satisfait (H2).

La condition (H2) est suffisante d’apres la section(2.1). Montrons que la
condition est nécessaire. Cela est équivalent a prouver la proposition
suivante:

Proposition 1 :

Sip > % et le probléme (Py) admet une solution positive pour tout A\

assez petit, alors le probléme (P) admet une solution non- négative.

Preuve. :
Soit wuy la solution positive de (Py).
Posons uy = Av,, alors vy vérifie

_ 1P
{ Avy = X" + f(x)  dans Q (2.2.0)

vy=20 sur {2

D’apres la preuve du théoreme 11 ci-apres, on affirme qu’il existe deux
constantes C et Cy indépendantes de A telles que :

Cl 1
ol < ()7

)

||UA||H3(Q) < Gy
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Par conséquent, on peut extraire une sous suite v, qui converge faiblement
vers un certain w € H}(2) quand A — 0; et telle que, pour tout
€ C°(92), nous avons:

/Vngpdaj — /Vngodx qd A — 00 (2.2.1)
Q Q

On utilise I'inégalité de Hlder

/Q Aodr < [oalos el r
C p(p—1)

()

)\p_l/vﬁgodx — 0 gd A—0 (2.2.2)
0

Multipliant I’équation du probleme (2.2.1) par ¢(z) et en intégrant sur 2,
on obtient:

/VUAVWM = )\p_l/vfgoder/fgoda: (2.2.3)
Q Q 0

En faisant tendre A vers 0 des deux cotés de I’égalité (2.2.4) et en prenant
(2.2.2) et (2.2.3) en compte, nous obtenons:

/Vwdeac = /fgpdm Vo € C3°(2)
Q Q

Ceci implique que w est une solution faible du probleme (P) et par la
théorie de la régularitée, nous savons que w est une solution classique du
probleme (P) et w > 0 en raison du fait que vy > 0 pour A > 0.

Ceci complete la preuve de la proposition, et donc le théoreme 8 est prouvé.

2.3 Résultat de non existence

Théoreme 8 :
Supposons que f vérifie (H1) et (H2) et que p > 1. Alors, il existe un
nombre positif \* tel que le probléme (Py) n’a aucune solution pour \ > \*.
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Preuve. :
Soit

A =sup {A\g € Ry, tel que (Py) admet au moins une solution positive pour A € (0, Ag)}

alors il est évident que (Py) possede au moins une solution positive pour
A€ (0,A).

On raisonne par contraposée, en effet, si le probleme (P,) admet une
solution wu,, nous avons:

—/Au,\goldx = /uf\@ldx—i—)\/fgoldx.
Q Q Q

Ainsi,
)\/fgoldx = —/u’/{gpldx+)\1/u,\g01dx.
Q Q Q
= /(Alu,\ —u)prde. (2.3.1)
Q

En évaluant le minimum de la fonction

g(t) = 7 — M\t dans [0,+o0]

’

g(t) = 0= —
ptP = = 0.
Ce qui implique que t = (%)Til
A1y 2 Ap, 1
t — —)p—1 — )\ — ) p—1
9(t) () 1)
Al 2
= — )11 —P)s
(p )11 —p)
on obtient:
A, _p
g(t) > (=) 1(1—p) pourt=>0 (2.3.2)
p

En combinant (2.3.1) et (2.3.2), nous aurons
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D
P

A /Q forde < (p— )ALy /Q prd (2.3.3)

En utilisant le fait que le probleme (P) admette une solution non négative
Upf, NOUS Avons:

—/Auofgoldx = Al/uofcpldx
Q Q

= / ferdx
Q
Ainsi, fﬂ fordr >0
et en faisant usage de (2.3.3), nous avons:

Ceci implique immédiatement I'existence d’'un nombre \* > 0 tel que le
probleme (P,) n’admette pas de solution positive pour A > A\*. m



Chapitre 3

Propriétés de la solution

Dans cette section, nous étudions quelques propriétés de solution du
probleme (Py)
Les principaux resultats présentés ici sont les suivants:

Théoreme 9 Soit 1 < p < %, alors il existe une constante ¢ > 0 telle

que, pour chaque solution positive wy du probléme (Py), nous avons:

||wA||Loo(Q) < 6

Théoreme 10 Supposons que p > %, Q) est étoilé et wy est une solution

positive de (Py) distincte de la solution minimale uy, alors nous avons:

||w,\HLoo(Q) — +00 lorsque A—0

Théoreme 11 Sip > % et € est étoilé, alors chaque solution positive

wy(z) du probléeme (Py) vérifie :

HwA”Hg(Q) —0 quand A —0

Pour les preuves du théoreme 10 et 11, nous avons besoin des deux lemmes
suivants:

32
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Lemme 4 :

Il existe une constante positive A telle que, pour tout A € (0, \.), le probléme
(P2) admet au plus une solution positive u telle que ||uxl| oo () < A
Preuve. :

Soit A > 0 assez petit tel que

pAPTL <\ (Q) (3.0.1)

ou A\ (Q) est la premiére valeur propre de (1) . On raisonne par absurde, on
suppose que le probléme (Py) posséde une deuxiéeme solution w = uy + v
telle que

ey < A (30.2)

Puisque uy est une solution minimale de (Py), nous avons v(x) > 0, Vx € Q
et v(z) # 0 et vérifie (appliquons le théoréme des acroissements finis)

—Av =pa?~(x)v  dans Q
{ v=20 sur €} (3.0.3)

ot uy(z) < a(z) < uy(x) + v(z).
En multipliant l'equation (3.0.3) par v(x) et en intégrant sur 2, on aura

/\Vv|2dx = p/aplvzd:v (3.0.4)
Q Q
D’apres la caractérisation de la premire valeur propre \i,nous avons

/|Vv]2dx2/\1(§2)/v2dx
Q Q

Nous utilisons ceci et (3.0.4) pour obtenir

Al(Q)/Ude Sp/ap_lzﬂdx (3.0.5)
Q 0

Par (3.0.2) et la définition de a(x) , nous avons |(al| e gy < A.
Done(3.0.5) devient:

Al(Q)/vgdepAp_l/Ude
Q Q

et puisque pAP~1 < \1(Q)ceci implique que v = 0,
( d’ot la contradiction)
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Remarque 3 :
On utilise se lemme poiur démontrer le théoréme 10.

Lemme 5 : B
Soit ) un domaine borné et régulier et supposons que g : €2 X R — R est
une application continue et w € C*(Q) vérifie:

—Aw = g(z,w(x)) dans
w=0 sur €

Siy € RN est un vecteur fize et n(x) est la normale unitaire extérieure a <)
en x, alors w satisfait

/{9Q(at—y).n(x)|Vw| dS:QN/QG(a:,w)dx—I—Z/(x—y)Vdex

Q

~v=2) [ gl wjuds

ou G(z,w) fo (x,t)dt, V,G(z,w) est le gradient de G(x,w) par rapport
a la variable

Remarque 4 : pour la preuve de ce lemme nous nous référons a [10,13]

Preuve de théoréme 11

Soit wy une solution positive quelconque du probléeme (Py). Posons
wy = Avy, alors vy satisfait:

—Avy =Nl + f(x)  dans Q
{ vy=20 sur € (3.0.6)
On applique le lemme 5 pour le probleme (3.0.6), et nous obtenons:
2 2N -1 +1
(x —y).n(z)|Vua|"dS = (w—— — (N —2))\ vWide +2 | (x —y)Vfunde
a0 P+1 o 0
+(2+N)/fv,\dx
Q

avec g(z,vx(z)) = N~} + f(x).
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G@wg@>:[fg@Jmﬁ:A”Qw%mhﬂ@mt

=% i@

Puisque Q est €toilé par rapport a y, nous avons
Joo(z (x) [Vw|dS >0

Donc

(=2 —2N

Pl + (N — 2)))\”_1/Qvi+1dx < 2/9(x —y)Vfundr + (2+ N) / fordx

Q

(3.0.7)
D’aprés Uhypothése p > %*g, la constante C' = P+]\1f + (N —2) >0, donc
par (3.0.7)on aura:

1
P / e < E[Q/(m —y)Vfordr 4+ (2+ N) / foadz]  (3.0.8)
Q Q Q
D’aprés I'équation différentielle satisfaite par vy, nous avons

/|Vv,\|2 dx:)\p_l/viﬂdx—i—/fv,\da:
Q 0 0

En combinant ceci avec(3.0.8), nous aurons

2 2 (2+N)
/Q‘VU)J dx S 5/9($—y)VfU>\dJ}+ (1 + C )/Qf’u)\dx

Dong, il existe une constante C; independante de A telle que
/ V| de < Cy.
Q

On a
2 2
||7~UA”H1(Q) =\ ||UA||H5(Q) ;

On aura [[whl| 1) = 0 quand A — 0.
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