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Notations

Notations générales

1.z = (21,...,2y) : Elément de RV,

2. || = /2?4 - + 23 : Module de x.

3. Q : Un ouvert de RY.

4. OS2 : Le bord de €.

5. CY(Q) : L’ensemble de fonctions continues sur €.

6. D(2) : L’ensemble de fonctions indéfiniment dérivable sur €2
et a support compact.

7. D'(Q) : Dual topologique de D(?).
8. L>®(Q2) : L’ensemble de fonctions bornées p.p sur §2.

9. LP(Q) :=={f : Q2 = R; f mesurable sur ) et
tel que |[f|p) < oo}

10. WhP(Q) := {u € LP(Q)/3g;, i=1,...,N tels que
I, ug—¢ = — [,9:0,Y¢ € CF(Q) Vi=1,...,N}.

il



v

11.

12.

13.

14.

15.

16.

COYQ) = {u € C'Q)/u : Q — RY |ulz) — uly)| <
Cle —yl*, z,y € Q}.

C*2(Q)) est 'ensemble des fonctions k-fois continument différentiables
et leures dérivées partielles sont continues Holderienne d’ex-
posant «.

(', )(m.g) : Produit dans la dualité £, E' p.p.
E’ : Dual topologique de F.
p.p : presque partout.

s.c.i : Semi continuité inférieure pour la topologie forte.



17.

18.

19.

20.

21,

22.

23.

f.s.c.i: Semi continuité inférieure pour la topologie faible.
p’ : le conjugué harmonique de p tel que : % + 1% = 1.
ou ou
Vu = (—, e —) . Gradient de u.
0x ox N
0%u 0%u
Au = —— + -+ - : Laplacien de u.
Ox] oy,
ou o .
Diu = Oiu = u,, = £ . La dérivée partielle de u par rap-
x.
port a x;. Z
0*u L
Diju = 0jju = u,,. = . La dérivée seconde de u par
J (3’3:251:]-

rapport a ;x;.

— : Injection continue.
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Introduction

En mathématiques, plus précisément en calcul différentiel, une

équation aux dérivées partielles (parfois appelée équation différentielle
partielle et abrégée en EDP) est une équation différentielle dont
les solutions sont les fonctions inconnues dépendant de plusieurs
variables vérifiant certaines conditions concernant leurs dérivées
partielles.
Une EDP a souvent de nombreuses solutions, les conditions étant
moins strictes que dans le cas d'une équation différentielle ordi-
naire a une seule variable, les problemes comportent souvent des
conditions aux limites qui restreignent 1’ensemble des solutions.
Alors que les ensembles de solutions d'une équation différentielle
ordinaire sont paramétrées par un ou plusieurs parametres cor-
respondant aux conditions supplémentaires, dans le cas des EDP,
les conditions aux limites se présentent plutot sous la forme de
fonction ; intuitivement cela signifie que 'ensemble des solutions
est beaucoup plus grand, ce qui est vrai dans la quasi-totalité des
problemes.

Les EDP sont omniprésentes dans les sciences puisqu’elles appa-
raissent aussi bien en dynamique des structures ou en mécanique
des fluides que dans les théories de la gravitation, de I'électromagnétisme
(équations de Maxwell), ou des mathématiques financieres (équation
de Black-Scholes). Elles sont primordiales dans des domaines tels
que la simulation aéronautique, la synthese d’images, ou la prévision
météorologique. Enfin, les équations les plus importantes de la re-

3



4 TABLE DES MATIERES

lativité générale et de la mécanique quantique sont également des
EDP.

L’un des sept problemes du prix du millénaire consiste a mon-
trer 'existence et la continuité par rapport aux données initiales
d'un systeme d’EDP appelé équations de Navier-Stokes.

Les EDP, les plus intéressantes proviennent de la modélisation de
quelques phénomenes :

- Le transport : convection de la chaleur dans un liquide, convec-
tion d'un polluant dans I’atmosphere . . .

- La diffusion : diffusion de la chaleur dans un solide . . .

- Les vibrations : son dans l'air, vibration des structures . . .

- L’équilibre : calcul de I'équilibre d'une structure soumise a des
forces . . .

La recherche des solutions d'une EDP est donnée par des méthodes
analytiques et d’autres numériques pour arriver a approximer les
solutions.

La résolution des problemes liés au champs pratique a conduit a
développer des outils mathématiques d’analyse non-linéaire comme
les méthodes variationnelles | la méthode des sous et sur solutions,
les arguments de compacité et les théoremes de point fixe . . .

L’objet de ce mémoire est 1'étude de deux classes de problemes
elliptiques :

- La premiere classe de problemes est les EDP elliptiques linéaires.
- La deuxieme classe de problemes est les EDP elliptiques non
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linéaires, il s’agit de problemes de la forme

—Au = f(u) dans €,
u=>0 sur oS 2.

Ce travail est composé de 4 chapitres enrichis avec des exemples
pour savoir appliquer quelques techniques de résolutions des problemes
précédents.

Dans le premier chapitre on fait un rappel de quelques notions
sur les équations aux dérivées partielles et d’analyse fonctionnelle
ainsi que des définitions de certains espaces fonctionnels qui nous
seront d’une grande utilité, comme les espaces de Banach, Hilbert,
et de Sobolev, et quelque outils dans ces espaces comme (la for-
mule d’intégration par parties de Green, I'inégalité de Poincaré, les
injections de Sobolev et le théoreme de Rellich-Kondrachov.), on
rappelle aussi quelques notions d’optimisation convexe.

Le deuxieme et le troisieme chapitre sont consacrés a présenter
les méthodes variationnelles et leurs applications dans la recherche
des solutions faibles de certains problemes elliptiques linéaires, et
par la suite on donne des résultats de régularité elliptique.

Certains cas rendent les techniques variationnelles inutiles et inopérantes,
citons parmi eux, les problemes elliptiques non linéaires, c’est 1'ob-

jet du chapitre 4, qui porte sur I’étude des techniques topologiques
pour la résolution des problemes elliptiques non linéaires, comme

la méthode de sous et sur solutions et la méthode de monotonie qui

sont basée sur le principe du maximum, et la méthode de compacité

qui est basée sur la compacité d'un opérateur et donne l'existence

d’un point fixe. 3]
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Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Introduction sur les EDPs

Soit u une fonction de plusieurs variables
(x1, 29, ..., xy) = w(T, 29, ..., ) tqz; ERG=1,....n.

Une équation aux dérivées partielles est une relation entre les va-
riables et les dérivées partielles de u. Cette équation est ainsi de la
forme

ou 0%u  9%u 8mu) — 0
’&’L’l""8x%78$1x2""70xﬁ — .

F(il?l,.TQ,. ey I, U
L’ordre d'une EDP est 'ordre le plus élevé de la dérivée partielle.
Une EDP est dite linéaire si elle est de la forme Lu = f(x1, 22, ..., 2,)
ou L est un opérateur linéaire, ¢’est a dire L(au+bv) = aLu+bLwv.

Si de plus f(x1,xs,...,2,) =0, on dit que 'équation est linéaire
homogene. Si non elle est non homogene.

Exemple 1 : L'équation (24)* — (2—5)3 = ( est du 1°" ordre non
linéaire.
Exemple 2 : L’équation
(2% 4+ y?) (% + 2‘3—5) =2 4+ y + u est du 1* ordre, linéaire non
homogene.

7



8 CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Certaines équations classiques de la physique sont des EDP linéaires
homogenes d’ordre 2. Citons parmi eux

Pu 200%u | 0*u | 0%uy _ S
1. S5 — (55 + o T 5z) =0, ot u = u(z,y, 2,1),

est ’équation d’onde.

0 Pu . Pu 0P \
2. a_? o k(axg + 03}3 + 8;26) — 07 ouu = u(x,y,z,t),

est I’équation de la chaleur.

2 2 2 .
3. (gxg + gyg + gzg) =0, ou u =u(z,y, z,t),

est I’équation de Laplace ou du potentiel.
Il existe d’autres exemples importants d’EDPs. Ainsi en finance,
le prix ¢ = ¢(t,s) d'un option d’achat (sous certaines conditions)
satisfait

0 2 20 0 _

5+ G5s 9z trsg. —re=0.

qui est une équation linéaire homogene d’ordre 2, dite ’équation
de Black-Scholes.

On appelle probleme aux limites, une EDP munie des conditions

sur le bord du domaine.

Considérons une équation aux dérivées partielles du second ordre
de la forme

22 22 22 z Oz
CL(.I’, y)% + Qb(.CU, y)@iay + C(CE, y)g_yQ — F([C, Y, =, g_xa g_y)

(1.1)

ou z = f(x,y) est la fonction inconnue et a, b, ¢ et F sont des
fonctions données dans un domaine D C R?. On cherche une so-
lution z de I’équation ci-dessus en supposant que la valeur de z
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sur une courbe v ainsi que celle de ses dérivées gz gzsont connues.

Autrement dit, (probleme de Cauchy) on cherche une solution z de
cette équation connaissant z et la dérivée normale = sur la courbe
v (c-a-d, le produit scalaire du gradient de z par 1e Vecteur normal
unitaire).

Définition 1.1 L’équation caractéristique d’une équation
a coefficients constants est une équation polynomiale dépendant
de la solution de l’équation différentielle, linéaire, homogene,
et a coefficients constants associée.

Définition 1.2 Une caractéristique pour l’équation ci-dessus
est une courbe dans D satisfaisant a [’équation différentielle :

2
o(3) +2(3)+e=o

L’équation (1.1) est dite du type :

(1.2)

i) Hyperbolique : dans D si en tout point de D, b*—ac > 0.
Dans ce cas, on peut résoudre [’équation (1.2) localement
ce qui montre que par tout point passent deux caractéristiques
réelles. On montre que les transformations

¢ — bevPruc P

Ty, n=—""1—"r+y.

ou a # 0, ramenent [’équation (1.1) a une équation du
type
0? dz 0
L (A== ]
3ey) og " On

et s’appelle forme canonique de type hyperbolique.

Exemple : L’équation des cordes vibrantes
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Ox? ot2
ot z(x, t) est le déplacement du point d’abscisse x a [’ins-
tant t. C’est une équation hyperbolique (a=1,b=0,c = —k*),
se généralise a trois dimensions a [’'équation des ondes
O*u  u  u  ,0%
t ot = K
ox?  Oy*> 022 ot?
i) Parabolique : dans D si en tout point de D, b* —ac = 0.
les deux caractéristiques sont confondues. Supposons que

a # 0 et posons

E=2oty n="2a+y.
L’équation (1.1) s’écrit

0? 0z 0
—Z:F 5777727—27—2 ’
0¢* o dn

et s’appelle forme canonique de type parabolique.

Exemple : L’équation de la chaleur :

ot~ Yo

ou t est le temps, z est la température d’un corps et o une
constante. C’est une équation parabolique (a=a?,b=c=0).

i41) Elliptique dans D si en tout point de D, b* — ac < 0.
Dans ce cas, les caractéristiques sont imaginaires. Si a #
0, la transformation

$=Luty, n=Lly

permet d’écrire [’équation (1.1) sous la forme

822+822_F ¢ 2% %
852 8772_ 7777 7857877 .
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et s’appelle forme canonique de type elliptique.

Exemple : L’équation des fonctions harmoniques (ou
équation de Laplace a deux variables)

0z 82

Ox? 8y
C’est une équation elliptique (a=c=1,b=0). En dimen-
sion trois, l’équation de Laplace (ou équation du poten-
tiel) s’écrit

= 0.

u  Pu  Ou
Ox? i Oy? i 022 -
Soit
N 2 N
> (o) ez, * 2y ele) =
(1.3)
[’équation du 2¢ ordre linéaire non homogene ot = (z1,...,T,) €

Q C RY les coefficients a;(z), 1 < ;5 < n sont réels, les
solutions u de cette équation appartiennent a C*(€2), la matrice
A(z) = (aij(x))1<ij<n est symétrique. Solent zy € §2 un point
arbitraire et \i(xg);...; Au(xo) les valeurs propres de la matrice
A(xg) (ces valeurs propres sont évidemment réelles). On note

n. = n(xy) le nombre de valeurs propres positives, n_ = n_(x)
le nombre de valeurs propres négatives, ny = ng(xg) le nombre de
valeurs propres nulleset n =n, +ng+n_ .

[’équation aux dérivées partielles (1.3) est elliptique (au point xg)
siny =mn oun_ = n. Elle est elliptique sur un ensemble £ C (2,
si elle 'est en tout point de E. Par exemple, I’équation de Pois-

2 2
SonAu—fouA—a 0

.-+ —— est elliptique dans RY.
o 2 o ptiq
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Hyperbolique (au point xy) si (ny =n—1letn_=1)ou (n, =1
et n_ =n —1). Elle est hyperbolique sur un ensemble E C €2, si
elle 'est en tout point de E. Parabolique (au point xq) si ng > 0.
Elle est parabolique sur un ensemble £/ C €2, si elle I'est en tout
point de E. Par exemple, I’équation de la chaleur

0%u 0%u ou

8_33%4_...4-&62_1 s = g(x)

n

est parabolique dans RY.
Notons brievement que dans le langage des formes quadratiques, on

82
eut reformuler 'opérateur L = a; opérateur), et
p p le @) 5, a0 (09 )
associons a L la forme quadratique a n variables & = (&1,...,&,) :
(0, €) = ZZ% 0)&; , @y € QL

=1 j=1

L’équation en question est dite :

- elliptique (au point xg) si la forme ¢ est définie positive ou
négative (au point x).

- parabolique (au point xg) si la forme ¢ est semi-définie positive
ou négative (au point xy).

- hyperbolique (au point xg) si la forme ¢ est indéfinie non dégénérée
(au point ).

Une équation n’est pas nécessairement du meéme type d'un point a
Fautre. Par exemple, I'équation de Tchaplyguin (n = 2),
0%u 0%u
— + Tz x
o2 (1) 5 o2 = g(z)
- est elliptique si T(z1) positive pour z1 > 0.
- est hyperbolique si T(x1) négative pour x; < 0.

- est parabolique si T(x1) nulle pour z; = 0.
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Remarque 1.1 Pour réduire [’équation aux dérivées partielles
(1.1) a sa forme canonique, on peut raisonner (de maniére
équivalente) comme suit :

(i) Si b — ac > 0, alors équation (1.1) est hyperbolique.
L’équation (1.2) posséde deux intégrales

QO(CU,:U) — Cl; Qp(xay) - CQ'
Ce sont deux familles de caractéristiques réelles. En po-
sant
§=pl(z,y), n="1y(z,y).
on rameéne [’équation (1.2) a sa forme canonique

0%z 0z 0z
= — — ).
afan (5777727 657 an)

(ii) Si b* — ac = 0, alors 'équation (1.1) est parabolique.
L’équation (1.2) posséde une intégrale

p(r,y)=C

Les deuz familles de caractéristiques se confondent. On
pose

§=p(x,y), n="1(y),
0¢dn  9¢dn
Oxr Oy Oyox

0.0n ramene ainsi l’équation (1.2) a sa forme canonique
0> 0z 0
—Z = o ganaza_za_z .
on? o dn
(iii) Sib*—ac < 0, alors I’équation (1.1) est elliptique. L’ équation
(1.2) posséde deuz intégrales
p(x,y) +i(z,y) = C1, gz, y) —ih(z,y) = Cy

En posant

ou 1 est une fonction arbitraire telle que :
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§=lx,y), n=1x,y),
on réduit I’équation (1.1) a sa forme canonique
0%z 0%z 0z 0z
= —,— .

Exemple : On considere I'équation aux dérivées partielles de fonc-

tion inconnue z(x; y), de classe C?

2 2
x48 z 0%z 0
ox?  0y?
a) L’équation des caractéristiques est
9y
4 2
z(=)"—1=0
Py 1=,
c-a~d,
0 1
oy 1
0z x?
d’ott
)
1+
Yy =4 ou ,(C', Cy sont des constantes).
|~ +Ca

b) On trouve

2(z,y) = %(9(%+y) +h( _%+y))
¢) On obtient
i) Si A >0,
Az, y) = <A€_\/Xy + Be\/xy) (Ce‘g - De@) ’

i) SiA =0, z(x,y) = (A+ By)(Cxz + D),
i) Si A <0, z(z,y) =

x (Acosx/ —A\y + Bsiny/ —Ay) (CCOSQ + Dsin@)
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ou A, B, C, D sont des constantes.

Parmi les équations de type elliptique on peut citer

1.1.1 Equation de Laplace
Soit 2 € RY un ouvert et considérons 1'équation

Au(x) = a—;;:O7xEQ.
i=1

Toute fonction de classe C? vérifiant sur 0 1'équation de Laplace
est dite harmonique. Siu € C(Q2) est harmonique, alors u € C*(£2)
mais u n’est pas nécessairement réguliere ou continue sur 0.

Proposition 1.1 Toutes les fonctions harmoniques dans R™/
{&} et dépendant de la seule différence |x — &| ont la forme

a
= [

alnjr —&+0 sin=2

+b sin>2,

ot a et b sont des constantes arbitraires.
Une fonction u(x — &) harmonique dans R"/{&} définie par la
formule :

1 .
— o Stn > 2,
—5-In|z —§| sin=2

(ot €, = #il) est le volume de la sphere unité de R", ici I’

désigne la fonction gamma d’Fuler), s’appelle solution fonda-
mentale de [’équation de Laplace.
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Fonction de Green : Soit Q@ C R" un ouvert borné de classe
Cl, et & € Q on désigne par ¢* la fonction correctrice c-a-d, la
solution du probleme

Ap® =0 dans €2,
o' =y —x) sur O
est donnée par G la fonction de Green de €2 ou

G(x,y) = oy —x) — ¢*(y) pour (z,y) €A X QL x#y. Ona
G(z,y) = Gy, z). [10]

Proposition 1.2 Soit Q C RY wun ouvert borné de classe C',
et u € C*(Q) est solution du probléme

—Au=f dans (),
U=y sur 0S).

avec f € L*(Q) et g € H%((?Q) C L*(09) sont des fonctions
données. Alors

/f (2, y)dy — /899(0)%2’0)0&7-

1.2 Espaces fonctionnelles

Dans cette section, on rappelle les principaux résultats utilisés
dans ce mémoire.
On considere € un ouvert de RY

Déﬁnition 1.3 Soitp € R avec 1 < p < o0 ; on pose

Lr)={r:Q =R ;f mesurable surQ et tel que || f]|r) < oo }.
On note

I£llor = | [ 151 |pdx]
Définition 1.4 On note par C§°(S)) ,l’espace vectoriel des fonc-

tions de classe C'™° définies sur () et a support compact dans

().
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Co () ={ feC™(Q),3K C Q compacte : f =0 sur CX }

Définition 1.5 Un espace de Banach (E, ||.||) est espace vec-
toriel normé, tel que toute suite de cauchy de E est convergente
pour la norme ||.||.

1.2.1 Espaces de Hilbert

Définition 1.6 Un espace préhilbertien (E, { ., .)) est alors
un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire ( . , . ).

Définition 1.7 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien
complet, c’est-a-dire un espace de Banach dont la norme ||.||
découle d’un produit scalaire ou hermaitien

(., .) parla formule

2] = /{2, ).
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Exemples :

1. L’espace euclidien R” muni du produit scalaire usuel.
2. L’espace hermitien C" muni du produit hermitien usuel.

3. L'espace L*([a, b], C) des fonctions de [a, b] & valeurs dans C
et de carré intégrable avec la convention que deux fonctions
égales p.p, muni de

(f,q) / f(x dx sont égales.

4. L’espace des suites £, constitué des suites (u, ),en de nombres
complexes telles que

o0
Z |un|* < +o0,
n=0

le produit hermitien de deux suites u et v étant par définition
la somme de la série

(0. @]
g Up U,
n=0

5. HY([a,b]) = {u € L*([a,b])/3g € L*([a,b]),Vp € C{)’O([a,b]),/ u'd

muni du produit scalaire

b b
(u, v) 1 = (u,v) 2 + (u’,v’) = / uvdx +/ u'v'dx
L2 a a

est un espace de Hilbert.

1.2.2 Espace de Sobolev

Définition 1.8 En analyse fonctionnelle, les espaces de Sobo-
lev sont des espaces fonctionnels particulierement adaptés a la
résolution des problemes d’équation aux dérivées partielles.
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Plus précisément, un espace de Sobolev est un espace vectoriel
de fonctions muni de la norme obtenue par la combinaison de
la norme LP de la fonction elle-méme et de ses dérivées jus-
qu’a un certain ordre. Les dérivées sont comprises dans un
sens faible, au sens des distributions afin de rendre [’espace
complet. Les espaces de Sobolev sont donc des espaces de Ba-
nach.

Soit 2 C RY un ouvert et soit p € R avec 1 < p < 00.
Définition 1.9 On définit I’espace de Sobolev W1P(Q) par

WhP(Q) =
Hgl, e ,gN € LP()) tels que

u € LP(S)
/ng'%VQO e C;°(Vi=1,...,N

(9:1:Z
On pose =Wh2(Q)|.

Pour v € WP(Q) , on note
Ou =g, et Vu = (ﬁ,...,ﬂ)—gmd U.

0x; 0xq 0x N
L’espace W1P(Q) muni de la norme
N
ou
lelbyror =l + 3 .

est un espace de Banach séparable et réflexif pour 1 < p < 0.

P )]%
wo/

ou parfois de la norme équivalente.

N
ullynoge = (lellgy + 3
1=1

pour 1 < p < o0.
On définit H}(Q) := W,(Q).

ou
8332'
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Comme C} (RV) est dense dans W (RY) on a W, ?(RY) = W#(RY) [5].

Théoreme 1.1 Soit u € W'?(Q), alors u € W,?(Q) si et
seulement si u=0 sur Of).

1.2.3 Quelques outils dans ’espace de Sobolev

INEGALITE DE POINCARE

Théoréme 1.2 Soit Q un ouvert borné de RN .1l existe une
constante C' telle que

ull o0y < ClIVUll -

p ol ou
avec HVUHLP(Q) = Z/Q B
i=1 !

Défination 1.10 un espace réqulier est un espace topologique

p
dx.

vérifiant les deux conditions suivantes :
1. L’espace est sépareé.

2. On peut séparer un point x et un fermé ne contenant pas
x par deux ouverts disjoints.

THEOREME DE SOBOLEV-RELLICH-KONDRACHOV

Théoreme 1.3 Soit () un ouvert borné régulier ,1 < p <
oo, N>1:
1.p< N WHEQ)cCL{(Q) NVqgell, NN—_’} [

2.p=N WPQ) CLiQ) Vqge|l,x [

$.p>N WQ) Q) O<a<l-=

Les injections 1,2 et 3 sont compactes. c-a-d toute partie
bornée de W1P(Q) est relativement compacte dans L4(Y) pour
les injections 1 et 2 et dans CE’Q(Q) pour l'injection 3.
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THEOREME DE TRACE

Théoreme 1.4 :
Soit Q un domaine borné de RY de classe C', alors il existe
une application

T W (Q) — L' 5(9Q)
linéaire continue et symétrique telle que :
1. T(W™(Q)) = L5(99).
2. Tu =y, pouru e CH(Q)NWP(Q).

3. dc >0, Yu € Ll_fl?(@Q), dg € WP(Q) un reléevement de u
tel que

Tg=u et |ful] g < Cllolhgroar

THEOREME DE DENSITE

Théoreme 1.5

Soit Q un ouvert régqulier de RY alors :

D" = Hy(©)

\ FORMULE DE GREEN DANS H'! \

Théoreme 1.6 Soit () un ouvert borné de frontiere 0S) de
classe C' par morceaux, alors si u,v € HY(Q) on a la for-
mule dintégration par parties appelée aussi premiere formule
de Green

ou ov

vdr = — [ u=—-dx +/ wopdo, Vi =1,...,N ou 1; la
anZ 0 8332 o0

ieme composante du vecteur normal

Conséquences : 1.1 On suppose que ) est un ouvert borné
on a :
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1. H}(Q) C L*(Q), est une injection compacte si <) est régulier
(Rellich-Kondrachov).

2. sip <322, alors HY(2) C LPT(Q) est une injection com-
pacte (Rellich-Kondrachov).

3. H}(Q) C L*(Q) C (HYQ)) = H1(Q), par injection conti-
nue et dense.

N
4. /QvAud:U = —/QVU.VUCZQH—/aQZZ; g;vmda, (deuzxiéeme

formule de Green).
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THEOREME DE DENSITE DANS W!?(SERRIN-MEYERES)

Théoreme 1.7 Soit Q un ouvert de RY ;1 < p < oo, u €
WP alors il existe une suite (Up)peny C C™(Q) N WP(Q),
telle que

9. O () n W) e — e ().

Théoreme 1.8 Soit F C RY, un fermé et f : F — R conti-
nue alors il existe f : RY — R, continue telle que f,F =f, et
on a

1. sup fi(x) = sup fi(x) = mgxfi(w)-
F

RN
2. %éljé filzx) = i%f filx) = mbin fi(z).

2] Soit E un espace de Banach.

Convergence faible

Définition 1.11 Soit E un espace de Banach ,considérons
(Up)nen une suite d’éléments de E ,on dit que la suite (Uy,)pen
converge faiblement vers une limite U si et seulement si

U,—~U <— <Un7€>(EE’) o <U €>(EE’) Vi e E.

1.2.4 Espaces de Holder

Définition 1.12 Supposons €2 un ouvert de RY et 0 < a < 1.

- Une fonction u : Q — RY est dite continue Holdérienne
d’exposant o s1
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”LL(:L‘) o U(y)‘ < C‘ZE T y’a; T,y € £).
- Une fonction u : () — R est bornée et continue,on écrit

]|y = sup [u(z)].
xef)

- On note une semi norme d’ordre o de la fonction u : () —
R par

[U]coa) = sup {
x,yEQx?gy

- de plus La norme d’ordre o est donnée par

lulloveg) = Ilulleq, + o)

- Définition 1.13 L’espace de Holder C**(Q)
est constituée des fonctions C*(Q) pour lesquelles la norme

[ullera@ = D 1D ullow) + Y [D Ulena est fini.

la|<k la|=k

Donc lespace C**(Q) est constitué de fonctions k-fois
continument différentiables et leures dérivées partielles
sont continues Holderiennes d’exposant c.

7

1.2.5 Points critiques et optimisation convexe

Définition 1.14 On dit que la fonction J est Gateaux différentiable
en u, dans la direction ¢ dans E un espace de Banach s’il
existe l € E'

lim %(J(U—FQQO) — J(u)) =(l,p), V0 >0.

0—07F

Avec DJ(u) =1.
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Définition 1.15 Soient E un espace de Banach, w C E un
ouvert et, J : w — R si u € w, on dit que J est différentiable
en u au sens de Fréchet, s’il existe l € E’ tel que

Vo ew,J(v) — J(u)— {l,v—u) =0(v—u).

Si J est différentiable, I est unique et on la note par : DJ(u) =
l.

Proposition 1.3 lien entre gateau diff et frechet diff.

Définition 1.16 On dit que f est semi-continue inférieurement
en Ty St :

- Pour tout € > 0, 1l existe un voisinage U de x( tel que
Vaelflx)= flz)—e.
St on est dans un espace métrique, la propriété suivante suffit :

- liminf f(x) > f(xy), ou liminf désigne la limite inférieure
T—X(

d’une fonction en un point.

Proposition 1.4 La fonction f est dite semi-continue inférieurement
sur X sil’une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

1) f est semi-continue inférieurement en tout point de X.

2) Pour tout réel o, l'ensemble {x € X | f(x) < a} est fermé.

3) L’épigraphe {(z,a) € X x R | f(z) < a} est fermé.

Définition 1.17 J est dite semi continue inférieurement (resp.
faiblement) sur E si et seulement si

U, — u = J(u) <liminf J(u,).

fort n—00
(respuy, = u => J(u) < liminf J(uy,)).
n—oo
Soit V' un espace de Hilbert sur R, K un convexe non vide de V.

Définition 1.18 On dit que la fonction J est convexe de k
dans R st
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JOu+ (1—=0)v) <O0J(u)+(1—-0)J(v), Vu,vek 0<60<1.

On dira que J est strictement conveze si ['inégalité précédente
est stricte avec 0 < 6 < 1.

Définition 1.19 On dit qu’une fonctiond : V — R, est semt
continue inférieurement, en u St

(Ve > 0)(IV(w)), tel que J(v) > J(u) — &,
Vo € V(u) <= J(u) <liminfJ(v) =sup inf J(v).

Chgl V(u) veV(u)

Proposition 1.5 K un convere non vide de V., J : V — R
est une fonctionnelle sur V', convexe et Gateaux dérivable sur
K, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. J est conveze.
2N u,v ek Jw)— Ju) > (J(u),v—u).
3. J' est monotone c-a-d Nu,v € k (J'(v)—J'(u),v—u) > 0.

Soit. B/ un espace de Banach

Définition 1.20 On dit qu’une fonctionnelle J : E — R est
coercive Si

lim J(u) = +o0.

[lul| =00

Exemple 1.1 1. J(u) = ||ull.
2. J(u) = u?, avec E =R.

Définition 1.21 Soient E un espace de Banach, w C E un
ouvert et,

J:E—R,JeCHw,R), u € w, est point critique de J si :
J'(u)=0



1.2. ESPACES FONCTIONNELLES 27

Théoreme 1.9 Soient, K un sous ensemble convexe non vide
de E, J fonctionnelle sur E, convexe et Gateauxr dérivable
sur K et w € E, alors les deur assertions suivantes sont
équivalentes :

i) u est tel que : J(u) = inf J(v).
veK

i) u e K, et Vv e K, VJ(u).(v—u) > 0.

Théoreme 1.10 Sous les hypothéses du théoreme [1.9, et si
de plus pour tout u,v € k, A — J'(u+ Av — u)), et conti-
nue sur [0,1], alors propriétés i) et ii) du théoreme (1.9 sont

équivalentes a
J' est monotone c-a-d : Yu,v € k (J'(v) — J'(u),v —u) > 0.

Théoreme 1.11 Soient E un espace de Banach réflexif J :
E — R, conveze, est s.c.i(faiblement), et K un sous ensemble

fermé de E (non vide) et J est propre (c-a-d 3 v tel que J(v) <

00 ), alors il existe au moins un u tel que J(u) = inff{ J(v) dans
ve

le cas ou J est coercive ou bien K est borné.

St de plus, J est strictement convexe alors u est unique.

Théoreme 1.12 Soit E un espace de Banach réflexif et J :
E — R, coercive, faiblement s.c.i et, J est non identiquement
égale a oo. Alors J admet un minimum dans E.

Contraintes

Définition 1.22 E un espace de Banach, F € C*(E,R), F
définie un ensemble de contraintes par :

S={veEFlv)=0}et F'(v)£0,VveS

J une fonctionnelle telle que J € CY(E,R), ou C! dans S. C est
une valeur critique de J sur S si Ju € S et A € R tel que

J(u) =Cet J'(u) = AF'(u).
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u est alors dit point critique de J sur S et A est dit multiplicateur
de Lagrange pour la valeur critique C.

Remarque :

J'(u) = AF'(u) est 'équation d’Euler-Lagrange satisfaite au point
u sur la contrainte .S.

Propriété 1.1 Si Juy € S est tel que J(ug) = ing J(v), alors
Ve
A\ € R tel que J'(ug) = NF'(uyp).

Proposition 1.6 Soient E un espace de Banach réflexif et
F:E — R de classe C1,

S ={veEF(v)=0}, tel que Vo € S F'(v) # 0, F est
faiblement sequentiellement continue, J est fatblement s.c.i de
S dans R et si J est infinie a ['infint alors, J atteint son mi-
nimum sur S.



Chapitre 2

Meéthodes variationnelles

2.1 Introduction sur ’approche variationnelle

L’approximation par éléments finis de certaines équations aux
dérivées partielles pose naturellement plusieurs questions. La premiere
est celle de l'existence de solution a I’équation que 'on souhaite
résoudre. En effet, sil’équation n’a pas de solution, que calcule-t-on
numériquement 7 Néanmoins, meme si le probleme que 1'on étudie
possede une solution, ce n’est pas suffisant. Il faut également que
cette solution varie contintiment (dans un sens a préciser) en fonc-
tion des données. En effet, en pratique, les données du probleme
ne sont connues qu’approximativement et on ne souhaite pas que
la solution que l'on calcule numériquement soit trop éloignée de la
solution exacte. Enfin, on souhaiterait pouvoir quantifier I'erreur
commise par la méthode en fonction des éléments a notre dispo-
sition (typiquement le maillage, le second membre de ’équation,
la donnée au bord, etc). Dans ce chapitre nous nous intéressons
a ’analyse mathématique des équations aux dérivées partielles de
type elliptique qui correspondent a des modeles physiques station-
naires, c'est-a-dire indépendants du temps. Nous allons montrer
que les problemes aux limites sont bien posés pour ces EDP el-
liptiques, c’est-a-dire qu’elles admettent une solution, unique, et
dépendant contintiment des données. L’approche que nous allons
suivre est appelée approche variationnelle.

29
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L’approche variationnelle

Le principe de l'approche variationnelle pour la résolution des
équations aux dérivées partielles est de remplacer 1'équation par
une formulation équivalente, dite variationnelle, obtenue en intégrant
I'équation multipliée par une fonction quelconque, dite test. Comme
il est nécessaire de procéder a des intégrations par parties dans
I’établissement de la formulation variationnelle, nous commencons
par donner quelques résultats essentiels a ce sujet.

ol

Interprétation physique On cherche, parmi un ensemble
d’états possibles, celui qui correspond a la plus petite énergie. Par
exemple si 'on considere 'équilibre d'une membrane élastique, on
recherche la position en laquelle la membrane subira le moins d’ef-
forts, de tensions internes.

2.2 Solutions faibles pour le probleme de Dirichlet

On s'intéresse a 'EDP (équation de Laplace) suivante

—Au = f dans (),
(E)
u=20 sur 0f).

Définition 2.1 Une fonction u est dite solution faible de (F)
siu € HY Q) et si —Au = [ au sens de distribution. C-d-d si
u € H}(Q), Yv € HI (D),

—/vAudx:/fvda:.
Q Q

Remarque 2.1 Une solution classique (on parle aussi de so-
lution forte) de (E) est une solution u € C*Q) N C(Q), ce
qui implique que le second membre f doit appartenir a C(S2).
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Cette formulation classique pose malheureusement un certain
nombre de problemes pour démontrer [’existence d’une solu-
tion. C’est pourquoi nous remplacerons la formulation clas-
sique de (E) par une formulation, dite variationnelle.

2.2.1 Formulation variationnelle

Pour simplifier la présentation, nous supposons que l'ouvert €2
est borné et régulier, et que le second membre f de (E) est continu
sur €. Le résultat principal de cette sous-section est la proposition
suilvante.

Proposition 2.1 Soit v une fonction de C*(2) Soit X I’espace
défini par

X ={¢ €CYQ) tel que ¢ =0 sur O0}.

Alors u est une solution du probléme aux limites (E) si et
seulement si u appartient a X et vérifie [’égalité

/Vu(a:).Vv(a:)d:L‘ = / f(z)v(x)dx pour toute fonction
Q Q
ve X.

(2.1)

L’égalité (2.1) est appelée la formulation variationnelle du probléme
aux limites (E).

Remarque 2.2 Un intéréet immédiat de la formulation varia-
tionnelle (2.1) est qu’elle a un sens si la solution u est seule-
ment une fonction de C1(Q), contrairement a la formulation
“classique” (E) qui requiert que u appartienne a C3(€)). On
pressent donc déja qu’il est plus simple de résoudre (2.1) que
(E) puisqu’on est moins exigeant sur la régularité de la solu-
tion.
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Dans la formulation variationnelle (2.5), la fonction v est ap-
pelée fonction test. La formulation variationnelle est aussi par-
fois appelée formulation faible du probleme aux limites (E). En
mécanique, la formulation variationnelle est connue sous le
nom de “principe des travaux virtuels”. En physique, on parle
ausst d’équation de bilan ou de formule de réciprocité.
Lorsqu’on prend v = w dans (2.1), on obtient ce qu’il est
convenu d’appeler une éqgalité d’énergie, qui exprime généralement
’égalité entre une énergie stockée dans le domaine §2 (le terme
de gauche de (2.1)) et une énergie potentielle associée a f (le
terme de droite de (2.1)).

Formulation variationnelle du probleme (F)
Soit u une solution faible de (E) et ¢ € D(2) ,alors on a

(—Au, ¢) = (/, 90>(H*1,H6)7
N
0u
< — @780> = (/, 80>(H—1,H3),
i=1 1

0*u
< ek 90> = ([, 90>(H*1,H6)7

0 6
Z/ @;I; @xzdx = (f, ) - Ll (Intégration par partie),

™=

| VuTeds = (i

Soit v € H(Q) et (p,), une suite de D(Q) convergent vers v
(D(Q2) = HE(Q)). En passant a la limite dans 1'égalité ci-dessus,
on obtient

u € Hy($),

E
(£1) Vo € H&(Q)/Vu.Vvdx: (f U>(H—1,H3)'
Q
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On passe ainsi de 'EDP (F) a ce probléeme. Le point intéressant
est qu’on a I’équivalence entre les deux problémes.

Lemme 2.1 Soit Q) un domaine borné de classe Ct et f €
H=Y(Q) Une fonction u est solution faible de (E) si, et seule-
ment si, elle vérifie (Fy).
Remarque 2.3 Une formulation variationnelle est la donnée
- D’une forme bilinéaire continue a(.,.) sur V-x V.
- D’une forme linéaire continue ((.) sur V.

et consiste a rechercher une solution faible du probleme

(E2) {3 = B
v e Va(u,v) = £(v).

Exemple
La formulation (FEj) est appelée formulation variationnelle du probleme
de Dirichlet pour le Laplacien (F). Elle rentre bien dans le cadre

de la définition (2.1), ot l'on a : V = H}, a(u,v) = / Vu.Vudr
Q
et L(v) = <f>v>(H*1,H6)' On vérifie

que a est continue en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

lau, v)| < [[Vullp2l[Voll 2 < ullg][v]] g

Le fait que f € H~(Q) alors la forme linéaire £ est continue.

2.3 Théoreme de Lax-Milgram

Note historique sur le théoreme de Lax-Milgram
Le théoreme de Lax-Milgram c’est une extension du théoreme de
représentation de Riesz, dans lequel on remplace le produit sca-
laire par la forme bilinéaire a(., .). Il suffit de remarquer que dans
le cas ou la forme bilinéaire a est symétrique, le théoreme de Lax-
Milgram 1954 se réduit au théoreme de représentation de Riesz
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1907,

Le point fort de cette approche repose sur la possibilité d’utiliser
le théoreme suivant.

Théoréme 2.1 (Lax-Milgram) On se donne une formula-

tion variationnelle selon la définition (2.1). On suppose que la
forme bilinéaire a est coercive, c’est a dire

Ja >0 :Yu eV, a(u,u) > al|ull?.

Alors le probleme (Es) admet une unique solution u.

De plus, si a est symétrique i.e ¥V u,v € V a(u,v) = a(v,u),

alors u est 'unique minimiseur de J(u) = mi‘l;l J(v).[11]
Ve

Pour démontrer ce théoreme on utilise le théoreme suivant.

Théoreme 2.2 (de Riesz) Soient H un espace de Hilbert
(réel ou complexe) muni de son produit scalaire noté (.,.), f €
H'une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique
y dans H tel que pour tout x de H on ait f(z) = (x,y).

dlye H VeeH, f(x)=(y,x).

(11}

Preuve Pour tout w € V| lapplication v +— a(w,v) et une
forme linéaire continue sur V', par conséquent, le théoreme de
représentation de Riesz entraine qu'’il existe un élément de V', noté
A(w), tel que

a(w,v) = (A(w); v) pour tout v € V.

Par ailleurs, la bilinéarité de a(w, v) implique évidemment la linéarité
de l'application w +— A(w) De plus, en prenant v = A(w), la
continuité de a(w, v) montre que

[|A(w)|]? = a(w, A(w)) < M||w||.||A(w)]|, avec M = cst >0 .
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c’est-a~dire que ||A(w)|| < M||w]|| et donc w — A(w) est conti-
nue. Une autre application du Théoreme de représentation de Riesz
implique qu’il existe un élément de V', noté f, tel que

[ fllv = [[€][yr avec £(v) = (f,v) Vv E V.

Finalement, le probleme variationnel (E7) est équivalent a trou-
ver u € V telle que A(u) = f.

Pour démontrer le théoreme il nous faut donc montrer que 'opérateur
A est bijectif de V' dans V' (ce qui implique I'existence et 'unicité
de u) et que son inverse est continu (ce qui prouve la dépendance
continue de u par rapport a £).
La coercivité de a(w, v) montre que

vlfw[]* = a(w, w) = (A(w), w) < [Jw||.[[A(w)]]
ce qui donne
vl|w|| < ||A(w)]| pour tout w € V.

c’est-a-dire que A est injectif. Pour montrer que A est surjectif,
c’est-a-dire que Im(A) = V (ce qui n’est pas évident si V' est
de dimension infinie), il suffit de montrer que Im(A) est fermé
dans V' et que Im(A)* = {0}. En effet, dans ce cas on voit que
V = {0}t = (Im(A)Y)*T = Im(A) = Im(A) ce qui prouve bien
que A est surjectif. Soit A(w,,) une suite dans Im(A) qui converge

vers b dans V. On a
vl|w, — wyl|| < [[A(w,) — A(wy)]].

qui tend vers zéro quand n et p tendent vers I'infini. Donc (wy,)pen
est une suite de Cauchy dans l'espace de Hilbert V', c’est-a-dire
qu’elle converge vers une limite w € V. Alors, par continuité de
A on en déduit que A(w,) converge vers A(w) = b, c’est-a-dire
que b € Im(A) et Im(A) est donc fermé. D’autre part, soit v €
Im(A)*, la coercivité de a(w,v) implique que

UHUHZ < CL(?),U) - <A(U)?U> =0,
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c’est-a-dire que v = 0 et Im(A)+ = {0}, ce qui prouve que A est
bijectif. Soit A™! son inverse. L’inégalité avec w = A~1(v) prouve
que A~! est continue, donc la solution u dépend contintiment de f.

Si u est solution de la formulation variationnelle (2.1), on développe
(grace a la symétrie de a)

J(u+v) = J(u)+ sa(v;v) + a(u,v) — L(v) = J(u) +
J(u).

la(v,v) >

Comme u + v est quelconque dans V', v minimise bien I'énergie .J
dans V. Réciproquement, soit u € V' tel que
J(u) = min J(v).

veV

Pour v € V' on définit une fonction j(t) = J(u + tv) de R dans R
(il s’agit d'un polynome du deuxieme degré en t). Comme ¢ = 0 est
un minimum de 7, on en déduit que j'(0) = 0 qui est exactement
la formulation variationnelle (2.1).[1]

Remarque 2.4 Dans le théoreme de Laz-Milgram, on obtient
en plus une estimation a priori sur la solution. En effet, dans

Yo eV, a(u,v) = L(v).

il suffit de prendre u = v et on obtient a(u,u) = £(u) Ainsi, en
utilisant la coercivité de la forme bilinéaire a,

||€||V’

«

allullfy < a(u, u) = L(u) < |||y llully = [Jully <

Théoréme 2.3 Soit f € H 1(Q), ot Q est un ouvert borné
de classe C* Alors (E) admet une unique solution faible u. De
plus, il existe une constante ¢, ne dépendant que de (), telle
que

lullgr < el f |1

[11]



2.4. REMARQUE 37

Preuve D’apres le lemme (2.1]) (et les propriétés de la continuité

de a et de f), il suffit de vérifier la coercivité de la forme bilinéaire
a. La coercivité de a se vérifie grace a 'inégalité de Poincaré

a(u,u) = / Vu.Vudz = ||Vul|72 > Collu| 3.
0

2.4 Remarque

Cas ou la méthode variationnelle ne fonctionne pas

1.
—Au+u=0 dans (),
(P){

u=gq sur 0.

avec g € C(092), C(092) ¢ H%((?Q) donc g n'admet pas un
relevement dans H'(Q) c-a-d A g € HY(Q) tel que v(g) = ¢.
Donc ici 'approche variationnelle ne marche pas.

(P*) {—Au = f(x,u, Vu) dans €,

Ulpg = 9-
comme [ dépend du gradient on ne peut pas appliquer di-
rectement des méthodes variationnelles pour trouver des so-
lutions.

Quelques inconvénients de la méthode variationnelle
et comment y remédier! La méthode variationnelle permet
d’établir tres facilement 'existence d’une solution faible. Elle n’est
pas toujours applicable, mais elle peut étre complétée.

Exemple 2.1 a) Méthode de dualité(ou de transposition).
Soit f € LYQ) ou méme f mesure (de Radon) sur ) C
RY un ouvert borné régulier, et cherchons a résoudre le
probleme

) —Au+u=f dans ),
u=>0 sur 0f).
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Deés que N > 1 la forme linéaire p +— /fgp n’est pas
Q

définie pour

0 € HNQ) et par conséquent la méthode variationnelle
est inopérante. Par contre, on peut utiliser la technique
sutvante :

On désigne par T : L*(2) — L*(Q) lopérateur f — u (ot
u est la solution de (1) qui existe pour f € L*(Q)). On sait
que T est auto-adjoint. D’autre part T : LP(Q2) — W?P(Q)
pour 2 < p < oo et grace aux théoremes de Sobolev et
Morrey, T : LP(Q) — C(Q) si p > 5. Par dualité on en
déduit que

T*: M) =C(Q) — LF(Q) sip>Z.

Or comme T est autoadjoint dans L?, T* est un prolon-
gement de T, donc on peut considérer uw = T*f comme
une solution généralisée de (1) .En fait, si f € LY(Q),
alors u =T*f € LY(Q) pour tout q < %, u est l'unique
solution (tres) faible de (1) au sens suivant

—/uA<,0+/u90:/f90V<,0€C2(§),gszsur@Q.
0 0 0

b) Méthode de densité (voir l’exemple 1. le probleme (P)).

Il est donc exclu de chercher une solution de (P) dans
H'(Q) la méthode variationnelle est inopérante.
Néanmoins on a le

Théoréme 2.4 Il existe u € C(Q) NC>®(Q) unique solu-
tion de (P).

Preuve On donne que les grandes lignes de la preuve

i) Considérons une suite (uy), dans C*(S)), wu, solution
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classique du probleme

—Au, +u, =0 dans €2,
(Pn)
Up = Gp sur Of).

et montrons que (uy,), est une suite de Cauchy dans
c@) .

i) Utiliser le théoréme de Tietze-Urysohn. (il faut mon-
trer qu’il existe g, : RY — R tel que Inlyy = Gn)

ii1) L’'unicité découle de principe du maximum (voir cha-
pitre 4).

(151, 61)
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Chapitre 3

Les EDPs elliptiques linéaires

3.1 Formulation faible

Soit € un ouvert borné de RY (N > 1) de frontiere 9 = Q\ Q.
Soient a; ; € L™>(2), pour 7,5 = 1,..., N. On suppose que les
fonctions a; ; vérifient I'hypothese d’ellipticité uniforme, c-a-d

N
Ja > 0;VE = (&,....&n) €RN)Y ;565 > afé]” p.p dans Q.

1=1
ot |¢] = \f&2 4+ €
(3.1)
On cherche une solution au probleme

B Z Z Oi(a; j(x)0ju)(z) = f(x) dans

i=1 j=1

u(z) = g(x) sur 052

(E) <

\

On f € L*(Q) et g: 00 — R.

Exemple 3.1 S5i on prend a; ; = 5‘27 c-a-d

5i_ 1 sii=j,
' 0 siij.

41
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alors le probleme (E) devient

() —Au=f dans ),
u=yg sur 0S).

Définition 3.1 (Solution classique) On suppose que a;; €
CY(Q) pour touti,j=1,...,N, et que f € C(Q) et g € C(ON).
On appelle alors une solution classique de (E) une fonction
u € C*(Q) vérifiant (E).

On rappelle que pour tout k € N U {+oo}, (C*(Q) désigne
I’ensemble des restrictions a €2 des fonctions appartenant a
CHRY) ).

Il n’existe pas forcément de solution classique a (E). Mais il
existe des solutions en un sens plus faible que l'on va définir
ci-apres. Pour comprendre leur nature, considérons d’abord le
cas g = 0, avec a;; € CH(Q) et f € C(Q), et supposons qu’il
eziste une solution classique u € C*(Q0). Par définition celle-ci
vérifie

N N
=Y Olaij(x)du)(x) = f(z) Yo € Q.
=1 j=1

Notion de solutions faibles
On dit que u est une solution faible de (£) si pour tout ¢ € C°(12)
on a la formulation suivante

-, (ZZ@ o @0p0)0) ) etads = [ flopota)is
Vo € C*(9).

D’apres la deuxieme formule d’intégration par parties de Green on
a
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[ (S L estmntan)aers = | s

Vo € CX(1).
(3.2)
Comme u € C3(Q), on a du € CHQ) C C(Q) C L*Q), et
Dju = 0;u p.p. De plus u € C(Q) C L*() et donc u € H()
Enfin, comme u = 0 sur 99, on a finalement u € HJ ().

Soit v € Hi (), par densité de C(€) dans Hi(€2), il existe une

suite (@n)nen € CX(Q) telle que ¢, — v dans HY(Q), c-a-d

L2
©On L) v et O;pop L> D;v pour i = 1,..., N. En écrivant

(3.1) avec ¢ = ,,, on obtient.

/<ZZ&H Vi) ()i (2 )da:—/f ) (

=1 j=1

Par passage a la limite, on obtient

L(ii a; ;(z Div(x )daj—/f
Yo € Hy ().
(3.3)

C’est la formulation faible du probleme (F).
Donc on peut dire que u € Hy(€) est une solution faible si elle
vérifie la formulation variationnelle pour tout v € Ha(1).
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Remarque 3.1 (Cas symétrique) Dans le cas ot a; ; = a;;
p.p pour i # j, u est solution de (3.2) si et seulement si u
est solution du probleme suivant, qu’on appelle formulation
variationnelle

ue HHQ), Ju) < J(v), Vve H Q).
(3.4)
Ou la fonctionnelle J est définie par
/(ZZ@U ﬂ))dflj—/f
1=1 j5=1

La démonstration de 'existence et de 'unicité des solutions des
problemes (3.2) et (3.3) utilise le Lemme de Lax-Milgram qu’on a
vu dans le chapitre 2.

Lemme 3.1 (Inégalité de Poincaré) Soit () un ouvert borné
de RN, N > 1 (ou qui est au moins borné dans une direction),
alors il existe Cq ne dépendant que de ) tel que

ull 200y < Cal|Vul| 2y ;Vu € Hy(Q).
(3.5)

N.B. On désigne toujours par |.| la norme euclidienne dans
RY. On a donc

N
Va2 = / V() Pds = 3 / Diu(z)2dx
Q —'Jo

(3.6)
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Proof Par hypothese sur Q, il existe a > 0 tel que Q C] —
a[ xRN~ Soit u € C°(Q2) on prolonge u par 0, on a donc

u € CP(RY), u =0 sur Q.

Soit x = (x1,...,xn5)" = (z1,y9)" € Q avec x1 €] — a,af et y =
(z9,...,7y) € RY7L On a

u(xy,y / Oru(t,y)d

et donc, par I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

lu(z1, )| (/ O1u(t, y)|dt)2 < 2a(0ult,y))*dt.

En intégrant entre -a et a, on obtient

/ u(xy, y)|*dr §4a2/ (Oru(t, y)) dt.

a

et donc, en intégrant par rapport a y, on trouve

/ lu(z)|*dx < 4a? /(81u(:1:))2da:‘ Yu € CX(1).
Q Q

(3.7)
On procede ensuite par densité; pour u € H(Q), il existe une
suite : )
HY (@ L0
(U )nen C C°(2) telle que uy, 4 u. On a donc u, 2O,

L3(Q
et Oju, L> Dju. On écrit alors (3.6) pour u,, et en passant a la

limite lorsque n — +00, on obtient

N
[ul[3200) < 40°[| Drul |32y < 4a” Y ||Dsulfq) =
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Théoreme 3.1 (Existence et unicité de la solution faible
(3.2)) Soit Q un ouvert borné de RY, f € L*(Q) soient (a;; )i j=1...
L>®(Q2) et a > 0 tels que (3.1) soit vérifiée. Alors il existe une
unique solution de (3.2).[11)

Preuve Pour appliquer le théoreme de Lax-Milgram on écrit le
probleme (3.2) sous la forme

u € H, a(u,v) =T (v) pour tout v € H.

avec H = H}(Q) (qui est bien un espace de Hilbert, muni de la
s . 1
norme définie par |[ul| 1) = (Hu||i2(9) + HVUH%Q(Q))?  telle que

/ (Zzaw Djv(x)) dz et

1=1 j=1

7(0) = [ flajola)ds

On remarque tout d’abord que la forme linéaire T est bien continue.
En effet, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

T()] < (ol 2@l 1]z < Hollayollfllz@)
Puisque a, est bilinéaire, et elle vérifie

N
Ja(u, o) < Y il <@l Diul] o)1 Djol 20) <

ij=1
Cllull oyl loll 1)

avec C' = Z @i ;|| 2o (- Elle est donc continue.
1,5=1
Voyons si a est coercive, il faut montrer qu’il existe 8 € R tel que

|a(u, w)| > B|u|[31,q), pour tout u € Hj() .

Par hypothese sur a, on a
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ol /(ZZ% () Dyl >)de

1=1 j=1

a/Q (i \Diu(az)]z)daz

1=1

On applique alors 'inégalité de Poincaré (3.5)
N
||U’H§—]1(Q) = HUH%Q(Q) + Z HDZ'UH%Q(Q) <
i=1

N
(CE+1) Y |IDsull72

i=1
d’ou on obtient que

ZHDUHL2 02_|_1HUHH1

et donc

«
afu, u >&ZHDUHL2 2 L]

1=1
ce qui démontre la coercivité de a. Par le théoreme de Lax-Milgram,
on a donc bien existence et unicité de la solution du probleme (3.2).

Remarque 3.2 L’ inégalité de Poincaré est encore vrai avec
1 <p <400 au liew de p =2 .5i Q est un ouvert borné de RY
N > 1, 1l eziste Cpq ne dépendant que de p et () tel que

[ull o) < Cal|Vull o), Yu € Wy(Q).

Ceci permet de définir une norme sur WO’ (2) équivalente a la
norme WHP(Q), (Pour p = 2, cette équivalence de norme est
en faite démontrée dans la démonstration du théoreme |3.1]).

Définition 3.2 Soit Q un ouvert borné de RY (N > 1) avec
1 < p < +o0. Pour u € WyP(Q), on pose



48 CHAPITRE 3. LES EDPS ELLIPTIQUES LINEAIRES

1
p
lullygr, = ( [ 19utoyPac)”

Selon la remarque |3.2, c’est donc, sur Wol’p(Q) une norme

équivalente & la norme de W'?(Q). Pourp = 2, l'espace W, ()

est aussi noté H} () et la norme H.HWLQ(Q)
0

est la norme H.HH&(Q).

Par le théoreme de Lax-Milgram, on démontre de maniere similaire
Iexistence et I'unicité dans le cas ou le second membre de (3.2)
est donné par un élément de H~1(Q) (dual de H} () ,cest-a-dire
ensemble des formes linéaires continues sur H} () ).

Théoréme 3.2 (Existence et unicité, T € H') Soit Q)

.....

tels que (3.1) soit vérifiée. Soit T € H(Q) il existe alors une
unique solution u de

u € Hy(9),
N N
/Q <Z Zai,j(QS)Dju(x)Dw(:U))dx =T(v), Vv e Hi(Q).

i=1 j=1
(3.8)
[11]
Remarque 3.3 Soit un ouvert borné de RY et f € LYQ). Il
est intéressant de savoir si l'application ¢ — | @(x)f(x)dx
0

(définie par, pour ¢ € C°(S))) se prolonge en un élément de
H=YQ) (et dans ce cas, le prolongement sera unique par den-
sité de C°(Q) dans H}(QY). En dimension N = 1, I’hypothése
f € LY Q) est suffisante. En dimension N > 3, I’hypothése
fe LU, avec ¢ = 25 est suffisante. En dimension N = 2,

N+2
Uhypothese f € L1(S)), avec q > 1 est suffisante.[11)]
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3.2 Résultats de régularité elliptique

Régularité H?

Les équations elliptiques linéaires du second ordre possedent une
propriété tres importante, la solution gagne deux dérivées par rap-
port au second membre de I'équation. C’est ce qu’on appelle la
régularité elliptique. 11 s’agit d’'une théorie tres technique, et nous
renvoyons a [8] pour les démonstrations, mais les résultats sont es-
sentiels pour les applications. On peut néanmoins comprendre d’ou
vient la régularité elliptique a ’'aide de deux exemples simples.

Bref apercu sur la transformation de Fourier

Rappelons d’abord quelques notions de la transformation de Fou-
rier.

a) Distribution tempérée
Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur
'espace de Schwartz S. L’espace S’ des distributions tempérées
est donc le dual topologique de S. Par densité de D dans S, il
s'identifie & un sous-espace vectoriel de I'espace D' de toutes
les distributions, le sous-espace (propre) des distributions qui
s'étendent continiiment a S.

Par exemple, les fonctions continues bornées, comme la fonc-
tion constante, définissent des distributions tempérées, ainsi
que toutes les distributions a support compact, comme la dis-
tribution de Dirac.

b) Transformation de Fourier dans S'(R%)
Soit f une fonction de S(RY), la transformée de Fourier F(f)
définit une distribution réguliere Trs). Or, F(f) est elle-
meéme dans S(RY), donc dans LP(RY), 1 < p < oco. La
distribution qu’elle définit, T7(y), est alors tempérée et pour
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toute fonction ¢ de S(RY), on a
{Tr), ) =

F(f)@)o()ds = [ ( [ Fwe QZ”y>dy> (o)do.

RN RN

Exemplel

On utilise la transformation de Fourier. Soit u € HY(RY) telle
que Au € L*(RY). Alors on va montrer que u € H?*(RY).
En effet si u € HYRY) alors u € S'(RY), Despace des

distributions tempérées (voir [4]) sur lequel la transforma-
tion de Fourier est un isomorphisme et ou l'on a la formule
F(0;u) = i&;u. Par conséquent,

F(Au)(§) = —£;50 = — ¢ € L*(RY).

De méme, F(0;;u)(€) = —¢&;&u(€), donc

F@u) () = ela@P< O )
Ha€))? € LNRY).

On en déduit que F(9u) € L*(RY) c-a-d 9 u € L*(RY)
puisque la transformation de Fourier est aussi un isomor-

phisme sur cet espace. Comme la transformation de Fourier
est en outre une isométrie sur L*(RY) (modulo un facteur
N . N
(27m)7%) on voit que ||0;jul| 2 gy < [|Aul| 2y, d'olt Tes-
timation (il y a N? dérivées secondes).
1
[l oy < (3 gy + N AUl gr)2.
Exemple2
On utilise ce que 'on appelle la méthode des translations de
Nirenberg. Considérons le probleme, trouver

—Au+u = f,
u € HYRY).
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telle que avec f € H~YRY). C’est un probleme trivialement
variationnel

Vo e HY(RY), [on(Vu.Vo 4 wv)de = (f,v), avec
||uHH1(RN) < HfHH—l(RN)-
Supposons maintenant que f € L?(IRY). Alors on va montrer
que
u € H*(RY). En effet, choisissons un indice i et pour tout
h # 0 définissons les translatés

up(x) = u(x + he;) et fr(z) = f(x + he;).
Manifestement on a, —Auy, + uy, = fi,, Vo € HYRY).
up — U Up — U - Jn—1f
/RN (V( ; ).V?H— ; v)daz— < ; ,v> et

I’estimation
< 127 1

uh u
H HHl (RV) RN)

Or comme f € L*RY), on a -1 —> O; f dans H1(RY).

h

En effet, pour tout fonction test ¢ € D(RY) , on a <fhh ) =
(f,=2==) Or il est facile de voir a l'aide du théoreme des ac-

croissements finis appliqué aux dérivées a tous ordres de © que

o l}zL v — algp au sens de D(RN) Par Consequeﬂt < A 7S0>

(f,—0ip) = (O f,p) c-a-d fh — 0;f au sens de D'(RY) donc
au sens de H1(RY) faible par densité de D(RY) dans HY(RY).
On en déduit que £ dhtl I est borné dans H~Y(RY), donc qu h—

borné dans H'(R"). En particulier, pour tout j,w est borné
dans L2(RY). D'un autre coté, on sait que (%uh—fjaju — 0;ju aul sens
de D'(RY) par le méme argument que plus haut. On en déduit que

Oiju € L*(RY) et Vestimation

HUHH2RN <VN-+1 Hf||L2RN

grace au fait querHH LRN) <HfHL2]RN) et
HafHH LRN) <HfHL2]RN)
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et que d;u est finalement la solution H' de —Adju + dyu = O; f.

Remarque 3.4 On ne pouvait pas utiliser directement le fait
que —AJyu + Oyu = 0;f ce qui est trivialement vrai au sens
des distributions, car on ne dispose pas au départ de l'infor-
mation O;u € HY(RY) (ce qui est en fait la conclusion!). Donc
on ne peut pas utiliser la formulation variationnelle pour ce
probleme.

Théoreme 3.3 Soit 0 < a <1 et un ouvert borné de classe
C>* supposons que les coefficients de L,a;;,b; et ¢ € CO(Q)
est soit A un majorant de leurs normes dans cet espace. Soit
fech(Q) etgeC*(Q). Soitu e C'(Q)NC3(Q) une fonction
telle que

Lu=f dans (),
U=y sur Of2.

Avec L = —a;;0;; + b;0; + ¢ est un opérateur elliptique du
deuzieme ordre.

Alors u € C**(QQ) avec l’estimation

lullgraa < C(Hfuco,a@ ; rrgrrcz,a@).

(3.9)
Ou C ne dépend que N, a, A\, \ et ().

Remarque 3.5 i) Dans les estimations de Schauder, on ne
suppose pas en général que ¢ > 0 et il faut ajouter au
second membre de (3.9) un terme ||ul|qoq). Quand ¢ > 0,
ce terme devient inutile grace au théoréme [{.77.
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ii) Elle convient de souligner le caractere a priori surprenant
de la régqularité elliptique. Prenons le cas de L = —A
avec g = 0. La seule information que Au appartient a
un certain C%%(Q), c’est-a-dire qu’une certaine combinai-
son linéaire de dérivées secondes de u est dans cet es-
pace, suffit a assurer que toutes les dérivées secondes, -
compris les dérivées croisées qui n’apparaissent pas dans
l'opérateur, sont individuellement dans le méme espace
(sous réserve que u et l'ouvert possédent déja une cer-
taine régularité minimale). Il s’agit donc d’une propriété
extréemement forte et profonde des opérateurs elliptiques.

ii1) 1l faut noter que la régularité n’a pas liew pour a = 0 et
a = 1. Ainsi par exemple, il existe une fonction u telle
que Au € C°(Q)mais u & C*(Q).

w) De fagon générale, les résultats de régqularité elliptique
sont de nature locale. Ainsi, si w est un ouvert compact
inclus dans €2, et si la restriction de f a w est de classe
CY, alors la restriction de u & w est de classe C*°.

En parallele avec le résultat d’estimation, on a aussi un résultat
d’existence et dunicité.

Théoreme 3.4 Sous les mémes hypotheses que précédemment
sur l'ouvert et lopérateur L, pour tous f € CO(Q) et g €
C%(Q), il existe une unique fonction u € C*(Q) N C*(Q) telle
que

Lu = f dans Q, u= g sur 0S2.

Remarque 3.6 Le théoréme |3.4| montre que Uopérateur £}
réalise un isomorphisme entre CO%(Q) x (C>*(Q)/C7*(Q)) et
c2e(Q).

On a également des résultats de réqularité d’ordre plus élevé.
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Théoreme 3.5 Soit 0 < a < 1, k un entier positif et ) un
ouvert de classe C*¥t2<. Supposons que les coefficients de L, aij,
b et ¢ appartiennent a CH*(Q) et soit A un magjorant de leurs
normes dans cet espace. Soit f € C**(Q) et g € C*22(Q). Soit
u € CYQ) N C*HQ) une fonction telle que

Lu= f dans QQ, u = g sur 0f2.

Alors u € C*2%(Q) avec ’estimation

lullgkszem < C(HfHaW@ ; ngcmm).

(3.10)
ou C ne dépend que de N, a,\, A\, k et ).

En d’autres termes, la solution d'une équation elliptique du se-
cond ordre a deux dérivées de plus que la donnée f. Ceci im-
plique que si l'ouvert, les coeflicients de l'opérateur différentiel
et les données sont de classe C*, alors la solution est aussi de
classe C*. Il existe une théorie analogue dans les espaces de So-
bolev. Elle convient de distinguer entre solutions faibles, i.e. au
sens des distributions, et solutions fortes, c’est-a-dire presque par-
tout. Les hypotheses minimales de régularité sur les coefficients
de 'opérateur ne sont pas les mémes dans ces deux cas. Pour les
solutions faibles, on considere l'opérateur différentiel sous forme
divergence, Lu = —div(AVu) + cu = —0;(a;j0ju) + cu, avec a;;
,c € L*(Q), A coercive et ¢ > 0 (on peut également rajouter des
termes d’ordre 1). Si les coefficients de A sont réguliers, alors la
forme divergence est semblable a celle que nous avons utilisé pour
les estimations de Schauder.

Théoréme 3.6 Soit ) un ouvert de classe C* et supposons
que les coefficients de A appartiennent a C%(Q). Soit f €
L)) et g € H*(Y). Soit u € H(Q) une fonction telle que
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Lu = f au sens de D'(2), u — g € Hy(€2).

Alors u € H?*(Q) avec l’estimation

lull ey < C<Hf|IL2<Q> ' ngm),

(3.11)

ou, C' ne dépend pas de f et g. De plus, [’équation est vérifice
p.p sous la forme

—aij({?iju — @»aijﬁju +cu = f

Remarque 3.7 i) Lexistence et l'unicité de u découle ici
directement du théoréme de Laz-Milgram (on ne suppose
pas la matrice A symétrique).

i) St a;j € C*L(Q), alors a;j € Wh(Q) et donc d;a;;0;u €
L*(Q). Ce terme a bien un sens et 'on peut appliquer la
formule de Leibniz pour dériver le produit a;j0;u.

ii1) La régularité de [’ouvert n’est pas une condition nécessaire
pour que le résultat ait lieu. Ainsi, en dimension 2, si ()
est un polygone conveze, alors f € L*(Q) et g = 0 im-
pliquent v = (—=A)"1f € H*(Q). Par contre, si Q est un
polygone qui possede un angle rentrant, alors il existe des

données f dans L*(Q) telles que u & H?(1)).

Plus généralement, la régularité se propage comme précédemment
aux ordres plus élevés, a condition de faire des hypothéses ap-
propriées sur l'ouvert et les coefficients de ['opérateur.

Théoreme 3.7 Soit k> 1, Q un ouvert de classe C**2, a;; €
CH(Q) et c € CFH(Q). Soit f € H¥Q) et g € H(Q) Soit
u € HY(Q) fonction telle que
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_ 1O - 1
Lu= f au sens de D'() ; u— g € Hy(2).

Alors w € H*2(Q) avec ’estimation

lull ey < ck(ufum ¥ ngwm)-
(3.12)

ou C} ne dépend pas de f et g.

On retrouve le fait que si 'ouvert, les coefficients et les données
sont de classe C*, la solution est de classe C°.

Pour les solutions fortes, cest a dire les fonctions u € W2P(Q)
telles que Lu = —a;;0;;u + bij0u + cu = f p.p, on a également
une théorie d’existence et de régularité.

Théoréme 3.8 Soit Q un ouvert de classe CHt, a;; € C°(Q)
et b;, c € L*(Q)

Pour tous f € LP(Q) et g € W?P(Q) avec 1 < p < +oo il existe
un unique u € W2P(Q) une fonction telle que

Lu = f presque partout dans €2, u — g € Wol’p(Q).

avec [’estimation

[lullw2ro) < Cp(’\f”m) + Hgwam))-

(3.13)
ouw C, ne dépend pas de f et g.

Remarque 3.8 Le résultat est faux pour p=1 et p = 4+00.
Pour les dérivées d’ordre plus élevé, la situation est analogue.
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Théoreme 3.9 Soit k > 1 Q un ouvert de classe CFt11 et
aij, bi,c € CF1Y(Q). Pour tous f € WHP(Q) et g € WH2P(Q)
avec 1 < p < +oo, il eviste un unique v € WH2P(Q) une
fonction telle que

Lu = f presque partout dans €2, u — g € Wol’p(Q),

avec 'estimation

lullwszny < c*k,p(ufuwk,p(m ; ngwm,p(m).

(3.14)
ot C}, ne dépend pas de f et g.

Ce type de résultats de régularité elliptique se généralise considérablement
a des systemes, grace aux résultats de Agmon, Douglis et Niren-
berg. Notons qu’ils ne se cantonnent pas aux conditions aux limites
de Dirichlet, mais que des opérateurs frontiere plus compliqués
sont possibles. I doit néanmoins y avoir une certaine compatibilité
entre I'opérateur différentiel a l'intérieur de 'ouvert et 'opérateur
frontiere. Notons aussi que la régularité elliptique (globale) n’a pas
lieu si 'on a des conditions mixtes, par exemple Dirichlet sur une
partie de la frontiere et Neumann sur son complémentaire, sauf si
ces deux parties sont d’adhérences disjointes.

Pour terminer ce bref catalogue de résultats de régularité, men-
tionnons deux théoremes utiles. Le premier est du a De Giorgi.

Théoreme 3.10 Soit ) un ouvert @égulien A une matrice a
coefficients L>(Q) coercive, fy € L=2(Q)), f € LY T(Q,RY),
e > Oet soit u € HY () tel que

—div(AVu) = fy+ divf.

Alors il existe 0 < a < 1 et C > 0 tels que u € C**(Q) et
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[ ><0(HfHLN+sQRN Al )

Let2 (Q)

Remarque 3.9 i) Le théoréme de De Giorgi se démontre
facilement st les coefficients sont réquliers a partir des
résultats de régularité LP et des injections de Sobolev. La
difficulté vient de ce que les coefficients sont discontinus.

i) Le théoréme n’est pas vrai pour les systéemes en général.
Dans ce cas, on montre typiquement que u € C0>O‘(§/H),
ou H est un ensemble.

Le second résultat est le théoreme de Meyers.

Théoreme 3.11 Soit ) un ouvert régulier et A une matrice
a coefficients L>®()) coercive. Il existe 2 < py < +oo tel
que lopérateur u — —div(AVu) est un isomorphisme entre

Wy P(Q) et W2(Q) pour tout ply < p < po.[11]

Remarque 3.10 On sait, par le théoreme de Lax-Milgram,

que cet opérateur est un isomorphisme entre H}(Q) et H1(Q).

Le théoreme de Meyers permet donc de gagner un peu d’intégrabilité,
meme avec des coefficients discontinus, il reste valable pour les
systemes.

Théoréme 3.12 soit Q C RY un ouvert borné, si f € Cg’a(ﬁ)

alors
WN/ ’ﬁ—y\N 2

définit une solution v € C*(Q) tel que —Au = f dans ).

Théoréme 3.13 (Théoréme de Schauder) soit ) C RY
un ouvert borné de classe C** (0 < a < 1), f € C*¥Q) alors

le probleme
—Au=f dans (),
(P) {

u =10 sur 0.
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admet une solution u € C>“(Q) si de plus Q de classe C" 2
et f € C™Q) alors u € C"2%(Q) et on a

[lullem+2a < C[f]lema.
2l

Proposition 3.1 Soit Q C RY un ouvert borné et f € L(Q)
alors

1. u est de classe C* et harmonique sur RV\Q.

2. Si f est bornée dans Q2 alors u € CY(RY).

3. Si f € CHQ) alors u € C*(Q).
Théoreme 3.14 (Théoréme de S.Agmon) Soit A un opérateur
elliptique a coefficients indéfiniment dérivables, 2 C RY un

ouvert. Alors si u € L3, (Q) est solution faible de Au = f et
f€C®(Q) alors u € C*(Q).[2]

Théoréme 3.15 (Théoréme de Géorg-Stampacchia) Soit
Q C RY un ouvert borné régulier et a;; € L™(Q) tel que

S ()6 > CleP V6 € QVE = (€,...6n) et | €
LA Q)NEP(Q) p> 5 siu € Hi(Q) est une solution du probléme
N u
- %(aijg_xi) = f dans Q,
u=>0 surdf).
Alors Ja €]0,1[, u € C*(Q) (a = a(Q,p)). [2]

Théoréeme 3.16 (Agmon-Douglis-Nirenberg) Soit €) de
classe C* ,050 borné et f € LP(Q) alors le probléme

—Au+u=f dans (),
u=>0 sur O0f).

admet une unique solution u € W2?(Q) N W,7(Q) avec 1 <

p < 400
Si de plus Q de classe C™% et u € WY (Q) (m > 1) alors
u € WH2L(Q) et on a ||ul|lgmize < C||f||lwms. [2]
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Exemple

Soit © un overt borné régulier de RY (N > 1) de mesure |Q| =
M > 0. Pour g € L*(2) on a la formulation faible associée au
probleme

—Au =g dans (),
(P)
u=>0 sur 05).

Soit u € H} () on a
/QVu(x).VfU(sc)da; = /Qg(as)v(:c)das, Vv € H}(Q) .
On pose
a(u,v) = /QVu(x).Vv(x)d:U une forme bilinéaire.
L(v) = | g(x)v(x)dz une forme linéaire .

Q
1 . La forme bilinéaire a est continue, en effet

/Q Vu(z).Vo(z)de| < /Q

par 'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

Vu(x).Vou(z)|dx,

la(u, v)| =

|a(u, v)| < [[Vul|2|[Vol[ 2 = [|ull g |[v]] g
Donc M =1 V(u,v) € H}(Q) x Hi(Q) tel que
Jalu,v)| < M Jul| o]l
2 . La forme bilinéaire a est coercive, vu que
2 1 2
a(u,u) = / Vu(z).Vu(z)de = ||u||,1 > —HuHHl
0 0 2 0

Donc Ja = 3 > 0 Vu € H}() tel que

2
ofu,) 2 o ul[
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3. g € L*Q) et puisque L*(Q) — H YQ)onage H Q) =
(H} () ceci entraine que L est une forme linéaire continue sur

Hy(€2) .

D’apres les résultats précédents on conclut d’apres le théoreme

de Lax-Milgram que le probleme (P) admet une solution faible
u € H}(Q) et elle est unique.

D’apres le théoreme [3.6) (pour £ = —A) ou la remarque [3.7] (iii),
u = (—A)"tg € H?*(Q), si de plus g € CHY(Q) et Q régulier, le

théoreme

3.13

u € C3(Q).

de Schauder (avec m = 1 et f = g) entraine que
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Chapitre 4

Les EDPs elliptiques non linéaires

Soit le probleme

(P) {—fu = f(u) dans €,
u=>0 sur 0S2.

Considérons le probleme semi-linéaire (P) qui consiste a trouver
une fonction u € H}(Q), étant donnés € un ouvert borné de RY
et f une fonction de CO(R) N L>®(R), telle que

Soit F' la primitive de f sur R qui s’annule en 0. Il est clair que
|F'(t)] < || f]]zoo(m)[t]. Associons a ce probleme la fonctionnelle

4.1 Pourquoi chercher des points critiques ?

Probleme de minimisation
Dans de nombreuses situations, la résolution d'une EDP elliptique
peut étre associée a la recherche d’un équilibre en terme d’énergie.
Par exemple, lorsque 'EDP régit un probleme d’élasticité, il peut
s’agir de trouver la solution qui minimise les efforts subits par une
membrane élastique sous contraintes . On se propose de mini-
miser la fonctionnelle J associée au probleme (P).

63
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Proposition 4.1 La fonctionnelle J est bien définie et de classe
C! sur H}(QY). Sa différentielle est donnée par

DJ(u)v = (DJ(u),v) = /QVU.VUd:L‘ — /Qf(u)vda:

(4.2)
Pour tout v € Hi(Q).

Preuve voir [9].

Corollaire 4.1 Tout point critique de J est solution du probleme
modele et réciproquement.

Remarque 4.1 [l est donc équivalent de résoudre le probleme
auzr limites et de trouver des points critiques de J, c’est-a-
dire en fait des solutions de l’équation d’Euler-Lagrange (voir
chapitre préliminaire) associée a la fonctionnelle J. Notons
qu’a priori, J n'est pas convezre en raison du terme u — I(u)
qut n’est pas concave car f n’a aucune propriété de ce type. On
peut donc avoir d’autres points critiques que les extrémums.

On va donc s’attacher a trouver des points critiques, ou ce qui
est équivalent des valeurs critiques, pour des fonctionnelles J assez
générales. Les applications seront typiquement des problemes aux
limites semi-linéaires.

4.1.1 La condition de Palais-Smale et le théoréme du col

Quand nous avons minimisé une fonctionnelle du calcul des va-
riations, un ingrédient essentiel a été la compacité relative (pour
une certaine topologie) des suites minimisantes. La condition de
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Palais-Smale joue un role assez semblable pour des suites sur les-
quelles la fonctionnelle prend des valeurs tendant vers une valeur
critique potentielle, et pas seulement vers la borne inférieure. C’est
une condition a priori, a vérifier au cas par cas sur chaque fonction-
nelle, indépendamment de I'existence ou non de valeurs critiques.
Elle sera par contre un ingrédient essentiel pour montrer cette exis-
tence dans un certain nombre de cas.

Définition 4.1 Soit V un espace de Banach et J :V — R de
classe C'. On dit que J vérifie la condition de Palais-Smale
(au niveau c¢) si de toute suite (uy,), de V telle que

J(u,) — ¢ dans R et DJ(u,) — 0 dans V.

on peut extraire une sous-suite convergente.

Remarque 4.2 1. La condition de Palais-Smale ne préjuge
pas de l’existence d’une valeur critique. Elle dit seulement
que si on a une telle suite (u,),, celle-ci est nécessairement
relativement compacte. Pour ['utiliser effectivement de facon
utile, il faudra pouvoir démontrer par un autre biais qu’une
telle suite existe.

2. Remarquons que la topologie ici est la topologie forte.

3. Les deux hypotheses sont indépendantes. En effet, méme
S1C = ir‘}f J, on peut parfaitement avoir une suite minimi-

sante.

Théoréme 4.1 (Du col -Pass Mountain) Soit V un es-
pace de Banach et J : V — R de classe C! vérifiant la condition
de Palais-Smale et telle que

i) J(0) = 0.
it) AR > 0 et a > 0 tels que si ||ully = R alors J(u) > a.
wi) Jv eV, ||v]ly > R, tel que J(v) < a.
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Alors J admet une valeur critique ¢ > a.[9]

Remarque 4.3 Il existe une version similaire du théoréeme du
col qui donne le méme résultat avec le théoréeme d’Ambrosetti-
Rabinovitz.

Théoreme 4.2 Sous les hypothéses i) ii) et iii). Alors J
possede une valeur critique c telle que ¢ > a. De facon plus
précise, St 0n pose,

- P:={p:peC([0,1]),p(0) = 0,p(1) = v}.

- = Inf, max J(p(t))

Alors ¢ est une valeur critique de J, et ¢ > a.

4.1.2 Application du théoreme du Col

Soit le probleme

~Au = f(z,u) QCRY N >3,
(P1)
u=>0 sur 0f).

tel que f : Q x R — R carathéodory (continue par rapport a x,
mesurable par rapport a u). On pose

(f1) Je,d > 0,0 <p < LE2 tel que |f(z,t)] < cft]P + d.
(f2) f(z,t) = o(|t]) quand t — 0 uniformément en x

Ve >0 36 =0(e) :|f(x,t)] < elt| V]t] < 6.
(f3) 3u>2,7r>0tel que 0 < puF(x,t) <tf(x,t) V[t >

Sous ces hypotheses le probleme (P;) admet une solution non tri-
viale.

Montrons d’abord que uy = 0 est un minimum local stricte c-

a-d I(u) > 0= 1I(0) avec I(u) = %/Q Vul*dr — /QF(.,u)d:C
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Majoration de F'(x,t) pour |t| < on a d’apres (fs)

Ve > 0,30 = d(e) : |f(x,t)| < elt], V|t| < 9. Ainsi |F(x,t)
=[t]%, V|t] < &. Majoration de F' pour [t| > & (f1) : |F(x,t)
c1[tPTh + dt]

Apres calculs on obtient

V| F(z, t)] < S|t + Attt vu que |t > 6 = # < o et

A. = c1 + 4 et par suite |F(z,t)| < 5[t]> + A|t|P*! entraine

I(u) > 3[u] 2 - / ul’de — A / P d

1
%HUII — Sllull2s — A full)
Pour avoir la méme norme on a
|ul[72 < )\%HUJH%& (L’inégalité de Poincaré).

||u||LpH < 60Hu||];;11 (Injection de Sobolev).

= I(u) > (5 — ;) llul® = el [ulP*1 = g(|[ul]).
g(lull) = 31 = lull® = el ul*.

Considérons la fonction g : ¢ — $(1 — —)t2 — P avec t > 0.

g(t) = (%(1 —5) — cgtp1>t2.

Choisissons € < A\ on a = (1 — —1) —c P71 >0

1 e\\" !
— \(250_/\_1)) >t

7

lﬁo

g(t) > 0Vt < tgy, en conclusion si on prend u tel que 0 < ||ul| < tg
alors I(u) > 0...(1)

Ainsi ug = 0 est un minimum local stricte de I.
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2) Montrons que Jvy € H3(2)/{0} tel que I(vy < 0) .Soit v €
Hi(Q), v > 0, ||v|]| # 0 et p > 0 il suffit de montrer que

I(pv) — - —oopar la meme méthode on controle le terme
p——+00

F(x, pv)dz en utilisant (f1) et (f3) on déduit directement que

0
(pour 1 fixé) F(z,7) est borné, en effet
F(z,r) < 3 f(z,7) < Z(er? +d) < +o0

ce qui entraine que

2 >2
< P 2 _ p po_H _
I(pv) < 5 [ ]| pte||v]] ,0—>—|—oo> o0,

done

Jpo > 0/1(pov) < 0 ...(2).

Maintenant il nous reste a montrer que que I satisfait la condi-
tion de Palais-Smale.

-1
Soit (u,), C HYQ) telle que |I(u,)| < ¢ et I'(uy,) @,

on a

2 Yl P~ [ Flau)de

en utilisant (f3) et le fait que Jpu > 2, Ir > 0 tel que (Ve > 0)
dng € N telle que

n > mng |I'(u,)v] < ellv]] ... (A).

/VunVde—/f(x,un)vdas

~~

| I (up,)v| = < g||v]| pour

w
e=1letv=u, ona

HWW—Lﬂm%bwwwww
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lw| <elp]] = —¢lv]] <w <|lv]le
1
—i/{zf(a:,un)unda: > =l + [l - (B)

De (A) et (B) on ac > (5 — 3)llunl|* = 2l |un|| — a.
Si ||un|| n’est pas bornée dans R

c 1 1 1 . a
fun|? = 2 p plfugl] || |2

Si ||un|| = +o0 = 0> 35—

1

Mais ceci est faut car g > 2 donc 3

1
u>0'

-1
Ainsi (uy,), est bornée dans Hg(Q) et puisque I'(u,) KONy}

Alors (uy,), possede une sous-suite convergente dans H{(€2) donc
I satisfait la condition de Palais-Smale . .. (3).

(1),(2) et (3) satisfait les hypotheses du théoreme du Col alors
[ admet un point critique non trivial et par la suite le probleme
admet une solution faible non triviale.[2]

Maintenant on va énoncer les résultats du principe du maximum
fort ou on considere des solutions fortes, et le principe du maxi-
mum faible concernant des solutions faibles.

Introduction

Le principe du maximum est une propriété des solutions de cer-
taines équations aux dérivées partielles, de type elliptique ou pa-
rabolique qui dit qu'une fonction solution d'une telle équation sur
un domaine atteint son maximum sur la frontiere du domaine.
De facon plus précise, le principe du maximum fort dit que si la
fonction atteint son maximum a l'intérieur du domaine, elle est
constante. Le principe du maximum faible dit que le maximum de
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la fonction est atteint sur la frontiere du domaine, mais peut aussi
éventuellement étre atteint a l'intérieur du domaine. Un principe
du maximum encore plus faible se contente simplement de borner
la fonction par son maximum sur la frontiere.

Le principe du maximum pour les fonctions harmoniques est connu
depuis les travaux de Gauss en 1839. En 1927, Eberhard Hopf
généralise ce résultat en montrant qu’une fonction satisfaisant une
inéquation aux dérivées partielles du second ordre d'un certain type
sur un domaine de R et qui atteint son maximum & l'intérieur du
domaine est nécessairement constante. 9]

4.2 Principe du maximum fort

Commencons par une premiere version du principe du maximum
fort.

Théoréme 4.3 Soit Q) un ouvert borné de R™. On se donne
une matrice N x N symétriqgue A dont les composantes a;; ap-
partiennent a C°(Q) et telle qu’il existe X > 0 avec a;;(x)&E; >
MNE? pour tout x € Q et tout £ € RY, un vecteur b € CV(Q, RY)
de composantes b;, i = 1,...,n et une fonction ¢ € C°(Q) telle
que c(z) > 0 dans €, et un opérateur L = —a;;0;; + bi0; + c.
Toute fonction u € C°(Q2) N C%(QY) qui satisfait

Lu(x) >0 dans ),
u(x) >0 sur dS.

est positive ou nulle dans €. [9]

Remarque 4.4 En d’autre termes, si [’on introduit ['opérateur
différentiel du second ordre L = —a;;0;; + b;0; + ¢, st une fonc-
tion u avec la réqularité indiquée est solution du probleme aux
limites Lu = f dans Q;u = g sur 0N ,avec f > 0 et g > 0,
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alors u > 0 ,C’est un résultat de monotonie, si f représente
une < force >, alors la solution u va dans le sens ou tire la
force, si celui-ci est défina.

Le résultat repose sur les lemmes suivants.

Lemme 4.1 Soit L' = —a;;0;;. Si u € C*(Q) atteint un mini-
mum local en un point xqy de ), alors L'u(xy) < 0.

Lemme 4.2 Soit u € C°(Q2) N C%(N) telle que Lu > 0 dans )
alors

i) Sic=0 onamnu=minu_.

0 o0
it) St ¢ >0 on a minu > min(—u_).
Q o2

Remarquons que le point (ii) n’a d’intérét spécifique que si
c# 0.

Remarque 4.5 i) On voit donc que si ¢ =0 ou si u prend
des valeurs négatives, alors u atteint son minimum au
bord de l"ouvert. Par contre, si u ne prend pas de valeurs
négatives sur le bord et ¢ n’est pas nul, on ne peut rien
dire du point ou le minimum est atteint. On a bien sur
un résultat analogue avec les maximums en tnversant tous
les signes.

i) Le principe du maximum est encore vrai, mais nettement
plus délicat a montrer sous des hypotheses de réqularité
plus faibles, u € W*P(Q), p > N et a;;,b;,c € L™(Q).
Cette version du principe du maximum fort, plus exacte-
ment du lemme [4.1], est due a Bony.

ii1) Mentionnons que le principe du maximum est spécifique
aur équations elliptiques du second ordre. En d’autres
termes, il n’a pas d’analogue, sauf exception, ni pour les
systemes d’équations, ni pour les équations elliptiques d’ordre
plus élevé.
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w) Le principe du mazximum fort entraine ['unicité de la solu-
tion du probléme de Dirichlet dans la classe C°()NC%(Q).
En effet, Lu =0 et u =0 sur 9 entraine u > 0 et u <0
dans ().

On va raffiner ['étude des points de minimum de u par
un résultat du a Hopf. Pour cela, on doit supposer une
certaine réqularité de la frontiere de ().

Théoréme 4.4 Soient L et u € CH(Q)NC?*(Q) satisfaisant les
mémes hypothéses que précédemment (du théoréme |4.5). Si u
atteint un minimum local strict en un point xy de 0S) dans le

cas ot ¢ = 0, ou bien un minimum local strict négatif dans le
cas ou ¢ > 0, alors

%(l’o) = nz(xo)azu(a:'o) < O,

(4.3)
(9]
Théoreme 4.5 (Hopf) Soient (a;;(z))i<ij<n une matrice
symétrique, localement uniformément définie positive dans €2
et les coefficients a;j, b; = bi(x) sont localement bornés et
u=u(z), = (x1,...,7,) une fonction de classe C* qui satis-
fait [inégalité

Lu >0 dans un ouvert ).

St u atteint son maximum M dans €2, alors u= M.

Remarque 4.6 Le principe du mazimum de Hopf ne s’ap-
plique qu’aux opérateurs différentiels linéaires. C’est en par-
ticulier le point de vue que [’on trouve dans ['ouvrage ”Metho-
den der mathematischen Physik” de Courant et Hilbert. Ce-
pendant, dans les dernieres sections de son papier originel,
Hopf a considéré des situations plus générales mettant en jeu
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des opérateurs non-linéaires, et dans certains cas il a ainsi
obtenu des résultats d’unicité, en particulier pour le probleme
de Dirichlet pour l'opérateur de courbure moyenne et pour les
équations de Monge-Ampere.

Le théoreme de Hopf entraine une deuxieme version du principe
du maximum.

Théoreme 4.6 Soit Q) un ouvert borné, connere de RY et

u € CUQ) NCHO) tel que Lu > 0 sur Q. On note m = minu.
Q
Alors st ¢ =0 ou bien si ¢ > 0 et m <0, on a lalternative :

o

soit u = m sur §), soit u > m dans €.[9]

Théoréme 4.7 Soitn > 0 et u € C*(Q) telle que Lu+nu = f
sur €2 et u = g sur 05). Alors

1o
Jullogn < maxf gl 1212
Proof D’abord, comme u satisfait [’équation, on a nécessairement

_ fllco
feC’Q). Posons v =u— maX{Hcho(aQ), HH%}, on a

v < u—||glleoga) < 0 sur 9 et

flleo@
Lv+nv=f—(c+n)max HQHCO(Q)a—n & ;
f1lo00q 1 f1le0q
< =2 = flleogy < e <0,

Donc, par le principe du mazimum fort, v < 0 dans Q c-a-d

1£]leos _
|mu%DSmw{mmmmw—7fl}dmsn

. . . 1 lleo
On refait le méme raisonnement avec v = u+max{ [glcogo0); 2 ) }

Remarque 4.7 On pouvait aussi supposer u € C°(2) NC%(Q).
Le résultat est toujours vrai si ['on suppose alors f bornée sur
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Q) (si f n’est pas bornée, le majorant du membre de droite vaut
+00, ce qui n'est pas une information pertinente).

Signalons un résultat d’estimation assez semblable au précédent.

Théoréme 4.8 Soit u € C°(Q) NC%(Q) telle que Lu = f sur
Q avec f bornée sur €}, et u = g sur 0S). Alors il existe une
constante C qui ne dépend que du diamétre de €2, de [|b[|coq
et de A\ telle que

|ulleo@y < 1lgllco@n) + C supg | f]-

4.3 Principe du maximum faible

Dans cette section, nous considérons le méme type de questions
que précédemment, mais pour des solutions faibles et sous des hy-
potheses de régularité moins restrictives que précédemment. Natu-
rellement, les résultats sont moins fins. Donnons d’abord 'analogue

du théoreme 4.3

Théoreme 4.9 Soit ) un ouvert borné de RY. On se donne
une matrice N X N symétriqgue A dont les composantes a;; ap-
partiennent a L>(Q) et telle qu’il existe A > 0 avec a;;(x)&€; >
ME? pour tout x € Q et tout & € RY, et une fonction ¢ €
L>®(Q) telle que ¢ > 0 p.p. Toute fonction v € H'(Q) qui sa-
tisfait

u_ € HY Q).

est positive ou nulle pp dans ).

{—dz’v(AVu) + cu > 0,

Remarque 4.8 On rappelle qu’une distribution T € D'()) est
dite positive si et seulement si, pour tout p € D(Q2), ¢ > 0 dans
, on a
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(T, o))y =0 .
Commencons par un lemme sur les éléments de H1(€2).

Lemme 4.3 Soit f € H Q) telle que f > 0 au sens de
D'(Q). Alors, pour tout v dans H(Q), (f, v+>H_1(Q)’H3<Q) >
0./9/

Théoréeme 4.10 Soit Q2 un ouvert borné de RY. On se donne
une matrice N X N symétriqgue A dont les composantes a;; ap-
partiennent a L>(Q) et telle qu’il existe A > 0 avec a;;(x)&;E; >
ME? pour tout x € Q et tout £ € RY, et une fonction ¢ €
L>®(Q) telle que ¢ > 1 > 0 p.p. Toute fonction u € H}(Q)
solution de

—div(AVu) 4 cu > 0.
(4.4)
au sens de D'(Q)) satisfait

[ull o) < Sl fllpxo)-
(4.5)
[9
Preuve Tout d’abord, si f € L*(2), il n’y a rien a démontrer.

Supposons donc que f € L*(€), soit K € R*. Nous savons que
(u — k), € H} (). Nous déduisons de (3.6) que

/Q (AVu.V(u — k), )dz + /Q culu — k) dz = /Q flu— k), dr.
Or

/ AV (1 — k), )dz — / (AV (1~ k). V(- k), )da,
Q Q

_ /(AV(u RV (u—k))dz > 0.
Q
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en effet, V(u — k) = 1,2, V(u — k) et 1o =12

>k

Remplacant cette inégalité dans 1’égalité qui la précede, il vient

/ch(u — k)ydx < /Qf(u — k), da.

Comme (2 est borné, on peut soustraire / ck(u — k) dx aux
Q

deux membres de cette inégalité, ce qui donne [ c(u — k)(u —
0

k). dx < /Q(f —ck)(u — k) dx.

Or/gc(u—k)(u—kﬁd:v:/Qc[(u—k)Jr]Qd:U ZnH(u—k)JrHiQ(Q).

Mais si k = HfHLnOO(Q), alors f — ck < 0 pp. Comme (u — k). >0

p.p, on en déduit que /(f — ck)(u — k)ydx < 0. Par la derniere
0

égalité, il vient (u — k), =0, c-a-d u < K p.p.

On reprend ensuite le méme raisonnement avec v = (u + k)_,

/1 oo ()

toujours avec k = ;

Remarque 4.9 On a un résultat analogue st ) est un ouvert
réqulier et

1
Y(u) = g pour g € H2(00). Il suffit de prendre | K| > ||g||r~@0)-

4.4 Meéthode de sous et sur-solutions

Le principe du maximum et la régularité elliptique peuvent étre

utilisés pour résoudre certaines équations non linéaires. Nous développons

ici la méthode des sur et sous-solutions. Le probleme est le suivant.
Soit £ = —a;;0;; + bj0; + ¢ un opérateur elliptique a coefficients
CY¥(€2), ot Q est un ouvert de classe C%“. On se donne une fonc-
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tion f : Q x R — R localement lipschitzienne et 1'on cherche &
résoudre le probléme aux limites, u € C%(Q) N C%(Q2),

(P) {[,u(:z:)_: f(z,u(z)) dans €,
u(z) =0 sur 0f).

Définition 4.2 On dit que u(resp.u) est une sur solution (resp.sous
solution) si U(resp.u) appartient a CO(Q) N C*(Q) et vérifie

Lu > f(x,u)(resp.Lu < f(x,u)) dans Q etw >0 (resp.u <0)

sur OS)

On a alors le résultat suivant.

Théoreme 4.11 Supposons qu’il existe une sur-solution u et
une sous-solution u telle que w > w Le probleme (P) admet
alors une solution mazximale u* et une solution minimale u,
telles que w > u* > u, > u et qu’il n'existe pas de solution u
comprise entre u et u telle que u(x) > uw*(x) ou u(zr) < u,(z)
pour un point x de ). [9]

La démonstration se fait sur le méme schéma qu’une démonstration
par point fixe, en itérant 'opérateur. On utilise le principe du
maximum et les estimations de régularité elliptique pour obtenir
la convergence. Plus précisément,

Lemme 4.4 [l existe une constante M > 0 telle que les deux

suites (u"), et (u,), définies par :

(
0

=1,
S Lu" + Mut = f(x, ") + Mu"  dans €,
"t =0 sur 0S).
\
et
)
u’ = u,
§ Lo+ My = f(z,u") + Mu"  dans Q,
u't = sur Of).
\




78 CHAPITRE 4. LES EDPS ELLIPTIQUES NON LINEAIRES

convergent simplement vers u* (resp.u,) dans ).

Preuve Remarquons d’abord que si f est une application loca-
lement lipschitzienne d'un espace métrique (X,d) dans un espace
métrique (Y,d), alors elle est globalement lipschitzienne sur tout
compact de X. En effet, soit K un compact de X et supposons que
f ne soit pas globalement lipschitzienne sur K. Ceci signifie que
pour tout entier n, il existe un couple (z,, x}) de points de K tels
que

O(f(n), flay,) > nd(wn, 7).
(4.6)

Comme f est continue, f(K) est compact, donc de diametre fini.
Par conséquent,
/ 1 q:
d(xy, x),) < ~diam(f(k)) — 0.
Extrayons une sous-suite, toujours notée (x,), telle que

x, — x et &/, —— 2’ dans k. L’inégalité ci-dessus implique
n——+0oo n—-+0o0

que x = x’. Par hypothese, il existe un voisinage V' de x et une
constante Ay, z,2/ € V

d(f(2), f(2") < Ad(z, 2"). Or pour n assez grand, on a x,,, z,, € V
ce qui est contradictoire avec l'inégalité (4.3).

Soit m = maaj{HﬂHCo@), HQHCO@} On applique la remarque
précédente au compact k = Q x [—m, m].3A telle que

|f(y,t) — f(, )] < Ally — /| + [t —t'|) pour tous (y,1) et
(v/,t') dans k. Soit alors M = A + 1.

Montrons alors que la fonction f(z,s) = f(z,s) + Ms est crois-
sante par rapport a s pour (x,s) dans k. il vient
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Soit s,s" € [—=m,m| avec s > . Comme |f(x,s) — f(z,s)] <
A|s — '], il vient

fla,s)— f(z,s) > (M —A)(s—5)=s5—5 >0.
Notons & ce stade que si v € C**(Q), alors  — f(z, v(x)) appar-
tient aussi & C%*(Q)). En effet, nous pouvons écrire

| fla,v(@) — fy,v(y))| <

Az —y| + v(x) — v(y)] + Mv(z) — v(y)|
< C(lz =yl + |z —yl?).

)

ou C dépend de A, M et |[v]|co.aq)- Par conséquent. Pour z # y,
on voit que

}f(m,v(m))—f(y,v(y))‘ <Oz —y['=o +1)

|z —y|®

et le membre de droite est borné sur €Q .
Posons Lu = Lu + Mwu, on voit que la suite (@"),, est définie par

u’ =1,

u"th =T (u").
ol Papplication T : C%*(Q)) — C*%(Q) est bien définie pour tout
0 <a<1par

L(T(v)) = f(z,v) dans €,
T(v)=0 sur 0S.

par la remarque précédente et la théorie d’existence et dunicité
dans les espaces de Holder.

Remarquons maintenant que si u < v < @ alors u < u = T(v) <
u. En effet
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Liu—1) = f(z,v) = Lu < f(z,v) = f(z,7) <0 dans Q,
u—u=—-u<( sur Of).

puisque f est croissante par rapport a son deuxieme argument sur
le compact K. Par le principe du maximum fort, il vient u < w. De
meme, on montre que u < u. Appliquant la remarque précédente a
la suite (u"),, et raisonnant par récurrence, on voit immédiatement
que cette suite est bien définie et telle que u < w" < w pour
tout n. Montrons par récurrence qu’elle est décroissante. On a bien
u' < . Supposons que u" < w"!. Reprenant le raisonnement
précédent, il vient

L@ —a") = f(z,a") — f(z,7" ") <0 dans (,
't —ut =0 sur 0f).

d’ott, d’apres le principe du maximum fort, 7" ™! < @" Pour chaque

x € (), la suite (W"(x)), est donc décroissante et minorée. Elle est
par conséquent convergente.
On montre de méme que la suite (u"(x)), est croissante et majorée
donc convergente pour tout x.

Résultats On note u* et u, les limites ponctuelles des suites
(@), et (u"),. Notons que nous n’avons a ce stade aucune infor-
mation sur la régularité de ces fonctions.

1.Onawu, <u*

On montre comme précédemment par récurrence sur L et par
le principe du maximum que pour tout couple d’entiers (m, n)
on a, u" < u".

2. Les limites u, et @* appartiennent & C?(€)).
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3. u, et w" sont solutions du probleme (P).

D’apres ce qu'on vient de voir, Lu"! — LT*

et f(.,u") — f(., @) uniformément dans €.

On voit done que Lu* = f (.,w*) ce qui équivaut évidement
a Lu* = f(.,u"). De plus comme ©" = 0 sur 02 et que la
suite converge sur €2, on a aussi ©* = 0 sur 9. On procede
de méme pour u*.

Pour conclure, nous devons montrer que les deux solutions
ainsi exhibées sont respectivement minimale et maximale.

4. Soit w une solution du probleme (P) telle que u < u < w.
Alors u, < u <u".

On montre comme précédemment par récurrence sur n et par
le principe du maximum que v" < u < u" .

Remarque 4.10 D’apres les estimations de Schauder, on voit
en fait que u, et u* appartiennent a C**(€)) pour tout 0 < a <
1. On peut gagner la réqularité de u, et w* si les coefficients
de l'opérateur, 'ouvert et la fonction f sont euz-mémes plus
réquliers. Pour grignoter petit a petit la régularité nécessaire,
on fait appel au lemme [4.5.

Exemple 4.1 i) Supposons qu’il existe deux constantes m_ <
0 et my > 0 telles que pour tout x, f(r,m_) > 0 et
flx,my) < 0. Alors il existe une solution u telle que
m_ < u(x) < my. De plus, les inégalités sont strictes,
comme on le voit en utilisant théoreme (4.6]).

i) Soit f € CHR) telle que f'(0) > 0 et qu’il existe 3 > 0
avec
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f(0) = f(B) =0. Soit \y > 0 la premiére valeur propre de
l'opérateur —A dans ) et ¢1 > 0 est la fonction propre
associée a la valeur propre \; , normalisée dans C°(Q).
A
(

Alors pour tout A > f—l()) le probleme

—Au = Af(u) dans ,
u =70 sur 0.

admet une solution non triviale uw > 0 dans €). En effet,
u = [ est sur-solution et u = €p; est une sous-solution
pour € > 0 assez petit. [9]

4.5 Meéthodes de compacité et de monotonie

Dans cette section, on va présenter deux types de méthodes pour
obtenir des résultats d’existence de solution pour des problemes el-
liptiques non linéaires : une méthode de compacité et une méthode
de monotonie. On donnera également une méthode pour obtenir
un résultat dunicité.

4.5.1 Méthode de compacité

Idée sur la méthode de compacité
Soit le probleme

(E) {Eu— f(u) dans €,
u=>0 sur 0S2.

avec L est un opérateur elliptique (on peut avoir £ = —A).

[idée est de reformuler le probleme ( E) sous la forme d’un probleme
de point fixe.
Soient X |Y des espaces de Banach, T': X — Y une application
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telle que T'r = .

En utilisant la compacité de 'opérateur T, on peut assurer 1’exis-
tence d’'un point fixe (c’est le résultat qui était démontré par le
théoreme de point fixe de Brouwer et Schauder, cette théorie ¢’était
la base de la théorie du degré topologique qui elle meme donne des
résultats similaires que celles du théoreme du point fixe).

Degré topologique et théoréeme de Schauder

Introduction

Soit € un ouvert borné de RY, N > 1, et un ouvert borné d’un
espace de Banach E. Soit f € C(LRY) (ou f € C(QL E)) et
y € RY (ouy € E). On cherche & montrer qu'il existe x € ) tel
que f(z) = y. On commence par donner I'existence (et 'unicité)
d'une application, appelée degré topologique, en dimension finie
puis en dimension infinie. Cette application nous permet parfois
d’obtenir le théoreme d’existence de solution recherché.

Définition 4.3 Soit N > 1. On note A l’ensemble des triplets
(f;Qy) ot Q est un ouvert borné de RY, f € C(QRY) et
y € RY telles que. y & {f(x),x € 0Q}.

Théoréeme 4.12 (Brower 1933)
Soit N > 1 et A donné par la définition (4.5). 1l existe alors
une application d de A dans Z, appelée “degré topologique”,

vérifiant les trois propriétés suivantes :
dl) d(I;Qy) =1 siy € Q (Normalisation).

dg) d(f,Q,g) = d(f, Ql,y) + d(f, Qg,y) 51 Ql U QQ C s Ql M
W=0ety & {f(x),r€Q/QUODY} (Degré d’une union,).

d3) Sih € C([0,1]xQ,RY), y € C([0,1],RY) ety & {h(t,z),x €
0} (pour tout t € (0;1]), on a alors
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d(h(t;.); Qi y(t)) = d(h(0;.);Q;y(0)) pour tout t € [0, 1]

(Invariance par homotopie).

Remarque 4.11 Des propriétés du degré topologique (données
dans le théoréme (4.19)), on déduit deuxr conséquences trés

intéressantes :
1.d(f; € y) # 0 implique qu’il existe x € ) tel que. f(x) =y.
2. Soit A une matrice N x N inversible, () est un ouvert
borné de RN et y € RY tel que A~y € Q. On pose f(x) =

Ax pour x € RY. On a alors (f;Qy) € A et d(f;Q;y) =
sign(det A), par conséquent d(f;€);y) # 0.

La remarque (4.11) nous donne une méthode pour trouver des

solutions a des problemes non linéaires. Soit N > 1, {2 un ouvert
borné de RY, f € C(Q;RY) et y € RY. On cherche & montrer
quiil existe € € tel que f(x) = y. Pour cela, on construit une

application h : [0;1] x Q +— RY telle que
1. h(1,.) = f.
2. h(0,.) = g avec g linéaire inversible et telle que y € {g(x),z €
3. h(t,x) # y pour tout t € [0; 1] et tout x € 0.

On obtient alors d(f;€;y) = d(g;€;y) # 0 et donc qu'il existe
x € 2 tel que f(x) =y.

On peut remarquer que dans le cas N = 1, on trouve le théoreme
des valeurs intermédiaires.

Définition 4.4 Soient X et Y deuxr espaces de Banach et T
un opérateur linéaire continu. Un opérateur 1" de X dans Y
est dit compact lorsque T envor toute partie bornée de X en
une partie relativement compacte de Y.
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Remarque 4.12 Les applications linéaires compactes généralisent
les applications linéaires continues de rang fini. La théorie

est particulierement intéressante pour les espaces vectoriels
normeés ou les espaces de Banach. En particulier, dans un es-
pace de Banach, ’ensemble des opérateurs compacts est fermé
pour la topologie forte. Mieux, dans un espace de Hilbert, un
opérateur compact est limite d’opérateurs bornés de rangs fi-
nis. Les premiers opérateurs compacts sont apparus avec les
équations intégrales et [’étude des espaces fonctionnels. La résolution
formelle d’équations intégrales simples fait apparaitre un opérateur
a noyau dont la compacité tient a des propriétés d’équi-continuité.
A travers ce probleme est apparue une autre classe importante
d’opérateurs, les opérateurs de Fredholm.

Théoreme 4.13 (Application linéaire compacte) Soit
E un espace de Banach, L une application linéaire compacte
de E dans E et ) un ouvert borné contenant 0. On suppose
que

re€FE Lr=x = x ¢ 0.

(4.7)

Alors (I — L,Q,0) € A (A est donné par la définition (4.5))
et d(I — L,$2,0) # 0.

Noter que, comme L est linéaire, [’hypothese (4.7) est équivalente
a dire (v € B, Lx =x) = x =0, ce qui est équivalent a dire
que 1 n’est pas valeur propre de L.

Remarque 4.13 On peut maintenant, comme en dimension
finte, donner une méthode pour trouver des solutions a des
problemes non linéaires. Soit K un espace de Banach, un ou-
vert borné de E contenant 0, f : Q — E une application.
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On cherche a montrer qu’il existe x € ) tel que. v — f(x) =
0 (quitte a changer f, on peut toujours se ramener a cette
forme). Pour cela, on construit une application h : [0;1] x Q —
E, compacte et telle que

1. h(1,.)=f.
2. h(0,.) = Lavec L linéaire de E de E.
3. x — h(t,x) # 0 pour tout t € |0,1] et tout x € .

Alors d(I — f,9,0) = d(I — L,€2,0) # 0 et donc qu’il existe
x € ) tel que x — f(x) = 0.

Existence avec le degré topologique

On donne maintenant une application du degré topologique,
(cette application pourrait d’ailleurs aussi se faire par le théoreme
de Schauder).On reprend le méme probleme que dans le para-
graphe précédant en supprimant ’hypothese f bornée qui permet-
tait une application simple du théoreme de Schauder. On considere
’équation de diffusion-convection-réaction suivante

) u € H(Q),
/Qa(:c,u(x))Vu(x).Vv(x)der/

Q

Gla)p(ul@). Vu(a)dz = [ fla.
qui est la formulation faible du probleme suivant

() {;%(a(x, w)Vau) — div(G(z)p(u) = f(z, u) da%

Notons que cette équation est non linéaire pour trois raisons : les
termes de diffusion, convection et réaction sont non linéaires. Le
premier terme du membre de gauche est le terme de diffusion, le
second terme du membre de gauche est le terme de convection et
le membre de droite est le terme de réaction. On se place sous les
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hypotheses suivantes

( (4)Q est un ouvert borné de RN, N > 1,
(27) a est tq a(; s) est borélienne Vs € R p € N* et a(x; ) est contin
(740)Ja, B > 0, < a(zx,s) < B, Vs € R, pp x € 2,
(iv)G € CHQ,RY), divG = 0,
(v)p € C(R,R),IC, > 0, tel que |p(s)] < Cyls|,Vs € R,
(vi) f est une Carathéodory, et3Cy > 0,d € L*(Q), tq, | f(x,s)| < d(:
(
\

vii) lim f(z,s)

s—+oo S

= 0.

Remarque 4.14 (Sur l’existence et l'unicité des solu-
tions de (E')) Dans le cas ot a = 1, ¢ = 0 et f est de la
forme f(x;s) = d(z)+ As ot A est une valeur propre du Lapla-
cien sur avec condition de Dirichet ( c¢’est-a- dire qu’il existe
w e H}Q), w#£ 0 tels que —Aw = Iw dans D*(Q)) et d’un
élément de L*(QY), le probléeme (E) devient —Au = \u+d, avec
condition de Dirichlet. Ce probleme n’a une solution que si d
est orthogonal a l’espace propre associé a A\ (et dans ce cas on
n’a pas unicité). Ceci s’appelle lalternative de Fredholm. C’est
pour assurer ['existence pour tout d dans L?()) qu’on ajoute
I’hypothese de sous-linéarité sur f (hypothese (vii)).

Remarque 4.15 (Coercivité) Lorsque divG # 0, le probléme
peut se traiter de maniere similaire a celle donnée dans la
démonstration du théoreme a condition que divG < A\
p.p. ou A\ est la premiere valeur propre de u — —div(aVu)
avec condition de Dirichlet (cette valeur propre est strictement
positive). Sans cette condition, le probleme devient plus dif-
ficile, méme dans le cas linéaire, c’est-a-dire le cas ou a et
f ne dépendent pas de u avec p(u) = u. La difficulté prin-
cipale est due a ['absence de coercivité de ['opérateur u >

—div(aVu) — div(Gu).
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Théoreme 4.14 (Existence) Sous les hypothéses (H), il existe
une solution de (E').

La démonstration est assez longue, donc nous allons énoncer les
grandes lignes de cette preuve.

Preuve
- On Pose a(u) = a(z,u) et f(u) = f(z,u).

- Considérer le probleme

/ a(w)Vu.Vodr + / Gy(u).Vodr = / f(w)vdx
! Vv € H} (D). !
(4.8)
1. On applique le théoreme de Schauder.

(a) Définir de L*(Q) dans L*(€) une application T par T'(u) =
u ou u est solution de (4.5.1).

(b) Remarque 4.16 Il est assez facile de montrer que T
est continu et méme compact. Par contre il est difficile
de montrer que T envoie une boule de L*(Q)) dans elle-
méme. Pour cela, il faut obtenir une estimation sur u
en fonction de u.

i el ) < NGlcCrllll eyl ) +
HdHLQ HUHL2 + Col[ul| 2ol |ull 20
1. Montrons que le dermer terme a lut tout seul empéche
d’avoir facilement des estimations. Supposons G = 0

et d =0, on a alors avec ['tnégalité de Poincaré on
obtient

SlluliZagq) < allullZy o) < Collll 2o lull 20y
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Ce qui montrer qu’il existe R > 0 tel que ||ul|;2) < R,
revient a montrer que toutes les solutions sont dans la
boule Br (boule fermée de centre 0 et de rayon R), ce
qui est une estimation uniforme sur toutes les solutions.

(c) On réécerit le probleme sous la forme
u € Hy(%),
/a(u)Vu.Vvd:U = (F(u),v)Hq(Q)’Hé(Q) Vv € H}(Q).
0

ol F(u) est, pour u € L*(2), I'élément de H~(Q) défini
par

<F(u),U>H_1(Q)7H3(Q) = —/QGgp(u).Vvda:—k/Qf(u)vdx.

Comme G € L¥(Q)N, |p(s)| < Cyls| et |f(.,5)] < d+
Cy|s|, il est facile de voir que 'application F' qui a u associe
F(u) est continue de L?(2) dans H1(Q).

(d) Pour s € H~(Q), le probleme linéaire
w € H;(9),
E*
(&) /a(u)Vw.Vvd:c = (S, U>H71(Q>7H6(Q) Vv € H} ().
Q

admet une unique solution w € H}(€2). On note B, 'opérateur
qui & .S dans H~1(£2) associe w solution de (E£*). L opérateur

B, est linéaire continu de H~(Q) dans Hi(Q) et H(Q)
s'injecte compactement dans L*(€). On en déduit que I'opérateur
B, est compact de H1(Q) dans L?(€2). Le probleme (E')

est équivalent a résoudre le probleme de point fixe u =
B.(F(u)), On va donc montrer par degré topologique, que

le probleme suivant admet une solution

{u e 12(Q), .
u= By(F(u))
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Pour ¢t € [0,1], on pose h(t,u) = B,(tF(u)) € L*Q).
L’application h est ainsi définie de [0,1] x L*(2) dans
L*(€). Pour R > 0, on pose Br = {u € L*(Q), ||u||L*(Q) <
R}. Nous montrons que
1.
u—h(t;u) =0
iR > 0, {t e o, 1]7(1; G)LQ(Q). ’} = ||ul|p20) < R.
(4.9)

ii. h est continue de [0,1] x B dans Bp.

iii. {h(t,u),t € [0,1] : u € Bg} est relativement com-
pact dans L*(2). On va supposer que ||ul|j2q) < R,
et faire une majoration sur le terme (, )51 g1y en utili-
sant l'inégalité de Poincaré et remplacer dans (E*) afin
d’avoir la bonne majoration sur le terme ||wl]| H1(Q): €€
qui entraine que la suite toute suite (wy, )neny C Ho(€2) est
bornée, enfin d’apres le théoreme de Rellich-Kondrachov
{wy,n € N} est relativement compact dans L*(Q) par la
suite {h(t,u),t € [0,1] : u € Br} est relativement com-
pact dans L2() vu que ||A(t, )]l o) = [l o) <
R_p

Soit

a(z, s1) — a(z, s2)| < Cs|s1 — solpp .2 € R

(H,) - dC5 > 0,Vsq, 59 € R,
[p(s1) — @(s2)| < Csls1 — 8.

avec a et ¢ soient lipschitziennes.

Théoréme 4.15 (Existence et unicité) Sous les hypotheses
(H) et (H),

il existe une et une seule solution a (E') .
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Preuve
La technique utilisée apparait pour la premiere fois dans un article
d’Artola en 1985. Soient u; et us deux solutions de (E”). On a donc

/a(ul)Vul.Vvda:+/Ggo(ul).Vvdx:/fvda;.
Q 0 Q

(4.11)
et

/a(ug)VUQ.Vvdx—i—/G(p(@@).VUd:L’:/fvdx.
0 Q 0

(4.12)

L'idée est de prendre v = T.(u; — ug) dans (4.11) et (4.12), ou
e > 0 et T est la troncature au niveau ¢, c-a-d

)
—c sls < —¢,

T.(s)=4¢s si—e<s<e,

€ S1 s > €.

\

Si uy et ug € HY(Q), alors T-(uy — ug) € H}(Q) et
VT (ur — ug) = V(ur — u2)1{0<juy —up|<e}-

En prenant v = T.(u; — ug), et en faisant la différence de (4.11)
et (4.12), on obtient

/Q(a(ul)Vul.V(Tg(ul — UQ)) — a(UQ)VUQ-V(Tg(ul — UQ)))CZZU =

/Q Gl (1sz) — (1)) V (To(oty — o))

On pose maintenant A, = {0 < |u; — us| < €},
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/A€ a(uy)V(uy — ug).V(uy — ug)dx = / (a(us) —

Ae
a(u1))Vug.V(uy — ug)dex + / G(o(ug) — p(u1)).V(ug — ug)de

£

et puisque a(uy) > « p.p et donc

IV (1 — ug)|*dx < / Cslug — || Vus||V(uy — ug)|dz +
Ag €

/ Coluty — 1| |G|V (1 — uo)|
A

On a |u;p — us| < e p.p dans A.. En appliquant l'inégalité de
Cauchy-Schwarz dans les deux dernieres intégrales on obtient donc

/\Vul—u2\d:c<036(/ Vi) dx) (/ V(uy —
uy)| d:c) +035</ \G\%) (/ V(1 — us) dx) .

1 1
3 3
Ainsi on pose a. = ( \G!Zd:c) + ( ]Vuﬁdx) ceci en-
Ag A

traine,
1

2
a( IV (u; — ug)\de) < (Cseas..
Ag

On a aussi,

1
2
o [ 19w~ w)Pdr)” =l VIT 01 = )z <
Q
Cgé‘ag.
donc, en désignant par m la mesure de Lebesgue sur R,

oIV —u2))llne) < ofV(Telu = u2))l 120 < Caea

Comme H}(Q) € W' (Q), on a T-(up — ug) € HY(Q) € Wy (Q)

et I'inégalité de Sobolev donne

DO
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1Ty — wa)l| e < V(T2 (= 02))] |3 gy awvee 1% = 25

Ainsi,

m(‘;)%HTg(ul — ug)l||1r < Csea.

Si N=1 onaN = (N —1) =400 et conclut facilement que
U1 = us p.p. Le cas N > 2 demande un léger développement
supplémentaire. On remarque que

1 1
. O\ T .\ T
T (g — ug)|| 1 = (/ T (uy —u2)]1 dx) > (/ gl dx)
Q0 B.

> e(m(B.)'V .

avec B. = {x, |ui(x) — us(x)| > €}.

On a donc
1

e(m(B.))" ™ < @2 0ueq,

(67

et on en déduit que (m(BQ)NT* < C4A.. Prenons pour n € N*,
e=1 onaA}L1 CA1 et ﬂneNAl =, donc m(A1)—+>O
n n n—-+00

(par contlnulte decrmssante d’une mesure). On rappelle que

3 ;
— (/ \Gy%zx) + (/ ]VuQ\Qd:U)
Ay Ap

Comme G, |[Vus| € L*(), on en déduit que lim a1 = 0. On a

n—+oo T

aussi B 1 D B1 et UneNB1 = {Jui—uz| > 0}. Donc lim m(Bl) =

n+l n—-+00
m({|u1 — uz| > 0}) (par continuité croissante d’une mesure).

a

3=

Comme
(m(Bl))NT < C’4a1

en passant a la limite lorsque n tend vers +oo, on obtient m({|u; —
us| > 0}) <0, et donc uy = usg p.p, ce qui termine la démonstration.

Une premiere conséquence de cette méthode de “degré topolo-
gique” est le théoreme de point fixe de Brouwer que nous donnons
maintenant.
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4.5.2 Théoreme de point fixe et applications

Si f est une application d'un ensemble £ dans lui-méme, on ap-
pelle point fixe de f tout élément x de E tel que f(z) = x. De nom-
breux problemes, y compris des problemes d’équations aux dérivées
partielles non linéaires, peuvent étre (re)formulés sous forme de
probleme d’existence d'un point fixe pour une certaine applica-
tion. Nous en verrons des exemples plus loin. On rappelle d’abord
le théoreme de point fixe de Picard pour une contraction stricte,
un résultat élémentaire mais peu utilisé pour les applications que
'on a en vue

Théoréme 4.16 Soit (E,d) un espace métrique complet, T :
E — E une contraction stricte, 1.e, telle qu’il existe une constante
k <1 telle que

Ve,y € B d(T(x), T(y)) < kd(x,y).

Alors T admet un point fize unique xog = T'(xg) € E. De plus,

pour tout z € F, la suite des itérés T (z) —— xg
m——+00

[9] Ce théoreme, ou des variantes de ce théoreme, est néanmoins
utile dans le contexte des équations aux dérivées partielles d’évolution,
contexte qui ne nous concerne pas ici.[9]

Les théorémes de point fixe de Brouwer et de Schauder

Le théoreme de Brouwer est le théoreme de point fixe fonda-
mental en dimension finie. Soit B = {z € R™, ||z|| < 1} la
boule unité fermée de R”™ muni de la norme euclidienne usuelle, et
Sm=1 — 9B" 1a sphere. Le théoreme de Brouwer affirme que

Théoreme 4.17 (de Brouwer) Toute application continue
de B" dans B admet au moins un point fize. [9]

Notons une amusante illustration < physique > (avec des réserves)
du théoreme de Brouwer. Si I'on prend un disque de papier posé
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sur une table, qu’on le froisse sans le déchirer et qu’on le repose sur
la table de facon a ce qu’il ne dépasse pas de sa position initiale,
alors au moins un point du papier froissé se retrouve exactement a
la verticale de sa position de départ. Le théoreme de Brouwer est
un résultat non trivial, sauf dans le cas m = 1 ou il se montre tres
simplement par un argument de connexité. Il en existe plusieurs
démonstrations dans le cas général, faisant toutes appel a des no-
tions plus ou moins élémentaires. Nous allons en donner une preuve
aussi élémentaire que possible (notion subjective, malgré tout, ce
qui est élémentaire pour 'un ne l'est pas forcément pour l'autre).
Commencons par le théoreme de non-rétraction de la boule sur
la sphere — une rétraction d’un espace topologique sur un sous-
ensemble de cet espace est une application continue de cet espace
a valeurs dans le sous-ensemble et égale a l'identité sur le sous-
ensemble — dans le cas d'une application de classe C'. On verra
un peu plus loin qu’il est équivalent au théoreme de Brouwer.

Théoreme 4.18 [l n’existe pas d’application f : B" — gm-1
continue telle que ['on ait f|5m_1 = Id sachant que f‘Sm_

restriction de f a S™ 1. [9]

, estla

Preuve Soit f une telle rétraction. On pose g(x) = —f(x). Alors
g e CO(Em; Fm) admet un point fixe xg, lequel satisfait donc zy =
— f(z0). Comme f est & valeurs dans la sphére unité, zo € S™ 1.
Comme f est une rétraction, on en déduit que f(xy) = xg, et donc
que zo = 0, ce qui contredit ||zo|| = 1. Finalement, théoreme de
non rétraction continue de la boule et théoreme de Brouwer sont
deux résultats équivalents. La boule unité fermée de R n’est pas
le seul ensemble a posséder la propriété de point fixe. On déduit
facilement du théoreme de Brouwer la propriété suivante.

Théoreme 4.19 Soit K un compact homéomorphe a la boule
unité fermée de R™ . Toute application continue de K dans K
admet au moins un point fize.
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Preuve Soit g une application continue de K dans K et soit h
un homéomorphisme qui envoie K sur la boule unité fermée.
L’application h o g o h™! est continue de B" dans B". Elle
admet donc un point fize y = hogoh™ € B" Par conséquent,
h~Y(y) € K est point fize de g.

Donnons une conséquence utile de ce résultat.

Théoreme 4.20 Soit C un convexe compact non vide de R™.
Toute application continue de C' dans C' admet au moins un
point fixe.

Remarque 4.17 i) En général, il n’y a pas unicité du point
fize.

it) 1l existe des ensembles compacts qui ne possedent pas la
propriété de point fire. Par exemple, le théoreme de Brou-
wer est vistblement faur dans une couronne circulaire,
bien qu’il n’existe pas de rétraction de la couronne circu-
laire sur son bord. En fait, plus généralement, si X est une
variété compacte a bord, alors il n’existe aucune rétraction
continue de X sur 0X.

FIGURE 4.1 — Non unicité du point fixe de Brouwer

Théoreme 4.21 Soit E un espace vectoriel normé, C un
convere compact de E et T une application continue de C
dans C. Alors T admet un point fize. [9]
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Théoreme 4.22 Soit E un espace de Banach, C' un convexe
fermé de E et T une application continue de C' dans C' telle
que T(C) soit relativement compact. Alors T admet un point

fize.

Preuve Soit C' = convT(C). Il s’agit d’un conveze inclus
dans C. En effet, T(C) C C, donc convT(C) C C car C est
conveze, et convT(C) C C car C est fermé. De plus, C" est
compact comme enveloppe convexe fermée d’un ensemble rela-
tivement compact dans un espace complet. On applique alors
le théoreme de Schauder a la restriction de T a C'. [9]

Remarque 4.18 i) Dans la suite, la mention du théoreme
de point fixe de Schauder réferera indifféremment aux
théorémes (4.21)) ou (4.29) (lesquels sont clairement équivalents

dans le cas d’un espace de Banach).

i) Dans les applications du théoreme de Schauder aux probléemes
aur limites non linéaires, on dispose d’une certaine li-
berté. Il faut d’abord reformuler le probleme sous forme
d’un probleme de point fixe d’une certaine application T
Il faut ensuite choisir un espace B sur lequel T' soit conti-
nue, puis un convexe fermé C tel que T envoie C' dans
C', qui soit compact ou tel que T(C') soit relativement
compact. Notons que pour cette derniere propriété, il suf-
fit parfois de montrer que pour toute suite x, € C, 1l
existe une sous-suite telle que T(x,,) converge dans E,
sans nécessairement montrer que la sous-suite (., elle-
méme converge, ce qui n’est d’ailleurs pas forcément le
cas.

Théoreme 4.23 Soit E un espace vectoriel topologique loca-
lement convexe séparé, C' un convere compact de E et T un
application continue de C' dans C. Alors T admet un point
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fize. [9]

Remarque 4.19 On pourrait penser utiliser le théoreme de
Tychonov dans la situation suivante. Soit E un espace de Ba-
nach réflexif que 'on munit de sa topologie faible. Alors tout
convexe fermé borné est compact et l'on a aucune difficulté a
ce niveau. Par contre, on rencontrera probablement des diffi-
cultés pour montrer qu’une application non linéaire donnée T
est continue pour la topologie faible. Cecti limite [’emploi de ce
théoréme, au moins dans cette situation.[9]

Résolution d’un probleme modeéle par une méthode de point fixe

En application des théoremes de point fixe, nous nous intéressons
dans cette section a un probleme d’EDP elliptique non linéaire
modele tres simple. Soit © un ouvert borné de RY et soit f une
fonction de C°(R) N L>(R). Le probleme consiste a trouver une
fonction u € H(Q) telle que —Au = f(u) au sens de D’'(1).
Nous verrons par la suite comment préciser le sens fonctionnel de
cette équation. Pour mettre ce probleme sous forme d’'un probleme
de point fixe, on commence par énoncer un résultat d’existence et
d’'unicité linéaire.

Proposition 4.2 Soit ¢ € H Y(Q) Il existe un unique v €
Hi(Q)tel que —Au = g au sens de D'(Q)). Cette fonction v est
['unique solution du probleme vartationnel

Yw € Hj(Q) , /Vv.de:c = (g, w).
0

(4.13)

De plus, lapplication g — (—A)"1g = v est continue de H ()
dans H(Q).
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Preuve Pour 'existence, on note que la forme bilinéaire

a(v,w) = /VU.desc = /aivaiwdx(on utilise la convention
0 0

de sommation des indices répétés) est continue sur H} (), qu'elle
est Hg(Q)-elliptique par l'inégalité de Poincaré et que la forme
lindaire I(w) = (g, w)est continue sur Hg () par définition. Le
lemme de Lax-Milgram implique donc I'existence et 'unicité de la
solution v du probleme variationnel. Montrons que cette fonction
est solution de I’équation au sens des distributions. Par définition
de la dérivation des distributions, Av est la distribution donnée
par

Vo € D), (Av, @) = (Oiv, o) = —(Ow, Dip) = — / Ow0ipdz.
Q

puisque d;v € L*(Q2) Comme D(Q) C Hy () nous avons donc
(Av, ) = —(g, p) pour tout € D(Q).

c-a-d Av = —g. Pour montrer I'unicité, considérons v € Hi (1) tel
que Av = 0 au sens de D'()). D’apres ce qui précede, ceci signifie
que

Vo € D(1), / Oivopdzr = 0.
Q

Comme Hg () est 'adhérence de D(Q) dans H (), il existe une
sulte

1 2
©n € D(Q) telle que @, H—<Q)> v. En particulier 0;p, ﬂ O;v.

En passant a la limite dans 'intégrale, on voit donc que Vv = 0,
ce qui implique v = 0 par I'inégalité de Poincaré. La continuité de
Papplication (—A)™! découle directement de la formulation varia-
tionnelle et de I'inégalité de Poincaré en prenant w = v.

Corollaire 4.2 L’application (—A)~! est continue de L*(Q)
dans H}(Q).
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Preuve En effet, L*(Q) — H Q) (Injection continue). Dans
le probleme modele apparait au second membre de [’équation un
terme de la forme f(u) dont nous n’avons pas encore précisé
le sens. C’est ['objet du théoreme de Carathéodory, introduit
par un lemme. On note ~ la relation d’équivalence de [’égalité
presque partout des fonctions mesurables.

Lemme 4.5 Soit Q un ouvert de RY et f € C°(R). Pour tout
couple de fonctions mesurables uy et us sur ), si uy ~ us alors

four~ fous.

Preuve Notons d’abord que si une fonction u est mesurable
alors f owu ['est aussi, puisque f est continue. Supposons que
Up ~ Ug, 1.€, U3 = Uy p.p dans €). Il existe donc un ensemble
négligeable N tel que si x € N, ui(x) = us(x), d’ot également
fui(x)) = f(uo(x)), c-a-d fouy ~ fous. En d’autres termes,
on vient de voir que [’application u — f ou passe au quotient
par la relation d’égalité p.p.

Théoréme 4.24 Soit Q) un ouvert borné de RY et f € C°(R)
telle que

()] < a—+Db|t]. On définit pour toute classe d’équivalence de
fonctions mesurables sur ) la classe d’équivalence f(u) = fou
comme au lemme précédent. Alors l'application u— fou en-
voie L?(Q) dans L*(Q)et est continue pour la topologie forte.

Preuve Siu € L*(2) alors
| Vrtw)ids < 2ames() + 2 jull e < .
0

donc f(u) € L*(Q). Montrons que 'application ainsi définie
est continue de L*(Q) fort dans L*(Q)) fort. Soit (uy,), une
suite convergente dans L*(S)) vers une limite w. Soit (), une
sous-suite de (uy),. Extrayons une nouvelle sous-suite (uy)r qui
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converge presque partout, i.e, il existe un ensemble N de me-
sure nulle tel que pour tout x n’appartenant pas a N, ug(x) —
u(x), et telle qu’il existe une fonction g € L*(Q) telle que
lup(x)| < g(x) presque partout (c’est la réciproque partielle du
théoréme de convergence dominée de Lebesque). Nous avons
donc |f(up(z)) — f(u(x))|* = 0 p.p puisque f est continue et
|flur) — f(u)]? < 4a® + 4b%°¢* + 2| f(u)|>. Le second membre
de cette inégalité est une fonction de LY(Q) qui ne dépend pas
de k. Nous pouvons donc appliquer le théoreme de conver-

gence dominée de Lebesque pour en déduire que / | fug) —
Q
f(u)|*dz — 0, c’est a dire que f(uy) — f(u) dans L*(Q)fort.

Nous avons montré que de toute sous-suite (f(um))m, nous
pouvons extraire une sous-suite qui converge vers f(u) dans
L*(Q) fort. L'unicité de cette limite implique que c’est la suite
entiere f(u,) qui converge. [9]

Remarque 4.20 i) L’hypothese ) borné n’est pas nécessaire
dans cette démonstration. Il suffit clairement que mes{) <
+00. De méme, les hypothéses que ) est un ouvert de RY
et que ['on considere la mesure de Lebesque peuvent visi-
blement étre considérablement généralisées.

ii) Le théoréme de Carathéodory est en fait plus général. Par
exemple, soit A un borélien de RY et f: A x R — R une
fonction telle que

{f(, s) est mesurable sur A pour tout s € R,

f(z,.) est continue sur R pour presque tout v € A,

(une telle fonction est dite fonction de Carathéodory). On
suppose qu’il existe des exposants 1 < p,q < 0o, une fonction
a € LI(A) et une constante b > Otels que
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f (@, s)] < alx) + b\s\g pour presque tout x et tout s.

Alors Uapplication u — f(u) définie par f(u)(z) = f(z,u(x))
est continue de LP(A) fort dans L1(A) fort.

Nous pouvons maintenant attaquer le probleme modele.

Théoréme 4.25 Soit ) un ouvert borné de RY et f € C°(R)N

L®(R) Il existe au moins une solution u € Hj(Q)du probléeme
—Au = f(u) au sens de D'(2).

Preuve On donne une démonstrations utilisant le théoréme

de point fize de Schauder. On prend comme espace de Banach
de base E = L*(Q). D’apreés le théoréme (4.24)), siv € E alors

f(v) € E (en fait, ici f(v) € L®(Q)). T(v) = (=A)"}(f(v)).

Alors T+ E — FE est continue. En effet, elle est composée

d’applications continues.

2 o9 (—a)~t 1
r0) 5 rre) C o)

v f(v) = T(v) = T(v).

mjection

17(0)

Vérifions que tout point fivre de T est une solution de notre
probléeme. Soit donc u € L*(Q) tel que T(u) = u. Comme
T(u) = (=A)"Y(f(u)), on en déduit d’abord que u € H3(S2).
D’autre part, par définition de l'opérateur (—A)™, —AT(u) =
f(u) au sens de D'(QQ) et donc u est solution du probleme
modele (et réciproquement).

Pour appliquer le théoréeme de Schauder, il faut encore choisir
un convexe. Nous prenons ici C' = {v € H}(Q) ,‘||UHH6(Q> < M}
ot M est une constante a choisir (on prend ici HUHHé(Q) =
[V V]| p2(q) en utilisant Iinégalité de Poincaré). Par le théoréme
de Rellich, linjection de HZ(Q) dans L*(S2) est compacte, donc
C qui est borné dans H} (), est relativement compact dans E.
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De plus, c’est un fermé de E. En effet, si (v,), € C converge
vers v € E, alors (v,), est bornée dans H}(Q) et contient donc
une sous-suite (Up,), qui converge faiblement vers un élément
de H (), lequel ne peut étre que v. De plus, la semi-continuité
inférieure séquentielle faible de la norme implique que
V]l ) < 1_1>IJIF1 inf |[vm|| 1) < M, c’est a dire v € C. Par
conséquent, C' est compact dans E.

Nous allons choisir la constante M pour que T(C) C C. II
s’agit d’un probleme d’estimation de T'(v). D’apres le théoréme
de Laz-Milgram, T'(v) est solution du probléme variationnel.

Vw € Hj (), /VT(U)de:U = / f(v)wdz.
Prenant w = ) dans ’équation précédente, il vient

I970) /f (o) < ||flliey [ [T(0)]da
(Inégalité de Holder).

ou bien, puisque | f()T(W)] < ||fllwm|T(0)|. En utilisant
['inégalité de Cauchy-Schwarz, nous en déduisant que

1
IVT ()| 721q) < Ifllzemymes(Q)2(|T ()] 20

D’apres linégalité de Poincaré, il existe une constante Coq telle
que pour tout z dans Hy(Q), ||2]|r2q) < Cal|Vz|l12q). Comme
T(v) € H(Q), obtenons donc, pour tout v dans F,

VT ()| 20) < Call fl] (0 (mes)?.

Pour assurer que T(C) C C, il suffit donc de prendre M =
OQHfHLoo(Q>(m€SQ)%, car T(E) C C.

Les hypotheses du théoreme de Schauder, premiere version, sont sa-
tisfaites, par conséquent, il existe au moins une solution du probleme
modele dans 'ensemble C'.
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Théoreme 4.26 On suppose sous les hypotheses précédentes
que [ est décroissante. Alors la solution u du probleme modéle
est unique.

Preuve Soient u; et uy deux solutions. D’apres le théoreme (4.25)),

elles satisfont donc

Vo, € Hi (), /Vulvldx:/f(ul)vldx.
0 0

Vv € H (), /VUQUde:/f(ug)vgdx.
0 0

Prenons v1 = u; — ug et v = us — uy et additionnons les deux
équations. Nous obtenons

/Q V(01— )P = / (F(ur) — Fluz))(u — ua)dz < 0.

puisque l'intégrale du membre de droite est négative a cause de
la décroissance de f. Par conséquent, uqy = wus par l'inégalité de
Poincaré.

Rappelons qu’en général, il n’y a aucune raison pour que l'unicité
ait lieu. [9]

4.5.3 Méthodes de monotonie

Introduction

La méthode de monotonie est une méthode basée essentiellement
sur le principe du maximum, cette méthode est souvent utilisée
pour résoudre quelques problemes non linéaires, qui ne peuvent pas
etre résolus par des techniques variationnelles. Pour le probleme,

(P) {—Au = f(u) dans (2,
u =70 sur 0S2.

dans le cas ou f (le second membre) dépend de Vu, on sait encore
prouver l'existence d’une solution avec le théoreme de Schauder.
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La question est plus difficile dans le cas ou a dépend de Vu. On se
place sous les hypotheses suivantes

() ouvert borné de RY :
] @ c C(RY,R),

Jo, B e RY, oo < a(f) < B,V € RY
| fe L),

On cherche a montrer I'existence d'une solution au probleme sui-

vant
u € Hy(€),
/a(Vu)Vu.Vvda: = / fudz, Vv e H}).
Q Q

Peut-on appliquer le théoreme de Schauder? Pour 'appliquer, il
faut I'utiliser dans Hy(Q) pour que a(Vu) ait un sens. Soit @ €
H;(Q), par le lemme de Lax Milgram, il existe un unique u €
H; () solution du probleme

u € Hy(%),

Pl
() / a(Vu)Vu.Vodr = / fvdz, Vv e H}Q).

0 0
On définit Vopérateur T de H}(Q)) dans Hj(2) par T(@) = u so-
lution de (P'). L’opérateur T est bien défini de H3 () dans H(€2)
et

(1) il existe R > 0 tel que HuHH(%(Q) < R pour tout @ € H}(Q),

(2) I'application T est continue de Hg(Q) dans H} (). En effet,
si @, — @ dans H}(Q), on a Vi, — Va dans L2(Q)Y et
il n’est pas tres difficile de montrer que T'(w,) — T'(u) dans
H; ().

Mais, application T' n’est (en général) pas compacte (de H}(Q)
dans HZ(Q) ). Si on était en dimension finie, les points (1) et (2)
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suffiraient a montrer 'existence d'une solution. L’idée est donc de
considérer des problemes approchés en dimension finie et de passer
a la limite en utilisant la monotonie de 'opérateur (qui est vraie
sous des hypotheses données sur a ci-apres). [11]

Opérateur de Leray-Lions

On considere ici un cas un peu simplifié des opérateurs de Leray-
Lions. On considere les hypotheses suivantes :

1) © ouvert borné de RV, N >1 1 < p < +o0.

2) a: RV — RY continue,

)
3) Ja > 0 telle que a(€).€ > alélP, VE € RY (Coercivité),
)

N

3C € R;la(§)| < C(1 + [€]P7Y) W€ € RY (Croissance),
(4.14)
5) (a(§) — a(n)).(€ —n) = 0 (Monotonie), V(£,7) € (RY)?,
6) o € L>*(Q), dog >0, 0 > oy p.p,
) f e Lr(Q) .
Ces hypotheses permettent en particulier de traiter les modeles dits

"LES” (Large Eddy Simulations) utilisés en mécanique des fluides.
On s’intéresse alors au probleme suivant

P {;cﬁ(a@)a(vwx») ~fle) dos

Exemple 4.2 pour o0 =1 a(§) = |£[P72€, le probléeme s’écrit

—div(Vu) = f sip=2,
—div(|Vu|Vu) = f sip=3.
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Le cas p = 3 fait intervenir ['opérateur de Smagoriskit qui ap-
parait dans les modéles de LES. Le cas p quelconque —div(|Vu|P~>Vu)
s’appelle p-laplacien. Cherchons une forme faible adéquate de

(P*). Remarquons que si w € (LP)™ alors, par hypothése 4)

la(w)] < C(1L+ |wP~Y) < C + ClwlP~t € L.

Car C € L™ et lwlP™! € Lt = [V (0 ]19 1% 1). Donc si

u € Wol’p(Q) alors Vu € (LP(Q))Y, et a(Vu) € (L ( NV,

1 . .
Prenons v € Wy, alors Vv € (LP)N ceci entraine

a(Vu).Vo = Z a;(Vu).Vv € L'(Q).

1=1

Il est donc naturel de chercher u € Wol’p(Q) et de prendre les
fonctions test dans W,(Q).

La forme faible qu’on considere est donc
ue W,P(Q),

(Pr) /Qaa(Vu).Vvdx = (f, 'U>W_1’p/7W(},p = /vadx.

Exemple 4.3 f € LV (Q), on pose, par abus de langage

<Tf7 U>W1,p’,W01’p - <f7 /U>W17p/,W&’p - Lf?)dﬂf
On a donc identifié Ty € W= avec f € LV (Q).

Théoréeme 4.27 (Existence et unicité) Sous les hypothéses
(4.14), il existe w € Wy (Q) solution de (P;). Si de plus a est
strictement monotone, c’est a dire (a(§) — a(n))(& —n) > 0
V(€,n) € (RY)?, alors il existe une unique solution u de (Py).

[11]
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Pour la démonstration de ce théoreme, nous aurons besoin des
lemmes (classiques) d’intégration suivants.

Lemme 4.6 (Convergence forte et faible) Pour 1 < p <

+o0 p = Ll si fn— f et g, — g dans LP(QQ) Alors

n—-+00

Jogndr —— [ fgdz.
Q Q

(11
Remarque 4.21 On rappelle que par contre si f, — f et

gn — g dans LP(2) on a pas toujours, [ fogndx —+> fgdzx.
0 n—

Pour avoir une idée sur la démonstration voir [5].

Lemme 4.7 Si a € C(RY,RY), a(&) < C(1 + |€P7Y) et si

Wy P () LP(Q)
U, ——5 u alors Vu, ——— Vu.
n—-+00 n—-+00

Ce lemme se démontre par le théoreme de convergence dominée
de Lebesgue. On rappelle aussi que les espaces I/VO1 P(Q), LP(Q)
et LY (Q) sont réflexifs pour 1 < p < 400, et donc pour toute
suite bornée d’un de ces espaces, on peut extraire une sous-suite
faiblement convergente. On rappelle enfin que les espaces I/VO1 P(Q),
LP(Q) et LY (Q) sont séparables, i.c ils contiennent une partie
dénombrable dense, ce qui va nous permettre ’approximation par
des problemes de dimension finie. On aura également besoin pour
la démonstration du lemme suivant.

Lemme 4.8 (Opérateur coercif dans R ) Soit T : RY —
RY continue et coercif, c’est o dire

Tv.v

v |v| =400

> +00, avec . désigne le produit scalaire.

Soit b € RY, il existe v € RY, Tv = b. L’opérateur est donc
surjectif. [11)]
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Preuve On utilise le degré topologique de Brouwer (car on est en
dimension finie). On pose h(t,v) = tTv+(1—t)v. Pour t = 0, on a
h(0,v) = v (c-a-d h(0,v) = Id ou Id est 'opérateur v — v) quand
t = 1ona h(l,v) = Tv. Pour appliquer le degré, on remarque
d’abord que l'application A : [0,1] x RY — RY est continue (car
T est continue).

On veut ensuite montrer qu’il existe B > 0 tel que

te0,1,v e RY et h(t,v) =b = |v| < R.
(4.15)

On suppose qu’'on a démontré ceci, et quitte a augmenter R, on
peut toujours supposer que |b| < R. Par invariance par homotopie
du degré, on a donc que d(h(t,.), Br,b) ne dépend pas de t, et
donc

d(T, Bg,b) = d(I,Bgr,b) = 1 # 0. On en déduit l'existence de
v € Br C RY tel que T'(v) = b. 1l reste & qu'il existe R > 0
vérifiant (4.13). Soit t € [0,1] et v € RY, h(t,v) = b,

c’est-a~dire tTv + (1 —t)v = b. On a donc tT(v).v+ (1 —t)v.v =
b.v < |b]|v| et donc

siv A0, 72 4 (1 —f)|o] = 702 4 (1 — 2w < b,

[l [l [0l

— 400 lorsque |w| — 400, il existe R > 0 tel que.

T(|w)|.w

Comme

w| > R = min(T%)l'w, |w|> > |b|.

On en déduit que |v] < R. Ceci termine la démonstration.

Ce lemme se généralise a n’importe quel espace de dimension finie

Lemme 4.9 (Opérateur coercif en dimension finie) Soit
E un espace de dimension finie, et T : E — E' continue (no-

ter que dimE' = dimFE < +00). On suppose que T est coercif,

c’est-a-dire



110 CHAPITRE 4. LES EDPS ELLIPTIQUES NON LINEAIRES

<T(U>7U>(E/,E)

Pz ol g—+oc

Alors, Vb € E' il existe v € E tel que, T(v) = b.

> +00.

Preuve On se ramene a RY. Soit N = dimE. On choisit une
base de E, notée (ey,...,en), et on note (ej, ... e}y ) la base duale
de E' ( c’est-a-dire (€], €;)(p gy = 0;;). On définit une application
I :RY — E et une application J : RN — E' par

N N
Ia) = Zaiei et J(B) = Zﬁief pour a, 3 € RY.
i=1 i=1

L’opérateur I est une bijection linéaire de RY dans E et 'opérateur
J est une bijection linéaire de RY dans . Soit T = J 10T o I,
L’opérateur T est continu de RY dans RY. Soit &« € RY. On pose
v=1I(a)et f=T(a) (donc f=J YT (v))). On a donc

N N

N
T(a).oo = B.a = Z Bia; = <Z Bje;, Z i€i)(p,B) =
i=1 j=1 i=1

(J(B), ](04)>(E’,E) = J(ﬁ)(zaz@i) = <T(U)7U>(E’,E)-

En prenant comme norme sur RV, ||a|| = ||I(a)||g, I'hypothese
de coercivité sur 17" donne alors

~

. T(a).«

lollst+oo | ]¥]]

= +00.

Par équivalence des normes en dimension finie, on a donc aussi

T(a).
lim (@).a = —+00.
|at] =400 ‘CV‘

On peut done appliquer le lemme 4.9 & T. Soit b € E’. On pose
B = J7b). Le lemme {.9) donne l'existence de o € RY telle que
T(a) = . On pose v = I(«) et on a alors
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Tw)=Tol(la)=JoT(a)=J(B)=b.

On a ainsi montré l'existence de v € E tel que T'(v) = b.
Pour démontrer le théoreme (4.27)) on suit les étapes suivantes :

1. On montre 'existence de la solution ici on a deux
cas :

(a) Montrer P’existence de la solution en dimension
finie
L’espace VVO1 P(Q) est séparable donc dans cette étape on
fixe n € N* et on cherche un solution du probleme suivant,
posé en dimension finie :

u, € E,,tel que , UpenE, = Wol’p(Q),
/aa(Vun).Vvdaz = (f,0) o1y wie = / fodx
0 ’ Q

i. Définir I” opérateur T,, et montrer qu’il est continue coer-

(P1,)

cif.
ii. faire le passage a la limite.

(b) Montrer ’existence de la solution en dimension
infinie
On a montré l'existence d’une solution au probleme (Fy',,).
On fait un passage a la limite sur ce probleme lorsque n —
~+o00, pour montrer I'existence d'une solution au probleme

(Py). Pour cela nous allons :

i. Obtenir une estimation sur u,, qui nous permettra d’ob-
tenir de la compacité.

ii. Effectuer un passage a la limite sur les problemes ( 1*n)

Yv e F,

de maniere a avoir I'existence d'une solution u du probleme.

iii. Pour pouvoir faire la limite sur le terme non linéaire nous
utilisons soit l'astuce de Minty soit par la méthode de
Leray-lions, en utilisant 'hypothese 5) (monotonie) de
(4.14).
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2. L’unicité de la solution : on suppose par I'absurde qu'’ils
existent deux solutions u; et us telles que :

u; € W, P(Q),
) /aa(Vui).Vvda: = ([, 0) -1 wie = / fodx Vie {1,2}.
0 ’ 0

En soustrayant les deux équations ,on pose v = u; — u9, on
obtient

/Q o (a(Viy) — a(Vau)).V (g — ) = 0.

Or Z = o(a(Vuy) — a(Vug)).V(uy — ug) > 0, et Z > 0 si
Vuy # Vuy on a donec Vuy = Vusg p.p et donc uy = uy car
uy g € Wy (Q).

(P

Remarque 4.22 Dans le cas des opérateurs de Leray - Lions,
lorsque a dépend de x, Vu mais aussi de u, on arrive encore
a montrer des résultats d’unicité si p > 2.

Exemple 4.4 (Le degré d’une application affine) Soient
E un espace de Banach. Pour R > 0, on pose Bp = {v € E :
|v|le < R}, f: E — E une application constante, il existe
donc a € FE telle que f(v) = a pour tout v € E. Soit R > 0 o1
lal|1 # R.

1. Montrons que d(I — f, Bg,0) est bien défini et que d(I —
f,Bp,a) = 1 si R > |la||g et d(I — f,Br,a) = 0 si
R < HCLHE

Il est clair que f est continue et compacte et que u— f(u) =
0 si et seulement si u = a. Si |la||g # R, d(I — f; Br,a)
est donc bien défini. Si R < ||a||g, Uéquation u— f(u) =0
n’a pas de solution dans Bp et donc d(I — f, Bp,0) = 0.
Si R > ||al|g, on pose h(t,v) = tf(v). La fonction h est
continue et compacte de [0,1] € E dans E et [’équation



4.5. METHODES DE COMPACITE ET DE MONOTONIE 113

u =tf(u) n'a pas de solution sur OBg pourt € [0,1] (car
lunique solution de u =tf(u) est ta). On a donc

d(I — f, Bg,0) = d(I — h(1,.), Bg,0) =
d(I — n(0,.), Bg,0) = d(I, Bg,0) = 1.

2. Soit L une application linéaire compact de E dans E. On
suppose que 1 n’est pas valeur propre de L. Soit a € E.
On définit f de E dans E en posant f(v) = Lv + a pour
tout v € E.

(a) Montrons que ’équation u — f(u) = 0 a au plus une
solution.

Supposons par l'absurde qu il existe au moins deux solu-
tions uy, us € F telles que uy— f(ur) = 0 et ug— f(ug) =
0. En posant u = uy —us on a donc u— Lu = 0. Comme
1 n’est pas valeur propre de L, on a donc u = 0. Ce qui
prouve bien que u— f(u) = 0 admet une unique solution

(b) Montrons que l’équation u— f(u) =0 a une unique so-
lution. On note b cette solution. Montrons que d(I —
f,BR,O) 7& 0 st R > HbHE et d([— f,BR,O) =0 s

On pose h(t,u) = Lu+ta. La fonctionh : [0,1]xE — E
est continue et compacte. Soit R > 0. L’équation u =
h(0,u) n’a pas de solution sur OBr (car 1 n’est pas va-
leur propre de L ).

Si l’équation u = h(t,u) n’a pas de solution pour t €
10, 1] sur OBg, on a
d([ - f7 BR7 0) - d(I o h(17 0)7 BR7 O) -
d(] - L) BR; O) 7& O;
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d’apres le théoreme (|4.15). Il existe donc uw € Bpg tel
que u— f(u) = 0. D’autre part, si l’équation u = h(t,u)
a une solution sur OBg pour un t €|0,1]. On note c
cette solution et on remarque (5) — f(%) = 0.

Dans tous les cas, on a donc montré qu’il existe u € E
tel que. uw — f(u) = 0. Enfin, il est facile de voir que
d(I — f,Bg,0) = d(I — L,Bg,0) # 0 si R > ||b||p et
d(I — f,Bg,0) =0 si R < |[b||z.

(voir [11])

Perspectives

La méthode de monotonie est connue aussi comme la méthode
des sur et sous-solutions est une méthode basée essentiellment sur
le principe du maximum, cette méthode est souvent utilisée pour
résoudre quelques problemes non linéaires, qui ne peuvent pas etre
résolus par des techniques variationnelles.
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