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INTRODUCTION

Depuis la nuit des temps,’homme a toujours voulu prédire 'avenir pour sa-
tisfaire sa curiosité . En effet, il s’avere que les meilleurs décisions ont été prises
suite aux inventions et expériences humaines de 1'histoire , méme s’il est parfois
difficile de prédire a juste titre si telle ou telle nouvelle invention fera un succes ou
un échec .

Effectivement, une méthode de prévision populaire basée sur une étude rigoureuse
a pu donner une découverte de séries chronologiques (X;),.5 qui sont des suites
de variables aléatoires indexées par le temps.

Cette approche permet de prédire par exemple de nombreux phénomeénes naturels
et financiers telle que une série chronologique qui est constituée de valeurs obser-
vées a des intervalles réguliers de temps . A titre d’ exemple , les débits annuels
sur un cours d’eau ou encore les valeurs mensuelles de titres boursiers sont des
séries chronologiques .

A la base , I'étude formelle des séries chronologiques consiste a trouver un modéle
mathématique qui explique le mieux possible les données observées .

Dans ce mémoire ,nous nous intéressons particuliérement aux processus moyennes
mobiles réelles d’ordre fini g4 notées par MMR(q) .

Notre mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier chapitre on étudie le processus moyenne mobile et les diffé-
rents caractéristiques de celui-ci.

Dans le second chapitre , nous étudions 1’approche asymptotique des processus
moyennes mobiles ,en commengant par développer la loi des grands nombres pour
les moyennes mobiles d’ordre infini , puis nous développons le théoreme Central
Limite pour les processus stationnaires m-dépendants .Enfin, nous traitons un co-
rollaire qui représente une application de théoréme central limite sur un MMR(1) .

Le troisieme et le dernier chapitre englobera les différentes méthodes d’estimation
du paramétre de processus moyenne mobile d’ordre 1 .



CHAPITRE INTRODUCTIF

Soit (Q), F,P) un espace probabilisé, sur lequel nous considérerons un
processus stochastique (X¢)tcr avec T = N ou Z . Sachant qu’un processus stochas-
tique est un ensemble de variables aléatoires qui sont ordonnées dans le temps. On
définit deux types de processus stochastiques :

1. a temps continu : X(f)
2. atemps discret : X; : t =0,£1,£2,£3,...

Evidemment, pour modéliser et analyser les séries temporelles on utilise les pro-
cessus stochastiques a temps discret.

Dans toute la suite £(X) désigne la loi de la variable aléatoire X.
On note
RT = {x = (x)er/x; €R,Vt € T}.

On appelle tribu produit sur R” la plus petite tribu rendant mesurables les appli-
cations coordonnées :

lorsque t parcours T, on la note Byr.
Soit maintenant I'application :

X: QO - RT
w — Xi(w)

On a alors (X;);eT est un processus stochastique a valeurs dans (R, Bg) si, et seule-
ment si, 'application X est mesurable de (Q, F dans (R”, Brr). On peut identifier
donc un processus stochastique (X;);eT et une application mesurable X. Ainsi, la
loi d'un processus stochastique (X;);er, la probabilité image de P par X, sont no-
tées Py, de sorte que si A = R x .R x A; X Aj41 X .. x Ajsxg X R xR X ... € Byr,
aveci € T et k > 0 alors

Px(A) = IP(XI' € A, Xiy1 € Ajp1, ., Xivk € Ai+k).

La loi P est caractérisée donc par les lois £(X;, Xii1,..., Xi1x) appelées les distri-
butions fini-dimensionnelles du processus.



Chapitre 1. Chapitre introductif

1.1 Processus linéaires et moyennes mobiles :

Nous définissons tout d’abord les premiers moments d"un processus

Définition 1.1.1 La moyenne du processus X = {X;}icz notée (ys)icz est définie par
U = ]E(Xt) Nt e Z
On dit que le processus est centré , si yy = u = 0,Vt € Z

Remarque 1.1.1 Si X = {X;}iez est a valeur dans R™ sa moyenne noteée p; est le
vecteur de R™ donné par :

E(X1;) Mt
E(X2t) Mot

E(X;) = = = Uy (1.1)
]E(th) Wt

1.1.1 Stationarité du processus :

Un processus peut étre strictement stationnaire ou il peut étre caractérisé par la
stationnarité faible (du deuxiéme ordre).

Définition 1.1.2 Un processus X = {X; }ez est du second ordre si
E(X?) <
de plus, on dira que ce processus est faiblement stationnaire (ou stationnaire d’ordre 2) si

les deux conditions suivantes sont vérifiées pour tout t,h € Z. :

(i) E(Xt) = pu pour tout t € Z
(i) E(XX; + h) = y(h) est indépendant de t

Définition 1.1.3 1. {X;,t € Z} est dit strictement stationnaire si pour toute suite
(t1,tp, . ty) E Zavect) <ty < ..<tpeth €Z

£(Xt1+hl thJrhl iy an+h) = ‘C(thl thl cees th)-

1.1.2 processus bruit blanc et moyenne mobile :

Définition 1.1.4 Un processus aléatoire ¢ = (¢4, t € Z) est dit Bruit blanc réel faible noté
BBR(0,0?) si

(1) E(e;) =0
(2) E(eyer,) = 02041,
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1 sity =1t
Oty = .
0 sinon

Si les €; sont iid (indépendnts identiquement distribuée) , alors il est dit bruit blanc fort et
il est notée par ey ~ 11D(0, 0?)

Exemple 1.1.1 ['exemple le plus connu d’un processus stationnaire est le processus bruit
blanc.
car

{IE(st) =0 VteT
v(h) = E(eter )

aovec

02 h=0
v(h)z{o h£0

Définition 1.1.5 Soit € = (¢, t € Z) un bruit blanc fort .
Un processus X = (X, t € Z) est dit un processus linéaire s'il vérifie 'equation suivante :

X =) big

i>0

avec Y 67 < o0
i>0
Remarque 1.1.2 1. Dans la définition (1.1.5) I'egalité est prise au sens de L?et comme
les €4 sont indépendants alors c’est méme P — p.s

2. X ainsi défini est strictement stationnaire .

Proposition 1.1.1 si {X; }1cz processus stationnaire et si (a;,i € Z) une suite de nombre
réels absolument sommable (Y | a; |< o0)
alors Zy =Y a; Xyt € Z est un nouveau processus stationnaire.

Définition 1.1.6 Un processus X = (X, t € Z) moyenne mobile réelle d’ordre q noté
MMR(q) est défini par

Xe=pmr+er+01g 1+ +0584 (1.2)

oite = (e;, t € Z) est un BBR(0,02) et u; = E(Xy)
etVi=1,...,q9 ona 0; € Ravect; # 0

Le processus défini précédemment peut s’écrire sous une autre forme .
Si B estl'opérateur retard tel que B/(X,) = X,,_; pour tout j = 1,2,..., alors on
note por toutt € Z :
Xt = @(B )Et
ot O(B) =1+6,B' +6,B>+---+6,B1
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1.2 Définitions et propriétées :

Définition 1.2.1 (Inversibilité)
Un processus MMR(q) défini pour tout t € Z par I'équation Xy = O(B)e; est inversible

oo
s'il existe une suite sommable de réels{a;}icn i.e 'Zo |aj| < oo telle que :
]:

)
& — Z OCth_]'
j=0

Remarque préliminaire :"inversion d’un polynome"
Soit le polynome 1 — aB
Calculons son inverse (1 —aB)~! on a les deux cas suivants :

1. siJa] < 1 :donc si la racine de 1 —az = 0 est supérieur a 1 en module

1 .
|z| = — > 1 alors l'inverse est donnée par :

4]

(1—aB)~ ZaBl

(1+aB)~1(1—aB)

<N

i ) (1—aB)

(o]
— ZaiB o ai+1Bi+1
i=0
=B'=1
(1 — aB) est donc inversible et son inverse (1 +aB)~! = Y, a'B'.
2. sila] > 1 :donc si la racine de 1 —az = 0 est inférieur & 1 en valeur
1 . 3
absolue|z| = Tl < 1 alors l'inverse est donnée par :

(1—aB)~ Za_lB :

3. Si |a| =1, (14 aB) n’est pas inversible, si par exemple a = 1, tout processus
constant est annulé par 1'opérateur 1 — B, I'application 1 — B n’est donc pas
injective.

Plus généralement, si I’'on considére un polynome :
O(z) = 1—|—01,z-|—9222+---—|—9qz‘7
de racines z; = al] de module supérieurs a 1.

Alors on sait qu’il existe une séries entiere Y. ¥iz' := ¥(z), telle que
Y ol¥i| < cet®(z)¥(z) =1.

En appliquant ce résultat aux séries en B, ©(B) = 1+ 61B + 6,B% + - - - + 6B
est inversible et son inverse est ¥ (B).
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Remarque 1.2.1 il existe autre maniere de vérifier l'inversibilité d’'un MMR(q) est de
voir si les racines du polynome ©(B) sont en module supérieur a 1

Définition 1.2.2 (m-dépendance)

Une suite strictement stationnaire (X, ) de variables aléatoires de R est dite m-dépendante,
avec m € IN* si pour tout les ensembles {X;,j < t} et {X;,j > t+ m+ 1} sont
indépendants .

La m-dépendance se traduit par l'indépendance des observations des qu’elles sont séparées
de m + 1 unités de temps .

Proposition 1.2.1 Un processus MMR(q) est un processus g-dépendant.

Définition 1.2.3 (la fonction d’autocovariance)

La fonction d’autocovariance du processus X = (Xy,t € Z) est dfinie par :
¥(s,t) = Cov(Xs, Xt) = E[(Xs —E(Xs))(X; —E(X¢))] Vs,teZ

Pour un processus stationnaire , la fonction d’autocovariance définie précédement s’écrit
comme fonction a une seule variable comme suit :

Vt,he Z y(t,t+h)=(h0)=(h)

Proposition 1.2.2 Ia fonction d’autocovariance d'un processus stationnaire centré est une
fonction :

1. 7(0) = Var(Xy) et |[y(h)| < v(0)
2. paire :y(—h) = vy(h) Yh
3. définie semi-positive : pour tout a = (ay,...,ay) € RP;t = (t1,...,tp) € ZP ona

P
Z a,-'y(ti — t]-)a]- >0
=1

p
puisque cette quantité est égal a V(') a;Xy,)
i=1

1

Démonstration. On suppose que E(X;) =0

1. 7(0) = Var(X;) = E(X?) >0
par l'inégalité de Cauchy-Shwartz

[y ()| = [E(Xi Xp4n)]

< (200’ (BCC,,))
= E(X7)
= 7(0).

Car on a ((X¢)¢),cy est un processus stationnaire, alors

NI—

E(X}) = B(X2,)).
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2. y(h) = Cov((X¢, Xyup), puisque t =s —h=t+h=s
Donc y(h) = Cov((Xs_p, Xs) = v(—h).

3. D’abord V (Zzpzl aiXti) > O, Va = (ﬂl,az,...,ﬂp) eERP t= (i’l,tz,.. .,tp) €
R?
et

P p P
\% (Z Lll'th.> =E (Z Lll'Xfl. Z ()l]'Xt].>
i=1 i=1 j=1

Alors

Définition 1.2.4 (la fonction d’autocorrélation )
La fonction d’autocorrélation d’un processus stationnaire est définie par
v(h)

p(h) = 7(0)

1.2.1  Ftude des moments d’'un MMR(q)
Pour un processus MMR(q) définie par (1.2)

.1 sa moyenne :
E(X;) = p+E(et) +01E(e;1) + - + 05E(er—)
=pu+0+6; x0+---+0,x0
—_= ‘u_
.2 sa variance : V(X;) = Cov(Xy, X¢) = v(0) .
Pour h =0

7(0) = E(X; — E(Xy))

= E(X; — p)?
E[(e; + 6161+ + Gqst_q)z]
:U§+9%U§+---+6§a§

= (1467 +---+67)07.
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Alors
7(0) = (1467 +---+67)07.

.3 sa fonction d’autocovariance :
Coo(Xp, Xp—p) = y([t = (t=h)[) = v(h)

Pour X; centrée on aura trois cas
i) Pour 1<h<gqg:

v(h) = [(er + O1er 1+ - -+ 0ger—g) (€r—p + 0181 p1+ - +0g&r_p_y)]
=B |04e2), + 01010y + -+ 0y nchy]
= 0407 + 0410107 + 04100207 + - - - + 040,07
= (O + 161 + Opy002 + - - - + 040,_1)07

i) Pour h =¢q :
D’un part on a
Xp=¢r+ 0161+ + 08

d’autre part on a
Xen=Xig=¢€r—q+01&g1+- -+ 0582
Alors
Y(h) =E [(er + 01814 - +0ges—q)(€r—g + 018i—g—1+ -+ - + 0481 _2g)]
=E [&St—q + Ogeter2g + 0164 161 + 010581 18425 + .. + Oqs%_q + Gglgt—qet—Zq}
=0+ +0+6E(ef_;) +0+---+0
= angz.

iii) Pour h > g :
Il n’y a pas des € dont les dates sont communes dans la définition de
v(h) , et donc I'espérence est nulle

Par conséquent,
(O + 034161 + Opy202 + - - - + 0,0, )07 sil<h<gq
v(h) = ¢ 6,02 sih=q
0 sih > g

La fonction d’autocorrélation pour un processus MMR(gq) a partir de la fonction
d’autocovariance de MMR(q)

(6 + Op161 4 -+ -+ 0,0,
CRRBLAE Tt si1<h<g
1467+ +67
p(h) = i sih—g
1+674---+62
0 sih >gq
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1.2.2 Etude des moments d’un MMR(1)
Le processus MMR(1) définie par
Xy =¢r+0eq, tel

Ot g ~ IID(0,0?) et 6 € R telle que |0] < 1.
1. Sa moyenne :

E(X¢) = E(et + 0e;-1)
= 0.

2. Sa variance
V(Xe) = 7(0) = (1+6)c7.
3. Sa fonction d’autocovariance :

(14+6)6? sih=0
v(h) = | 007 si|h| =1 (1.3)
0 si|h| >1

4. Sa fonction d’autocorélation :

1 sih=0
0
h=<¢ — _ i = .
p(h) e si|h] =1 (1.4)
0 si|h| >1

1.3 Les modes de convergence

Définition 1.3.1 1. Une suite de v.a.r (X,), converge en loi vers une v.a. réelle X si
et seulement si
lim FXn(t) = Fx(t)

n—00

en tout points t € R oit la fonction de répartion F; est continue, on note X, £ X ou
F(X,) 5 F(X)
2. on dit que (X, )n converge en probabilité vers la v.a.Xsi pour € > 0

lim P (|X, —X| >¢) =0.

n——4o00

On note X, E> X.

3. Soit p > 1 supposons que les v.a.(Xy) et X sont dans LP. on dit que X, converge
dans LP vers la v.a.X si

lim E(|X,— X|") =0.

n— 400

On note X, £p—> X.



Chapitre 1. Chapitre introductif

Proposition 1.3.1 1. La convergence dans LP, p > 1 entraine la convergence en pro-
babilité.
2. La convergence en probabilité implique la convergence en loi.
3. VCER X, B Ce X, B

Théoréme 1.3.1 (caractérisation de la convergence en loi)
Soit (Fy, Fy, .. Fk) une suite des fonctions de répartitions sur R avec les fonctions carac-
téristiques ¢ (t) = [grexp(it’ X)dF,(X), n=0,1,...,k
Alors les trois assertzons ci-dessous sont équivalentes
i) E, — P()
i) [re 8(X)dFy(X) = [re8(X)dFy(X) Vg une fonction continue borné.
iii) im ¢ (t) = ¢o(t), Vt=(to,tr,...,t) € R,

Théoréme de convergence dominée : Soit (X, ), o une suite de variables aléa-
toires avec | X,| < Z et Z une variable aléatoire intégrable i.e [E|Z| < oo.

Si X, — Xps Alors E(X,) — E(X).

Théréme de Lévy : Soient (X)), . une suite de variables aléatoires, X une variable
aéatoire. ¢x, et ¢px sont les fonctions caractéristiques respectives des variables aléa-
toires X, et X.

(VtER: oy (1) = ¢px(H)} < {x £ x}

Théreme de Slutsky : Soient (X;),cn et (Yu),cn suites de variables aléatoires et
C € R telque

X, 5 X
Y, 5 C
Alors
L Xyt Yy 5 X+C
2. XYy 5 XC.

L
3.);—:%%, C #0.

Théoréme 1.3.2 Soient (my),cN une suite de R et (0,,) e une suite de R et (Xy) e
une suite de variables aléatoires réelle avec Vn > 1, X, < N (my, (7,%). Alors
Si les suites (My)peN et (0n)neN convergent ¢-a-d

my, —— m
n—oo

oy —— 0
n—oo

Alors X, & X avec X — N (m, 0?).

10



Chapitre 1. Chapitre introductif

Démonstration. On utilise la fonction caractéristique.

#x,(1) = E (M)

22
= exp (i/\mn + 70’,%)

m, —— m
n—oo
Comme

Op —— 0
n—oo

et la fonction e* est une fonction continue, alors VA € R,

. A, . A,
exp (zAmn + 7071) —exp (z/\m + 50 )

¢-a-d ¢x,(N) — dx(A) avec X, — N (my,02) et X — N (m,c?).

Par le Théreme de Lévy on a X, £ X avec X < N (m,0?).

11



THEORIE ASYMPTOTIQUE POUR LES
PROCESSUS MOYENNES MOBILES

2.1 Introduction

Pour évaluer le comportement asymptotique des séries temporelles,nous avons
besoin de connaitre la distribution de statistiques (telles que la moyenne , la fonc-
tion d’autocovariance...)a partir des données dont nous disposons .Cependent
.méme pour un nombre fini d’observations la distribution exacte n’est pas toujours
facile a déterminer .Dans ces cas-la , nous nous basons sur l'inférence statistique
obtenue a partir des grands échantillons pour obtenir les résultats de [1] , [3] et [5] .

Définition :

Une suite de variables aléatoires X = (X, n € Z) est asymptotiquement
normale de moyenne y, et d’écart-type oy,
si 0, > 0 pour n grand et

X, —
"U—V"éZ avecZ ~ G(0,1)
n

ot G(0,1) indique une loi gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type 1 .Par la
suite nous utiliserons la notation de Serfting (1980) a savoir

X ~ .AN(‘Un/O'%)

2.2 Loi des grands nombres pour les moyennes
mobiles

Théoréme 2.2.1 soit (X;)ez un processus moyenne mobile réelle d’ordre infini, défini par

+o00
Xy = Z 9j€t—j

j=—00

12



Chapitre 2. Théorie asymptotique pour les processus moyennes mobiles

—+00
Oi {&} est iid de moyenne p avec ). |0;| < oo
j=—o0

Alors

P,
—( X 0)u
J==
Pour démontrer ce théoreme , on a besoin des propositions et du théorémes
suivants :

Proposition 2.2.1 Si {&;} un ensemble de variable aléatoire sachant que sup E|e;| < oo
+o00 400
etsi ). |0j| <oo alorslasérie Y. 0je;_;est intégrable
j=—00 j=—00

n
Démonstration. Si on pose g, := ];Z,n 10;]]e¢—]
alors {gn}n est positive et croissante (suite des termes positifs )
Donc par le théoreme de convergence monotone et sup E|e;| < coon a:

+o00
]E(Z |9j||€t—j|) (ngffooz |9||€t ]>
J=—

+n
< lim E ( ) |6,-|) sup (Ele:|)
; t

n—-+00
j=—n
< o0
O
Proposition 2.2.2 (L’inégalité de Tchebychev )
Si B(|X|") <oo,r>0etA >0 alors
P([X] > A) < ATE(|X])
Démonstration.
P(IX] > A) =P(|X|'A™" > 1)
= E(1}3, 4o (!XI AT)
SE(IX['A™ 400 (IXIATT)
< ATEIX]
O

Proposition 2.2.3 Si (X,,) une suite de variables aléatoires dans R sachant que XnLX
et si g: RF — R™ est continue alors

g(Xu)—+g(X)

13



Chapitre 2. Théorie asymptotique pour les processus moyennes mobiles

Démonstration. Soit k un réel positif alors pour chaque ¢ > 0 on a

P(|g(Xn) —g(X)| > &) <P(|g(Xn) = g(X)| > & [X] < K, | X| < k) +P({|X] > K}U{[Xn| > k})

Puisque g est uniformément continue sur {|X| < K} il existe y(¢) > 0 : Vn telle
que
{18(Xn) = 8(X)| > & |X| < K, |Xu| <k} S {|Xn — X[ > 7(e)}

Par conséquent

P(lg(Xn) = g(X)| > &) SP(|Xn — X[ > 7(e)) + P(|X] > k) + P(|Xx| > k)

<P(1Xu— X| > 7(0)) +P(IX| > ) + P(X] > 5) + P(X, — X| > 1)

Maintenant, pour tout 6 > 0 ,on peut choisir k qui rend chacun du deuxieme et

troisieme termes inférieur a 1 Vn assez grand
Par conséquent , g(X) L, 2(X) O

Proposition 2.2.4 (Loi Faible des Grands Nombres) si {e,} est une suite de variables
aléatoires i.i.d de moyenne u alors

_ P
1 n
Avece, = — Y g

k=1
Démonstration. Comme &, — p = L[(ey —u) + - - + (en — )] il suffit de prouver le
résultat pour des suites de variables de moyenne nulle
En supposant que u = 0 et en utilisant I'indépendance de ¢j,¢3,...,€, nous
avons :

De l'inégalité : |1 —y"| <n|l—y| , |y| <1etdel’hypothese que E(e;) =0
I s’ensuit que

t
11—, (0] < nf1 — g, (L))
= n|B(1 +itn leg) — ¢t e

14
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Chapitre 2. Théorie asymptotique pour les processus moyennes mobiles

Par l'inégalité de Jensen
< E|n((1+itnlep) — et 1))
On pose z = tn"lg
114 iz —e*| = |1 +iz — cosz — isinz|
< |1 —cosz| + |z —sinz]|
< min(2z], [z|)

Pour chaque réel z ,En remplagant z par tn~!'x nous voyons que Vx

n((1+itn~1x) — ™ )| <2)t||x| ,n=1,2,...

et |n((1+itn~1x) — e '*)| — 0 quand n — oo

Comme E(e1) = 0 par hypothese , E|n((1+ itn—le) — el '€1)| — 0 par le
théoreme de convergence dominé .

Par conséquent &g, (1) — 1 Vt et comme la fonction caractéristique pour ¢
En appliquant le Théreme de Lévy et (1.3.1)(3) on conclut que

£, 50
0

Théoréme 2.2.2 ( Théoreme d’Approximation Basique "TAB”)
Soient{ X;, , Yooon =1,2,...;k =1,2,... }des vecteurs aléatoires de dimension k sachant
que

D) Yi—=Ye qd n— 00 Yk =1,2,...
i) Y=Y gd k —> o0
iil) klim limsup P(|| Xy — Ykl >A) =0 VA >0

=+ po+teo

Alors
L
La toisiéme condition de TAB est impliqué de I'énagalité de Tchebychev si

(iii') E[||Xn — Yo, ||]] ——— 0
n,m——4o00

et (iii") est souvent beaucoup plus facile a établir que (iii)

Démonstration. Pour démonter ce théoréme on utilise la fonction caractéristique en
appliquant le Théoréme de Lévy. Nous avons besoin de montrer que

[#x, = ¢y =0
on note par ¢ = ¢(A) pour simplifier 1’écriture .
D’abord
¢x, — Pyl < lox, — ¢y, [+ ¢y, — Pvi | + [Py, — Py (2.1)

15



Chapitre 2. Théorie asymptotique pour les processus moyennes mobiles

1. Par la condition (i) et le Théoréme de Lévy le seconde terme converge vers
0.

2. Par la condition (ii’) et le Théoréme de Lévy le troisieme terme converge vers
0.

3. Il reste a montrer que le 1er terme de (2.1) tendre vers 0.
En effet,

v, — Pyl = }IE (e”‘/X” — ei””kﬂ
<E ang(l__eMK%%—X@>)
= E [1 - N0

=E Hl — oA (Y= i)

iA (Yo, —Xan)

1{\Ynk—xn|<5}} t+E Hl —e 141y, —xa|26)

Avec ¢ > 0.
Etant donné ¢ > 0, on choisi 6(¢) > 0 tel que

‘1 — N = Xn)| ¢

Si |Yy, — Xu| < ¢ et le premier terme inférieure a ¢, une constante arbitraire petite.
Alors
E(0) =0

i (Yo, —Xn)

Pour le second terme on a ’1 —e < 2. Alors on aura

Hl Ynk Xn) ]1{|Ynk*Xn\Z(5}] < 2P (|Ynk — Xn| > 5)
et
P (|Yy, — Xu| > 0) —— 0.
n——+o0
Alors le second terme tendre vers 0 quand n — +oo
Par la condition (iii). O

o0
Démonstration. On note que la série ). 0;¢; ; converge absolument d’aprés la
j:*OO

proposition (2.2.1)
et Vk on a par la loi faible des grands nombres

L P
n1 Z e— U
k=1

On définit les variables

ZZGSH

t 1|]‘<k
=) 0 th j
ljl<k t=

16



Chapitre 2. Théorie asymptotique pour les processus moyennes mobiles

On obtient par la proposition (2.2.3)

Yk —> E 6
n—-+oo
jl<k

Si on définit Yy = ( ¥ 0;)u
|J|<k
Alors YVi—Y := (2 0;)p quand k—ro0

il reste & montrer la troisieme condition de TAB (i.e)

lim limsupP(|X, — Y| >A) =0VA >0

k=+o0 45400

En appliquant (L'inégalité de Tchebychev ) pour r = 1 on obtient :

n
P(|X,;, — Y| > A) *12 Z Ojer—j — 2 ZesH| > A)

t=1j=—o0 t=11j|<k
1 n
= ]P(|n_ Z Z 9j£t—j| > )L)
t=1|j|>k
1
XIEl Z 98[’ ]|
jI>k
1
< (X [6:)Ele:
1>k
—+00
Comme ) [0j| < co par hypothése alors ) [0;| — 0
j=—00 |]|>k koo
D’ot la troxieme condition du TAB est vérifiée , Alors
L Z 0;)u
j=—00

D’aprés la proposition (1.3.1) vu dans le chapitre 1 on conclut que

2.3 Théorémes limites centraux

Théoréme 2.3.1 (Théoreme centrale limite des variables aléatoires indépendantes )
Soit (Xu)neN une suite de variables aléatoires iid ¢.a.d Xy ~ IID(u, 0?)
et Xy =n"YXy+Xp+--+X,) Alors

Xy~ AN (u,n10?)

17
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Démonstration. on définie (Y;);cz une suite de variables aléatoires iid de moyenne

nulle et de variance égale a 1.
Par X
y, = K= #)
o
etsoit Y, =n"1Y" . Y;
Par le Théoreme de Lévy, il suffit de montrer que

42
(H) —e?

¢

1_
n2Yy,

Par l'indépendance des variables (Y});cz (par construction),on a

¢ (t)=E [exp (itn%?n)}

n
exp <itn_ 21@)

j=1

1_
n2Y,

NI—=

=E

B N L
= [(,byl (itn 2)} .
Tout d’abord on a besoin de 1'inégalité suivante :

=y <nlx—y| pour |x|<letly| <1

_1 _1
x = g, (1) avec |py, (0 1) <1
si on pose , £2 1 £2 <1 . £2
=1-— - ourn > —
y oy veC <1lp e

, 2n
2
I1——| <1 pourn > % car,
2n 2 2
D’un part 5, <(Qalors1— o <1.
D’autre part,
2 2
Comme n > — alors 2 > —
4 2n
t
Ce qui implique 1 — o >—1.
Donc
12
1-—|<1
o

tZ
En appliquant l'inégalité (2.2) pour n > Zona

1 £
oot~ (1-2)|

|[¢Y1<itn—5>]” - {1 - %}

o1
=n|E [ "N — (1+itn_% —

(2.2)

(2.3)

Y.
= >] ‘ (2.9

18
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car :

E(14imt D0 21 “IE(Y;) tzIE(Yz)
1nn o = 1nn 1 m 1
t2 )
zl—ﬂ car E(Y1) =0 et E(Y])=1.

L1
En utilisnt le développement de Taylor de la fonction f(x) = €' ** au voisinage
dex =0
2

1 t
=1+itn~2x — —x2
ona f(x) itn”2x — 5x

Alors
2

o= 1 t
n et 2% — (1+itn 2x — —x?
(1+ o )

— 0 quand n — +oo.

et

itn_%x 1 . 1 tz 2
e — 1mtn 2x — —x
(1+ 77 )

n < (tx)? pour tout n et x.

Ainsi, par le théoréme de convergence domonée le second membre de l'inegalitée

2\" )
(2.3) converge vers 0 quand n — oo . et puisque (1 — %) — e 2 quand

n — oo .on obtient .

¢1_(t)— ez C.QED
O

Ce théoréme s’applique aux variables indépendantes , or nous avons vu que le
modele MMR(1) est un processus 1-dépendant.Nous énongons donc des résultas
qui étendent le Théoreme de la Limite Centrale aux processus m-dépendant,diis
a Hoeffding et Robbins (1948) [1]

Théoréme 2.3.2 Soit X = (X;,t € Z) une suite strictement stationnaire de variables
aléatoires m-dépendant centrées et de fonction d’autocovariance 7y (.).

Si vy = v(0) + f 29(j) # 0, alors
=1

1) lim noar(X,) = vy
n——400

2) Xy ~ AN(0,20)
n

Démonstration. 1) Montrons que tlim n.var(Xy,) = vm
avec e .
v = 7(0)+ '21 29(j)
]:
m

= ¥ 7)) #0

j=—m

19
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On va calculer Var(X,)
R 1 n
V(%) = V (z > Xt)
1 t—ln n
= —Cov (Z X, ) Xt)
n t=1 t=1

1
= m[Cov(X1+X2+---+Xn,X1+X2+---+Xn)]

= n2[Cov(Xq,X1) + .. + Cov(Xy, Xp) + .. + Cov(Xy, Xo) + .. + Cov(Xy, Xy)] .

ce qui donne :

V(Xy) = n72[ny(0) + (n = 1)y(1) + - +(n = 1) + (n = 1)7(-1)
+(m=2)7(=2)+ -+ (1 —n)]

Comme la fonction d’autocovariance est une fonction paire alors :

V(X)) = n2 {n <7(0)+”T_17(1)+”;27(2)+...>}

j=—n T
Alors _
V(Xy) = n! ( D 1—Mv(j)) (2.5)
ljl<n h
Donc .
W) = ¥ (1=
il <n |
= ¥ (1-DayG) pour n>m
\j|n<1m |
= x 0=

En appliquant le Théoréeme de la convergence dominé on trouve

m

tim V(%) = tim Y (1= )

n——4oo .
j=—m
_ & i
= L im0 00
= X 70)
j=—m

:]/m

Alors

lim n.var(X,) = vy
t—o0
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m J—
2) Montrons que si v, = 7(0) + ¥ 2y(j) # 0 alors X,, ~ AN (0, l%m)
j=1
pour démontrer cette partie, on utilise le théoréme d’ Approximation Basique
(TAB), on doit construire une séquence de variables vy, approximations de

Dans le cas dépendant on peut simplement vérifier les trois conditions du
théoreme (TAB).
Tout d’abord, on considere pour k > 2m 1’approximation

1
Yin =1 2[(Xo+ -+ Ximm) + (Xip1 + -+ + Xokom)
+ (Xokr1 + -+ Xakom) + -+ (Xpmipr + 0+ Xokom)]

Alors )
Yin =1"2HZ1+Zp+ -+ Zs)
n n
Dot r = [E]' avec [E] le plus grand entier naturel inférieur ou égale a
Cette approximation contient qu'une partie de n:X,.
Ainsi, les variables Zj, Z,, .., Z, sont indépendants car ils sont séparées par
plus de m unités de temps ¢-a-d :

>

k+1—(k—m)=m+1

m + 1 unités séparent les variables Z; et Zj.
Comme les variables Z;, Z», .., Z, sont strictement stationnaires alors ils sont
identiquement distribuées a la méme loi de moyenne nulle et de variances :

Stem = ) (k—m— |uf)y(u)

|u|<m
En effet,
1. E(Z1) = E(Xy + -+ + Xj_m) = 0 car (X;),c5 sont centrées
2.

var(Z1) = V(X1 + -+ Xi—m)

k—m k—m—1

=Y V(X)+2 ). cou(X;X;)
j=1 ij=1
k—m—j

= (k—m)(0) + Zi (k —m—7)v(j)

= Y (k—m—i})r(j)

ljl<m

= Sk—m
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Maintenant on va vérifier les conditions de TAB

i) En appliquant le théoreme central limite classique a la somme vy, qui

donne : .
1
Yin = n 2 ZZI
=
n —5 r
- ()
r =1
Comme
n\ -3 1
) i
r
et

par le théoreme de Slutsky on déduit que :

L
Yin — Yk

Avec

yr ~ N (O, Sk (2.6)

pour un k fixé.

ii) Notons que

li =
k—1>1—11—1<>o k "
En effet,
lim 25" = fim 2 Y (k- m— [ul) ()
k=400 k k%—i—ook‘ I<m
. k—m—lu
:khm ( p | |) (u)
_>+°o|u|§m
. m—|u
:khm (1— k| ‘) (u)
Si on pose
m— |u
ge(w) = (1= "1y )
On a
m— |u
ge) = 11— "= )

< (X + [m— [ul])[y(u)]
< (1+2m)y(0)
< o

22
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iii)

Car |y (u)| <v(0) et [u| <m
Si on pose
gu) = (L4 [m — [ulf)|y(u)|
Alors
geLl

Par le théoreme de convergence dominée :

_ m — |u| . m — |u]
1 1-— = 1 1-—
k%u};loo Z ( k )’)’(H) uz<m k%lrfoo( k )’y(u)
|u|<m Ju|<
= X 7(u
lu|<m
= ‘]/m
car
lim "l
k—+o0 k
Alors S
1- k*m — .
Jim = Vi (2.7)

Donc la fonction caractéristique de y; notée @, converge.
Quand on applique le théoreme (1.3.2) & partir des résultats (2.6) et (2.7)

ona: 5 2
A4S A
‘Pyk()‘) = eXP(—7 kkm) — exp(—?vm)

Avec
)\2
eXP(—jvm) = PN
Alors la suite des variables aléatoires (yx)x>2, converge en loi vers une
variable aléatoire y ~ N (0, vy, ) par théoreme de Lévy. On déduit que :
L
Ye =Y
Pour vérifier la troisieme condition du TAB, on va montrer sa condition

équivalente (iii") ¢-4-d il faut qu’on vérifie que :

]E[(n%Xn — ykn)z] = Va’”(n%Xn - ykn) — 0

kn——+oco
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:I»—\

__ykn_ i _Ti

t=1

(X4 +Xn)— (X 4+ + Xeom+ -+ X))

"ol g
N\»—- N

T2 (X1 o X)) + (Xog—pr + -+ Xog)
+ (X(r—l)k—m—H + o+ X—k)

+ (er—m—H e Xn)]
= (W 4+ Wa -+ W)

et
VW) =T (gl )
< L (ktm—lul)y(u)
|u|<k—m
Dongc,

H

Var(n2X, — yin) = n L [(r = 1)S,, + Var(W,)]

— k18, — 0
n—+00 k— o0

D’ot les trois conditions de TAB sont vérifées .
Alors

X ~ AN(0, "7’”) C.QED

L'application de ce théoréme au processus MMR(1) donne

Corollaire 2.3.1 une suite strictement stationnaire de variables aléatoires 1-dépendant
définies par une MMR (1) telle que

X;=¢ 401 &~ 1ID(0,02)

Ces variables sont centrée et ont y(.) comme fonction d’autocovariance .
Comme v = y(0) 4+ 2v(1) # 0, alors

i) lim novar(X,) = (1 +6)%c?

n—+oo
ii) Xy ~ AN(0,n71(1+ 6)%02)

Démonstration. Puisque le processus MMR(1) est 1-dépendant alors on peut appli-
quer le théoréme (2.3.2) en prenant m = 1 si v; # 0.
Tout d’abord on calcul v; :

v = 7(0) +27(1)
on a par la relation (1.4) dans le chapitre 1
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1. 7(0) = (1 + 6%)0?
2. 7(1) = 007
Alors
v = (146%)0?+2007?
(1+ 62 +20)0?
Donc
= (1+6)°02 #0
De plus

- 1
n Var(X,) =n Var E(X1+X2+---—|—Xn)

= n"War[(eg + 0g0) + (g2 4+ 0e1) + -+ + (en + Ogy_1)]

= n War[feg+ (14 0)er + (1 +0)ex + -+ (14 0)e,_q1 + £4]
Puisque &; ~ I1D(0,0?) donc on aura

n Var(X,) = n~ (1 + 6)*nVar(eq)
= (1+0)%?
Alors par le théoreme (2.3.2)
i) lim n Var(X,) = vy,
n—00

ii) X, ~ AN(0,n 11y).
En remplacant v; par (1 + 6)202,0n conclut que :
i) lim 7 Var(X,) = (1+6)202,
ii) X, ~ AN(0,n71(1+ 6)%02).
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LES METHODES D’ESTIMATION DU
PARAMETRE D'UN PROCESSUS MMR(1

Dans ce chapitre nous étudions des méthodes pour 'estimation des parametres
d’un processus moyenne mobile . Nous considérons ici uniquement le cas MMR(1)
, centrée et inversible vérifiant

Xy =¢&r+0e4 (3.1)

Notre probleme consiste a estimer le parametre 6 a partir des observations
Xl/XZI' . -;Xn
Bien qu'il existe plusieurs méthodes d’estimation ,nous présentons les quatres
méthodes les plus courants a savoir;en développant les résultats des articles
[2],[4],[7],[8] et [9]

1) la méthode des moments .

2) la méthode des moindres carrées.
3) la méthode du maximum de la fontion de vraisemblance .

)

4) la méthode récursive "RIV"

3.1 La méthode des moments

Cette méthode basée sur la fonction d’autocorrélation.consiste a substituer les
moments empiriques aux moments théoriques et a résoudre les équations obtenues

pour un MMR(1) I'estimateur de 6 noté 8 doit étre solution de

~7(0)
Ot p(1) est la fonction d’autocorrélation empirique .
Soit a partir de 1’quation (1.4) vu dans la chapitre 1

o) = 10

0
sy 0
p(1) P
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§ est alors la solution de I"équation
pL)F> — 8+ p(1) =0 (5:2)
et vérifie
1+4/1—4p(1)
20(1)

En calculant le detérminant de 1’équation (3.2) on aurra trois cas se présentent :

[

A 1 . . .
1. Si |p(1)] < 5 alors I’équation (3.2) a deux solutions .Nous choisissons celle

qui donne un modele inversible c’est a dire vérifiant |§| < 1 on obtient donc

o 1—4/1—14p(1)?
3 \/ o(1)

T 2p(n)

N 1 : : A
2. Si |p(1)| = = alors I’équation (3.2) admet une unique solution |6] = 1. Le

modele n’a pas inversible .

~ 1 . .
3. Si|p(1)] > 5 alors les racines ne sont pas réelles et donc 1’équation (3.2) n'a
pas de solution réelle .
En résumé ,sous I'hypothse de I’existence d’'un modele MMR(1) inversible dé-

fini par X; = ¢ + 0¢;_1 , 'estimateur des moments se limite au cas ot |p(1)] < 5

Remarque 3.1.1 Dans le cas général , la méthode des moments est souvent difficile a
résoudre pour un MMR(q) , car les autocorrélations p(h) sont des fonctions non linéaires
des parametres 01, . ..,0, . Du fait de la sensibilité de cette méthode face aux erreurs
d’arrondi , la méthode des moments est d’avantage utilisée pour calculer les valeurs ini-
tiales des parametres avant l'utilisation d’autres méthodes d’estimation , que pour estimer
le parametre en lui méme .

3.2 La méthode des moindres carrés

Le principe des moindres carrés repose sur la recherche de la valeur 6 qui mini-
mise la somme des carrés des erreurs commises lors de 'estimateur. Soit S(6) cette
somme définie par :

n

SO) = Y E(e0\6,X)2= Y & (33

t=—o0 f=—o0

Cette méthode est basée sur une relation de récurrence nécessitent des valeurs
initiales de €&; . Selon la méthode d’initialisation de & , pour t < 0, on distingue
deux types d’estimateurs :

- L'estimateur des moindres carrés conditionnel.

- L'estimateur des moindres carrés non-conditionnel.
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3.2.1 L’estimateur des moindres carrés conditionnel :

on considére que les valeurs initiales des bruits blancs sont des valeurs fixées
. Pour un MMR(q) les valeurs € -g,€2-4,---,€_1,€ sont supposées nulles .Nous
présumons que £y = 0 et cherchons a minimiser

n
SC(0) =} &
t=1
La relation X; = &; + 0¢;_q1 s’écrit :
g = Xy — 9€t—1

Lemme 3.2.1 Pour tout t > 2. on obtient

t—1

& = Z (_e)iXt—i
i=0
Démonstration. On a
& = 0
e = Xq
Donc
&y = Xz — 981
= X, —0Xj
€3 = X3 — 982
= X3—0(Xp—6Xy)
&4 = X4 — 983
= X4 —0(X3— 60X, +6°X;)
X, — 0X;5 — %X, + 63Xy
t—1 .
& = 2(_9)1}(1‘—1’
i=0
O]
Donc d’apres le lemme on a :
t—1

er =3 (—0)'X;

i=0

Ainsi , la somme des carrées conditionnellement a ¢y = 0 devient

t=1 \i=0

n n t—1 . 2
SC(0) = ;etz =) (Z (_Q)IXt—i>

L'estimateur fgc est la valeur qui minimise la fonction SC(0) . Celle-ci n’étant pas
quadratique en 0 , I'équation permettant d’estimer 6 n’est donc pas linéaire.
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3.2.2 L’estimateur des moindres carrés non-conditionnel :

Cette méthode proposée par Box et Jenkins [2] ,consiste a déterminer des valeurs
initiales aux chocs aléatoires €p,e_1,...,€_g meilleurs que les valeurs nulles afin
d’améliorer I'approximation de S(0) en enrichissant I'historique des observations .
Ainsi on cherche a minimiser pour une valeur Q déterminée , la somme

n

SNC(8) = i 2 (e/\0, X)?

t=Q t=—Q

ott les valeurs & = E(e;\0, X) sont estimées , pour Q < t < 0. Selon Box et Jenkins
, pour un MMR(q) vérifie Q = 1—¢g , d’out Q = 0 pour un MMR(1) et I'unique
valeur a déterminer est £ .

le probleme tout d’abord est de minimiser

SNC(0) =} &7.
i=0

n
Mais minimiser Z e% revient 8 minimiser ¢’e et ¢ s’écrit sous la forme suivante :
i=0
e=MX+ TS()

Ou

— ¢ est un parametre

— M et T sont deux matrices telle que dim M(n+1;n) etdim T(n+1;1)
En effet,

& = §&p 80 = 50
&1 = X1 — 980 &1 = X1 — 980
€0 = Xo—0¢& e = Xp—0X1+ 9280
e3 = X3—0¢ — e3 = Xz3—0Xp— 92X1 + 9380
L &n = Xu—0e,1 L &n = Xn—0Xuo1+—(0)?Xuo+ -+ (—=0)""1Xg + (—0)’
Alors

g =X+ 2 DROF X + (—1)'0'y.

On peut écrire ce qui precede comme suit :

cen 0
€ X
5‘1) 1 0 0 X; _19
—0 1 0 0 _ 5
= 62 -6 1 0 0 + . €0
En (_1)71.—1971—1 1 O . . 1 Xn ( 1)11971



Chapitre 3. les méthodes d’estimation du parametre d"un processus MMR(1)

avec

—1
MX = Z 1)FOF X,k

TSO = ( 1)19i€0

Commengons d’abord par estimer les valeurs initiales pour améliorer 1’estima-
tion .

Soit e = (e1_g,...,€),0n prend MMR(1) donc & = (ey,...,€y),0n a la proposi-
tion suivante

Proposition 3.2.1 ['estimateur des moindres carrés de €y noté &y est donné par :
8o = —(T'T)'T'MX

Démonstration. D'apres Y = ZB + U tel que U — N(0,0?).Alors I'estimateur de
moindre carré de B est donné par g = (Z'Z)~1Z'Y.

Cepandant ,on a ¢ = MX + Teg tel que ¢, — N (0, O'tz)
e=MX+Tey < —MX = Tey—c¢
— & = (T'T)"'T'(-MX)
= —(T'T)"'T'MX

T = Z
e = U
y MX

n
S() = ée=)Y ¢
=0
—  (MX + Tep) (MX + Tep)

En prenant

Alors R
S(0) = (MX + Téo)’(MX + T&p).

Avec

MX+Tey = MX+TE)y—Téy+ Teg
MX + Téo + T(80 — éo)

Donc
5(9) = [MX + Téo + T(EO — éO)]/ [MX + TéO —+ T(SO — éo)]
(MX + T€0 + (0 — éo)Tl] [MX + Téy+ T(eo — €0)]

= (MX + TE()) (MX + T€0) (MX + Téo)/T(So — éo)
(e0 + &) T/(MX + T&p) + (0 — éo)/T/T(EO —&o).
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De plus
(MX + Téo)/T(So — @0) = 0
(So — éo)/T/(MX + Té\o) =0

car &g = —(T'T) " 'T'MX < T'T¢g = —T'MX.

Donc

5(9) = (MX + Téo)/(MX + Té()) + (80 - éo)/T/T(SO — éo) (3-4)
5(6) + (g0 — &0)'T'T(eo — £0) (3.5)
]

et en fin trouver l'estimateur des moindrs carrés non-conditionnel revient &
minimiser le terme S(6)

3.3 la méthode du maximum de la fontion de vraisem-
blance :

la encore , nous étudions deux types d’estimateurs selon le choix des valeurs
initiales , a savoir

- L’estimateur du maximum de la vraisemblance conditionnelle.
- L'estimateur du maximum de la vraisemblance non-conditionnelle ou vrai-
semblance exacte .

3.3.1 L’estimateur du maximum de la vraisemblance condition-
nelle

Ayant une relation entre X; et ¢; , la fonction de vraisemblance des X; est déter-
minée a partir de celle de &;.
Donc nous supposons que les ¢; sont indépendantes de loi NV'(0,07) .
Partant de la densité des probabilités conditionnelles des bruits blancs , on a

1 e7
£(e1/6,02) = (ro?) Hewp (5% 56)
€
En réecrivant ¢; a partir de (3.1) c’est a dire :

n

n
xi—0e 1) =Y &2 =¢e
Y ( ) :
=1

t=1

Donc on peut écrire la fonction de vraisemblance en fonction des parametres (6, 0?)
en supposant que les valeurs initiales X, e_1, € sont fixées a 0 .
la fonction de vraisemblance conditionnelle est alors

_n 1 &
Le(6,02) = (2m07) "% exp <—ﬁ Z“ﬁ)
ag t=1
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D’ou la fonction de la log-vraisemblance

n 1
1.(6,0%) = logLc(8,02) = -5 log(27t0?) — 5-55C(0)
€

ot SC(6) = ¥ €2(6)
t=1

Les premiers termes de log Lc (6, 02) étant négligeables lorsque le nombre d’obser-
vations est grand , il en découle que logLc(6,02) est dominée par SC(f) , et de
ce fait rechercher le maximum du logarithme de la vraisemblance conditionnelle
revient & minimiser le terme SC(6) .

On en déduit que L'estimateur du maximum de vraisemblance conditionnelle coin-
cide avec I'estimateur conditionnel des moindres carrés étudié précédement .

Démonstration. on a d’abord X; = &; + 0g;,_1 ot1 &; — N (0,07).
Donc £ (X|e;_1) <= N (0g;_1,07?)
Alors

1(X; —0g4_1)?
f(Xiler—1,0,02) = __(f—tl)> _

1
———eX
T ( 2
On suppose ¢ fixé et 1 = X1 — O¢p . Alors
L (X2|X1,€0) =L (X2|€1)
d’ou

f(xz|x1,eo,6,a§) — f<x2|€1r9z%2)

1 1 (xz — 981)2
= exp —_—2
/27 2 ¢

Sieq, g fixés, e = X, — Oeq,alors

&1 = X1 — 980
&y = X2 — 981
(Sn — Xn — 9871_1

d’ou

f <xt|xt711 <o, X1,€0, 9/ 0-52) =L (Xt,?,t,l)

Ainsi la fonction de vraissemblance est :
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L.(6, 02) = f(x1,6,¢0, 0'82) . (x0|x1,9,£0,c7£2) oo f(xn]xn—1, ..., x1,0, sg,agz)
_ 1 —1/2("1;0)2 o)
N 271(7826 ge

n

2
()" "
e

t=1

2702

1 \"? ~-555(0)
~ \2n02 ¢

d’our la fonction de log-vraissemblance est :

1(0, (72) = log(L.(6, (72))

_ L
= 210g27r zlogcrs eS(G).

[]

Ainsi 'estimateur de maximum de vraisemblance coincide avec 1’estimateur de
moindre carré cas conditionnel

3.3.2  L'estimateur du maximum de la vraisemblance non-
conditionnelle

Contrairement a la vraisemblance conditionnelle , le critere de vraisemblance
non-conditionnelle (ou vraisemblance exacte) ne correspond pas au critere des
moindres carrés non-conditionnel.

Comme on a déja vu dans la partie conditionnelle on connait la fonction de vrai-
semblance des ¢;

_n 1 &
L(6,07) = (27107) "2 exp <—272 Z%)
€ =1

et pour obtenir la fonction de vraisemblance, nous utilisons la densité de probabi-
lité d’une série d’observations X = (Xj,...,Xy), en supposant que chaque obser-
vation de cette série est générée par une MMR(1) définie par (3.1). Sous 'hypothese
de normalité des ¢;, et par conséquent X = (Xj, ..., X,) est gaussien.
car on a

e=MX+Teg = X =M (e — Te)

- 0 0
e 1 0 0
) —6 1 0 - 0
D'ou ¢ = : et M = 92 -0 1 0 0
En (=D tet 10 1
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X1 1

X> —6
et X = : etT = 0>

X, (—1)"0"

telle que dim M(n+ 1;n) et dim L(n + 1;1) Comme ¢ et ¢y suivent des lois normal
et X est une transformation affine de ¢ et ¢g alors

X ~ N(0,T)

D’ou I'y est la matrice de variance -covariance de X de dim(n x n) définie positive
comme suit :

1+6%2 6 o ... 0
6 1462 6 0
2
rx:(ng 0 6 1+9 0
0 0 0 .. 1462

on obtient la fonction de densité jointe

1

— _1 -1
f(xlz--.,xn) = W (detFX) 1/23 %(XIX X>

On pose Iy = 02K = detly = (0?)"detK; avec k est une matrice de
dimension (n x n)

Alors

1
202

I(F(x1, ., %0)) = — 027 — Ino? — 2 Indet(K) —

/1 1—1
5 5 5 X'K1X. (3.7)

Par ailleurs

fle6,07) =

Ore= MX+ Tegy
On pose (X, g9) = h(e) <= e =h"!(x,e0) = MX + Teg avec |J,-1(x, )| = 1
et de plus

f(x,e0) = f(h™*(x,20)) [Jy1 (x, 20)|

_nt1 —L.g(p
= f(x,€0,0,0%) = (2no?) 7 e ¢ ©)
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A

Or on a par (3.4) S(6) = S(0) + (e0 — &0)'T'T(e0 — &) ce qui imlique

3 -3 —-1:8(0) — L5 (e0—20)'T'T(e0—20)
€ .

f(x,e0,0,0%) = (271 ) 7(271(73) e 2

—3 156 u S——
= { 27t(7 2 T'T|" 1,722 ()1 [(27IUS> ) T'T| to 22(80 &)'T'T(e0—20)
= f(x,0,0; )f(€o|x,9)

Avec ) -
2 ——=55(0
L(ngsz) :f(x/6,0'82) = (27’(0’3) : ‘T/Tyf%e 2(73 ( ) (38)

En identifiant (3.7) avec la fonction de vraisemblance (3.8) on obtient
K| = |T'T|
$(0) = X’k 1X
1

1 A
1(6,02) — glnzn - glmg — 5 In|T'T| - 5 55(6)
€

D’ot le résultat final

Trouver l'estimateur du maximum de la vraisemblance non conditionnelle revient
a minimiser le terme 5(0)

3.4 La méthode du RIV

L’estimateur proposée est appellé "estimateur de valeurs initiales aléatoires "
(RIVE) et la méthode est dite la méthode du RIV en utilisant Les résultats de 1’ar-
ticle de Anna Clara Monti [4] .

'estimateur est basée sur l'idée que toute I'information concernant les parametres
est transmise par 'échantillon et que le bruit blanc a un effet qui devient négli-
geable quand n tend vers l'infini. Soit {X;,t € Z} un processus moyenne mobile
d’ordre un défini par

Xt =&t — 98t_1 (39)
avec |0| < 1et {e, t € Z}un bruit blanc faible.
Nous remarquons que dans la définition (3.9) nous avons opté pour un signe —
devant le parametre pour des comodités de calcul contrairement a la définition
d’un processus moyenne mobile MMR(1) dans le chapitre 1.
(X1,Xp,...,Xn) des observatios d'un processus moyenne mobile MMR(1) définie

par (3.9).

La méthode d’estimation RIV du parametre 6 est basée sur le procédé itératif
composé des étapes suivantes :

i) Générer un échantillon de taille n : b8, b(l),. . .,bg_l vaiid de moyenne
égale a zéro et variance égale a un (de loi quelconque).

35



Chapitre 3. les méthodes d’estimation du parametre d"un processus MMR(1)

ii) Prendrei =1

iii) Estimer 6 par

(i)

iv) On définit de nouveau b, par

v) Prendre i =i+ 1.
vi) Répéter les étapes iii) et v) jusqu’a ce que 101 — U1 soit "trés petit"
L’estimateur obtenu par la méthode du RIV est défini par

@RIV = lim o) (3.10)
1— 400

Un estimateur RIV de la variance du bruit blanc est défini par

n
~ 1 2
ORiv =1 th

t=1

by = lim b
1— 400

0

Remarque 3.4.1 1. Les nombres b8, bg’,...,bn_1

en utilisant une distribution gaussienne.

peuvent étre générés, par exemple

2. Quand le nombre d’itération i augmante la variable aléaltoire bt(i) converge vers le
bruit e; en probabilité.

3. Soit Oryy Uestimateur de RIV défini par I'équation (3.10) par les résultats de I'article
de Anna Clara Monti [4] on a les deux propriétés suivantes :

i) Orry — 6
i) n2 ((JAR v — 9> est asymptotiquement distribuée a la loi normal centrée réduite

N(0,1).
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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier les théoremes limites
des processus moyennes mobiles

Xy =¢er+0¢q, teZ.
Puis citer quelques méthodes d’estimation du parametre 0

Mots clés : Stationnarité, m-dpendance, bruit blanc, processus moyenne
mobile.

Abstract

The main purpose of this text is to study the limit theorems of moving
average processes
Xy =¢€r+0¢q, teZ.

Then cite some estimation methods of parameter 6

Keywords : Stationarity, m dependence, white noise, moving average pro-
cess.
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