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Introduction

Depuis la nuit des temps,l’homme a toujours voulu prédire l’avenir pour sa-
tisfaire sa curiosité . En effet, il s’avère que les meilleurs décisions ont été prises
suite aux inventions et expériences humaines de l’histoire , même s’il est parfois
difficile de prédire à juste titre si telle ou telle nouvelle invention fera un succès ou
un échec .
Effectivement, une méthode de prévision populaire basée sur une étude rigoureuse
a pu donner une découverte de séries chronologiques (Xt)t∈Z qui sont des suites
de variables aléatoires indexées par le temps.
Cette approche permet de prédire par exemple de nombreux phénomènes naturels
et financiers telle que une série chronologique qui est constituée de valeurs obser-
vées à des intervalles réguliers de temps . À titre d’ exemple , les débits annuels
sur un cours d’eau ou encore les valeurs mensuelles de titres boursiers sont des
séries chronologiques .
À la base , l’étude formelle des séries chronologiques consiste à trouver un modèle
mathématique qui explique le mieux possible les données observées .
Dans ce mémoire ,nous nous intéressons particulièrement aux processus moyennes
mobiles réelles d’ordre fini q notées par MMR(q) .
Notre mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier chapitre on étudie le processus moyenne mobile et les diffé-
rents caractéristiques de celui-ci.

Dans le second chapitre , nous étudions l’approche asymptotique des processus
moyennes mobiles ,en commençant par développer la loi des grands nombres pour
les moyennes mobiles d’ordre infini , puis nous développons le théorème Central
Limite pour les processus stationnaires m-dépendants .Enfin, nous traitons un co-
rollaire qui représente une application de théorème central limite sur un MMR(1) .

Le troisième et le dernier chapitre englobera les différentes méthodes d’estimation
du paramétre de processus moyenne mobile d’ordre 1 .

1



1Chapitre introductif

Soit (Ω,F , P) un espace probabilisé, sur lequel nous considérerons un
processus stochastique (Xt)t∈T avec T = N ou Z . Sachant qu’un processus stochas-
tique est un ensemble de variables aléatoires qui sont ordonnées dans le temps. On
définit deux types de processus stochastiques :

1. à temps continu : X(t)

2. à temps discret : Xt : t = 0,±1,±2,±3, . . .

Évidemment, pour modéliser et analyser les séries temporelles on utilise les pro-
cessus stochastiques à temps discret.

Dans toute la suite L(X) désigne la loi de la variable aléatoire X.
On note

R
T = {x = (xt)t∈T/xt ∈ R, ∀t ∈ T}.

On appelle tribu produit sur RT la plus petite tribu rendant mesurables les appli-
cations coordonnées :

lorsque t parcours T, on la note B
RT .

Soit maintenant l’application :

X : Ω → RT

ω 7→ Xt(ω)

On a alors (Xt)t∈T est un processus stochastique à valeurs dans (R,BR) si, et seule-
ment si, l’application X est mesurable de (Ω,F dans (RT,B

RT). On peut identifier
donc un processus stochastique (Xt)t∈T et une application mesurable X. Ainsi, la
loi d’un processus stochastique (Xt)t∈T, la probabilité image de P par X, sont no-
tées PX, de sorte que si A = R× ...R× Ai × Ai+1 × ...× Ai+k ×R×R× ... ∈ B

RT ,
avec i ∈ T et k ≥ 0 alors

PX(A) = P(Xi ∈ Ai, Xi+1 ∈ Ai+1, ..., Xi+k ∈ Ai+k).

La loi PX est caractérisée donc par les lois L(Xi, Xi+1, ..., Xi+k) appelées les distri-
butions fini-dimensionnelles du processus.

2



Chapitre 1. Chapitre introductif

1.1 Processus linéaires et moyennes mobiles :

Nous définissons tout d’abord les premiers moments d’un processus

Définition 1.1.1 La moyenne du processus X = {Xt}t∈Z notée (µt)t∈Z est définie par
µt = E(Xt) ,∀t ∈ Z

On dit que le processus est centré , si µt = µ = 0, ∀t ∈ Z

Remarque 1.1.1 Si X = {Xt}t∈Z est à valeur dans Rm sa moyenne noteée µt est le
vecteur de Rm donné par :

E(Xt) =



E(X1t)

E(X2t)

E(Xmt)


=



µ1t

µ2t

µmt


= µt (1.1)

1.1.1 Stationarité du processus :

Un processus peut être strictement stationnaire ou il peut être caractérisé par la
stationnarité faible (du deuxième ordre).

Définition 1.1.2 Un processus X = {Xt}t∈Z est du second ordre si

E(X2
t ) < ∞

de plus, on dira que ce processus est faiblement stationnaire (ou stationnaire d’ordre 2) si
les deux conditions suivantes sont vérifiées pour tout t, h ∈ Z :

(i) E(Xt) = µ pour tout t ∈ Z

(ii) E(XtXt + h) = γ(h) est indépendant de t

Définition 1.1.3 1. {Xt, t ∈ Z} est dit strictement stationnaire si pour toute suite
(t1, t2, ..., tn) ∈ Z avec t1 < t2 < ... < tn et h ∈ Z

L(Xt1+h, Xt2+h, ..., Xtn+h) = L(Xt1 , Xt2 , ..., Xtn).

1.1.2 processus bruit blanc et moyenne mobile :

Définition 1.1.4 Un processus aléatoire ε = (εt, t ∈ Z) est dit Bruit blanc réel faible noté
BBR(0, σ2

ε ) si

(1) E(εt) = 0

(2) E(εt1εt2) = σ2
ε δt1t2

3



Chapitre 1. Chapitre introductif

Doú :

δt1t2 =

{
1 si t1 = t2

0 sinon

Si les εt sont iid (indépendnts identiquement distribuée) , alors il est dit bruit blanc fort et
il est notée par εt ∼ I ID(0, σ2

ε )

Exemple 1.1.1 l’exemple le plus connu d’un processus stationnaire est le processus bruit
blanc.
car {

E(εt) = 0 ∀t ∈ T
γ(h) = E(εtεt−h)

avec

γ(h) =

{
σ2

ε h = 0
0 h 6= 0

Définition 1.1.5 Soit ε = (εt, t ∈ Z) un bruit blanc fort .
Un processus X = (Xt, t ∈ Z) est dit un processus linéaire s’il vérifie l’equation suivante :

Xt = ∑
i≥0

θiεt−i

avec ∑
i≥0

θ2
i < ∞

Remarque 1.1.2 1. Dans la définition (1.1.5) l’egalité est prise au sens de L2et comme
les εt sont indépendants alors c’est même P− p.s

2. X ainsi défini est strictement stationnaire .

Proposition 1.1.1 si {Xt}t∈Z processus stationnaire et si (ai, i ∈ Z) une suite de nombre
réels absolument sommable (∑ | ai |< ∞)
alors Zt = ∑ aiXt−i t ∈ Z est un nouveau processus stationnaire.

Définition 1.1.6 Un processus X = (Xt, t ∈ Z) moyenne mobile réelle d’ordre q noté
MMR(q) est défini par

Xt = µt + εt + θ1εt−1 + · · ·+ θqεt−q (1.2)

où ε = (εt , t ∈ Z) est un BBR(0, σ2
ε ) et µt = E(Xt)

et ∀j = 1, . . . , q on a θj ∈ R avec θq 6= 0

Le processus défini précédemment peut s’écrire sous une autre forme .
Si B est l’opérateur retard tel que Bj(Xn) = Xn−j pour tout j = 1, 2, . . . , alors on
note por toutt ∈ Z :

Xt = Θ(B)εt

où Θ(B) = 1 + θ1B1 + θ2B2 + · · ·+ θqBq

4



Chapitre 1. Chapitre introductif

1.2 Définitions et propriétées :

Définition 1.2.1 (Inversibilité)
Un processus MMR(q) défini pour tout t ∈ Z par l’équation Xt = Θ(B)εt est inversible

s’il existe une suite sommable de réels{αj}j∈N i.e
∞
∑

j=0
|αj| < ∞ telle que :

εt =
∞

∑
j=0

αjXt−j

Remarque préliminaire :"inversion d’un polynôme"
Soit le polynôme 1− aB
Calculons son inverse (1− aB)−1 on a les deux cas suivants :

1. si |a| < 1 : donc si la racine de 1 − az = 0 est supérieur à 1 en module

|z| = 1
|a| > 1 alors l’inverse est donnée par :

(1− aB)−1 =
∞

∑
i=0

aiBi

(1 + aB)−1(1− aB) =

(
∞

∑
i=0

aiBi

)
(1− aB)

=
∞

∑
i=0

aiBi − ai+1Bi+1

= B0 = 1

(1− aB) est donc inversible et son inverse (1 + aB)−1 = ∑∞
i=1 aiBi.

2. si |a| > 1 : donc si la racine de 1 − az = 0 est inférieur à 1 en valeur

absolue|z| = 1
|a| < 1 alors l’inverse est donnée par :

(1− aB)−1 = −
∞

∑
i=1

a−iB−i

3. Si |a| = 1, (1 + aB) n’est pas inversible, si par exemple a = 1, tout processus
constant est annulé par l’opérateur 1− B, l’application 1− B n’est donc pas
injective.
Plus généralement, si l’on considère un polynôme :

Θ(z) = 1 + θ1z + θ2z2 + · · ·+ θqzq

de racines zj =
1
aj

de module supérieurs à 1.

Alors on sait qu’il existe une séries entière ∑i∈Z Ψizi := Ψ(z), telle que
∑∞

i=0|Ψi| < ∞ et Θ(z)Ψ(z) = 1.
En appliquant ce résultat aux séries en B, Θ(B) = 1 + θ1B + θ2B2 + · · ·+ θqBq

est inversible et son inverse est Ψ(B).

5



Chapitre 1. Chapitre introductif

Remarque 1.2.1 il existe autre manière de vérifier l’inversibilité d’un MMR(q) est de
voir si les racines du polynôme Θ(B) sont en module supérieur à 1

Définition 1.2.2 (m-dépendance)
Une suite strictement stationnaire (Xn) de variables aléatoires de R est dite m-dépendante,
avec m ∈N∗ si pour tout les ensembles {Xj, j 6 t} et {Xj, j > t + m + 1} sont
indépendants .
La m-dépendance se traduit par l’indépendance des observations dès qu’elles sont séparées
de m + 1 unités de temps .

Proposition 1.2.1 Un processus MMR(q) est un processus q-dépendant.

Définition 1.2.3 (la fonction d’autocovariance)
La fonction d’autocovariance du processus X = (Xt, t ∈ Z) est df́inie par :

γ(s, t) = Cov(Xs, Xt) = E[(Xs −E(Xs))(Xt −E(Xt))] ∀s, t ∈ Z

Pour un processus stationnaire , la fonction d’autocovariance définie précédement s’écrit
comme fonction à une seule variable comme suit :

∀t, h ∈ Z γ(t, t + h) = γ(h, 0) = γ(h)

Proposition 1.2.2 la fonction d’autocovariance d’un processus stationnaire centré est une
fonction :

1. γ(0) = Var(Xt) et |γ(h)| < γ(0)

2. paire :γ(−h) = γ(h) ∀h

3. définie semi-positive : pour tout a = (a1, . . . , ap) ∈ Rp; t = (t1, . . . , tp) ∈ Zp on a

p

∑
i,j=1

aiγ(ti − tj)aj ≥ 0

puisque cette quantité est égal à V(
p
∑

i=1
aiXti)

Démonstration. On suppose que E(Xt) = 0

1. γ(0) = Var(Xt) = E(X2
t ) ≥ 0

par l’inégalité de Cauchy-Shwartz :

|γ(h)| = |E(XtXt+h)|

≤
(

E(X2
t )
) 1

2
(

E(X2
t+h)

) 1
2

= E(X2
t )

= γ(0).

Car on a ((Xt)t)t∈Z est un processus stationnaire, alors

E(X2
t ) = E(X2

t+h).

6



Chapitre 1. Chapitre introductif

2. γ(h) = Cov((Xt, Xt+h), puisque t = s− h⇒ t + h = s
Donc γ(h) = Cov((Xs−h, Xs) = γ(−h).

3. D’abord V
(
∑

p
i=1 aiXti

)
≥ 0, ∀a = (a1, a2, . . . , ap) ∈ Rp t = (t1, t2, . . . , tp) ∈

Rp

et

V

(
p

∑
i=1

aiXti

)
= E

(
p

∑
i=1

aiXti

p

∑
j=1

ajXtj

)

= E

(
p

∑
i=1

p

∑
j=1

aiajXti Xtj

)

=
p

∑
i=1

p

∑
j=1

aiajE
(

Xti Xtj

)

Alors

V

(
p

∑
i=1

aiXti

)
=

p

∑
i=1

p

∑
j=1

aiajγ
(

Xti Xtj

)
≥ 0.

Définition 1.2.4 (la fonction d’autocorrélation )
La fonction d’autocorrélation d’un processus stationnaire est définie par

ρ(h) =
γ(h)
γ(0)

1.2.1 Étude des moments d’un MMR(q)

Pour un processus MMR(q) définie par (1.2)
.1 sa moyenne :

E(Xt) = µ + E(εt) + θ1E(εt−1) + · · ·+ θqE(εt−q)

= µ + 0 + θ1 × 0 + · · ·+ θq × 0
= µ.

.2 sa variance : V(Xt) = Cov(Xt, Xt) = γ(0) .
Pour h = 0 :

γ(0) = E(Xt −E(Xt))
2

= E(Xt − µ)2

= E[(εt + θ1εt−1 + · · ·+ θqεt−q)
2]

= σ2
ε + θ2

1σ2
ε + · · ·+ θ2

qσ2
ε

= (1 + θ2
1 + · · ·+ θ2

q)σ
2
ε .

7



Chapitre 1. Chapitre introductif

Alors
γ(0) = (1 + θ2

1 + · · ·+ θ2
q)σ

2
ε .

.3 sa fonction d’autocovariance :

Cov(Xt, Xt−h) = γ(|t− (t− h)|) = γ(h)

Pour Xt centrée on aura trois cas
i) Pour 1 < h < q :

γ(h) = E
[
(εt + θ1εt−1 + · · ·+ θqεt−q)(εt−h + θ1εt−h−1 + · · ·+ θqεt−h−q)

]
= E

[
θhε2

t−h + θh+1θ1ε2
t−h−1 + · · ·+ θqθq−hε2

t−q

]
= θhσ2

ε + θh+1θ1σ2
ε + θh+2θ2σ2

ε + · · ·+ θqθq−hσ2
ε

= (θh + θh+1θ1 + θh+2θ2 + · · ·+ θqθq−h)σ
2
ε

i) Pour h = q :
D’un part on a

Xt = εt + θ1εt−1 + · · ·+ θqεt−q

d’autre part on a

Xt−h = Xt−q = εt−q + θ1εt−q−1 + · · ·+ θqεt−2q

Alors

γ(h) = E
[
(εt + θ1εt−1 + · · ·+ θqεt−q)(εt−q + θ1εt−q−1 + · · ·+ θqεt−2q)

]
= E

[
εtεt−q + θqεtεt−2q + θ1εt−1εt−q + θ1θqεt−1εt−2q + .. + θqε2

t−q + θ2
qεt−qεt−2q

]
= 0 + · · ·+ 0 + θqE(ε2

t−q) + 0 + · · ·+ 0

= θqσ2
ε .

iii) Pour h > q :
Il n’y a pas des ε dont les dates sont communes dans la définition de
γ(h) , et donc l’espérence est nulle

Par conséquent,

γ(h) =


(θh + θh+1θ1 + θh+2θ2 + · · ·+ θqθq−h)σ

2
ε si 1 < h < q

θqσ2
ε si h = q

0 sih > q

La fonction d’autocorrélation pour un processus MMR(q) à partir de la fonction
d’autocovariance de MMR(q)

ρ(h) =



θh + θh+1θ1 + · · ·+ θqθq−h

1 + θ2
1 + · · ·+ θ2

q
si 1 < h < q

θq

1 + θ2
1 + · · ·+ θ2

q
si h = q

0 si h > q

8



Chapitre 1. Chapitre introductif

1.2.2 Étude des moments d’un MMR(1)

Le processus MMR(1) définie par

Xt = εt + θεt−1, t ∈ Z

Où εt ∼ I ID(0, σ2
ε ) et θ ∈ R telle que |θ| < 1.

1. Sa moyenne :

E(Xt) = E(εt + θεt−1)

= 0.

2. Sa variance

V(Xt) = γ(0) = (1 + θ)σ2
ε .

3. Sa fonction d’autocovariance :

γ(h) =


(1 + θ)σ2

ε si h = 0
θσ2

ε si |h| = 1
0 si |h| > 1

(1.3)

4. Sa fonction d’autocorélation :

ρ(h) =


1 si h = 0

θ

1 + θ2 si |h| = 1

0 si |h| > 1

(1.4)

1.3 Les modes de convergence

Définition 1.3.1 1. Une suite de v.a.r (Xn)n converge en loi vers une v.a. réelle X si
et seulement si

lim
n→∞

FXn(t) = FX(t)

en tout points t ∈ R où la fonction de répartion Fi est continue, on note Xn
L−→ X ou

F(Xn)
L−→ F(X)

2. on dit que (Xn)n converge en probabilité vers la v.a.Xsi pour ε > 0

lim
n→+∞

P (|Xn − X| > ε) = 0.

On note Xn
P−→ X.

3. Soit p ≥ 1 supposons que les v.a.(Xn) et X sont dans Lp. on dit que Xn converge
dans Lp vers la v.a.X si

lim
n→+∞

E (|Xn − X|p) = 0.

On note Xn
Lp
−→ X.

9



Chapitre 1. Chapitre introductif

Proposition 1.3.1 1. La convergence dans Lp, p > 1 entraîne la convergence en pro-
babilité.

2. La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

3. ∀C ∈ R, Xn
L−→ C ⇔ Xn

P−→ C

Théorème 1.3.1 (caractérisation de la convergence en loi)
Soit (F0, F1, . . . , Fk) une suite des fonctions de répartitions sur Rk avec les fonctions carac-
téristiques φn(t) =

∫
Rk exp(it′X)dFn(X), n = 0, 1, . . . , k

Alors les trois assertions ci-dessous sont équivalentes
i) Fn → F0.

ii)
∫

Rk g(X)dFn(X)→
∫

Rk g(X)dF0(X) ∀g une fonction continue borné.
iii) lim

n→∞
φn(t) = φ0(t), ∀t = (t0, t1, . . . , tk)

′ ∈ Rk.

Théorème de convergence dominée : Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléa-
toires avec |Xn| ≤ Z et Z une variable aléatoire intégrable i.e E|Z| < ∞.

Si Xn → X p.s Alors E(Xn)→ E(X).

Thérème de Lévy : Soient (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires, X une variable
aéatoire. φXn et φX sont les fonctions caractéristiques respectives des variables aléa-
toires Xn et X.

{∀t ∈ R : φXn(t)→ φX(t)} ⇔
{

Xn
L−→ X

}
Thérème de Slutsky : Soient (Xn)n∈N et (Yn)n∈N suites de variables aléatoires et
C ∈ R telque Xn

L−→ X

Yn
L−→ C

Alors

1. Xn + Yn
L−→ X + C.

2. XnYn
L−→ XC.

3. Xn
Yn

L−→ X
C , C 6= 0.

Théorème 1.3.2 Soient (mn)n∈N une suite de R et (σn)n∈N une suite de R∗+ et (Xn)n∈N

une suite de variables aléatoires réelle avec ∀n ≥ 1, Xn ↪→ N (mn, σ2
n). Alors

Si les suites (mn)n∈N et (σn)n∈N convergent ç-a-dmn −−−→n→∞
m

σn −−−→n→∞
σ

Alors Xn
L−→ X avec X ↪→ N (m, σ2).
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Démonstration. On utilise la fonction caractéristique.

φXn(λ) = E
(

eiλXn
)

= exp
(

iλmn +
λ2

2
σ2

n

)

Comme

mn −−−→n→∞
m

σn −−−→n→∞
σ

et la fonction ex est une fonction continue, alors ∀λ ∈ R,

exp
(

iλmn +
λ2

2
σ2

n

)
−−−→
n→∞

exp
(

iλm +
λ2

2
σ2
)

ç-a-d φXn(λ) −−−→n→∞
φX(λ) avec Xn ↪→ N (mn, σ2

n) et X ↪→ N (m, σ2).

Par le Thérème de Lévy on a Xn
L−→ X avec X ↪→ N (m, σ2).
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2Théorie asymptotique pour les

processus moyennes mobiles

2.1 Introduction

Pour évaluer le comportement asymptotique des séries temporelles,nous avons
besoin de connaitre la distribution de statistiques (telles que la moyenne , la fonc-
tion d’autocovariance. . .)à partir des données dont nous disposons .Cependent
.même pour un nombre fini d’observations la distribution exacte n’est pas toujours
facile à déterminer .Dans ces cas-là , nous nous basons sur l’inférence statistique
obtenue à partir des grands échantillons pour obtenir les résultats de [1] , [3] et [5] .

Définition :

Une suite de variables aléatoires X = (Xn, n ∈ Z) est asymptotiquement
normale de moyenne µn et d’écart-type σn,
si σn > 0 pour n grand et

Xn − µn

σn

L−→Z avecZ ∼ G(0, 1)

où G(0, 1) indique une loi gaussienne de moyenne nulle et d’écart-type 1 .Par la
suite nous utiliserons la notation de Serfting (1980) à savoir

X ∼ AN (µn, σ2
n)

2.2 Loi des grands nombres pour les moyennes
mobiles

Théorème 2.2.1 soit (Xt)t∈Z un processus moyenne mobile réelle d’ordre infini, défini par

Xt =
+∞

∑
j=−∞

θjεt−j

12
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Où {εt} est iid de moyenne µ avec
+∞
∑

j=−∞
|θj| < ∞

Alors

Xn
P−→(

+∞
∑

j=−∞
θj)µ

Pour démontrer ce théorème , on a besoin des propositions et du théorèmes
suivants :

Proposition 2.2.1 Si {εt} un ensemble de variable aléatoire sachant que sup E|εt| < ∞

et si
+∞
∑

j=−∞
|θj| < ∞ alors la série

+∞
∑

j=−∞
θjεt−j est intégrable

Démonstration. Si on pose gn :=
n
∑

j=−n
|θj||εt−j|

alors {gn}n est positive et croissante (suite des termes positifs )
Donc par le théorème de convergence monotone et sup E|εt| < ∞ on a :

E(
+∞

∑
j=−∞

|θj||εt−j|) = E

(
lim

n→+∞

+n

∑
j=−n

|θj||εt−j

)

≤ lim
n→+∞

E

(
+n

∑
j=−n

|θj|
)

sup
t
(E|εt|)

< ∞

Proposition 2.2.2 (L’inégalité de Tchebychev )
Si E(|X|r) < ∞, r > 0 et λ > 0 alors

P(|X| > λ) 6 λ−rE(|X|r)

Démonstration.

P(|X| > λ) = P(|X|rλ−r > 1)

= E(1[1,+∞](|X|
rλ−r))

6 E(|X|rλ−r1[1,+∞](|X|
rλ−r))

6 λ−rE|X|r

Proposition 2.2.3 Si (Xn) une suite de variables aléatoires dans Rk sachant que Xn
P−→X

et si g : Rk −→ Rm est continue alors

g(Xn)
P−→g(X)

13
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Démonstration. Soit k un réel positif alors pour chaque ε > 0 on a

P(|g(Xn)− g(X)| > ε) 6 P(|g(Xn)− g(X)| > ε, |X| 6 K, |Xn| 6 k)+P({|X| > K}∪{|Xn| > k})

Puisque g est uniformément continue sur {|X| ≤ K} il existe γ(ε) > 0 : ∀n telle
que

{|g(Xn)− g(X)| > ε, |X| ≤ K, |Xn| ≤ k} ⊆ {|Xn − X| > γ(ε)}
Par conséquent

P(|g(Xn)− g(X)| > ε) 6 P(|Xn − X| > γ(ε)) + P(|X| > k) + P(|Xn| > k)

6 P(|Xn − X| > γ(ε)) + P(|X| > k) + P(|X| > k
2
) + P(|Xn − X| > k

2
)

Maintenant, pour tout δ > 0 ,on peut choisir k qui rend chacun du deuxième et

troisième termes inférieur à
δ

4
∀n assez grand

Par conséquent , g(Xn)
P−→g(X)

Proposition 2.2.4 (Loi Faible des Grands Nombres) si {εn} est une suite de variables
aléatoires i.i.d de moyenne µ alors

εn
P−→µ

Avec εn =
1
n

n
∑

k=1
εk

Démonstration. Comme εn− µ = 1
n [(ε1− µ) + · · ·+ (εn− µ)] il suffit de prouver le

résultat pour des suites de variables de moyenne nulle
En supposant que µ = 0 et en utilisant l’indépendance de ε1, ε2, . . . , εn nous
avons :

Φεn(t) = E(eitεn)

= E(e
it 1

n

n
∑

k=1
εk
)

=
n

∏
k=1

E(e
it
n εk)

= (E(e
it
n εk)

n

= (Φε1(
t
n
))

n

De l’inégalité : |1− yn| 6 n|1− y| , |y| 6 1 et de l’hypothèse que E(ε1) = 0
Il s’ensuit que

|1−Φεn(t)| 6 n|1−Φε1(
t
n
)|

= n|E(1 + itn−1ε1)− eitn−1ε1 |

14
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Par l’inégalité de Jensen

6 E|n((1 + itn−1ε1)− eitn−1ε1)|

On pose z = tn−1ε1

|1 + iz− eiz| = |1 + iz− cos z− i sin z|
6 |1− cos z|+ |z− sin z|
6 min(2|z|, |z|2)

Pour chaque réel z ,En remplaçant z par tn−1x nous voyons que ∀x

|n((1 + itn−1x)− eitn−1x)| 6 2|t||x| , n = 1, 2, . . .

et |n((1 + itn−1x)− eitn−1x)| −→ 0 quand n −→ ∞
Comme E(ε1) = 0 par hypothèse , E|n((1 + itn−1ε1) − eitn−1ε1)| −→ 0 par le
théorème de convergence dominé .
Par conséquent Φεn(t) −→ 1 ∀t et comme la fonction caractéristique pour ε0
En appliquant le Thérème de Lévy et (1.3.1)(3) on conclut que

εn
P−→0

Théorème 2.2.2 ( Théorème d’Approximation Basique "TAB")
Soient { Xn , Ynk, n = 1, 2, . . . ; k = 1, 2, . . . } des vecteurs aléatoires de dimension k sachant
que

i) Ynk
L−→Yk qd n −→ ∞ :∀k = 1, 2, . . .

ii) Yk
L−→Y qd k −→ ∞

iiI) lim
k→+∞

lim sup
n→+∞

P(||Xn −Ynk|| > λ) = 0 ∀λ > 0

Alors

Xn
L−→Y

La toisiéme condition de TAB est impliqué de l’énagalité de Tchebychev si
(iii’) E [||Xn −Ynk ||] −−−−−→n,m→+∞

0

et (iii′) est souvent beaucoup plus facile à établir que (iii)

Démonstration. Pour démonter ce théorème on utilise la fonction caractéristique en
appliquant le Théorème de Lévy. Nous avons besoin de montrer que

|φXn − φY| −→ 0

on note par φ ≡ φ(λ) pour simplifier l’écriture .
D’abord

|φXn − φY| ≤ |φXn − φYnk
|+ |φYnk

− φYk |+ |φYk − φY| (2.1)
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1. Par la condition (i) et le Théorème de Lévy le seconde terme converge vers
0.

2. Par la condition (ii′) et le Théorème de Lévy le troisième terme converge vers
0.

3. Il reste à montrer que le 1er terme de (2.1) tendre vers 0.
En effet,

|φYnk
− φYk | =

∣∣∣E(eiλ′Xn − eiλYnk

)∣∣∣
≤ E

∣∣∣eiλ′Xn
(

1− eiλ′(Ynk−Xn)
)∣∣∣

= E

∣∣∣1− eiλ′(Ynk−Xn)
∣∣∣

= E
[∣∣∣1− eiλ′(Ynk−Xn)

∣∣∣1{|Ynk−Xn|<δ}

]
+ E

[∣∣∣1− eiλ′(Ynk−Xn)
∣∣∣1{|Ynk−Xn|≥δ}

]
Avec δ > 0.
Étant donné ε > 0, on choisi δ(ε) > 0 tel que∣∣∣1− eiλ′(Ynk−Xn)

∣∣∣ < ε

Si |Ynk − Xn| < δ et le premier terme inférieure à ε, une constante arbitraire petite.
Alors

E(0) = 0

Pour le second terme on a
∣∣∣1− eiλ′(Ynk−Xn)

∣∣∣ ≤ 2. Alors on aura

E
[∣∣∣1− eiλ′(Ynk−Xn)

∣∣∣1{|Ynk−Xn|≥δ}

]
≤ 2P (|Ynk − Xn| ≥ δ)

et
P (|Ynk − Xn| ≥ δ) −−−−→

n→+∞
0.

Alors le second terme tendre vers 0 quand n→ +∞
Par la condition (iii).

Démonstration. On note que la série
+∞
∑

j=−∞
θjεt−j converge absolument d’aprés la

proposition (2.2.1)
et ∀k on a par la loi faible des grands nombres

n−1
n

∑
k=1

εk
P−→µ

On définit les variables

Ynk :=
1
n

n

∑
t=1

∑
|j|6k

θjεt−j

= ∑
|j|6k

θj
1
n

n

∑
t=1

εt−j
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On obtient par la proposition (2.2.3)

Ynk
P−→

n→+∞
( ∑
|j|6k

θj)µ

Si on définit Yk = ( ∑
|j|6k

θj)µ

Alors Yk−→Y := (
+∞
∑
−∞

θj)µ quand k−→∞

il reste à montrer la troisième condition de TAB (i.e)

lim
k→+∞

lim sup
n→+∞

P(|Xn −Ynk| > λ) = 0 ∀λ > 0

En appliquant (L’inégalité de Tchebychev ) pour r = 1 on obtient :

P(|Xn −Ynk| > λ) = P(|n−1
n

∑
t=1

+∞

∑
j=−∞

θjεt−j − n−1
n

∑
t=1

∑
|j|6k

θjεt−j| > λ)

= P(|n−1
n

∑
t=1

∑
|j|>k

θjεt−j| > λ)

6
1
λ

E| ∑
|j|>k

θjεt−j|

6
1
λ
( ∑
|j|>k
|θj|)E|ε1|

Comme
+∞
∑

j=−∞
|θj| < ∞ par hypothése alors ∑

|j|>k
|θj| −→

k→+∞
0

D’où la troxième condition du TAB est vérifiée , Alors

Xn
L−→(

+∞
∑

j=−∞
θj)µ

D’aprés la proposition (1.3.1) vu dans le chapitre 1 on conclut que

Xn
P−→(

+∞
∑

j=−∞
θj)µ C.Q.F.D

2.3 Théorèmes limites centraux

Théorème 2.3.1 (Théorème centrale limite des variables aléatoires indépendantes )
Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires iid ç.à.d Xn ∼ I ID(µ, σ2)
et Xn = n−1(X1 + X2 + · · ·+ Xn) ,Alors

Xn ∼ AN (µ, n−1σ2)
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Démonstration. on définie (Yt)t∈Z une suite de variables aléatoires iid de moyenne
nulle et de variance égale à 1.
Par

Yt =
(Xt − µ)

σ

et soit Yn = n−1 ∑n
i=1 Yi

Par le Théorème de Lévy, il suffit de montrer que

φ
n

1
2 Yn

(t) −→ e
−t2

2

Par l’indépendance des variables (Yt)t∈Z (par construction),on a

φ
n

1
2 Yn

(t) = E
[
exp

(
itn

1
2 Yn

)]
= E

[
exp

(
itn−

1
2

n

∑
j=1

Yj

)]
=
[
φY1(itn

− 1
2 )
]n

.

Tout d’abord on a besoin de l’inégalité suivante :

|xn − yn| ≤ n|x− y| pour |x| ≤ 1 et |y| ≤ 1 (2.2)

si on pose


x = φY1(tn

− 1
2 ) avec |φY1(tn

− 1
2 )| ≤ 1

y = 1− t2

2n
avec |1− t2

2n
| ≤ 1 pour n ≥ t2

4

|1− t2

2n
| ≤ 1 pour n ≥ t2

4 car,

D’un part − t2

2n
≤ 0 alors 1− t2

2n
≤ 1 .

D’autre part ,

Comme n ≥ t2

4
alors 2 ≥ t2

2n

Ce qui implique 1− t2

2n
≥ −1 .

Donc

|1− t2

2n
| ≤ 1

En appliquant l’inégalité (2.2) pour n ≥ t2

4
on a∣∣∣∣∣[φY1(itn

− 1
2 )
]n
−
[

1− t2

2n

]n
∣∣∣∣∣ ≤ n

∣∣∣∣φY1(itn
− 1

2 )−
(

1− t2

2n

)∣∣∣∣ (2.3)

= n

∣∣∣∣∣E
[

eitn−
1
2 Y1 − (1 + itn−

1
2 −

t2Y2
1

2n
)

]∣∣∣∣∣ (2.4)
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car :

E

(
1 + itn−

1
2 −

t2Y2
1

2n

)
= 1 + itn−

1
2 E(Y1)−

t2

2n
E(Y2

1 )

= 1− t2

2n
car E(Y1) = 0 et E(Y2

1 ) = 1.

En utilisnt le développement de Taylor de la fonction f (x) = eitn−
1
2 x au voisinage

de x = 0

on a f (x) = 1 + itn−
1
2 x− t2

2n
x2

Alors

n
eitn−

1
2 x − (1 + itn−

1
2 x− t2

2n
x2)

 −→ 0 quand n −→ +∞.

et

n
eitn−

1
2 x − (1 + itn−

1
2 x− t2

2n
x2)

 ≤ (tx)2 pour tout n et x.

Ainsi, par le théorème de convergence domonée le second membre de l’inegalitée

(2.3) converge vers 0 quand n −→ ∞ . et puisque
(

1− t2

2n

)n

−→ e−
t2
2 quand

n −→ ∞ .on obtient
φ

n
1
2 Yn

(t) −→ e
−t2

2 C.Q.F.D

Ce théorème s’applique aux variables indépendantes , or nous avons vu que le
modèle MMR(1) est un processus 1-dépendant.Nous énonçons donc des résultas
qui étendent le Théorème de la Limite Centrale aux processus m-dépendant,dûs
à Hoeffding et Robbins (1948) [1]

Théorème 2.3.2 Soit X = (Xt, t ∈ Z) une suite strictement stationnaire de variables
aléatoires m-dépendant centrées et de fonction d’autocovariance γ(.).

Si νm = γ(0) +
m
∑

j=1
2γ(j) 6= 0, alors

1) lim
n→+∞

n var(Xn) = νm

2) Xn ∼ AN (0,
νm

n
)

Démonstration. 1) Montrons que lim
t→∞

n.var(Xn) = νm

avec
νm = γ(0) +

m
∑

j=1
2γ(j)

=
m
∑

j=−m
γ(j) 6= 0
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On va calculer Var(Xn)

V(Xn) = V

(
1
n

n
∑

t=1
Xt

)
=

1
n2 Cov

(
n
∑

t=1
Xt,

n
∑

t=1
Xt

)
=

1
n2 [Cov(X1 + X2 + · · ·+ Xn, X1 + X2 + · · ·+ Xn)]

= n−2 [Cov(X1, X1) + .. + Cov(X1, Xn) + .. + Cov(Xn, X0) + .. + Cov(Xn, Xn)] .

ce qui donne :

V(Xn) = n−2[nγ(0) + (n− 1)γ(1) + · · ·+ γ(n− 1) + (n− 1)γ(−1)
+ (n− 2)γ(−2) + · · ·+ γ(1− n)]

Comme la fonction d’autocovariance est une fonction paire alors :

V(Xn) = n−2
[

n
(

γ(0) +
n− 1

n
γ(1) +

n− 2
n

γ(2) + . . .
)]

= n−1

(
n
∑

j=−n

n− |j|
n

γ(j)

)
Alors

V(Xn) = n−1

(
∑
|j|<n

1− |j|
n

γ(j)

)
(2.5)

Donc
nV(Xn) = ∑

|j|<n
(1− |j|n )γ(j)

= ∑
|j|<m

(1− |j|n )γ(j) pour n > m

=
m
∑

j=−m
(1− |j|n )γ(j).

En appliquant le Théorème de la convergence dominé on trouve

lim
n→+∞

nV(Xn) = lim
n→+∞

m

∑
j=−m

(1− |j|
n
)γ(j)

=
m
∑

j=−m
lim

n→+∞
(1− |j|

n
)γ(j)

=
m
∑

j=−m
γ(j)

= νm

Alors
lim
t→∞

n.var(Xn) = νm
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2) Montrons que si νm = γ(0) +
m
∑

j=1
2γ(j) 6= 0 alors Xn ∼ AN (0,

νm

n
)

pour démontrer cette partie, on utilise le théorème d’ Approximation Basique
(TAB), on doit construire une séquence de variables ykn approximations de

n
1
2 Xn = n−

1
2

n
∑

t=1
Xt

Dans le cas dépendant on peut simplement vérifier les trois conditions du
théorème (TAB).
Tout d’abord, on considère pour k > 2m l’approximation

ykn = n−
1
2 [(X1 + · · ·+ Xk−m) + (Xk+1 + · · ·+ X2k−m)

+ (X2k+1 + · · ·+ X3k−m) + · · ·+ (X(r−1)k+1 + · · ·+ Xrk−m)]

Alors
ykn = n−

1
2 (Z1 + Z2 + · · ·+ Zr)

D’où r = [
n
k
], avec [

n
k
] le plus grand entier naturel inférieur ou égale à

n
k

.

Cette approximation contient qu’une partie de n
1
2 X̄n.

Ainsi, les variables Z1, Z2, .., Zr sont indépendants car ils sont séparées par
plus de m unités de temps ç-à-d :

k + 1− (k−m) = m + 1

m + 1 unités séparent les variables Z1 et Z2.
Comme les variables Z1, Z2, .., Zr sont strictement stationnaires alors ils sont
identiquement distribuées à la même loi de moyenne nulle et de variances :

Sk−m = ∑
|u|6m

(k−m− |u|)γ(u)

En effet,

1. E(Z1) = E(X1 + · · ·+ Xk−m) = 0 car (Xt)t∈Z sont centrées

2.

var(Z1) = V(X1 + · · ·+ Xk−m)

=
k−m

∑
j=1

V(Xj) + 2
k−m−1

∑
i,j=1

cov(Xi, Xj)

= (k−m)γ(0) +
k−m−j

∑
i=1

(k−m− j)γ(j)

= ∑
|j|6m

(k−m− |j|)γ(j)

:= Sk−m
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Maintenant on va vérifier les conditions de TAB

i) En appliquant le théorème central limite classique à la somme ykn qui
donne :

ykn = n−
1
2

r
∑

i=1
Zi

=
(n

r

)− 1
2 r−

1
2

r
∑

i=1
Zi

Comme (n
r

)− 1
2 −→ k−

1
2

et

r−
1
2

r

∑
i=1

Zi
L−→ N (0, Sk−m)

par le théorème de Slutsky on déduit que :

ykn
L−→ yk

Avec
yk ∼ N (0,

Sk−m
k

) (2.6)

pour un k fixé.

ii) Notons que

lim
k→+∞

Sk−m
k

= νm

En effet,

lim
k→+∞

Sk−m
k

= lim
k→+∞

1
k ∑
|u|6m

(k−m− |u|)γ(u)

= lim
k→+∞

∑
|u|6m

(
k−m− |u|

k
)γ(u)

= lim
k→+∞

∑
|u|6m

(1− m− |u|
k

)γ(u)

Si on pose

gk(u) = (1− m− |u|
k

)γ(u)

On a

|gk(u)| = |1−
m− |u|

k
||γ(u)|

6 (1 + |m− |u||)|γ(u)|
≤ (1 + 2m)γ(0)
< ∞
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Car |γ(u)| < γ(0) et |u| ≤ m
Si on pose

g(u) = (1 + |m− |u||)|γ(u)|
Alors

g ∈ L1

Par le théorème de convergence dominée :

lim
k→+∞

∑
|u|6m

(1− m− |u|
k

)γ(u) = ∑
|u|6m

lim
k→+∞

(1− m− |u|
k

)γ(u)

= ∑
|u|6m

γ(u)

= νm

car

lim
k→+∞

m− |u|
k

= 0

Alors
lim

k→+∞

Sk−m
k

= νm (2.7)

Donc la fonction caractéristique de yk notée Φyk converge.
Quand on applique le théorème (1.3.2) á partir des résultats (2.6) et (2.7)
on a :

Φyk(λ) = exp(−λ2

2
Sk−m

k
) −→ exp(−λ2

2
νm)

Avec

exp(−λ2

2
νm) = ΦN(0,νm)

Alors la suite des variables aléatoires (yk)k>2m converge en loi vers une
variable aléatoire y ∼ N (0, νm) par théorème de Lévy. On déduit que :

yk
L−→ y

iii) Pour vérifier la troisième condition du TAB, on va montrer sa condition
équivalente (iii’) ç-á-d il faut qu’on vérifie que :

E[(n
1
2 Xn − ykn)

2] = Var(n
1
2 Xn − ykn) −→

k,n→+∞
0
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n
1
2 Xn − ykn =

√
n

1
n

n

∑
t=1

Xt −
1√
n

r

∑
i=1

Zi

=
1√
n
[(X1 + · · ·+ Xn)− (X1 + · · ·+ Xk+m + · · ·+ Xrk−m)]

= n−
1
2 [(Xk−m+1 + · · ·+ Xk) + (X2k−m+1 + · · ·+ X2k)

+ (X(r−1)k−m+1 + · · ·+ X(r−1)k)

.

.

.
+ (Xrk−m+1 + · · ·+ Xn)]

= n−
1
2 (W1 + W2 + · · ·+ Wr)

et
V(Wr) = ∑

|u|6k−m
(n− [n

k ]k + m− |u|)γ(u)

6 ∑
|u|6k−m

(k + m− |u|)γ(u)

Donc,

Var(n
1
2 Xn − ykn) = n−1[(r− 1)Sm + Var(Wr)]

−→
n→+∞

k−1Sm −→
k→+∞

0

D’où les trois conditions de TAB sont vérifées .
Alors

Xn ∼ AN (0,
νm

n
) C.Q.F.D

L’application de ce théorème au processus MMR(1) donne

Corollaire 2.3.1 une suite strictement stationnaire de variables aléatoires 1-dépendant
définies par une MMR(1) telle que

Xt = εt + θεt−1 εt ∼ I ID(0, σ2
ε )

Ces variables sont centrée et ont γ(.) comme fonction d’autocovariance .
Comme ν1 = γ(0) + 2γ(1) 6= 0, alors

i) lim
n→+∞

n var(Xn) = (1 + θ)2σ2
ε

ii) Xn ∼ AN (0, n−1(1 + θ)2σ2
ε )

Démonstration. Puisque le processus MMR(1) est 1-dépendant alors on peut appli-
quer le théoréme (2.3.2) en prenant m = 1 si ν1 6= 0.
Tout d’abord on calcul ν1 :

ν1 = γ(0) + 2γ(1)

on a par la relation (1.4) dans le chapitre 1
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1. γ(0) = (1 + θ2)σ2
ε ,

2. γ(1) = θσ2
ε .

Alors

ν1 = (1 + θ2)σ2
ε + 2θσ2

ε

= (1 + θ2 + 2θ)σ2
ε .

Donc
ν1 = (1 + θ)2σ2

ε 6= 0

De plus

n Var(Xn) = n Var
[

1
n
(X1 + X2 + · · ·+ Xn)

]
= n−1Var [(ε1 + θε0) + (ε2 + θε1) + · · ·+ (εn + θεn−1)]

= n−1Var [θε0 + (1 + θ)ε1 + (1 + θ)ε2 + · · ·+ (1 + θ)εn−1 + εn]

Puisque εt ∼ I ID(0, σ2
ε ) donc on aura

n Var(Xn) = n−1(1 + θ)2nVar(ε1)

= (1 + θ)2σ2
ε

Alors par le théorème (2.3.2)

i) lim
n→∞

n Var(Xn) = ν1,

ii) Xn ∼ AN (0, n−1ν1).

En remplaçant ν1 par (1 + θ)2σ2
ε ,on conclut que :

i) lim
n→∞

n Var(Xn) = (1 + θ)2σ2
ε ,

ii) Xn ∼ AN (0, n−1(1 + θ)2σ2
ε ).
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3les méthodes d’estimation du

paramètre d’un processus MMR(1)

Dans ce chapitre nous étudions des méthodes pour l’estimation des paramètres
d’un processus moyenne mobile . Nous considérons ici uniquement le cas MMR(1)
, centrée et inversible vérifiant

Xt = εt + θεt−1 (3.1)

Notre problème consiste à estimer le paramètre θ à partir des observations
X1, X2, . . . , Xn
Bien qu’il existe plusieurs méthodes d’estimation ,nous présentons les quatres
méthodes les plus courants à savoir ;en développant les résultats des articles
[2],[4],[7],[8] et [9]

1) la méthode des moments .

2) la méthode des moindres carrées.

3) la méthode du maximum de la fontion de vraisemblance .

4) la méthode récursive "RIV"

3.1 La méthode des moments

Cette méthode basée sur la fonction d’autocorrélation.consiste à substituer les
moments empiriques aux moments théoriques et à résoudre les équations obtenues
.
pour un MMR(1) l’estimateur de θ noté θ̂ doit être solution de

ρ̂(1) =
γ̂(1)
γ̂(0)

Où ρ̂(1) est la fonction d’autocorrélation empirique .
Soit à partir de l’quation (1.4) vu dans la chapitre 1

ρ̂(1) =
θ̂

1 + θ̂2
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θ̂ est alors la solution de l’équation

ρ̂(1)θ̂2 − θ̂ + ρ̂(1) = 0 (3.2)

et vérifie

θ̂ =
1±

√
1− 4ρ̂(1)2

2ρ̂(1)

En calculant le detérminant de l’équation (3.2) on aurra trois cas se présentent :

1. Si |ρ̂(1)| < 1
2

alors l’équation (3.2) à deux solutions .Nous choisissons celle

qui donne un modèle inversible c’est à dire vérifiant |θ̂| < 1 on obtient donc

θ̂ =
1−

√
1− 4ρ̂(1)2

2ρ̂(1)

2. Si |ρ̂(1)| = 1
2

alors l’équation (3.2) admet une unique solution |θ̂| = 1 . Le
modèle n’a pas inversible .

3. Si |ρ̂(1)| > 1
2

alors les racines ne sont pas réelles et donc l’équation (3.2) n’a
pas de solution réelle .

En résumé ,sous l’hypoths̀e de l’existence d’un modèle MMR(1) inversible dé-

fini par Xt = εt + θεt−1 , l’estimateur des moments se limite au cas où |ρ̂(1)| < 1
2.

Remarque 3.1.1 Dans le cas général , la méthode des moments est souvent difficile à
résoudre pour un MMR(q) , car les autocorrélations ρ(h) sont des fonctions non linéaires
des paramètres θ1, . . . , θq . Du fait de la sensibilité de cette méthode face aux erreurs
d’arrondi , la méthode des moments est d’avantage utilisée pour calculer les valeurs ini-
tiales des paramètres avant l’utilisation d’autres méthodes d’estimation , que pour estimer
le paramètre en lui même .

3.2 La méthode des moindres carrés

Le principe des moindres carrés repose sur la recherche de la valeur θ qui mini-
mise la somme des carrés des erreurs commises lors de l’estimateur. Soit S(θ) cette
somme définie par :

S(θ) =
n

∑
t=−∞

E(εt\θ, X)2 =
n

∑
t=−∞

ε̂t
2 (3.3)

Cette méthode est basée sur une relation de récurrence nécessitent des valeurs
initiales de ε̂t . Selon la méthode d’initialisation de ε̂t , pour t ≤ 0 , on distingue
deux types d’estimateurs :

- L’estimateur des moindres carrés conditionnel.
- L’estimateur des moindres carrés non-conditionnel.
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3.2.1 L’estimateur des moindres carrés conditionnel :

on considère que les valeurs initiales des bruits blancs sont des valeurs fixées
. Pour un MMR(q) les valeurs ε̂1−q, ε̂2−q, . . . , ε̂−1, ε̂0 sont supposées nulles .Nous
présumons que ε̂0 = 0 et cherchons à minimiser

SC(θ) =
n

∑
t=1

εt
2

La relation Xt = εt + θεt−1 s’écrit :

εt = Xt − θεt−1

Lemme 3.2.1 Pour tout t ≥ 2 . on obtient

εt =
t−1

∑
i=0

(−θ)iXt−i

Démonstration. On a

ε0 = 0
ε1 = X1

Donc

ε2 = X2 − θε1

= X2 − θX1

ε3 = X3 − θε2

= X3 − θ(X2 − θX1)

ε4 = X4 − θε3

= X4 − θ(X3 − θX2 + θ2X1)

= X4 − θX3 − θ2X2 + θ3X1
...

εt =
t−1

∑
i=0

(−θ)iXt−i

Donc d’après le lemme on a :

εt =
t−1

∑
i=0

(−θ)iXt−i

Ainsi , la somme des carrées conditionnellement à ε̂0 = 0 devient

SC(θ) =
n

∑
t=1

εt
2 =

n

∑
t=1

(
t−1

∑
i=0

(−θ)iXt−i

)2

L’estimateur θ̂SC est la valeur qui minimise la fonction SC(θ) . Celle-ci n’étant pas
quadratique en θ , l’équation permettant d’estimer θ n’est donc pas linéaire.
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3.2.2 L’estimateur des moindres carrés non-conditionnel :

Cette méthode proposée par Box et Jenkins [2] ,consiste à déterminer des valeurs
initiales aux chocs aléatoires ε̂0, ε̂−1, . . . , ε̂−Q meilleurs que les valeurs nulles afin
d’améliorer l’approximation de S(θ) en enrichissant l’historique des observations .
Ainsi on cherche à minimiser pour une valeur Q déterminée , la somme

SNC(θ) =
n

∑
t=Q

ε̂t
2 =

n

∑
t=−Q

E(εt\θ, X)2

où les valeurs ε̂t = E(εt\θ, X) sont estimées , pour Q ≤ t ≤ 0 . Selon Box et Jenkins
, pour un MMR(q) vérifie Q = 1− q , d’où Q = 0 pour un MMR(1) et l’unique
valeur à déterminer est ε̂0 .
le problème tout d’abord est de minimiser

SNC(θ) =
n

∑
i=0

ε2
t .

Mais minimiser
n

∑
i=0

ε2
t revient à minimiser ε′ε et ε s’écrit sous la forme suivante :

ε = MX + Tε0

Où
— ε est un paramètre
— M et T sont deux matrices telle que dim M(n + 1; n) et dim T(n + 1; 1)

En effet,



ε0 = ε0
ε1 = X1 − θε0
ε2 = X2 − θε1
ε3 = X3 − θε2

...
εn = Xn − θεn−1

⇐⇒



ε0 = ε0
ε1 = X1 − θε0
ε2 = X2 − θX1 + θ2ε0
ε3 = X3 − θX2 − θ2X1 + θ3ε0

...
εn = Xn − θXn−1 +−(θ)2Xn−2 + · · ·+ (−θ)n−1X1 + (−θ)nε0

Alors

εi = Xi +
i−1

∑
k=1

(−1)kθkXi−k + (−1)iθiε0.

On peut écrire ce qui précède comme suit :


ε0
ε1
...
...

εn

 =



0 · · · · · · · · · · · · 0
1 0 · · · · · · · · · 0
−θ 1 0 · · · · · · 0
θ2 −θ 1 0 · · · 0
...

...
...

... . . . ...
(−1)n−1θn−1 1 0 · · · · · · 1




X1
X2
...
...

Xn

 +


1
−θ
θ2

...
(−1)nθn

 ε0
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avec  MX =
i−1

∑
k=1

(−1)kθkXi−k

Tε0 = (−1)iθiε0

Commençons d’abord par estimer les valeurs initiales pour améliorer l’estima-
tion .

Soit ε = (ε1−q, . . . , εn),on prend MMR(1) donc ε = (ε0, . . . , εn),on a la proposi-
tion suivante

Proposition 3.2.1 l’estimateur des moindres carrés de ε0 noté ε̂0 est donné par :

ε̂0 = −(T′T)−1T′MX

Démonstration. D’après Y = Zβ + U tel que U ↪→ N (0, σ2).Alors l’estimateur de
moindre carré de β est donné par β̂ = (Z′Z)−1Z′Y.

Cepandant ,on a ε = MX + Tε0 tel que εt ↪→ N (0, σ2
t )

ε = MX + Tε0 ⇐⇒ −MX = Tε0 − ε
⇐⇒ ε̂0 = (T′T)−1T′(−MX)

= −(T′T)−1T′MX

En prenant 
T = Z
ε = U
y = MX

S(θ) = ε′ε =
n

∑
t=0

ε2
t

= (MX + Tε0)
′(MX + Tε0)

Alors
Ŝ(θ) = (MX + Tε̂0)

′(MX + Tε̂0).

Avec

MX + Tε0 = MX + Tε̂0 − Tε̂0 + Tε0

= MX + Tε̂0 + T(ε0 − ε̂0)

Donc

S(θ) = [MX + Tε̂0 + T(ε0 − ε̂0)]
′ [MX + Tε̂0 + T(ε0 − ε̂0)]

=
[
(MX + Tε̂0)

′ + (ε0 − ε̂0)T′
]
[MX + Tε̂0 + T(ε0 − ε̂0)]

= (MX + Tε̂0)
′(MX + Tε̂0) + (MX + Tε̂0)

′T(ε0 − ε̂0)

+ (ε0 + ε̂0)
′T′(MX + Tε̂0) + (ε0 − ε̂0)

′T′T(ε0 − ε̂0).
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De plus {
(MX + Tε̂0)

′T(ε0 − ε̂0) = 0
(ε0 − ε̂0)

′T′(MX + Tε̂0) = 0

car ε̂0 = −(T′T)−1T′MX ⇐⇒ T′Tε̂0 = −T′MX.

Donc

S(θ) = (MX + Tε̂0)
′(MX + Tε̂0) + (ε0 − ε̂0)

′T′T(ε0 − ε̂0) (3.4)
= Ŝ(θ) + (ε0 − ε̂0)

′T′T(ε0 − ε̂0) (3.5)

et en fin trouver l’estimateur des moindrs carrés non-conditionnel revient á
minimiser le terme Ŝ(θ)

3.3 la méthode du maximum de la fontion de vraisem-
blance :

là encore , nous étudions deux types d’estimateurs selon le choix des valeurs
initiales , à savoir

- L’estimateur du maximum de la vraisemblance conditionnelle.
- L’estimateur du maximum de la vraisemblance non-conditionnelle ou vrai-

semblance exacte .

3.3.1 L’estimateur du maximum de la vraisemblance condition-
nelle

Ayant une relation entre Xt et εt , la fonction de vraisemblance des Xt est déter-
minée à partir de celle de εt.
Donc nous supposons que les εt sont indépendantes de loi N (0, σ2

ε ) .
Partant de la densité des probabilités conditionnelles des bruits blancs , on a

f (εt/θ, σ2
ε ) = (2πσ2

ε )
− 1

2 exp
(
− ε2

t
2σ2

ε

)
(3.6)

En réecrivant εt à partir de (3.1) c’est à dire :
n

∑
t=1

(xt − θεt−1)
2 =

n

∑
t=1

ε2
t = ε′ε

Donc on peut écrire la fonction de vraisemblance en fonction des paramètres (θ, σ2
ε )

en supposant que les valeurs initiales X0, ε−1, ε0 sont fixées à 0 .
la fonction de vraisemblance conditionnelle est alors

LC(θ, σ2
ε ) = (2πσ2

ε )
− n

2 exp

(
− 1

2σ2
ε

n

∑
t=1

ε2
t

)
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D’où la fonction de la log-vraisemblance

lc(θ, σ2
ε ) = log LC(θ, σ2

ε ) = −
n
2

log(2πσ2
ε )−

1
2σ2

ε
SC(θ)

où SC(θ) =
n
∑

t=1
ε2

t (θ)

Les premiers termes de log LC(θ, σ2
ε ) étant négligeables lorsque le nombre d’obser-

vations est grand , il en découle que log LC(θ, σ2
ε ) est dominée par SC(θ) , et de

ce fait rechercher le maximum du logarithme de la vraisemblance conditionnelle
revient à minimiser le terme SC(θ) .
On en déduit que L’estimateur du maximum de vraisemblance conditionnelle coïn-
cide avec l’estimateur conditionnel des moindres carrés étudié précédement .

Démonstration. on a d’abord Xt = εt + θεt−1 où εt ↪→ N (0, σ2
ε ).

Donc L (Xt|εt−1) ↪→ N (θεt−1, σ2
ε )

Alors

f (Xt|εt−1, θ, σ2
ε ) =

1
σ
√

2π
exp

(
−1

2
(Xt − θεt−1)

2

σ2
ε

)
.

On suppose ε0 fixé et ε1 = X1 − θε0 . Alors

L (X2|X1, ε0) = L (X2|ε1)

d’où

f
(

x2|x1, ε0, θ, σ2
ε

)
= f

(
x2|ε1, θ, σ2

ε

)
=

1
σε

√
2π

exp
(
−1

2
(x2 − θε1)

2

σ2
ε

)
Si ε1 , ε0 fixés, ε2 = X2 − θε1,alors

ε1 = X1 − θε0
ε2 = X2 − θε1
...
εn = Xn − θεn−1

d’où

f
(

xt|xt−1, . . . , x1, ε0, θ, σ2
ε

)
= L (Xt, εt−1)

Ainsi la fonction de vraissemblance est :
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Lc(θ, σ2) = f (x1, θ, ε0, σ2
ε ) · f (x0|x1, θ, ε0, σ2

ε ) . . . f (xn|xn−1, . . . , x1, θ, ε0, σ2
ε )

=
1

2πσ2
ε

e−1/2
(

x1−ε0
σε

)2 n

∏
t=2

e−
1
2

( xt−θεt−1
σε

)

=

(
1

2πσ2
ε

)n/2

e
− 1

2σ2
ε

n

∑
t=1

ε2
t

=

(
1

2πσ2
ε

)n/2

e
− 1

2σ2
ε

S(θ)

d’où la fonction de log-vraissemblance est :

l(θ, σ2) = log(Lc(θ, σ2))

= −n
2

log 2π − n
2

log σ2
ε −

1
2σ2

ε
S(θ).

Ainsi l’estimateur de maximum de vraisemblance coïncide avec l’estimateur de
moindre carré cas conditionnel

3.3.2 L’estimateur du maximum de la vraisemblance non-
conditionnelle

Contrairement à la vraisemblance conditionnelle , le critère de vraisemblance
non-conditionnelle (ou vraisemblance exacte) ne correspond pas au critère des
moindres carrès non-conditionnel.
Comme on a déja vu dans la partie conditionnelle on connait la fonction de vrai-
semblance des εt

L(θ, σ2
ε ) = (2πσ2

ε )
− n

2 exp

(
− 1

2σ2
ε

n

∑
t=1

ε2
t

)
et pour obtenir la fonction de vraisemblance, nous utilisons la densité de probabi-
lité d’une série d’observations X = (X1, . . . , Xn), en supposant que chaque obser-
vation de cette série est générée par une MMR(1) définie par (3.1). Sous l’hypothèse
de normalité des εi, et par conséquent X = (X1, . . . , Xn) est gaussien.
car on a

ε = MX + Tε0 =⇒ X = M−1(ε− Tε0)

D’ou ε =


ε0
ε1
...
...

εn

 et M =



0 · · · · · · · · · · · · 0
1 0 · · · · · · · · · 0
−θ 1 0 · · · · · · 0
θ2 −θ 1 0 · · · 0
...

...
...

... . . . ...
(−1)n−1θn−1 1 0 · · · · · · 1


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et X =


X1
X2
...
...

Xn

 et T =


1
−θ
θ2

...
(−1)nθn


telle que dim M(n + 1; n) et dim L(n + 1; 1) Comme ε et ε0 suivent des lois normal
et X est une transformation affine de ε et ε0 alors

X ∼ N (0, Γx)

D’où Γx est la matrice de variance -covariance de X de dim(n× n) définie positive
comme suit :

Γx = σ2
ε


1 + θ2 θ 0 . . . 0

θ 1 + θ2 θ . . . 0
0 θ 1 + θ2 . . . 0
. . . . . . .
. . . . . . .
0 0 0 . . . 1 + θ2


on obtient la fonction de densité jointe

f (x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2 (det ΓX)
−1/2 e−

1
2〈X,Γ−1

X X〉.

On pose Γx = σ2
ε K =⇒ det Γx = (σ2

ε )
n det K ; avec k est une matrice de

dimension (n× n)

Alors

ln( f (x1, . . . , xn)) = −
n
2

ln 2π − n
2

ln σ2 − 1
2

ln det(K)− 1
2σ2

ε
X′K−1X. (3.7)

Par ailleurs

f (ε, θ, σ2
ε ) =

(
1

2πσ2
ε

)n+1

e
− 1

2σ2
ε

n

∑
t=0

ε2
t

=

(
1

2πσ2
ε

)n+1

e
− 1

2σ2
ε

ε′ε

Or ε = MX + Tε0
On pose (X, ε0) = h(ε)⇐⇒ ε = h−1(x, ε0) = MX + Tε0 avec |Jh−1(x, ε0)| = 1
et de plus

f (x, ε0) = f (h−1(x, ε0))|Jh−1(x, ε0)|

=⇒ f (x, ε0, θ, σ2
ε ) =

(
2πσ2

ε

)− n+1
2 e
− 1

2σ2
ε

S(θ)
.
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Or on a par (3.4) S(θ) = Ŝ(θ) + (ε0 − ε̂0)
′T′T(ε0 − ε̂0) ce qui imlique

f (x, ε0, θ, σ2) =
(

2πσ2
ε

)− n
2
(

2πσ2
ε

)− 1
2 e
− 1

2σ2
ε

Ŝ(θ)
e
− 1

2σ2
ε
(ε0−ε̂0)

′T′T(ε0−ε̂0).

=

[(
2πσ2

ε

)− n
2 |T′T|− 1

2 e
− 1

2σ2
ε

Ŝ(θ)
] [(

2πσ2
ε

)− n
2 |T′T|− 1

2 e
− 1

2σ2
ε
(ε0−ε̂0)

′T′T(ε0−ε̂0)
]

= f (x, θ, σ2
ε ). f (ε0|x, θ)

Avec

L(θ, σ2
ε ) = f (x, θ, σ2

ε ) =
(

2πσ2
ε

)− n
2 |T′T|− 1

2 e
− 1

2σ2
ε

Ŝ(θ)
(3.8)

En identifiant (3.7) avec la fonction de vraisemblance (3.8) on obtient{
|K| = |T′T|

Ŝ(θ) = X′K−1X

D’où le résultat final

l(θ, σ2
ε )−

n
2

ln 2π − n
2

ln σ2
ε −

1
2

ln |T′T| − 1
2σ2

ε
Ŝ(θ)

Trouver l’estimateur du maximum de la vraisemblance non conditionnelle revient
à minimiser le terme Ŝ(θ)

3.4 La méthode du RIV

L’estimateur proposée est appellé "estimateur de valeurs initiales aléatoires "
(RIVE) et la méthode est dite la méthode du RIV en utilisant Les résultats de l’ar-
ticle de Anna Clara Monti [4] .
l’estimateur est basée sur l’idée que toute l’information concernant les paramètres
est transmise par l’échantillon et que le bruit blanc a un effet qui devient négli-
geable quand n tend vers l’infini. Soit {Xt, t ∈ Z} un processus moyenne mobile
d’ordre un défini par

Xt = εt − θεt−1 (3.9)

avec |θ| 6 1 et {εt, t ∈ Z}un bruit blanc faible.
Nous remarquons que dans la définition (3.9) nous avons opté pour un signe −
devant le paramètre pour des comodités de calcul contrairement à la définition
d’un processus moyenne mobile MMR(1) dans le chapitre 1.
(X1, X2, . . . , Xn) des observatios d’un processus moyenne mobile MMR(1) définie
par (3.9).

La méthode d’estimation RIV du paramètre θ est basée sur le procédé itératif
composé des étapes suivantes :

i) Générer un échantillon de taille n : b0
0, b0

1, . . . , b0
n−1 v.a.i.i.d de moyenne

égale à zéro et variance égale à un (de loi quelconque).
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ii) Prendre i = 1

iii) Estimer θ par

θ̂(i) = −

n
∑

t=1
Xtb

(i−1)
t−1

n
∑

t=1
(b(i−1)

t−1 )
2

iv) On définit de nouveau b(i)t par

b(i)t = Xt + θ̂(i)b(i−1)
t−1 t = 1, . . . , n

v) Prendre i = i + 1.

vi) Répéter les étapes iii) et v) jusqu’à ce que |θ̂(i) − θ̂(i−1)| soit "trés petit"

L’estimateur obtenu par la méthode du RIV est défini par

θ̂RIV = lim
i→+∞

θ̂(i) (3.10)

Un estimateur RIV de la variance du bruit blanc est défini par

σ̂2
RIV = n−1

n

∑
t=1

b2
t

où
bt = lim

i→+∞
b(i)t

Remarque 3.4.1 1. Les nombres b0
0, b0

1, . . . , b0
n−1 peuvent être générés, par exemple

en utilisant une distribution gaussienne.

2. Quand le nombre d’itération i augmante la variable aléaltoire b(i)t converge vers le
bruit εt en probabilité.

3. Soit θ̂RIV l’estimateur de RIV défini par l’équation (3.10) ,par les résultats de l’article
de Anna Clara Monti [4] on a les deux propriétés suivantes :

i) θ̂RIV
P−→ θ

ii) n
1
2

(
θ̂RIV − θ

)
est asymptotiquement distribuée à la loi normal centrée réduite

N (0, 1) .
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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier les théorèmes limites
des processus moyennes mobiles

Xt = εt + θεt−1, t ∈ Z.

Puis citer quelques méthodes d’estimation du paramètre θ

Mots clés : Stationnarité, m-dṕendance, bruit blanc, processus moyenne
mobile.

Abstract

The main purpose of this text is to study the limit theorems of moving
average processes

Xt = εt + θεt−1, t ∈ Z.

Then cite some estimation methods of parameter θ

Keywords : Stationarity, m dependence, white noise, moving average pro-
cess.
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