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Introduction

L’étude de la convergence des séries de variables aléatoires indépendantes est
un probleme classique en théorie de probabilités. Elle est souvent la premiere
étape dans I’établissement de lois fortes des grands nombres. Cependant, dans de
nombreuses situations, I’hypothese d’indépendance est difficilement vérifiée, pour
cette raison différents concepts de dépendance ont été introduits.

Dans ce travail nous nous intéressons au comportement asymptotique des séries
de variables aléatoires possédant des moments exponentiels. Ce genre d’étude a
été initié en 1966 par Chow [10] et généralisé en 1967 par Azuma [4]. Dans les
travaux de ces deux auteurs, la notion de variables sous-gaussiennes joue un réle
important. Plus récemment ce probléme a été considéré par Amini et al [2] [3]
ainsi qu’ Antonini et al [I7] avec des conditions de dépendance assez faibles sur

les accroissements.

Le principal objectif de cette these est de fournir un cadre unifié pour ’étude
de la convergence des séries de variables aléatoires lorsque les accroissements
appartiennent a un espace d’Orlicz de type exponentiel. Pour ce faire nous nous
appuyons sur le célebre critere d’entropie de Dudley. Cette approche s’est révélée
trés efficace pour retrouver les principaux résultats de Chow, Azuma, Amini et al,
et Antonini et al. Elle a aussi 'avantage de nous permettre de traiter le cas des
séries de variables aléatoires gaussiennes stationnaires, ce dernier probleme n’a

pas été examiné dans la littérature.
Ce manuscrit est constitué de quatre chapitres :

Le premier est consacré aux rappels des principaux outils mathématiques dont
nous aurons besoin tout au long de cette these, nous commengons par rappeler la
notion d’espace d’Orlicz. Nous donnons aussi la définition des nombres d’entropie
métrique et leurs principales propriétés. Enfin nous y établissons le théoreme de
Dudley.

Dans le deuxieme chapitre on introduit la notion de dépendance négative,

ensuite nous y présentons les principales propriétés des variables aléatoires né-



Introduction

gativement dépendantes. Nous abordons aussi dans ce chapitre le probleme de
convergence presque siire des séries de variables aléatoires négativement associées

en se basant essentiellement sur un travail de Matula [30].

La classe des variables aléatoires sous-gaussiennes a été introduite par J.P
Kahane en 1960 dans son travail concernant la généralisation d’une estimation
uniforme pour des polynoémes trigonométriques aléatoires obtenue par Salem
et Zygmund[37]. Le troisieme chapitre est consacré en grande partie a cette
classe de variables aléatoires trés importante. Nous y présentons les principales
caractéristiques de cette classe. Nous terminons ce chapitre par quelques rappels

sur la théorie du calculs stochastiques.

Dans le dernier chapitre nous exposons les résultats obtenus concernant le
comportement asymptotique des séries de variables appartenant a un espace
d’Orlicz de type exponentiel, ces résultats sont ensuite appliqués a des séries
pondérées de variables aléatoires sous-gaussiennes possédant différentes structures
de dépendance. Enfin une loi forte des grands nombres est déduite pour des
variables sous-gaussiennes négativement dépendantes ou conditionnellement sous-

gaussiennes.



Chapitre 1
Critere d’entropie métrique

Ce chapitre est constitué de trois paragraphes, le premier est consacré aux
rappels des principales propriétés des espaces d’Orlicz qui généralisent les espaces
L? habituels. Nous y rappelons en particulier la notion de norme de Luxemburg.

Un intérét particulier est accordé aux espaces d’Orlicz de type exponentiel.

Le deuxiéme paragraphe est consacré a la notion importante des nombres
d’entropie métrique introduite en théorie de probabilités en 1957 par Kolmogorov
[25] .

Dans la troisieme partie de ce chapitre nous utilisons les outils des deux
premiers paragraphes afin d’énoncer et de démontrer le théoreme fondamental de
ce chapitre a savoir le critére d’entropie métrique de R.Dudley [12], ce théoréeme

sera a l’origine des résultats obtenus au dernier chapitre.

1.1 Espaces d’Orlicz

Les espaces d’Orlicz ont été introduits pour la premiere fois par W.Orlicz en
1931. Les principales propriétés de ces espaces sont données dans les ouvrages de
Krasnosel’skii et Rutickii [27] et de Ren et Rao [35]. Dans ce paragraphe nous nous

sommes basés essetiellement sur le Chapitre 2 du livre de Buldygin et Kozachenko
[91.

Définition 1.1.1. Une fonction convexe, croissante, continue 1) définie sur R™

est dite fonction de Young si elle vérifie : ¢/(0) = 0 et lim ¢(z) = +oo

Exemples 1.1.1. Les fonctions suivantes sont des exemples de fonctions de Young.
Pour t > 0

Loy(t)=t"p=>1
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Définition 1.1.2. Soit ¢ une fonction de Young, I'espace d’Orlicz L, (€2, F,P)
associé a la fonction ¢ noté L,(€2) est I'espace des variables aléatoires réelles
X :Q — R tel que

B

)} < o0 pour un ¢ > 0.

Tout espace d’Orlicz est muni de la norme suivante dite norme de Luxemburg et

pour X € L,(f2) on a

1l =it {e> 0, B(hy <1}

Théoréme 1.1.1. L’espace Ly (2, F,P) muni de la norme de Luzemburg est un

espace de Banach.

Exemples 1.1.2. 1. Pour ¢(z) = |z|P,p > 1 on a L,(2) = L,(£2),
en effet X € L, < E('X‘p) < 00, ceci est équivalent a E(|XP) < oo,

ainsi X € L,(Q2). De plus la norme est donnée par

11Xl = mf{c >0 ]E{ Ty < 1}

alors [|X[|y = {E(|X["}» = [|X]],
2. Soit la fonction de Young () = exp(z®) — 1, z >0

i) Soient ¢ > 0, o > 0 et G — N(0,0?)

Ew) - E{exp<G2>}
- = /_jexp<§>exp<—;f2>du

1 +oo u? c? —20°
= ——(——)}d
e | (= (5

on remarque que si ¢ — 202 < 0 alors E{¢)(G/c)} = oo et dans le cas

contraire i.e ¢ — 202 > 0 on trouve

2

Efexp(5)} = o

JE 257
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ainsi

E@wfy»<2<=>c>¢§,

HGm=¢§a

ii) Soit € une v.a.r de "Rademacher" ot £(Q2) = {—1, 41} avec la fonction de

finalement

masse P(e = —1) = P(e = +1) = 1, la norme de Luxemburg associée a

la fonction 1 est donnée par

1
e [lo= Vin2

En effet un calcul simple montre que E{exp(g?/c?)} = E{exp(1/c?)},
ainsi 2
E{exp( )P <2 = c>

1
VIn2'
iii) Si X = a avec P(X =a) =1, alors ||X||, = |a|/1/In(2).

Parmi les propriétés de ces espaces, on s’intéresse a l'inégalité de grande
déviation pour des variables aléatoires appartenant aux espaces d’Orlicz de type

exponentiel en particulier associé a la fonction de Young ¢ (z) = exp{z?} — 1.

Proposition 1.1.1. Soit ¥(z) = exp{z?} — 1, si X € Ly(Q) alors pour z > 0,
on a

La réciproque est aussi vérifiée, s’ils existent deux constantes positives c et D telles
qu’ on ait
22
P(|X]| > x) < cexp{—ﬁ},

alors X € Ly et dans ce cas || X||y < Dyv1+ec.

Démonstration. Soient x > 0et X € Ly, supposons que ||.X||, > 0, en appliquant
I'inégalité de Markov

2

(|X|>$)<E(8XP{H)(H2}) Xp{ HXH2}_2€XP{ HXHQ}

5
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Montrons que la réciproque est aussi vérifiée.

2

IEl(e;sqo{i(2 )

+o0 X2
/0 P(exp{g} > t)dt
+oo
— 1+/ P(| X |> avint)dt
1

1 ftoo
= 1—1——2/ 2uP(| X |> u)du
a? 1

c +oo U,2 U2
< 1+ ?/1 2uexp{¥}exp{—ﬁ}du
cD?
S 1 + a2 _ D27
il suffit de prendre a = D+v/c+ 1 pour que E(exp{f—;}) < 2. H

Dans le cas d’une fonction de Young de type exponentiel quelconque, la preuve

est élaborée par Kozachenko-Buldygin [9] (page 56).

1.2 Nombres d’entropie métrique

La notion d’entropie métrique a été introduite en théorie de probabilité par Kol-
mogorov [25] en 1957, ses propriétés ont été étudiées par Kolmogorov-Thikhomirov

[26] en 1959. Commengons par quelques définitions.

Définitions 1.2.1. 1. Une pseudo-métrique sur un ensemble F est une appli-
cation d : F x E — R, vérifiant :
— Vx € E,d(z,z) =0,
- Va,y € B, d(z,y) = d(y, x),
—Vr,y,z € E, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
2. Un espace pseudo-métrique (E,d) est un ensemble E muni d’une pseudo-
métrique.
Une pseudo-métrique vérifie toutes les conditions d’une métrique exepté celle
de la séparation des points a savoir d(¢,s) = 0 n’implique pas toujours que s = t.
Exemple 1.2.1. 1. Toute métrique est une pseudo-métrique.

2. Soit E = R?, on définit une pseudo-métrique sur £ en posant :

d((z1, 22); (Y1, 92)) =[ 21 — 91 | -

3. Soit E un espace vectoriel p une semi-norme, on pose d(z,y) = p(x — y)

pour z,y € E, d ainsi définie est une pseudo-métrique.

6
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D=

4. Soit X un processus a accroissements dans Lo, d(t, s) = (E[X(t) - X(s)]2>

est une pseudo-métrique.

Définition 1.2.1. Soit E un espace pseudo-métrique. Un ensemble A C E est dit
totallement borné si pour tout v > 0 ’ensemble A admet un recouvrement par un

nombre fini de d-boules ouvertes de rayon u.

Définition 1.2.2. Soit (£, d) un espace pseudo-métrique, soit u > 0, on note par
N(E,d,u) : le nombre minimal (éventuellement infini) de d-boules ouvertes de

rayon u suffisantes pour recouvrir E, appelé nombre d’entropie métrique.

Remarque 1. Un espace pseudo-métrique est totallement borné si et seulement si
N(E,d,u) < oo pour tout u > 0

Exemples 1.2.1. a) Le premier exemple est emprunté de l'article de Kolmogorov[26],

soit F = [a,b], di(z,y) = |z —y|,u >0 ,ona

[2=2] + 1 si =2 p’est pas entier

N(E,dl,U):{ w w

=a sinon
u

Soit Z; = [a+ (j — 1)2u,a + j2u[, j =1, ..., b;—u“ si I’;—u‘l est un entier,
b—a

dans le cas contraire < b= alors pour recouvrir [a,b], j varie de 1 &
u u b )

%] + 1.
Les exemples b) et ¢) sont cités dans le livre de Buldygin et Kozachenko [9],

b) soit £ = [a,b] et a €]0, 1 da(x,y) = |z — y|*, u > 0, on a

N(B, dy, u) = N(E, dy, uw).

c) Soient E = [0,1]™ avec m > 1, x,y € E on pose d3(z,y) = \/Z;L | i — vi |2,

u > 0, on a alors

En se basant sur le premier exemple, pour tout z;,y; € Z;, i € {1,...,m} on

a ds(z,y) < /mu, de ce fait

(51" < [ ™ < (B, dy ) < (1] + 1™
Vvm Vm
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Proposition 1.2.1. 1. Soit Ey, E5 deux sous-ensembles d’un espace pseudo-
métrique (E,d) tels que Ey C Es, on a

N<E17d7 U) < N<E27d7 u)

2. Soit (E,d') et (E,d") deuz espaces pseudo-métriques tel que pour tout x,y €
E, onad(x,y) <d'(x,y) alors

N(E,d u) < N(E,d" ).

3. L’application v — N (E, d,u) est décroissante i.e pour 0 < u < u/,
N(E,d,u) > N(E,d,u).

Démonstration. 1. Soit N; = N(E;,d,u) le nombre minimal de d-boules ou-

vertes de rayon u suffisantes pour recouvrir E;, i € {1,2}.

Comme F), C E, et du fait que Fy C UR2, B(zy, u) on obtient

N2
E, C U B(xg,u),

k=1

c.a.d Ny est le nombre de d-boules ouvertes de rayon u suffisantes pour
recouvrir £; mais par hypothese N; est le nombre minimal ce qui nous

ramene a la relation
N(Ey,d,u) < N(Ey, d,u).
2. Posons N’ = N (E,d;u) et N" =N(E,d",u). Soit
y € B"(xp,u) <= d"(x,y) <u=d(rr,y) <u < y e B(rgu)

donc on écrit

N// N//
Ec | B"(zr,u) C | Bz, u),
k=1 k=1

et on en déduit que N” est le nombre de d-boules ouvertes suffisantes pour

recouvrir E, or N’ est le nombre minimal donc

N =N(E,d,u) < N"=N(E,d" u).
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3eme

3. De méme pour la propriété, notons par N(u') = N(E,d,u)
et N(u)=N(E,d,u). Soit

y € Bz, u) <= d(zg,y) <u<u =ye Blx,u),

ceci donne
N(u) N(u)
U B(ak,u) € |J Blag, u'),
k=1 k=1

ainsi N(u) est le nombre de d-boules ouvertes de rayon u’ suffisantes pour

recouvrir E mais N(u’) est le nombre minimale, donc effectivement

N(E,d,u) > N(E,d,u).

1.3 Théoreme de Dudley

Le théoreme suivant a été établi par Dudley [12] en 1967 pour des processus
gaussiens, les résultats obtenus ont été généralisés a une classe de processus plus
large sous des conditions suffisantes sur les accroissements. Parmi les auteurs qui
se sont intéressés a cette généralisation on peut citer Jain-Marcus [19] qui a étudié
les processus sous-gaussiens. En 1983 Pisier [34] a traité le cas des processus dont
les accroissements sont dans L. Pour la suite de notre travail ce théoréme est
important dans I’étude de la convergence des séries de variables aléatoires (on n’
aborde pas les résultats obtenus sur la continuité des processus vu qu’on considere
des processus indexés par N). La preuve que nous présentons de ce théoréme figure
dans article de Weber [41].

Théoreme 1.3.1. Soit E un ensemble dénombrable, muni d’une pseudo-métrique
d, ¥ une fonction de Young et soit X = {X;, t € E} un processus stochastique

indexé par E qui satisfait la condition suivante :
Vs,te B || Xs — Xi ||o< d(s,1),
soit D =diam(E,d) = sup{d(z,y)/z,y € E}. Si lintégrale d’entropie
D
Ty(E.d) = [ WI(E, d,w)du
0

9
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est convergente. Alors

sup |Xt - Xs‘

s,telE

, S8 Tu(E.d).

La démonstration de ce théoreme fait appel a la proposition suivante :

Proposition 1.3.1. Soit v une fonction de Young, fi,...,fn € LY alors on a

lestimation suivante

1 e | 7y | 1l 974 ) mase 11y Il ¥ 22 ()

Dans l'article de M. Weber[41], une preuve succinte de () .

Dans cette these on donne une preuve détaillée de la majoration suivante, pour

une fonction de Young particuliére ¢ (z) = exp{z?} — 1 voir [40],

2 1
I max | f5 [ lly< {5 m(n)}= max [[ f; ll, Yn =2

Démonstration. Soit n > 2 on suppose que || f; ||,< 1 pour j € {1,...n}

remarquons que % > 1, on pose A = en utilisant 'inégalité de Jensen et le

2
n2’
fait que | max(X,Y)| < |X|+ |Y] on obtient

e 15 I max | f; [
Mt = B g Y
= Elexp{max | f; )57
< [Eexp{max | f; )57
< [E(max exp{] J; P}

IN

E(Y exp{] f; [})370

(QH)AI;(H) = exp{ inl(j&))} <

le fait de supposer que || f; ||, < 1 pour j = 1,...,n n’est pas un cas particulier,

on peut toujours se ramener a cette hypothese dans le cas contraire O]
On passe a présent a la preuve du résultat de Dudley

Démonstration du Théoréme [L.3.1 . Dans ce qui suit on identifie E & N, on sup-

pose que D > 0 (car sinon le résultat est évident). Remarquons aussi que D < oo,

10
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en effet :

Puisque l'intégrale d’entropie métrique Z,(E, d) < oo alors (E, d) est totallement
borné, donc N(FE,d,u) < oo pour tout 0 < u < D. Pour n = 0,1,2,... soit
&, C E une suite de centres des boules de rayon 27D correspendant au plus petit
recouvrement (& = {ip}), on note & = U2 &, alors £ est dense dans E.

On associe & chaque i € &, le plus petit entier noté par i € &,_; tel que les

accroissements vérifient || X; — X; [|,< 27" D. Posons

Yn>0 M,=sup|X;— X, | et W, = sup M;,

i€&n 0<j<n

par construction My =W, =0, et on a
OSWn_Wn—l §Sup|XZ—X;|,
€&

en effet, on a soit W,,—W,,_1 = 0 dans ce cas on a rien a montrer, soit W,,—W,,_1 > 0
et dans ce cas W,, > W,,_y or W,, = sup(W,,_1, M,,) > W,,_1 ce qui implque que
W,, = M,,.

Soit alors i un indice tel que M, =| X;, — X, | ainsi

Wy = Woa = Xi, = Xy | =Waa <[ X5, — X | — | X5, — X <] X6, — XG5, |

0‘ -

A présent on applique le résultat de la proposition précédente, en remarquant que
N(E,du)>2 si 0<u<D.

W = Way <] sup | Xi = X llo< v NV(E,d, 27" D)) sup || Xi — X5 []y

i€En
<27""Dy YN(E,d,27"D))  (n>1)

puisque W,, = W,, — Wy =>"3_; Wi, — Wy_1 , donc

W o< D0 W = Wiy [[6< D> 27 Dy (N (B, d, 27" D))

k=1 k=1

< f: 2 F I Dy (N(E, d,27"D)) < 4/0D Y HN(E, d, u))du.
k=1

11
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Lorsque n tend vers 'infini W), tend vers sup,c¢ | X; — Xj, | car :

lim W, = supM,; =supsup | X; — X, |

oo §>0 7>0 i€€;
= sup | X;—X;, |[=sup|X;— X, |
i€ U & €€
j=0 "

on peut ainsi écrire
b
sup | X; = X, llu< 4 [ 0 (W(E, d,u))du
icE 0
En utilisant I'inégalité triangulaire, on a

|| sup [ Xi — X, [[[o<[| sup | Xi = X [[ly + [[ sup [ X; — Xig [|]s
1,j€EE 1€E JjEE

< S/OD S Y N(E, d, u))du.

Puisque (F,d) est totallement borné, c’est un espace séparable, I'hypothese sur
les accroissements montre que X est d-continu en probabilité, d’aprés 'inégalité
de Markov :

soit € > 0

E (41X — Xy |))
Y(e)

P(|X; — X3 | > ¢) <

< d(t,to) .
- ¢(5) t—to
Comme £ est dense dans E pour la métrique d, pour chaque ¢t € F, il existe
une suite (t,), € € telle que :  d(t,,t) -0 quand n — oo

et P{lim,,,, X;, = X;} =1, ce qui permet de conclure que

P(sup | X; — X |= sup | X, —X;|)=1

1,j€E i,jEE

12



Chapitre 2

Variables aléatoires négativement

dépendantes

Le concept d’indépendance est trés important en probabilités et en statistiques,
cepandant plusieurs problemes étudiés en physique, chimie, biologie et en ingénierie
font apparaitre des modeles stochastiques ou I'indépendance est une hypothese
non réalisable, en 1966 Lehmann [29] a introduit la notion de dépendance négative
dans le cadre bivarié (cas d’un couple de variables aléatoires). Cette idée a été
généralisée au cas multivarié par Alam et Saxena [I]. Un autre concept intéressant
a été introduit par Essary et al [14] en 1967, il s’agit de famille de v.a positivement
(négativement) associées, cette derniere notion a été étudiée en détails par Joag-dev
et Proschan [20] et Block et al [5].

Ce chapitre est consacré a la présentation des principales propriétés de familles
de variables aléatoires négativement dépendantes respectivement négativement
associées. Nous donnerons aussi quelques théoremes limites pour cette derniere
famille. Les résultats de ce chapitre sont empruntés des articles [29, 5l 20] et de
Matula [30].

2.1 Définitions et Exemples

Dans la premiere partie nous allons reprendre la définition d’un couple de
variables aléatoires négativement dépendantes, nous donnerons quelques exemples

puis nous rappelerons les principales propriétés de cette notion de dépendance.

Définition 2.1.1. Les variables aléatoires X et Y sont dites négativement dépen-

13



Chapitre 2. Variables aléatoires négativement dépendantes

dantes par quadrant (NQD) si
Vz,y € R PX <z,V <y] <PX < z|P[Y <y] (2.1.1)

Remarque 2. 11 est important de noter que I’équation ([2.1.1)) implique I’équation
suivante
Ve,ye R PX >a,Y >y <PX > z|P[Y >y, (2.1.2)

en effet

PX > z|P[Y > 3] (1-PX <z])(1-PY <y

1 —{P[X <] +P}Y <y] - PX <z]P[Y <y}

> 1-{P[X <2]+P[Y <y -PX <2V <y}
> 1-PH{X <z} U{y <y}
> PX >zY >y

De méme ([2.1.2)) implique (2.1.1)) donc les deux équations sont équivalentes.

Parmi les exemples de variables aléatoires NQD on a :

Exemple 2.1.1. 1. Si X, Y sont deux variables aléatoires indépendantes alors
X et Y sont NQD.

2. Soit X une variable aléatoire non dégénérée alors X et —X sont NQD.

Evidemment : Soit z,y € R, si —y < x on a

P(X <z,-X<y) = P(-y<X <z
= P(X <1)—P(X < —y)

< PX <2)P(-X < y>[1@(—)<1' <y) ig)—(;;zi]
= P(X <2)P(—X < y)[l %(P;(j(( i y_)y)]

IN

P(X < 2)P(-X < y).

Remarque 3. Le deuxieme exemple montre aussi que si deux variables sont négati-
vement dépendantes ceci n'implique pas toujours qu’elles sont indépendantes, la
classe des variables aléatoires négativement dépendantes est plus large que celle

des variables aléatoires indépendantes.

La proposition suivante est diie & Hoeffding mentionée par Lehmann [29].
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Chapitre 2. Variables aléatoires négativement dépendantes

Proposition 2.1.1. (Hoeffding) Soit X etY deux variables aléatoires, supposons
que E(|XY]), E(|X]|) et E(|Y]) sont finis, soit F leurs fonction de répartition

conjointe et Fx, Fy leurs fonctions de répartitions marginales respectives alors
+o00o +o0o
Coo(X,Y) = [~ [ "IF(w,y) = Fx(x)F,(y))dudy.

Démonstration. Soit (X1,Y)) et (Xo, Ys) deux vecteurs indépendants de méme loi
que (X,Y), on a :

Cov(Xp,Yy) = E(XYi) ~ E(X)E(YV) = JE[(X, — Xa)(%i Vo)

1 +o00  p+oo
- §E/ / 1w, X1) — 1w, Xo)][L(v, V) — 1(v, Ya)|dudv.
Puisque E(|XY), E(]X]) et E(|Y|) sont supposées finis, on peut écrire

Coo(X,Y) = Cou(X1,Y1) =E(X,Y1) — E(X,)E(V})
- 2/+°° /+°° (1, X1) — 1 (u, Xo)][1(v, Y2) — (v, Y)|du dv
_ /+°° /+°° (u, X2)1 (0, Y3)] — B[l (u, X1)1 (v, Ya)]du do
/_Oo /_oo P(X >u,Y >v) — P(X > u)P(Y > v)du dv
/;OO /_;oo P(X <u,Y <v)—P(X < u)P(Y < v)du do.
O

Cette derniére proposition montre que pour un couple de variables négativement

dépendantes, les variables sont forcément négativement corrélées.

Corollaire 2.1.1. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles, si X et Y sont

négativement dépendantes par quadrants alors Cov(X,Y) <0 .

Dans le cas gaussien, cette condition est a la fois suffisante et nécessaire, en
effet,

Proposition 2.1.2. soit (X,Y) un couple gaussien, les variables aléatoires X et
Y sont NQD ssi Cov(X,Y) < 0.

La preuve de cette assertion est diie & Joeg-dev et Proschan [20]
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Chapitre 2. Variables aléatoires négativement dépendantes

Définition 2.1.2. Les variables aléatoires X1, X»,...X,, sont dites négativement
dépendantes (NOD) si

Yz, T9,..., 7, € R ﬂ{X <ua;}) < H (X <z) (2.1.3)

et
Vxy, xo, ..., ty € R ﬂ{X >x;}) < H (X > x;) (2.1.4)

On a vu d’aprés la remarque [2] que lorsque n = 2, les relations (2.1.4)) et (2.1.3)

sont équivalentes. Si n > 3, cette équivalence n’est pas vraie en général. Pour

illustrer ceci considérons un exemple emprunté a Ebrahimi et Gosh [13].

Exemple 2.1.2. Soit (X7, X5, X3) un vecteur de variables aléatoires prenant les
valeurs (0,1,1),(1,0,1), (1,1,0),(0,0,0), chacune d’entre elle avec une probabilité

1
1, alors

1
P(Xl > O,XQ > O,Xg > 0) =0< g = P(Xl > O)P(X2 > O)P(Xg > O),
mais
1 1
P(X;<0,X,<0,X3<0) = Z 3 P(X; <0)P(Xy < 0)P(X5 <0)

Block, Savits et Shaked [5] proposent plusieurs exemples de suites de v.a NOD
en se basant sur le Théoreme 4.1 [5] page 770. Parmi ces exemples on cite celui de

la loi de Dirichlet et de la loi multinomiale.

Exemple 2.1.3. Loi de Dirichlet, elle est vue comme la généralisation au
cas multivarié de la loi béta. On note X = (X, Xs,....X,,) — Dir(«a) avec
a = (ag, ..., @) un vecteur de nombres réels positifs dont la densité de probabilité

est donnée par

Z’Zn Oél " Q (e}
F (@1, T, ) = S0 %) D=3 s °1Ha:1
=0 = —

ounz; >0pourt=1,,,n, a >1et >, x; <1;alors Xy,..., X, sont NOD.

Exemple 2.1.4. Loi multinomiale. Cette loi est une généralisation de la loi

binomiale, I'expérience (avec remise) est répétée N fois de loi conjointe

N! n
P(x y ey L) = 1_ i zﬁz
(1 20) = eI = ) Zp e

i=1
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Chapitre 2. Variables aléatoires négativement dépendantes

avec x; > 0,20 2, < Nyp; > 0,>7"  p; < 1.

Joeg-dev et Proschan [20] ont généralisé la Proposition au cas multivarié.

Proposition 2.1.3. Soit (X, ..., X,,) un vecteur gaussien, les variables aléatoires

sont NOD si et seulement st elles sont deux a deux négativement corrélées.

2.2 Propriétés des variables négativement dépen-

dantes

Les propositions suivantes sont trés importantes notamment dans I’étude de
la convergence des séries de variables aléatoires négativement dépendantes, elles
concernent la stabilité du concept aprés composition avec des fonctions toutes
croissantes ou toutes décroissantes ainsi que la relation entre le moment du produit
fini des v.a et le produit des moments de chaque v.a. Les résultats de ce paragraphe

sont diis & Bozorgnia et al [7].

Proposition 2.2.1. Soit X;,..., X,, une suite de variables aléatoires NOD, si

fi....fn sont des fonctions Boréliennes toutes croissantes ou sont toutes décrois-
santes alors f1(X1)....fn(X,) sont des variables NOD.

Démonstration. Soit X1, ..., X,, des variables aléatoires NOD et soit f;....f, sont
des fonctions toutes croissantes. Pour tout & = 1,,,,n et pour tout réel y,
I'évenement {fp(Xy) < yp} = { Xk < 1} avec z, = sup{z : fr(z) < yx} ou
{fe(Xi) <y} = { Xk < 2}

1. Dans le cas ou {fx(Xk) < yr} = { Xk < 2}, comme les variables sont NOD,

en utilisant ’équation ([2.1.3]) on obtient :

ﬂ {fe(Xk) <ur}) = ﬂ {Xie <)) < H P(X}, < xy,)

= [ P(fu(Xk) < yr).
fm1

2. Si{fe(Xk) <y} ={Xk < g}, on écrit {Xi < 25} = Ql{X’“ <ap— =},

17
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et dans ce cas
m{fk Xk < yk}) = P{Xl < x4, Xk < Tk, ...,Xn < l’n}

1
= lim P{X) <, . Xy <ap——,.., X, <x,}
m

< %igl)op(ﬁ(Xﬂ < fi(xy)) P(fr(Xp) < fulzy — 7711))

= ﬁp(fk(Xk) < Yi)-

Nous avons montré que {f1(X1),...fn(X,)} sont NOD inférieurement. Mon-
trons a présent que f1(X1), ..., fn(X,) sont NOD supérieurement. I’évene-
ment {fr(Xx) > v} = { Xk > xx} ou{fi(Xx) > v} = {Xik > xx} avec
x, = inf{x : fr(x) > yp}.

. Soit on a {fi(Xg) > yr} = { Xk > zx}, comme les variables X, ...X,, sont
NOD, en utilisant I’équation , on obtient

PO > ud) = B> o)

k=1

< JIPX% > @) = [T Pfe(Xk) > yi)-
k=1 k=1

. Soit {fk(Xk) > yk} = {Xk > l’k} et on écrit {Xk > Jfk} =N {Xk > xk—%}
m>1

ﬂ{fk’ Xk > yk}) = ]P){Xl > I, Xk > T, 7Xn > .flfn}

. 1
nll_I)I{l)QIP{Xl >, .. Xy > 1) — p vy X > a0}

IA

Tim P(Xy > a1)...P(X) > 71 — ;)...IP’(X” > )
P(f1(X1) > y1)-.P(fi(Xx) > yx)

P(fa(Xn) > yn)
f[ P(f(Xe) > yi).

IN
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Méme raisonnement si on suppose que les fonctions fi,...f, sont toutes

décroissantes.

]

Corollaire 2.2.1. Soit Xy, ..., X,, n variables aléatoires NOD, soit (t;...t,) € R’}
ou (ty...t,) € R™ alors (exp(t1X1), .... exp(t, X,)) sont aussi des variables aléatoires
NOD.

Proposition 2.2.2. Soit Xy, ..., X,, des variables aléatoires positives NOD alors
B[] x) < [T
i=1 i=1

Démonstration. Soit

n +o0
E(I[ X)) = E(H/ L <X, ()3 i)
~+00 +oo M
= / / H Lt <X, ()3t ...dty,)
+o0o +oo
= /0 / E H L xi ()} )t ..dty,

0
+o00

P( ﬂ {Xi(w) > t;})dty...dt,

I
S—
+
.8
—

~+o00 +oo T
g/ [[P(X;i(w) > t;)dty...dt,
0 i=1

[en]

En combinant les propositions [2.2.] et [2.2.2], on obtient

Proposition 2.2.3. Soit X4, ..., X,, une suite de variables aléatoires NOD, si
f1----fn sont des fonctions positives boréliennes toutes croissantes ou sont toutes

décroissantes alors

BT A(X)) < [[BA)
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En particulier, si (t1,...t,) € R}, (resp. R™) alors

E(]] exp(t:X;)) H lexp(t; X;)]
i=1 i=1
Définition 2.2.1. Une famille de variables aléatoires { X, k > 1} est dite (NOD)
si
Vn > 2 (X1, ..., X,,) sont NOD.

2.3 Variables aléatoires négativement associées

Dans ce paragraphe, nous abordons la convergence des séries de variables
aléatoires négativement associées traitée par Matula [30]. Pour cela, on a besoin de
définir la classe de ces variables qui fait partie de la classe des variables négative-
ment dépendantes et contient la classe des variables aléatoires indépendantes, on
propose aussi par la suite un exemple de variables négativement dépendantes qui
ne vérifient pas la condition d’association négative. Pour les différentes définitions,
proriétés, exemples et contres exemples, le lecteur pourra consulter 'article de
Joag-Dev et Proschan [20].

Définition 2.3.1. Soit (Xi,..., X,,) une suite de v.a, ces variables sont dites
négativement associées (NA) si pour tout sous ensembles A, B C {1, ..., n} disjoints

et pour toutes fonctions croissantes (ou décroissantes) par coordonnée f, g on a
Cov{(f(Xi),i € A),(9(X;),j € B)} <0

Dans le cas d’une suite infinie, elle est NA si toute sous suite finie I’est.

Les propriétés suivantes nous seront utiles pour la suite. Pour la preuve voir
[20]

1. Propriété P, Pour un couple de variables aléatoires, négativement dépen-

dants par quadrant est équivalent a négativement associés.

2. Propriété P, Soient A, ..., A, des ensembles disjoints de {1,....k} et
f1, .-y fm sont des fonctions croissantes positives. Si X7, ..., X sont NA,

alors
m

]El_[fZ Xj.J € A) H (Xj,7 € A).

3. Propriété P3 Une conséquence immédiate de la propriétés P, est que pour

20



Chapitre 2. Variables aléatoires négativement dépendantes

Ay, Ay des sous-ensembles disjoints de {1, ..., k} et xq, ..., 2y réels
P(X; <wmj,i=1,..,k) <PX; <uz;,1 € A)P(X; < z;,j € Ay)
et
P(X; > xi=1,...,k) <P(X; > ;i € A))P(X; > xj,j € As)

en particulier X1, ..., X}, sont NOD.

Théoréeme 2.3.1. Soit (X, ..., X,,) un vecteur gaussien, si Cov(X;, X;) <0 pour
tout i # j € {1,...,n} alors Xy, ..., X,, est une suite de variables négativement

associées.

Pour la preuve voir Joag-Dev [20] page(293). L’exemple suivant montre que

les v.a NOD ne sont pas généralement NA.

Exemple 2.3.1. Soit (X7, X5, X3, Xj) un vecteur de distribution conjointe repré-

sentée par le tableau suivant :

(X1, X) (0,00 | (0,1) | (1,0) | (1,1) | marginale
(X3, X4)
(0,0) 0.0577 | 0,0623 | 0,0623 | 0,0577 0,24
(0, 1) 0,0623 | 0,0677 | 0,0677 | 0,0623 0,26
(1, 0) 0,0623 | 0,0677 | 0,0677 | 0,0623 0,26
(1,1) 0.0577 | 0,0623 | 0,0623 | 0,0577 0,24
marginale 024 | 026 | 026 | 024 1

Les couples (X1, Xs) et (X3, Xy) ont les mémes lois, pour i € {1,2,3,4} les
lois marginales sont P(X; = 1) =0, 5.

On affirme que les v.a X7, X5, X3, Xy sont NOD, soit f(z) = g(x) = L{z>0} et soit
A={1,2} et B={3,4} alors en posant C' = Cov(f(X;,i € A),9(X;,j € B)),

¢ = IE(IL{X1>0}W{X2>0}IL{X3>0}H{X4>0}) - E<1{X1>O}O{Xz>0})E(IL{X3>0}O{X4>O})
= P(X;>0,X2>0,X3>0,X4>0)—P(X; >0,X5>0)P(X3>0,X,>0)
= P(X;=1,X,=1,X;=1,X,=1)—P(X; =1, X, = D)P(X3 =1, X, = 1),

Cov(f(Xi,i € A),g(X;,7 € B)) =0,0577 — (0,24)* > 0,
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ainsi les variables ne sont pas négativement associées.

Le probleme de la convergence presque stire de
{5, — E(S,))
n n n )

avec S, = Y 1<p<n Xi pour les suites stationnaire posistivement associées et
négativement associées a été étudié par Newman [31]. La suite de ce paragraphe
est consacrée a la présentation d’un résultat obtenu dans le cadre non stationnaire
établi par Matula généralisant le travail d’Etemadi [I5]. Commencons par établir

une inégalité maximale similaire a celle de Kolmogorov.

Proposition 2.3.1. Soit {X,,, n > 1} une suite de variables aléatoires centrées

négativement asociées ayant le moment d’ordre 2 fini, alors pour tout € > 0

Plmax [S| > ] <8 2> Var(Xy). (2.3.1)

1<k<n =1
Démonstration. Soit S, = >_;_; X, on a
max([S1], ..., |Sn]) < max(0, Sy, ..., S,) + max(0, =Sy, ..., —S,).
Posons

To(e) = Plmax(|Si), ..., |Su])] > €],

To(e) < MMMQSM”&J>;+PMMmp€Mﬂ—&H>§
4{E[max(0, Sty Sp)? N E[max(0, =51, ..., —Sn)]z}

- g2 g2

< 4e7? [E(maX(Sh oy S))? + E(max(—S, ..., —Sn))ﬂ. (%)

Remarquons que
M, = max(Sy, ..., S,) = X; + max(0, Xo, Xo + X3, ..., Xo + ... + X)),
ainsi
E(M,)* = E(X,)? + 2E(X; max(0, Xo, X5 + X3, ..., Xo + ... + X))

—I—E(max((), XQ,XQ + Xg, ceny X2 + ...+ Xn)2)
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E(M,)* < E(Xi)®+E(max(Xs, Xo + X3,...., Xo + ... + X;,)?)
S E(X1>2 + ]E(XQ + maX(O, Xg, ceny X3 + ...+ Xn)2)
S E(X1>2 + ]E(X2>2 -+ 2E(X2 maX(O, Xg, ey X3 + ...+ Xn))
+E(max(0, X3, ..., X3 + ... + X,,)?)
< E(X1)? 4+ E(X2)? + E(max(Xs, ..., X3 + ... + X,,)?)
< Z Var(Xy),
k=1
de méme par rapport & E(max(—39j, ..., —S,))? donc (x) implique
Plmax(|S1], ..., [Su])] > €] <8 2> Var(Xy),
k=1
d’ou le résultat. O

Théoréme 2.3.2 (Théoreme des deux séries). Soit {X,, n > 1} une suite de
variables aléatoires négativement associées, ayant le moment d’ordre 2 fini. Si
les séries T2 E(X,) et 302 Var(X,) < oo alors la série Y12 X,, converge

presque strement.
La preuve de ce théoreéme fait appel a U'inégalité (2.3.1)).

Démonstration. Supposons que E(X,,) = 0, et rappelons que {S,,n > 1} désigne

la suite des sommes partielles, soit € > 0, on a

n+k

P( sup [Spik —Sn)| >¢) = P( sup | Z X >e¢)
1<k<m 1<k<m 570
n+m
< 8% > Var(X;)
j=n+1

400
< 8 D Var(X;),

j=n+1

on obtient alors pour tout € > 0

+00
P(sup [Spyk — Sa| > ) <82 > Var(Xy) — 0,
k>n

jentl n—-+o0o

donc {S,,n > 1} converge presque stirement.

A présent, on pose Y,, = X,, — E(X,,), {Y,,, n > 1} est une suite de variables

aléatoires réelles centrées et de carrés intégrables. Par la 1°¢ étape, la série
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> a1 Y, converge presque siirement. D’autre part 32,7 E(X,,) converge, comme

X, =E(X,) + (X,, — E(X,)), on déduit que la série

+oo
Z Xn converge presque stirement.
n=1

Pour énoncer le théoréme suivant, on a besoin de définir

X si | X [<c
X=4¢ —¢ si X < —c
¢ si X >ec

Théoréme 2.3.3 (Théoreme des trois séries). Soit {X,,n > 1} une famille de

variables aléatoires négativement associées, si pour tout ¢ > 0 les séries

iE(X,‘i), ZooVar(XfL) et ZOOIP(|Xn|>c)

n=1 n=1
convergent alors 3125 X,, converge p.s.

La démonstration du Théoreme [2.3.3] est exactement similaire a la preuve du
théoreme des trois séries de Kolmogorov sauf pour la trancature, la composition
des v.a négativement associées par la fonction indicatrice sur un intervalle borné

ne permet pas de préserver la propriété de négative association.

Démonstration. La convergence de la série >0 P(| X, | > ¢) = S P(X,, #Y,)
implique que la famille de variables aléatoires X = {X,,,n > 1} et la famille
X¢ = {X¢ n > 1} sont équivalentes en convergence, d'un autre coté si la série

T2 Var(X¢) converge, le Théoreme s’applique et on obtient alors que la

série 32 X¢ converge p.s et il en ait de méme pour 3725 X,,. O
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Chapitre 3

Variables aléatoires

sous-gaussiennes

Les variables aléatoires sous-gaussiennes ont été introduite par Kahane [21] en
1960, dans ’étude des propriétés des polyndmes trigonométriques aléatoires. Elles
forment une classe de variables aléatoires importante possédant des propriétés
d’intégrabilité intéressantes et généralisant les variables aléatoires gaussiennes.
Dans ce chapitre nous allons établir les principales caractéristiques de ces variables
aléatoires, nous nous intéresserons aussi a ’espace engendré par ces variables et
son lien avec les espaces d’Orlicz de type exponentiel étudiés dans le Chapitre
1. Nos références de base pour ce chapitre sont l'article de J.P Kahane [2I] et le

livre de Buldygin et Kozachenko[9].

3.1 Définitions et Exemples

Définition 3.1.1. Une variable aléatoire est dite sous gaussienne s’il existe une

constante a > 0 telle que pour tout A € R on a

2242

E(e™) <e™z

Les exemples proposés correspendent aux variables aléatoires usuelles appartenant

a cette classe.

Exemples 3.1.1. Le premier exemple de v.a.r sous gaussienne qu’on cite est celui

d’une variable aléatoire gaussienne centrée.
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~ Si G — N(0,0?), sa fonction génératrice des moments est donnée par

A2o?

E(exp{AG}) = exp{

2

et donc G une v.a sous-gaussienne.
L’ensemble des v.a sous-gaussiennes ne contient pas uniquement les v.a gaussiennes
centrées, voici quelques exemples de v.a qui ne sont pas gaussiennes mais elles

vérifient la condition de sous-gaussienneté.

i) Soit £ une v.a de Rademacher prennant ses valeurs dans {—1,1} avec une

probabilité P(e = —1) = P(e = 1) = 1, sa fonction génératrice des moments
vérifie
Ae Loox o
E(e™) = §(e +e)
= cosh(})
)\2
< ez?.

Ceci montre que ¢ est une v.a sous-gausienne.

Un autre exemple généralisant celui du Rademacher est celui des variables

aléatoires bornée.

ii) Soit X une v.a centrée a support dans [a, b], soit X’ une copie indépendante
de X, construite sur un autre espace de probabilité (', F',P"). En utilisant

I'inégalité de Jensen, Pour tout A € R on a

Ey [e)\X] = Ex [e)\(XfEX/(X’))]

S EX,X’ I:eA(X*X/)]

Soit maintenant la v.a ¢ définie précédemment indépendante de X et X’ et
construite sur un troisieme espace de probabilité(Q2., F.,P.). On sait que
(X — X' £ e(X — X'), ceci nous permet d’utiliser le résultat précédent

comme suit

oy oyt A2(x—x")?2
Ex x [GA(X X )] =Ex x/ {Ee[e/\e(x X )H <Exxle 2z |

ou Ex(resp. Ex/,resp. E.) désigne 'espérance mathématique par rapport a
P(resp. P',resp. P.) . Puisque | X — X’ |< b — a, alors

A2(x—x")2 A2 (b—a)2 A2 (b—a)?

Ex[e™] <Exxle™ z |J<Exx[e z |<e z ,
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ainsi une variable centrée bornée est une v.a sous-gaussienne (par la méthode

de symétrisation).

Définition 3.1.2. On appelle le standard d'une variable aléatoire X sous-gaussienne

la quantité notée 7(X') définie par

2242

7(X)=inf{a > 0,E(X) <e 2 }.

Remarque 4. On note par Sub(2) 'ensemble des variables aléatoires sous-gaussiennes
définies sur l'espace de probabilité (2, F,P).
Remarque 5. On a par définition X € Sub(2) <—= 7(X) < oc.

Une autre expression du standard est proposée par le lemme suivant qui peut

étre utile pour la détermination de ce dernier.

Lemme 3.1.1. Soit X € Sub()), alors

(X)) = sup [2 InE(e )}1/2

3.1.1
Sup 2 (3.1.1)

et
)\2 2
27 } (3.1.2)

Démonstration. Soit X € Sub(§2), il existe une constante positive a tel que pour

tout A€ Ron a:

E(exp{AX}) < exp{

Ainsi

d’ott pour A # 0 on trouve

2InE(eM) 172 2InE(eM) 172
[T] S“:T;Ig{y] s a
Donc d’'une part
2InE(e**)q1/2
7(X) > sup {)\g)} : (3.1.3)
A#£0

1/2
d’une autre part, en posant o = sup, 4, [2 In E(e’\X)/)\Q} / ,on a

[QIDE(eAX)}lﬂ

v <a <= 2mhE(EM) < A\a?

2,2
é ]E(eAX) < e)\ o /2’
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on en déduit que 7(X) < «, et puisqu’on a montré aussi que 7(X) > a on trouve

finalement 7(X) = « et en remplagant « par 7 on trouve la formule (3.1.2). [

On remarque que les exemples de v.a que nous avons citer ont une caractéris-

tique celle d’étre centrées.
Proposition 3.1.1. $i X € Sub(Q) alors E(X) =0 et E(X?) < 72.

La proposition montre que E(X) = 0 une condition nécéssaire pour q'une v.a

soit sous-gaussienne et montre aussi que son écart-type est dominé par 7.

Démonstration.
E(™) = E(e¥ Lixs0)) +E(e¥ Tix<o))
< E(e¥)+E(™)
S 2€a2/2
< o0.
On a
E(]X|") < 2(nh)E(cosh(X)) < oo,
ou
+o00 ZQn
cosh(z) = nz:% @)’
E( sup (™)) < E(ealX‘) < 0,
—a<i<a
et

E( sup (|X|"e*)) <n! BV < oo
—a<i<a

La fonction M (\) = E(exp{\X}) est n fois dérivable n € N* et dnj\f,fo) =E(X"),

en faisant appel a la formule de taylor on obtient

E(e™) =14+ ME(X) + >;]E(X2) + 01(\?),

d’une autre part
A272(X) \272

exp{ S = 1+ 5+ 0,(02),

d’aprés I'equation ((3.1.2))

A2 2()()

E(exp{AX}) < exp{ =5},
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on trouve
22 2,2
ME(X) + ?E(XQ) +01(N\?) < + 05(A?),

on divise par A > 0 et quand A — 0 on obtient

E(X) <0,
ensuite on divise par A < 0 I'inégalité devient

A T2
E(X) + SE(X?) + 01(3) < -+ 02(V),

quand A — 0 on remarque que

finalement on a montré que

E(X) = 0.

Maintenant si on divise par A? on obtient 'inégalité suivante
1 2
§E(X ) +oi(1) <

et quand A — 0 on trouve E(X?) < 72. O

Reprenons les exemples des v.a sous-gaussiennes déja cités afin de déterminer

leurs standards respectifs

Exemples 3.1.2. 1. Pour une gaussienne G — N(0,0%) , 7(G) = 0o

En effet L (A
2,2 2 1
E(e*) = T = (711 /\ge ))2 = 0,
ainsi | IE( /\G)
2InK(e 1
() =

2. Une v.a X centrée a support dans [a, b] est sous-gaussienne et son standard
vérifie ;
r(X) < = ‘ (3.1.4)
Par la méthode de symétrisation on a trouvé 7(X) < b — a. L’estimation
(3.1.4]) est plus précise, elle est diie a Hoeffding [18§].
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Remarquons que pour a <z <b, ona |z — HT“| < b_Ta, par conséquent

on pose
f(A) = ImE(e™),

PO = oy

E(X?%eM E(X e*¥)q2
) = %E(e,\X) ) - { I[E:(GAX))}
2 ax 1 2 x 1
— E[X e E(QAX)}_E [XeA E(e’\X)}’

on remarque aussi que E{X M %} =1, donc

est la loi de X, d’ott

V(X) = E[xX?eM

Ainsi

en intégrant les deux membre de I'inégalité, on obtient

(b—a)’
T

[ i =) - 10) <

en intégrant une seconde fois, on trouve

| @t =10 = £0) = ) < 5

Ainsi
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donc
(b—a)

2

X € Sub(2) et 7(X) <
3. (Rademacher), on a —1 < e <1 et d’aprés 'exemple précédent 7(¢) < 1,

or 1 = E(X?) <72(¢g) ceci donne 7(¢) > 1 finalement 7(¢) = 1.

Un autre exemple de variable sous-gaussienne est traité par Sirota et Os-

trovsky [32], ot il donne la valeur exacte du stansard 7.

Théoréme 3.1.1. Soit A un événement de probabilité p € [0,1] et soit la variable
aléatoire X définie par X = 1. On pose Y = X —p, P(Y = —p) =1 —p et
P(Y =1—p)=p, alors on a

1—9p 11
T(Y):{an(l_];)} )

p

Démonstration. La fonction génératrice des moments est donnée
E(e) =peX™ +(1—p)e,

il a été démontré par Kearns et Saul [23] en 1998 que

A%(1 - 2p)
Y
E(e )Sexp{ 4ln(1%p) }
En posant
g(\) = A722In [perP (1 = p)e 7|,
) — 20 [(p(1 = p) X0 —p(1 — p) e —2E(e") InE(e"Y)]
E(e)\Y) )
d’aprés [23]
! 1— b
et

g(No) = 2{2 111(1]_)19)}—2 In {p(1;p)2—2p +(1 _p)(lgp)_gp} _ 2i1—(12_]19))7

ainsi

T(Y) = ili%/\’22ln[]E(eAY)] = g(No)-
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Passons a quelques inégalités de grandes déviations a décroissance exponentielle

ainsi que l'estimation des moments positifs d’ordre s.

Proposition 3.1.2. Soit X € Sub(2) alors pourt >0 on a

—¢2
P(X >1t) < eXP{QTQ},

2

-t
P(X <—t) < exp{ﬁ},

et
—¢2
PIX|>t) <2 —t. 3.1.5
(1X] 2 ) < 2exp{ 5} (3.1.5)

Démonstration. (On peut supposer que 7(X) > 0)

1. En utilisant I'inégalité de Markov

E AX )\2 2
(e )Sexp{ 2T

P(X >1t) < — At} VA>0, Vt>0.

2 3
ainsi f'(\) = A7? — t, ceci nous donne f'(\) = 0 pour \g = t/72, en

On cherche ensuite IPiBI exp{ A2r2 A}, pour cela on pose f(\) = ey
>

remplagant on obtient

12 12 12
P(X >1t) < exp{ﬁ - ﬁ} = eXP{—ﬁ :

2. De méme pour P(X < —t) = P(—X > 1) < e ME(e ™) < exp{—15}.
3. Finalement P(| X [>t) =P(X > 1)+ P(X < —t) < 2exp{—%}.

Proposition 3.1.3. Si X € Sub(?) alors

E(|X|*) < 2(s/e)? 75(X), Vs> 0. (3.1.6)

xT

Démonstration. Soit s > 0 on a max z®e™" = (s/e)®, en effet si on pose
x_

h(z) = x*e™ ", alors

z® < (s/e)’e”.
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On prend x = A\|X| , A > 0 on trouve

E(X]") < (2)E()
< (){EE) +EEM))
5 4 272
< 2(%) exp{ 9 }
< Iglgg?(;e)sexp{A; ¥
< 20)Pr

3.2 Propriétés de ’espace des variables

sous—gaussiennes

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a la structure de ’espace formé par
les v.a. sous-gaussiennes ainsi que leurs propriétés. Contrairement aux variables
gaussiennes l'espace Sub(f2) est un espace vectoriel, le theoréme suivant nous

fournit sa structure.

Théoréme 3.2.1. L’espace Sub(2) muni de la norme 7(.) est un espace de

Banach.

La preuve se fera en 3 étapes, lors de la premiére on montre que Sub(f2) est
un espace vectoriel, ensuite que 7(.) est une norme et finalement on montre que

I’espace est complet pour la distance issue de sa norme.

Démonstration. 1. Montrons que Sub(£2) est un espace vectoriel :
— La variable aléatoire nulle p.s appartient a Sub(€2).
— Soit X,Y € Sub(2),\ € R et soit p > 1,4 > 1 tel que %—l— % =1,

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous avons

Elexp(M(X +Y))] = Elexp(AX)exp(AY)]

< E¥[exp(pAX)]Es [exp(gAX)]
(P (X)) exp(r(¥)a'y )

IN

exp( (P (X)p+ 7 (V)a)).
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Posons f(p) = (72(X)p + 72(Y)q) = pr3(X) + -2-7%(Y) et déterminons

p—1
son minimum pour p > 1,

on remplace pour trouver

Elexp(A(X +Y))] < exp();(72(X)(1 + :8?)) +72(Y) (1 + ;(52)))
A2 )
— exp((r(X) + (V)P 521)

Ainsi X +Y € Sub(Q).

— Soit X € Sub(f?), a € R
Elexp(AaX)] = Elexp(aX)],

comme X € Sub(f), il existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout réel

o on ait
a?c? A?(ac)?

5 } = exp{ 5 } (3.2.2)

Elexp(aX)] < exp{

donc aX € Sub(?).

2. Montrons que 7 est une norme :
- Si X =0 alors Elexp(AX)] =1, donc

X=0=7(X)=0,
réciproquement :
7(X)=0=EX?) =0= X =0.
— Daprés( [3.2.2) 7(aX) =|a|7(X),
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— et daprés (3.2.1) onar(X+Y)<7(X)+7(Y).
3. Il nous reste & montrer que Sub(2) est complet pour la norme 7(.)
Soit {(X,),n > 1} C Sub(2) une suite de cauchy, alors
Ve>0, IN >0:Vp,¢g> N 7(X, — X,) <e¢,

or toute suite de cauchy est bornée ceci donne

sup 7(X,,) < +oo,
n>1
et
]E[(Xp - Xq)2] < TQ(Xp - Xq) < e

Ainsi (X,,) est convergente en moyenne quadratique, donc convergente en
probabilité vers X, et pour tout A € R, (exp(AX,,)),>1 est convergente en
probabilité vers exp(AX, ), d'une autre part pour tout A € R, pour tout

5>0
sup E[exp(AX,,)'™P] = supE[exp(A(1 + 8)X,)]
n>1 n>1
\2 272X,
< swpes( <1+62) ( )>
< —i-_oo.

Ainsi la famille {exp(A\X,,)} est bornée dans L'*# donc uniformément inté-

grable, comme elle converge en proba, elle converge dans L! et par suite :

Elexp(AX.)] = lim Elexp(AX,)] < exp “22730) < oo

n—-+4oo
Too = limsup 7(X,,),
n—-+oo
alors

Xoo € Sub(Q),

finalement

lim 7(Xo — X,) <limsup7(X, — X,) <,

n—-4o00 p>q

lim 7(Xe — X)) = 0.

n—-+o0o
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Remarque 6. Pour p > 0, on a :

LF(Q) € Sub(@) € LY(Q) p >0,

ouLy={Xelr/ EX)=0}, 0<p<oo.
En effet

i) Toute variable aléatoire centrée bornée est sous-gaussienne (S.G), mais une
v.a S.G n’est pas forcément bornée c’est le cas des v.a Gaussiennes centrées

qui sont S.G mais non bornées.

ii) D’aprés I'inégalité (3.1.6]), toute v.a S.G est forcément une v.a de LP(2), or
si on consideére une v.a X < £(1), et on pose Y = X — 1, on a Y €L{(Q)

mais sa fonction géneratrice My (t) n’est définie que pour A < 1.

Un autre exemple c’est celui d’une loi de poison X< P(1) ou sa fonction
génératrice des moments M (t) = exp(e’ —1). La variable aléatoire Y =

X — 1 est centrée, de plus
My (t) =E(Y) = E(e'™@ V) = E(e™) e = exp(e! =1 — 1),

or e —1—t=73}5 tk—k, et donc pour tout réel a positif, il existe un réel t
tel que
242
. a“t
e —1—t>—-y
2

ceci montre que Y ne peut pas étre dans Sub(£2).

Proposition 3.2.1. Soient X1, ..., X,, € Sub(QQ) indépendantes alors

#(

M=

Xi) < fj 72(Xp). (3.2.3)

B
Il

1

Démonstration. Comme 7(.) est une norme
n n
(D Xi) <D r(X)
k=1 k=1
la proposition nous fournit une inégalité plus précise lorsque les v.a sont indépen-
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dantes,
E(exp{)\iXk}) _ kf[lIEeXp{)\Xk}
< 1;[e><p{AZ *(Xe)/2}
< exp{;z
d’on

Proposition 3.2.2. Considérons une suite a = {ax,1 < k < n} de nombre
réels et soit { Xy, 1 < k <n} une suite de variables aléatoires sous-gaussiennes

négativement dépendantes, on pose
Sn(d) = ZaiXi,
i=1
on obtient alors

S,(a) < Sub. () et T2(Sp(a)) <2 Zn: aiti, (3.2.4)

k=1

Démonstration. Soit 'ensemble des indices AT = {1 < k < n/a, > 0} et l'en-
semble A~ = {1 <k <n/a; < 0}. posons

57(11)(&) = Z CLka,

keA+

et
ST(LQ)(&) = Z CLka,

keA—

on a (axXg)rea+ et (apXy)rea- sont deux suites de v.a SG-NOD, ainsi
2(SW(a < > apr(
keAt

de méme

< ZakT

keA—
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz , on trouve

E(exp{tS,(a)}) = E|exp{tS{(a)+tSP(a)}]
< E2[exp(2tSV(a)]E2[exp (265 (a)],

ensuite en utilisant le fait que les v.a sont sous gaussiennes ND, on obtient

Elexp{t5(@) < exp(3475(1 (@) exp(54652(@)'2

< exp(t? Z arm?(Xy)).
k=1

[]

Nous allons voir quelques définitions équivalentes de v.a sous-gaussiennes.

Théoreme 3.2.2. Soit X une v.a centrée, les assertions suivantes sont équiva-

lentes
1. X < Sub(Q),
2. Je; > 0Vt > 0:P(] X |> 1) < 2exp(—cit?),
3. soit Y(x) = exp{x*} — 1 une fonction de Young, on a alors X € Ly(Q),

4. 3 cg > 1 tel que pour tout ¢t > 0P(] X |>t) < P(|Y |>t) ou
Y — N(0,0),

2k EIE(X 2F)

1
2%
h)! } < +00.

d. s%p[

Démonstration. a) D’aprés la proposition onal)=2).

b) Montrons que 2) = 3), supposons qu'il existe une constante réelle ¢; positive
tel que
P(|X] > t) < 2exp(—eit?),

en appliquant la formule d’intégration par partie, on a
E(exp{aX?}) = /O+OO P(exp{aX?} > x)dx
= /1 P(exp{aX?} > x)dx +/ P(exp{aX?} > z)dx
=1 +/ P(exp{aX?} > x)dx
= 1+ /0 2ate™ P(exp{aX?} > )dt,
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ainsi
+oo 5
E(exp{aX?})) = 1+ / 2ateP(|X| > t)dt
0

o0
< 1+ / 2ate®’ 9 e~ gt
0

2a

= 1+ :
cC—a

pour a < ¢/3, on obtient E(exp{aX?}) < 2.

¢) Montrons que 4) = 5), par hypothese 3 ¢y > 1 tel que pour tout ¢t > 0, on a
P(| X [> 1) S aP(lY |2 1),
en utilisant la formule d’intégration par partie, on trouve

+0o0
E(X?) = / P(X%* > t)dt
0

400 1
— / P(X > t3F)dt
0

IN

+00 1
e / P(Y > t3%)dt
0

“+oo
= / P(Y? > t)dt
0

= RE(Y?)
2k!o%k
2k k!
< 2k!(cy0)?k
- 2kEL

—= C2

1
2REIE(X 2R ] 2k

. . k
ainsi s%p[ k) }2 < o < 400.

d) Montrons que 5) = 1), i.e montrons que X € Sub(2)

WRE( X %) B(AX )
E(exp{\X}) < 1—|—kz>:1 2k)! +kz>:1 k1)

or

E(AX 241 < [B(| AX PYE(] AX [42)]?

S ()\QkE(XZk) + )\2k+2E(X2k+2)),

DO | —
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en posant M (\) = E(exp{\X}),

1 1 1 /\2k+2E(X2k+2)
M) < 1 AFRE(X2R) + =
W) = +,§1[(2k)! TomE N sz21 2k + 1)!
7 1 2k 1
< 14+ —NE(X? NZRR( X2k
s U NECO 2 o+ sem tagr s it B

B T oo s 1 AE(X2)
= 1+ 352 E<X)+,;2[1+k+2(2k+1)] )l

<yt B

k>0

2K EIE(X2F)

1
o }2'“ = 0, on obtient

posons sup [
k

E(exp{AX}) < exp{A\/g’_w}'

]

On vient de montrer que pour ¢ (z) = exp{z?} — 1, nous avons les deux espaces
Sub(2) et LY,(Q) coincident, c’est ce qui nous a motivé a travailler avec ces espaces.
En vu de cette égalité il est naturel de se poser la question sur ’équivalence entre
les deux normes 7 et ||.||, elle a été établi par Kozachenko et Ostrovskii, plus tard
en 2000 Antonnini [I6] donne les constantes d’équivalence jusqu’a présent les plus

précises.

Proposition 3.2.3. Soit X € Sub(Q)) alors

2\1/5 (X) < |I1X]ls < V2 +2v2 7(X). (3.2.5)

3.3 Processus d-sous-gaussiens

Aprés avoir consacrer trois paragraphes aux variables aléatoires sous-gaussiennes
ce dernier est dédié aux processus a accroissements d-sous-gaussiens étudié par
Kozachenko en 1968, mentionné aussi dans le livre de Ledoux-Talagrand [2§]
Chapitre 11.

3.3.1 Définitions et exemples

Définition 3.3.1. Soit (T, d) un espace pseudo-métrique. Un processus indexé

par T, X = {X;, t € T} centré est dit & accroissements d-sous-gaussien si pour
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tout ¢, s € T et pour tout réel X on a
)\2
E[exp(A(X; = X,))] < exp(5-d*(s, 1)),

Comme pour les v.a sous-gaussiennes, les processus gaussiens centrés sont des

processus a accroissements d-sous-gaussiens.

Exemple 3.3.1 (Processus gaussien). Soit G = {G;, t € RT} un processus
gaussien centré, alors la fonction génératrice est donnée par
)\2

ElexpfA(Gr — Go)} = exp{ TE[(X, = X,)*]}

ainsi G est un processus a accroissements d-sous-gaussiens avec
211
d(s,t) = E[(X; — Xs)“]z.

Nous allons voir dans cette partie que la classe des processus a accroissement

d-sous-gaussiens contient d’autres exemples de processus.

Exemple 3.3.2 (Somme de v.a sous-gaussiennes). Considérons une suite de v.a
sous-gaussienne X = {Xj,1 < k < n} et une suite de réels a = {ax, 1 < k < n}
alors

n

Sn = Z Clka
k=1
est a accroissement d-sous gaussiens ol
nvm

d(n,m) = Z |\ag| Tk,

k=14+nAm

car (Sub(2),7) est un espace de Banach et donc on a

nvm

7'( Z aka) S |6Lk|7'k.

1+nAm

Exemple 3.3.3. Si en plus des conditions de I'exemple les variables sont
indépendantes alors d’aprés la formule (3.2.3)), on a

nvm

din,m)=( > alef)%.

k=14+nAm

Exemple 3.3.4 (Cas de v.a sous-gaussiennes négativement dépendantes). A

présent reprenons l’'exemple avec I’hypothese de la dépendance négative des
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variables aléatoires, alors d’aprés 'equation (|3.2.4))

n
= X
k=1
. 1
est un processus d-sous-gaussiens et d(n,m) = (2 37T, o am GATE) 2 -

Exemple 3.3.5 (Suite conditionnellement sous-gaussiennes). [4],
Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et (F;,),>1 une famille de filtrations de F
(croissante), on pose Fy = {0, Q}. Soit X = {X;, ¢ > 1} une suite de différence

de martingale ,sil existe une suite ¢ = (¢, ),>1 de réels strictement positifs tel que
E(exp(tX,)/Fno1) < exp(t’c;/2),

alors (X,,),>1 est dite une suite (F,, c)-conditionnellement sous-gaussiennes.
Soit X = {Xj,i > 1} une suite (F,, c)-conditionnellement sous-gaussiennes et

Sn(a) = Y5y ag Xy ou (ag)r>1 est une suite de réels. On a

E(exptSn(a)) = E(E(exp(t5.(a))/Fn-1)

n—1

= E(exp(t Y arXy)E(exp(ta,X,)/Fn-1))
k=1
< expl(Paded/2)Elexp(t Y 0 X)),
k=1

un raisonnement par récurrence donne :

E(exptS,(a)) < exp(— Z aicr),

ainsi .
72 (Sn(d)) <Y aic;
k=1
et S, (a) est un processus d-sous gaussiens avec d*(n,m) = S 2V7, . arcr.

Exemple 3.3.6. [19] Soit £ = {ex, k > 1} une suite de v.a de Rademacher

indépendantes. Soit (fx(t))x>1 une suite de fonctions qui vérifient

Y () <400 VEeE[0,1],

k>1

alors le processus

Xy = Z exfr(t)

k>1
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est un processus a acrroissements d-sous gaussiens. En effet, posons X; =
Sory €kfr(t), comme {eg, k > 1} est une suite de v.a indépendantes sous-gaussiennes

Blesp{AX! — XD} = E(exp{h S aulfult) — ()
= B exp{Ar((t) — fils))

_ H E(exp{ex(fi(t) — fu(s)})

< H exp{ - (D) — £u(s))*)
- en(d SO0 — i)

la suite X7* — X7 converge dans L? donc en probabilité et comme les v.a & sont
indépendantes alors X;* — X converge p.s, ainsi en appliquant le lemme de fatou,

on trouve
E(exp{A(X; = X,)}) = E( lim exp{A(X]" = X[)})

= ]E(lglr_r)ligof exp{A kzi: ex(fe(t) — fr(s)})

< lyllr_r}lgof exp{); kzz:l(fk(t) — fu(5))?}

par conséquent

)\2 400

E(expiA(X: — X,)}) < exp{~ ;m(t) — fu(s))*}.

Finalement X est un processus a accroissement d-sous-gaussiens avec

d*(s,t) =D (fult) = ful(s))%

k>1

Notre dernier exemple de processus a accroissements d-sous-gaussiens est
emprunté a la théorie de I'intégration stochastique. Pour cette raison, on rappelle

quelques notions de cette théorie.
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3.3.2 Rappels sur la théorie de I’'intégration stochastique

Définition 3.3.2 (Le Mouvement Brownien). Un mouvement Brownien (standard)
est un processus gaussien centré B = {By;,t > 0} a trajectoires continues P.ps et

de fonction de covariance K (s,t) = s A t.

Avant de définir I'intégrale stochastique on propose quelques rappels sur les
martingales locales, les processus a variation quadratique, ainsi que les semi-

martingales qui sont essentiels a la théorie du calcul stochastique.

Définition 3.3.3 (Martingale locale). Une v.a.r T : Q — R U {+oo}vérifiant
{T <t} € F; pour t > 0 est un temps d’arrét.
Un processus continu M = {M;,t > 0} est une(F;, P)—martingale locale si :

i) il existe une suite de temps d’arrét (7),),>1 vérifiant :
— la suite (7},),>1 est croissante.

— lim T, = 400
n—-+o0o

ii) Pour tout n, M = {M;r, 17,0, > 0} est une martingale.

La proposition suivante nous donne quelques propriétés utiles pour la construc-

tion de notre dernier exemple de processus a accroissement d-sous-gaussiens.

Proposition 3.3.1.

1. Toute martingale continue est une martingale locale continue.
2. Toute martingale locale bornée par une v.a.r intgrable est une martingale.

3. Toute martingale locale M positive continue telle que My € L' est une

surmartingale continue.

Démonstration. 1. Si M = {M;,t > 0} est une martingale continue, il suffit

de prendre T,, = n et E(Mnr, /Fs) = Msp, est encore une martingale.

2. Soit M = {M;,t > 0} une martingale locale continue avec |M;| < Z P.p.s
pour tout ¢ > 0 avec Z € L'(Q) alors

a) pout tout t >0, M; € L.

b) D’aprés la définition de martingale locale, il existe une suite de temps
d’arrét (7,,) croissante telle que { Miaz, 11,50, > 0} soit une martingale
et

My = lim Mag, € Fr = M, € F,

n——+o0o

donc M = {M;,t > 0} est adapté.
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c) Soit 0 < s<tona
E(Mirg, /Fs) = M,

or tANT, —t e sAT,— s quand n — 4+o0
donc par le fait que M soit un processus continu en passant a la limite

et en utilisant le théoreme de convergence dominé on obtient

M, = lim Mg, = lim (Mg, /F) =E( im M, /F,) = E(M,/F,).

n——+0oo

3. Soit M = {M;,t > 0} une martingale locale continue positive, donc il existe
une suite de temps d’arrét (7,,) croissante telle que { Miar, 17, ~0,t > 0} soit

une martingale. Soit 0 < s <t on a

E<Mt/\Tn/‘FS) = MS/\Tna

comme M est continue et positive en faisant appel au lemme de Fatou on
trouve

M, = lim Msp, = limintf Map,
n—-4o0o n—-4o00

En particulier pour s=0, E(M;) < E(M,) < 400, donc M; € L' pour tout ¢ > 0.

Ceci montre que M = {M,,t > 0} est bien une surmartingale. ]

La classe des martingales locales est plus large que celle des martingales, en
effet il existe des exemples de martingales locales qui ne sont pas des martingales

parmi eux on cite ’exemple suivant :

Exemple 3.3.7. [30], soit B = {B;,t > 0} un mouvement Brownien de R, i.e
By = (B}, B, B}) issu de x # Ogs i.e (B}, B2, BY) = (z!', 2%, 23).

Le processus m est une martingale locale bornée dans L? qui n’est pas une vraie
martingale.

Théoréme 3.3.1 (Théoreme d’arrét de Doob). Voir [36]( page 68).

Soit M = {M;,t > 0} une martingale, T un temps d’arrét borné alors on a l’égalité
suivante E(My) = E(M,).

Définition 3.3.4 (Semi-martingale). Soit X = {X;,¢ > 0} un processus continu,

on dit que X est une semi-martingale s’il peut s’écrire comme suit
Xt:X0+Mt+At, t20
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ou M = M, est une martingale locale continue issu de 0 (M, = 0) et le processus
A ={A;,t > 0} est a variation borné issu de 0, i.e pour tout w € Q ¢t — A;(w)

est a variation bornée.

Définition 3.3.5 (variation quadratique). Soit A, = {0 =t{" < ... < ti) = ¢}
une suite subdivision de [0,t] avec maxj<;<y |t§”) — tgﬁ)1| — 0 quand n — +o0.

Soit X = {X;,t > 0} un processus continu, posons

TP (X) = (Xein1 — Xui)?
An

On dit que le processus X est a variation quadratique fini sur [0, ¢] si EIE TA(X)

existe en probabilité. Dans ce cas on note

<X, X =2 Jim TA(X).

n——+00
Quelques résultats essentiels associés a cette notion sont les suivants :
Proposition 3.3.2. 1. Soit B = {By,t > 0} un mouvement Brownien alors
< B, B >t: t
2. 8i M = {M;,t > 0} une martingale locale continue et A = {A;,t > 0}

un processus a variation bornée continu alors < A, A >= 0 et on a aussi
<M, A>=0.

Théoréme 3.3.2. Si M = {M,;,t > 0} est une martingale locale continue, <
M, M > est l'unique processus croissant, continu, adapté nul en 0 tel que M?—

M, M >; soit une martingale locale.

Théoréme 3.3.3 (Formule d’ Itd). Soit X!, ..., X4 des semi-martingale continues,

F:R — R de classe C* alors (X", ..., X?) est une semi-martingale, de plus

t(?F

F(X! . XY =F(XE, .., X XH ., XHdX!

L XDd < XPXT
3 Z/@xzaxj A)d < XX >

Corollaire 3.3.1. Soit (M;) une martingale locale continue, A € C. Posons

2

SA(M) = {exp{)\Mt — ); < M, M >t},t Z O},

alors EXN(M) est une martingale locale continue .
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Démonstration. Posons F(x,y) = exp{\x — ’\2—2y}, F est une fonction de classe C?,
2 92
ona 88 (z,y) = AF(2,y), 5 (2, y) = =5 F(z,y) et 55 = NF(z,y) ,

G2
or on sait que < y,y >= 0 =< x,y > car y =< M, M > est a variation bornée

donc
t
F(My, < M, M >,) = F(Mj,0) + )\/ F(M,, < M, M >,)dM,
0

A2 pt 1
—— | F(Ms,< M,M >,)d < M, M >, +§>\2d < M,M >,
0
t
= F(My,0) + )\/ F(M,, < M, M >,)dM..
0

On remarque bien que la partie variation bornée s’annule, donc
F(My, < M, M >;) = E* M) est une martingale locale. O

Théoréeme 3.3.4. Soit B = {B;,t > 0} un mouvement Brownien défini sur
(Q, F,P) et soit H ={H;,t > 0}un processus adapté continu.

t
Mt:/ H.dB.. (3.3.1)
0

Si pour tout t > 0, ([ H2ds) < co alors M = {M,,t > 0} est une martingale de
L? et
tAs
E(M,M,) = / E(H?)ds,
0

Proposition 3.3.3. Soit M = {M;,t > 0} une martingale continue issu de 0
définie par la formule (3.3.1)), alors < M, M >; est fonction déterministe ssi M

est un processus gaussien.

Démonstration. 1) Supposons que < M, M >,= f(t) ou f est une fonction crois-
sante continue en t, d’aprés le corollaire [3.3.1} puisque M est une martingale,

EMNM) est une martingale locale. Pour \ = iq,

2
gio(M) = {exp{iaM, + % < M, M >t >0},

soit K > 0 pour tout ¢t € [0, K| on a
o2 o2
’exp{iaMt + 5 < M, M >t}‘§ exp{;K},
donc {€(M),0 <t < K} est une vraie martingale. Soient 0 < s <t < K
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et A e F,

E(Lae™X %)) = E(E(1Lae™™ %)/ F,)

= E(lge "“E(e ) F,)
—iaXS—‘%<M,M>tE(€iaXt+o‘72<M,M>t/JT_' )
s

l
=

2 2
—z’aXs—%<M,M>t( iaXS+("7<M,M>S)

Il
=

14e e

2

(
(
(1qe
(
= P(A) exp{ T (f(t) = F())}.

Pour A=Q, (M, — M) — N(0, f(t) — f(s)), en particulier pour s =0
on a M; — N(0, f(t))

ii) Inversement, on suppose maintenant que la martingale M = {M;,t > 0} est

un processus gaussien.

Afin de prouver que {(M;)*> — E((M;)?t > 0} est une martingale on doit
montrer que M est un processus a accroissements indépendants, c.a.d on a pour
t1 <ty < ... <ty,les composantes de X = (M, My, — My, , ..., My — M, 1) sont
indépendantes. Le vecteur X est un vecteur gaussien, en effet
Y ap Xy =Y ap(Myx — My—1) = > b My, est une v.a gaussienne puisque M est

un processus gaussien donc il suffit de montrer que :
COU(Xi,Xj> = 0, 7 %j
pour ¢ < j

COU<Xi7Xj) - E((Mtz - Mti—l)(Mtj - Mtj—l))
Ry

+00 +o0
— E[( /0 Lo, o HudB)( /0 Lo, o HudB,)|,

ainsi

T
COU(XZ‘, X])E(/O 1}“717ti[m}tj71,tj[H5du) =0.

Montrons que {(M;)? — E((M;)?t > 0} est une martingale

a) (| (M,)* — E(M,)* |) < 2E(M;)* < 400

48



Chapitre 3. Variables aléatoires sous-gaussiennes

b) soit 0 < s < t,

E(M? —E(M)?/F,) = E(M}— M; + M? —E(M,)* — 2M, M,/ F;)
+2M,E(M,/F,)
= E((M; — M,)*/F,) — MZ — E((M;)?) + 2(M,)?
= E((M; — M,)*) + M? — E(M,)?
= M; +E((M,)*) — 2E((M,)(M,))
= M; +E((M,)*) = 2E[E((M;)(M,))/ F;)]
= M- E(M,)*

Puisque M = {M,,t > 0} est une martingale continue c’est donc une martingale
locale continue et d’aprés la proposition il existe un unique processus < M, M >,
adapté croissant continu tel que {M?— < M, M >;,t > 0} soit une martingale
locale continue.

Comme E(M?) = [{E(H?)ds est continu adapté et croissant, par unicité du
processus on a < M, M >;= E(M?) est déterministe. ]

Considérons a présent I’exemple suivant :

Exemple 3.3.8. Soit = {B;,t > 0} un mouvement Brownien standard défini sur
(Q, F,P), F, = o{B,,u < t} sa filtration naturel et H = {H;,t > 0} un processus
adapté et continu tel que P{| H; |< C'} =1 pour tout ¢ > 0, ou C' > 0. Posons

t
M, — / H,dB,,
0
en utilisant la formule d’It6 on conclut que le processus positif
A2t
ENM) = {exp{AM, — 5 [ HEdu},t > 0},
0
est martingale locale positive donc une surmartingale alors
A2t A2 s
E(exp{AM, — 5 [ Hidu}/F.) < exp{AM, — 5 [ H2du),
0 0
pour tout 0 < s <t
E(exp{A(M; — M,) — = / H2du}/F,) <
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alors
C?(t — 5)\?
f}’

pour tout A € R. On déduit donc que le processus M est a accroissement d-sous-

E(exp{\(M; — M)} < exp{

gaussiens avec d*(s,t) = C? |t — s |.

On termine ce chapitre par une propriété intéressante des sommes arrétées de

variables aléatoires sous-gaussiennes indépendantes.

Lemme 3.3.1. [10], soit X = {X;,1 <k <n}, n firé, des variables aléatoires
sous-gaussiennes indépendantes, T un temps d’arrét tel que 1 < T < n, posons

S = Z?zl X, alors St est sous-gaussienne et

n

7(Sr) < (Y7 (X)))

j=1

N

Ce lemme présente un exemple de v.a sous-gaussienne mais comme il fait appel

a la théorie des martingales et temps d’arrét il figure dans ce dernier paragraphe.
Démonstration. Soit t € R, on pose M,(t) = E(exp{tX,}) alors

t27—2 (Xz)

M;(t) < exp{ }

et posons aussi

. exp{tSk}
H?:l Mj(t) 7
alors (Zy, Fi, k < n) est une martingale ou Fj, = o(Xy, ..., Xy) voir Doob [11]

(page 352). Soit m<k , comme les variables sont indépendantes on obtient

k

exp{tSm} exp{t 0_, 11 X;}
m k /Fm)
Hj:l Mj (t) Hj:m-‘,—l MJ’ (t)
exp{tSy,} E(exp{t Z?:erl X;})
T M) Tl M)

- 7.

E<Zk/Fm) = E(

de plus E(| Zx |) < 00, Z, étant une martingale, T un temps d’arrét borné I'égalité

suivante est vérifiée

1 =E(Zy) =E(Zr) = E(m>’
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puisque 1 < T < n, voir [I1] (page 303)

1 — Z/ exp{tS}
T=j} [T,y My (t)
2 J 2
2 Z/ exp{ts, — k=1 T (Xk)} iP
j=1/AT=7} 2
Y 230 72(Xy)
> L b
- JX—;/{T—J PiLS; 2 }dp,
donc i . »
Z/ . eXp{tSj} dP < exp{ Zk=127( k)}7
j=1/{T=3}
ainsi

t° > k=1 Tz(Xk)

E(e"") < exp{ 5

2

ceci montre que St est sous-gaussienne et 7%(Sr) < (22:1 72(Xk)>.
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Chapitre 4

Convergence des séries de
variables aléatoires fortement

intégrables

Ce chapitre est dédié a la présentation de nos résultats publiés dans I'article

F. Boukhari, D. Malti., (2018) Convergence of series of strongly integrable random
variables and applications. Statistics and Probability Letters, 137. pp 191-200.

Dans ce papier, on s’est intéressé aux conditions suffisantes pour la convergence
presque stire des séries de variables aléatoires a accroissements dans 1’espace
d’Orlicz de type exponentiel. Notre approche nous a permis d’unifier les résultats
des travaux antécédants de Chow [10], Azuma [4], Ouy [33], Amini et al. [2, B3] en
2004 puis en 2007 et enfin Giuliano Antonini et al. [I7]. Notre méthode est basée
sur le critere d’entropie métrique de R. Dudley. La technique utilisée s’est révélée
efficace pour traiter la convergence des séries de variables aléatoires stationnaires.

Ce dernier probleme n’a pas été traité dans les travaux cités.

Dans toute la suite, on consideére la la fonction de Young que I'on note ¢ définie

sur R, par
p(z) = exp(z?) — 1,

et L, I'espace d’Orlicz associé défini dans la premiere section du 2¢*¢ Chapitre.
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4.1 Comportement asymptotique des séries a

accroissements dans L@

Nous consacrons la premiere section a la présentation de deux théoremes, le
premier consitste a établir une estimation de la norme d’Orlicz du maximum des
accroissements des processus indexés par N et le deuxieme concerne 1'étude de la

convergence de ces processus.

Soit & = {Xj, k > 1}, une famille de variables aléatoires appartenant a L, (€2).

Posons pour tout n > 1,
S (X)=>"Xi, et SX)={S.(X),n>1}
k=1

On s’intéresse dans cette partie au comportement asymptotique de S(X') quand

X vérifie la condition des accroissements suivante :

vo<n<m<oo || Y Xille<( X ), (4.1.1)
k=n+1 k=n+1

ou @ = {ug, k > 1} une suite de nombre réels positifs et o > 0.

Commencons par établir une estimation pour la norme L, du supremum des

séries de sommes partielles S, (X).

Théoréme 4.1.1. Soit X = { Xy, k > 1} une famille de variables aléatoires qui
satisfait la condition des accroissements (4.1.1)) pour une famille de réels positifs

et un o > 0. S7 la série Y~ up converge, alors

J o0 o
X < 8C : 41.2
I, | 3 Xl =se)(zm) (412
ot 22a+2 400
Cla) = \/5/ : r? exp(—a?) dr < co. (4.1.3)
Vvaln3

La preuve de ce théoreme est basée sur le théoréme d’entropie métrique de

Dudley, pour cela nous avons besoin d’une estimation des nombres d’entropie
métrique {N (N, d,,d),d > 0}, avec dy(n,m) =[| Sy, (X) — Sp(X) ||,. Posons
“+o0o

u:Zuk<oo.
k=1
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Proposition 4.1.1. Sous les conditions du Théoréme[{.1.1]

2
N(N,dw,é)gé? 0<6<u”.

On propose 2 démonstrations de cette proposition la premiere est tirée de

article [6] et la deuxiéme est inspirée de 'article de M.Weber [40]

I*preuve. Soit a > 0, posons Sy = 0, Uy = 0, U, = S7_,u, pour n > 1 et
U ={U,,n > 0}. Notre but est d’appliquer le théoreme de R.Dudley (paragraphe
3 chapitre 2) pour £ = N muni de la pseudo-métrique d,(n, m), on a donc besoin

d’estimer les nombres d’entropie métrique. Notons par
i A\ j =min(i, ) et iV j =max(i, ),

on note aussi 'd" la pseudo-métrique définie sur N par d(i,7) = 0 pour tout i € N
et par d(i,j) = Zﬁxgﬂ uy pour ¢ # j. Soit By(r,€) la d-boule ouverte de centre
r € N et de rayon € > 0. En utilisant d,, et d, la condition (4.1.1]) devient

dy(n,m) < d*(n,m) Vn,m € N.

D’un autre c6té, sup,,;sqd(s,t) = u, par hypothese u < oo, considérons la
distance usuelles définie sur R que l'on note dy (do(z,y) =| = —y |,z,y € R),
comme u < oo on a N([0,u],dy,¢) < oo et d’aprés les exemples du nombre

d’entropie métrique,

Du fait que U C [0, u]

2
NU,dy,e) < N([0,u],dy, €) < u pour tout 0 < € < u. (4.1.4)
€

Comme U est ensemble dénombrable et d(n,m) = dy(Uy,, U,,) donc a chaque
d-boule ouverte By(n,€) de (N,d) on associe une et une seul do-boule By, (U, €)
de (U,dy) tel que m € Bgy(n,e)si et seulement si U, € By, (Up,€) ce qui nous
raméne a N (N,d,e) = N(U,dy,¢€), et en combinant avec 1'equation on
obtient

2
N(N,d,e)g—u 0<e<u< oo,
€

ainsi V' (N, d, €) < oo, ce qui entraine I'existence d'une suite fini d’entiers naturels
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{ly, 1 <k <N(N,d,e)} et donc 'existance d’un nombre fini de d-boules ouvertes
{Ba(lg,€), 1 <k <N(N,d, )} qui forment un recouvrement de N c.a.d
N (N,d,e)
N C U Bd(lk, 6).

k=1

D’aprés la condition (4.1.1)) et le fait que o > 0 on a
n € Ba(ly, ) = d(ly,n) < e = (d(lk,n))" < € = dy(l,n) < (d(lx,n))" < €

=>nc Bdw(lk,ﬁa),

alors
N(N,d,e) N(N,d,e)
N C U Bd(lk,é) - U Bdw(lkaea%
k=1 k=1

on en déduit que N (N, d, €) est le nombre de d,-boules ouvertes nécessaire pour
recouvrir N, mais NV (N, d,, €*) est le nombre minimal de d,-boules ouvertes né-

cessaire pour recouvrir N, et donc
N(N,dy,, e*) < N(N,d,e),
1
pour € = d= on trouve

N(N,d,,5) < N(N,d,5%) < 5‘11 0<8<u (4.1.5)

2 *mepreuve. Soit 0 < & < u

T(e) = LG+ Del, j=0,1,..[u/e],

T = {0<)<[u/E] Tie) N £ 0},

j- = inf{L:U, €Z(e)} si j e T*(e).
Alors

VL>1, 3je€J*() telque 0<U,—Uj-<c¢,

card(T*(e)) <[] +1 < 23,

3
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donc d’aprés la condition (4.1.1)
VL>1, 3jeJ(e) telque || S, —S;-|[,<e”
Soit N(N,|| . ||, 0) le nombre minimal de || . ||,-boules ouvertes de rayon

0 > 0 suffisantes pour recouvrir N,

2u

Nl 0) < 57 (05 <u?).

Revenons ainsi a la démonstration du Théoreme 111

Démonstration du Théoréme [{.1.1. Vérifions a présent que

o

7(N,d,) :/Ou o (NN, dy,6))d5 < oo,

ot ' (z) = /In(z + 1). En utilisant I'inégalité (4.1.5)), on obtient

I(N,d,) < /Oua /In (2“ +1)ds

en posant y =1 +2uéa,ona dé = —a(2u)?(y — 1) !dy, U'intégrale devient

—+00

I(N,d,) < a(2w)” [ ngliy =17 dy

ensuite par le changement de variable z = (a/ln y)%, dy = (2z/a) exp{z?/a}dz et

le fait que x > ITH, on a l'estimation suivante

I(N,d,) < > /a(2u)° /+°° 2lep{) — 1) exp{ S )ds
2 o) - !
e Va3 Py PU 1%

22a+2 +00 ) )
< 7a (/Mngz exp{—=z }dz)ua,

on pose

22a+2 400
Cla) = / 2? exp{—2*}dz < o0,
vValn3

ainsi l'intégrale d’entropie Z(N, d,) < oo.
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En appliquant alors le théoreme de Dudley (1.3.1]) on trouve

[ sup | > x| | <8C(0ue.

1SI<G =it

O

A présent nous utilisons la conclusion du Théoreme pour étudier la

convergence presque siire et en norme de la suite des sommes partielles S(X).

Théoréeme 4.1.2. Soit X = { Xy, k > 1} une famille de variables aléatoires qui
satisfait a la condition des accroissements (4.1.1)), alors pour 0 <n < m < oo,

t m
Hn<rgl<a;5}§m | k§-1 X ’ Hg& = 80(0&)(]6%1 uk) ! (416)

ou C(av) est la constante définie par (4.1.3). Si de plus Yy~ ur converge alors
reste vraie pour m = 400 et la suite S(X') converge dans L,(2) et P.p.s
vers une variable Seo(X) € L,(Q) tel que

[Soe (20l < (Do i)™

k>1

Démonstration. Soit 0 < n < m < oo, considérons la suite J = {Y}, k > 1}
définie par Y, = Xj pour n < k < m et 0 ailleurs. De méme, soit la suite de réels

positifs o = {vg, k > 1}, ol vy = ug pour n < k < m et 0 sinon. La condition

s’écrit alors
J j N
”ZYkMS(ka) pour 0<i<j< oo,

k=i+1 k=i+1

m
rappelons que >y~ vy = > 3L, Up < 0.

On applique le Théoreme [4.1.1] a la suite des variables aléatoires ) et la suite

des réels positifs 9, on trouve

¢ j
[me 0 3 Xl [, = [aupt 3 el
< 80(a)( X )" = 8C(a)( 3 w)”
k=1 k=n+1

ceci prouve la relation (4.1.6)). Retournons a présent au probleme de convergence
de la suite S(X'), on suppose que Y ;> up < 00, de la condition (4.1.1)) découle
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immédiatement que || >3L, . Xi||, — 0 quand n,m — +o00, par conséquent la
suite S(X') est une suite de Cauchy dans L, (2) et donc elle converge dans L, (§2)
vers une variable aléatoire Sy (X) € L,(2).

Cepandant pour n = 0 et m — 400,

~+00 a
132 Xille = 18 (Xl < (3 )
k=1
Pour la convergence presque siire, on montre que

lim P(sup | Spak(X) = Sp(X) |>¢e) =0,

n—-+00

en utilisant I'inégalité de Markov, le fait que ||.|[1 <||.||, et I'inégalité (4.1.6]) .
Soit n,r > 1, pour tout € > 0

n+k
P( su Snan(X) =S, (X)|>¢e) = P( su X, |>e¢
(1§kgr| #(X) = Su(X) |> €) (Kkgg; > )
n+k
< fH sup DXl
E<r np41
n+k
< *|| sup | > Xil ..
<r op41
ainsi .
8C(a) &~ .,
B(sup | k() — S,(¥) [> =) < (S,
1<k<r €
d’ou .
8C(ar) =X
i B(swp | Su(X) = Su(3) [ 2) < "3 e
TEe0 1<k<r € ntl
Finalement
lim IP’(su | Spik(X) = Sp(X) |> 5)< lim 8O(a>(§ou-)o‘—>0
n—+00 b ntk ~ n—+oo £ il t ’
ce qui acheve la preuve du Théoreme (4.1.2)). O]
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4.2 Convergence des séries de variables aléatoires

a accroissements d-sous-gaussiens

Dans ce paragraphe, on se focalise sur le probleme de convergence des séries
de variables aléatoires a accroissements d-sous-gaussiens. L’idée est de réecrire les
deux principaux Théorémes et en s’appuyant sur I’équivalence entre les
deux normes 7(.) et ||.||, établit dans la Proposition [3.2.3]

Commencons par introduire Quelques notations utilisées dans cette partie.
Pour toute suite Y = {Yy, k£ > 1} dans Sub(Q?), S(Y) = {S.(¥), n > 1} définit

la suite de leurs somme partielles, soit 0 < n < m notons par

J J
Sy (Y) = max Yi et S*(Y)= sup Yi |-
W)= s | D Vil )= | 3 %l
Soit 0 < a < 1, 4 = {ug, k > 1} une suite de réels positifs, rappelons que la

concavité de la fonction x — x® sur R* entraine que
|z 4+ y|* < 2™ + [y,

ainsi 'application dj , définie sur N? par

iVj N
dio(i,i) =0 et dio= ( Z uk) pour i # j,
k=iAj+1
est bien une distance. Quand uy, = 77 pour tout k € N*, on écrit dz2 ,.
Rappelons que d’aprés le Théoreme [3.2.1] 'espace Sub(€2) est un espace de Banach,

ainsi si ) est une famille de variables aléatoires sous-gaussiennes on a
S;(Y) = Si(Y) € Sub()

et pour 0 < i < j, T(Sj(y) - Si(y)) < Y4 1 Tk Le théoréme suivant est
une version analogue au Théoréme pour une suite de variables aléatoires a

accroissements d-sous-gaussiens.

Théoréme 4.2.1. Soit t = {ug, k > 1} une suite de réels positifs, 0 < a <1 et
soit Y = {Yg, k > 1} une suite a accroissement dg ,—sous-gaussiens, si la série

> k>1 U < 00 alors

15* )l < 8V2 + 2v2C(0) (Y )",

k>1
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ot C(«) est une constante qui dépend de v uniquement et qui est donnée par la
formule (4.1.3)).

Démonstration. Soit 0 < n < m posons u} = (2 + 2v/2)2wuy, pour k > 1, comme

S(Y) est une suite a accroissements dg o (1, m)-sous-gaussiens on a

T( Z Yk) <dga(n,m) = ( Z uk>a, (4.2.1)
k=n+1 k=n+1
or d’aprés l’equivalence entre les deux normes
Z Yille <V2+2v2 7( Z vi)< (X uw)" (4.2.2)
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Ceci montre que la condition des accroissements du Théoreme est vérifiée
pour la suite de variables aléatoires ) et la suite de réels positifs {u}, k> 1} et

donc le résultat découle immédiatement du Théoreme L. 1.11 m

De méme pour la convergence de la suite S(Y).

Théoréeme 4.2.2. Soit 4 = {uy, k > 1} une suite de réels positifs, 0 < a <1 et

soit Y = {Yy, k > 1} une suite a accroissements dg o-sous-gaussiens, alors

155 D)l < 8Y2+2V2 C() dia, (4.2.3)

pour 0 < n <m, et C(a) la constante donnée par la formule (4.1.3). Si de plus la
série =Y ;> up < 00 alors la suite S(Y) converge dans Sub(SY), dans L,(S2) et
presque surement vers Soo(Y) € Sub(§2) vérifiant

(S ) <u” et (Sl < V2+2V2 u

Démonstration. Soit u), = (2+2v/2)Y/?%u;, pour k > 1, soit 0 < n < m, ’équation
(4.2.2) montre que la condition des accroissements est vérifiée alors le
Théoreme s’applique, ce qui nous permet d’obtenir I'equation (4.2.3]), si de
plus on a u =Y ;> u, < 0o alors la suite S())) converge dans L, (2) et presque
sirement vers Soo()) € L, ().

En reprenant l'inégalité (4.2.1]) on remarque que S()) est une suite de Cauchy
dans Sub(2), comme c’est un espace de Banach alors la suite S()’) converge dans
Sub(Q2) pour la norme 7(.) vers Se(Y) € Sub(£2).
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D’un autre co6té posons n = 0, faisons tendre m vers l'infini et en utilisant
)

I’équivalence des normes on trouve alors les estimations suivantes

T(Se) S et [Su()lln, < V24220 O

4.3 Applications aux séries pondérées de v.a a

accroissements d-sous-gaussiens

A présent on passe a I’étude du comportement asymptotique des séries pon-
dérées de variables aléatoires dans Sub(2). Soit @ = {ax, k > 1} une suite de
nombres réels, X = { Xy, k> 1} € Sub(2), posons pour n > 1,

Sn(da X) = Z &lem
k=1

et on note la famille des sommes partielles par S(a, X) = {S,(a, X'), n > 1}.

Nous commengons par appliquer le Théoreme [4.2.2| & la famille des variables
aléatoires sous-gaussiennes sans conditions supplémentaires de dépendance, ensuite
en plus de la propriété de sous-gaussienneté on traite le cas des variables aléatoires
indépendantes, ainsi que les variables aléatoires négativements dépendantes et
en dernier on applique le théoreme aux variables aléatoires conditionnellement

sous-gaussiennes.

Corollaire 4.3.1. Soit X une suite de Sub($2) avec Xj — Sub(7y) pour k > 1 et
SUPPOSONs que Y g1 x|y < 00. Alors S(a, X) converge dans Sub(Q2), dans L, et
presque surement vers Seo(a, X) € Sub(QY) tel que

7(Sx(@ X)) < Y lanlme et [|Soc(@ X)llp < V2+2V2Y Jarlm.  (4.3.1)

k>1 k>1

Démonstration. Soit k > 1, up = |ag|m et posons @ = {ux, kK > 1}, on a
7(apXy) = uy, d’aprés I'exemple S(a, X) est & accroissements dj ;-sous-
gaussiens. En appliquant le Théoréme a la suite Y = {axXg, k£ > 1} on
montre la convergence de la suite S(a,X) dans Sub(€?), dans L, et presque
stirement ainsi que 'estimation de la norme de Sy (a, X') donnée par la formule

#.3.1). O

Lorsque les variables aléartoires sont indépendantes en plus d’étre sous-

gaussiennes la suite S (@, X') est encore & accroissements d-sous-gaussiens donc
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le Théoreme s’applique toujours.

Corollaire 4.3.2. Soit 0 < n < m et X une suite variables aléatoires indépen-
dantes de Sub(§2) avec Xy — Sub(ry) pour k > 1, alors

m 1
15,(@ X)), < 8V2+2v2 C(1/2)( Y ai7)?,
k=n+1
st en plus
A a,7) =Y airp < o0, (4.3.2)
k>1
alors

15*(@ ), < 8V2+2v2 C(1/2)A@, 7),

et S(a,X) converge dans Sub(SY), dans L, et presque sirement vers une v.a
Seo(@, X) € Sub(Q2) tel que

7(Suo(, X)) < A(6,7) et ||Soo(@ X)ll, < V2 + 2V2A(a, 7).

Démonstration. L’exemple montre que la suite S(a, X') est a accroissement
d

i, % -Sous-gaussiens, ou

i = {aj7p, k > 1},
alors le résultat enoncé découle de I'application du Théoreme [4.2.2| a la suite

{ar Xy, k > 1} avec u = A%(a,7) et a = 1/2. O

Remarque 7. Soit 0 = {0y, k > 1} une suite de réels positifs et considérons la
suite & = {&, k > 1} de variables aléatoires gaussiennes indépendantes tel que
& — N(0,02). Alors 7(&,) = oy pour tout k& > 1. D’un autre coté, dans le livre
de Ledoux, Talagrand [28], le Théoreme 6.1 assure que la série Y-;~; apy, converge
presque siirement et dans L? si et seulement si 372, a27%(&,) < oo. Ceci confirme

que la condition (4.3.2)) ne peut étre affaibli sans des hypotheses supplémentaires.

Remarque 8. L’étude du comportement des séries de variables aléatoires sous-
gaussiennes indépendantes pondérées a été initié par Chow [10] en 1966, il impose

la condition d’uniformément bornée au standard 75, ce qui n’est pas notre cas.

Passons maintenant a une notion de dépendance plus faible, en considérons

une suite de variables aléatoires sous-gaussiennes négativement dépendantes.

Corollaire 4.3.3. Soit0 < n < m et X une suite variables aléatoires négativement
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dépendantes de Sub(Y) avec Xy — Sub(1y,) pour k > 1, alors

1S5, (@ X) |, < 16V1+ V2 C(1/2)( Y air?)?,
k=n-+1

si en plus A*(a,7) = Y > aiTF < 00, on a

1S*(a, X)), < 1614+ V2 C(1/2)A(a,7)

et  S(a,X) converge dans Sub(SY), dans L, et presque sirement vers une v.a

Seo(@, X) € Sub(Q) tel que
7(Sool@, X)) < V2A(G,7) et [[Sul@ X < 211+ V2A(a, 7).

Démonstration. D’aprés 'exemple [3.3.4] la suite S(a, X') est & accroissement
d

i, % -Sous-gaussiens, ou

i = {2a;7¢, k > 1}.
On applique le Théoréme a la suite {ap Xy, k > 1} avec u = 24%(a, 7) et
a=1/2. O

Remarque 9. Le cas d’'une suite { Xy, k > 1} de variables sous-gaussiennes néga-
tivement dépendants a été traité par Amini et al[2] en 2004 sous les conditions
E(X,/Fn-1) = 0 et a,, > 0 ainsi que I'hypotheése que 75 soit borné pour tout
k > 1, plus tard en 2007 Amini et al[3] ont repris leurs études sans la condition

E(X,/Fn.-1) =0 avec a,, € R.

Pour les séries de variables aléatoires conditionnellement sous-gaussiennes, on

Corollaire 4.3.4. Soit 0 < n < m et X une suite variables aléatoires (B, c?)

conditionnellement sous-gaussiennes, alors

155 (@ &)l < 8V2+2v20(1/2)( Y ajci)’.

k=n+1

Si en plus B*(a,¢) = Y1 a¢ < 00, 00 @

15*(a, X)), < 82+ 2v2C(1/2)B(a, c),

et la suite S(a,X) converge dans Sub(SY), dans L, et presque stirement vers la
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0.0 Sxo(a, X) € Sub(QQ) tel que

7(Se(@, X)) < B(a,c) et [|Sx(@ X))y < V2+2V2B(a,c).

Démonstration. Avec le méme raisonnement on montre les résultats de ce corollaire,
du fait que S(a, X) est a accroissement dy,1-sous-gaussiens, ou & = {aic2 k> 1}.
L’application du Théoreme encore une fois a {ay X, k > 1} avec u = B%(a, c)

et @ = 1/2 nous fournit la preuve du corollaire. ]

Remarque 10. La convergence des séries de variables aléatoires conditionnellement

sous-gaussiennes a été examiné par Azumal4] en 1967 . Il a montré que

Sp(a, X
lim sup [5n(@, X)| <1,

n=+too /2D2Inln D2

ou D? = Y7_, a3, sous les conditions suivantes

<1 et a®/D>—0, D>—oco quand n— +oo

Le paragraphe suivant montre a nouveau l'avantage d’avoir utiliser la notion
de processus d-sous-gaussien, il concerne les suites de v.a gaussiennes stationnaires
a coefficient de découplage fini, dans ce cas les variables aléatoires ne sont pas
nécessairement acceptables ou (B, ¢?)-conditionnellement sous-gaussiennes ni in-
dépendantes ou négativement dépendantes, donc les résultats de Amini et al 2]
et [3] , Azuma [4], Chow [10], Ouy [33] et Antonini et al[I7] ne s’appliquent pas

pour ce type de séries.

4.4 Application aux séries de v.a gaussiennes

stationnaires

Dans cette partie, on a besoin de rappeler d’abord quelques notions sur la

stationnarité des processus ainsi que le coefficient de découplage.

Définition 4.4.1. Un processus stochastique X = {X;,t € R} est gaussien si

toutes ses lois de dimension finie sont gaussiennes i.e
Vn>1 Vi, .,t, e R (Xy,...,X;,) est un vecteur gaussien,

d’une maniere équivalente X = {X;, ¢ € R} est un processus gaussien ssi pour tout
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n>1,t,..t, € T pour tout ay, ...,a, € R, 33}, ax Xy, est une variable aléatoire

gaussienne.
Exemples 4.4.1. 1. Le Mouvement Brownien B = {By,t > 0} est un proces-
sus gaussien de moyenne nulle est de fonction de covariance s A t.
2. Le pont Brownien B® = {B?t € [0, 1]} est un processus gaussien centré de

fonction de covariance K (s,t) = s At — st, pour s,t € [0, 1].

Définition 4.4.2. On dit que le processus X = {X;,t € R} est stationnaire

(fortement stationnaire) si
L(Xiin,t €R)=L(Xy,t €R), Vh>0.

ou d'une maniere équivalente, pour tout h > 0, pour tout n > 1 et pour tout
oty € R,
E(th-i-h; ceey th+h) - ;C(th, ceey th)

Définition 4.4.3. On dit que le processus X = {X;,t € R} est faiblement
stationnaire si

i) E(X;) =cste pour tout t € R,

i) Cov(Xgpn, Xeyn) = Cov(Xs, X;) = Cov(Xo, X;—s) pour tout s,t € R,
Remarque 11. Un processus fortement stationnaire est faiblement stationnaire
mais la réciproque est fausse en générale, la proposition suivante montre que pour

un processus gaussien il y a équivalence entre faiblement stationnaire et fortement

stationnaire.

Proposition 4.4.1. Soit X = {X,,t € R} un processus gaussien, X est station-
naire ssi E(X;) = cste et Cov(Xs, Xy) = f(t — s).

Définition 4.4.4 (Processus d’Ornstein-Uhlenbeck). Soit B = {B;,t > 0} un

mouvement Brownien, posons pour t > 0,
t
Ut = exp{—i}Bet,

le processus U = {U;,t > 0} est appelé processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Proposition 4.4.2. Le processus d’Ornstein Uhlenbeck U = {Uy, t > 0} est un

processus gaussien centré de fonction de covariance
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De plus pour tout t >0, U, — N(0,1).
Démonstration. 1. Pour tout ¢t >0, E(U;) = exp{—%}]E(Bet) =0,
2.80itn>1, 0<t; <ty <...<t, et ay,..,a, €R

n n t n
S aly, = ay eXp{—g}Bezk =" biBy,
k=1 k=1 k=1

avec b, = apexp{—%} et ¢, = e, alors U = {U;,t > 0} est bien un

processus gaussien.

3. Soit 0 < s < t,

K(s,t) = COU(US,Ut):Cov(exp{—;}Bes,exp{—;}Bet)

t t

= exp{— ;S}COU(BQS, B.t) = exp{— ;S}es
|t — 5]

- eXp{ 2 }7

de méme si s > t, K(s,t) = eXp{—‘s;“}, Var(U,)) = K(t,t) =1 d’ou
Uy — N(0,1).
[

Définition 4.4.5. Soit X = { X}, k > 1} une suite gaussienne stationnaire centrée,

le coefficient de découplage est noté p(X) et défini par

b0 =[S

k=1

Nous reprenons un résultat important de Klein, Landau et Shucker ([24], Théoremel )

concernant les processus gaussiens stationnaires avec un coefficient de découplage
fini.

1. On remarque que si variables aléatoires sont indépendantes alors p(X) = 1.

2. Pour toute suite stationnaire X = {X,,,n > 1}, p(X) > 1.

Théoréme 4.4.1. Soit n = {ng, k > 1} une suite gaussienne stationnaire centrée
avec un coefficient de découplage p(n) fini. Soit (Hg, k > 1) une suite de fonctions

boreliennes a valeurs complexe, alors pour tout sous ensembles fini J de N on a :

& I1 ()| < TL1Hk0mlo (@)
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On propose le processus d’Ornstein Uhlenbeck comme exemple de processus

gaussien centré stationnaire avec le coefficient de découplage fini.

Exemple 4.4.1. Soit B = {B;,t > 0} un mouvement Brownien standard défini
sur (2, F,P). Soit aussi £ = {&, k > 1} un processus d’Ornstein Uhlenbeck défini
pour k > 1 par

& = ¢ 2 Ba,

on a

(1+ k)
2

B(6i6) = exp— o VBB B —exp - o e =1,

donc
p(f)zZeXp—<k;1) = \/E\/El'

On peut aborder a présent le probleme de la convergence des processus gaussiens

stationnaire.

Théoréme 4.4.2. Soit £ = {&, k > 1}, & = {,, k > 1} deux suites gaussiennes
stationnaires de variables aléatoires de loi N'(0,1) avec un coefficient de découplage
fini. Soit a = {ax,k > 1} et b = {b,k > 1} deuz suites de nombre réels. Pour
n > 1, on pose

Sn= (ar&e +bi&}), et S={S,,n>1}

k=1

Alors 8 est une suite a accroissement d-sous-gaussien, o

ivj
d(i,j) = 2max(p(€),p(&) > (aj +b}), (4.4.2)
k=inj+1
pour i,j € N. Si en plus
+o0
Z(az + b)) < oo,
k=1

alors 8 converge dans Sub(S2), dans L, et presque strement vers la variable
aléatoire S, € Sub(Q) vérifiant
. oo 1
7(8x) < (2max(p(¢), p(&)) D (a} + b)) (4.4.3)

k=1

Démonstration. Tout d’abord notons que £ et £ ne sont pas indépendantes donc

S, n’est pas nécessairement une variable aléatoire gaussienne.
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Soit 1 < n < m et A €R, en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on
obtient

Eexp{A(Sm — 8.} < (Eexp {20 Y wx&}Eexp {2\ Y bigh})’. (4.4.4)
k=n+1 k=n-+1
Posons Z(§) = exp {2/\ > i1 akﬁk}, J={n+1,....,m} et appliquons le Théo-

reme a € et & avec Hi(z) = exp(2hapz) et HY(z) = exp(2A\bpz) (respetive-
ment). On trouve

BIZEO) < exp {200 D i} e EIZE)] < exp {20 3 12}
k=n+1 Ml

ot on a utilisé Eexp{\N(0,1)} = exp(’\z—z), en remplagant dans I’équation

on obtient

Eexp{A(Gn — £1)} < exp{\ max(p(€), p(€)) f( R,

Ceci montre que :

S est une suite a accroissements d-sous-gaussiens, ou d est la distance définie
par la relation |4.4.2, Ainsi

(S = 8u) < 2max(p(€), p(€)) f (a2 +12).

si en plus @ et b sont dans (2, alors le Théoréme montre que S converge dans

Sub(§2), dans L., et presque siirement vers la variable aléatoire S, € Sub(2) et
que ’équation est vérifiée. O

Exemple 4.4.2. Soient & = {&,k > 1}, € = {£,,k > 1} deux processus d’Orn-
stein Uhlenbeck et soit aussi @ = {ay, k > 1} et b = {b, k > 1} deux suites réelles
dans 12, considérons la suite S = {S,,n > 1} définie par S, = 37, (ar&s + bi&l).
En appliquant le Théoréme , on en déduit que S est & accroissements d-sous-
gaussiens et que S converge dans Sub(2) dans L, et presque stirement vers la

variable sous-gaussienes S, telle que

(8 < [ 255 S+ )]

69



Chapitre 4. Convergence des séries de v.a fortement intégrables

4.5 Applications a la loi forte des grands nombres

Soit b = {byk,n > 1,k > 1} une matrice réelles, dans ce dernier paragraphe, on
s’'intéresse au probleme de convergence des séries pondérées de variables aléatoires

de type
To(b, X) =Y b Xy, n>1,
k=1

quand X = {Xj, k > 1} fait partie de I'une des classes suivantes :
1. (ND) X est NOD, X;, — Sub(7;,) et A2(b,7) = Ypsq 0277 < 00,
2. (CS) X est (B, c?)-conditionnellement sous-gaussiennes et B2(b, ¢) = Y 02,.¢3
k>1
finie.

Notons que dans les deux cas T,,(b, X') est bien définie, en effet :

Soit un n > 1 fixé, posons
up(n) =2 Uo7 (resp. up(n) = i)

et u(n) = {ur(n),k > 1}, la suite {371, bux Xk, m > 1} est & accroissements

dan), 1-50US gaussiens, comme
A2(b,7) < oo (resp. B(b,c) < o0)

en appliquant le Théoréme la suite {371 b Xy, m > 1} converge dans

Sub(Q), dans L, et presque siirement vers la variable sous-gaussienne T, (b, X') =
>zt bk X

Théoréme 4.5.1. Soitn > 1, X une suite de (N'D) (resp. de (CS)), alors la suite
T(b, X) € Sub() et

T(Ta(bh, X)) < V2A,(5,7)  (resp.m(To(b, X)) < V2B (b, ¢)).

Si de plus pour tout t > 0,
t2 t2

ZeXP{_W} < oo (resp. Zexp{—ww} <o0) (4.5.1)

n>1 n>1

alors la suite T (b, X) = {T,(b, X),n > 1} converge presque sirement, dans Sub(f)

et dans L, vers 0.
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Démonstration. On suppoge que X fait partie de la classe (N'D),
T(To(b, X)) < V2A,(b, 7). (4.5.2)
Soit ¢ > 0, par 'inégalité (3.1.5)) on a

BTG 20| > 1) < 2000 { - Tp—

sous la condition (5.1) 51 P{|T0(b, X)| >t} < 0o, alors d’aprés le lemme de

Borel-Cantelli T, (b, X') converge presque stirement vers 0.

D’un autre c6té A, (b, 7) — 0 quand n — +oo, donc l'inégalité (£.5.2) entraine
la 7-convergence de la suite 7 (b, X') vers 0 et I'équivalence des normes 7 et ||.||,

implique la convergence dans L.

La démonstration pour une suite de variables aléatoires conditionnellement-

sous-gaussiennes est la méme. O]

Remarque 12. Les différents résultats obtenus sur la loi forte des grands nombres
par Amini et les autres auteurs dans le cas sous-gaussien NOD sont vérifiés par

nos théoremes et corollaires sous des conditions différentes.

Nous appliquons le Théoréme a la suite b = {bu,n > 2,k > 1}, on

N

buk = (n In'*? (n)) -

pour 1 < k <n avec 8 > 0 et b,, = 0 ailleurs.

Corollaire 4.5.1. Soit X une suite de v.a sous-gaussiennes ND (resp. (B,c)-
conditionnellement sous-gaussiennes) avec supys, T, < 00 (Tesp.SUPy>; Cx < 00),

alors
n

3 X =0,

k=1

NI

lim (n In'*? (n)) -

n—-+o0o

presque sirement, dans L, et dans Sub(§2).

Démonstration. Soit 8 >0, A2(b,7) = (nIn'"(n))=t 7, 72, posons sup,s T =

~ ainsi pour tout n > 2 fixé
A2(b,7) < (In'P(n))14? < 0.
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Ensuite il faut montrer que

21" (n
Z exp{ —7<)} < 00,
en effet d’aprés le critére de Riemann lim n? exp{— W} = 0, on obtient alors
le résultat énoncé. O

Exemple 4.5.1. Soit X = {Xj, k > 1} tel que pour tout n > 1, (X,...X,,) est
un vecteur de loi conjointe de Dirichlet, on a vu dans le Chapitre (1| que X7, ...X,
sont NOD.

Posons pour tout £ > 1, Y, = X — E(Xj) de sorte que Y = {Yy, k > 1}
soit une suite de v.a NOD sous-gaussiennes, notons que P(|Y;| < 2) = 1 alors

Supy>1 T < 2. En se basant sur le résultat du Corollaire [£.5.1) on déduit que

n——+oo

lim (nln'*(n)) %zn: X — E(Xy)) =0,

presque stirement, dans L, et dans Sub(2).
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Conclusion

L’objectif de cette these est d’établir des conditions suffisantes pour la conver-

gence des séries de variables aléatoires fortement intégrables.

La méthode utilisée fait appel au critéere d’entropie métrique de Dudley, son
principal avantage est qu’elle permet de traiter le probleme de la convergence des
séries pondérées de variables aléatoires sous-gaussiennes dans un cadre unifié et
d’affaiblir considérablement les conditions de dépendance généralement imposées

sur la suite des accroissements.

Notre approche s’est aussi révélée bien adaptée pour étudier le comportement
asymptotique des séries de variables aléatoires gaussiennes stationnaires, ce dernier
probléeme n’a pas été traité dans la littérature a notre connaissance. Les résultats
obtenus dans cette these généralisent et améliorent des résultats antérieurs obtenus

par des méthodes classiques.
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Perspectives

A TPavenir nous envisageons de compléter le travail effectué lors de la préparation

de cette these en étudiant les problemes suivants :

Probléme 1. Dans notre résultat principal (Théoreme nous avons
supposé que ;> up converge, il serait intéressant de traiter le cas ou la série
> k>1Ur = +00. Ce type de probleme peut donner lieu a un résultat de type loi
du logarithme itéré.

Probléeme 2. L’étude faite au 4" chapitre est basée sur la distance d définie
par d(n,m) = (3327, .1 ug)®. La question qui peut se poser : Peut-on remplacer
cette distance par une distance plus générale d(n, m) = h(n,m), ou h est une

fonction bien choisie.

Probléeme 3. Dans cette thése nous nous sommes intéressés aux variables
aléatoires sous-gaussiennes, on peut se demander si nos résultats peuvent étre
généralisés a la classe des variables aléatoires ¢ — sous — gaussiennes voir par

exemple Antonini et al [I7] ; Kozachenko et Buldygin[9], Chapitre 2.

Probleme 4. Les conditions suffisantes obtenues pour la convergence des
séries de variables aléatoires sous-gaussiennes négativement dépendantes, sont-elles
nécessaires comme dans le cas des séries de variables aléatoires gaussiennes (resp.

Rademacher) indépendantes, voir a ce sujet Ledoux et Talagrand [28], Chapitre 3.
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Abstract

We investigate the convergence of series of random variables with
second exponential moments. We give sufficient conditions for the
convergence of these series with respect to an exponential Orlicz norm
and almost surely. Applying these results to sequences with d-
subgaussian increments, we examine the asymptotic behavior of
weighted sums of subgaussian random variables in a unified setting.

Keywords: Almost sure convergence, maximal inequalities,
subgaussian random variables, exponential integrability, random
series.

Résumé

Nous ¢tablissons des conditions suffisantes pour la convergence
presque sire et en norme des séries de variables aléatoires appartenant
a un espace d'Orlicz de type exponentiel. Ces résultats sont ensuite
appliqués aux séries dont les accroissements sont d-sous-gaussiens.
Cette approche permet de traiter le probleme du comportement
asymptotique des séries pondérées de variables aléatoires sous-
gaussiennes dans un cadre unifié.

Mots clés: Convergence presque slre, inégalités maximales, variables
aléatoires sous-gaussiennes, intégrabilité exponentielle, séries aléatoires.
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