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Chapitre 1

Préliminaires

Théoréme 1. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue).

Soit {fn} une suite de fonctions de L*.On suppose que

a) fn(z) = f(x) p.p. sur Q.

b) il existe une fonction g € L*(Q) telle que pour chaque n, |f,(z)| < g(x) p.p. sur Q.
Alors f € LY(Q) et ||fn — fllzr — 0.

1.0.1 Dérivation au sens de Gateaux et au sens de Fréchet

Soit (E, .|| ) un espace de Banach muni de la norme ||.||5. A C E, une partie de E.
Définition 1. Soit fune fonction définie sur A a valeurs réelles.Siu € A et v € E sont tels que pour
t > 0 assez petit on ail, u+tv € A, on dit que f admet (au point u) une dérivée dans la direction v

o flut 1) = f(w)
t—0 t

st la limite suivante existe

On notera cette limite f’(u).

Remarque 1. On notera qu’une fonction f peut avoir une dérivée directionnelle dans toute direction
v € E, sans pour autant étre continue. Lorsque la dérivée directionnelle de f existe pour certainsv € E
on introduit la notion de dérivée au sens de Gateaux.

Définition 2. On dit que f: A — R est dérivable au sens de Giteaux en ug € E si elle admet au
point ug une dérivée directionnelle dans la direction de tout vecteur v de E c.a.d

F (o) (v) = i L0 ) = Fluo)

t—0+ t

Définition 3. f est dite différentiable (ou dérivable) au point ug € A ( au sens de Fréchet) s’il
existe df (ug) € L(E,R) telle que :

i f (o +h) = f(uo) — df (uo)(h)

=0
h—0 17|l

On notera que si f est différentiable au sens de Fréchet, alors f est continu.
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Pour la definition de la topologie faible sur un espace vectoriel normé, nous renvoyons a [2].
Nous nous limiterons ici a la seule notion de convergence faible.
Définition 4. Soit {x,},~, une suite de Uespace (E,||.||g). On dit que {x,} converge faiblement
dans E s’ existe un élément x € E tel que

Vf e E’nli_r{loof(xn) = f(x). (1.1)

Notation. On notera z,, — z., la convergence faible dans E.

« E N
On notera de méme z, — z, ou x, — x, la convergence forte dans E (c’est a dire la
convergence en norme).

Définition 5. Soient (E, ||.||g) et (F,|.||p) : deux espaces de Banach. On dit que F sinjecte conti-
nament dans E si F C E et 'application

g F—E

x— glx) ==
est continue, cest-a-dire sil existe C > 0 tel que, pour tout © € F
[z]lg < Cllallg -

On note F — E.

1.1 Espace de Sobolev et la formulation variationnelle des

problémes aux limites

1.1.1 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont omniprésents dans 1’étude des équations différentielles. Il s’avere
donc judicieux d’en faire une breve présentation avant d’aborder ces équations. Nous reprenons dans
cette section certains énoncés de Kavian [14] et de Brezis [2], pour une présentation plus compléte
des espaces de Sobolev se référer a [2].

Définition
Soit © un ouvert de RN, I'espace de Sobolev W1P(Q) est défini par

ou

83:1-

whr(Q) = {u € LP(Q); tels que € LP(Q) pour tout i = 1...N} .

ou les dérivées sont au sens des distributions.

L’espace W1P(Q) est muni de la norme suivante :

ou
a$i

N
lallyprogy = Il +
i=1 Lr
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WLP(€) est un espace de Banach. L’espace W12(Q) est un espace de Hilbert, il est noté H'().
1,p

WP () dénote la complétion de D(Q) dans WP(Q) i.e WP (Q) = D(Q)W (Q), pour

1 <p<oo.

L’espace WOI’p(Q) est muni de la norme induite par celle de W1P(Q).

Injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont tres utilisées, elles fournissent des inégalités entre les normes
des espaces de Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue.

Définition 6. Pour k € N et p € [1,00], on note W*P(Q) lespace des fonctions u € LP(Q) telles
que les dérivées 0%u au sens des distributions ( avec o un multi-indice vérifiant || < k) soient des
fonctions de LP.On muni WP (Q) de la norme

1
(ZO‘JO&KK Jol0%ul” dx) ) si p<oo

SUPq, ja| <k [10%ull si p=00

[ully & p =

Théoréme 2. Soient k € N* et p,q € [1 + 0. on a

1 3 1 1 1 k

1. = ——=>0, alors WkP(Q)— LYQ), avec ->->-— —
Lk (@) = L9(©) 220237 x
1 k

2 LX< aors W) 2(@)
1k k

3. TN 0, alors W9 P(Q) C LI(Q).Vq € [p, 0]

Remarque 2. Pour N =1 et p=2, Q =intervalle I borné, on a le résultat suivant
Il existe une constante C dépendant de |I| < co telle que

lull oo < Cll gy s Yu € WHP(I),1 < p < o0 (1.2)

Autrement dit, WHP(I) C L>=(I) avec injection continue ¥1 < p < co. De plus, si I est borné, on a
L'injection WVP(I) € C(I) est compacte pour 1 < p < 00.

L’inégalité de Poincaré

L’inégalité de Poincaré (du nom du mathématicien francais Henri Poincaré) est un résultat
de la théorie des espaces de Sobolev. Cette inégalité permet de borner une fonction a partir d’une
estimation sur ses dérivées et de la géométrie de son domaine de définition. Ces estimations sont
d’une grande importance pour la méthode du calcul des variations.

Soit p, tel que 1 < p < oo et  un ouvert de largeur finie (borné dans une direction). Alors il
existe une constante C, dépendant uniquement de €2 et p, telle que, pour toute fonction u de ’espace
de Sobolev W, P(Q),

I llzr@< C Il Vallor ) -

L’ inégalité de Poincaré dans le cas ot 2 = I est un intervalle de R inclus dans |-T,T[ s’écrit
pour tout u € H}(I),
lwll2<2T || Vu ||z2 . (1.3)
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Grace a I’ inégalité de Poincaré , on peut considérer une norme equivalent a ||.| ;1.2 sur Hj (I) définie
par
lull =[]l 2

1.1.2 Formulation variationnelle pour BVP

La théorie du point critique et les méthodes variationnelles se sont révélées étre des outils tres
efficaces pour déterminer l'existence de solutions pour les équations différentielles d’ordre entier.
L’idée est de trouver des solutions d’un probléme aux limites donné en recherchant des points cri-
tiques d’une fonctionnelle ( fonction d’énergie) appropriée définie sur un espace de Banach. Au cours
des 30 dernieres années, la théorie des points critiques est devenue un outil de taille pour étudier
Iexistence de différents types de solutions pour des équations différentielles présentant une structure
variationnelle, nous référons le lecteur aux livres [24], [16].

Posons I= [0,T], considérons le probléme de Dirichlet(BV P) associé & une équation différentielle
du second ordre suivant :

{u”+f(t,u)=0 tel (1.4)

u(0) =u(T) =0

Solution classique

Définition 7. Une solution classique ( solution forte) du probléme (1.4) est une fonction de classe
C? sur I vérifiant (1.4).

Selon les données de probleme (ordre de régularité de f), la formulation classique peut poser
malheureusement un certain nombre de problémes pour démontrer 'existence de solution. C’est
pourquoi nous remplacerons la formulation classique de (1.4) par une formulation, dite variationnelle,
beaucoup plus avantageuse.

La formulation variationnelle d’un probléme aux limites (elliptique) prend toujours une forme du
type : u € E  a(u,v) = L(v) ou E est un espace vectoriel , a(u,v) est une forme bilinéaire et L(v)
une forme linéaire.

Ecrire un probléme aux limites sous forme variationnelle ¢’est déterminer 'espace E ot on cherche
la solution, Trouver une forme bilinéaire a(u,v)et la forme linéaire L(v).

Considérons le probléme aux limites(1.4) . Soit u, une solution du probléme (1.4) ayant la régularité :
u € W22(I). Soit v € H}(I) quelconque. On multiplie 'équation par v et on intégre. On vérifie,
compte tenu de nos hypotheses, que cette intégration est possible. On a alors

T T
/ u”(t)v(t)dt+/ £t u(®)o (£) dt = 0 (1.5)
0 0

par intégration par parties et utilisant v(0) = v(T") = 0, on obtient :



1.1. ESPACE DE SOBOLEV ET LA FORMULATION VARIATIONNELLE DES PROBLEMES
8 AUX LIMITES

T T
/ u (t)o (t)dt = / Ft,u(t))v (t)dt (1.6)
0 0

Déterminer une fonction u € H{(I) qui vérifie (1.6)est la formulation variationnelle du probléme
(1.4).

La formulation variationnelle du probléme (1.4) a été donc donnée par E = H}(I) et a(u,v) = Lv
avec

T
a(u, v):/ u'v'dt,
0

T
va/ fudt.
0

Supposons que 'on ait résolu ce probleéme. A-t-on résolu le probléme de départ 7

Interprétation de la formulation variationnelle.

On a le résultat suivant :

Proposition 1. Soit u € W22(I). u est solution du probléme auz limites (1.4) si et seulement si
elle est solution du probléme variationnel (1.6).

et

Démonstration. . Nous avons déja montré que u est solution de (1.4) implique u solution de (1.6).
Montrons la réciproque. Soit u € H}(I) solution de (1.6). Comme 1’équation (1.6) est vérifiée pour
toute fonction v € HE(I), elle est en particulier vraie pour toute fonction v € D(I) (espace des
fonctions C'* & support compact). Ce qui permet d’interpréter (1.6) au sens des distributions. Ainsi
pour toute fonction v de D(I), on a :

T T
/ u' vdt + / fudt = 0.
0 0

Chaque élément apparaissant dans 1’équation est une distribution, on a donc

(', v') = (f,v).
Par définition de la dérivée au sens des distributions, on a :
(u”,v) + (f;v) = (W' + f,v) =0
On a donc, au sens des distributions :
u'+ f=0

On retrouve donc I’équation (1.4) mais en un sens faible. Mais de 1’égalité précédente, on déduit que
u” € L%(I) et que I'égalité a donc lieu dans L?(I) et donc presque partout. Quand & la condition
aux limites, elle est naturellement satisfaite, puisque u € Hg. O

Au lieu d’adopter une écriture variationnelle, on peut aussi chercher u € F comme fonction
minimisant une énergie ou du moins comme point critique de fonctionnelle dite équation d’énergie.
Pour le probléme (1.4), on pose

T () =L [T () dt — [ F(t,u(t))dt,
ou F(t,u) = [ f(t,s)ds.



1.1. ESPACE DE SOBOLEV ET LA FORMULATION VARIATIONNELLE DES PROBLEMES
AUX LIMITES 9

Définition 8. Soient E un espace de Banach, soit A C E un ouvert et f € C1(A,R). On dit que
u € A est point critique de f si f (u) = 0.

St u n’est pas un point critique, on dit que u est un point régulier de f.

Pour ¢ € R on dit que ¢ est une valeur critique de [ s’il existe u € A tel que f(u) = c et f'(u) =0.
Si ¢ n'est pas une valeur critique, on dit que ¢ est une valeur réguliére.

Proposition 2. Tout point critique de J est une solution du probléme (1.4) et réciproquement.

Démonstration. Pour tout u,v € Hg et h > 0, on a

T T T
T+ ho) — T(u) = /0 Lriu) + ho) 2 dt /0 F(t,u+ ho)dt — /0 [;u’(t) + R u(t))] dt

2

2

11 h 1

- / [21/2 - 51}’2 + hu’v’} dt — / [Qu’Q + F(t,u(t)) — F(t,u+ hv)] dt
0 0

h—2v’2 + hu’v’} dt — /T [F(t,u(t) + ho(t)) — F(t,u(t))] dt
0

u+hv u
i F(t,u(t) + hv(t)) — F(t,u(t))dt ~ i Jo f(t,s)ds — [, f(t,s)ds i
h—0 h h—0 h h—0 h

Par un résultat basique d’analyse on a :

hhglo T h F(tup

De la pour tout v € H}

i T+ ) = T (w)

h—0 h

T
- / e ()0 (£) — £t u(t))o(t)] dt

D’ou

Soit u est un point critique de J
pour tout v € H}

ce qui implique
T T
[ awre= [ seawmod
0 0
Nous retrouvons (1.5), et le résultat en découle. O

Un outil essentiel dans le calcul variationnels, une condition de compacité est la condition
de Palais-Smale, c’est une condition a priori, a vérifier pour la fonctionnelle . Elle est utilisé pour
montrer I'existence des valeurs critiques dans plusieurs cas.

Définition 9. On appelle suite minimisante de J dans A une suite {u,} d’éléments de A telle
que lim J (u,,) = inf J(x).
Définition 10. Soit E un espace de Banach et f : E — R. On dit que J vérifie la condition de

neN
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Palais-Smale (au niveau c) et on le note (PS).,si de toute suite (uy,), de A telle que

J(up) — ¢ dans R et J'(up)—0 dans E

)
on peut extraire une sous-suite convergente.

Remarque 3. La condition de Palais-Smale ne préjuge pas de lezistence d’une valeur critique. Elle
dit seulement que si on a une telle suite (u),, celle-ci est nécessairement relativement compacte. Pour
lutiliser effectivement de fagon utile, il faudra pouvoir démontrer par un autre biais qu’une telle suite
existe.

Les deux hypotheéses sont indépendantes. En effet, méme si ¢ = infx J, on peut parfaitement avoir
une suite minimisante (uy,), telle que J'(uy,) - 0. Il suffit de prendre :

E =R, J(u) = sin(u?),

1 et ST 4 onm ) X
c=—-1 et u,=|—+2nnw -,
2 2

V2nm

on a
T(up) — =1 et J'(up) — 2.

Théoréme 3. Soit J : X — R une fonctionnelle de classe C' bornée inférieurement et ¢ = inf J.
Supposons que J satisfait la condition (PS).. Alors ¢ est atteint en un point xo € X telle que
J'(x9) = 0.

Remarque 4. Ce dernier théoréme a une généralisation basée sur une autre condition (PS) intro-
duite par G. Cerami [5] .

Un outil essentiel permettant de démontrer des résultats d’existences de solutions pour des
problémers admettant une formulation variationnelle est le théoréeme du col utilisé dans ce mémoire
comme moyen pour établir la solvabilité des BVP considérés.

1.1.3 Le théoréeme du Col de la montagne

Le premier exemple de construction de valeur critique par le procédé de minmax est le théo-
réme du Col de la montagne ( en anglais Mountain Pass Theorem) qui exprime trés bien le contenu
du résultat et sa démonstration : si on se trouve en un point A dans une cuvette a une altitude hy,
entourée de montagnes d’une altitude supérieure ou égale a h > hg; si on veut aller a un point B
située en dehors de la cuvette au dela des montagnes, et a une altitude h; < h, il existe un chemin
passant par un col et conduisant de A & B. Pour le trouver il suffit de prendre parmis tous les
chemins allant de A & B, celui qui monte le moins haut.

Théoréme 4. (Ambrosetti & Rabinowitz, 1973)

Soit X un espace de Banach réel et J € C*(X,R) Supposons que J satisfait la condition (PS), et
(i) J(0) =0

(i) il existe des constantes p > 0 et a > 0 telles que J(u) > « st ||u]| = p,

(iii) il existe e € X, |le|| > p, tel que J(e) < 0. Alors J a une valeur critique ¢ > « qui peut étre
caractérisée comme suit

;= inf t
c ?epfg[%iﬁ“”( )

o

I'={yeC([0,1], X) : v(0) = 0,7(1) = e} .
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Remarque 5. a) On comprend mieux pourquoi ce théoréme s’appelle théoréme du Col, quand on
interpréte géométriquement ou plutét géographiquement les conditions (i) a (iii) dans le cas ou
X = R? et J(u) représente laltitude dans R3 d’un point u. Les conditions (i) et (i) signifient que
Uorigine est placée dans une cuvette entourée de montagnes d’altitude au moins . La condition iii)
signifie qu’au deld de ces montagnes existe un point e situé moins haut que les dites montagnes,
disons dans une vallée. Par conséquent, il est intuitivement clair que [’on peut joindre continiment
0 a e en passant par un col de montagne et la construction du min-max nous dit comment faire :
il suffit de regarder laltitude mazximale atteinte sur chaque chemin et de choisir un chemin qui
minimise cette altitude mazximale.

b) Il faut toute fois faire attention d lintuition montagnarde. Ainsi, le théoréeme du Col est vrai
méme si J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale quand X = R (par le théoréme des valeurs
intermédiaires et celui de Rolle), par contre il est fauxr quand X = R?, c’est-a-dire qu’il peut ne pas
exister de col car la borne inférieure de laltitude mazximale sur les chemins n’est pas atteinte. Ainsi,
par exemple, la fonction

J(xy,29) = 23(1 + x2)* + 25

n’a clairement qu’un seul point critique sur R?, a savoir l'origine ou J = 0. Ce point critique est
un minimum local, donc une cuvette entourée de montagnes, et l’on peut descendre encore plus
bas a Uextérieur de la cuvette car infre J = —oo. C’est donc un exemple de fonction présentant
un seul point critique, qui est un minimum local mais pas global. Comme il n’y a pas d’autre point
critique que le minimum local, c’est donc qu’il n’existe pas de col pour sortir de la cuvette. Cela ne
peut se produire que si les chemins minimisants partent vers l'infini. Cette perte de compacité est
évidemment liée au fait que J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale au niveau de l'inf-maz.

Le situation du théoreme est expliqué dans la figure ci-dessous.

FIGURE 1.1 : Graphe de J dans X x R

1.2 Quelques notions sur le calcul fractionnaire [13]

1.2.1 Fonction Gamma

L’une des fonction de base dans le calcule fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler qui
prolonge le factoriel aux valeur non entiéres.

Définition 11. La fonction Gamma d’Euler est définie sur C par l'intégrale suivante

I'(z) = /000 e "uw T rdu ou (Me(z) >0),
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Propriétés

1 Une propriété importante de la fonction I'(z) est la relation de récurrence suivante :
I'(z+1)=2I(2)
2 La fonction Gamma généralise le factoriel i.e :

I'(n+1)=n!

1.2.2 Fonction Béta

La fonction Béta est définie par I'intégrale suivante

1
B(a, B) :/0 w1 —u)’ldu

La relation entre la fonction Gamma d’Euler et Béta d’Euler est donnée par

1.2.3 Intégrale et dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 12. Soit u € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a,b] On définit I’intégrale fraction-
naire d’ordre oo > 0 au sens de Riemann-Liouville (6 gauche) notée Jfu(t) par

1 t
diu(t) = m/ﬂ (t — s)* tu(s)ds, t € la,b.
Définition 13. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre o > 0 est définie
par

b
diu(t) = ﬁ/t (s — )* tu(s)ds, t € la,b).

Théoréme 5. [13] Si f € L' ([a,b]), alors IS f existe pour presque tout t € [a,b], et de plus
I¢ € L' ([a, b))

Définition 14. Soit u une fonction définie sur [a,b]. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville a gauche notée Dy est définie par

o dr n—o 1 " ! n—a—1
Diult) = S u(r) = den/ (t — 5)"Lu(s)ds

Définition 15. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre est définie par

/tb(s — )" ty(s)ds

1.2.4 Propriétés des opérateurs fractionnaires

Un des intéréts du calcul fractionnaire est qu’il généralise certaines propriétés des dérivées et
intégrales classiques : la dérivée fractionnaire de l'intégrale du méme ordre redonne l'identité, la
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dérivée d’une dérivée redonne sous certaines conditions une dérivée, 'intégration par parties reste
valable

Dans la suite, nous donnons quelques résultats utilisés dans ce mémoire pour les démonstrations et
pour plus de détails nous référons le lecteurs & [13].

Proposition 3. Soit a, 3 >0 et u € L'[a,b] alors

L7 (T u(t) =a I ult)  tE a,l]

et
A (AP u(t)) = 12T Pu(t) € la,b]

Proposition 4. Soit a > 0 et u € L*[a,b] alors
D (L u(t)) = u(t) t € [a,b]

et
Dy (dyu(t) =u)  t€a,b]

Proposition 5. Soitn—1<a<n

3

o o k—a (t — a)aik
ol (oD u(t)) = u(t) — ol " u(®)],_, I'lo—k+1)

n _1\n—k(p _ t\a—k
i ((Dyu(t)) = u(t) — Z [tlfiau(t)]tfb ( ;)(Oé fz thi) ’

1.3 Structure variationnelle pour FBVP

Récemment, on discute des équations comprenant des dérivées fractionnaires a gauche et a
droite. Outre leurs applications possibles, les équations avec dérivées gauche et droite sont un champ
intéressant et nouveau dans la théorie des équations différentielles fractionnaires. Dans ce sujet, de
nombreux résultats sont obtenus dans le cadre de I’existence et de la multiplicité des solutions des
équations différentielles fractionnaires non linéaires en utilisant des techniques d’analyse non linéaire,
telles que la théorie du point fixe [4] (y compris ’alternative non linéaire Leray-Schauder), la théorie
du degré topologique [11] et la méthode de comparaison [29] (y compris les solutions supérieures et
inférieures et la méthode itérative monotone) et ainsi de suite. Motivé par les travaux classiques,
la théorie du point critique a été une approche efficace pour aborder 'existence de solutions pour
des problemes aux limites fractionnaires faisant intervenir les dérivées fractionnaires a gauche et a
droite voir [12] et [7].

Pourquoi des équations avec dérivées fractionnaire a gauche et a droite ?
Vincent J. Ervin et John Paul Roop ont étudié I'approximation de Galerkin pour I’étude de I’équation
de dispersion d’advection fractionnaire a ’état stationnaire (FADE) suivante

Da(p.D;? + qIDfﬁ)Du +b(z)Du + c(x)u = f; (1.7)

D représente la dérivation classique, ,D;#,, Dy p , opérateurs intégrales fractionnaire, avec 0 < 8 <
1, 0<p,qg<1telle que p+ q=1.
L’intérét pour (1.7) découle de son application comme modéle pour des phénomeénes physiques pré-
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sentant une diffusion anormale, c’est-a-dire une diffusion non modélisée avec précision par I’équation
de dispersion d’advection habituelle. La diffusion "anormale" a été utilisée dans la modélisation de
la dynamique turbulente et chaotique des systémes conservateurs classiques. En viscoelasticite, les
opérateurs différentiels fractionnaires ont été utilises pour décrire les équations constitutives des
matériaux [15]. Récemment, les articles impliquant des opérateurs différentiels fractionnaires sont
apparus dans Physics Today [25]. L’application importante est celle du transport de contaminants
dans 'écoulement des eaux souterraines. A ce jour, la plupart des techniques de solution pour les
équations impliquant des opérateurs différentiels fractionnaires ont exploité les propriétés des trans-
formées de Fourier et de Laplace des opérateur .

La méthode des différences finies a également été appliquée pour construire I'approximation numé-
rique [28]. D’autres documents dans la littérature étudient approximation de Galerkin et ’analyse
d’erreur associée pour le FADE.

Il ya deux propriétés qui rendent difficile I'application du calcul de variation aux équations différen-
tielles fractionnaires . Ces propriétés sont

(i) les opérateurs différentiels fractionnaires ne sont pas des opérateurs locaux,
(ii) ladjoint d’un opérateur différentiel fractionnaire n’est pas le négatif de lui-meme.

En raison de (i) et (ii), la détermination d’espace de fonctions correct pour la solution variationnelle
n’est pas évident.

Dans [7] les auteurs introduisent, en relation avec la dérivée fractionnaire gauche, Pespace J§ et
I'espace J§ correspondant a la dérivée fractionnaire a droite et relient relie ces espaces a I’espace de
Sobolev fractionnaire H“ & travers un espace intermédiaire J& de mouvement brownien. Cela donne
lieu & un mouvement superdiffusant.

En imposant des conditions sur ’ordre de dérivation ils montrent une équivalence entre la structure
d’espace de Sobolev fractionnaire et les espaces Ji*, Jg, Ji.(voir théoréeme 2.1, théoréeme 2.3, théo-
réme 2.13) dans [7].

Dans ce mémoire nous étudions, le probleme fractionnaire non linéaire de Dirichlet donné par :

(1.8)

1
oll @ € (57 1) et f: R — R vérifie des hypothése qui sont spécifies dans la suite.

1.3.1 Espace de Sobolev d’ordre fractionnaire s € R

Considérons 'opérateur

(I - 2)3f(z) = (2m)F / e (14 [¢*) D f(€)dg, Yo € R”
ou f (&)= transformée de Fourier de f.

Définition 16. Soient 1 < p < oo et s € R. L'espace de Sobolev H;(R") est l'image par (I —
A)/2) de LP(R™) dans S’ (R™)espace des distributions tempérées. Cest un espace de Banach pour la
norme héritée de LP(R™) :

1y = || (1 = 2) @5

L’
1l est a remarquer que
{H;(]R”) =LP(R")  si s=0,
HS(R™) = WNP(R") si s=N
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Gréce au travail V. Ervin et J. Roop [7], en particulier le théoréme (2.13) dans [7] ol il montre
I’égalité entre 'espace de Sobolev Hg([0,T7]) et 'espace J¢, qui est noté Eg"” dans les travaux de
[12] et [27] est établie. Cet espace EG™" est défini comme suit,

Espace E;"”

Afin d’établir une structure variationnelle pour FBVP (1.8), il est nécessaire de construire des
espaces fonctionnels appropriés. Désignons par C* ([0, T],R ) l'ensemble de toutes les fonctions
u € C* ([0, T], R) avec u (0) = u(T) = 0. Le résultat suivant exprime le fait que I’ opérateur
intégral fractionnaire de Riemann - Liouville de 'espace LP(]0, T], R) a ’espace L? ([0, T], R),est
borné, ot 1 < p < 0. Il convient de mentionner ici que les résultats similaires ont été présentés dans
[13] . Pour la preuve de la proposition suivante voir [13]

Proposition 6. Soit 0 < a <1 et 1 <p < oco. pour tout u € LP([0,T],R),on a

| Dy (1.9)

T
0 uHLP = m || ||Lp .

Suite & (1.9), pour tout u € C([0,T],R) et 1 < p < oo, on a u € LP([0,T],R) et Dyu €
LP([0,T],R). Par conséquent, l'espace E; P peut étre construit en utilisant la LP-integrabilité de la
derivée fractionnaire.

Définition 17. ([10]) Pour 0 < a <1 et 1 < p < oo. L'espace fractionnaire EGY est défini par la
fermeture de C§°([0,T],R), par rapport da la norme ||.|, i€ :

Eyr =g 0,1] e,

ot |||, ,est définie par :

T T 1/p
= (/ |u(t)\pdt+/ |0D;"u(t)pdt> , pour u € EP. (1.10)
0 0

Il est clair que l'espace Ey'? est 'ensemble des fonctions u € LP([0,7],R) possédant une derivée
fractionnaire d’ordre a,D§u € LP([0,T];R) et u(0) = w(T") = 0.

Proposition 7. [10] Soit 0 < a <1 et 1 < p < co. L'espace Ey " est réflexif et séparable.

On note B~ = E5"*.
Proposition 8. [10] Soit 0 <a <1 et 1 <p < oo. pour tout u € Eg'*, si a > % alors

ol (D7 u(t)) = u(t).

1

Proposition 9. [10] Soit 0 < a <1 et 1 < p < oo. pour tout u € Eg'*, si a > 5 alors

TOt

Jullze < g7 100l (111)
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; Ll 1
sza>petp+q , ON @

T %
T(a)((a—1)g +1)7

lufl» <

1oD7 | v (1.12)

D’aprés (1.11), on peut considérer une norme équivalente a (1.10) sur Eg'* définie par

[ullap = oDl 2o -

Proposition 10. [10] Soit 0 < a <1l et 1l < p < co.si a > % et {up} — u dans u € Ey’?.Alors
up — u  dans CI[0,T] ,i.e
lup —ull,, — 0, &k — oo.

1.3.2 Formulation variationnelle de probléme fractionnaire

La formule dintégration par parties est une des propriétés extensibles aux opérateurs fraction-
naires mais la encore sous certaines restrictions. Cest ici quapparaissent inévitablement les opérateurs
& droite. Dans [13] apparait une formule dintégration par parties, mais elle requiert plusieurs condi-
tions. Nous préférons donner ici une version simplifiée avec des conditions explicites que nous avons
trouvé dans [27].

Théoréme 6 (intégration par parties). Siu € LP[0,T],v € L9]0,T] avec

1 1
p>l,g>let—-—+-<l+a
p q

ou 1 1
p#FLg#FlL—+-=1+a
P g
Alors
(D¢ “u,v) = (u,e Dy "v) (1.13)

Et

(Dfu,v) = (uy Dgv) 0<a <1 (1.14)
avec

u(0) = uw(T) = 0,u' € L*°[0,T],v € L'[0,T]

ou

v(0) = v(T) = 0,v" € L*=[0,T),u € L*[0,T]

Remarque 6. Les opérateurs intégrales a droite et a gauche de Riemann Liouville fractionnaires
sont adjoints dans le sens L?.

Nous allons établir la formulation variationnelle du probléme aux limites (1.8), on considére
comme dans le cas classique, on multiplie (1.8) par une fonction test v € D(I), On obtient

D7 (D7 u(t))v = f(t, u(t))v,
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et d’apres (1.14) on a
T T
| DieDrueypo = [ (Dpu®)eDFule)r,
0 0
d’ou

T T
/ (oDeu(t)) (D o(t))dt = / F(t u()o(t)dt,
0 0

I’équation (1.15) est une formulation variationnelle du probléme aux limites (1.8).

(1.15)
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Chapitre 2

Recherche de solutions pour un
BVP par approche variationnelle

Dans ce chapitre , nous étudions 1’ existence de solutions faibles du probléme de Dirichlet
suivant

{—u”(t) = f(t,u(t), 0<t<T (2.1)

u(0)=u(T)=0

ou f vérifie les hypothese suivantes

(H1) (i)f : R — R est continue en u et mesurable en t .
(i) f(t,u) = o(Ju|) quand u — 0,

(iii) il existe p > 1, il existe des fonctions aj,az > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 7
|f(tw)| < ai(t) + az(t)|ulP Yu € R.
(H2) Soit pour tout u € R,  F(t,u) = [, f(t,s)ds. Il existe 6 > 2 et Rg tel que
0<O0F(t,u) < f(t,u)u  silu| > Rp.

Bien siir, ce probleme a toujours la solution triviale u = 0 et nous intéressons a ’existence de
solution non triviale .

Dans ce qui suit on désigne par H} I'espace de Sobolev des fonction u € W12 vérifiant la condition
de Dirichleté u(0) = u(T) = 0. on peut définir la fonctionnelle d’énergie associée au (2.1) J : Hi — R
par

T
T(u) = /O F(u’(t))Q—F(t,u(t)) dt. (2.2)
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Lemme 1. La fonctionnelle J est bien définie et de classe C' sur H}, sa dérivée est la fonctionnelle
J'(u)définie par :

T
T ()0 = / [/ ()0 () — f (¢, u())o (b)) dt. (2.3)

Démonstration. De (H1) J est bien définie sur Hg.

Pour la différentielle de J voir proposition (2) chapitre 1.

Montrons que J est différentiable au sens de Fréchet

Nous commencons par rappeler la différentlablhte de la norme dansL?([)

L’application J; : L?(I) — R définie par : fo t))2dt est différentiable en u € L2(I) et
on

duJi(h) = Ji(h) = /0 ’ 2u(t)h(t)dt,

en effet,

T T T
/O (u(t) + h(t))2dt — /O (u(t))2dt — / ut)h(t)dt

0

T
Ji(u+ B) — i (u) — /O ut)h(t)dt

T

- / (h(t))2dt
0

= ||hll3.

Ce qui entraine que,

Ji(u+h) = Ji(u) — [ 2u(t)h(t)dt
= MAllzz =0

1m
Al L2 —0 ]l 12 ||han

Par sulte nous obtenons la différentiabilité au sens de Fréchet de la fonctionnelle définie sur H} (1)
par — fo ))2dt.
Montrons la différentiabilité de application u — I(u) = |, I'p (t,u)dt c-a-d on montre

0
r@) _

1m =
ol —s0 [|v]]

. avec

r(v) =1I(u+v)— / f(t, w)vdt.

Tout d’abord, nous remarquons
'd
F(t,quv)fF(t,v):/ e (tu+xvd:c*/ ft,u+ zv)vde,
0 X
pour tout u,v € Hg
T
I(u+v) — / ft, u)vdt = / (F(t,u—i—v)—F(t,u))dt—/ flt,w)vdt
0

:/OT [/01 (f(t,u+xu)—f(t,u))vd4 it

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit donc que
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DO =

T
I(u+v)—I(v) —/0 ft, w)vdt

swmm[ATLAVfwu+xw—¢vﬂmd42ﬁ]

Or, toujours par Cauchy-Schwarz, on a

2

{/01 (f(t,u+ zv) —f(t,u))dx] < /01 (f(t,u+2v) — f(t,0))? dz

Donc on a finalement obtenu ’estimation

T 1
I(U+v)—1(v)—/0 [t wvdt S/O [t u+zv) = ft,w) g2 |[v]| 2 do

1
< [ W 20) = £t ]2 ol gy da
0

alors

T(U) S/l ||f(t’u+$7])_f<t7u)”[/2dm
H} 0

o]

Pour chaque z fixé et par continuité de f

. 2 _
nhl)nm|f(t,u+xvn) — ft,u)|" =0

et
|t u+zv,) = f(tw)]* < 4| f]l, € L0, T).

Le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue nous donne donc le résultat.
A l'aide du méme type d’arguments, on vérifie que l’application u — J’ est continue, et par suite
J est différentielle aux sens de Fréchet. O

Afin de pouvoir appliquer les techniques du calcul de variations ,il est tout d’abord important
de se demander comment se comporte les suites de Palais-Smale de .

Proposition 11. Sous(H1), la fonctionnelle J vérifie la condition de Palais-Smale.

Démonstration. Soit (un)nen une suite dans Hg telle que {7 (un)},,cy est bornée et 7' (u,,) converge
vers 0 quand n — +ooi.e. il existe une constante ¢; > 0 et une suite {5n}neN C Rt avec e, — 0
quand n — +oo tel que , pour n assez grand et pour tout v € H},

/T [1(1/ (t)? — F(t,u (t))} dt| <e¢ (2.4)
0 2 n y Un >~ C1, .
et
T
A[%mww—fw%mwwMtS%mw (2.5)

Nous allons montrer que (uy,)nen est bornée dans H&.
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Considérons

car le troisiéme terme est positif et borné par une constante indépendante de n d’apres (H2).

D’autre part, on a pour v = u,, dans (2.5)

En

<c + 7

() = T () ] (2.)

De (2.7) et (2.8) découle que

1 1 En
(5-7) Il <1 5

ce qui implique

1 1 €
(2 - 9) HUHHQ - ?n HunH <a (29)
comme 6 > 2 si 'on suppose que lirri |lun|| = +o00, on arrive a une contradiction avec (2.9), par
n—-—+0o0

suite (un)nen est bornée.

Nous sommes maintenant prét pour étudier la condition de Palais-Smale ; montrons que (uy, )nen
converge fortement dans H}. D’aprés (2.3) nous avons

T 5 T
(T (un) = T () st — u) = /0 |y, — ' dt — /0 [f (& un(t)) = f(t u(t))] (un(t) — u(t)) di(2.10)

puis que (uy)nen est bornée dans H}, de la réflexivité de Hi on peut extraire une sous suite qui
converge faiblement vers un élément u € Hg (u,, — u dans H}), pour la simplicité des notations,
on dénote encore cette sous suite par (u,)nen et par théoréme d’injection de Sobolev on a :

U, — u dans L?

D’apres inégalité de Holder on a

T
/0 (& un () = f(t u(t)) (un(t) —u(t))[dt < |[f(Eun () = f(Eu(®)l] g2 [un(t) = ul®)]] 2

Et comme
llun(t) —u(®)|[L: — 0

Alors r
/O Lf(tun(t) = f(tu®)] (un(t) —u(t))dt — 0,. (2.11)

n—roo

De lim;, 00 J' (uy) = 0 et u,, — u, on a

(T (un) =T (u), (up, —u)) = 0, quand n — . (2.12)
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(2.12)et (2.11) et u,, — u dans L? (I) entrainent que, (uy, )nen est fortement convergente vers u dans
H}, ce qui signifie que J satisfait la condition de Palais-Smale. O

Proposition 12. La fonctionnelle J a une géométrie du col de montagne.

Démonstration. par définition de J, nous avons J(0) = 0.
Sous (H1) (ii), on a

2
Ve > 0,36 >0 tel que \u|§5:>\F(t,U)|S5%,

et d’apres(H1) (iii) ,il existe une constante A = A(d) tel que |u| > § implique
|F(tu)| < Alu"™
Combinons les deux estimations, on obtient
()| < Slul® + Alul*,
on a donc
T(w) 2 3l — Sl - AlelZh,
et par I'inégalité de Poincaré et 'injection de Sobolev, il vient que
lullze < 2Tully,

il vient alors

1 9 1
Ty > gl 25 ullfy — ACT 2 (213)
11 .
2 (5 - §€2T - AC”’JF1||qu;[S )||uH§IS (2.14)
. 1 1 a .
Il suffit de choisir € de sorte que (5 —Te) = 7 comme p > 1 il existe pg > 0 tel que si |Ju|| < po
alors 1
+1 ~1
ACP HUHI;I(% < 3
Ainsi
Ly oo
J(w) = gllullzy  lull < po,
en particulier si ||ul| = po
L,
J(u) 2 P =

Nous allons établir que J est minoré.
Montrons tout d’abord que F croit au moins aussi vite que|u|? c’est-a-dire-dire qu’il existe C' > 0

F(t,u) > Clul’ (2.15)

Ceci résulte en fait '’hypothese (H3). En effet
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dF (¢
0 <OF(t,u) < %u si Ju| > Ro,

d
qui implique %(M’GF(t,u)) >0  siul > Ro,

(2.15) découle aisément.

On peut alors utiliser un argument d’homogénéité.On a pour u € H¢,

J(Au) = %2 fOT u?dt — fOT F(Qw)dt < %2 fOT u2dt — \? fOT|u|9 (par 2.15),
comme 0 > 2 si u # 0 on voit que
J(Au) — —oco  lorsque |A\| — +o0
il suffit de choisir un vecteur v non nul quelconque, et poser e = Au pour \ assez grand.

Nous venons de vérifier que les conditions du théoréeme de col sont satisfaites, on peut donc dire si
¢ > « est une valeur critique de J et par suite elle est une solution non triviale de (1.4). O
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2.1. EXEMPLE

2.1 Exemple

Considérons le probléme suivant

—u = u* 2<A+1
u(0) =u(T) =0

1¢7¢étape :Mise sous la forme variationnelle

Introduisons la primitive F' de f

u u 1
F(t,u) = ds = AMsds = —— [uMT.
() = [ s = [P s = s

On vérifier que f satisfait les hypotheses
) ‘ulAfl U
lim = 0.
u—>0 U

On vérifier (H2)

A+l 0 A+l
uf(u) = |ul** 2m|u| -,

(2.16)

et comme A+ 1 > 2, il existe une constant 6 telleque 2 <6 < A+ 1, d’ou le résultat

nous introduisons maintenant la fonction J définie sur H} par

1 (T /2 1 T A1

et T -
T (w)v = (T (u),u) :/ uw'v'dt —/ > wwdt.
0 0
2¢m¢étape La suite de Palais Smale est bornée.

Soit {u,} une suite de Palais Smale pour J, 3¢ > 0 tel que

J(un) — ¢,

1T (wn)ll g2 — 0

D’autre part,pour v = u,

j/(un)un = <\.7/(un)7un>

T 5 T
:/ | dt—/ L dt
0 0

< T () flun |-

(2.17)

(2.18)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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En multipliant (2.22) par

PR et en ajoutant (2.17), on obtient

1 , 1 1 T
j(un) - m <j (Un)aun> = <2 - )\+1> /0 ‘Un‘ dt.

D’ou

A—1

(5o ) Tl < 17+ 1 ) )

1
< Ry
<c+ N+ 1 1T (un) || Nl
<c+dfunl,

il résulte que (u,) est borné.

3cmeetape on montre que J'(u) =0

on a

T T
lim J'(up)v=0= / u,v'dt — / U} upvdt — 0 quand n —s oo,  (2.24)
0

n—>oo 0
d’autre part, on a (u,)nen est bornée dans H{, on peut extraire une sous suite qui vérifiée
u, — @ dans Hj, (2.25)
par la définition (4) , Vv € H} ,on a
T T
/ u,v'dt — / u'v'dt, (2.26)
0 0
et de (2.25), il existe sous suite telle que

U, — u dans LY V8, (2.27)

alors par la définition de convergence faible ,il vient que

T T
/|un|**1undt—>/ u) > udt, (2.28)
0 0

(2.24), (2.26) et (2.28) ,d’ou le résultat.

4°™¢etape on montre que J vérifie les conditions de Palais Smale.

Comme {u,}, est bornée dans H}, de la réflexivité de H{, on peut extraire une sous suite tel
que
Uy — U dans Hé,

et par théoreme d’injection de Sobolev, on a :
un — u dans L%(I),
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et d’autre part, on a

T T
(T (un)stuy, —u) = / ul, (ul, —u')dt — / tn |t (uy — )t (2.29)
0 0

T T
(T (W), — ) = /O o, — ) dt— /0 Y wun — u)dt, (2.30)

de (2.30) et (2.29) , il vient que

(T (un) — T (), tun — ) = /OT () — ') dt — /OT (|un|)‘_1 tm — [u u) (up — w)dt,

comme nliﬂmoo lun —ull, =0, et

T T
/ (lun* ™ = ™ ) (= )t < i uHoo/ (Jun* " 0 = ) d,
0 0

alors

T
/ <|un|)‘_1 Uy — |u*! u) (U, — u)dt — 0,n — 00, (2.31)
0

de plus u,, — u , d’ou

(T (un) = T'(u), un —u) — 0, (2.32)
il résulte de (2.32) et (2.31) que

i =l gy =0,

et la condition de Palais-Smale est satisfaite.

Montrons que J est minorée
On a

1 (T 1 T

L

1 2 A1
= Sl — g I3 (239

comme 2 < A + 1 par injection compact de Sobolev

lullpres < Cllullgy
il vient alors

1, 2 CAM A 2 (1 C*M! A—1
) 2 Sl — Sl = iy (5~ ).

il existe pp > 0 tel que, si |ju|| = po, alors

1 C«)\+1 A1
> Sl (.
I (@) = oo (2 o7 ool )
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1
A+1 — 2 CMl
on choisit p < min £0, (26:')—“”-> A 1 y et a = % - mpé\-‘rl,
et alors
Jw) >za si ul=p

comme A+ 1 > 0 alors

1
fu > jul” = F(t,u) > D [ul’

1+A T 142

Par homogénéité

j(&u)zgz/T|u’|2dt—1/T§u|”1dt< 52/T|u’|2dt—D|§u|"
2 Jo A+1J, =2 Jo

comme 0 > 2 et si u # 0 on voit que

J(u) — —o0 lorsque |§] — £o00

il suffit de choisir un vecteur v non nul quelconque, et de poser e = £u pour £ assez grand.

Puisque les hypotheses de théoréme du col sont satisfaites ,on peut donc dire que ¢ > a > 0

est une valeur critique de (2.16).
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Chapitre 3

Recherche de solutions pour un
FBVP par approche
variationnelle

Ce chapitre est consacré a I’étude de l'existence des solutions faibles du probléeme aux limites
pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire avec des conditions de Dirichlet (FBVP) :

{tD%(on‘u(t)) = f(t,u(t)) (3.1)

u(0)=u(T)=0

1
ou o€ (5, 1) et f:]0,T) x R — R vérifie les hypothése suivantes :
(H3) fe€C([0,T] xR)

(H4) il existe une constant ¢ > 2 telle que
0 < 0F(t,u) < f(t,u)u pour tout ¢t € [0,T]etu € R — {0}.

o, F(t,s) = [5 f(t,u)du est la primitive de f.
Les domaines de recherche sont actuellement si variés qu’il semble difficile d’avoir un apercu complet,
Motivé par les travaux classiques présentés dans le chapitre précédent, la théorie des points critiques

est utilisée pour aborder l’existence de solutions pour le probleme (FBVP) (3.1).
Définition 18. Soit u € E est une solution faible de (3.1) si

T T
/ oD u(t) Do (t)dt = / Ftu(t))v(t)de Yv e E* (3.2)
0 0

De (3.2), on peut définir la fonctionnelle d’énergie associée a (3.1) J : E“ — R par

1

J(U):§

T T
| o~ [ Py (3.3)
0 0
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Lemme 2. Si f vérifie (H4) alors pour tout t € [0,T], les inégalités suivantes sont vérifiées

u

F(t,u) < F(t, ﬁ)u9 si 0<|ul <1, (3.4)
(7
et v
F(t,u) > F(t, m)u(’ st |ul > 1. (3.5)

Démonstration. On a d’aprés (H4) et pour tout o €]0, 00 :
OF (t,ou) < ouf(t,ou).

Soit h(o) = F(t,ou).
Montrons tout d’abord

%(h(g)a*‘?) >0 (3.6)
ona:
(o) = %(t,au) =uf(t,ou)

Et il résulte que :

di(h(a)a_e) =W (0)o % =057 h(o) = uf(t,ou)o~? — 00 1 F(t,0u)
o
D’ou l'inégalité (3.6).

1
Maintenant, on intégre (3.6) de 1 jusqu’a — pour conclure (3.4),

Jul

1
S oo™ =

et d’apres la définition de h et (3.6), on conclut (3.4).

De méme, on conclut (3.5) en intégrant de Tl jusqu’a 1. O
u

Lemme 3. Soit m = inf {F(t,u) : t € [0,T), |u| = 1}. Alors pour tout £ € R — {0} et u € E* — {0},
on a

T T
/ F(t, ult))dt > m \gﬁ/ lu(®)|’ dt — Tm.
0 0
Démonstration. Pour chaque £ € R — {0} et v € E®, on définit les ensembles suivants
A={te0,T]/|gut)| <1},

et
B={te[0,T]/[Cu(t)| = 1}.
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D’aprés (3.5), on obtient

.
/0 F(t, cu(t))dt = /A F(t, €ut))dt + /B F(t, u(t))dt
> /B F(t, cu(t))dt

> [ Fee e o) ar
>m [ leutt)

T
=m u 0 —m u 0
- / eu(t)|” dt /A|s )° dt

% dt

T
zm\gr’/ lul? dt — mT.
0

O

Lemme 4. Sous I’hypothése (H3) la fonctionnelle définie par (3.3) est bien définie et de classe O,
i.e J € CL(E*R)et

T T
J' (u)v :/0 ODf‘u(t)ODf‘v(t)dt—/o ftu(t)v(t)dt  Yve E® (3.7)

Démonstration. 1l suffit de démontrer que la fonctionnelle G : E* — R définie par

T
Glu) = /0 Pt u)dt

est C1(E*, R)
On démontre que G est différentiable au sens de Fréchet i.e

r)] _

H'UHQ—)O ||’UHa o

r(v) = /0 (G + v) — G(uw)] dt — /O Ftu())vdt

On peut écrire

Glu+v)—Gu) = /0 %G(u—l—xv)dm

Alors
r(v) = Gu+v) — G(u) — /0 Ftu())vdt

/OT Uol (f(t,u+m)f(t,u))vd4 dt

Il résulte que

i< [ : [ / (Lt ) — £t |v|dx] d,
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puisque f est continue alors
2 2
|f(tu+zv) = f(t0)]" < 4S5 -

D’apres le théoréme de Fubini et 'inégalité de Holder on a
1[ T
ol [ [ s a0 = s o] | ds
o |Jo
1
< [ Mt a0) = £t o2 do
0

T 1
S Y a0 = sl ol da

D’ou

o 1
||quﬁ) - F(Z+ 5 /O 1f(tu+ 2v) = f(t,u)l] 2 do

pour chaque z fixé et soit v,, € E* telle que v,, —> 0 on a
T
lim |f(tu+ zvn) — f(Ew))* dt =0

1
1F(t w4 2vn) = F(6 ) < (£ u+2va)] o + 102 < 201f],0 T2 € LY.

D’apres théoreme de convergence dominée
T
lim £t u+av,) — f(t,u)|| 2 dt =0 = ||f(t,u+zv,) — f(t,u)| ;2 — O dans L'0,T].

n—=o0 0

D’ou le résultat.

Prouvons maintenant que G’ est continue.
Soit {vy,} € E* telle que v,, — 0 d’aprés proposition (10)

vp — 0 L%et v, —0 pp sur [0,7]
et puisque f est continue alors
ftu+wvn) — f(t,u) pp sur [0,T],

Ce qui implique
f(tut o) = f(tw)* — 0 pp sur [0,T).

Et d’autre part on a
f(tu+va) = f(tw)* < 4] fII2 € L*

Et d’apres théoréeme de convergence dominée de Lebesgue
T

lim |f(t,u+vy) — f(t,u)]> = 0.

n—ao0 0
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nous utilisons l'inégalité de Holder et la proposition(9)

T
(G (u+ vn) — G (), v)]| = / (bt va) — £(t ) vt

(/ |f(t,u+ vy,) (t,u)|2alt>2 (/OT v|2dt>

1t w4 vn) = f(Eu)l 2 0]l do

<F( +1)

Ce qui implique

G (w+vn) = G'(w)]| = sup [(G'(u+vn) = G'(u),v

llvll, <1
T

< m”f(t»u"‘vn)_

Dot la continuité de G”.
Maintenant on démontre (3.7)

T
J(u+ hv) =

M\H

0

l\D\»—l
c\
H

Et d’autre part, on a

g =5 [ bor@era- [ Fe o

D’ou
T
T (utho)— T (u) = % /O (12 (oDfru(0)? + 2haDgu(tyoDo(1)] di—

Et comme

F(t,u(t) + hv(t)) — F(t,u(t))dt

St f( s)ds — [y f(ts

hlin 0 h - hlin 0 h

Par un résultat basique d’analyse on a
lim %———~ = f(t
i 1 0 A ( s u)v

Il résulte que

f(tvu)HLz —0

T
[0DF (u + hv)(t)] dt—/o F(t, (u+ ho)(t))dt

£) + haDov(t)]? dt — /F (u + ho)(£))dt

DN | =

/ Pl s o) — F(tu)) di
0
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On démontre que J satisfait les conditions de Palais-Smale.
Soit {ux}, € E* telle que

|T (ur)| < M, lim J'(uy) =0 (3.8)

k—> o0

Premiérement, on montre que (ug) est bornée .on a

Flw) = g el = [ Pt (o)

(T (ure) un) = Il —/0 Stk (8) () dt

Utilisons (3.8), les calculs étant les méme que le cas des BVP, on obtient

1 1 1
(2 ) ) el < 7 (i) = 5 (T (), ) < M+ My g

Comme 6 > 2, on en déduit que uy, est bornée dans E*.On peut donc extraire une sous-suite (toujours
notée uy)tel que

up — U dans E®
Utilisons 'inégalité de Cauchy Schwartz et (3.8), on obtient

(T (ur) = T (u), wg = u) = (" (ug), u = u) = (T (u), up = u)

, , (3.9)
< T ()| Nluw = ull = (T (u) uk = u) — 0

Quand & — oo . D’aprés (1.12) et la proposition (10), on obtient (ux)gen est bornée dans
C[0, T]et

lim |lup —ul|,, =0

—00

De plus

(T (ur) = T (), ue = u) = (T (ug), ur — w) = (T (), ux —u)
T

[oDF . (8)Df (ur — w)(t) — f(t, ur(t)) (urx —w) (£)] dt
—/O [oD7 u(t)oDf (ur — w)(t) — f(t, u(t)) (up —w) (£)] dt
T T
= / JoDf (ur, — u)(t)|* dt — / (f (& uk(t) = £t u(t))) (ur(t) —u(t)) dt
0 0
= [lug = ull}, - / (f (&, un(t) — f(E,u(®))) (ur(t) —u(t)) di
0

Il résulte que

||u;€—u|\3Y —0 quand k — oo

D’ott {uy} converge fortement vers u dans E®.
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1
Théoréme 7. Soit « € (5, 1] ,supposant que f satisfait les condition (H3) et (H4). L’équation (3.1)

admet une solution faible non trivial u € E*.

Pour démontrer ce théoreme on utilise le lemme suivant
Lemme 5. La fonctionnelle J vérifie les hypothéses du théoréme du col.
Démonstration. En effet, J(0) = 0. D’aprés (1.12) on a
max |u(t)] < C ||ull, Yu € E¢

To 2 . 1
avecC = ———— Soit C; = c

I'a)(2a—1)
’ ’ u(t) 6
/O F(t,u(t))g/o Pt ) o) e

< MJul)® < MTC? |jul|’

, d’apres inégalité précédent et (3.4), si ||lul|, < C1, on a

=

alors
1, T
) = g lully ~ [ P (o)
1 2 0
> 2 lull2 = MTC [ulf

il résulte que

1
J(u) > 5CF = MTCCY  si |ull, =C

1 2
Soit p < rnin{c'l7 (W)ei"’} et B = % — MTC?p?
il résulte que

Jw)zp  Null,=p
D’apres le lemme (3), pour chaque £ € R — {0} et u € E* — {0} on a

I(ew) = S k2 = [ Ft.cute)a

52 2 6 r 0
< 5l —mlel” [l de+ m
0

il suffit de choisir un vecteur non nul quelconque, et poser e = u pour & assez grand on a J(e) < 0
Dans ce cas J satisfait les conditions de théoréme de col ( Pass mountain). D’ou l'existence de
solution faible pour (3.1). O
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3.1 Exemple explicatif

Afin illustrer le résultat obtenu auparavant, nous donnons ’exemple suivant

{tD%D?u(t)) = h(t)u(u® +1) (3.10)

u(0) =u(T) =

avec h(.)est une fonction positive continue sur [0,T].
donc 'hypothese (H3) est vérifiée .
étapel Montrons que (H4) est satisfaite,

a) Introduisant la primitive F,

F(t,u) = /0“ f(t,o)do
= /“ h(t)o*(o — 1)do

1

o (24 2)

b) montrons lexistence de 6 tel que G(¢,u) < 6,ou G(t,u) = Ig((tt’;))
u?(u?+1)  4(u®+1)

t j— j—
G(t,u) l4+i2 (u? +2)

4 2
d’ou
oG(t,u)  8u
ou  (u2+2)2

il est bien que G admet un minimum en 0 qui vaut 2, d’ou l'existence d'un 6 < 2 tel que
G(t,u) <6.

étape 2 La formulation variationnelle
Introduisons la fonction d’énergie Jsur E% définie par

1 (7 2 T utu?
J(u) = 7/ loDu(t)|” dt —/ h(t) < + > dt
on a bien que J € C1(E*,R), et que

T T
(o = /0 D2 u(t)oDu(t)dt — /O h(t)u(u® + 1)vdt.

étape 3 Recherche de point critique pour J
Nous avons vu que les solutions dans E® de (3.10) étaient les points critiques de J, vérifions
que J satisfait la condition de Palais-Smale de sorte que le résultat sera établi en vertu du
théoréme du col.
Tout d’abord, montrons que la suite de Palais-Smale {uy} est bornée.
Soit (ug) € E“ tel que
| T (ug)| < M, lim J'(ug) =0
k— o0
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Iw) ~ 347 e = (5= 5 ) Woel2 = [ (5 e g [ mou + o

(3.11)
> (5-5) Il (3.12)

De plus nous avons .
I (ur) = 5 (T (ur), ur) < [T ()| + (T (ur), ur))| (3.13)

il résulte de (3.12) et (3.13) que

(5 7) lall <170l + (7" @),

< M+ C lur

0—2
20

2 — =
lukllq = Cllurll < M = Jux| < C.

Afin de prouver que J satisfait la condition de ( PS ) ;montrons que si up — v dans FE<,
alors

T
A(MWM@+U—h@Mﬁ+UMW—Mﬁ—%O (3.14)

En effet, d’aprés 'étape précédente , (ux )i est bornée dans E% . On peut donc extraire une sous-suite
(notée aussi (ug)) qui converge faiblement dans E® vers un élément u € E®,i.e.

up —u dans E¢

et par la proposition (10),
ur — uw dans C([0,T]), (3.15)

il résulte de la continuité de f que
h(t)ug(ui +1) — h(t)u(u? +1). (3.16)
De plus via I'inégalité de Cauchy Schwartz
(h(t)ug(ui + 1) — h(t)u(u® + 1), (up — u)) < Hh(t)ui(uk —1) — h(t)u?(u — D[ lJur — ul -

On conclut grace a (3.15) et (3.16).

(T (u) = T (w), up, — u) = |Ju —ul|* — /0 h(t)us (up — 1) — h(t)u?(u — 1) (up — u)dt.  (3.17)

nous utilisons (3.9) et (3.14), par conséquent ||uy —ul|, — 0 quand k& — o0.Cela implique la
convergence forte de uy vers u dans E¢.

Nous allons appliquer le théoréme du col & la fonctionnelle 7. Il s’agit alors de trouver une "cu-
vette ", et un point bas.
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o l’existence d’une cyvette

Soit (= — L2 o o=t
INa)(2a —1)2 C

1 /7 T 4 2
J(u) f/ \onu(t)th_/ net) (2 4+ ) ar
2 Jo 0 12
1 2 /T u4 u2 4
=5l = [ h@ | Fa + o | ul"dt
5 llull : (t) <4|u|4 2 ] |ul

1 2 /T ut u? 4
—||u||Z — h(t) | — + u|” dt
el | <><4|u|4 7 )

,siflull, £ Cpona

Y

\%

1 2 4
S 2 = Ml

Y

1
3 lully, = MTC |lully  si Jlula < Cy,

et par conséquent
1
T (u) > 5012 — MTC*CY st lull, =Ch

On peut choisir C; suffisamment petit tel que

1
— — MTC*C? >0,
2

pour que

1
T (u) > 012(5 — MTC'C?) =: 3> 0.

¢ Existence du point bas,

Nous allons établir que J n’est pas minorée,ce qui fournit automatiquement le point bas u.

2 T T 4,4 2,2
J(Au):%/ |onu(t)|2dt_/ ht) (A ul | N )dt
0 0

4 2

2 T T 4,4 2,2
<X |0Df‘u(t)|2dt—/ h(t) (A ul | A )dt
2/, ) 4 8

si u # 0, on voit que

J(A\u) — —oco  lorsque |\ — oo

il suffit de choisir un vecteur non nul quelconque,et de poser u; = Au, pour A assez grand.
Comme toutes les hypotheses du théoreme de col sont satisfaites, nous avons donc obtenue
une solution non triviale de (3.10).
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Conclusion

Nous avons montré a travers ce mémoire que 'approche variationnelle peut étre appliquée a
des équations différentielles ordinaires et fractionnaires, si elles ont une structure variationnelle. En
considérant la méme famille de non linéarités, nous avons pu appliquer le lemme du col dans les
deux cas suivant les mémes étapes , bien sur en respectant la spécificité de chaque cas et en faisant
intervenir les espaces de Sobolev d’ordre entier et d’ordre fractionnaire.

Ce mémoire a souligné 'analogie entre le cas fractionnaire et le cas ordinaire et la possibilité de gé-
néraliser I’application de 'approche variationnelle pour une certaine classe d’opérateurs différentiels
d’ordre fractionnaire.
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