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 :ملخص 

 الكلاس يكي هو ال كثر اس تخدامًا في الؼمليات الصناغية ، ػلى الرغم من التلدم الملحوظ في PIDمن المؼروف جيدًا أ ن جهاز التحكم 

 تركز بشكل PIDصحيح أ يضًا أ ن الدراسات النظرية الحالية حول التحكم في . هظرية التحكم الحديثة ػلى مدار الخمسين ػامًا الماضية

.  في جوهرها و غير يلينيةأ ساسي ػلى ال هظمة الخطية ، ػلى الرغم من أ ن مؼظم أ هظمة التحكم الؼملية غير خطية

 هظريةال حول هلاط التوازن ، أ كد هذا المشروع النهائي للدراسة يلتصر فلطغير الخطية  ال في التحكم في ال هظمةPID اس تخداموبما ان 

بحيث ،  (متناس بة ، متكاملة ، مش تلة) للمؼلمات دكيق وبؼبارة أ خرى أ هه من الممكن مع اختيار كليديدة حول الإس تلرار الالجرياضية ال

 .يمكن للمرء ثثبيت هظام غير خطي غير مؤكد من الدرجة الثاهية في أ ي هلطة

 .متناس بة ، متكاملةكلي،الإس تلرار ال،غير الخطية  الال هظمة، غير يلينية،ال هظمة الخطية،  جهاز التحكم:الكلمات المفتاحية 

 

Abstract: 

Although the PID (Proportional-Integral-Derivative) controller is used most widely and with 

the most success in engineering systems that are generally non-linear with various 

uncertainties, almost all existing PID controller research focus on linear systems. The purpose 

of this thesis is to present a theory on the PID controller for uncertain nonlinear systems, and 

to prove that it is possible with a rigorous choice of parameters (proportional, integral, 

derivative), to stabilize an uncertain nonlinear system second order at any point of operation, 

establishing necessary conditions on the growth rate non-linearity of the system. 

Keywords: PID controller, linear, nonlinear systems, proportional, integral, derivative, 

uncertain 

Résumé : 

Il est bien connu que le contrôleur PID classique est de loin le plus utilisé dans les processus 

industriels, malgré les progrès remarquables de la théorie du contrôle moderne au cours des 

cinquante dernières années. Il est également vrai que les études théoriques existantes sur le 

contrôle PID se concentrent principalement sur les systèmes linéaires, bien que la plupart des 

systèmes de contrôle pratiques soient intrinsèquement non linéaires avec des incertitudes. 

Étant donné que l’utilisation du PID dans le contrôle des systèmes non linéaires n’est limitée 

qu’aux points d’équilibre, ce projet de fin d’étude vient de réaffirmerla nouvelle théorie 

mathématique sur la stabilité globale autrement dit qu’il est possible  avec un choix rigoureux 

des paramètres (proportionnel, intégral, dérivé), stabiliser un système non-linéaire incertain 

du deuxième ordre à n’importe quel point. 

Mots-clés :Contrôleur PID, systèmes linéaires, systèmes non linéaires, stabilité globale, 

proportionnel, intégral, dérivé, incertain. 
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Introduction

Bien que le contrôleur classique PID (proportionnel-intégral-dérivé) soit utilisé le plus large-

ment et avec le plus de succès dans les systèmes d’ingénierie qui sont généralement non linéaires

avec diverses incertitudes, la quasi-totalité des recherches existantes sur les contrôleurs PID se

concentrent sur les systèmes linéaires. Le but de ce mémoire est de présenter une théorie sur

le contrôleur PID pour les systèmes non linéaires incertains, et de prouver qu’il est possible

avec un choix rigoureux des paramètres (proportionnel, intégral, dérivé), stabiliser un système

non-linéaire incertain du deuxième ordre à n’importe quel point.

Il y a lieu de préciser que ce travail est basé essentiellement sur un article paru en février 2017

sur le journal science china sous-titré : PID controller design for second order nonlinear un-

certain systems pour Cheng ZHAO & Lei GUO et qui était classé parmi les articles de l’année.

Notre travail est présenté dans un mémoire organisé en quatre (04) chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présenterons un état de l’art sur les régulateurs PID , des général-

ités sur le régulateur PID classique, ses aspects fonctionnels, ses différentes structures, ainsi que

des méthodes de synthèse de ses paramètres, puis après nous entamerons la commande des sys-

tèmes non linéaires dans le deuxième chapitre puis dans le troisième chapitre nous présenterons

la démonstration mathématique publié dans l’article : PID controller design for second order

nonlinear uncertain systems pour Cheng ZHAO & Lei GUO, puis après nous entamerons le

chapitre l’application sur le pendule inversé ou nous présenterons les résultats de simulation

sous matlab en établissant un lien entre ces résultats et les concepts de marge de phase et de

gain.
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Chapter 1
Revue de littérature

Les régulateurs PID répondent à plus du 90% des besoins industriels et le nombre de régulateurs

installés dans une usine pétrolière, par exemple, se compte par milliers. Malheureusement,

malgré l’expérience acquise au fil des ans, les valeurs choisies pour les paramètres P, I et D ne

sont pas toujours satisfaisantes, ni adaptées au processus à régler. L’histoire des régulateurs est

déjà longue et il peut être intéressant de rappeler quelques étapes importantes :

• Au début du 9eme siècle les frères Abou Moussa (Savants Musulmans) ont pu réguler

le débit d’eau à travers un dispositif, en contrôlant le paramètre pression (l’air et l’eau).

(Voir l’histoire des savants musulmans volontairement occultés :

https://www.youtube.com/watch?v=psZ1ZytJ03o&t=46s.

• Les premiers régulateurs de type centrifuge apparaissent vers 1750 pour régler la vitesse

des moulins à vent, suivi en 1788 du fameux contrôleur de vitesse d’une machine à vapeur

de James Watt.

• La première analyse mathématique d’une machine à vapeur avec régulateur a été réalisée

par Maxwell en 1868.

• La première évolution du contrôleur PID a été développée en 1911 par Elmer Sperry.

• En 1922 N. Minorsky développa analytiquement des contrôleurs PID pour le pilotage

automatique des navires.

• En 1933 la Compagnie (TIC) Taylor Instrumental lance le premier contrôleur pneuma-

tique doté d’un contrôleur proportionnel entièrement réglable. Quelques années plus

tard, les ingénieurs de contrôle ont éliminé l’erreur d’état stationnaire constatée dans

2
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CHAPTER 1. REVUE DE LITTÉRATURE

les régulateurs proportionnels en réinitialisant le point à une valeur artificielle tant que

l’erreur n’était pas nulle. Cette ré-initialisation "intégrée" l’erreur est devenu le contrôleur

proportionnel-intégral.

• En 1940, TIC développa le premier contrôleur pneumatique PID à action dérivée, qui

réduisait les problèmes de dépassement.

• En 1942, les règles de réglage de Ziegler et Nichols ont été introduites, les ingénieurs ont

été en mesure de trouver et de définir les paramètres appropriés des contrôleurs PID. Au

milieu des années 50, les contrôleurs automatiques PID étaient largement adoptés pour

une utilisation industrielle.

• En 1963, Horowitz a ajouté un degré de liberté supplémentaire au régulateur PID afin

de mieux contrôler les dépassements obtenus lors d’une réponse indicielle. Ce nouveau

degré de liberté consiste, en particulier, à ne réinjecter vers le terme proportionnel qu’une

partie du signal de sortie.

• Au début des années 1990 et dans le but de fournir des règles d’ajustement simples mais

plus performantes que celles de Ziegler-Nichols, Åström et ses collaborateurs ont analysé

le comportement dynamique d’un grand nombre de processus. Cette analyse a con-

duit àl’établissement de tableaux servant aux calculs des paramètres P, I et D à partir

de mesures simples.

En 2016, l’IFAC a publié une enquête menée par un comité de l’industrie "pilote" créé par

l’IFAC et présidé par Tariq Samad. L’enquête montre que le contrôle PID a un impact beau-

coup plus élevé que 12 autres technologies de contrôle avancées, et que "nous n’avons toujours

rien de comparable avec le PID", voir http://blog.ifac-control.org/.
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1.1 Comprendre le PID : Incertitude, non-linéarité et feed-

back

Figure 1.1: Système asservi avec perturbation

• Pour comprendre les PID, nous devons faire face aux incertitudes et aux non-linéarités,

car elles existent toujours dans les systèmes réels.

• Questions de base: Combien d’incertitudes peut-il gérer?

• Comme le soulignent Astrom et Hagglund (1995-2006), une meilleure compréhension du

contrôle des PID peut améliorer sa pratique généralisée et ainsi contribuer à une meilleure

qualité du produit.

1.2 Description de l’incertitude

Figure 1.2: L’incertitude

• L’incertitude est décrite mathématiquement par un ensemble F, paramétrique ou fonction-

nel.

• Le contrôle des systèmes incertains est par définition le contrôle de tous les systèmes

possibles liés à cet ensemble.
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• L’incertitude provient généralement de deux sources: incertitude interne (structure) et

externe (perturbation). En général, le premier est plus difficile à gérer que le second.

La compréhension de la relation entre l’incertitude paramètre / structure et le mécanisme

de retour d’information est un problème fondamental de longue date dans le contrôle

automatique.

Feedback est un concept de base en contrôle automatique. Son objectif principal est de réduire

les effets de l’incertitude sur les performances de contrôle souhaitées (par exemple, la stabilité,

l’optimalité du suivi, etc.).

1.3 Description des régulateurs PID

Un régulateur PID remplit essentiellement trois fonctions :

1. Il fournit un signal de commande uptq en tenant compte de l’évolution du signal de sortie

yptq par rapport à la consigne y�ptq.

2. Il élimine l’erreur statique grâce au terme intégrateur.

3. Il anticipe les variations de la sortie grâce au terme dérivateur.

1.4 Le régulateur PID

Le régulateur PID classique relie directement le signal de commande uptq au signal d’écart eptq.
Sa description temporelle est la suivante :

Uptq � kpeptq � ki

» t

0

epsqds� kd 9eptq (1.1)

Avec l’écart défini comme suit :

eptq � y�ptq � yptq (1.2)
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Figure 1.3: Structure de retour linéaire de la forme présent-passé-futur

Sa fonction de transfert s’écrit :

Gcpsq � Upsq
Epsq � kpp1 � 1

sTi
� sTdq (1.3)

Le concepteur de l’asservissement rencontre deux types de situations auxquelles, il doit faire

face :

• Assurer une réponse acceptable pour des signaux de consigne définis en fonction du temps

(par exemple : cycle de température pour un traitement thermique) ;

• Fournir des caractéristiques fréquentielles (gain, déphasage) demandées dans une bande

de fréquences (par exemple : asservissement du mouvement d’un haut-parleur dans un

système haute fidélité).

On impose les qualités de l’asservissement en termes de spécifications temporelles dans le pre-

mier cas, en spécifications fréquentielles dans le second cas. Le but de la correction est de doter

l’asservissement des qualités attendues, par le calcul et l’implantation du correcteur nécessaire.

Les opérateurs essentiels du correcteur sont réalisables à partir d’amplificateurs à courant con-

tinu et d’éléments résistances/capacités. La réalisation numérique peut se transposer aisément à

partir d’un schéma analogique, en conservant la même organisation fonctionnelle et en associant

un intégrateur numérique à chaque intégrateur électronique.

1.5 Aspects fonctionnels du régulateur PID

La réalisation de la boucle d’asservissement par un PID comporte deux aspects essentiels :

• Le réglage du régulateur PID, pour lequel la connaissance d’un modèle dynamique du

procédé d’une part et les performances désirées d’autre part déterminent le choix de la

méthode de synthèse.
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• L’implantation du régulateur dans une version analogique ou numérique et dans une con-

figuration série, parallèle ou mixte.

1.6 Action proportionnelle (P)

1.6.1 Principe de l’action proportionnelle

L’objectif du contrôle par feed-back est de ramener le signal d’erreur εptq (différence entre la

mesure et la consigne) vers l’entrée. L’action proportionnelle consiste à générer une action qui

varie de façon proportionnelle au signal d’erreur :

uptq � u0 � kcεptq � u0 � kcpy�ptq � yptqq (1.4)

Où:

uptq est la sortie du contrôleur.

u0 est une valeur d’offset.

Kc est le gain du contrôleur.

Y �ptq est la consigne.

Y ptq est la mesure de la variable à réguler.

Le gain kc est ajustable pour des valeurs normalisées �10% à 110%. C’est un nombre sans

dimension. Par convention, on le choisit positif et on distingue deux sens d’action:

• Le sens direct : dans ce cas : l’erreur εptq et l’action uptq varient dans le même sens.

• Le sens inverse : dans ce cas : εptq et uptq varient en sens inverse (c’est le cas habituel).

Pour tenir compte des limites physiques du système. On spécifie aussi la zone de variation

admissible pour l’action par sa valeur maximale umax et sa valeur minimale umin. Quand

le régulateur atteint l’une de ses bornes, on dit qu’il est saturé.
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Figure 1.4: Sortie régulateur

1.6.2 Fonction de transfert d’un régulateur proportionnel :

La fonction de transfert du régulateur proportionnel s’obtient en prenant la transformé de Laplace

de l’équation(I.1) comme suit :

Cpsq � upsq
εpsq � ks (1.5)

1.6.3 Limite du régulateur proportionnel :

Un inconvénient inhérent au régulateur P est son incapacité à éliminer les erreurs en régime per-

manent, après un changement de point de consigne ou une charge. A cause de cette limitation,

le contrôleur proportionnel ne s’emploie que rarement.

1.7 Action intégrale et proportionnelle intégrale

L’action intégrale complète l’action proportionnelle. Elle permet d’éliminer l’erreur résidu-

elle en régime permanent. Afin de rendre le système plus dynamique (diminuer le temps de

réponse), on diminue l’action intégrale mais, ceci provoque l’augmentation du déphasage ce

qui provoque l’instabilité en boucle fermée.

L’action intégrale est utilisée lorsqu’on désire avoir en régime permanent, une précision parfaite,

en outre, elle permet de filtrer la variable à régler d’où l’utilité pour le réglage des variables

bruitées telles que la pression.
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1.8 Action intégrale seule :

La sortie d’un régulateur intégral est de la forme :

uptq � 1

T

» t

0

εptqdt (1.6)

Le coefficient Ti est appelé la constante de temps intégrale et s’exprime en s�1.

L’ajustage de Ti permet de doser l’effet de l’intégrale : Ti représente le temps nécessaire

pour que la variation de sortie du contrôleur soit égale à celle de l’amplitude d’une variation en

échelon sur l’entrée du régulateur.

Figure 1.5: Sortie d’un régulateur intégral pur

L’intérêt du contrôleur intégral est de permettre d’éliminer l’erreur du régulateur qui persistait

avec un régulateur proportionnel seul.

1.9 Action proportionnelle intégrale (PI) :

Le correcteur intégral est rarement utilisé seul, car son effet ne devient sensible que lorsque

l’erreur dure depuis un certain temps .Pour obtenir une réponse initiale plus rapide, on l’utilise

avec un correcteur proportionnel. La sortie d’un régulateur PI est de la forme suivante :

uptq � u0 � kcpεptq � 1

Ti

» t

0

εptqdtq (1.7)
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1.10 Fonction de transfert d’un régulateur proportionnel in-

tégral (PI) :

La fonction de transfert du régulateur PI s’obtient en prenant la transformée de Laplace de

l’équation précédente :

Cpsq � Us
εs

� ksp1 � 1

Tis
q (1.8)

1.11 Action proportionnelle dérivée(PD) :

1.11.1 Principe de l’action :

L’objectif de l’action dérivée est d’anticiper les variations à venir du signal de mesure en ap-

pliquant une correction proportionnelle à sa vitesse de variation. L’action dérivée a un effet

prédictif.

L’action Dérivée, en compensant les inerties dues au temps mort, accélère la réponse du sys-

tème et améliore la stabilité de la boucle, en permettant notamment un amortissement rapide

des oscillations dues à l’apparition d’une perturbation ou à une variation subite de la consigne.

Dans la pratique, l’action dérivée est appliquée aux variations de la grandeur à régler seule et

non de l’écart mesure-consigne afin d’éviter les à-coups dus à une variation subite de la con-

signe.

L’action D est utilisée dans l’industrie pour le réglage des variables lentes telles que la tempéra-

ture, elle n’est pas recommandée pour le réglage d’une variable bruitée ou trop dynamique (la

pression). En dérivant un bruit, son amplitude risque de devenir plus importante que celle du

signal utile.

La sortie d’un régulateur PD idéal est de la forme :

upuq � u0 � TdpBεptqBt q (1.9)
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La constante Td est appelée temps de dérivée.

Figure 1.6: Effet prédictif du terme dérivé

1.11.2 Fonction de transfert du correcteur PD :

La fonction de transfert du régulateur PD idéal s’obtient en prenant la transformée de Laplace

de l’équation précédente :

Cpsq � Us
εs

� kcp1 � Tdsq (1.10)

1.11.3 Filtrage de la dérivée :

En pratique, il n’est pas possible de réaliser un régulateur dérivée idéal .On utilise en fait un

module de dérivée filtrée :

Cpsq � Us
εs

� Tds

1 � Td
N
s

(1.11)

Le réglage de la constante de filtrage Td{N permet d’amortir et de limiter la sortie du régulateur

figure(1.6). Le coefficientN correspond au gain du module ’dérivée filtrée’. En d’autres termes,

le bruit de mesure ou les changements de consigne sont amplifiés au plus par un coefficient N .
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Figure 1.7: Dérivée filtrée

L’effet ’dérivée’ est destiné à accélérer la réponse du régulateur. Cette accélération n’est en

général pas souhaitée lors des changements de consigne, mais seulement pour corriger une

erreur due à une perturbation.

1.12 Action Proportionnelle intégrale Dérivée (PID) :

Les régulateurs rencontrés sur les installations industrielles combinent les effets proportionnel,

intégral et dérivée. La sortie d’un régulateur PID standard, avec filtrage de la dérivée calculée

sur l’écart consigne-mesure est donc de la forme [3] :

uptq � kpeptq � ki

» t

i�0

epτqBτ � kd 9eptq (1.12)

Avec,
Td
N

BDptq
Bt �Dptq � Td

Bεptq
Bt

1.13 Techniques de réglage classiques

La plupart des techniques classiques émettent des hypothèses sur le modèle d’installation et

tentent de déduire les paramètres du contrôleur pour ces modèles généraux. Pour déterminer la
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dynamique de ces systèmes, les réponses en échelon des systèmes sont obtenues. Cette réponse

est caractérisée par différentes équations à l’aide desquelles différentes méthodes classiques ont

été développées. Ziegler Nichol [1] suggère que de nombreux processus industriels ont une

réponse en échelon comme indique la figure (1.8). Où, k étant le gain statique et θ le temps

mort et τ1 la constante du temps.

Les paramètres a est déterminé par l’intersection de la ligne (tangente au graphe) avec l’axe

des y et θ de l’intersection avec l’axe des x.

Figure 1.8: Réponse en échelon du système du premier ordre

Controller Kp Ti TD

P 1{a - -

PI 0.9{a 0.33θ -

PID 1{2a 2θ 0.5θ

Table 1.1: Détermination des paramètres

1.14 Règles Ziegler-Nichols (ZN)

Publiés pour la première fois en 1942, Zeigler et Nichols ont décrit deux méthodes de réglage

d’une boucle PID. La première méthode consiste à mesurer le délai de réponse, puis le temps

nécessaire pour atteindre la nouvelle valeur de sortie. La seconde dépend de l’établissement de
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la période d’une oscillation en régime permanent. Dans les deux méthodes, ces valeurs sont

ensuite entrées dans un tableau pour en déduire les valeurs de gain, de temps de ré-initialisation

et de taux.

La méthode de Ziegler Nichols n’est pas sans problèmes. Dans certaines applications, il se

produit une réponse jugée trop agressive en termes de dépassement et d’oscillation. Un autre

inconvénient est que cela peut prendre beaucoup de temps dans les processus qui réagissent

lentement. Pour ces raisons, certains praticiens du contrôle préfèrent d’autres règles telles que

Rivera, Morari et Skogestad [2].

1.15 Autres méthodes

De nombreuses autres méthodes, notamment le réglage et l’adaptation pour la conception des

paramètres PID, ont également été proposées, mais principalement pour les systèmes linéaires.

On peut citer les méthodes suivantes :

• Astrom K J, Hagglund T. ( 1995,2006) [3]

• Blanchini F, Lepschy A, Miani S, et al. (2004) [4]

• Hara S, Iwasaki T, Shiokata D. (2006) [5]

• Ho M T, Lin C Y. (2003) [6]

• Keel LH, Bhattacharyya S P. (2008) [7]

• Killingworth N J, Kristic M.(2006) [8]

• O’Dwyer. (2006) [9]

• Silva G J, Datta A, Bhattacharyya S P.(2005) [10]

• Soylemez M T, Munro N, Baki H. (2003) [11]

1.16 Techniques d’optimisation intelligentes et informatiques

La plupart des contrôleurs PID vendus aujourd’hui intègrent des fonctions de réglage automa-

tique. Les détails de fonctionnement varient d’un fabricant à l’autre, mais tous suivent des
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règles selon lesquelles le contrôleur «apprend» comment le processus réagit à une perturbation

ou à une modification du point de consigne et calcule les paramètres PID appropriés.

Les contrôleurs PID plus récents et plus sophistiqués, tels que la série de contrôleurs de tem-

pérature et de processus Platinum d’OMEGA, intègrent une logique floue avec leurs capacités

de réglage automatique. Cela permet de traiter les imprécisions et la non-linéarité dans des sit-

uations de contrôle complexes, telles que souvent rencontrées dans les industries de fabrication

et de traitement, et facilite l’optimisation.

On peut citer qlqs techniques d’optimisation intelligente : Algorithme Immunitaire, Optimisa-

tion des colonies de fourmis, Technique de fourrage de bactéries, Réseaux de neurones artificiels

. . . etc.
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Chapter 2
Généralités sur la commande des

systèmes non linéaires

2.1 Introduction

Au-delà de l’analyse des types de comportement des systèmes, se pose le problème de leur

utilisation. Un objectif de commande se traduit par la donnée d’une ou plusieurs trajectoires de

référence à suivre (boucle ouverte) et, en boucle fermée, par certaines exigences sur la vitesse de

poursuite, l’atténuation des perturbations, l’insensibilité aux erreurs et variations paramétriques

et la précision du suivi. Bien sur, les réglages de la boucle ouverte et de la boucle fermée inter-

agissent de façon complexe, surtout dans le contexte non linéaire, mais on peut, dans certains

cas, arriver à rendre ces deux aspects aussi indépendants que possible pour en faciliter la mise

au point. Dans de nombreux cas, en outre, le nombre, la technologie et l’emplacement des

capteurs devant permettre de fermer la boucle ne sont pas donnés a priori et entrent dans la

conception de la boucle fermée.

2.2 Les systèmes non linéaires

Un système est non linéaire s’il ne vérifie pas le principe de superposition. Les conditions de

proportionnalité et d’additivité ne s’appliquent plus aux systèmes non linéaires.

Lors de l’étude des systèmes non linéaires on se heurte à plusieurs difficultés.

• L’analyse par des fonctions de transfert est impossible,
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• La notion des pôles disparaît,

• Un système non linéaire possède en général plusieurs points d’équilibre et l’étude de leur

stabilité est plus complexe que dans le cas linéaire pour le quel le concept de stabilité est

global.

La non linéarité d’un système peut être intrinsèque ou peut être isolée, c’est-à-dire que l’on peut

avoir une association d’éléments à caractéristiques non linéaires à un système linéaire. Comme

pour les systèmes linéaires, il est possible de distinguer, aussi les modèles non linéaires par les

caractères suivants :

• à temps continu / à temps discret,

• invariants dans le temps / variants dans le temps,

• monovariables/ multivariables,

• déterministes / stochastiques.

2.3 Représentation des systèmes non linéaires

La forme la plus utilisée pour la représentation des systèmes non linéaires est :

9x � fpxptq, uptq, tq, @t ¥ 0 (2.1)

Où, t est le temps, xptq P Rn est le vecteur d’état, uptq P Rm est le vecteur de commande ou

d’entrée.

f : Rn �Rm �R� Ñ Rn : est une fonction non linéaire.

2.3.1 Système autonome

Le système non linéaire (2.1) est dit autonome si la fonction f ne dépend pas explicitement du

temps t , c’est-à-dire le système peut être écrit sous la forme :

9x � fpxptq, uptqq, @t ¥ 0
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Si non, le système (2.1) est dit non autonome.

Parfois on utilise le terme de « invariant dans le temps ou stationnaire » au lieu « d’autonome »

et « variant dans le temps » à la place de « non autonome ».

Dans le cas non autonome, si les variations des caractéristiques sont lentes dans le temps,

on pourra approximer le système par une séquence de systèmes autonomes.

2.3.2 Points d’équilibre

Le point xe P Rn est dit point d’équilibre du système non linéaire non forcé :

9x � fpxptq, tq, @t ¥ 0

si 9x � fpxe, tq � 0, @t ¥ 0 Si xe est un point d’équilibre du système alors l’équation différen-

tielle :

9x � fpxptq, tq, @t ¥ te, xpteq � xe

admet une solution unique :

xptq � xe @t ¥ te

2.4 Stabilité des systèmes non linéaires

Dans les études mathématiques de la stabilité on procède généralement avec un modèle mathé-

matique de la dynamique du système et on étudie si le système possède la propriété de stabilité.

Avec cette approche, on peut s’assurer que le modèle est stable ou non. Les conclusions con-

cernant la stabilité du modèle ne s’appliquent pas au système physique réel que si le modèle

utilisé est assez précis. La théorie de la stabilité joue un rôle central en théorie des systèmes

; différents types de problèmes de stabilité peuvent être rencontrés dans l’étude des systèmes

dynamiques.

La stabilité d’un point d’équilibre est généralement étudiée à l’aide du concept de stabilité au

sens de Lyapunov. Par définition, si un système est dans un état d’équilibre, il restera dans cet

état pour t variant dans le temps. L’étude de la stabilité au sens de Lyapunov consiste en l’étude

des trajectoires du système quand l’état initial est «près» d’un état d’équilibre. Cela reflète la
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possibilité de perturbations affectant le système, sous forme de conditions initiales non nulles.

L’objet de la théorie de la stabilité est de tirer des conclusions quant au comportement du sys-

tème sans calculer explicitement ses trajectoires. La contribution majeure fut apportée par A.M.

Lyapunov, en 1892, dont les travaux n’ont été connus qu’à partir des années 60. Il a introduit la

majorité des concepts et définitions de base concernant la stabilité des systèmes représentés par

des systèmes différentiels arbitraires mais a aussi fourni les principaux résultats théoriques.

2.4.1 Fonction candidate de Lyapunov

Soit V : Rn Ñ R� une fonction, telle que :

1. V est continûment différentiable en tous ces arguments,

2. V est définie positive,

3. Il existe a et b deux fonctions scalaires de R� dans R�, continues, monotones, non

décroissantes telles que : ap0q � bp0q � 0 @x P Rn : ap||x||q ¤ V pxq ¤ bp||x||q

Alors V est une fonction candidate de Lyapunov. [12]

2.4.2 Théorèmes de stabilité

Stabilité locale

Si dans une boule Bpρq il existe une fonction scalaireV pxq, dont les dérivées partielles d’ordre

un sont continues, et telle que :

1. V pxq est définie positive dans Bpρq.

2. 9V pxq est semi-définie négative dans Bpρq.

Alors l’origine est stable. Si 9V pxq est localement définie négative dans Bprq , alors l’origine est

asymptotiquement stable.
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Stabilité globale

S’il existe une fonction scalaire V (x), dont les dérivées partielles d’ordre un sont continues, et

telle que :

1. V pxq est définie positive

2. 9V pxq est définie négative.

3. lim||x||V pxq Ñ 8 (V pxq est radialement non bornée)

Alors l’origine est globalement asymptotiquement stable.

2.4.3 Stabilité entrée-sortie

Jusqu’à présent on a définit la stabilité des systèmes à partir de la stabilité de l’état d’équilibre

autour d’un point, dans un domaine ou autour d’une trajectoire. Il est également possible de

considérer la stabilité entrée / sortie. Soit le système non linéaire :

9x � fpxptq, uptqq

yptq � gpxptq, uptqq

Où, u est l’entrée du système et y sa sortie. La stabilité entrée /sortie d’un point d’équilibre

pue, yeq se définie par : Quelque soit ε ¡ 0 il existe α ¡ 0 et un domaine de conditions initiales

de l’état du système tels que si : ||uptq � ue||   α pour tout t et que xp0q appartient au domaine

de condition initiales alors ||yptq � ye||   ε pour tout t.

Il est à noter que la stabilité entrée /sortie est très rarement utilisée. Il est en effet primordial

de connaitre l’évolution de tout l’état du système. Il n’est pas rare en effet, pour des systèmes

non observables, que la sortie ait un comportement stable et que pour autant l’état du système

diverge.

2.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré d’une part à quelques rappels sur les propriétés générales des sys-

tèmes non linéaires, les éléments de base de la théorie de stabilité des systèmes non linéaires, et

des différentes méthodes les plus utilisées pour la commande des systèmes non linéaires.
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Chapter 3
Réglage du PID selon C. ZHAO et L.

GUO

Il est bien connu que le contrôleur classique PID (proportionnel-intégral-dérivé) soit utilisé

le plus largement et avec le plus de succès dans les systèmes d’ingénierie, qui sont générale-

ment non linéaires avec diverses incertitudes, la quasi-totalité des recherches existantes sur les

contrôleurs PID se concentrent sur les systèmes linéaires. Dans ce chapitre on présentera les ré-

sultats de C. ZHAO et L. GUO sur le contrôleur PID pour les systèmes non linéaires incertains,

et on montrera que tout système dynamique non linéaire incertain du second ordre peut être

stabilisé globalement par le contrôleur PID, tant que la non-linéarité satisfait à une condition de

Lipschitz.

3.1 introduction

En fait, le contrôleur PID peut réduire l’influence de diverses incertitudes grâce à des signaux

de retour comprenant l’action proportionnelle («présent»); et il a la capacité d’éliminer les dé-

calages d’état stable via l’action intégrale («passé»); et il peut également anticiper la tendance

par l’action dérivée («future»).

On va construire une variété tridimensionnelle dans laquelle les trois paramètres PID peuvent

être choisi arbitrairement pour stabiliser globalement une vaste classe de systèmes dynamiques

incertains non linéaires du second ordre, à condition de disposer de certaines connaissances sur
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la borne supérieure des dérivées de la fonction incertaine non linéaire.

En outre, la célèbre deuxième loi de Newton en mécanique joue toujours un rôle fondamental

dans la modélisation des systèmes dynamiques, qui est en fait une équation différentielle du

second ordre de la position d’un corps en mouvement, et qui peut être bien régulée par le con-

trôleur PID, comme cela sera montré de manière rigoureuse par la suite.

Bien sûr, l’une des tâches les plus difficiles pour l’implémentation du contrôleur PID consiste à

concevoir les trois paramètres du contrôleur, qui sont traditionnellement ajustés soit par des es-

sais ou bien par expériences, ou par les deux, entre autres les règles de Ziegler-Nichols [1] sont

l’une des méthodes les plus remarquables pour la conception des paramètres PID, elles reposent

sur certaines caractéristiques de la dynamique de processus extraites d’expériences conduites

soit par la méthode de réponse progressive, soit par la méthode de réponse en fréquence.

De nombreuses autres méthodes, y compris le réglage et l’adaptation pour la conception des

paramètres PID, ont également été proposés et étudiées principalement pour les systèmes linéaires

[13,14].

Cependant, pour justifier l’efficacité remarquable des contrôleurs PID sur des systèmes réels,

nous devons faire face à des systèmes dynamiques non linéaires et incertains et comprendre

la capacité (capability) du contrôleur PID [15].Par ailleurs, une meilleure compréhension de la

capacité d’un contrôleur PID peut considérablement améliorer sa pratique (généralisée) et con-

tribuer ainsi à une meilleure qualité du produit.

Pour comprendre la capacité (capability) du contrôleur PID, nous suivrons un cadre théorique

similaire à celui de la recherche de la capacité maximale du mécanisme de rétroaction , où le

maximum de la capacité de retour est définie par la plus grande classe possible de fonctions non

linéaires pouvant être traitées par le mécanisme de retour, où la taille de la classe fonctionnelle

incertaine est caractérisée par la constante de Lipschitz correspondante [16], sauf que nous ne

travaillerons ici qu’avec des boucles de contrôle en temps continu.

Pour être plus précis, on montrera que, tant que la connaissance de la borne supérieure des
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dérivées de la fonction incertaine non linéaire est disponible, une classe de fonctions incertaines

et un manifold simple en trois dimensions peut être construit, de sorte que le contrôleur PID

puisse globalement stabiliser la classe correspondante de systèmes dynamiques non linéaires

incertains, à chaque fois que les trois paramètres PID sont choisis dans cette variété.

3.2 Formulation du problème

Considérons un corps en mouvement dans R qui est considéré comme un système contrôlé.

Notons pptq, vptq, aptq sa position, sa vitesse et son accélération à l’instant t, respectivement.

Supposons que les forces externe agissant sur le corps consistent en f et u, où f � fpp, v, tq
est une fonction non linéaire de la position p, et de la vitesse v et du temps t et u est la force

de commande. Il existe de nombreux exemples qui satisfont ces hypothèses. Les exemples

classiques contiennent un oscillateur à ressort, un pendule, une vibration atténuée, etc. Par la

seconde loi de Newton, nous avons l’équation au temps t :

ma � fpp, v, tq � u (3.1)

où m est la masse. Notre objectif de contrôle est de concevoir un contrôleur par retour de sortie

pour garantir que pour toute position initiale et toute vitesse initiale, la trajectoire de position

suit une valeur de référence constante donnée y P R et, dans le même temps, la vitesse du corps

tend à 00.

Notre force de contrôle est décrite par le contrôleur PID classique:

uptq � kpeptq � ki

» t

i�0

epτqBτ � kd 9eptq (3.2)

où e est l’erreur de contrôle eptq � y� � pptq et kp, ki, kd sont les paramètres du contrôleur

à concevoir. La variable de contrôle est donc la somme de trois termes: le terme P (qui est

proportionnel à l’erreur), le terme I (qui est proportionnel à l’intégrale de l’erreur) et le terme

D (qui est proportionnel à la dérivée de l’erreur).

Sans perte de généralité, nous supposons que le corps a la masse unitaire m � 1. Notons
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que v � 9p, a � :p puis l’équation(3.1) peut être réécrite comme suit :

:p � fpp, 9p, tq � u, x1 � p et x2 � 9p

puis l’équation dans l’espace d’état de ce système mécanique de base sous contrôle PID est :

$'''''&
'''''%

9x1 � x2

9x2 � fpx1, x2, tq � uptq

uptq � kpeptq � ki
³t
i�0

epτqdτ � kd 9eptq

(3.3)

Où, x1p0q, x2p0q P R et eptq � y� � x1ptq.

On montre que les trois paramètres du contrôleur kp, ki, kd peuvent être conçus explicitement

de sorte que la position du corps suive une valeur de consigne constante y� sous la loi de

commande p2q pour toute position et vitesse initiales, tant que f � fpx1, x2, tq est une fonction

continûment différentiable dont les limites supérieures sont connues pour ses dérivées partielles

par rapport aux variables x1 et x2.

3.3 Résultats

On présente une théorie ainsi que la méthode de conception du contrôleur PID dans différentes

conditions de la classe des fonctions incertaines non linéaires.

Tout d’abord, on définit un espace fonctionnel:

FL1,L2 � tf P C1pR2 �Rq, |df{dx1| ¤ L1, |df{dx2| ¤ L2, @x1, x2 P R, @t P R�u

Où, L1 etL2 sont des constantes positives, etC1pR2�Rq désigne l’espace de toutes les fonctions

de R2 � R à R qui sont localement Lipschitz dans px1, x2q uniformément dans t et continues

par morceaux en t, avec dérivées partielles continues par rapport à px1, x2q.

Théorème 1: Considérons le système contrôlé par PID (3) avec une inconnue quelconque

f P FL1,L2. Supposons que pour tout t P R et y P R, fpy, 0, tq � fpy, 0, 0q. Ensuite, pour tout
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L1, L2 ¡ 0, il existe une variété tridimensionnelle ΩPID � R3, défini par:

ΩPID �
!
kp, ki, kd � R3, kp ¡ L1, kd ¡ L2, ki ¡ 0, pkp � L1qpkd � L2q � ki ¡ L2

a
pkipkd � l2q

)
(3.4)

Une illustration : L1 � 5 et L2 � 5

L’ensemble Ωpid lorsqu’il est limité au domaine 0 ¤ kp, ki, kd ¤ 50

Figure 3.1: Illustration du domaine ΩPID

de telle sorte que chaque fois que les paramètres du contrôleur pkp, ki, kdq sont pris dans Ωpid,

le système en boucle fermée (3) satisfera à la limite t Ñ 8 x1ptq � y� et à la limite t Ñ 8
x2ptq � 0 pour tout valeur initiale px1p0q, x2p0qq P R2 et toute valeur consigne constante

y� P R.

Remarque 1 : La sélection des trois paramètres du contrôleur offre une grande flexibilité

en raison de la définition précise de Ωpid. Le théorème 1 donne un résultat de convergence

globale, pour lequel les limites supérieures des dérivées partielles jouent un rôle clé, et nous

remarquons que sans ces limites, il serait impossible au contrôleur PID d’atteindre un niveau de

stabilisation globale en général [6]. Nous notons également que la sélection des trois paramètres

ne repose pas sur les valeurs initiales (position et vitesse) ni sur la consigne y�.

Remarque 2 : D’après le théorème ci-dessus, nous trouvons que le paramètre de l’intégrale

ki du contrôleur PID peut être pris arbitrairement petit, mais ne peut être égal à zéro, car sinon

il n’y aurait pas d’action intégrale. En même temps, pour tout kp ¡ L1 et kd ¡ L2 fixes, nous
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avons pkp, ki, kdq P Ωpid pour tout ki suffisamment petit ¡ 0. De plus, à partir de la preuve du

théorème 1, on peut constater que la classe de fonctions incertaine FL1,L2 peut également être

élargi en remplaçant les conditions sur les dérivées partielles par certaines restrictions globales

de type Lipschitz.

S’il n y a plus de contraintes sur la fonction inconnue fpx1, x2, tq, par exemple f est in-

dépendante de t et est linéaire dans la deuxième variable x2, alors une plus grande variété

de paramètres peut être trouvée pour stabiliser le système. La proposition suivante prouve

rigoureusement ce fait.

On présente l’espace fonctionnel suivant:

GL1,L2 �
 
f P C2pR2qq |df{dx1| ¤ L1, |d2f{dx22| ¤ L2

(
(3.5)

x2 P R, où L1 ¡ 0, L2 ¡ 0 sont des constantes et C2pR2q l’espace de deux fonctions contin-

uellement différenciables de R2 dans R.

Proposition 1 : Considérons le système (3.3) contrôlé par PID où la fonction inconnue

f P GL1,L2 ne dépend pas du temps t. Ensuite, pour tout f P GL1,L2 et toute consigne y� P R,

le système (3.3) en boucle fermée satisfait limtÑ8 x1ptq � y� et limtÑ8 x2ptq � 0 pour toute

valeur initiale px1p0q, x2p0qq P R2 si et seulement si les paramètres PID pkp, ki, kdq se trouvent

dans la variété tridimensionnelle suivante:

9Ωpid �
 
kp, ki, kd P R3, kp ¡ L1, kd ¡ L2, ki ¡ 0, pkp � L1qpkd � L2q � ki ¡ 0

(
(3.6)

On remarque que lorsque py�, 0q est un point d’équilibre des systèmes non contrôlés, le terme

I n’est pas nécessaire pour la régulation.

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour suivre un point de con-

signe donné (point d’équilibre) avec le contrôle de PD pour une classe de systèmes incertains

affines non linéaires à deux dimensions.

On définit un espace fonctionnel FL1,L2 , y
� � C1pR2 Ñ R2q comme suit:
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"
f � pf1, f2q | Bf1

Bx2

| ¡ 0, �pBf1

Bx2

q�1detpDfq ¤ L1, p Bf1

Bx2

q�1trpDfq ¤ L2, @x1, x2 P R, fpy�, 0q � 0

*

Où, detpDfq est le déterminant de la matrice jacobienne de f définie par:

�
��
Bf1

Bx1

Bf2

Bx2Bf1

Bx2

Bf2

Bx2

�
�

et trpDfq est la trace de Df définie par :

Bf1

Bx1

� Bf2

Bx2

.

Théorème 2 : Considérons le système non linéaire affine avec l’inconnu f � FL1,L2,y� , tel

que :

$'&
'%

9x1 � f1px1, x2q

9x2 � f2px1, x2q � u

Où, u est la commande PD : u � kp eptq � kd eptq et eptq � y� � x1ptq.
Alors, pour tout f P FL1,L2,y�, le système en boucle fermée (3.8) vérifie que limtÑ8 x1ptq � y�
et limtÑ8 x2ptq � 0 pour toute valeur initiale px1p0q, x2p0qq P R2 si et seulement si les

paramètres PD sont situés dans la variété bidimensionnelle ΩPD � pkp, kdq P R2|kp ¡ L1, kd ¡ L2.

On remarque que si
Bf1

Bx2

  0, @x1, x2 P R, le théorème 2 est toujours valable, à condition que

les inégalités «¡» et «¤» soient remplacées par « » et «¥» respectivement dans les définitions

de FL1,L2,y� et ωPD.

Corollaire 1 : Si f1px1, x2q � x2, alors l’espace de fonction F 1
L1,L2,y�

dans le théorème 2

est réduit à:"
F 1
L1,L2,y�

� f2 P C1pR2q | Bf2

Bx1

| ¤ L1, | Bf2

Bx2

| ¤ L2, @x1, x2 P R, f2py�, 0q � 0

*

Enfin, il convient de mentionner que pour les systèmes de premier ordre, le contrôle PI est enfin

indiqué, que pour les systèmes de premier ordre, le contrôle PI est suffisant. La proposition

suivante donne une description rigoureuse.

page 27



CHAPTER 3. RÉGLAGE DU PID SELON C. ZHAO ET L. GUO

On définit,

 
FL � f P HpR �R�q : |fpx, tq � fpy, tq| ¤ L|x� y|, @x, y P R, @t P R�

(

Où, L ¡ 0 est une constante et HpR � R�q est l’espace des fonctions de R � R� dans R, qui

sont continues par morceaux dans la deuxième variable t.

Proposition 2 : Considérons le système non linéaire de premier ordre suivant 9x � fpx, tq�
u, où l’inconnu f P FL et le contrôle PI sont définis par uptq � kpeptq � ki

³t
0
epτqBτ .

Puis pour tout f P FL et toute valeur de consigne y� satisfaisant fpy, tq � fpy�, 0q pour tout

t P R�, le système en boucle fermée est globalement stable et satisfait à la limtÑ8 xptq � y�

si et seulement si Les paramètres PI appartiennent à la variété bidimensionnelle suivante:

 
Ωpi � pkp, kiq P R2 kp ¡ L, ki ¡ 0

(

. En fait, si les paramètres PIpkp, kiq sont pris à partir de ωPI , la convergence de la limtÑ8xptq �
y� a un taux exponentiel pour toute valeur initiale xp0q P R.

Remarque 3 : Si le canal de contrôle contient un paramètre inconnu, disons b (par exem-

ple, uptq est remplacé par buptq dans les systèmes de contrôle), où b est une constante positive

inconnue avec une limite inférieure connue b ¡ 0, alors tous les résultats dans les théorèmes

ci-dessus, les propositions et le corollaire restent vrais, à condition que pbkp, bki, bkdq soient

choisis sur les variétés respectives.

Preuve du théorème 1 : Nous introduisons quelques notations. Notons, xptq � ³t
0
epτqdτ�

fpy�, 0, 0q
ki

, yptq � eptq, zptq � 9eptq, gpy, z, tq � �fpy� � y,�z, tq � fpy�, θ, tq, puis le

système (3.3) se transforme en :

$'''''&
'''''%

9x � y,

9y � z,

9z � gpy, z, tq � kix� kpy � kdz,

(3.7)

Avec f P FL1,L2 , il est facile de voir que g P FL1,L2 et gp0, 0, tq � 0 pour tout t ¡ 0.

Par conséquent p0, 0, 0q est un équilibre de (3.7). Notons que gpy, z, tq peut être exprimé par

gpy, z, tq � bpy, tqy � apy, z, tqz, où les fonctions bpy, tq et apy, z, tq sont définis par :
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bpy, tq �

$''&
''%

gpy, 0, tq
y

y � 0,

Bg
By p0, 0, tq y � 0,

et apy, z, tq �

$'&
'%
gpy, z, tq � gpy, 0, tq

z
z � 0,

Bg
By py, 0, tq z � 0,

Évidemment, nous avons bpy, tq ¤ L1, |apy, z, tq| ¤ L2 pour tout y, z, t d’après le théorème de

la valeur moyenne et la définition de FL1,L2 .

Puisque pour tout t ¡ 0 et y P R, fpy, 0, tq � fpy, 0, 0q, il est facile de voir que bpy, tq �
gpy, 0, 0q.
y est simplement une fonction de y, désignée désormais par bpyq. De toute évidence, bp.q est

continu.

Par conséquent, l’équation (3.7) en boucle fermée peut être réécrite comme suit :

�
����

9x

9y

9z

�
���� � Apx, y, z, tq

�
����
x

y

z

�
���� , (3.8)

Avec,

Apx, y, z, tq �

�
����

0 1 0

0 0 1

�ki �kp � bpyq �kd � apy, z, tq

�
����

Pour construire une fonction de Lyapunov, on note : ψ � pψ0 � ψ1q
2

oùψ0 � infy,z,t�apy, z, tq � kd,

ψ1 � supy,z,t�apy, z, tq � kd et φ0 � infyφpyqoùφpyq � �bpyq � kp.

Il est facile de voir que, φ0 ¡ kp�L1 ¡ 0etψ0 ¥ kd�L2 ¡ 0 par le fait que kp ¡ L1etkd ¡ L2.

On adopte maintenant une méthode similaire à celle utilisée pour les équations différentielles

autonomes, et on montre que la forme quadratique suivante plus un terme intégral est bien une

fonction de Lyapunov [7].

V px, y, zq � rx, y, zsP rx, y, zsT �
» y

0

pφpτq � φ0qτBτ
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où la matrice constante P est :

P � 1

2

�
����
µki ki 0

ki φ0 � µψ µ

0 µ 1

�
���� (3.9)

Il n’est pas difficile de vérifier que P est une matrice définie positive (voir le lemme B1 dans

l’annexe B; par conséquent, V px, y, zq est une fonction définie positive radicalement non liée

dans x, y,z.

Ensuite, par de simples calculs basés sur les définitions de P et Apx, y, z, tq, il en résulte que la

dérivée par rapport au temps de V px, y, zq le long des trajectoires de (3.8), est donnée par :

9V px, y, zq � rx, y, zspPApx, y, z, tq � Apx, y, z, tqTP qrx, y, zsT � pφpyq � phi0qyz

�

�
�����

0 0 0

0 k1µφpyq µpψ � apy, z, tq � kdq � φ0 � φpyq
2

0
µpψ � apy, z, tq � kdq � φ0 � φpyq

2
µ� apy, z, tq � kd

�
�����

�
����
x

y

z

�
�����pφpyq�φ0qyz

�

�
�����

0 0 0

0 k1µφpyq µpψ � apy, z, tq � kdq
2

0
µpψ � apy, z, tq � kdq

2
µ� apy, z, tq � kd

�
�����

�
����
x

y

z

�
����

� �ry, zsQpy, z, tq
�
�y
z

�
�

Avec Qpy, z, tq matrice symétrique exprimée comme suite :

Qpy, z, tq �
�
� �kiµφpyq �µ

2
rψ � apy, z, tq � kds

�µ
2
rψ � apy, z, tq � kds �µ� apy, z, tq � kd

�
�

On prouve maintenant que Qpy, z, tq est en réalité défini positif pour tout y, z P et t P R�.

Notons α � �µ
2
pψ� apy, z, tq� kdq et β � �µ� apy, z, tq� kd, notons que par les définitions

de φ0, ψ0, ψ1 (éqs. B1 et B3 de l’annexe B), on a :

� ki � µφpyq ¥ �ki � µφ0 ¡ 0 (3.10)
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� µ� ψ1 ¥ β ¥ �µ� φ0 ¡ 0 (3.11)

|ψ � apy, z, tq � kd| ¤ L2 (3.12)

Où, on a utilisé le fait que ψ � pψ1 � ψ0q
2

et|apy, z, tq| ¤ L2.

Donc, par (B2), (3.10) - (3.12), on sait que pki�µpyqqβ ¥ p�ki�µφ0qp�µ�ψ0q ¥ µ2
4
L2

2 ¥ α2.

Par cette dernière et (3.10), (3.11), il est facile de voir que la matrice Qpy, z, tq est définie posi-

tive pour tout y, z, t.

Certains calculs standard permettent d’obtenir la valeur propre minimale de Qpy, z, tq comme :

λminQpy, z, tq � hpy, α, βq ∆� 1

2
�K1 � µφpyq � β �

a
p�k1 � µφpyq � βq2 � 4α2

On définit λpyq � lnfhpy, α, βq, où l’infimum est pris pour tout |α| ¤ µL2 et β P r�µ �
ψ0,�µ� ψ1s.
Il est facile de voir que λp.q est une fonction positive de y. On sait aussi que λp.q est une fonction

continue du lemme B2 de l’annexe B.

Enfin, on applique le théorème A1 de l’annexe A pour conclure la démonstration de ce théorème.

Si on prend W px, y, zq � λpyqpy2 � z2q, toutes les conditions du théorème A1 sont alors rem-

plies. D’où toutes les solutions de (3.7) sont bornées et satisfont limtÑ8 λpyptqqpy2ptq �
z2ptqq � 0.

Puisque yptq est borné, il existe un δpositif ¡ 0 tel que λpyptqq ¡ δ.

Donc limtÑ8py2ptq � z2ptqq � 0, ce qui donne limtÑ8 x1ptq � y et limtÑ8 x2ptq � 0.

Par conséquent, la preuve du théorème 1 est complète.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté une théorie mathématique ainsi qu’une méthode de conception

pour le contrôle bien connu par PID d’une classe de base de systèmes dynamiques incertains

non linéaires de second ordre, et avons examiné plusieurs questions connexes, notamment la
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stabilisation globale, la régulation asymptotique.

On remarque que les règles de conception des PID sont assez simples et nécessaires pour la

stabilisation globale.

page 32



Chapter 4
Application sur le pendule inversé

4.1 Pendule inversé

Comme application on a choisi le pendule inversé qui représente un système non linéaire de

second ordre, un pendule inversé est un pendule simple. Il présente une position d’équilibre

instable s’il est maintenu vertical à 1800, mais cette position est maintenue par un système de

contrôle.

Un pendule inversé est un système dynamique non linéaire instable, il est considéré comme

un très bon exemple pour les systèmes instables et non linéaires. Il est utilisé pour tester les

performances des techniques de commande pour des constantes de temps très rapides.

4.2 Objectif de l’étude d’un pendule inversé

L’importance de l’étude du pendule inversé est devenue plus importante que jamais vu que non

seulement il est utilisé dans l’industrie robotique des usines, mais il est plus utiliser dans les ob-

jet de la vie quotidienne de l’humain, qui est un exemple d’un double pendule inversé lui-même

, et cela se traduit par différant exemples comme la nouvelle moto de HONDA roadster NC750

qui ne tombe pas même à l’arrêt, elle utilise un dispositif d’un double pendule inversé parallèle

appelé «RidingAssist» pour assurer la stabilité, ce dispositif s’active si la vitesse de la moto est

inférieur à 4, 8km{h ou elle est à l’arrêt, le premier pendule c’est la fourche, et le deuxième

pendule est la fourche de la roue arrière, des moteurs agissent sur sa fourche et ses roues afin

de corriger son assiette et la maintenir en équilibre. [17]
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Figure 4.1: HONDA Roadster NC 750 en équilibre à l’arrêt

On a dit que l’humain est un exemple d’un pendule inversé, et ceci grâce à sa marche qui peut

être modélisée par un pendule double inversé dont les deux axes principaux sont les chevilles et

les hanches. Nos articulations travaillent sans arrêt pour nous maintenir debout. C’est le même

principe utilisé dans la robotique humanoïde [18].

Figure 4.2: Robots EMIEW (gauche) and EMIEW2 (droite)
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Figure 4.3: Pendule inversé

• θ l’angle formé entre la tige et la verticale

• m la masse du pendule

• l la longueur de la tige

• g l’accélération de la pesanteur

4.3 Modélisation du pendule

D’après la loi fondamentale de la dynamique appliqué à la masse m on a :

¸
Mt � J :θ

J : Moment d’inertie

J :θ � �mglsinθ � b 9θ � Γ

:θ � �g
l
sinθ � b

ml2
9θ � u

Avec u � Γ

ml2

On pose, x1 � θ, x2 � 9θ.

Le modèle est décrit comme suit :

9x1 � x2

9x2 � �g
l
sinx1 � b

ml2
9x2 � u
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On linéarisant ce modèle autour de px10, x20q.
En dérivant cette fonction par rapport à x et par rapport à u, (matrice jacobienne) on trouve

:

Bf
Bx �

�
� 0 1

�g
l
cosx1 � b

ml2

�
� (4.1)

Bf
Bu �

�
� 0

1

ml2

�
� (4.2)

Le système linéarisé autour de px10, x20q est :

9x̃1 � x̃2

9x̃2 � �g
l

cospx10qx̃1 � b

ml2
x̃2u

y � x̃1 � Cx̃

Gpsq � CpsI � Aq�1B

C �
�

1 0
	

; B �
�
� 0

1

ml2

�
� ; A �

�
� 0 1

�g
l

cospx10q � b

ml2

�
�

sI�A �
�
� s �1
g

l
cospx10q s� b

ml2

�
 ñ psI�Aq�1 � 1

s2 � s
b

ml2
� g

l
cospx10q

�
�� s� b

ml2
1

�g
l

cospx10q s

�
��

CpsI � Aq�1B �
1

ml2

s2 � s
b

ml2
� g

l
cosx10

Gpsq � 4

s2 � 0.04s� 20 cosx10

On détermine les paramètres kp, ki, kd par la méthode du point critique (méthode classique),

pour deux valeurs de x10 : π{2, π{6 puis on applique ces pid’s sur notre système non linéaire.
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4.3.1 Description de la méthode :

On augmente le gain kp jusqu’à ce que la boucle oscille à une amplitude constante, kp � kcrit.

En déterminant kcrit et Tcrit, on calcule les paramètres kp, ki et kd selon le tableau ci- dessous :

Paramètres Valeur

Kp 0.6Kcrit

Ki 0.5Tcrit

Kd 0.125Tcrit

Table 4.1: Paramètres de régulation

Figure 4.4: mise en oscillation d’un système par contre- réaction

On détermine les paramètres PID pour x10 � π{2. Gpsq � 4{ps2 � 0.04sq
On trouve Tcrit � 6.5807 � 3.1071 � 3.4736

• Kp � 0.6 � 5.05 � 3.03

• Ti � 0.5 � 3.4736 � 1.735

• Td � 0.125 � 3.4736 � 0.4342
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Figure 4.5: Réponse à une perturbation de 0.1radian du système linéaire X10 � π{2, Réf.π
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Figure 4.6: Application du PID classique sur le système non linéaire avec perturbation de

0.1radian prf � πq

4.4 Détermination des paramètres kp, ki, kd selon C. ZHAO

et L. GUO

On a le domaine :

Ωpid � kp, ki, kd P R3, kp ¡ L1, kd ¡ L2, ki ¡ 0, pkp � L1qpkd � L2q � ki ¡ L2
a
pkipkd � l2q

On cherche kp en fonction de ki et kd.

pkp�L1qpkd�L2q�ki ¡ L2
a
pkipkd � l2q ñ pkp�L1q ¡ Ki

kd � L2

�kd�L2

a
kipkd � L2q

kp ¡ L1 � ki
kd � L2

a
kipkd � L2q

On a : ���� BfBx1

���� ¤ L1 ;

���� BfBx2

���� ¤ L2
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On calcule les valeurs minimum de L1 et L2 ?

A l’équilibre pour u � 0,

���� BfBx1

���� � mgl

dml2
cosx1

puisque: |cosx1| ¤ 1, donc,

max

���� BfBx1

���� � g{l

donc pour notre cas g � 10, l � 0.5, b � 0.01 ,

���� BfBx1

���� � g

l
� 20

���� BfBx2

���� � b

ml2
� 0.04

Donc L1 � 20 et L2 � 0.

kp ¡ L1 � ki
kd � L2

a
kipkd � L2q

,

L1 � 20, L2 � 0.04, en prenant : Ki � 1.73, Kd � 0.434 et on calcule kp. kp ¡ 23, 99, on

prend kp � 24

• kp � 24

• ki � 1.73

• kd � 0.43
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Figure 4.7: Réponse à une perturbation de 0.1radian du système non-linéaire X10 � π{2
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Figure 4.8: Réponse à une perturbation de 0.1radian du système non-linéaire, Réf.π

de la même façon, pour x10 � π{6.

Gpsq � 4{ps2 � 0.04s� 0.8661q

On trouve kcrit � 4.4552 � 3.0871 � 1.3681

• kp � 3.03

• ki � 0.684

• kd � 0.20
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Figure 4.9: Réponse à une perturbation de 0.1radian du système linéaire X10 � π{6, Réf.π
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Figure 4.10: Application du PID classique sur le système réel X10 � π{6, Réf.π

De la même façon, on détermine les nouveaux paramètres PID selon la théorie présentée aupar-

avant :

kp ¡ L1 � ki
kd � L2

a
kipkd � L2q

, L1 � 20, L2 � 0.04, en prenant : Ki � 3.35, Kd � 0.83 et on calcule kp.

kp ¡ 21, 66, on prend kp � 22

• kp � 22

• ki � 0.68

• kd � 0.20

L’application du nouveau PID sur notre système donne le graphe suivant :

page 44



CHAPTER 4. APPLICATION SUR LE PENDULE INVERSÉ

Figure 4.11: Réponse à une perturbation de 0.1radian du système non-linéaire X10 � π{6,

Réf.π

4.5 Conclusion

On remarque que l’application des PID dont les paramètres sont calculés selon les résultats

obtenus au troisième chapitre sur notre système non linéaire donne des boucles stables con-

trairement à celles calculés par méthode classique.

Pour avoir une idée plus claire sur la stabilité obtenue pour n’importe quelle valeur de x10, on

va lier ça avec le concept de marge de phase et la marge de gain pour essayer en quelque sorte

de mesurer cette stabilité.

Pour cela un code source Matlab est élaboré pour tracé la fonction Marge de phase en

fonction de x10 pour les deux cas de figure.
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Figure 4.12: Marge de phase en fonction de x10 avec les paramètres PID linéaire
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Figure 4.13: Marge de phase en fonction de x10 avec les paramètres PID non linéaire

Remarques :

• Pour des paramètres kp, ki, kd, PID non linéaire : le système se stabilise à n’importe quel

valeur de x10 vu que la marge de phase est strictement positive (la valeur minimale est

égale à 8),

• pour des paramètres kp, ki, kd, PID linéaire : le système est instable pour des valeurs de

x10 qui dépasse 1.5radian,la marge de phase varie entre �53 et 36.

On remarque que le système est plus stable pour des valeurs inférieures de x10.
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Conclusion

Dans cette étude on a présenté une théorie mathématique avec une méthode de conception pour

le contrôleur PID bien connu d’une classe de base de second ordre non linéaire pour les sys-

tèmes dynamiques incertains.

Nous avons étudié plusieurs questions connexes, notamment la stabilisation globale et régula-

tion asymptotique.

Les règles de conception des PID sont assez simples et nécessaire à la stabilisation globale.

Cette théorie et ces méthodes de conception démontrent que le contrôleur PID est en effet assez

robuste en ce qui concerne les paramètres de conception et les incertitudes non linéaires.

Limites du PID:

• Les résultats théoriques ci-dessus peuvent ne pas être valables dans les cas suivants: La

non-linéarité a un taux de croissance "plus rapide" que la croissance linéaire. exemple,

fpx1;x2q � px2
1 � x2

2qδ où δ ¥ 1

2
.

• Systèmes décrits par des équations différentielles d’ordre 3.

Quelques perspectives futurs :

• Étendre les résultats et les méthodes sur les PID à des systèmes incertains non linéaires

plus généraux

• Améliorer les résultats existants sur le contrôle des systèmes non linéaires incertains, soit

en améliorant la structure du PID, soit en utilisant les méthodes analytiques développées

ici.

• Prendre en charge les autres critères de performances à savoir : la précision et la rapidité.
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Annexe A

Théorème A1 (LaSalle-Yoshizawa) : Considérons le système non linéaire variable dans le

temps suivant :

9x � fpx, tq

Où, f : RnxR� Ñ Rn est localement un Lipschitz dans x uniformément dans t et contin-

uellement par morceaux dans t.

Soit x � 0 un point d’équilibre de ce système, c’est-à-dire que fp0, tq � 0, @t ¥ 0.

Soit V pxq P C1pRn Ñ Rq une fonction continuellement différentiable, positive définie et

radiale non liée de telle sorte que :

9V � BV
Bx fpc, tq ¤ �W pxq ¤ 0, @x P Rn

Où, W est une fonction continue. Ensuite, toutes les solutions de ce système sont globalement

liées uniformément et satisfont

limtÑ8W pxptqq � 0

Voir[A1 -A2] Théorème A2 : Considérons l’équation autonome de troisième ordre suivante :

$'''''&
'''''%

9x � y,

9y � z,

9z � �cx� φpyqy � ψpyqz,
Où φpyq et ψpyq sont des fonctions continues de y et c est une constante, puis l’origine est

globalement asymptotiquement stable si :
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inf
yPR

φpyq ¡ 0, inf
yPR

ψpyq ¡ 0 et inf
yPR

φpyq. inf
yPR

ψpyq ¡ c

Le résultat dans le théorème suivant est une version en deux dimensions d’une conjecture

générale sur la stabilité globalement asymptotique, appelée conjecture de Markus-Yamabe (ou

conjecture de Jacobienne), qui s’est avérée vraie pour le modèle à deux dimensions.[A3-A4]

Théorème A3 (Markus-Yamabe) : Soit f P C1pRn, Rnq, fp0q � 0.

Considérons l’équation différentielle autonome à n dimensions, 9x � fpxq
Si pour tout x P Rn les valeurs propres de la matrice jacobienne

Bf
Bx de f en x si les parties

réelles sont négatives, on suppose alors que la solution zéro de l’équation différentielle est

globalement stable.
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Annexe B

Lemme B1: La matrice P définie par (9) est définie positive. Preuve. Pour montrer que la

matrice P est définie positive, nous montrons d’abord que les trois inégalités suivantes :

µ   ψ0, pB1q

4p�ki � µφ0qp�µ� ψ0q ¡ µ2L2
2q, pB2q

�ki � µφ0 ¡ 0. pB3q

Notez que par définition du ωpid, on a:

pkp � L1qpkd � L2q ¡ ki � L2

a
kipkd � L2q, ainsiφ0ψ0 ¡ ki � L2

a
kipkd � L2q

Par conséquent : 0   ψ0   L2 � kd, on a φ0ψ0 � ki ¡ L2

?
kiψ0 ¡ 0

pφ0ψ0 � kiq2 ¡ L2
2kiψ0 pB4q

Par conséquent l’équation (B1) est vrai tant que :

µ� ψ0 � �p2φ0ψ0 � 2ki � L2
2ψ0q

4φ0 � L2
2

  0

De plus, en réécrivant (B4) comme :

pφ0ψ0 � kiq2 � p4φ0 � L2
2qkiψ0 ¡ 0, pB5q

On sait que :

4p�ki � µφ0qp�µ� ψ0q � µ2L2
2 � �p4φ0 � L2

2qµ2 � p4φ0ψ0 � kiqµ� 4kiψ0 �

4r�p4φ0 � L2
2qkiψ0 � pφ0ψ0 � kiq2s
4φ0 � L2

2

¡ 0
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Conclusion

D’où l’équation (B2) est également valide et par conséquent (B3) découle de (B1) et (B2).

Ensuite, par (B1) et (B3), il est facile de vérifier que P est défini positif, puisque les trois

inégalités suivantes sont valables:

µki ¡ 0

det �
�
�µki ki

ki φ0 � µψ

�
�

Et,

det �

�
����
µki ki 0

ki φ0 � µψ µ

0 µ 1

�
���� � kipµφ0 � µψ � ki � µ3q ¡ kipµ2ψ0 � µ3q � kiµ

2pψ0 � µq ¡ 0

Lemme B2: Soit fp., .q une fonction continue définie dans R � K, où K � Rn est un

ensemble compact. Définissez hpyq � infpy, wq, puis hp.q est une fonction continue de y.

Preuve : Tout d’abord, nous prouvons que Ac � y P R : hpyq ¡ c est ouvert pour tout

c � R. Supposons que hpy0q ¡ c pour un peu de y0, puis fpy0, wq ¡ hpy0q ¡ c pour tout w P k
selon la définition de hp.q. Par conséquent, il existe δ ¡ 0 tel que fpy, wq ¥ hpy0q � c

2
.

pour tout y qui satisfait |y�y0|   δ et pour tout w P K, puisque f est uniformément continu

dans ry0 � 1, y0 � 1s �K. D’où py0 � δ, y0 � δq � Ac, ce qui donne la propriété d’ouverture de

Ac.

Ensuite, nous prouvons que Bc � y P R : hpyq   c est également ouvert pour tout c. Sup-

posons que hpy0q   c pour certains y0. Puisque K est compact.

il existe un w0 P K tel que hpy0q � fpy0, w0q. Par la propriété continuité de f au point

py0, w0q, nous concluons qu’il existe un η ¡ 0 tel que fpy, wq ¤ hpy0q � c

2
pour tout y sat-

isfaisant |y � y0|   η D’où hpyq ¤ fpy, w0q ¤ hpy0q � c

2
pour y P py0 � η, y0 � ηq. Nous

concluons que Bc est également ouvert pour tout c P R. En conclusion, hp.q est une fonction

continue de y.
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Annexe C

Tracée de la fonction marge de phase en fonction x10)

c l c

mphi = [ ] ;

kp = 3 . 0 5 ;

k i = 1 . 7 3 ;

kd = 0 . 4 3 ;

s= t f ( ’ s ’ ) ;

x10 =[ p i / 8 p i / 6 p i / 3 p i / 2 p i ] ;

f o r i = 1 : 5

num=4∗ ( kd∗ s ^2+ kp∗ s+ k i )

den=s ^3+0.04∗ s ^2+20∗ s ∗ cos ( x10 ( i ) ) ;

f =num / den ;

[gm pm]= margin ( f ) ;

mphi =[ mphi , pm ] ;

end

p l o t ( x10 , mphi ) ;
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Annexe D

Figure 4.14: Subsystem(PID)
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Conclusion

Figure 4.15: Pendule inversé + PID

Figure 4.16: Pendule inversé (linéarisé autour de π) + PID
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