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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont d'une importance cruciale dans la modélisation
et la description des phénomeénes naturels en Physique, Chimie, Biologie, etc., nous citerons a
titre d’exemples I’évolution des populations, les tremblements de terre, la dynamique de fluide,
la mécanique de continuum, simulation d’avion, graphiques des calculatrices et prédiction de
la météo.
Les équations a retard, différentielles ou aux dérivées partielles, décrivent I’évolution d'une va-
riable en fonction d'une ou plusieurs valeurs prises par cette variable dans le passé. Il peut s’agir
de valeurs ponctuelles, on parlera alors de retard discret (qu’il y ait un ou plusieurs retards), ou
d'un ensemble de valeurs prises dans un intervalle, borné ou non, on parlera alors de retard
continu (noyau de distribution). La condition initiale d'une équation a retard est définie sur un
intervalle, de longueur égale au retard (ou, dans certains cas, égale au retard maximum). L'utili-
sation du retard dans la description d'une dynamique nous permet d’obtenir un modele encore
plus proche de la réalité. En conséquence, les équations a retard interviennent dans de nom-
breux domaines d’applications des mathématiques, et en particulier en biologie (évolution des
populations, épidémiologie ) ot de nombreux phénomenes sont non-locaux, en la variable de
temps mais parfois également en la variable d’espace ou ce qui tient lieu de la variable "d’es-
pace" (la maturité, 1'age, la taille, etc.).

Considérons a titre d’exemple 1'équation différentielle a retard du type Lasota—Wazewska
[26] qui décrit la vie des globules rouges chez un animal. Elle a été proposée par Wazewska-

Czyzewska et Lasota et s’écrit comme suit :

U(t)

U'(r) —oU(t) + Pe~@U=1) >0 W
@(1) te[-r,0]

Ou o, P et a sont des constantes positives, t réel positif. U(t) représente le nombre de glo-
bules rouges a 'instant t, o est le taux de mortalité des globules rouges, P et a sont reliés a la
production des globules rouges par unité de temps et r est le temps nécessité pour la produc-
tion d’'une globule rouge, ¢ est une condition initiale définie sur [—7,0]

la fonction U peut dépendre aussi d'une variable spatiale [16]. Dans ce cas, I’équation tempo-
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relle (1) peut prendre la forme d'une équation de réaction-diffusion et devient :

Wix) = 3Y(t,x)-oU(t,x)+Pe U9 150,xeQ
ult,x) =0 t=0,x€0Q )
ut,x) = @(t,x) -r<t<0,xeQ

Ou Q c Run domaine borné et (¢, x) € Ry x Q. U(t,x) représente icile nombre de globules rouges
se trouvant au point x a I'instant t. ¢ est une condition initiale

La théorie des équations a retard a été étudiée, en premier lieu, par V.Volterra, au début du
XX eme siecle[23]. Toutefois, le comportement asymptotique des solutions trouvées n’était pas
bien compris a ce moment 13, a cause de I'utilisation d’approche du point fixe.
J. Hale a montré, en 1970, que ces solutions (obtenues par la méthode du point fixe) donnent
naissance a un semi groupe sur un certain espace de fonctions [12] . Il a obtenu, par la suite,
avec S.Verduyn Lunel une description asymptotique complete de la solution dans le cas de
dimension finie en utilisant la théorie des semi-groupes[13]. Ensuite, G.Webb a inversé cette
procédure, en construisant, tout d’abord, un semi-groupe et en 'utilisant, apres cela, pour ré-
soudre I’équation différentielle a retard [25].

Dans ce travail, on utilise la théorie des semi-groupes pour étudier les équations aux déri-

vées partielles a retard qui peuvent s’écrire sous la forme abstraite suivante :

iu(t) = f(uy) t>0
dt - ! 3)
u(t) = @) -r=<t<0

Avec r un réel strictement positif qui représente le retard, f un opérateur d'un espace de fonc-
tions F(-1,0;Y) dans un espace de Banach Y, et ¢ une application définie sur [-r,0] a valeurs
dansY.

Dans les articles traitant les notions d’existence et d'unicité des problemes du type (3), la fonc-
tion f est, en général, la somme d’'un opérateur linéaire B défini sur Y et d'un opérateur L (I'opé-

rateur de retard), défini sur F(-1,0;Y) et dans ce cas le probleme devient :

d
Eu(t) = Bu(t)+ Lu; >0
u(t) = (1) -r<t<0

ce qui permet d'imposer des hypotheses différentes sur les opérateur B et L. On se réfere aux
travaux ([10],[22]), si par exemple L est borné de I'’espace des fonctions continus et B est le
générateur infinitésimal d'un Cy-semi groupe. Par contre, pour permettre aux opérateurs non
bornés d’agir sur le terme du retard, il est nécessaire de considérer que Y est un espace de Ba-
nach densément et continument injecté dans un espace de Banach plus large qu’on note par
X. Y est généralement muni d'une norme qui dépend de 'opérateur B : D(B) ¢ X — X. Par

exemple, si B est le générateur infinitésimal d'un semi groupe fortement continu dans X alors
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on peut poser :
Y =(D(B),l.lg)

avec |.|g est la norme du graphe de I'opérateur B définie par
leg =|x|x +|Bx|lx pourtoutxe D(B)

En plus d'une introduction générale et d'une conclusion, ce mémoire est composé de trois
chapitres :
On propose dans le premier chapitre des notions préliminaires et des rappels utiles pour que le
lecteur puisse comprendre les résultats des chapitres suivants.
Le 2éme chapitre se base sur I'article de Kunisch et Schappacher [18] et reprend en détails ses
principaux résultats. le but de ce chapitre est de trouver les conditions nécessaires que 1'opé-
rateur f doit vérifier pour que le probleme (3) soit bien posé, a cette effet, on procéde comme
suit :
1. On suppose que '’hypothese suivante est vérifiée
(H) Lopérateur f estlinéaire et le probléeme (3) est bien posé.
2. Onmontre que les solutions de (3) définissent un semi groupe (7'(#)) ;>0 fortement continu
dans F(-1,0;Y).
3. On caractérise le générateur infinitésimal A du semi groupe (7'(?)) />0, en considérant de

faibles hypothéses seulement sur I'opérateur f et 'ensemble D des valeurs initiales, pour

lesquelles une unique solution forte de (3) existe.

4. On exploite la théorie des semi-groupes, en particulier le théoreme de Hille-Yosida, pour

trouver les conséquences de I'hypothese (H) sur I'opérateur f.

Dans le 3eme chapitre, on s’'intéresse a deux équations de réaction-diffusion particulieres, la
premiere a retard discret et la 2éme a retard continue (distribué). On vérifie si les conditions
nécessaires trouvées dans le chapitre précédant, pour que ces équations admettent des solu-

tions fortes, sont satisfaites.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce premier chapitre, on rappelle des notions de base tout en reprenant des théoréemes
et des résultats nécessaires pour le développement de notre projet. Pour plus de détails le lec-

teur est invité a consulter les ouvrages suivants : [1], [2], [4], [6], [7], [8], [9],[11], [19], [24].

1 Le principe de I'application contractante

Soit X un espace vectoriel normé, une application f : X — X est dite contractante s'il existe
k<1tel que:
|f(x)—f(y)|X < k|x—y|X pour tout x,y€ X

Définition 1.1. Soient X un espace de Banach, M c X un sous ensemble non videet f : M — X

une application. Une solution de Tx=x est dite point fixe de T.

Théoreme 1.1. [11] Soient X un espace de Banach, et une application f : X — X contractante,
alors f admet un unique point fixe, c’est a dire, il existe une unique solution x € X de l'équation

Tx=x

2 Espaces fonctionnels

2.1 Espaces C*

Définition 1.2. Soient [ un ouvert deR, k € N et X un espace de Banach .

o COI, X) est I'espace des fonctions f : I — X continues.

o CK(I, X) est I'espace de fonctions f : I — X ayant toutes les dérivées jusqu’a I'ordre k continues,
C'est a dire f(”) e CY%1,X) pour0<n<k.

2.2 Espaces de Bochner

Définition 1.3. Soient p € R, Q € R” et X un espace de Banach munit de la norme|.|x
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(i) pourl < p < oo, on définit l'espace de Bochner :
LPQ; X)) = {f:Q—» Xmesurable:f|f(s)|§ ds<oo}
Q

et l'application | .|, définie sur £LP(Q; X) avaleurs dansR,. par :

1/p
|f|p:: (f |f(S)|§ds)
Q
(ii) On définit l'espace de Bochner :
LX) :={f:Q— X mesurable,3C>0tel que|f(s)|, < Cp.p.surQ.}
et Uapplication | . |, définie sur £°°(Q; X) a valeurs dansR.. par:

|f|oo::inf{C>O,

f(s)|X < Cpour presquetoutse Q}

Pour 1 < p < oo, LP(Q; X) est l'ensemble des classes d’'équivalence F des fonctions f de £ (Q; X)
pour la relation d’équivalence (=p.p). | .|, est alors une norme sur LP (Q; X) et (LP(2;X),1. Ip) est
un espace de Banach

La classe d’équivalence de f est notée [ f|, pour tout f € £P(Q; X)

1 1
Notation 1 < p < co on désigne par q 'exposent conjugué depie. —+—=1
p

Théoréme 1.2. (Inégalité de Holder)[4] : Soit fe LP(;R) et ge L9(;R) avec 1 < p < oo alors
f.ge LNR) et
18l <If1,18l,

Théoréme 1.3. (Théoreme de Fubini)[8] : Soient Q1 =« R", Q, c R" des ouverts et soit
F: Q1 x Q, — X une fonction mesurable, avec X un espace de Banach. Si F € L' (Q; x Q,; X).

Alors pour presque tout x €

F(x,) e LY(Q0;X) et fF(.,y)dyeLl(Ql;X)

Qo

De méme pour presque tout y € Q»,

F(,y) e LY (Q;X) et fF(x,.)dxeLl(Qz;X)
O

De plusona

f F(x,y)dxdy:f (f F(x,y)dy)dx:f (f F(x,y)dx)dy
Q1 xQy o \JQ, Qy \JQy
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2.3 Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles
Notations

Un vecteur a = (@)} _, € N" est dit un multi-indice, on pose :

n 9!
lal =) a et D= ————— ouxeR"
k; 0x]"...0xy"

Définitions et propriétés

Définition 1.4. Soit Q un ouvert de R", on note D(Q) l'espace des fonctions définies sur Q, a

valeurs réelles, de classe C* et dont le support est compact dans Q).

Définition 1.5. (Distribution) Une distribution vectorielle sur Q a valeurs dans un espace de
Banach X, est une application T : D(Q)) — X linéaire et continue.

On note D' (Q, X) l'espace des distributions sur Q a valeurs dans X

Exemple 1.1. Une fonction définie sur Q dans X est dite localement intégrable (€ L}OC(Q, X)) si
elle est intégrable sur tout compact K dans Q (€ L (K, X)). Soit donc une fonction f localement

intégrable surQ alors Uapplication Ty définie de D(Q)) dans X par

Tf((p):fgf(x).qo(x)dx pour ¢ € D(Q)

est une distribution sur Q appelée distribution réguliere.
Il est clair que:Yp € [1,00], LP(Q,X) c L} (Q, X).

loc

Définition 1.6. (Dérivée d’une distribution) Soient T € D'(Q), X) et @ un multi-indice, on définit
D*T e D'(Q, X) par:

(DT, ) = (-1)'*(T,D%) pour tout ¢ € D(Q)

Définition 1.7. (Espace de Sobolev) Soit ) c R" un ouvert, X un espace de Banach et p € R avec

1 < p < oo on définit l'espace de Sobolev par :
W™P(Q; X):={f € LP(Q;X): D f € LP(Q, X), YV a eN", |a| < m}

que l'on munit de la norme
m
|f|wmvp =) |Daf|p
|a|=0

(W™P(Q, X),|.|lwmp) est un espace de Banach.

Si X= H est un espace de Hilbert on écrit :

H™(Q; H) := W™?(Q; H)
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H™(Q; H) est un espace de Hilbert, munit du produit scalaire :

(f,8um= )Y (D*f,Dg)2
|a|=0

avec la norme associée | .| ym équivalente a la norme|. |ym2
Si X =R on définit l'espace :
W, "P(QR) ={f e W™P(Q,R): f =0suroQ}

et on pose :

HPMOR) == W (5 R)
Muni de la norme induite de WP (Q,R), Wom’p (Q,R) est un espace de Banach.
Muni du produit scalaire induit de H™ (Q,R), H[" (Q;R) est un espace de Hilbert.

Probléme de Dirichlet homogeéne

Soit a résoudre le probleme :

~u"+u= 1=10,1
{ u'+u=f sur 10,1] w1

u=ul)=0
ol f est une fonction donnée sur I a valeurs dans R.

Définition 1.8. Une solution faible de (1.1) est une fonction H(} (I;R) vérifiant :

fu’v’+fuv:ffv Vv e Hy(I;R)
I I I

Proposition 1.1. [4] Pour tout f € L2(I;R), il existe u € H& (I; R) unique solution faible de (1.1).
De plus, u€ H*(I,R)

3 Opérateurs linéaires

On va effectuer quelques rappels sur les opérateurs linéaires bornés, non bornés et fermés
afin que les notations utilisées au cours de ce mémaoire soient claires, Les démonstrations ne

sont pas données, on renvoie par exemple a [4].
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3.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.9. Soient X,Y deux espaces vectoriels normés, on désigne par £ (X,Y) lUespace des

opérateurs linéaires continus de X dans Y munit de la norme
1Tl ¢x,v)=sup{lTxly:x€ X et |x|x <1}

Z(X,Y) estdit espace des opérateurs bornés.
On pose £ (X) = £ (X, X).
Notation : On désigne par X’ le dual topologique de X i.e. l'espace des formes linéaires continues

sur X; X’ est munit de la norme duale

£l x = sup |fCx)
| xlx<1
lorsque f € X' et x € X on note généralement {f, x) au lieu de f(x), on dit que {, ) est le crochet de

dualite.

Théoreme 1.4. (Banach-Steinhaus)[4] : Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit (T;)c; une
famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires bornés de X dans Y, on suppose
que:

VxeX sup|T;x|ly <oo
iel

alors

sup ” Ti ”g(x'y) < o0
iel

Autrement dit il existe une constante ¢ = 0 telle que :

ITixly <clxlxy VYxeX Viel

3.2 Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.10. (Opérateur non-borné) Soient X et Y deux espaces de Banach, on appelle opé-
rateur linéaire non-borné de X dans Y toute application linéaire A : D(A) c X — Y définie sur
un espace vectoriel D(A) c X a valeurs dans Y, D(A) est le domaine de A.

On dit que A est borné s'il existe une constante c = 0 telle que
|[Axly <clx|lx VxeD(A)

3.3 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.11. (Opérateur fermé) Soient X et Y deux espaces de Banach, On dit qu'un opérateur

A est fermé si le graphe de A noté G(A) = {(x, Ax) : x € D(A)} est fermédans X x Y
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Théoreme 1.5. (Théoreme du graphe fermé)[4] : Soient X et Y deux espaces de Banach, soit T un
opérateur linéaire de X dans Y. Si le graphe de T noté G(T) = {(x, Tx) : x € X} est fermédans X x Y,

alors T est continue.

Définition 1.12. (Spectre et ensemble résolvant ) Soit X un espace de Banach et soit l'opérateur
linéaire, fermé A: D(A)c X — X
On appelle :
p(A)={1leC:AI- A:D(A) — Xestbijective}

I'ensemble résolvant de A et son complémentaire 0 (A) = C\ p(A) le spectre de A.
Pour A € p(A) linverse
R(A,A):i=(AI-A)"!

est un opérateur borné dans X selon le théoreme du graphe fermé et on l'appelle la résolvante (de

A au point 1).

3.4 Opérateurs linéaires fermables

Définition 1.13. (Extension) Soient S et T deux opérateurs de X dans Y, deux espaces de Banach,
avec D(S) et D(T) sont les domaines de S et T respectivement, on dit que S est une extension de T

siD(T)c D(S) et Tx=Sx Vxe D(T), ondit aussi que T est la restriction de S

Définition 1.14. (Opérateur fermable) Soit un opérateur linéaire A: D(A) c X — Y, avec X et
Y deux espaces de Banach. A est dit fermable s’il admet une extension fermée. L'adhérence de son

graphe est le graphe d'un opérateur noté A qu'on appelle la fermeture de A

Définition 1.15. (Ceeur d’un opérateur) Soient X et Y deux espaces de Banach et soit A un opé-
rateur de X dans Y fermable, un sous espace V.c D(A) est appelé coeur de A si {(x, Ax); x € V} est

dense dans le graphe de A

4 Quelques notions de la théorie des semi-groupes

On va rappeler quelques notions et théoremes de la théorie de semi-groupes, nécessaires
pour le développement de notre theme. Pour plus de détails, on renvoie aux ouvrages suivants :
(61,191 1191, [24].

4.1 Semi groupe fortement continu
Définition 1.16. (Semi-groupe) Soit X un espace de Banach, une famille T (t),0 < t < oo d’opé-
rateurs linéaires bornés de X dans X est dite un semi-groupe sur X si :

(i) T(0)=I (Iestl'identité dans X)

(i) T(s+t)=T(s)T(t) pour toutt,s =0
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Définition 1.17. (Cy semi-groupe) Un semi-groupe T(t), 0 < t < oo d'opérateurs linéaires bornés

est un semi-groupe fortement continu si :
tlimo T(t)x=x pourtoutxeX

Un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés fortement continu est dit un Cy semi-groupe

Théoréeme 1.6. [9]

Soit T(t) un Cy semi-groupe, alors ils existent un réel w et un réel M = 1 tels que :
1T <Me™ " pourtoutt=0

En particulier, si M=1 et w=0 alors (T (t)); est appelé Cy semi-groupe de contractions

4.2 Générateur infinitésimal

Définition 1.18. Soit (T (1)), un semi-groupe sur X, l'opérateur linéaire A défini par :

DA = {XEX: lim (T(t)x—x)/texiste}
t

_,0+

Ax = lin(l) (T(Hx—x)/t
t—> +

est le générateur infinitésimal du semi-groupe T(t), D(A) est le domaine de A
Théoreme 1.7. [19] Soit T(t) un Cy semi groupe et soit A son générateur infinitésimal alors on a
les propriétés suivantes :

(i) pourtoutxe€ X,

1 t+h
lim —f T(s)xds=T(t)x
h—oh J;

(ii) pourtoutxe X ett=0 fot T(s)xdse D(A) et

t
A(f T(s)xds) =T()x—-x
0
(iii) six € D(A) alors T(t)x € D(A) pour toutt =0, et

d
—T = AT =T(HA
T (Hx (Hx (HAx

(iv) pourxe D(A)ett>s=0
t
T(t)x—T(s)x:f AT (t)xdt
N
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Théoreme 1.8. (Théoréme de Hille-Yosida)[19] Un opérateur linéaire A est le générateur infini-
tésimal d’'un Cy semi-groupe T(t) sur X tel que | T(1)|| < Me"'" avec M =1 et w € R si et seulement
Si:
(i) Aestferméet D(A) c X
(ii) l'ensemble résolvent de A contient|w,oo| et
IRA, A" <M/IA-w)" pourdA>w n=12,.
On note que si un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe T(t)
surXtelque || T (1)l < Me%!, M =1 et w€R, alors

[ 0]
R(/I,A)x:f e_/lsT(s)xds pour toutA>wetxe X,
0

ol fo° e M T(s)xds est une intégrale de Bochner et c'est la transformée de Laplace du semi-groupe
(T()¢

Théoreme 1.9. (Théoréme de la perturbation bornée)[9] Soit X un espace de Banach et soit A un
opérateur non borné A: D(A) c X — X, le générateur infinitésimal d'un semi-groupe fortement
continue (T (1)) o tel que:

ITO <Me™" pourtoutt=0

etpourweR, M =1
Si B e £ (X) alors C:=A+B avec D(C) :=D(A) géneére un semi-groupe fortement continue (S(t)) o
tel que:

IS < MeWMIBDE - pour toutt=0

On dit que B est une perturbation bornée de A

Théoreme 1.10. [24] Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur non borné
A:D(A) c X — X, le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continue (S(t)) ;>0 tel
que:

IS(O)Il < Me™"  pour toutt=0

pourweR, M =1
Soit A la restriction de A a D(A?) et soit X U'espace de Banach (D(A),|.|pa)) avec

|xIpa) = 1xIx +1Ax|lx  pour toutxe X.

Alors A: D(A?) ¢ X — X est le générateur infinitésimal d'un Cy semi groupe (S(1)) ;so sur X avec
|S()|| < Me™", pour tout t =0

Théoreme 1.11. [6] Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur non borné
A:D(A) c X — X, le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe fortement continue (T (1)) >o.
Soit D un sous espace de D(A), si D est dense dans X et T(t)D c D pour tout t = 0, alors D est un

ceeur pour lopérateur A



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES 12

4.3 Opérateurs dissipatifs

Soit (X, |.]) un espace de Banach et soit X’ son dual topologique, on note la valeur de x* € X’
au point x € X par (x*, x) ou {x, x*). Pour tout x € X on définit 'ensemble de dualité F(x) < X’
par:

F = {x" e X', (x",2) = Il = o3}

Pourtoutxe X, F(x) # @
Définition 1.19. (Opérateur dissipatif) Un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout
x € D(A) il existe x* € F(x) tel que Re(Ax,x*) <0.
Si H est un espace de Hilbert alors un opérateur linéaire A: D(A) € H — H est dissipatif si pour

tout x € D(A)
Re({(Ax,x)) <0

avec (, ) est le produit scalaire dans H

Théoreme 1.12. (Lumer Phillips)[19] Soit A un opérateur linéaire tel que D(A)=X

(i) SiAestdissipatifet s'il existe Ay > 0 tel que Im(AgI — A) = X alors A est le générateur infini-

tésimal d’'un Cy semi groupe de contractions sur X

(ii) Si A est le générateur infinitésimal d’'un Cy semi groupe de contractions sur X alors A est
dissipatif et Im(AI — A) = X pour tout A > 0. De plus, pour tout x € D(A) et pour tout
x* e F(x), Re{Ax,x*)) <0

Théoreme 1.13. [19] Soit A un opérateur linéaire dissipatif tel que Im(I — A) = X, si X est réflexif
alors D(A)=X

5 FEquations différentielles a retard et semi-groupes

5.1 Probleme abstrait de Cauchy

Définition 1.20. Soient X un espace de Banach et A: D(A) € X — X un opérateur linéaire et
xeX

(i) le probleme avec condition initiale suivant :

!
{u(t) Au(t) t=0 12
u(0)

X

est dit probleme abstrait de Cauchy associé a l'opérateur A.

(i) une fonction u: R, — X est une solution classique de(1.2) si u est continument différen-
tiable, u(t) € D(A) pour tout t > 0, et u vérifie (1.2).
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Proposition 1.2. [2] Soit A: D(A) € X — X le générateur infinitésimal d’'un semi groupe forte-

ment continu (T (t)) ;0. Alors, pour tout x € D(A) la fonction :
u:t—u(t):=T(H)x

est l'unique solution classique de (1.2).

Définition 1.21. (solution intégrale) une fonction continue u : Ry — X est dite solution inté-
grale de (1.2) si fot u(s)ds e D(A) pour toutt =0 et

t

u(r) :x+Af u(s)ds pour toutt=0
0

Proposition 1.3. [2] Soit A: D(A) € X — X le générateur infinitésimal d’'un semi groupe forte-

ment continu (T (1)) 0. Alors, pour tout x € X la fonction :
u:t—u(t):=T()x

est l'unique solution intégrale de (1.2).

Définition 1.22. Soit X un espace de Banach, le probléme abstrait de Cauchy (1.2) est dit bien-
posé si D(A) est dense dans X, pour tout x € D(A) il existe une unique solution classique uy de

(1.2), et pour toute suite (x,) nen dans D(A) telle que lim x, =0, ona lim uy, =0 uniformé-
n—-ao0 —00

n
ment sur tout intervalle compact [0,T]

Théoreme 1.14. [2] Soit A: D(A) € X — X un opérateur linéaire fermé, le probleme abstrait

associé a A est bien posé si et seulement si A génere un Cy semi groupe dans X

5.2 Equations différentielles a retard

Soient X un espace de Banach et r > 0, on considére la fonction u : [-r,00) — X. Pour tout

t = 0 on appelle la fonction u; définie sur [—r,0] a valeurs dans X par :
Up:S— u(t+s)

le segment d’histoire de u en t.
La fonction histoire de u est la fonction &, définie sur R, a valeur dans un espace de fonc-
tions (1'espace histoire) par :

hu:t'_’ut

Définition 1.23. On appelle équation différentielle a retard une équation de la forme :

d
u'() = %u(t) = g(u(n), uy) (1.3)

avec g une application a valeurs dans X
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On voit bien que dans une équation différentielle a retard la valeur de la dérivée a un instant
t de la solution u dépend non seulement de la valeur de u a I'instant t mais aussi de ses valeurs

prises avant cet instant ( dans le passé ) d’otu1 le mot retard .

5.3 Approche de semi-groupes

On traite brievement, a titre d’exemple introductif, le cas spécial ou g dans estlasomme
de deux opérateurs linéaires B et L tels que :
e B: D(B) € X — X estun opérateur linéaire, fermé et a domaine dense .
o L:WLP(=r,0; X) — X est un opérateur linéaire borné, qu’on appelle I'opérateur retard
e Z:=XxLP(-r,0;X)
e P : Z — X estla projection canonique de Z sur X
e Py: Z — LP(-r,0; X) est la projection canonique de Z sur L”(-r,0; X)

Alors, pour (1, ¢) € Z, on considere le probleme a valeur initiale dans X suivant :

Lu(t) = Bu(t)+Lu; t>0
u) = n (1.4)
Ug = (1))

Définition 1.24. une fonction u: [-r,00) — X est dite solution classique de (1.4) si
(i) ue CO([-r1,00),X)N C'([0,00), X)
(i) u(t)e D(B) et u; € WLP(=r,0; X) pour toutt =0
(iii) u vérifie (1.4)
Lemme 1.1. [I] Soit u : [-r,00) — X une fonction telle que u;,, € W"P (K, X) pour tout K com-

pact inclus dans [—r,00). Alors la fonction histoire h, : t — u; de u est continument différentiable

deR, dans LP(-r,0; X), et pour toutt =0, 0na:
d d
—h,()=—u
T, u(l) T

Proposition 1.4. [1] Soit u: [-r,00) — X une solution classique de (1.4) alors la fonction :

U:R+ — Z

t o~ (u(®),uy)

est solution classique du probléme abstrait de Cauchy dans Z :

{U’(t) = AU®@) t>0
(1.5)
uo = M)
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Avec
D(A) = {m,¢)eDB)x W'P(-r,0;X) — X :1=(0)}
B L
A = d
ds

d
ol s est la dérivée distributionnelle .
S

Inversement, si (), ) € D(A) alors pour toute solution classique U : R, — Z de (1.5) avec la

valeur initiale (n, @)

PLU®) si  t20
u(t)::{ 1) st r= (1.6)

p(1) si te[-r0)

est une solution classique de (1.4) et P,(U(t)) = u; pour tout t = 0.
Lemme 1.2. [I] Lopérateur A: D(A) c Z — Z est fermé et de domaine dense dans Z

Corollaire 1.1. [I] Le probléme abstrait de Cauchy (1.5) dans Z, associé a l'opérateur est bien posé

si et seulement si A génere un Cy semi groupe (T (1)) o dans Z.

Définition 1.25. 1. le probleme (1.4) est bien posé si le probleme (1.5) est bien posé, i.e. si A

génere un semi groupe fortement continu dans Z

2. Onsuppose que (1.4) est bien posé, et soit (T (1)) =0 le semi groupe généré par A dans Z. Alors
pour tout (n, @) dans Z la fonction u définie par (1.6) est dite solution intégrale de (1.4)

Proposition 1.5. [1] Soit u une solution intégrale de (1.4). Alors
uy =Py (T()(1, )
De plus, [} u(s)dse D(B), [, usdse WhP(~r,0;Y) et

“ x+B[ju)ds+LJfyusds si  t=0
u =
¢(1) si te[-r,0)

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes sur les opérateurs B et L pour que le
probleme (1.4) soit bien posé.

Théoréme 1.15. [I] Soit B: D(B) € X — X le générateur infinitésimal d'un semi-groupe for-
tement continu (S(1)) >0 dans X, soit1 < p < oo et soit L: WYP(=r,0; X) — X un opérateur de

retard, S'il existe des constantes ty) >0 et 0 < q < 1 telles que

To
fo IL(S,x+ To( f)|y dr < q|m, ¢,
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pour tout (n, @) € D(A), avec (Ty) le semi groupe de translation défini dans LP (—r,0; X) par :

(s+1) | t+s<0
(To(l‘)f)(S):={fS ST

si t+s5s>0
etS;: X — LP(-r,0; X) défini par

S(s+t)x si —-t<s<O0
(Stx)(S)::{ 0

Si —r<s<-t

Alors l'opérateur A génére un semi groupe fortement continu dans Z et donc (1.4) est bien posé.



Chapitre 2
EDP aretard et C, semi-groupes

Ce chapitre est basé sur I'étude faite dans [18], il a pour objet de présenter les conditions né-
cessaires sur la fonction f du probleme (3), et sur la relation entre f, X et Y, qui sont impliquées

en supposant que (3) est bien posé.

1 Premieres définitions

Cette section est, en quelque sorte, un préliminaire de ce chapitre. Nousy trouverons quelques
notations et des définitions indispensables pour la suite. On en profitera aussi pour présenter
le probleme qu’on étudiera le long de ce travail.

Soit Y un espace de Banach munit de la norme |. |y .

L'espace d’état utilisé dans ce travail est :
Z=YxLP(-r,0;Y) avec 0<r<oo et 1<p<oo

muni de la norme
1/p
.|, = (Inlh+ol?)

Par P : Z —Y on note la projection canonique de tout x appartenant a Z dans Y

Par P, : Z —L”(-r,0; Y) on note la projection canonique de toutx appartenanta Zdans LP (—r,0; Y)
Par #1P(-r,0;Y) on note I'ensemble {(n,¢):p € WP (-r,0;Y),n = ¢(0)} muni de la norme
(ool +10l2)™".

Finalement, pour une fonction z : [-r, a[—Y, a > 0, on définit I'application :

z;: -0 — Y par zi(s)=z(s+t) pour se[-r0] et re€[0,a

soit f: D(f) — Y une application linéaire telle que D(f) c Y x £P(-r,0;Y)

pour (n,¢) € Y x £P(—r,0;Y), on considere le probléeme (I'équation de retard) suivant :

Lu@ = fw@®,u) t>0
u0 = n (2.1)
Uy = )

17
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Remarque 2.1. notons que si

l
f@.9)=Am+ ) Aip(-ri)

i=1
avec A; un opérateur linéaire ( non nécessairement borné) pour toutiet0 <r < ..<r; <r,
le 2eme membre de n'est pas bien défini sur Z, en effet, les éléments ¢ d’'une méme classe
d’équivalence pourraient avoir de différentes valeurs en les points (—r;) puisqu’elles ne sont égales

que "presque" partout, donc il est nécessaire que f soit définie sur Yx £P(-r,0;Y)

Définition 2.1. Conformément a la définition 1.24 d’une solution classique, une fonction

u :[—r,ool— Y estdite une solution forte de si elle vérifie les propriétés suivantes :
() ue WhP(0,T;Y) pour tout T >0
(i) u(0)=netuy=¢
(iii) (u(t),u;) € D(f) pour presque tout t = 0, u est différentiable et vérifie presque partout
(iv) si @ est un élément équivalent a ¢ € £P(-r,0;Y), alors la fonction @i : [-r,col— Y qui
coincide avec ¢ sur [—r,0[ et avec u sur [0,00) vérifie (iii), c'est a dire que la solution u ne

doit dépendre que de @], dans ce cas on pourra prendre les conditions initiales dans Z au

lieude Y x £P(-r,0;Y) et on notera la solution de par u(.;n,¢)

Pour ce qui suit on notera D c Z I'’ensemble des valeurs initiales(n, ¢) pour lesquelles une
unique solution forte u(.;n, ) de existe et on supposera que est bien posé au sens de
la supposition suivante :

(H;) 'ensemble D est un sous espace vectoriel dense dans Z, de plus, la solution dépend
continument des valeurs initiales, ie : si (17, ¢,) est une suite dans D qui converge vers
(n,¢) € D, alors u(t,n,,¢,) converge vers u(t,n, ) uniformément par rapport a t sur tout inter-
valle compact.

Si (H;) est vérifiée on associe a la famille d’opérateur {T(t) (= 0} définis sur D dans Z
par:

T, ¢) = (u(t;n, @), 1 (51, 9)) (2.2)
Lemme 2.1. Si (H;) est vérifiée, alors
a) T(0)=1I,;surD
b) T(D)< D pour toutt=0
c) T(s+1t)=T(t)T(s) sur D pour tout s,t=0
d) T(t) est une application linéaire sur D pour tout t =0
e) lapplication t — T(t)(n, ) est continue pour tout (n, ) € D

f) T(t) est borné sur D uniformément par rapport a t variant sur des intervalles bornés

Preuve.  a) soit (1,¢) € D, T(0)(1), ) = (u(0;n, ), uo(;n,¢)) = M, P)
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b) soient (n,) e Dett>0

T(OM, @) = Ww(t;n, ), us(;n,¢)) := M, @y

avec u :[—r,0o[— oo la solution forte de (2.1))

alors on voit bien que la fonction définie par :

U: [-r,ool — Y

S — US)=u(s+1

est une solution forte du probléme suivant :

%u(t) = fu(t),uy) t>0
u(0) = ar
Lto = (pt

donc T(t)(n,¢) € D
c) évident d’apres b) et
d) évident d’apres de I'unicité de la solution forte, de la linéraité de f et de

e) soit (1,¢) € D 'application t — T (£)(n, ¢) est continue car les applications :

t— u(t) et t— u; lesont

f) supposons par I'absurde que f est fausse donc :
Il existe T > 0 tel que pour tout ¢ > 0, ils existent x dans D de norme | x| = 1 et t dans [0, T
tels que | T(1)x|, > c.
Pour c=n € N ils existent une suite (), < [0, T] et une suite (x,), < D telles que |x,|, =1
et|T(t,)x,|, > n pour tout n. On considére maintenant la suite (y,), définie par y, = x—r'z,
on remarque que nhlnm |yn|z =0etque | T(t)yn |Z > 1 ce qui contredit '’hypothése (H;)

O

Ce lemme montre que 7(#) est un opérateur linéaire borné sur D qui est dense dans Z, et
donc il possede un unique prolongement linéaire et borné sur Z qu'on notera T(t) défini par

T()x= lim T(#)(x,) pourx € Z avec (x,), < D etx= lim x,
n—oo n—oo

Remarque 2.2. pour (n,¢) € Z/D la fonction u définie par u(t)=¢(t) presque partout sur [—r,0][ et
u(t) = Py T(t)(n, @) surl0,00[ est une solution généralisée de (2.1), et on va considérer T(t) comme
le semi-groupe solution de (2.1)

Lemme 2.2. Si (H,) est vérifiée, alors la famille d'opérateurs {T(t); t = 0} est un Cy - semi groupe

sur”Z
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Preuve. a) et c) dulemme 2.1 et la densité de D dans Z prouvent que T(0)=I sur Z et que
T(s+t)=T(s)T(t) sur Z pour ¢, s = 0, et sachant que V¢ = 0 T(t) € £(Z), il ne nous reste a montrer
que

tlimOIT(t)x—xIZ:O VxeZ.

Soiente >0,xe€ZetT>0
On note, d’apres le lemme 2.1 f), que la famille (7'(¢)); est uniformément bornée sur Z par rap-

port a t dans des intervalles bornés, alors

M:= sup [Tz <oco

t€(0,T)
Lensemble D est dense dans Z donc il existe ye D tel que |x - y|Z < m, etpourye Dil
existe, d’apres (e), to € (0, T) tel que | T(8)y — y| , < g pour ¢ <ty
Soit £ < £
ITx-xlz < |TOx-TW®Oy|,+|TOy-y|,+|x-y|,

< ITOlgw |x=yl,+|[T@y -yl +x-yl,

< M+D|x-y|,+|T@®y-y|,

< €
Ce qui donne le résultat O

2 Générateur infinitésimal

Dans cette section, on caractérise le générateur infinitésimal du semi-groupe solution T(t)
introduit dans la section précédente, en supposant que I'hypothese (H;) soit vérifiée.
Commencons par introduire quelques outils nécessaires pour la suite

» Notons par A le générateur infinitésimal de T(t) défini par :

D(A)

{zeZ: lirr& (T(t)z—z)/texiste}
t—> +

Az lir% (T(Hz—2)/t
t—> +

e Pour (n,¢) € Z et t=0, on pose
SO, ) =10,¥)

avec

(s { @(s) se[-r0]
n s € [0,00[
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S(t) est le Cy semi-groupe sur Z qui correspond au probleme trivial suivant :

Ly = 0 t>0
u@ = n
Up = @

On a pour tout te[0,00]
ISt < min(e?,a+n'P),

en effet : soit (n,¢) € Z alors :

1/p

|, W0, = (In]f +1¥17)

0 1/p 0
('"'I;"Lf_ "P‘(x)'pdx) =(In|’§+f_ I‘I’(t+x)|pdx)

|S) 912
1/p

(i) lercas:t=r

1/
SO (n)lz = (1+r)“p|nly5(1+r)”*’(|n|’§+|<plﬁ) ’
a+nY?P|m,)|,

IA

(ii) 2emecas:t<r

—t 0 1/p
1S @, )12 nly+ | lp+n"dx+ | [nl}
t
i _

1/
< (aollf+loly) " <00 0,
de (i) et (ii) on a pour tout ¢ € [0,00[

ISOI<A+nYP er 1SOI<Q+DYP<el’P

Ce qui entraine que [|S(9)Il < min(e"?,(1+r)!'P)  pour tout 7 € [0,00[

» Notons par Ay le générateur infinitésimal de S(t) défini par :

D(Ag) = {n,¢):9e WhP(-r1,0;Y),¢(0) =n} 23
Ao(p(0),0) = (0,¢)
» On considere aussi la fonction F définie sur D(f) dans Z par : F(n,¢)=({f(n,¢),0).
D’apres le principe de la variation de la constante [14], pour tout (1,¢) € Zon a:
t
T (), ) =S, 9)) +f S(t=$8)FT(s)(n, p)ds (2.4)
0

Remarque 2.3. nous nous permettons d'utilser la remarque 2.1 de [14] méme si D(f) est inclus

dans Y x £P(-r,0;Y) et non pas dans Z, et cela naffectera pas les résultats ultérieurs
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Proposition 2.1. Si (¢ (0),p) € DN #1P(~1,0;Y), si (H;) est vérifiée et
St

du(0h) B
a7 = f(p(0),p)

avec u solution forte de
Alors (p(0),p) € D(A) et

Al@(0), ) = (f(p(0),9),p) = F(p(0),¢) + Ao (¢(0), p)

Preuve. Soit (¢(0),¢) satisfaisant les conditions de la proposition 2.1, on doit vérifier que

1
lim ‘E (T(h) (0), ) — (9(0), ) - (f((p(O),(p),(p)' =0

ce qui revient a montrer que :

1
Jim ’ﬁ ((w(h; 9(0), @), up(;;90), ) — ((0),9)) — (f((p(O),q)),q’))‘ =0
ce qui est équivalent a monter que :

1
h”l?w'ﬁ(”(h;"’(‘))"”)_"’(on‘ f(<p(0),<p)' =0 (2.5)

011
lim (f
h—>0+ —-r

B (u(s+ h;p(0),9) — @(s)) — p(s)
est vérifiée par hypothese tandis que est équivalente a

et

p 1/p
ds) =0 (2.6)

~h|1 p 1/p
hlg% U_r E((p(s+ h)—@(s)) = @(s) ds) =0 2.7)
(car u(s)=¢(s) sur [-r,0[)
et 01 » \Up
hll_r)r(l) (f_h E(u(s+ h; 9(0),9) — @(s)) — p(s) ds) =0 (2.8)

(2.7) est vérifiée car ¢ € WLP(=r,0;Y), en effet d’apres [4} ,p.154]
1 1 s+h
—[p(s+h) —p(s)] :—f @(ndt
h hJs

_de .
Posons g :=—7, si on prolonge g par

.| & sur 1-1,0[
& 0 ailleurs

Alors la fonction % / Hh g(r)dt tend vers g dans L”(-r,0;Y) quand h tend vers 0, ce qui
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donne le résultat
(2.8) est aussi vérifiée, en effet on a

011 p lp
Uh E(u(8+h;<p(0),<p)—<p(5))—</')(S) dS)

1 0 1/p
= (fh|u(s+ h; 9(0), ) — @(s) —h(p(s)|pds)

or u est une solution forte de (2.1) alors u est différentiable et pour £ >0on a

du(t
Zi ) = fu(t), uy)
donc
11 p l/p
(fh E(u(s+h;<P(0),(P)—(p(s))—(p(g) ds) _
1(° sth gy G 1p
1 0 s+h » Up
L (" PN 0 1/p
" f f |f(u(0)’”")|d“) ds) +—(f |<P(0)—<P(s)|pds)
h\J-n\Jo / Al

1/p 1/p

S%(f_(; (f()s+h|f(u(0),ug)|da)pds) +%(f_(; (f30|(p(0)|d0)pds)

0 l/p
+(f |<p(s)|”ds)
-h
h 0 0 1/p
sh—l/q(f |f(u(0),ug)|d0+f |(p(a)|d0)+(f |<p(s)|pds)
0 -h -h
1

avec—+—=1

q p
En utilisant 'inégalité de Holder on trouve

011 p lip
(fh u(s+h;p0),0) — () — (s dS)

7
h 1p 0
< UO |f(u(0),ug)|pd0) +2(fh|¢(s)|pds)

On voit bien que le dernier terme converge vers 0 quand h tend vers 0+, ce qui acheve la

1/p

démonstration. 0

(8(1)); est un Cy semi groupe tel que ||S(t) ||< (1+r)1/p pour tout ¢ € [0,00[. (T(#)); est
un Cp semi groupe alors d’apres Le théoreme 1.6 ils existent un réel w et un réel M = 1 tels
que: [ T(0)| < Me"!" pour toutt=0.le théoreme 1.8 (de Hill-Yosida) implique que pour tout

A>max(0,w)etzeZona:

R(A,A)z:f

e MT(s)zds et R(A,Ao)z:f e MS(s)zds
0 0



CHAPITRE 2. EDP A RETARD ET Cy SEMI-GROUPES 24

Proposition 2.2. Si (H,) est vérifiée, et si la restriction de fa WP (—r,0;Y)ND(f) est un opé-
rateur linéaire fermé de WP (-r,0;Y) dans Y, alors on a pour tout z€ D n #'P(-r,0;Y) et

A > max(w,0) l'équation résolvante :
A=A lz=AI-Ag) lz+ A - Ag) ' FAI-A) 'z

Preuve. En appliquant la transformée de Laplace sur (2.4) par rapport a la variable t on trouve,

pour tout A > max(w,0)
[ele] t
A[-A)z= (/II—AO)_lz+f e_“f S(t—$)FT(s)zdsdt (2.9)
0 0

puisque z € DN # VP il existe un s* = 0 tel que T(s*)ze D(A) selon la proposition 2.1 eton a:

+

d * * *
ET(S )2=AT (s )z=(fT(s )z, T(s%)z)

ainsi pour s = s*

+
< |— = |AT(S)Z|Z
Y ds Z

= |AT(s—s")T(s")z|, = |T(s—s)AT(s")z|,

du
IFT(s)zl; = |fT(s)ZIY:‘a(s) T(s)z

- Commencons par montrer que la fonction t — e~** FT(t) est dans L' (0,00; Y)

*

S [0,0)
f e M|FT(s)z ds+f e MI|FT(s)zlds
0 s*

N

o0
f e MI|FT(s)zlds
0

N oo
f e—“|FT(s)z|ds+f e M|FT(s—s")T(s")z|ds
0 s*

N

N

s* oo
f e‘“lFT(s)zlds+f e M| T(s—s")AT(s*)z| ds
0 s*

N o0
f e‘“|FT(s)z|ds+f e M MeV T | AT (s%) 2| ds
0

S*

N

* oo

S
f e_MIFT(s)zlds+|AT(s*)z|Me—wSf o= SA-w) g g
0 S

*

N

Alors
o0
f e M|FT(s)zlds < Cy < oo pour A=max(0,w)
0

o0 oo 1
0 0

pour A = max(0, w)

Ainsi

S(r)F(e‘“T(s)z)‘ dsdr < (Cr(1+1)'P)/A < oo

-Revenons a (2.9), le changement de variables 7 = ¢ — s implique que :

0o L o0 ¢
f e—/ltf S(t—S)FT(S)Zdet:f e"”f SMFT(t—T1)zdtdt
0 0 0 0
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D’apres le théoréeme de Fubinion a:

fo's) t (o] (e.e]
f e-“f S(T)FT(t—T)szdt:f f e MS@FT(t-1)zdtdr
0 0 0 T

:f e‘“S(r)[ F(e ™T(s)z)dsdr (2.10)
0 0

- Finalement
f Fle™T(s)z)ds=F f (e MT(s)z)ds 2.11)
0 0

car F est fermé de # P (-r,0;Y) dans Z, de plus, I'intégrale du terme gauche de (2.11) et celle
du terme droit convergent dans Z et dans WP (=r,0;Y) respectivement.

- On déduit de (2.9),(2.10) et (2.11) que:

AI—A)lz=AI-Ap) 'z+AI—Ag) 'FAI- Az

Proposition 2.3. SiDN# VP (-r,0;Y) est dense dans Z, la restriction de la fonction f a
D(f)n#W VP (~r,0;Y) est un opérateur linéaire fermé de W P (—r,0;Y) dans Yet si (H,) est vérifiée,

alors pour A > max(0, w) on a le résultats suivants :

(i) lensemble (AI — A)~Y(Dn#P(~1,0)) est un ceeur pour A, D(A) € D(f) N WP (~r,0) et
Az=Apz+ Fz pour ze (Al - A YD WIP(-1,0;Y)), 0it Ag défini par

(ii) pourtoutze Z,ona:
AI—A) " tz=AI-Ag) tz+AI—Ag) 'FAI-A) 'z (2.12)
(iii) side plus il existe Ly > max(0, w) tel que l'application (¢(0), ) — f(@(0),¢) — Aop(0) est

injective sur l'ensemble{(a, ae): (a,ae’) e D(f),ac Y} alors D(A) = D(f)n# 1P (-1,0;Y)

Preuve. Notons par C 'ensemble (A1 — A~ Y (Dn# 1P (~r,0;Y))
(i) Soitze G, alorsilexisteye DN# 1P (~r,0;Y) telque z= (A1 - A)"ly

or d’apres la proposition 2.2 on a pour A > max(0, w)
A=A ly=AI-A) 'ly+ AT - A 'FAT- A1y

alors
z= M~ Ag)  [(FAI - A) 'y +y]

ce qui implique
(AI-Ap)z=Fz+(AI-A)z

Ainsi

Az=Apz+Fz pourzeC
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On en déduit aussi que C c # 1P (-r,0; Y) n D(f)

» Pour prouver que C est un coeur pour A il suffit, d’apres le théoreme 1.11, de prouver
que C est dense dans Z et que T(t) C < C pour tout t=0.

Soient xe Zete=0

on sait que D(A) est dense dans Z puisque A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-
groupe, alors il existe un y € D(A) tel que |x — y| <e/2.

Or DN W VP (-1,0;Y) est dense dans Z aussi et puisque (A — A)y € Z alors il existe

y eDNWIP(-r,0;Y) tel que [Ay — Ay — y*| <e(A— w)/2M

Enposant =(A-A)"'yxe€C,ona:

lx=7| < |x—y|+|y-7|<el2+|AI-ATTAI- Ay - P

< €/2+€l2=¢

ce qui prouve la densité de C dans Z.

D’autre part, pour t=0ona:

T(t)C THAI-A (DN P (=r,0;Y))

A=A TODAWP(-r1,0,Y))
c AW-A'Dnw'P)=C

On déduit que C est un cceur pour 'opérateur A
e Il reste a montrer que D(A) € D(f)n# 1P (~r,0;Y), pour cela considérons les opérateurs
o/ et 98 définis par :

Il
@)

D(<f)
Az = Apz+Fz

et

D(9%) D(f)nD(Ap)

Bz = Apz+Fz

rappelons que C est un coeur pour A donc «f = A (A est la plus petite extension fermée
de o/ ), donc il suffit de montrer que 28 est aussi une extension fermée de <« pour avoir le

résultat.

* Cc D(f)NnD(Ap) et Bz =<« zpour z € C donc A est une extension de <.
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(ii)

(iii)

* soit une suite {(¢,(0),¢,)}, < D(%B) telle que :

(pn(0),p,) — (x1,x2) dansZ
et Blpn0),9,) — 1,y dansZ

Donc

(pn0),0,) — (x1,X2) dansZ
(f((pn(o)y(l)n)»(l)n) -— (J/1,J/2) dans 7

Ainsi
Ap(@n(0),0,) — (0,y2) dansZ et  f(pn0),9,) —y1 dansy

D’une part, on sait que I'opérateur Ay est fermé donc (x;, x2) € WLP(=r,0;Y), Y2 = X et
par conséquence (¢,(0),¢,) — (x1,x2) dans WLP(=r,0;Y).

D’autre part, f est fermé de # 1P (-r,0;Y) dans Y, donc (x1, x2) € D(f) et y; = f(x1, X2)
Ainsi (x1, x2) € D(9) et (y1, y2) = B(x1, X2), ce qui prouve que 2B est fermé.

soit x € Z puisque DN # 1P (-r,0; Y) est dense dans Z alors il existe une suite

(Xn)n < DOWLP(=1,0;Y) telle que nlim X, = x, d’apres la proposition 2.2 ona:
—00
AI—A) " x, = (AT — Ag) ‘xp+ (AT = Ag) 'F(AI— A)~'x,, pourtoutneN

Or pour A = max(0, w) les opérateurs (A1 — A)~'et(AI— Ay) ! sont linéaires bornés, ce qui
donne le résultat en faisant tendre n vers co

On doit montrer que WLP(—r,0;Y)N D(f)c D(A):

soity € #'P(~r,0;Y)nD(f), montrons que (1gI — A~} (Ao — F— Ag)y = y, pour cela sup-
posons que(Agl — A YNNI -F - Ap)y = x € D(A) et montrons que X=Yy.

(Aol — A1 (AgI — F - Ag)y = x implique que (o] — F — Ag) (y —x) =0

y-x € # 1P n D(f) donc pour avoir le résultat il suffit de monter que :

pour tout (w(0), w) € # P (~1,0;Y) N D(f), (Aol — F = Ap)(w(0), w) =0 implique w = 0.
(Aol — F — Ap)(w(0), w) = 0 est équivalent a :

f(w(0), w) = Aw(0) et w(s)=Agw(s) pour se[-r,0]
ce qui implique
f(w(0), w) = Aw(0) et w(s) = w(O)e’lOs pour se€[-r,0]

alors
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F(w(0), w(©0)e) = Agw(0)

Par hypotheése w=0. On a montré, ainsi, que y = x € D(A), ce qui acheve la démonstration.

O

3 Conditions nécessaires

On utilisera dans cette section 'opérateur A calculé dans la proposition 2.3, en supposant
qu’il génere un Cy semi-groupe, ce qui nous permettra d’utiliser le théoréeme de Hille-Yosida
pour avoir des conditions nécessaires sur I’application f et]’ensemble Y.

On suppose, alors, que '’hypothese suivante (H») est vérifiée dans la suite

(H>) I'opérateur A défini par :

D(A)
A(p(0), )

D(f)n D(Ap)
F(p(0),p) + Ao(¢(0), )

ol Ag défini par (2.3), génere un Cy semi-groupe T(t) tel que || T ()| < Me™"! quelque soit ¢ =0,
avecM=letweR

Sachant que la résolvante de A existe pour A > w , il serait convenable de la calculer :
soit (0,y) € Z , on cherche 'unique (¢(0), p) € D(A) tel que (A1 — A)(¢(0),¢) = (0,¥), ce qui est
équivalent a:

(AT = F = Ag) (¢(0),) = (6, %)

donc

Ap0) - f(p(0),p) =0 et Ap—@p=vy

Ce qui donne apreés calcul

0
@p(s) = e’“(p(O) +[ e’l(s_r)t//(‘r)dr pour se€ [-r,0] (2.13)
S
et Ap(0) = 0+ F(Exg(0) + Myw) (2.14)
avec
(Era)(s) = (a, ae™) pouracyY
et

0
(Mpy)(s) = (O,f My ()dr)  pouryeLP

N

Pour la suite on utilise les notations suivantes :

— flarestriction de f sur D(f) N D(Ao)
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00, 9) =P,(AI-A)"16,y)
©©O,y)=P(AI-A)"10,y)

%l,p = {(0,(p) :(p € Wl,p(_r’o; Y)y(P(O) = 0}
Y

Preuve. D(f) = D(A) = Z, montrons maintenant que I'opérateur f est fermé.
Soit une suite (¢,(0),¢,), € D(A) telle que :

@n(0),90,) — (@(0),9) dansW P(-r,0;Y)
et flpn0),9,) — z dansY

donc
@n— @dansLP(-r,0;Y) et ¢,(0)— @0 dansy,
alors
(9n(0), ) — (p(0),p) dans Z
En effet :
0
@p(s) =—f @pdt+@0) pour se[-r,0]

N

par suite

0
|<p(s)|ysf )|, dt+|p©)], poursel-r,0]
S
ce qui entraine

0 P
|<p(s)|’§<2”‘1((f |<p(t)|Ydt) +|<p(0)|’;) pour se[~r,0]
N

Ainsi

0 0 p

o[l < 2P‘1(f_r(fs |(p(t)|Ydt) ds+r|(p(0)|’§)
0 p
< rzp‘l((f |(,b(t)|ydt) +|<p(0)|§)
—-r

En utilisant I'inégalité de Holder on trouve :

1 1
|(p|Z <r2p! (rp/" \(,'0|Z + |<p(0)|§) avecg + > =1

(2.15)

29

Lemme 2.3. Si (H>) est vérifiée alors D(f) = Z et f est un opérateur fermé dew P (-r,0;Y) dans
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De plus
Alpn(0),9n) — (2,¢9)

Or A est fermé donc (¢(0), ¢) € D(A) et f(¢(0),¢) = z, donc f est fermé O

Lemme 2.4. Si (H>) est vérifiée, alors:
(i) {E2(0)(0,0):0 € Y} < D(f) pour tout A > w
(i) A -fE) ' e L) et|(AI-FED™' | < M/A—w) pour A > w
(iii) ¢(0)(0,y) = ¢(0)(0,0) + ¢(0)(0,v) pour A > w

(iv) M) est un isomorphisme de L” dans Wol’p avec
|MY | < @ +1Al7/pYP)  pour A>0

Preuve. (i) évident en remplacant ¥ par 0 dans (2.14)
(ii) D’apres(H>) et (2.14) pour y = 0 on voit bien que (A1 — fE/l)_l existe.

On aclairement Ey € Z(Y,# 1P (-r1,0;Y)) et flinéaire donc AI— f E, est linaire, par consé-
quent (Al — fE;)~! est linéaire
D’autre part, pour (0,y) € Z et A > w on a d’apres (H>)

(A= A)7'0,9)| < M[©O,9)] /(A - w)
En remplacant encore une fois ¥ par 0 on trouve :
|AI-FEDT'O|<|AT-A)716,0| < M0 /(A - w)

ce qui donne le résultat

(iii) évident car P1 et (AI — A)~'sont linéaires

(iv) Ona My € & (U’(—r,o; Y),Wol’p) et (M)~ '@ =Ap—@avec @=(0,q)
En effet : (Ma)(s) = (0, IS e/”s_”w(r)dr) donc (A — Ag) My = (0,),
ce qui implique que ¥ = P2 (Al — Ag) Myw

-1
My~ o],

(A9 =¢l, <1Alfo], +]9],

0 p0 lp
(Al (f f @(r)dr
—-r S

p
as +1ol,
En utilisant 'inégalité de Holder on trouve :

|Mp~'o|, < I}L|(f0|¢|P(_S)p/qu)”p+|¢| avec L+ L1
’ P P P q

< |gl, @+1Alr/p''?)
< @y A+(AIF/pYP)
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Ce qui acheve la preuve

Pour la suite considérons I’hypothese supplémentaire suivante :
(H3) {Er@0)(0,%):y € LP} < D(f) pour tout A > w

Remarque 2.4. On remarque que (Hs) est vérifiée si :
{Exp0)(0,v) : (0,y) € Z} = {Ea¢(0) : (9(0),9) € D(A)} < D(f)
et c'est une condition qu'on pourra avoir si on a les hypotheses (Hs), (i) et(iii) du lemme 2.4 toutes

vérifiées

Théoréme 2.1. Si (Hy) et (Hs) sont vérifiées alors la restriction de f a 7/01”9 est un opérateur

linéaire borné de 7//01'p (avec la topologie de W ''P) dans Y

Preuve. On montre d’abord que 7//01”7 cD(f)n WP (=r,0;Y)
Soity € LP(—r,0;Y), si on pose 6 =0 dans (2.14),on a:

Ap0)(0,¥) = f(Exp(0)(0, %) + May)

(H3) implique que
Ap0)(0,v) = f(Ea@(0)(0,y) + f(Mpry)

Donc pour tout A > max(w,0) et v dans LP, My € D(f). Or d’apres (iv) du lemme 2.4 M) est
un isomorphisme de L” dans 71/01"’ ce qui montre que 71/01”’ cD(f)N# P (-1,0;Y).

Ensuite il est clair que 71/01’p est un sous espace vectoriel fermé de #wLP(—r,0;Y) donc 7//01’p mu-
nit de la norme de #1'P est un espace de Banach, et d’apres le lemme 2.4, la restriction de f a
7//01"’ est un opérateur fermé de # 7 dans Y.

Il ne reste qu’appliquer le théoréme du graphe fermé pour avoir le résultat. O

Le théoréeme 2.1 montre qu'il est, en général, impossible de considérer les opérateurs non-
bornés agissant sur le terme du retard. Pour que cela soit plus apparent, on donne les exemples
suivants

Exemple 2.1. Si
0

fm,e) = 3077+f Bip(s)ds,

avec D(By) c D(By), oit D(By) est un espace vectoriel, si l'opérateur A correspondant génere un
Co-semi groupe, alors By € £(Y). En effet, puisque D(By) < D(B;) implique (Hs), le théoreme
2.1 est applicable et implique que la restriction de U'application f sur 7//01'p est bornée. Supposons
par l'absurde que By n'est pas borné, alors, il existe une suite (y,), dansY telle que | yn| =1 pour

toutneN et lim |Biyn| = co. On définit la suite (7,), dans 71/01’p par (0,y,s), s € (-1,0). On
—00

2
.
. ~ _ 1/ . ~ _ . _ .
a clairement |yn|7,/1,p(_ry0;y) =r"'"P pour tout n € N et nm)o|fyn| = Enh—I>I}>o|Blyn| = 00, ce qui

. . . . 1,p
contredit le fait que f soit bornée sur ;" .
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Exemple 2.2. Si
fm,9) =Bon+Bip(-r),
si l'opérateur A correspondant génere un Cy-semi groupe et si D(By) < D(B;), ot D(By) est un

espace vectoriel, alors By € £(Y). La preuve est similaire a celle de l'exemple précédant (voir
[18)]).

Pour la suite, on considere que la partie de f qui opere sur I'espace Y joue un role spécifique
et on suppose que :
fm,@)=Bn+Lmn,¢@) pour,¢)eD(f) (2.16)
Proposition 2.4. Si (H>) est vérifiée, fest de la forme avecLe L(WVP(-r,0;Y),Y) alors :
(i) (AI-B-LEy)™" existe pour tout A > w et |(AI - B—LE) ™| < M/(A - w)
(ii) D(B) est dense dans Y et B est fermé

(iii) il existe Ao € R tel que (AI — B)™! existe pour tout A > Ag et |(AI - B)™!|| < M/ (A = Ap).
On peut prendre

Ado=MILI sup QA+APA-e Py (pA)YP+w

A>max(w,0)

Preuve. (i) estle méme résultat (ii) du lemme 2.4, pour f sous la forme (2.16)

(ii)  D(A) est dense dans Z donc D(B) est nécessairement dense dans Y
* Soit (x,), < D(B) telle que x,, — x dans Y et Bx,, — y dans Y. Soit la suite de fonctions
(pn)n définies par ¢, = x, sur s € [-r,0] alors on a (x,,9,), < D(A), (X, ¢,) — (x,¢) et
A(xp, @n) — (y+ L(x,¢),9) = (y+ L(x,¢9),0) avec ¢(s) = xsur s€ [-r,0], or A est fermé
donc (x,¢) € D(A) et A(x,¢) = (y + L(x,®),0) ce qui prouve que x € D(B) etque Bx =y

(iii) Notons d’abord que pour A>0ety€Y ona

Y\

0 1/p
|LExy| < ILI[EAY|yrp =L (|y|”+ f APePs Iyl”ds)
—-r

0 1/p
1LI || (1+/l” f eMSds)

-r

1L fy| (14270 - Py rpa)

sup ||L|||y|(1+}Lp(1—e‘P“)/pA)”p::k|y|

A>max(w,0)

N

Pour A > w+ Mk := Ay, (A — B)"! existe, en effet soit ye Y, chercher xtelque (AI-B)x =y

revient a chercher x tel que :

x=—WAI-B—-LEy) 'LExx+(AI-B-LE)) 'y
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Considérons alors I'application suivante :

Viy — Y
x — V@) =-WAI-B-LEy) 'LExx+(AI-B-LEy) 'y

Soient x; et x, dans Y, alors
V(x1)=V(x2) = —(AI = B—LEy) 'LEj(x1 - x2)
Ce qui implique :

V(x1)-V(x2)| < [(AI-B-LE) 'I|LEj(x1-x2)|
< Mk|x1-x2|/(A—w)

On voit que I'application V est contractante pour A > w + Mk, ce qui prouve, d’apres le
théoreme 1.1 du point fixe, |'existence et 'unicité du x dans D(B) tel que (1] — B)x = y et

onaaussi:

|(AI-B)y| x| < |(AI = B—LE))'|ILEpx| +|(AI - B—LEy)'y|

VA

Mk|x|/(A—w)+M|y| /(A - w)

YA\

M|yl 1A= 20)

avec 1g = w+Mk

Remarque 2.5. Cela aurait été pratique si on avait trouvé une estimation de la forme
|AI-B)™"|| < Mi/(A-w))"  pourn=1,2,...,

qui, avec (ii) de la proposition 2.4, auraient impliqué que B est un générateur infinitésimal d’'un
Co semi groupe dans Y
On verra dans la prochaine proposition qu'il est possible d'avoir un tel résultat si L est d'une

certaine forme, en utilisant la majoration de || (A1 — A)~"||donnée par le théoreme Hille-Yosida
Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.5. Soit C le générateur infinitésimal d’'un Cy semi groupe V(t) dans Yetge WH1(0, T; Y)

pour T > 0 arbitraire, alors pour tout xyg € D(C) la fonction u donnée par :

t

u(t) = V(t)x0+f V(t-9s)g(s)ds
0

est continument différentiable, u(t) € D(C) et u(t) = Cu(t) + g(t) pour tout t € [0, T]
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Preuve. Puisque xp € D(C) et C est le générateur infinitésimal d'un Cy semi groupe V(t), alors,

pourtoutt=0ona:

dVv(t)xo

V(t)xg€e D(C) et T

=V()Cxo=CV()xo

Posons ;
h(t):f V(t-1s)gs)ds,
0

g€ w1, T; Y) alors apres changement de variables on trouve d’apres [5, page 154 ] que h est
continument différentiable et :
t

dh ,
— () =V(r)g(0) +f V(s)g(t—ys)ds
dt 0

I’étape suivante consiste a montrer que h(t) € D(C) pour tout ¢ € [0, T1].

Soient r € [0, T] et ¢ > 0 ( assez petit)

Vi) -1, V() -1,
—h t %
g "0 ;

t t
= lf V(s+£)g(t—s)ds—lf V(s)g(t—s)ds
¢Jo ¢Jo

t
f V(t-s)gs)ds
0

1 E+t 1 t

= —f V(s)g(t—s—i—f)ds——f V(s)gt—s)ds
¢ Je ¢ Jo
1 E+t 1 t

= —f V(s)g(t—s+€)ds——f V(s)gt—ys)ds
¢Jo ¢ Jo
1 ¢

- —f V(s)gt—s+¢&)ds
¢Jo

donc

Vi) -1 1 1 (¢
Mh(t):—(h(tﬂf)—h(t))——f V(s)g(t—s+&)ds
¢ ¢ ¢Jo
ce qui implique
. VO -1,
lim ——

Jim h(®) = h(t) - (1)

Ainsi, pour tout £ € [0, T']
h(t)e D(C) et Ch(t)=h(t)—-g(1

Ce qui donne, pour tout £ € [0, T

u(t) e D(C) et %(t) =C[V(t)xo+ h()] + g(t) = Cu(t)+ g(1)
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Proposition 2.5. Si (H)est vérifiée, fdans (2.16) est de la forme

1
fm,¢)=Bon+>_ Bip(-r;) + L, ¢)
i=1

avec0<r <..<r=r,Bie L(Y) pouri=1,.,letLe £(ZY) alors By est le générateur

infinitésimal d'un Cy semi-groupe sur'Y

Preuve. On définit 'opérateur A sur Z par :

D(A)=D(A) {n,@): WP (=1,0;Y),p(0) =1 € D(By)}

A(p(0), )

(Bog(0) + ZI‘iBi(ﬂ(_ri); 1)
in

Ona A= A+ Lavec L(n,¢) = —(L(n,¢),0) pour (1,¢) € D(A).
On note que L € £(Z), cela implique que L est une perturbation bornée de A et puisque A
génere un C, semi groupe linéaire alors A est aussi le générateur infinitésimal d’'un Cy semi
groupe dans Z qu’on notera T'(z).
On veut montrer que I'opérateur A défini par D(A) = D(A) et A(n, ) = (Bon, ¢) géneére un Cy
semi groupe dans Z.

D’abord, si on définit pour un z quelconque dans Z la fonction y: [-r,0c0[— Y par
y(t) = P1T(t)z pour t = 0 et y(t) = (P»z)(t) pour presque tout t € [—7,0], oi1 P; etP, désignent
les projections sur la premiere et la deuxieme composante de Z respectivement , alors d’apres
la proposition 1.5, P, T(Hz= y: pour t =0dans LP(-r,0;Y).

Pour z = (n,¢) et t € [0, 1], on considere la fonction u € C(0,r;; Z) donnée par :

t
u(t) = (up (1), up () = T(r)z+f0 T(t-s)

I
- Z Bip(s— ri),O) ds
i=1

Si on prolonge u; sur [-1,0[ par u; (0) = ¢(0) presque par tout alors (u;); = uz(f) dans L”(-r,0; Y)

pour ¢ € [0,71], en effet :

t
uy (1) :P1T(t)z+f P T(t-ys)
0

l
- Bip(s- ri),O) ds
i=1

et

P, T(H)z+

uy (1)

t
f PZT(t—S)(
0

t

i<p(s—ri),0) dS] )

(\)ds

1
_ZB
i=1
1
_ZB
i=1

PZT(t—s)(

PZT(t)z+f itp(S—ri),O)

0
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Ainsi, pour presque tout 0 € [-r,0],ona:

t l
ux(0)(@) = (PzT(t)Z)(9)+j0 P T(t-s) —ZBiQD(S—ri),O) ©)ds
i=1
B t+60 5 l
PlT(t+9)z+f PiT(t—s+0) —ZB,-(p(s—ri),O)ds sit+0=0
= 0 i=1
p(t+0) sit+0<0

On déduit que (u;); = uz(t) dans LP(-r,0;Y) pour ¢ € [0,71], on procédera ensuite pas-a-pas
avec la constante r; pour établir 'existence et 'unicité d'une fonction continue U(t)z = (1, (¢; 2), (u1(.; 2) ¢)

satisfaisant :

r l
Uz = T(t)z+f T(t-5s) (—ZB,—ul(s—ri),O)ds
0 .

i=1
pour tout ¢ = 0. Il reste 2 montrer que (U(£)); est un Cy semi groupe et que A est son générateur
infinitésimal.
U(0)z = A(0)z = z pour z € Z alors U(0) = Id dans Z

Soient t;, 1, =z0etze Z

[U(11).U(%)](2)

U(t) [U(%2)(2)]

t:
- U T(tz)z+f2T(tz—s)
0

l
- Biu(s— ri),O) ds]

i=1

B tr B )
= T(t2+t1)z+f T(h+n-y9) (—ZBiul(s—ri),O)ds
0 i=1
h ~
- f Tt -9
0

_ tr _ 1
= T(t2+t1)z+f T(t1+tg—s)(—ZB,-ul(s—ri),O)ds
0

i=1
h+t2 _
+ f T(t+1t—39)

4]

l
- Z Biu;(s— ri),O) ds

i=1

l
—ZBiul(s—ri),O ds

i=1

_ b+ 5
= T(t2+t1)z+f T(ti+1t—39)
0

l
- ZB,-ul(s— ri),O) ds
i=1

= Ulh+b)z

et finalement pour tout z € Z I'application t — U(#)z est continue alors U (t) est un Cy semi-
groupe dans Z.
Soit (17,¢) € D(A) = D(A) et t € [0, 1] alors

t
u(t) = T(t)(n,<p)+f0 T(t-s)g(s)ds
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avec

l
g(s) = —(Z Biw(s—ri),o),

i=1

gewWbP(0,r1,2), alors, d’apres le lemme 2.5, U est continument différentiable et

adu -
E(t) n, @) =AU (n,p)+g(t) sur[0,r],

en particulier,

AU(0)(n, @) + g(0)

1
Z Bip(s— ri),O)

i=1
(Bon, @) = A, @)

d—U(0+)( )
dr ny

Am, @) -

Si on note par G le générateur infinitésimal de U(t) alors on a A c Gie : D(A) = D(A) c D(G) et
Gz=Az pour z € D(A), montrons que A=G.

Pour ¢t € [0,r1] on a U(t)D(A) < D(A). En procédant encore une fois par pas-a-pas I'inclusion
reste vrai pour £ =0.

Pour tout ¢t = 0 U(t)D(A) < D(A) et D(A) est dense dans Z alors D(A) est un coeur pour G ie :
m cT'(G), or A est fermé :

En effet soit {(¢,(0),¢,)}, < D(A) telle que

(n(0),pp) — (x1,x2) dansZ
et (Bown(0),9,) — (y1,)2) dansZ

Ap estfermé d’apres le théoreme de Hille -Yosida et By I'est aussi d’apres la proposition 2.4 alors
(x1,%2) € D(A) et (y1, y2) = A(x1, X2) , ainsi A est fermé.

On déduit finalement que G = A et donc I'opérateur A défini par :
D(A) = D(A)

et A, @)= (Bon, @)

est le générateur infinitésimal de U(t).

On fixe M =1 et wy € R tels que [|U(1)|| < Mye™'! pour tout ¢ =0 et soient A > w, etn ey,
il existe (y(0),y) € D(A™) unique tel que (A1 — A)"(y(0),) = (1,0) pour n=1,2,..., donc il existe
v (0) € D(B{) unique tel que (A1 — Bp)"y(0) =7, cela implique que

|AI=Bo) "]y = v )|y < | ©),9)|, <M |n|y /(A-w)" pourtoutn=1,2,...,

or d’apres la proposition 2.4 D(By) est dense dans Y et By est fermé, alors le théoreme de Hille-
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Yosida donne le résultat O

Pour pouvoir traiter le cas général, ou 'opérateur agissant sur le retard est non-borné(dans
le sens d’espace) on aura besoin de deux espaces de Banach X et Y tels que :

(Hy) Y c X avecinjection dense et continue
En effet, on doit considérer X comme |’espace original et Y un sous espace de X munit d'une
topologie moins fine que celle du X, du coup, pour la suite on doit regarder les opérateurs B et
L comme des opérateurs de Y a valeurs dans X et de Y x £P(-r,0;Y) a valeurs dans X, respec-
tivement, plus précisément on suppose que D(B) c Y et # P (~r,0;Y) c D(L) . On aura besoin

des opérateurs BY et LY donnés par :

D(BY) — {yEYyED(B);ByE Y} (2 17)
BYy = By pour yeD(BY) |
et
DY) = {zeW'P(-1,0;Y):LzeY

LYy = Ly pour yeD(LY)

Pour éviter toute confusion, on rappelle que

D(A) = {(n,(p):q)EWl”’(—r,O;Y),n=<p(0)ED(B),
(p(0),) € D(L) et Bp(0) + L(g(0),p) € Y'}
A(@(0),) = (Be(0)+ L(p(0),9),p).

Notons qu'il faut plus que ¢ (0) € D(B) et (¢(0), ) € # P (~r,0; Y) pour avoir f(¢(0),¢) = Bp(0)+

L(gp(0), ) € Y puisque les opérateurs B et L sont a valeurs dans X

Proposition 2.6. Si les hypotheses (H») et (Hy) sont vérifiées alors :
(i) D (B) est dense dans Y donc dans X aussi

(ii) s’il existee >0 tel que L(gp(0), ) = 0 pour tout (p(0), ) € D(A) avec p(s) =0 pour

s€ [~r,—€] alors BY est un opérateur fermé dans Y

(iii) la restriction de LY a 71/01’p(— 1,0;Y) est un opérateur fermé de WLP(=r,0;Y) avaleurs dans
Y

Preuve. (i) il est évident que si D(A) est dense dans Z alors D (B) est dense dans Y, montrons
que D (B) est dense dans X aussi : Soit x € X et € > 0, il existe d’apres (Hy) y € Y tel que
|x—ylx <e/2
On note que d’apres (Hy), il existe c > 0telque Vy € Y |ylx < clyly et puisque D (B) est
dense dans Y alors il existe z € Z tel que |y — z|y <€/2c.

Ainsi, |[x—z|x <|x—ylx+|ly—zlx <e
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(i) Soit (x,), < D(BY) telle que (x,) — x dans Y et BY x,, — y dans Y, soit la suite de fonc-
tions (¢,), définie sur [—r,0] par: ¢,(s) =0sise [-r,—€]l et @, (s) = xp+x,S/€sis € [—¢,0].
On voit bien que {(xn,(pn)}n < D(A), (xp,@n) — (x,¢) et A(x,, @n) — (¥,¢) avec @ est
définie sur [—r,0] par: ¢,(s) =0si s € [-r,—€] et ¢,(s) = x+ x5/€ si s € [—¢€,0], or A est
fermé alors (x, ) € D(A) et (y,¢) = A(x, ) Ainsi x € D(BY) et y = BY x, ce qui donne le

résultat

(iii) Soit {zu}, = {(0,¢n)}, < DY) telle que z, — z=(0,¢) dans # P (-r,0;Y) et LY z, — y
dans Y, alors (z,), € D(A) et Az, — (¥,¢), en utilisant encore une fois le fait que A soit
fermé on trouve que z € D(LY) et y = LY z, ce qui conclut la preuve .

O

Pour la suite on aura besoin de '’hypothése suivante :
(Hs) il existe weRtel que:
{LE,@©)O,¥): 0,w)€ Z} <D((AI-B)"!) pourtout A >

Théoreme 2.2. Si(H,), (H4) et (Hs) sont vérifiées et que (larestrictionde) L€ £ (7//01’p (-1,0;Y),X)

alors :
@) YcD(AI-B) Y er{LMyp:9eLP(-1,0;Y)} cD((AI-B)™')  pourA > max(w, w)

(ii) side plus B: D(B) — X est fermé et (LI — B) est injectif pour A > W, alors
AI-B)'Le LW, Y) pour A > max(w, )

(iii) Side plus |(AI-B)'LEy9(0)(6,9)|, < k1 |@(0)(6,y)| pour tout (0,v) € Z et un certain k
indépendant de A > W, alors || (AI-B)"'LM, ”,%(Lp(—r,o;Y),Y) < ko / (A —w) avec ky indépen-

dant de A > max(w, i)

Preuve. (i) pour A > w et (0,v¥) dans Z on trouve d’apres que:
Ap0)(0,y) =0+ Bp(0)(O,y)+ L(Ex@0)0,y)+ Mywy) dansX
donc
@0)(@,w)=(AI-B)"1 (0 +LEyp0)@,y)+LMyy) dansY
On rappelle que (Hs) est vérifiée alors en considérant la derniere équation avec ¢ = 0 et

0 = 0 respectivement, on trouve (i)

(ii) Commencons par montrer que I'opérateur (A1 — B)~! est fermé de X dans Y pour A > i :
Soit (x,), < D((AI - B)™!) telle que x, — x dans X et (AI — B)"'x,, — y dansYY, il existe
une suite (y,), < D(B) unique telle que (Al — B)y, = x, Yn € N, on aura alors y, — y
dansY et By, — x— Ay dans X, or B est fermé alors ye D(B) et x = (Al - B)y et (AI - B)
est injectif pour A > i alors x € D(A1 - B)let y=QAI- B)"lx. Ensuite, par hypotheése et
d’apres le lemme 2.4 (iv) on a LM € £(LP(-r,0;Y), X) alors (AI — B)"! LM est fermé et
LP(-r,0;Y) € D(AI - B)"' LM, pour A > max(w, ), en utilisant le théoréme du graphe
fermé on trouve (AI —B)"'LM; € L(LP(-1,0;Y),Y) pour A > max(w, w). Finalement, on

utilise encore une fois le lemme 2.4 (iv) pour trouver (ii)
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(iii) Onrappelle que pour A >wet (0,y)e Zona:
@0)(O,9) = (AI-B) Y@+ LEp(0)0,y)+ LMyy) dansY
Pour 6 =0 on trouve :
(AI-B)'LMyy = (I— (Al - B)"'LE})¢(0)(0,%) dans Y
Alors

|AI-B) ' LMyy|

N

|0(0)(0,9)| + | (AT = B) " LEA¢(0) (0, y)|
1+ k) | A=A~ 0,9)]

N

N

1+ k)My|,/A-w)
ke ly],/ (A~ w)

N

avec k» = (1 + k1) M indépendant de A = max(w, )
]

2.1. Contrairement au premier exemple, le deuxiéme présente I'une des difficultés rencon-
trées lorsqu’on veut appliquer la théorie de semi groupes au probleme (2.1), celle d’inclure les
opérateurs non bornés dans le terme du retard. Cette difficulté sera surmontée en choisissant

le "bon" espace d’état.



Chapitre 3
Applications

Dans ce chapitre nous présentons des exemples de problemes aux limites associés a des
équations aux dérivées partielles a retard. Nous vérifions, ensuite, les conditions nécessaires

pour que ces problémes soient bien posés .

Probléeme11:

En se référant a [2], on considere I’équation de réaction-diffusion suivante, qui modélise la
conduction thermique dans une barre homogene chauffée de longueur 1, en supposant que ses

deux extrémités 0 et 1 sont maintenues a une température constante Tp =0

a 2

—u(t,x) = —ult,x)—ult,x)—ult—1,x 0<sx<1,t=0

3 (¢,x) 32 (£, x) —u(t, x) — u( )

u(t,0) = u(t,1)=0 £>0 3.1
u(t,x) = @(t,x) 0<sx<1,-1<t<0

u(t,x) représente la température de la barre au point x, a I'instant t.
Le retard ici est r = 1, il représente la durée moyenne, en unité de temps, nécessaire pour que le
systeme réagisse au changement de la température.
¢ € L?([-1,0]x]0,1]).
Pour écrire le probleme sous forme d'une équation a retard abstraite on définit les
espaces et les opérateurs suivants :
e V:=1%0,1;R)
¢ Z:=Y xL*(-1,0;Y)
e Lopérateur By : D(By) € Y — Y défini par:

D(By) := H*(0,1;R) n Hy (0, 1;R)

et
d2

Bou=——u
0 dx?

41
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e Lopérateur B := By — I avec D(B) = D(By)
e Lopérateur L:# 12(-1,0; Y) — Y défini par L(¢(0,¢)) = —¢p(-1)

Ainsi le probleme (3.1I) est une équation différentielle a retard dans Y de la forme suivante :

dup) Bu(t)+ L(u(t),u;)  t>0 (3.2)
u(l‘) V/(t) -1<t<0 .

avec i € L?(~1,0; Y) une condition initiale définie par v (f)(x) = ¢(t, x) pour tout
(tx)e [-1,0] x [0, 1]
On commence par montrer que 'opérateur By : D(By) € Y — Y engendre un Cj semi-

groupe dans Y, pour cela on montre tout d’abord qu'’il est dissipatif :

SOithD(B())
1d2g 1 dg 2 dg 1
Byg, = —S).gwdx=—| |==)| dx+|=-=(x).
(Bog, 8y 5 dxz(x)g(x) x fo dx(x) x+ dx(x) g(JC)O
l1d 2
= —f —g(x) dx<0
0 dx

Donc By est un opérateur dissipatif
De plus d’apres la proposition 1.1, pour tout f € Y il existe u € D(By) unique tel que (I — By)u =
f, alors en utilisant le théoréeme 1.13 et ensuite le théoréme de Lumer philips on conclut que By

est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe (S(¢));>o tel que [|S(¢)[| <1 pourtout£=0.
Vérification des conditions nécessaires
Soit A 'opérateur linéaire associé au probleme a retard 3.2 défini par :

D(A)
A(p(0), )

{(p(0),p) € Z: e W"*(=1,0;Y),9(0) € D(B)}
(f ((0), ), )

avec

D(f)
fp0),¢)

{m,peZ:neDB)erp(-1)eY}
B@(0) + L(g(0),¢) = Be(0) —p(-1)

- Lhypothese (Hs) est vérifiée, en effet, soit A € R et (¢(0), ) € D(A), alors ¢(0) € D(B), ce qui
implique que Ej¢(0) € D(f) pour tout A € R, on conclut que :

{Exp(0): (9(0),9) € D(A)} = D(f) pourAeR
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- Lopérateur L:# 12(-1,0; Y) — Y est continue, en effet, soit (¢(0),¢) € #1?(~1,0;Y)

0 2
Loy = ool <( [ o] ds+ oo, )
0 2
< 2((f1|(,b(s)|yds) +|<p(0)|§)

En utilisant 'inégalité de Holder, on trouve :

L@@, )|y < V2]@0),9)]y12_1 0.1y

- La fonction f est de la forme suivante :

l
f@.@)=Bn+) Bip(-r)+¥n,¢)

i=1

avec0<r;<..<rj=r,Bj=-IjdansY,B;=0pouri=1,../-1let¥=0.

Ainsi, les propositions 2.4, la proposition 2.5 et le théoreme 2.1 sont tous applicables.

1. Conditions nécessaires du théoréme 2.1
Soit (0,¢) € 7//01’2(—1,0; Y) alors (0,¢p) e D(f) etona:

|£0,0)]y =|LO,)|y < V2|0,0)| 121 0.y

Ainsilarestrictiondefa Wol’z (—1,0;Y) est un opérateur linéaire borné

2. Conditions nécessaires de la proposition 2.5
Lopérateur By génere un Cy semi-groupe (S(#)) o tel que [|S(#)]| < 1 pour tout £ = 0, alors,
d’apres le théoreme de la perturbation bornée, 'opérateur B := By — I génere aussi un Cy
semi-groupe (S(1)) >0 tel que || S(1)|| < e’ pour tout £ > 0.

3. Conditions nécessaires de la proposition 2.4
Lopérateur B géneére un Cy semi-groupe (5(1)) ;>0 tel que || S(#) || < e’ pour tout £ > 0, alors,

le théoréeme de Hille-Yosida implique que :
(i) D(B) estdense dansYet B: D(B) c Y — Y est un opérateur fermé
-1

Ainsi il ne reste que la condition nécessaire dans (i) de la proposition 2.4 a vérifier
Soientve D(B) et LeR

1
(i) (AI-B) 'existeet||[(AI-B)7!| < 77 pour tout 1> 1

(AI=B—LE)v=A\I-B)v—L(v,ve) = Al - B)v+ve = ((/1+e“)1—3) v

_ - 1
Or (A+eM1-B) " existeet |((A+eHI1-B)"'| < 3~ siA+e”'>1Doncsion
e_ a—
prend w=1 on trouve :
1 1
(AI-B-LE)) ! existeet |(AI-B—LEy)™!| < < SiA>w

A+er-1 A-w
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Ainsi toutes les conditions nécessaires pour que 'opérateur A géneére un Cy semi-groupe dans

Z et, par conséquent, pour que le probleme (3.1) soit bien posé, sont vérifiées.

Probléeme 2 :

On considere I'’équation de réaction de diffusion a retard continue ( distribué), étudiée dans

[18] et qui s’écrit comme suit :

0 62 0 ;2
—u(t,x) = —u(t,x)+ —u(t+s,x)ds 0<sx<l,t=0
ot e 0x? (60 f_laxz ( )
w(t,0) = u(t,1)=0 £>0 (3.3)
u(t,x) = @(t,x) 0<sx<1,-1<t<0

avec ¢ € L?([-1,0]x]0,1[)

Pour écrire le probleme sous forme d’'une équation a retard abstraite on définit I'espace et
les opérateurs suivants :

«X:=L*(0,;R)

e Lopérateur B: D(B) € X — X défini par:

D(B) := H*(0,1;R) n H, (0, 1;R)
et
d2
=—U
dx?

e Lopérateur L: D(L) c X x LZ(—l,O;X) — X par:

Bu

D(L):={(n,¢) € X x L*(~1,0;X) : (s) € D(B) pour toutse€] — 1.0(}

et
0

L, @) = f Bp(ds

Ainsi le probleme (3.3) est une équation différentielle a retard dans X de la forme suivante :

%(I) = Bu(t)+Lu(b), uy) t>0 (3.4)
u(t) (1) ~lst<0

avec i € L?((—1,0); X) une condition initiale définie par w(f)(x) = ¢(t, x) pour tout
(tx)e [-1,0] x [0, 1]
Soit 'opérateur A associé a (3.4) défini par :

D(A)
A(p(0), )

D(f)n# " *(-1,0;X)
(f (p(0), ), )
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avec

{n,¢) € X x [*(=1,0;X) :n € D(B) et (n, ) € D(L)}
B(n) + L(n,¢)

D(f)
fm, )

Lopérateur B n’est pas borné, alors, d’apres I'exemple 2.1, on ne peut pas espérer que I'opéra-
teur A associé au probleme (3.4) génére un C, semi groupe dans X x L?>(—1,0; X), dans ce cas on
doit choisir un espace Y < X tel que 'opérateur L :#'1?(~1,0;Y) — X défini par L(¢(0),p) =

f?l B(s) ds soit continu, le choix le plus évident serait le suivant :
Y =(D(B),l.lg)
avec |. |g estla norme du graphe de 'opérateur B définie par
leg =|x|x +|Bx|lx pourtoutxe D(B)

Vérification des conditions nécessaires

- Il est trivial que Lhypothese (H,) soit vérifiée. En outre, on a déja montré dans le probleme
1 que B est le générateur infinitésimal d'un Cy semi groupe S(t) tel que [|S(#)]| < 1 pour tout
t =0, alors d’apres le théoreme de Hile-Yosida I'hypothese (Hs) est vérifiée pour A > 0.
- Lopérateur L est continue, en effet, soit (¢(0), ) € wl2(-1,0;Y)

0 0
|L(<p(0),(p)|X=UlB(p(s) ds <f1|(p(s)|yds
— X -

En utilisant I'inégalité (2.15), on trouve qu'il existe C = v/2 telle que :

|L@0),9)| x < C|(@©), )] 1510.1)

Ainsi, la proposition 2.6 et le théoreme 2.2 sont applicables.
1. Conditions nécessaires de la proposition 2.6
(i) il est évident que D(B) est dense dans Y puisque D(B)=Y par construction

(ii) D’apres le théoreme 1.10 'opérateur BY, défini par (2.17), est le générateur infinité-
simal d'un Cy semi groupe dans Y, alors il est fermé dans Y d’apres le théoreme de
Hille Yosida

(iii) Soit {zx}, = {(0,pn)}, = D(LY) telle que z, — z = (0,¢) dans # ?(~1,0;Y)
et LYz, — y dans Y, ou1 LY est défini par @.18). L :#*(~1,0;Y) — X est continue
Alors Lze Yety=Lz Ainsize LY ety=LYz
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2. Conditions nécessaires du théoreme 2.2

(i) Bestlegénérateur infinitésimal d'un Cy semi groupe S(t) tel que [|S(#)|l < 1 pour tout
t =0, alors d’apres le théoréme de Hile-Yosida {LM¢: ¢ € LP} < D((AI-B)™!) et
Y ¢ D((AI-B)™1) pour A > 0.

(ii) Enutilsant encore une fois le théoreme de Hile-Yosida, on a B: D(B) — X est fermé
,(AI - B) est bijective et [|(AI-B)™"|| ) < % pour A > 0. On montre, ensuite, que
(AI-B)'e £(X,Y)pour >0
Soient xe X et A1 >0

|(A1-B) x|, |AI-B) x|, +|BAI-B) x|

N

|AI-B) x|, +|(AAI-B) ' 1) x|

1
Kylxlx avecKy=2+ 1

N

Ainsi AI-B)'Le W%, Y)

(iii) SoientveYetA>1

-1 -1 A. 1 A.
(AT-B)'LEw|, = |A-B) Ly, ve )‘g<(2+z)’L(v,ve |,

0
KU Bve'ds
1

Klvlg

YA\

0
< Kf e ds|Bulx
X -1

N

avec K une constante positive indépendante de A > 1 Il nous reste a voir si la condi-

tion nécessaire (iii) du théoréme 2.2 est vérifiée, alors soient ¢ € L?>(—1,0; V) et 1 >0

0 0
|AT-B) " LMy, (M—B)‘lf Bf M (1) dr ds
-1 N

4
0 [0

= B(AI—B)_lffe’us_”go(r)drds
-1Js

X

0 p0
+ [BAI-B)7! f f M Bo(r) dr ds
—-1Js

0 O
2[ f s |(p(r)| drds
—-1Js g

0 T
2[ |(P(T)|g[ A dsdr
-1 -1

2 0
= %f lp@)|, (1 —e ) dr
-1

X

N

N

En utilisant I'inégalité de Holder, on trouve :

_ 4
|(AI-B) 1LMMP|g <7 |0l 210w,
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Ainsi, toutes les conditions nécessaires pour que I'opérateur A associé a (3.4) défini par:

D) = {0,@):peW"P(=1,0;Y),n=¢(0) € D(B),
(¢(0), ) € D(L) et Bp(0) + L(g(0),p) € Y}
Alp0),9) = (Bp(0)+L(p(0),¢),¢).

génere un Cp semi groupe dans Z := Y x L[%(—1,0;Y) sont vérifiées, par conséquent, toutes les

conditions nécessaires pour que le probleme aux limites (3.3) soit bien posé sont satisfaites.



Conclusion

S’intéressant a 'analyse de problémes aux limites régis par des équations différentielles a
retard a coefficients opérateurs et provenant de diverses situations concrétes gouvernées par
des EDP de type elliptique et parabolique, nous avons étudié en particulier le comportement
précis des solutions de ces probléemes : existence et unicité de solution. Lintérét des techniques
opérationnelles est de permettre une étude unifiée de problemes elliptiques paraboliques et
de fournir pour ceux-ci des conditions nécessaires ( et suffisantes )d’existence, d'unicité (et de
régularité des solutions). Les méthodes utilisées reposent sur la construction d'une formule
explicite de représentation des solutions et de son analyse en fonction des données. Pour la
construction de cette formule explicite et son analyse, on utilise le calcul fonctionnel (la théorie
des semi-groupes).

A travers les chapitres 2 et 3 nous avons exposé I'utilisation de la théorie des semi-groupes
pour étudier les équations aux dérivées partielles a retard qui peuvent s’écrire sous la forme

abstraite suivante :

Luw) = fuw@,u) >0
u = n (3.5)
ulx) = p(x) x€[-r0)

Avec r un réel strictement positif qui représente le retard, 1 < p < oo, Y un espace de Banach,
f un opérateur de Z := Y x L (-r,0;Y) a valeurs dans Y, et (1, ¢) une condition initiale appar-
tenanta Z.

Plus précisément, nous avons donné des conditions nécessaires sur 'opérateur f pour que le
probleme(3.5) soit bien posé, en utilisant, la théorie des semi-groupes.
Se basant sur I'hypothese suivante :

(H;) Lensemble des valeurs initiales, pour lesquelles une unique solution forte de
existe, est un sous espace vectoriel dense de Z, de plus, la solution dépend continument de
la valeur initiale,
on a montré que les solutions de définissent un semi groupe fortement continue (7'(t)) />0,

et le générateur infinitésimal A de ce semi-groupe a été caractérisé par :

D(A)
A(p(0), )

D) NW P (~1,0;Y)
(f ((0), ), )

(3.6)

48



CONCLUSION 49
avec
WP (—1,0,Y) = {(m, ) : e WHP(=1,0;Y),n = (0)}
Ensuite, en supposant que le probleme est bien posé au sens de '’hypothése suivante :
(H,) Lopérateur A défini par(3.6) génere un Cy- semi-groupe (7 (£));>o dans Z, tel que

[T <Me™ pour toutt=0

avec M =letweR,
le théoréme de Hille-Yosida nous a permis de trouver les conséquences de I’hypothese (H>) sur

I'opérateur f. Ces conséquences ont été données par les propositions et théorémes suivants :
1. Le théoréme 2.1

2. les proposions 2.4 et 2.5, dans le cas ot f est de la forme suivante :
f@m,@)=Bn+Ln,¢) pourn,¢)eD(f) 3.7

3. la proposition 2.6 et le théoréme 2.2 traitent le cas ou f est de 1a forme (3.7) et Y est inclus

dans un autre espace de Banach X, avec injection dense et continue.
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