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Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont d’une importance cruciale dans la modélisation

et la description des phénomènes naturels en Physique, Chimie, Biologie, etc., nous citerons à

titre d’exemples l’évolution des populations, les tremblements de terre, la dynamique de fluide,

la mécanique de continuum, simulation d’avion, graphiques des calculatrices et prédiction de

la météo.

Les équations à retard, différentielles ou aux dérivées partielles, décrivent l’évolution d’une va-

riable en fonction d’une ou plusieurs valeurs prises par cette variable dans le passé. Il peut s’agir

de valeurs ponctuelles, on parlera alors de retard discret (qu’il y ait un ou plusieurs retards), ou

d’un ensemble de valeurs prises dans un intervalle, borné ou non, on parlera alors de retard

continu (noyau de distribution). La condition initiale d’une équation à retard est définie sur un

intervalle, de longueur égale au retard (ou, dans certains cas, égale au retard maximum). L’utili-

sation du retard dans la description d’une dynamique nous permet d’obtenir un modèle encore

plus proche de la réalité. En conséquence, les équations à retard interviennent dans de nom-

breux domaines d’applications des mathématiques, et en particulier en biologie (évolution des

populations, épidémiologie ) où de nombreux phénomènes sont non-locaux, en la variable de

temps mais parfois également en la variable d’espace ou ce qui tient lieu de la variable "d’es-

pace" (la maturité, l’âge, la taille, etc.).

Considérons à titre d’exemple l’équation différentielle à retard du type Lasota–Wazewska

[26] qui décrit la vie des globules rouges chez un animal. Elle a été proposée par Wazewska-

Czyzewska et Lasota et s’écrit comme suit :

{
U ′(t ) = −σU (t )+Pe−aU (t−r ) t > 0

U (t ) = ϕ(t ) t ∈ [−r,0]
(1)

Où σ, P et a sont des constantes positives, t réel positif. U(t) représente le nombre de glo-

bules rouges à l’instant t, σ est le taux de mortalité des globules rouges, P et a sont reliés à la

production des globules rouges par unité de temps et r est le temps nécessité pour la produc-

tion d’une globule rouge, ϕ est une condition initiale définie sur [−r,0]

la fonction U peut dépendre aussi d’une variable spatiale [16]. Dans ce cas, l’équation tempo-

1



INTRODUCTION 2

relle (1) peut prendre la forme d’une équation de réaction-diffusion et devient :


∂U
∂t (t , x) = ∂2U

∂x2 (t , x)−σU (t , x)+Pe−aU (t−r,x) t > 0, x ∈Ω
U (t , x) = 0 t Ê 0, x ∈ ∂Ω
U (t , x) = ϕ(t , x) −r É t É 0, x ∈Ω

(2)

OùΩ⊂R un domaine borné et (t , x) ∈R+×Ω. U(t,x) représente ici le nombre de globules rouges

se trouvant au point x à l’instant t. ϕ est une condition initiale

La théorie des équations à retard a été étudiée, en premier lieu, par V.Volterra, au début du

XX ème siècle[23]. Toutefois, le comportement asymptotique des solutions trouvées n’était pas

bien compris à ce moment là, à cause de l’utilisation d’approche du point fixe.

J. Hale a montré, en 1970, que ces solutions (obtenues par la méthode du point fixe) donnent

naissance à un semi groupe sur un certain espace de fonctions [12] . Il a obtenu, par la suite,

avec S.Verduyn Lunel une description asymptotique complète de la solution dans le cas de

dimension finie en utilisant la théorie des semi-groupes[13]. Ensuite, G.Webb a inversé cette

procédure, en construisant, tout d’abord, un semi-groupe et en l’utilisant, après cela, pour ré-

soudre l’équation différentielle à retard[25].

Dans ce travail, on utilise la théorie des semi-groupes pour étudier les équations aux déri-

vées partielles à retard qui peuvent s’écrire sous la forme abstraite suivante :


d

d t
u(t ) = f (ut ) t > 0

u(t ) = ϕ(t ) −r É t É 0
(3)

Avec r un réel strictement positif qui représente le retard, f un opérateur d’un espace de fonc-

tions F(-r,0 ;Y) dans un espace de Banach Y, et ϕ une application définie sur [−r,0] à valeurs

dans Y.

Dans les articles traitant les notions d’existence et d’unicité des problèmes du type (3), la fonc-

tion f est, en général, la somme d’un opérateur linéaire B défini sur Y et d’un opérateur L (l’opé-

rateur de retard), défini sur F(-r,0 ;Y) et dans ce cas le problème (3) devient :


d

d t
u(t ) = Bu(t )+Lut t > 0

u(t ) = ϕ(t ) −r É t É 0

ce qui permet d’imposer des hypothèses différentes sur les opérateur B et L. On se réfère aux

travaux ([10],[22]), si par exemple L est borné de l’espace des fonctions continus et B est le

générateur infinitésimal d’un C0-semi groupe. Par contre, pour permettre aux opérateurs non

bornés d’agir sur le terme du retard, il est nécessaire de considérer que Y est un espace de Ba-

nach densément et continument injecté dans un espace de Banach plus large qu’on note par

X. Y est généralement muni d’une norme qui dépend de l’opérateur B : D(B) ⊂ X −→ X . Par

exemple, si B est le générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement continu dans X alors
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on peut poser :

Y = (D(B), | . |g )

avec | . |g est la norme du graphe de l’opérateur B définie par

|x|g = |x|X +|B x|X pour tout x ∈ D(B)

En plus d’une introduction générale et d’une conclusion, ce mémoire est composé de trois

chapitres :

On propose dans le premier chapitre des notions préliminaires et des rappels utiles pour que le

lecteur puisse comprendre les résultats des chapitres suivants.

Le 2ème chapitre se base sur l’article de Kunisch et Schappacher [18] et reprend en détails ses

principaux résultats. le but de ce chapitre est de trouver les conditions nécessaires que l’opé-

rateur f doit vérifier pour que le problème (3) soit bien posé, à cette effet, on procède comme

suit :

1. On suppose que l’hypothèse suivante est vérifiée

(H) L’opérateur f est linéaire et le problème (3) est bien posé.

2. On montre que les solutions de (3) définissent un semi groupe (T (t ))tÊ0 fortement continu

dans F (−r,0;Y ).

3. On caractérise le générateur infinitésimal A du semi groupe (T (t ))tÊ0, en considérant de

faibles hypothèses seulement sur l’opérateur f et l’ensemble D des valeurs initiales, pour

lesquelles une unique solution forte de (3) existe.

4. On exploite la théorie des semi-groupes, en particulier le théorème de Hille-Yosida, pour

trouver les conséquences de l’hypothèse (H) sur l’opérateur f .

Dans le 3ème chapitre, on s’intéresse à deux équations de réaction-diffusion particulières, la

première à retard discret et la 2ème à retard continue (distribué). On vérifie si les conditions

nécessaires trouvées dans le chapitre précédant, pour que ces équations admettent des solu-

tions fortes, sont satisfaites.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce premier chapitre, on rappelle des notions de base tout en reprenant des théorèmes

et des résultats nécessaires pour le développement de notre projet. Pour plus de détails le lec-

teur est invité à consulter les ouvrages suivants : [1], [2], [4], [6], [7], [8], [9],[11], [19], [24].

1 Le principe de l’application contractante

Soit X un espace vectoriel normé, une application f : X −→ X est dite contractante s’il existe

k É 1 tel que : ∣∣ f (x)− f (y)
∣∣

X É k
∣∣x − y

∣∣
X pour tout x, y ∈ X

Définition 1.1. Soient X un espace de Banach, M ⊂ X un sous ensemble non vide et f : M −→ X

une application. Une solution de Tx=x est dite point fixe de T.

Théorème 1.1. [11] Soient X un espace de Banach, et une application f : X −→ X contractante,

alors f admet un unique point fixe , c’est à dire, il existe une unique solution x ∈ X de l’équation

Tx=x

2 Espaces fonctionnels

2.1 Espaces C k

Définition 1.2. Soient I un ouvert de R, k ∈N et X un espace de Banach .

• C 0(I , X ) est l’espace des fonctions f : I −→ X continues.

•C k (I , X ) est l’espace de fonctions f : I −→ X ayant toutes les dérivées jusqu’à l’ordre k continues,

c’est à dire f (n) ∈C 0(I , X ) pour 0 É n É k.

2.2 Espaces de Bochner

Définition 1.3. Soient p ∈R,Ω ∈Rn et X un espace de Banach munit de la norme | . |X

4
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(i) pour 1 É p <∞, on définit l’espace de Bochner :

L p (Ω; X ) :=
 f :Ω−→ X mesur abl e :

∫
Ω

∣∣ f (s)
∣∣p

X d s <∞


et l’application | . |p définie sur L p (Ω; X ) à valeurs dans R+ par :

∣∣ f
∣∣

p :=
(∫
Ω

∣∣ f (s)
∣∣p

X d s

)1/p

(ii) On définit l’espace de Bochner :

L∞(Ω; X ) := {
f :Ω−→ X mesur abl e ,∃C > 0 tel que

∣∣ f (s)
∣∣

X ÉC p.p. sur Ω.
}

et l’application | . |∞ définie sur L∞(Ω; X ) à valeurs dans R+ par :

∣∣ f
∣∣∞ := inf

{
C > 0,

∣∣ f (s)
∣∣

X ÉC pour pr esque tout s ∈Ω}
Pour 1 É p É∞, Lp (Ω; X ) est l’ensemble des classes d’équivalence F des fonctions f de L p (Ω; X )

pour la relation d’équivalence (=p.p). | . |p est alors une norme sur Lp (Ω; X ) et
(
Lp (Ω; X ), | . |p

)
est

un espace de Banach

La classe d’équivalence de f est notée
[

f
]
, pour tout f ∈L p (Ω; X )

Notation 1 É p É∞ on désigne par q l’exposent conjugué de p i.e.
1

p
+ 1

q
= 1

Théorème 1.2. (Inégalité de Hölder)[4] : Soit f ∈ Lp (Ω;R) et g ∈ Lq (Ω;R) avec 1 É p É ∞ alors

f .g ∈ L1(Ω;R) et ∣∣ f .g
∣∣
1 É

∣∣ f
∣∣

p

∣∣g ∣∣
q

Théorème 1.3. (Théorème de Fubini)[8] : SoientΩ1 ⊂Rn ,Ω2 ⊂Rn des ouverts et soit

F : Ω1×Ω2 −→ X une fonction mesurable, avec X un espace de Banach. Si F ∈ L1(Ω1 ×Ω2; X ).

Alors pour presque tout x ∈Ω1

F (x, .) ∈ L1(Ω2; X ) et
∫
Ω2

F (., y)d y ∈ L1(Ω1; X )

De même pour presque tout y ∈Ω2,

F (., y) ∈ L1(Ω1; X ) et
∫
Ω1

F (x, .)d x ∈ L1(Ω2; X )

De plus on a ∫
Ω1×Ω2

F (x, y)d xd y =
∫
Ω1

(∫
Ω2

F (x, y)d y

)
d x =

∫
Ω2

(∫
Ω1

F (x, y)d x

)
d y
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2.3 Espaces de Sobolev à valeurs vectorielles

Notations

Un vecteur α= (αk )n
k=1 ∈Nn est dit un multi-indice, on pose :

|α| =
n∑

k=1
αk et Dα = ∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαn

n
où x ∈Rn

Définitions et propriétés

Définition 1.4. Soit Ω un ouvert de Rn , on note D(Ω) l’espace des fonctions définies sur Ω, à

valeurs réelles, de classe C∞ et dont le support est compact dansΩ.

Définition 1.5. (Distribution) Une distribution vectorielle sur Ω à valeurs dans un espace de

Banach X, est une application T : D(Ω) −→ X linéaire et continue.

On note D ′(Ω, X ) l’espace des distributions surΩ à valeurs dans X

Exemple 1.1. Une fonction définie sur Ω dans X est dite localement intégrable (∈ L1
l oc (Ω, X )) si

elle est intégrable sur tout compact K dans Ω (∈ L1(K , X )). Soit donc une fonction f localement

intégrable surΩ alors l’application T f définie de D(Ω) dans X par

T f (ϕ) =
∫
Ω

f (x).ϕ(x)d x pour ϕ ∈ D(Ω)

est une distribution surΩ appelée distribution régulière.

Il est clair que : ∀p ∈ [1,∞], Lp (Ω, X ) ⊂ L1
l oc (Ω, X ).

Définition 1.6. (Dérivée d’une distribution) Soient T ∈ D ′(Ω, X ) etα un multi-indice, on définit

DαT ∈ D ′(Ω, X ) par :

〈
DαT,ϕ

〉= (−1)|α|
〈

T,Dαϕ
〉

pour tout ϕ ∈ D(Ω)

Définition 1.7. (Espace de Sobolev) Soit Ω⊂Rn un ouvert, X un espace de Banach et p ∈R avec

1 É p É∞ on définit l’espace de Sobolev par :

W m,p (Ω; X ) := {
f ∈ Lp (Ω; X ) : Dα f ∈ Lp (Ω, X ), ∀α ∈Nn , |α| É m

}
que l’on munit de la norme ∣∣ f

∣∣
W m,p :=

m∑
|α|=0

∣∣Dα f
∣∣

p

(W m,p (Ω, X ), | . |W m,p ) est un espace de Banach.

Si X= H est un espace de Hilbert on écrit :

H m(Ω; H) :=W m,2(Ω; H)
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H m(Ω; H) est un espace de Hilbert, munit du produit scalaire :

〈 f , g 〉H m =
m∑

|α|=0
〈Dα f ,Dαg 〉L2

avec la norme associée | . |H m équivalente à la norme | . |W m,2

Si X =R on définit l’espace :

W m,p
0 (Ω,R) = {

f ∈W m,p (Ω,R) : f = 0 sur ∂Ω
}

et on pose :

H m
0 (Ω;R) :=W m,2

0 (Ω;R)

Muni de la norme induite de W m,p (Ω,R), W m,p
0 (Ω,R) est un espace de Banach.

Muni du produit scalaire induit de H m(Ω,R), H m
0 (Ω;R) est un espace de Hilbert.

Problème de Dirichlet homogène

Soit à résoudre le problème :

{
−u′′+u = f sur I =]0,1[

u(0) = u(1) = 0
(1.1)

où f est une fonction donnée sur I à valeurs dans R.

Définition 1.8. Une solution faible de (1.1) est une fonction H 1
0 (I ;R) vérifiant :∫

I
u′v ′+

∫
I

uv =
∫

I
f v ∀v ∈ H 1

0 (I ;R)

Proposition 1.1. [4] Pour tout f ∈ L2(I ;R), il existe u ∈ H 1
0 (I ;R) unique solution faible de (1.1).

De plus, u ∈ H 2(I ,R)

3 Opérateurs linéaires

On va effectuer quelques rappels sur les opérateurs linéaires bornés, non bornés et fermés

afin que les notations utilisées au cours de ce mémoire soient claires, Les démonstrations ne

sont pas données, on renvoie par exemple à [4].
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3.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.9. Soient X,Y deux espaces vectoriels normés, on désigne par L (X ,Y ) l’espace des

opérateurs linéaires continus de X dans Y munit de la norme

‖T ‖L (X ,Y ) = sup{|T x|Y : x ∈ X et |x|X É 1}

L (X ,Y ) est dit espace des opérateurs bornés.

On pose L (X ) =L (X , X ).

Notation : On désigne par X’ le dual topologique de X i.e. l’espace des formes linéaires continues

sur X; X’ est munit de la norme duale

∥∥ f
∥∥

X ′ = sup
| x|X É1

∣∣ f (x)
∣∣

lorsque f ∈ X ′ et x ∈ X on note généralement 〈 f , x〉 au lieu de f(x), on dit que 〈 , 〉 est le crochet de

dualité.

Théorème 1.4. (Banach-Steinhaus)[4] : Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit (Ti )i∈I une

famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires bornés de X dans Y, on suppose

que :

∀x ∈ X sup
i∈I

|Ti x|Y <∞

alors

sup
i∈I

‖Ti‖L (X ,Y ) <∞

Autrement dit il existe une constante c Ê 0 telle que :

|Ti x|Y < c |x|X ∀x ∈ X ∀i ∈ I

3.2 Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.10. (Opérateur non-borné) Soient X et Y deux espaces de Banach, on appelle opé-

rateur linéaire non-borné de X dans Y toute application linéaire A : D(A) ⊂ X −→ Y définie sur

un espace vectoriel D(A) ⊂ X à valeurs dans Y, D(A) est le domaine de A.

On dit que A est borné s’il existe une constante c Ê 0 telle que

|Ax|Y É c |x|X ∀x ∈ D(A)

3.3 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.11. (Opérateur fermé) Soient X et Y deux espaces de Banach, On dit qu’un opérateur

A est fermé si le graphe de A noté G(A) = {(x, Ax) : x ∈ D(A)} est fermé dans X ×Y
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Théorème 1.5. (Théorème du graphe fermé)[4] : Soient X et Y deux espaces de Banach, soit T un

opérateur linéaire de X dans Y. Si le graphe de T noté G(T ) = {(x,T x) : x ∈ X } est fermé dans X ×Y ,

alors T est continue.

Définition 1.12. (Spectre et ensemble résolvant ) Soit X un espace de Banach et soit l’opérateur

linéaire, fermé A : D(A) ⊂ X −→ X

On appelle :

ρ(A) = {
λ ∈C :λI − A : D(A) −→ X est bi j ect i ve

}
l’ensemble résolvant de A et son complémentaire σ(A) =C\ρ(A) le spectre de A.

Pour λ ∈ ρ(A) l’inverse

R(λ, A) := (λI − A)−1

est un opérateur borné dans X selon le théorème du graphe fermé et on l’appelle la résolvante (de

A au point λ).

3.4 Opérateurs linéaires fermables

Définition 1.13. (Extension) Soient S et T deux opérateurs de X dans Y, deux espaces de Banach,

avec D(S) et D(T) sont les domaines de S et T respectivement, on dit que S est une extension de T

si D(T ) ⊂ D(S) et T x = Sx ∀x ∈ D(T ), on dit aussi que T est la restriction de S

Définition 1.14. (Opérateur fermable) Soit un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X −→ Y , avec X et

Y deux espaces de Banach. A est dit fermable s’il admet une extension fermée. L’adhérence de son

graphe est le graphe d’un opérateur noté A qu’on appelle la fermeture de A

Définition 1.15. (Cœur d’un opérateur) Soient X et Y deux espaces de Banach et soit A un opé-

rateur de X dans Y fermable, un sous espace V ⊂ D(A) est appelé cœur de A si {(x, Ax); x ∈V } est

dense dans le graphe de A

4 Quelques notions de la théorie des semi-groupes

On va rappeler quelques notions et théorèmes de la théorie de semi-groupes, nécessaires

pour le développement de notre thème. Pour plus de détails, on renvoie aux ouvrages suivants :

[6],[9] [19], [24].

4.1 Semi groupe fortement continu

Définition 1.16. (Semi-groupe) Soit X un espace de Banach, une famille T (t ),0 É t <∞ d’opé-

rateurs linéaires bornés de X dans X est dite un semi-groupe sur X si :

(i) T(0)=I ( I est l’identité dans X)

(ii) T(s+t)=T(s)T(t) pour tout t , s Ê 0
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Définition 1.17. (C0 semi-groupe) Un semi-groupe T(t), 0 É t <∞ d’opérateurs linéaires bornés

est un semi-groupe fortement continu si :

lim
t−→0

T (t )x = x pour tout x ∈ X

Un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés fortement continu est dit un C0 semi-groupe

Théorème 1.6. [9]

Soit T(t) un C0 semi-groupe, alors ils existent un réel w et un réel M Ê 1 tels que :

‖T (t )‖ É Mew t pour tout t Ê 0

En particulier, si M=1 et w=0 alors (T (t ))t est appelé C0 semi-groupe de contractions

4.2 Générateur infinitésimal

Définition 1.18. Soit (T (t ))t un semi-groupe sur X, l’opérateur linéaire A défini par :

D(A) =
{

x ∈ X : lim
t−→0+

(T (t )x −x)/t exi ste

}
Ax = lim

t−→0+
(T (t )x −x)/t

est le générateur infinitésimal du semi-groupe T(t), D(A) est le domaine de A

Théorème 1.7. [19] Soit T(t) un C0 semi groupe et soit A son générateur infinitésimal alors on a

les propriétés suivantes :

(i) pour tout x ∈ X,

lim
h−→0

1

h

∫ t+h

t
T (s)x d s = T (t )x

(ii) pour tout x ∈ X et t Ê 0
∫ t

0 T (s)x d s ∈ D(A) et

A

(∫ t

0
T (s)xd s

)
= T (t )x −x

(iii) si x ∈ D(A) alors T (t )x ∈ D(A) pour tout t Ê 0, et

d

d t
T (t )x = AT (t )x = T (t )Ax

(iv) pour x ∈ D(A) et t > s Ê 0

T (t )x −T (s)x =
∫ t

s
AT (τ)x dτ
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Théorème 1.8. (Théorème de Hille-Yosida)[19] Un opérateur linéaire A est le générateur infini-

tésimal d’un C0 semi-groupe T(t) sur X tel que ‖T (t )‖ É Mew t avec M Ê 1 et w ∈R si et seulement

si :

(i) A est fermé et D(A) ⊂ X

(ii) l’ensemble résolvent de A contient ]w,∞[ et

‖R(λ, A)n‖ É M/(λ−w)n pour λ> w n=1,2,...

On note que si un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe T(t)

sur X tel que ‖T (t )‖ É Mew t , M Ê 1 et w ∈R, alors

R(λ, A)x =
∫ ∞

0
e−λsT (s)x d s pour tout λ> w et x ∈ X ,

où
∫ ∞

0 e−λsT (s)xd s est une intégrale de Bochner et c’est la transformée de Laplace du semi-groupe

(T (t ))t

Théorème 1.9. (Théorème de la perturbation bornée )[9] Soit X un espace de Banach et soit A un

opérateur non borné A : D(A) ⊂ X −→ X , le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement

continue (T (t ))tÊ0 tel que :

‖T (t )‖ É Mew t pour tout t Ê 0

et pour w ∈R, M Ê 1

Si B ∈L (X ) alors C :=A+B avec D(C) :=D(A) génère un semi-groupe fortement continue (S(t ))tÊ0

tel que :

‖S(t )‖ É Me(w+M‖B‖)t pour tout t Ê 0

On dit que B est une perturbation bornée de A

Théorème 1.10. [24] Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur non borné

A : D(A) ⊂ X −→ X , le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continue (S(t ))tÊ0 tel

que :

‖S(t )‖ É Mew t pour tout t Ê 0

pour w ∈R, M Ê 1

Soit Ã la restriction de A à D(A2) et soit X̃ l’espace de Banach (D(A), | . |D(A)) avec

|x|D(A) = |x|X +|Ax|X pour tout x ∈ X̃ .

Alors Ã : D(A2) ⊂ X̃ −→ X̃ est le générateur infinitésimal d’un C0 semi groupe (S̃(t ))tÊ0 sur X̃ avec∥∥S̃(t )
∥∥É Mew t , pour tout t Ê 0

Théorème 1.11. [6] Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur non borné

A : D(A) ⊂ X −→ X , le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continue (T (t ))tÊ0.

Soit D un sous espace de D(A), si D est dense dans X et T(t)D ⊂ D pour tout t Ê 0, alors D est un

cœur pour l’opérateur A
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4.3 Opérateurs dissipatifs

Soit (X , | . |) un espace de Banach et soit X’ son dual topologique, on note la valeur de x∗ ∈ X ′

au point x ∈ X par 〈x∗, x〉 ou 〈x, x∗〉. Pour tout x ∈ X on définit l’ensemble de dualité F (x) ⊆ X ′

par :

F (x) =
{

x∗ ∈ X ′,〈x∗, x〉 = |x|2X = ∥∥x∗∥∥2
X ′

}
Pour tout x ∈ X , F (x) 6= ;

Définition 1.19. (Opérateur dissipatif) Un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout

x ∈ D(A) il existe x∗ ∈ F (x) tel que Re〈Ax, x∗〉 É 0.

Si H est un espace de Hilbert alors un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ H −→ H est dissipatif si pour

tout x ∈ D(A)

Re (〈Ax, x〉H ) É 0

avec 〈 , 〉H est le produit scalaire dans H

Théorème 1.12. (Lumer Phillips)[19] Soit A un opérateur linéaire tel que D(A)=X

(i) Si A est dissipatif et s’il existe λ0 > 0 tel que Im(λ0I − A) = X alors A est le générateur infini-

tésimal d’un C0 semi groupe de contractions sur X

(ii) Si A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi groupe de contractions sur X alors A est

dissipatif et Im(λI − A) = X pour tout λ > 0. De plus, pour tout x ∈ D(A) et pour tout

x∗ ∈ F (x), Re〈Ax, x∗〉) É 0

Théorème 1.13. [19] Soit A un opérateur linéaire dissipatif tel que Im(I − A) = X , si X est réflexif

alors D(A)=X

5 Équations différentielles à retard et semi-groupes

5.1 Problème abstrait de Cauchy

Définition 1.20. Soient X un espace de Banach et A : D(A) ⊆ X −→ X un opérateur linéaire et

x ∈ X

(i) le problème avec condition initiale suivant :

{
u′(t ) = Au(t ) t Ê 0

u(0) = x
(1.2)

est dit problème abstrait de Cauchy associé à l’opérateur A.

(ii) une fonction u : R+ −→ X est une solution classique de(1.2) si u est continument différen-

tiable, u(t ) ∈ D(A) pour tout t > 0, et u vérifie (1.2).
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Proposition 1.2. [2] Soit A : D(A) ⊆ X −→ X le générateur infinitésimal d’un semi groupe forte-

ment continu (T (t ))tÊ0. Alors, pour tout x ∈ D(A) la fonction :

u : t 7→ u(t ) := T (t )x

est l’unique solution classique de (1.2).

Définition 1.21. (solution intégrale) une fonction continue u : R+ −→ X est dite solution inté-

grale de (1.2) si
∫ t

0 u(s)d s ∈ D(A) pour tout t Ê 0 et

u(t ) = x + A
∫ t

0
u(s)d s pour tout t Ê 0

Proposition 1.3. [2] Soit A : D(A) ⊆ X −→ X le générateur infinitésimal d’un semi groupe forte-

ment continu (T (t ))tÊ0. Alors, pour tout x ∈ X la fonction :

u : t 7→ u(t ) := T (t )x

est l’unique solution intégrale de (1.2).

Définition 1.22. Soit X un espace de Banach, le problème abstrait de Cauchy (1.2) est dit bien-

posé si D(A) est dense dans X, pour tout x ∈ D(A) il existe une unique solution classique ux de

(1.2), et pour toute suite (xn)n∈N dans D(A) telle que lim
n−→∞xn = 0, on a lim

n−→∞uxn = 0 uniformé-

ment sur tout intervalle compact [0,T]

Théorème 1.14. [2] Soit A : D(A) ⊆ X −→ X un opérateur linéaire fermé, le problème abstrait

associé à A est bien posé si et seulement si A génère un C0 semi groupe dans X

5.2 Équations différentielles à retard

Soient X un espace de Banach et r > 0, on considère la fonction u : [−r,∞) −→ X . Pour tout

t Ê 0 on appelle la fonction ut définie sur [−r,0] à valeurs dans X par :

ut : s 7→ u(t + s)

le segment d’histoire de u en t.

La fonction histoire de u est la fonction hu définie sur R+ à valeur dans un espace de fonc-

tions ( l’espace histoire) par :

hu : t 7→ ut

Définition 1.23. On appelle équation différentielle à retard une équation de la forme :

u′(t ) = d

d t
u(t ) = g (u(t ),ut ) (1.3)

avec g une application à valeurs dans X
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On voit bien que dans une équation différentielle à retard la valeur de la dérivée à un instant

t de la solution u dépend non seulement de la valeur de u à l’instant t mais aussi de ses valeurs

prises avant cet instant ( dans le passé ) d’où le mot retard .

5.3 Approche de semi-groupes

On traite brièvement, à titre d’exemple introductif, le cas spécial ou g dans (1.3) est la somme

de deux opérateurs linéaires B et L tels que :

• B : D(B) ⊆ X −→ X est un opérateur linéaire, fermé et à domaine dense .

• L : W 1,p (−r,0; X ) −→ X est un opérateur linéaire borné, qu’on appelle l’opérateur retard

• Z := X ×Lp (−r,0; X )

• P1 : Z −→ X est la projection canonique de Z sur X

• P2 : Z −→ Lp (−r,0; X ) est la projection canonique de Z sur Lp (−r,0; X )

Alors, pour (η,ϕ) ∈ Z , on considère le problème à valeur initiale dans X suivant :


d

d t u(t ) = Bu(t )+Lut t Ê 0

u(0) = η

u0 = ϕ

(1.4)

Définition 1.24. une fonction u : [−r,∞) −→ X est dite solution classique de (1.4) si

(i) u ∈C 0([−r,∞), X )∩C 1([0,∞), X )

(ii) u(t ) ∈ D(B) et ut ∈W 1,p (−r,0; X ) pour tout t Ê 0

(iii) u vérifie (1.4)

Lemme 1.1. [1] Soit u : [−r,∞) −→ X une fonction telle que u|K ∈ W 1,p (K , X ) pour tout K com-

pact inclus dans [−r,∞). Alors la fonction histoire hu : t 7→ ut de u est continument différentiable

de R+ dans Lp (−r,0; X ), et pour tout t Ê 0, on a :

d

d t
hu(t ) = d

d s
ut

Proposition 1.4. [1] Soit u : [−r,∞) −→ X une solution classique de (1.4) alors la fonction :

U :R+ −→ Z

t 7→ (u(t ),ut )

est solution classique du problème abstrait de Cauchy dans Z :

{
U ′(t ) = AU (t ) t > 0

U (0) = (η,ϕ)
(1.5)
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Avec

D(A) = {
(η,ϕ) ∈ D(B)×W 1,p (−r,0; X ) −→ X : η=ϕ(0)

}
A =

B L

0
d

d s



où
d

d s
est la dérivée distributionnelle .

Inversement, si (η,ϕ) ∈ D(A) alors pour toute solution classique U : R+ −→ Z de (1.5) avec la

valeur initiale (η,ϕ)

u(t ) :=
{

P1(U (t )) si t Ê 0

ϕ(t ) si t ∈ [−r,0)
(1.6)

est une solution classique de (1.4) et P2(U (t )) = ut pour tout t Ê 0.

Lemme 1.2. [1] L’opérateur A : D(A) ⊂ Z −→ Z est fermé et de domaine dense dans Z

Corollaire 1.1. [1] Le problème abstrait de Cauchy (1.5) dans Z, associé à l’opérateur est bien posé

si et seulement si A génère un C0 semi groupe (T (t ))tÊ0 dans Z.

Définition 1.25. 1. le problème (1.4) est bien posé si le problème (1.5) est bien posé, i.e. si A

génère un semi groupe fortement continu dans Z

2. On suppose que (1.4) est bien posé, et soit (T (t ))tÊ0 le semi groupe généré par A dans Z. Alors

pour tout (η,ϕ) dans Z la fonction u définie par (1.6) est dite solution intégrale de (1.4)

Proposition 1.5. [1] Soit u une solution intégrale de (1.4). Alors

ut = P2
(
T (t )(η,ϕ)

)
De plus,

∫ t
0 u(s)d s ∈ D(B),

∫ t
0 usd s ∈W 1,p (−r,0;Y ) et

u(t ) =
{

x +B
∫ t

0 u(s)d s +L
∫ t

0 usd s si t Ê 0

ϕ(t ) si t ∈ [−r,0)

Le théorème suivant donne des conditions suffisantes sur les opérateurs B et L pour que le

problème (1.4) soit bien posé.

Théorème 1.15. [1] Soit B : D(B) ⊆ X −→ X le générateur infinitésimal d’un semi-groupe for-

tement continu (S(t ))tÊ0 dans X, soit 1 É p <∞ et soit L : W 1,p (−r,0; X ) −→ X un opérateur de

retard, S’il existe des constantes t0 > 0 et 0 < q < 1 telles que

∫ t0

0

∣∣L (
Sr x +T0(r ) f

)∣∣
X dr É q

∣∣(η,ϕ)
∣∣

Z
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pour tout (η,ϕ) ∈ D(A), avec (T0) le semi groupe de translation défini dans Lp (−r,0; X ) par :

(T0(t ) f )(s) :=
{

f (s + t ) si t + s É 0

0 si t + s > 0

et St : X −→ Lp (−r,0; X ) défini par

(St x)(s) :=
{

S(s + t )x si −t < s É 0

0 si −r É s É−t

Alors l’opérateur A génère un semi groupe fortement continu dans Z et donc (1.4) est bien posé.



Chapitre 2

EDP à retard et C0 semi-groupes

Ce chapitre est basé sur l’étude faite dans [18], il a pour objet de présenter les conditions né-

cessaires sur la fonction f du problème (3), et sur la relation entre f, X et Y, qui sont impliquées

en supposant que (3) est bien posé.

1 Premières définitions

Cette section est, en quelque sorte, un préliminaire de ce chapitre. Nous y trouverons quelques

notations et des définitions indispensables pour la suite. On en profitera aussi pour présenter

le problème qu’on étudiera le long de ce travail.

Soit Y un espace de Banach munit de la norme | . |Y .

L’espace d’état utilisé dans ce travail est :

Z = Y ×Lp (−r,0;Y ) avec 0 < r <∞ et 1 ≤ p <∞

muni de la norme ∣∣(η,ϕ)
∣∣

Z =
(∣∣η∣∣p

Y + ∣∣ϕ∣∣p
p

)1/p

Par P1 : Z −→Y on note la projection canonique de tout x appartenant à Z dans Y

Par P2 : Z −→Lp (−r,0;Y ) on note la projection canonique de tout x appartenant à Z dans Lp (−r,0;Y )

Par W 1,p (−r,0;Y ) on note l’ensemble
{
(η,ϕ) :ϕ ∈W 1,p (−r,0;Y ),η=ϕ(0)

}
muni de la norme(∣∣ϕ(0)

∣∣p
Y + ∣∣ϕ̇∣∣p

p

)1/p
.

Finalement, pour une fonction z : [−r,α[−→Y, α> 0, on définit l’application :

zt : [−r,0] −→ Y par zt (s) = z(s + t ) pour s ∈ [−r,0] et t ∈ [0,α[

soit f : D( f ) −→ Y une application linéaire telle que D( f ) ⊂ Y × L p (−r,0;Y )

pour (η,ϕ) ∈ Y ×L p (−r,0;Y ), on considère le problème (l’équation de retard) suivant :


d

d t u(t ) = f (u(t ),ut ) t > 0

u(0) = η

u0 = ϕ

(2.1)

17
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Remarque 2.1. notons que si

f (η,ϕ) = A0η+
l∑

i=1
Aiϕ(−ri )

avec Ai un opérateur linéaire ( non nécessairement borné) pour tout i et 0 < r1 < ... < rl < r ,

le 2eme membre de (2.1) n’est pas bien défini sur Z, en effet, les éléments ϕ d’une même classe

d’équivalence pourraient avoir de différentes valeurs en les points (−ri ) puisqu’elles ne sont égales

que "presque" partout, donc il est nécessaire que f soit définie sur Y×L p (−r,0;Y )

Définition 2.1. Conformément à la définition 1.24 d’une solution classique, une fonction

u :[−r,∞[−→ Y est dite une solution forte de (2.1) si elle vérifie les propriétés suivantes :

(i) u ∈W 1,p (0,T ;Y ) pour tout T > 0

(ii) u(0) = η et u0 =ϕ
(iii) (u(t ),ut ) ∈ D( f ) pour presque tout t ≥ 0, u est différentiable et vérifie (2.1) presque partout

(iv) si ϕ̃ est un élément équivalent à ϕ ∈ L p (−r,0;Y ), alors la fonction ũ : [−r,∞[−→ Y qui

coïncide avec ϕ̃ sur [−r,0[ et avec u sur [0,∞) vérifie (iii), c’est à dire que la solution u ne

doit dépendre que de [ϕ], dans ce cas on pourra prendre les conditions initiales dans Z au

lieu de Y ×L p (−r,0;Y ) et on notera la solution de (2.1) par u(.;η,ϕ)

Pour ce qui suit on notera D ⊂ Z l’ensemble des valeurs initiales(η,ϕ) pour lesquelles une

unique solution forte u(.;η,ϕ) de (2.1) existe et on supposera que (2.1) est bien posé au sens de

la supposition suivante :

(H1) l’ensemble D est un sous espace vectoriel dense dans Z, de plus , la solution dépend

continument des valeurs initiales, ie : si (ηn ,ϕn) est une suite dans D qui converge vers

(η,ϕ) ∈ D , alors u(t ,ηn ,ϕn) converge vers u(t ,η,ϕ) uniformément par rapport à t sur tout inter-

valle compact.

Si (H1) est vérifiée on associe à (2.1) la famille d’opérateur
{
T̃ (t ); t ≥ 0

}
définis sur D dans Z

par :

T̃ (t )(η,ϕ) = (u(t ;η,ϕ),ut (.;η,ϕ)) (2.2)

Lemme 2.1. Si (H1) est vérifiée, alors

a) T̃ (0) = Id sur D

b) T̃ (D) ⊂ D pour tout t ≥ 0

c) T̃ (s + t ) = T̃ (t )T̃ (s) sur D pour tout s,t≥0

d) T̃ (t ) est une application linéaire sur D pour tout t ≥ 0

e) l’application t −→ T̃ (t )(η,ϕ) est continue pour tout (η,ϕ) ∈ D

f) T̃ (t ) est borné sur D uniformément par rapport à t variant sur des intervalles bornés

Preuve. a) soit (η,ϕ) ∈ D , T̃ (0)(η,ϕ) = (u(0;η,ϕ),u0(.;η,ϕ)) = (η,ϕ)



CHAPITRE 2. EDP À RETARD ET C0 SEMI-GROUPES 19

b) soient (η,ϕ) ∈ D et t > 0

T̃ (t )(η,ϕ) = (u(t ;η,ϕ),ut (.;η,ϕ)) := (ηt ,ϕt )

avec u :[−r,∞[−→∞ la solution forte de (2.1)

alors on voit bien que la fonction définie par :

U : [−r,∞[ −→ Y

s −→ U (s) = u(s + t )

est une solution forte du problème suivant :


d

d t u(t ) = f (u(t ),ut ) t > 0

u(0) = ηt

u0 = ϕt

donc T̃ (t )(η,ϕ) ∈ D

c) évident d’après b) et (2.2)

d) évident d’après de l’unicité de la solution forte, de la linéraité de f et de (2.2)

e) soit (η,ϕ) ∈ D l’application t −→ T̃ (t )(η,ϕ) est continue car les applications :

t −→ u(t ) et t −→ ut le sont

f) supposons par l’absurde que f est fausse donc :

Il existe T > 0 tel que pour tout c > 0, ils existent x dans D de norme |x|Z = 1 et t dans [0,T ]

tels que
∣∣T̃ (t )x

∣∣
Z > c.

Pour c=n ∈N ils existent une suite (tn)n ⊂ [0,T ] et une suite (xn)n ⊂ D telles que |xn |Z = 1

et
∣∣T̃ (tn)xn

∣∣
Z > n pour tout n. On considère maintenant la suite (yn)n définie par yn = xn

n
,

on remarque que lim
n−→∞

∣∣yn
∣∣

Z = 0 et que
∣∣T̃ (tn)yn

∣∣
Z > 1 ce qui contredit l’hypothèse (H1)

Ce lemme montre que T̃ (t ) est un opérateur linéaire borné sur D qui est dense dans Z, et

donc il possède un unique prolongement linéaire et borné sur Z qu’on notera T(t) défini par

T(t)x = lim
n−→∞ T̃ (t )(xn) pour x ∈ Z avec (xn)n ⊂ D et x= lim

n−→∞xn

Remarque 2.2. pour (η,ϕ) ∈ Z /D la fonction u définie par u(t)=ϕ(t ) presque partout sur [−r,0[ et

u(t ) = P1T (t )(η,ϕ) sur [0,∞[ est une solution généralisée de (2.1), et on va considérer T(t) comme

le semi-groupe solution de (2.1)

Lemme 2.2. Si (H1) est vérifiée, alors la famille d’opérateurs {T (t ); t Ê 0} est un C0 - semi groupe

sur Z
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Preuve. a) et c) du lemme 2.1 et la densité de D dans Z prouvent que T(0)=I sur Z et que

T(s+t)= T(s)T(t) sur Z pour t , s Ê 0, et sachant que ∀t Ê 0 T (t ) ∈L (Z ), il ne nous reste à montrer

que

lim
t−→0

|T (t )x −x|Z = 0 ∀x ∈ Z .

Soient ε> 0, x ∈ Z et T > 0

On note, d’après le lemme 2.1 f), que la famille (T (t ))t est uniformément bornée sur Z par rap-

port à t dans des intervalles bornés, alors

M := sup
t∈(0,T )

‖T (t )‖L (Z ) <∞

L’ensemble D est dense dans Z donc il existe y∈ D tel que
∣∣x − y

∣∣
Z É ε

2(M +1)
, et pour y ∈ D il

existe, d’après (e), t0 ∈ (0,T ) tel que
∣∣T (t )y − y

∣∣
Z É ε

2
pour t É t0

Soit t É t0

|T (t )x −x|Z É ∣∣T (t )x −T (t )y
∣∣

Z + ∣∣T (t )y − y
∣∣

Z + ∣∣x − y
∣∣

Z

É ‖T (t )‖L (Z )
∣∣x − y

∣∣
Z + ∣∣T (t )y − y

∣∣
Z + ∣∣x − y

∣∣
Z

É (M +1)
∣∣x − y

∣∣
Z + ∣∣T (t )y − y

∣∣
Z

É ε

Ce qui donne le résultat

2 Générateur infinitésimal

Dans cette section, on caractérise le générateur infinitésimal du semi-groupe solution T(t)

introduit dans la section précédente, en supposant que l’hypothèse (H1) soit vérifiée.

Commençons par introduire quelques outils nécessaires pour la suite

• Notons par A le générateur infinitésimal de T(t) défini par :

D(A) =
{

z ∈ Z : lim
t−→0+

(T (t )z − z)/t exi ste

}
Az = lim

t−→0+
(T (t )z − z)/t

• Pour (η,ϕ) ∈ Z et t≥0, on pose

S(t )(η,ϕ) = (η,Ψt )

avec

Ψ(s) =
{
ϕ(s) s ∈ [−r,0[

η s ∈ [0,∞[
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S(t) est le C0 semi-groupe sur Z qui correspond au problème trivial suivant :


d

d t u(t ) = 0 t > 0

u(0) = η

u0 = ϕ

On a pour tout t∈[0,∞[

‖S(t )‖ É mi n
(
e t/p , (1+ r )1/p)

,

en effet : soit (η,ϕ) ∈ Z alors :

∣∣S(t )(η,ϕ) |Z = ∣∣(η,Ψt )
∣∣

Z = (∣∣η∣∣p
Y +|Ψt |pp

)1/p

=
(∣∣η∣∣p

Y +
∫ 0

−r
|Ψt (x)|p d x

)1/p

=
(∣∣η∣∣p

Y +
∫ 0

−r
|Ψ(t +x)|p d x

)1/p

(i) 1er cas : t ≥ r

∣∣S(t )
(
η,ϕ

) |Z = (1+ r )1/p
∣∣η∣∣

Y ≤ (1+ r )1/p
(∣∣η∣∣p

Y + ∣∣ϕ∣∣p
p

)1/p

≤ (1+ r )1/p
∣∣(η,ϕ)

∣∣
Z

(ii) 2ème cas : t ≤ r

∣∣S(t )(η,ϕ) |Z =
(∣∣η∣∣p

Y +
∫ −t

−r

∣∣ϕ(t +x)
∣∣p d x +

∫ 0

−t

∣∣η∣∣p
Y

)1/p

≤
(
(1+ t )

∣∣η∣∣p
Y + ∣∣ϕ∣∣p

p

)1/p ≤ (1+ t )1/p
∣∣(η,ϕ)

∣∣
Z

de (i) et (ii) on a pour tout t ∈ [0,∞[

‖S(t )‖ É (1+ r )1/p et ‖S(t )‖ É (1+ t )1/p É e t/p

Ce qui entraine que ‖S(t )‖ É mi n
(
e t/p , (1+ r )1/p

)
pour tout t ∈ [0,∞[

• Notons par A0 le générateur infinitésimal de S(t) défini par :

D(A0) = {
(η,ϕ) :ϕ ∈W 1,p (−r,0;Y ),ϕ(0) = η}

A0(ϕ(0),ϕ) = (0,ϕ̇)
(2.3)

• On considère aussi la fonction F définie sur D(f) dans Z par : F(η,ϕ)=(f(η,ϕ),0).

D’après le principe de la variation de la constante [14], pour tout (η,ϕ) ∈ Z on a :

T (t )(η,ϕ) = S(t )(η,ϕ))+
∫ t

0
S(t − s)F T (s)(η,ϕ)d s (2.4)

Remarque 2.3. nous nous permettons d’utilser la remarque 2.1 de [14] même si D(f) est inclus

dans Y × L p (−r,0;Y ) et non pas dans Z, et cela n’affectera pas les résultats ultérieurs
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Proposition 2.1. Si (ϕ(0),ϕ) ∈ D ∩ W 1,p (−r,0;Y ), si (H1) est vérifiée et

si
du(0+)

d t
= f (ϕ(0),ϕ)

avec u solution forte de (2.1)

Alors (ϕ(0),ϕ) ∈ D(A) et

A(ϕ(0),ϕ) = ( f (ϕ(0),ϕ),ϕ̇) = F (ϕ(0),ϕ)+ A0(ϕ(0),ϕ)

Preuve. Soit (ϕ(0),ϕ) satisfaisant les conditions de la proposition 2.1, on doit vérifier que

lim
h−→0+

∣∣∣∣ 1

h

(
T (h)(ϕ(0),ϕ)− (ϕ(0),ϕ)

)− ( f (ϕ(0),ϕ),ϕ̇)

∣∣∣∣= 0

ce qui revient à montrer que :

lim
h−→0+

∣∣∣∣ 1

h

(
(u(h;ϕ(0),ϕ),uh(.;ϕ(0),ϕ))− (ϕ(0),ϕ)

)− ( f (ϕ(0),ϕ),ϕ̇)

∣∣∣∣= 0

ce qui est équivalent à monter que :

lim
h−→0+

∣∣∣∣ 1

h

(
u(h;ϕ(0),ϕ)−ϕ(0)

)− f (ϕ(0),ϕ)

∣∣∣∣= 0 (2.5)

et

lim
h−→0+

(∫ 0

−r

∣∣∣∣ 1

h

(
u(s +h;ϕ(0),ϕ)−ϕ(s)

)− ϕ̇(s)

∣∣∣∣p

d s

)1/p

= 0 (2.6)

(2.5) est vérifiée par hypothèse tandis que (2.6) est équivalente à

lim
h−→0+

(∫ −h

−r

∣∣∣∣ 1

h

(
ϕ(s +h)−ϕ(s)

)− ϕ̇(s)

∣∣∣∣p

d s

)1/p

= 0 (2.7)

(car u(s)=ϕ(s) sur [−r,0[)

et

lim
h−→0+

(∫ 0

−h

∣∣∣∣ 1

h

(
u(s +h;ϕ(0),ϕ)−ϕ(s)

)− ϕ̇(s)

∣∣∣∣p

d s

)1/p

= 0 (2.8)

(2.7) est vérifiée car ϕ ∈W 1,p (−r,0;Y ), en effet d’après [4, ,p.154]

1

h

[
ϕ(s +h)−ϕ(s)

]= 1

h

∫ s+h

s
ϕ̇(t )d t

Posons g := dϕ
d t , si on prolonge g par

g̃ =
{

g sur ]−r,0[

0 ai l leur s

Alors la fonction 1
h

∫ .+h
. g̃ (t )d t tend vers g̃ dans Lp (−r,0;Y ) quand h tend vers 0, ce qui
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donne le résultat

(2.8) est aussi vérifiée, en effet on a

(∫ 0

−h

∣∣∣∣ 1

h

(
u(s +h;ϕ(0),ϕ)−ϕ(s)

)− ϕ̇(s)

∣∣∣∣p

d s

)1/p

= 1

h

(∫ 0

−h

∣∣u(s +h;ϕ(0),ϕ)−ϕ(s)−hϕ̇(s)
∣∣p d s

)1/p

or u est une solution forte de (2.1) alors u est différentiable et pour t > 0 on a

d u(t )

d t
= f (u(t ),ut )

donc(∫ 0

−h

∣∣∣∣ 1

h

(
u(s +h;ϕ(0),ϕ)−ϕ(s)

)− ϕ̇(s)

∣∣∣∣p

d s

)1/p

.

= 1

h

(∫ 0

−h

∣∣∣∣ϕ(0)+
∫ s+h

0

du

dσ
(σ)dσ−ϕ(s)−hϕ̇(s)

∣∣∣∣p

d s

)1/p

= 1

h

(∫ 0

−h

∣∣∣∣ϕ(0)+
∫ s+h

0
f (u(σ),uσ)dσ−ϕ(s)−hϕ̇(s)

∣∣∣∣p

d s

)1/p

É 1

h

(∫ 0

−h

(∫ s+h

0

∣∣ f (u(σ),uσ)
∣∣dσ

)p

d s

)1/p

+ 1

h

(∫ 0

−h

∣∣ϕ(0)−ϕ(s)
∣∣p d s

)1/p

+
(∫ 0

−h

∣∣ϕ̇(s)
∣∣p d s

)1/p

É 1

h

(∫ 0

−h

(∫ s+h

0

∣∣ f (u(σ),uσ)
∣∣dσ

)p

d s

)1/p

+ 1

h

(∫ 0

−h

(∫ 0

s

∣∣ϕ̇(σ)
∣∣dσ

)p

d s

)1/p

+
(∫ 0

−h

∣∣ϕ̇(s)
∣∣p d s

)1/p

É h−1/q
(∫ h

0

∣∣ f (u(σ),uσ)
∣∣dσ+

∫ 0

−h

∣∣ϕ̇(σ)
∣∣dσ

)
+

(∫ 0

−h

∣∣ϕ̇(s)
∣∣p d s

)1/p

avec
1

q
+ 1

p
= 1

En utilisant l’inégalité de Hölder on trouve(∫ 0

−h

∣∣∣∣ 1

h

(
u(s +h;ϕ(0),ϕ)−ϕ(s)

)− ϕ̇(s)

∣∣∣∣p

d s

)1/p

É
(∫ h

0

∣∣ f (u(σ),uσ)
∣∣p dσ

)1/p

+2

(∫ 0

−h

∣∣ϕ̇(s)
∣∣p d s

)1/p

On voit bien que le dernier terme converge vers 0 quand h tend vers 0+, ce qui achève la

démonstration.

(S(t ))t est un C0 semi groupe tel que
∥∥S(t )

∥∥É (1+ r )1/p pour tout t ∈ [0,∞[. (T (t ))t est

un C0 semi groupe alors d’après Le théorème 1.6 ils existent un réel w et un réel M Ê 1 tels

que : ‖T (t )‖ É Mew t pour tout t Ê 0. le théorème 1.8 (de Hill-Yosida) implique que pour tout

λ> max(0, w) et z ∈ Z on a :

R(λ, A)z =
∫ ∞

0
e−λsT (s)z d s et R(λ, A0)z =

∫ ∞

0
e−λsS(s)z d s
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Proposition 2.2. Si (H1) est vérifiée, et si la restriction de f à W 1,p (−r,0;Y )∩D(f) est un opé-

rateur linéaire fermé de W 1,p (−r,0;Y ) dans Y, alors on a pour tout z ∈ D ∩ W 1,p (−r,0;Y ) et

λ> max(w,0) l’équation résolvante :

(λI − A)−1z = (λI − A0)−1z + (λI − A0)−1F (λI − A)−1z

Preuve. En appliquant la transformée de Laplace sur (2.4) par rapport à la variable t on trouve,

pour tout λ> max(w,0)

(λI − A)−1z = (λI − A0)−1z +
∫ ∞

0
e−λt

∫ t

0
S(t − s)F T (s)z d s d t (2.9)

puisque z ∈ D ∩W 1,p il existe un s∗ Ê 0 tel que T(s∗)z∈ D(A) selon la proposition 2.1 et on a :

d+

d s
T (s∗)z = AT (s∗)z = ( f T (s∗)z,T (s∗)z)

ainsi pour s Ê s∗

|F T (s)z|Z = ∣∣ f T (s)z
∣∣
Y =

∣∣∣∣du

d s
(s)

∣∣∣∣
Y
É

∣∣∣∣d+

d s
T (s)z

∣∣∣∣
Z
= |AT (s)z|Z

= ∣∣AT (s − s∗)T (s∗)z
∣∣

Z = ∣∣T (s − s∗)AT (s∗)z
∣∣

Z

- Commençons par montrer que la fonction t −→ e−λt FT(t) est dans L1(0,∞;Y )

∫ ∞

0
e−λs |F T (s)z|d s É

∫ s∗

0
e−λs |F T (s)z|d s +

∫ ∞

s∗
e−λs |F T (s)z|d s

É
∫ s∗

0
e−λs |F T (s)z|d s +

∫ ∞

s∗
e−λs

∣∣F T (s − s∗)T (s∗)z
∣∣d s

É
∫ s∗

0
e−λs |F T (s)z|d s +

∫ ∞

s∗
e−λs

∣∣T (s − s∗)AT (s∗)z
∣∣d s

É
∫ s∗

0
e−λs |F T (s)z|d s +

∫ ∞

s∗
e−λs Mew(s−s∗)

∣∣AT (s∗)z
∣∣d s

É
∫ s∗

0
e−λs |F T (s)z|d s + ∣∣AT (s∗)z

∣∣Me−w s∗
∫ ∞

s∗
e−s(λ−w)d s

Alors ∫ ∞

0
e−λs |F T (s)z|d s <Cλ <∞ pour λÊ max(0, w)

Ainsi ∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−λτ

∣∣∣S(τ)F (e−λsT (s)z)
∣∣∣ d s dτÉ (Cλ(1+ r )1/p )/λ<∞

pour λÊ max(0, w)

-Revenons à (2.9), le changement de variables τ= t − s implique que :

∫ ∞

0
e−λt

∫ t

0
S(t − s)F T (s)z d s d t =

∫ ∞

0
e−λt

∫ t

0
S(τ)F T (t −τ)z dτd t
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D’après le théorème de Fubini on a :

∫ ∞

0
e−λt

∫ t

0
S(τ)F T (t −τ)z dτd t =

∫ ∞

0

∫ ∞

τ
e−λt S(τ)F T (t −τ)z d t dτ

=
∫ ∞

0
e−λτS(τ)

∫ ∞

0
F (e−λsT (s)z) d s dτ (2.10)

- Finalement ∫ ∞

0
F (e−λsT (s)z) d s = F

∫ ∞

0
(e−λsT (s)z) d s (2.11)

car F est fermé de W 1.p (−r,0;Y ) dans Z, de plus, l’intégrale du terme gauche de (2.11) et celle

du terme droit convergent dans Z et dans W 1.p (−r,0;Y ) respectivement.

- On déduit de (2.9),(2.10) et (2.11) que :

(λI − A)−1z = (λI − A0)−1z + (λI − A0)−1F (λI − A)−1z

Proposition 2.3. Si D ∩W 1,p (−r,0;Y ) est dense dans Z, la restriction de la fonction f à

D( f )∩W 1,p (−r,0;Y ) est un opérateur linéaire fermé de W 1,p (−r,0;Y ) dans Y et si (H1) est vérifiée,

alors pour λ> max(0, w) on a le résultats suivants :

(i) l’ensemble (λI − A)−1(D ∩W 1,p (−r,0)) est un cœur pour A, D(A) ⊂ D( f )∩W 1,p (−r,0) et

Az=A0z +F z pour z ∈ (λI − A)−1(D ∩W 1,p (−r,0;Y )), où A0 défini par (2.3)

(ii) pour tout z ∈ Z, on a :

(λI − A)−1z = (λI − A0)−1z + (λI − A0)−1F (λI − A)−1z (2.12)

(iii) si de plus il existe λ0 > max(0, w) tel que l’application (ϕ(0),ϕ) −→ f (ϕ(0),ϕ)−λ0ϕ(0) est

injective sur l’ensemble
{
(a, aeλ0.) : (a, aeλ0.) ∈ D( f ), a ∈ Y

}
alors D(A) = D( f )∩W 1,p (−r,0;Y )

Preuve. Notons par C l’ensemble (λI − A)−1(D ∩W 1,p (−r,0;Y ))

(i) • Soit z ∈ C, alors il existe y ∈ D ∩W 1,p (−r,0;Y ) tel que z = (λI − A)−1 y

or d’après la proposition 2.2 on a pour λ> max(0, w)

(λI − A)−1 y = (λI − A0)−1 y + (λI − A0)−1F (λI − A)−1 y

alors

z = (λI − A0)−1 [
(F (λI − A)−1 y + y

]
ce qui implique

(λI − A0)z = F z + (λI − A)z

Ainsi

Az = A0z +F z pour z ∈C
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On en déduit aussi que C ⊂W 1.p (−r,0;Y )∩D( f )

• Pour prouver que C est un coeur pour A il suffit, d’après le théorème 1.11, de prouver

que C est dense dans Z et que T(t) C ⊂ C pour tout tÊ0.

Soient x ∈ Z et εÊ 0

on sait que D(A) est dense dans Z puisque A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-

groupe, alors il existe un y ∈ D(A) tel que
∣∣x − y

∣∣< ε/2.

Or D ∩W 1,p (-r,0 ;Y) est dense dans Z aussi et puisque (λ− A)y ∈ Z alors il existe

y* ∈ D ∩W 1,p (−r,0;Y ) tel que
∣∣λy − Ay − y∗∣∣< ε(λ−w)/2M

En posant ỹ = (λ− A)−1 y∗ ∈ C, on a :

∣∣x − ỹ
∣∣ É ∣∣x − y

∣∣+ ∣∣y − ỹ
∣∣É ε/2+ ∣∣(λI − A)−1(λI − A)(y − ỹ)

∣∣
É ε/2+ε/2 = ε

ce qui prouve la densité de C dans Z.

D’autre part, pour t Ê 0 on a :

T (t )C = T (t )(λI − A)−1(D ∩W 1,p (−r,0;Y ))

= (λI − A)−1T (t )(D ∩W 1,p (−r,0;Y ))

⊂ (λI − A)−1(D ∩W 1,p ) =C

On déduit que C est un cœur pour l’opérateur A

• Il reste à montrer que D(A) ⊂ D( f )∩W 1,p (−r,0;Y ), pour cela considérons les opérateurs

A et B définis par :

D(A ) = C

A z = A0z +F z

et

D(B) = D( f )∩D(A0)

Bz = A0z +F z

rappelons que C est un coeur pour A donc A = A ( A est la plus petite extension fermée

de A ), donc il suffit de montrer que B est aussi une extension fermée de A pour avoir le

résultat.

? C ⊂ D( f )∩D(A0) et Bz =A z pour z ∈C donc B est une extension de A .
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? soit une suite
{
(ϕn(0),ϕn)

}
n ⊂ D(B) telle que :

(ϕn(0),ϕn) −→ (x1, x2) d ans Z

et B(ϕn(0),ϕn) −→ (y1, y2) d ans Z

Donc

(ϕn(0),ϕn) −→ (x1, x2) d ans Z

( f (ϕn(0),ϕn),ϕ̇n) −→ (y1, y2) d ans Z

Ainsi

A0(ϕn(0),ϕn) −→ (0, y2) d ans Z et f (ϕn(0),ϕn) −→ y1 d ans Y

D’une part, on sait que l’opérateur A0 est fermé donc (x1, x2) ∈ W 1,p (−r,0;Y ), y2 = ẋ2 et

par conséquence (ϕn(0),ϕn) −→ (x1, x2) d ans W 1,p (−r,0;Y ).

D’autre part, f est fermé de W 1,p (−r,0;Y ) dans Y, donc (x1, x2) ∈ D(f) et y1 = f (x1, x2)

Ainsi (x1, x2) ∈ D(B) et (y1, y2) =B(x1, x2), ce qui prouve que B est fermé.

(ii) soit x ∈ Z puisque D ∩W 1,p (−r,0;Y ) est dense dans Z alors il existe une suite

(xn)n ⊂ D ∩W 1,p (−r,0;Y ) telle que lim
n−→∞xn = x, d’après la proposition 2.2 on a :

(λI − A)−1xn = (λI − A0)−1xn + (λI − A0)−1F (λI − A)−1xn pour tout n ∈N

Or pour λÊ max(0, w) les opérateurs (λI −A)−1et(λI −A0)−1 sont linéaires bornés, ce qui

donne le résultat en faisant tendre n vers ∞
(iii) On doit montrer que W 1,p (−r,0;Y )∩D( f ) ⊂ D(A) :

soit y ∈W 1,p (−r,0;Y )∩D( f ), montrons que (λ0I −A)−1(λ0I −F −A0)y = y , pour cela sup-

posons que(λ0I − A)−1(λ0I −F − A0)y = x ∈ D(A) et montrons que x=y.

(λ0I − A)−1(λ0I −F − A0)y = x implique que (λ0I −F − A0)(y −x) = 0

y-x ∈W 1,p ∩D( f ) donc pour avoir le résultat il suffit de monter que :

pour tout (w(0), w) ∈W 1,p (−r,0;Y )∩D( f ), (λ0I −F − A0)(w(0), w) = 0 implique w = 0.

(λ0I −F − A0)(w(0), w) = 0 est équivalent à :

f (w(0), w) =λ0w(0) et ẇ(s) =λ0w(s) pour s ∈ [−r,0]

ce qui implique

f (w(0), w) =λ0w(0) et w(s) = w(0)eλ0s pour s ∈ [−r,0]

alors
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f (w(0), w(0)eλ0.) =λ0w(0)

Par hypothèse w=0. On a montré, ainsi, que y = x ∈ D(A), ce qui achève la démonstration.

3 Conditions nécessaires

On utilisera dans cette section l’opérateur A calculé dans la proposition 2.3, en supposant

qu’il génère un C0 semi-groupe, ce qui nous permettra d’utiliser le théorème de Hille-Yosida

pour avoir des conditions nécessaires sur l’application f et l’ensemble Y.

On suppose, alors, que l’hypothèse suivante (H2) est vérifiée dans la suite

(H2) l’opérateur A défini par :

D(A) = D( f )∩D(A0)

A(ϕ(0),ϕ) = F (ϕ(0),ϕ)+ A0(ϕ(0),ϕ)

où A0 défini par (2.3), génère un C0 semi-groupe T(t) tel que ‖T (t )‖ É Mew t quelque soit t Ê 0,

avec M Ê 1 et w ∈R
Sachant que la résolvante de A existe pour λ> w , il serait convenable de la calculer :

soit (θ,ψ) ∈ Z , on cherche l’unique (ϕ(0),ϕ) ∈ D(A) tel que (λI − A)(ϕ(0),ϕ) = (θ,ψ), ce qui est

équivalent à :

(λI −F − A0)(ϕ(0),ϕ) = (θ,ψ)

donc

λϕ(0)− f (ϕ(0),ϕ) = θ et λϕ− ϕ̇=ψ

Ce qui donne après calcul

ϕ(s) = eλsϕ(0)+
∫ 0

s
eλ(s−τ)ψ(τ)dτ pour s ∈ [−r,0] (2.13)

et λϕ(0) = θ+ f (Eλϕ(0)+Mλψ) (2.14)

avec

(Eλa)(s) = (a, aeλs) pour a ∈ Y

et

(Mλψ)(s) = (0,
∫ 0

s
eλ(s−τ)ψ(τ)dτ) pour ψ ∈ Lp

Pour la suite on utilise les notations suivantes :

— f̃ la restriction de f sur D( f )∩D(A0)
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—

ϕ(0)(θ,ψ) = P1(λI − A)−1(θ,ψ)

—

ϕ(θ,ψ) = P2(λI − A)−1(θ,ψ)

—

W
1,p

0 = {
(0,ϕ) :ϕ ∈W 1,p (−r,0;Y ),ϕ(0) = 0

}
Lemme 2.3. Si (H2) est vérifiée alors D( f̃ ) = Z et f̃ est un opérateur fermé de W 1,p (−r,0;Y ) dans

Y

Preuve. D( f̃ ) = D(A) = Z , montrons maintenant que l’opérateur f̃ est fermé.

Soit une suite (ϕn(0),ϕn)n ∈ D(A) telle que :

(ϕn(0),ϕn) −→ (ϕ(0),ϕ) d ans W 1,p (−r,0;Y )

et f̃ (ϕn(0),ϕn) −→ z d ans Y

donc

ϕ̇n −→ ϕ̇d ans Lp (−r,0;Y ) et ϕn(0) −→ϕ(0) d ans Y ,

alors

(ϕn(0),ϕn) −→ (ϕ(0),ϕ) d ans Z

En effet :

ϕ(s) =−
∫ 0

s
ϕ̇(t )d t +ϕ(0) pour s ∈ [−r,0]

par suite ∣∣ϕ(s)
∣∣
Y É

∫ 0

s

∣∣ϕ̇(t )
∣∣
Y d t + ∣∣ϕ(0)

∣∣
Y pour s ∈ [−r,0]

ce qui entraine

∣∣ϕ(s)
∣∣p
Y É 2p−1

((∫ 0

s

∣∣ϕ̇(t )
∣∣
Y d t

)p

+ ∣∣ϕ(0)
∣∣p
Y

)
pour s ∈ [−r,0]

Ainsi

∣∣ϕ∣∣p
p É 2p−1

(∫ 0

−r

(∫ 0

s

∣∣ϕ̇(t )
∣∣
Y d t

)p

d s + r
∣∣ϕ(0)

∣∣p
Y

)
É r 2p−1

((∫ 0

−r

∣∣ϕ̇(t )
∣∣
Y d t

)p

+ ∣∣ϕ(0)
∣∣p
Y

)
En utilisant l’inégalité de Hölder on trouve :

∣∣ϕ∣∣p
p É r 2p−1

(
r p/q

∣∣ϕ̇∣∣p
p + ∣∣ϕ(0)

∣∣p
Y

)
avec

1

q
+ 1

p
= 1 (2.15)
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De plus

A(ϕn(0),ϕn) −→ (z,ϕ̇)

Or A est fermé donc (ϕ(0),ϕ) ∈ D(A) et f̃ (ϕ(0),ϕ) = z, donc f̃ est fermé

Lemme 2.4. Si (H2) est vérifiée, alors :

(i)
{
Eλϕ(0)(θ,0) : θ ∈ Y

}⊂ D( f ) pour tout λ> w

(ii) (λI − f Eλ)−1 ∈L (Y ) et
∥∥(λI − f Eλ)−1

∥∥É M/(λ−w) pour λ> w

(iii) ϕ(0)(θ,ψ) =ϕ(0)(θ,0)+ϕ(0)(0,ψ) pour λ> w

(iv) Mλ est un isomorphisme de Lp dans W
1,p

0 avec

∥∥M−1
λ

∥∥É (1+|λ|r /p1/p ) pour λ> 0

Preuve. (i) évident en remplaçant ψ par 0 dans (2.14)

(ii) D’après(H2) et (2.14) pour ψ= 0 on voit bien que (λI − f Eλ)−1 existe.

On a clairement Eλ ∈L (Y ,W 1,p (−r,0;Y )) et f linéaire doncλI− f Eλ est linaire, par consé-

quent (λI − f Eλ)−1 est linéaire

D’autre part, pour (θ,ψ) ∈ Z et λ> w on a d’après (H2)

∣∣(λI − A)−1(θ,ψ)
∣∣É M

∣∣(θ,ψ)
∣∣/(λ−w)

En remplaçant encore une fois ψ par 0 on trouve :

∣∣(λI − f Eλ)−1θ
∣∣É ∣∣(λI − A)−1(θ,0)

∣∣É M |θ|/(λ−w)

ce qui donne le résultat

(iii) évident car P1 et (λI − A)−1sont linéaires

(iv) On a Mλ ∈L
(
Lp (−r,0;Y ),W 1,p

0

)
et (Mλ)−1Φ=λϕ− ϕ̇ avec Φ= (0,ϕ)

En effet : (Mλψ)(s) =
(
0,

∫ 0
s eλ(s−τ)ψ(τ)dτ

)
donc (λ− A0)Mλψ= (0,ψ),

ce qui implique que ψ= P2(λI − A0)Mλψ

∣∣(Mλ)−1Φ
∣∣

p = ∣∣λϕ− ϕ̇∣∣
p É |λ| ∣∣ϕ∣∣

p + ∣∣ϕ̇∣∣
p

= |λ|
(∫ 0

−r

∣∣∣∣∫ 0

s
ϕ̇(τ)dτ

∣∣∣∣p

d s

)1/p

+ ∣∣ϕ̇∣∣
p

En utilisant l’inégalité de Hölder on trouve :

∣∣(Mλ)−1Φ
∣∣

p É |λ|
(∫ 0

−r

∣∣ϕ̇∣∣p
p (−s)p/q d s

)1/p

+ ∣∣ϕ̇∣∣
p avec

1

p
+ 1

q
= 1

É ∣∣ϕ̇∣∣
p

(
1+|λ|r /p1/p)

É |Φ|W 1,p (1+|λ|r /p1/p )
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Ce qui achève la preuve

Pour la suite considérons l’hypothèse supplémentaire suivante :

(H3)
{
Eλϕ(0)(0,ψ) :ψ ∈ Lp

}⊂ D( f ) pour tout λ> w

Remarque 2.4. On remarque que (H3) est vérifiée si :{
Eλϕ(0)(θ,ψ) : (θ,ψ) ∈ Z

}= {
Eλϕ(0) : (ϕ(0),ϕ) ∈ D(A)

}⊂ D( f )

et c’est une condition qu’on pourra avoir si on a les hypothèses (H3), (i) et(iii) du lemme 2.4 toutes

vérifiées

Théorème 2.1. Si (H2) et (H3) sont vérifiées alors la restriction de f̃ à W
1,p

0 est un opérateur

linéaire borné de W
1,p

0 ( avec la topologie de W 1,p ) dans Y

Preuve. On montre d’abord que W
1,p

0 ⊂ D( f )∩W 1,p (−r,0;Y )

Soit ψ ∈ Lp (−r,0;Y ), si on pose θ = 0 dans (2.14), on a :

λϕ(0)(0,ψ) = f (Eλϕ(0)(0,ψ)+Mλψ)

(H3) implique que

λϕ(0)(0,ψ) = f (Eλϕ(0)(0,ψ)+ f (Mλψ)

Donc pour tout λ> max(w,0) et ψ dans Lp , Mλψ ∈ D( f ). Or d’après (iv) du lemme 2.4 Mλ est

un isomorphisme de Lp dans W
1,p

0 ce qui montre que W
1,p

0 ⊂ D( f )∩W 1,p (−r,0;Y ).

Ensuite il est clair que W
1,p

0 est un sous espace vectoriel fermé de W 1,p (−r,0;Y ) donc W
1,p

0 mu-

nit de la norme de W 1,p est un espace de Banach, et d’après le lemme 2.4, la restriction de f̃ à

W
1,p

0 est un opérateur fermé de W 1,p dans Y.

Il ne reste qu’appliquer le théorème du graphe fermé pour avoir le résultat.

Le théorème 2.1 montre qu’il est, en général, impossible de considérer les opérateurs non-

bornés agissant sur le terme du retard. Pour que cela soit plus apparent, on donne les exemples

suivants

Exemple 2.1. Si

f (η,ϕ) = B0η+
∫ 0

−r
B1ϕ(s)d s,

avec D(B0) ⊂ D(B1), où D(B0) est un espace vectoriel, si l’opérateur A correspondant génère un

C0-semi groupe, alors B1 ∈ L (Y ). En effet, puisque D(B0) ⊂ D(B1) implique (H3), le théorème

2.1 est applicable et implique que la restriction de l’application f sur W
1,p

0 est bornée. Supposons

par l’absurde que B1 n’est pas borné, alors, il existe une suite (yn)n dans Y telle que
∣∣yn

∣∣= 1 pour

tout n ∈ N et lim
n−→∞

∣∣B1 yn
∣∣ = ∞. On définit la suite (ỹn)n dans W

1,p
0 par (0, yn s), s ∈ (−r,0). On

a clairement
∣∣ỹn

∣∣
W 1,p (−r,0;Y ) = r 1/p pour tout n ∈ N et lim

n−→∞
∣∣ f ỹn

∣∣ = r 2

2
lim

n−→∞
∣∣B1 yn

∣∣ = ∞, ce qui

contredit le fait que f soit bornée sur W
1,p

0 .
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Exemple 2.2. Si

f (η,ϕ) = B0η+B1ϕ(−r ),

si l’opérateur A correspondant génère un C0-semi groupe et si D(B0) ⊂ D(B1), où D(B0) est un

espace vectoriel, alors B1 ∈ L (Y ). La preuve est similaire à celle de l’exemple précédant (voir

[18]).

Pour la suite, on considère que la partie de f qui opère sur l’espace Y joue un rôle spécifique

et on suppose que :

f (η,ϕ) = Bη+L(η,ϕ) pour (η,ϕ) ∈ D( f ) (2.16)

Proposition 2.4. Si (H2) est vérifiée, f est de la forme (2.16) avec L ∈L (W 1,p (−r,0;Y ),Y ) alors :

(i) (λI −B −LEλ)−1 existe pour tout λ> w et
∥∥(λI −B −LEλ)−1

∥∥É M/(λ−w)

(ii) D(B) est dense dans Y et B est fermé

(iii) il existe λ0 ∈R tel que (λI −B)−1 existe pour tout λ>λ0 et
∥∥(λI −B)−1

∥∥É M/(λ−λ0).

On peut prendre

λ0 = M ‖L‖ sup
λ>max(w,0)

(1+λp (1−e−pλr )/(pλ))1/p +w

Preuve. (i) est le même résultat (ii) du lemme 2.4, pour f sous la forme (2.16)

(ii) • D(A) est dense dans Z donc D(B) est nécessairement dense dans Y

• Soit (xn)n ⊂ D(B) telle que xn −→ x dans Y et B xn −→ y dans Y. Soit la suite de fonctions

(ϕn)n définies par ϕn = xn sur s ∈ [−r,0] alors on a (xn ,ϕn)n ⊂ D(A), (xn ,ϕn) −→ (x,ϕ) et

A(xn ,ϕn) −→ (y +L(x,ϕ),ϕ̇) = (y +L(x,ϕ),0) avec ϕ(s) = x sur s ∈ [−r,0], or A est fermé

donc (x,ϕ) ∈ D(A) et A(x,ϕ) = (y +L(x,ϕ),0) ce qui prouve que x ∈ D(B) et que B x = y

(iii) Notons d’abord que pour λ> 0 et y ∈ Y on a

∣∣LEλy
∣∣ É ‖L‖ ∣∣Eλy

∣∣
W 1,p = ‖L‖

(∣∣y
∣∣p +

∫ 0

−r
λp epλs

∣∣y
∣∣p d s

)1/p

= ‖L‖ ∣∣y
∣∣(1+λp

∫ 0

−r
epλsd s

)1/p

= ‖L‖ ∣∣y
∣∣(1+λp (1−e−pλr )/pλ

)1/p

É sup
λ>max(w,0)

‖L‖ ∣∣y
∣∣(1+λp

(
1−e−pλr

)
/pλ

)1/p
:= k

∣∣y
∣∣

Pour λ> w +Mk :=λ0, (λI −B)−1 existe, en effet soit y∈ Y, chercher x tel que (λI −B)x = y

revient à chercher x tel que :

x =−(λI −B −LEλ)−1LEλx + (λI −B −LEλ)−1 y
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Considérons alors l’application suivante :

V : Y −→ Y

x 7→ V (x) =−(λI −B −LEλ)−1LEλx + (λI −B −LEλ)−1 y

Soient x1 et x2 dans Y, alors

V (x1)−V (x2) =−(λI −B −LEλ)−1LEλ(x1−x2)

Ce qui implique :

|V (x1)−V (x2)| É ∣∣(λI −B −LEλ)−1 ||LEλ(x1−x2)
∣∣

É Mk |x1−x2|/(λ−w)

On voit que l’application V est contractante pour λ > w +Mk, ce qui prouve, d’après le

théorème 1.1 du point fixe, l’existence et l’unicité du x dans D(B) tel que (λI −B)x = y et

on a aussi :

∣∣(λI −B)−1 y
∣∣ = |x| É ∣∣(λI −B −LEλ)−1

∣∣ |LEλx|+ ∣∣(λI −B −LEλ)−1 y
∣∣

É Mk |x|/(λ−w)+M
∣∣y

∣∣/(λ−w)

É M
∣∣y

∣∣/(λ−λ0)

avec λ0 = w+Mk

Remarque 2.5. Cela aurait été pratique si on avait trouvé une estimation de la forme

∥∥(λI −B)−n
∥∥É M1/(λ−w1)n pour n=1,2,...,

qui, avec (ii) de la proposition 2.4, auraient impliqué que B est un générateur infinitésimal d’un

C0 semi groupe dans Y

On verra dans la prochaine proposition qu’il est possible d’avoir un tel résultat si L est d’une

certaine forme, en utilisant la majoration de ‖(λI − A)−n‖donnée par le théorème Hille-Yosida

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.5. Soit C le générateur infinitésimal d’un C0 semi groupe V(t) dans Y et g ∈W 1,1(0,T ;Y )

pour T > 0 arbitraire, alors pour tout x0 ∈ D(C ) la fonction u donnée par :

u(t ) =V (t )x0 +
∫ t

0
V (t − s)g (s)d s

est continument différentiable, u(t) ∈ D(C ) et u̇(t ) =Cu(t )+ g (t ) pour tout t ∈ [0,T ]
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Preuve. Puisque x0 ∈ D(C ) et C est le générateur infinitésimal d’un C0 semi groupe V(t), alors,

pour tout t Ê 0 on a :

V (t )x0 ∈ D(C ) et
dV (t )x0

d t
=V (t )C x0 =CV (t )x0

Posons

h(t ) =
∫ t

0
V (t − s)g (s)d s,

g ∈W 1,1(0,T ;Y ) alors après changement de variables on trouve d’après [5, page 154 ] que h est

continument différentiable et :

dh

d t
(t ) =V (t )g (0)+

∫ t

0
V (s)ġ (t − s)d s

l’étape suivante consiste à montrer que h(t ) ∈ D(C ) pour tout t ∈ [0,T ].

Soient t ∈ [0,T ] et ξ> 0 ( assez petit)

V (ξ)− Id

ξ
h(t ) = V (ξ)− Id

ξ

∫ t

0
V (t − s)g (s)d s

= 1

ξ

∫ t

0
V (s +ξ)g (t − s)d s − 1

ξ

∫ t

0
V (s)g (t − s)d s

= 1

ξ

∫ ξ+t

ξ
V (s)g (t − s +ξ)d s − 1

ξ

∫ t

0
V (s)g (t − s)d s

= 1

ξ

∫ ξ+t

0
V (s)g (t − s +ξ)d s − 1

ξ

∫ t

0
V (s)g (t − s)d s

− 1

ξ

∫ ξ

0
V (s)g (t − s +ξ)d s

donc

V (ξ)− Id

ξ
h(t ) = 1

ξ
(h(t +ξ)−h(t ))− 1

ξ

∫ ξ

0
V (s)g (t − s +ξ)d s

ce qui implique

lim
ξ−→0+

V (ξ)− Id

ξ
h(t ) = ḣ(t )− g (t )

Ainsi, pour tout t ∈ [0,T ]

h(t ) ∈ D(C ) et C h(t ) = ḣ(t )− g (t )

Ce qui donne, pour tout t ∈ [0,T ]

u(t ) ∈ D(C ) et
du

d t
(t ) =C [V (t )x0 +h(t )]+ g (t ) =Cu(t )+ g (t )
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Proposition 2.5. Si (H2)est vérifiée, f dans (2.16)est de la forme

f (η,ϕ) = B0η+
l∑

i=1
Biϕ(−ri )+L(η,ϕ)

avec 0 < r1 < ... < rl = r , Bi ∈ L (Y ) pour i = 1, ..., l et L ∈ L (Z ,Y ) alors B0 est le générateur

infinitésimal d’un C0 semi-groupe sur Y

Preuve. On définit l’opérateur Ã sur Z par :

D(Ã) = D(A) = {
(η,ϕ) :ϕ ∈W 1,p (−r,0;Y ),ϕ(0) = η ∈ D(B0)

}
Ã(ϕ(0),ϕ) = (B0ϕ(0)+

l∑
i=1

Biϕ(−ri ),ϕ̇)

On a Ã = A+ L̃ avec L̃(η,ϕ) =−(L(η,ϕ),0) pour (η,ϕ) ∈ D(A).

On note que L̃ ∈ L (Z ), cela implique que L̃ est une perturbation bornée de A et puisque A

génère un C0 semi groupe linéaire alors Ã est aussi le générateur infinitésimal d’un C0 semi

groupe dans Z qu’on notera T̃ (t ).

On veut montrer que l’opérateur Â défini par D(Â) = D(A) et Â(η,ϕ) = (B0η,ϕ̇) génère un C0

semi groupe dans Z.

D’abord, si on définit pour un z quelconque dans Z la fonction y : [−r,∞[−→ Y par

y(t ) = P1T̃ (t )z pour t Ê 0 et y(t ) = (P2z)(t ) pour presque tout t ∈ [−r,0], où P1 etP2 désignent

les projections sur la première et la deuxième composante de Z respectivement , alors d’après

la proposition 1.5, P2T̃ (t )z = yt pour t Ê 0 dans Lp (−r,0;Y ).

Pour z = (η,ϕ) et t ∈ [0,r1], on considère la fonction u ∈C (0,r1; Z ) donnée par :

u(t ) = (u1(t ),u2(t )) = T̃ (t )z +
∫ t

0
T̃ (t − s)

(
−

l∑
i=1

Biϕ(s − ri ),0

)
d s

Si on prolonge u1 sur [−r,0[ par u1(θ) =ϕ(θ) presque par tout alors (u1)t = u2(t ) dans Lp (−r,0;Y )

pour t ∈ [0,r1], en effet :

u1(t ) = P1T̃ (t )z +
∫ t

0
P1T̃ (t − s)

(
−

l∑
i=1

Biϕ(s − ri ),0

)
d s

et

u2(t ) = P2T̃ (t )z +
[∫ t

0
P2T̃ (t − s)

(
−

l∑
i=1

Biϕ(s − ri ),0

)
d s

]
(.)

= P2T̃ (t )z +
∫ t

0

[
P2T̃ (t − s)

(
−

l∑
i=1

Biϕ(s − ri ),0

)]
(.)d s
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Ainsi, pour presque tout θ ∈ [−r,0], on a :

u2(t )(θ) = (P2T̃ (t )z)(θ)+
∫ t

0

[
P2T̃ (t − s)

(
−

l∑
i=1

Biϕ(s − ri ),0

)]
(θ)d s

=


P1T̃ (t +θ)z +

∫ t+θ

0
P1T̃ (t − s +θ)

(
−

l∑
i=1

Biϕ(s − ri ),0

)
d s si t +θ Ê 0

ϕ(t +θ) si t +θ < 0

On déduit que (u1)t = u2(t ) dans Lp (−r,0;Y ) pour t ∈ [0,r1], on procédera ensuite pas-à-pas

avec la constante r1 pour établir l’existence et l’unicité d’une fonction continue U (t )z = (u1(t ; z), (u1(.; z)t )

satisfaisant :

U (t )z = T̃ (t )z +
∫ t

0
T̃ (t − s)

(
−

l∑
i=1

Bi u1(s − ri ),0

)
d s

pour tout t Ê 0. Il reste à montrer que (U (t ))t est un C0 semi groupe et que Â est son générateur

infinitésimal.

U (0)z = Ã(0)z = z pour z ∈ Z alors U (0) = I d dans Z

Soient t1, t2 Ê 0 et z ∈ Z

[U (t1).U (t2)] (z) = U (t1) [U (t2)(z)]

= U (t1)

[
T̃ (t2)z +

∫ t2

0
T̃ (t2 − s)

(
−

l∑
i=1

Bi u1(s − ri ),0

)
d s

]

= T̃ (t2 + t1)z +
∫ t2

0
T̃ (t1 + t2 − s)

(
−

l∑
i=1

Bi u1(s − ri ),0

)
d s

+
∫ t1

0
T̃ (t1 − s)

(
−

l∑
i=1

Bi u1(s − ri ),0

)
d s

= T̃ (t2 + t1)z +
∫ t2

0
T̃ (t1 + t2 − s)

(
−

l∑
i=1

Bi u1(s − ri ),0

)
d s

+
∫ t1+t2

t2

T̃ (t1 + t2 − s)

(
−

l∑
i=1

Bi u1(s − ri ),0

)
d s

= T̃ (t2 + t1)z +
∫ t2+t1

0
T̃ (t1 + t2 − s)

(
−

l∑
i=1

Bi u1(s − ri ),0

)
d s

= U (t1 + t2)z

et finalement pour tout z ∈ Z l’application t −→U (t )z est continue alors U (t ) est un C0 semi-

groupe dans Z.

Soit (η,ϕ) ∈ D(A) = D(Ã) et t ∈ [0,r1] alors

u(t ) = T̃ (t )(η,ϕ)+
∫ t

0
T̃ (t − s)g (s)d s
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avec

g (s) =−
(

l∑
i=1

Biϕ(s − ri ),0

)
,

g ∈W 1,p (0,r1, Z ), alors, d’après le lemme 2.5, U est continument différentiable et

dU

d t
(t )(η,ϕ) = ÃU (t )(η,ϕ)+ g (t ) sur [0,r1],

en particulier,

dU

d t
(0+)(η,ϕ) = ÃU (0)(η,ϕ)+ g (0)

= Ã(η,ϕ)−
(

l∑
i=1

Biϕ(s − ri ),0

)
= (B0η,ϕ̇) = Â(η,ϕ)

Si on note par G le générateur infinitésimal de U(t) alors on a Â ⊂ G ie : D(Â) = D(A) ⊂ D(G) et

Gz = Âz pour z ∈ D(Â), montrons que Â =G .

Pour t ∈ [0,r1] on a U (t )D(A) ⊂ D(A). En procédant encore une fois par pas-à-pas l’inclusion

reste vrai pour t Ê 0 .

Pour tout t Ê 0 U (t )D(A) ⊂ D(A) et D(A) est dense dans Z alors D(A) est un coeur pour G ie :

Γ(Â) ⊂ Γ(G), or Â est fermé :

En effet soit
{
(ϕn(0),ϕn)

}
n ⊂ D(A) telle que

(ϕn(0),ϕn) −→ (x1, x2) d ans Z

et (B0ϕn(0),ϕ̇n) −→ (y1, y2) d ans Z

A0 est fermé d’après le théorème de Hille -Yosida et B0 l’est aussi d’après la proposition 2.4 alors

(x1, x2) ∈ D(A) et (y1, y2) = Â(x1, x2) , ainsi Â est fermé.

On déduit finalement que G = Â et donc l’opérateur Â défini par :

D(Â) = D(A)

et Â(η,ϕ) = (B0η,ϕ̇)

est le générateur infinitésimal de U(t).

On fixe M1 Ê 1 et w1 ∈ R tels que ‖U (t )‖ É M1ew1t pour tout t Ê 0 et soient λÊ w1 et η ∈ Y ,

il existe (ψ(0),ψ) ∈ D(Ân) unique tel que (λI − Â)n(ψ(0),ψ) = (η,0) pour n=1,2,... , donc il existe

ψ(0) ∈ D(B n
0 ) unique tel que (λI −B0)nψ(0) = η, cela implique que

∣∣(λI −B0)−nη
∣∣
Y = ∣∣ψ(0)

∣∣
Y É ∣∣(ψ(0),ψ)

∣∣
Z É M1

∣∣η∣∣
Y /(λ−w1)n pour tout n=1,2,...,

or d’après la proposition 2.4 D(B0) est dense dans Y et B0 est fermé, alors le théorème de Hille-
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Yosida donne le résultat

Pour pouvoir traiter le cas général, où l’opérateur agissant sur le retard est non-borné(dans

le sens d’espace) on aura besoin de deux espaces de Banach X et Y tels que :

(H4) Y ⊂ X avec injection dense et continue

En effet, on doit considérer X comme l’espace original et Y un sous espace de X munit d’une

topologie moins fine que celle du X, du coup, pour la suite on doit regarder les opérateurs B et

L comme des opérateurs de Y à valeurs dans X et de Y ×L p (−r,0;Y ) à valeurs dans X, respec-

tivement, plus précisément on suppose que D(B) ⊂ Y et W 1,p (−r,0;Y ) ⊂ D(L) . On aura besoin

des opérateurs B Y et LY donnés par :

D(B Y ) = {
y ∈ Y : y ∈ D(B),B y ∈ Y

}
B Y y = B y pour y ∈ D(B Y )

(2.17)

et
D(LY ) = {

z ∈W 1,p (−r,0;Y ) : Lz ∈ Y
}

LY y = Ly pour y ∈ D(LY )
(2.18)

Pour éviter toute confusion, on rappelle que

D(A) = {
(η,ϕ) :ϕ ∈W 1,p (−r,0;Y ),η=ϕ(0) ∈ D(B),

(ϕ(0),ϕ) ∈ D(L) et Bϕ(0)+L(ϕ(0),ϕ) ∈ Y }

A(ϕ(0),ϕ) = (Bϕ(0)+L(ϕ(0),ϕ),ϕ̇).

Notons qu’il faut plus queϕ(0) ∈ D(B) et (ϕ(0),ϕ) ∈W 1,p (−r,0;Y ) pour avoir f (ϕ(0),ϕ) = Bϕ(0)+
L(ϕ(0),ϕ) ∈ Y puisque les opérateurs B et L sont à valeurs dans X

Proposition 2.6. Si les hypothèses (H2) et (H4) sont vérifiées alors :

(i) D (B) est dense dans Y donc dans X aussi

(ii) s’il existe ε> 0 tel que L(ϕ(0),ϕ) = 0 pour tout (ϕ(0),ϕ) ∈ D(A) avec ϕ(s) = 0 pour

s ∈ [−r,−ε] alors B Y est un opérateur fermé dans Y

(iii) la restriction de LY à W
1,p

0 (−r,0;Y ) est un opérateur fermé de W 1,p (−r,0;Y ) à valeurs dans

Y

Preuve. (i) il est évident que si D(A) est dense dans Z alors D (B) est dense dans Y, montrons

que D (B) est dense dans X aussi : Soit x ∈ X et ε > 0, il existe d’après (H4) y ∈ Y tel que

|x − y |X < ε/2

On note que d’après (H4), il existe c > 0 tel que ∀y ∈ Y |y |X É c|y |Y et puisque D (B) est

dense dans Y alors il existe z ∈ Z tel que |y − z|Y É ε/2c.

Ainsi, |x − z|X É |x − y |X +|y − z|X É ε
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(ii) Soit (xn)n ⊂ D(B Y ) telle que (xn) −→ x dans Y et B Y xn −→ y dans Y, soit la suite de fonc-

tions (ϕn)n définie sur [−r,0] par :ϕn(s) = 0 si s ∈ [−r,−ε] etϕn(s) = xn+xn s/ε si s ∈ [−ε,0].

On voit bien que
{
(xn ,ϕn)

}
n ⊂ D(A), (xn ,ϕn) −→ (x,ϕ) et A(xn ,ϕn) −→ (y,ϕ̇) avec ϕ est

définie sur [−r,0] par : ϕn(s) = 0 si s ∈ [−r,−ε] et ϕn(s) = x + xs/ε si s ∈ [−ε,0], or A est

fermé alors (x,ϕ) ∈ D(A) et (y,ϕ̇) = A(x,ϕ) Ainsi x ∈ D(B Y ) et y = B Y x, ce qui donne le

résultat

(iii) Soit {zn}n = {
(0,ϕn)

}
n ⊂ D(LY ) telle que zn −→ z = (0,ϕ) dans W 1,p (−r,0;Y ) et LY zn −→ y

dans Y, alors (zn)n ∈ D(A) et Azn −→ (y,ϕ̇), en utilisant encore une fois le fait que A soit

fermé on trouve que z ∈ D(LY ) et y = LY z, ce qui conclut la preuve .

Pour la suite on aura besoin de l’hypothèse suivante :

(H5) il existe w̃ ∈R tel que :{
LEλϕ(0)(θ,ψ) : (θ,ψ) ∈ Z

}⊂ D
(
(λI −B)−1

)
pour tout λÊ w̃

Théorème 2.2. Si (H2), (H4) et (H5) sont vérifiées et que ( la restriction de ) L ∈L (W 1,p
0 (−r,0;Y ), X )

alors :

(i) Y ⊂ D
(
(λI −B)−1

)
et

{
LMλϕ :ϕ ∈ Lp (−r,0;Y )

}⊂ D
(
(λI −B)−1

)
pour λ> max(w, w̃)

(ii) si de plus B : D(B) −→ X est fermé et (λI −B) est injectif pour λ> w̃ , alors

(λI −B)−1L ∈L (W 1,p
0 ,Y ) pour λ> max(w, w̃)

(iii) Si de plus
∣∣(λI −B)−1LEλϕ(0)(θ,ψ)

∣∣
Y É k1

∣∣ϕ(0)(θ,ψ)
∣∣ pour tout (θ,ψ) ∈ Z et un certain k1

indépendant de λ> w̃ , alors
∥∥(λI −B)−1LMλ

∥∥
L (Lp (−r,0;Y ),Y ) É k2/(λ−w) avec k2 indépen-

dant de λ> max(w, w̃)

Preuve. (i) pour λ> w et (θ,ψ) dans Z on trouve d’après (2.14) que :

λϕ(0)(θ,ψ) = θ+Bϕ(0)(θ,ψ)+L(Eλϕ(0)(θ,ψ)+Mλψ) dans X

donc

ϕ(0)(θ,ψ) = (λI −B)−1(θ+LEλϕ(0)(θ,ψ)+LMλψ) dans Y

On rappelle que (H5) est vérifiée alors en considérant la dernière équation avec ψ = 0 et

θ = 0 respectivement, on trouve (i)

(ii) Commençons par montrer que l’opérateur (λI −B)−1 est fermé de X dans Y pour λ> w̃ :

Soit (xn)n ⊂ D
(
(λI −B)−1

)
telle que xn −→ x dans X et (λI −B)−1xn −→ y dans Y, il existe

une suite (yn)n ⊂ D(B) unique telle que (λI −B)yn = xn ∀n ∈ N, on aura alors yn −→ y

dans Y et B yn −→ x −λy dans X, or B est fermé alors y ∈ D(B) et x = (λI −B)y et (λI −B)

est injectif pour λ> w̃ alors x ∈ D(λI −B)−1 et y = (λI −B)−1x. Ensuite, par hypothèse et

d’après le lemme 2.4 (iv) on a LMλ ∈ L (Lp (−r,0;Y ), X ) alors (λI −B)−1LMλ est fermé et

Lp (−r,0;Y ) ⊂ D(λI −B)−1LMλ pour λ > max(w, w̃), en utilisant le théorème du graphe

fermé on trouve (λI −B)−1LMλ ∈L (Lp (−r,0;Y ),Y ) pour λ> max(w, w̃). Finalement, on

utilise encore une fois le lemme 2.4 (iv) pour trouver (ii)
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(iii) On rappelle que pour λ> w et (θ,ψ) ∈ Z on a :

ϕ(0)(θ,ψ) = (λI −B)−1(θ+LEλϕ(0)(θ,ψ)+LMλψ) dans Y

Pour θ = 0 on trouve :

(λI −B)−1LMλψ= (I − (λI −B)−1LEλ)ϕ(0)(0,ψ) dans Y

Alors

∣∣(λI −B)−1LMλψ
∣∣ É ∣∣ϕ(0)(0,ψ)

∣∣+ ∣∣(λI −B)−1LEλϕ(0)(0,ψ)
∣∣

É (1+k1)
∣∣(λI − A)−1(0,ψ)

∣∣
É (1+k1)M

∣∣ψ∣∣
p /(λ−w)

É k2
∣∣ψ∣∣

p /(λ−w)

avec k2 = (1+k1)M indépendant de λÊ max(w, w̃)

2.1. Contrairement au premier exemple, le deuxième présente l’une des difficultés rencon-

trées lorsqu’on veut appliquer la théorie de semi groupes au problème (2.1), celle d’inclure les

opérateurs non bornés dans le terme du retard. Cette difficulté sera surmontée en choisissant

le "bon" espace d’état.



Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre nous présentons des exemples de problèmes aux limites associés à des

équations aux dérivées partielles à retard. Nous vérifions, ensuite, les conditions nécessaires

pour que ces problèmes soient bien posés .

Problème 1 :

En se référant à [2], on considère l’équation de réaction-diffusion suivante, qui modélise la

conduction thermique dans une barre homogène chauffée de longueur 1, en supposant que ses

deux extrémités 0 et 1 sont maintenues à une température constante T0 = 0


∂

∂t
u(t , x) = ∂2

∂x2
u(t , x)−u(t , x)−u(t −1, x) 0 É x É 1, t Ê 0

u(t ,0) = u(t ,1) = 0 t Ê 0

u(t , x) = ϕ(t , x) 0 É x É 1,−1 É t É 0

(3.1)

u(t,x) représente la température de la barre au point x, à l’instant t.

Le retard ici est r = 1, il représente la durée moyenne, en unité de temps, nécessaire pour que le

système réagisse au changement de la température.

ϕ ∈ L2([−1,0]×]0,1[).

Pour écrire le problème (3.1) sous forme d’une équation à retard abstraite on définit les

espaces et les opérateurs suivants :

• Y := L2(0,1;R)

• Z := Y ×L2(−1,0;Y )

• L’opérateur B0 : D(B0) ⊂ Y −→ Y défini par :

D(B0) := H 2(0,1;R)∩H 1
0 (0,1;R)

et

B0u = d 2

d x2
u

41
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• L’opérateur B := B0 − I avec D(B) = D(B0)

• L’opérateur L :W 1,2(−1,0;Y ) −→ Y défini par L(ϕ(0,ϕ)) =−ϕ(−1)

Ainsi le problème (3.1) est une équation différentielle à retard dans Y de la forme suivante :

{
du
d t (t ) = Bu(t )+L(u(t ),ut ) t > 0

u(t ) = ψ(t ) −1 É t É 0
(3.2)

avec ψ ∈ L2(−1,0;Y ) une condition initiale définie par ψ(t )(x) =ϕ(t , x) pour tout

(t,x)∈ [−1,0]× [0,1]

On commence par montrer que l’opérateur B0 : D(B0) ⊂ Y −→ Y engendre un C0 semi-

groupe dans Y, pour cela on montre tout d’abord qu’il est dissipatif :

Soit g ∈ D(B0)

〈B0g , g 〉Y =
∫ 1

0

d 2g

d x2
(x).g (x)d x =−

∫ 1

0

∣∣∣∣d g

d x
(x)

∣∣∣∣2

d x +
[

d g

d x
(x).g (x)

]1

0

= −
∫ 1

0

∣∣∣∣d g

d x
(x)

∣∣∣∣2

d x É 0

Donc B0 est un opérateur dissipatif

De plus d’après la proposition 1.1, pour tout f ∈ Y il existe u ∈ D(B0) unique tel que (I −B0)u =
f , alors en utilisant le théorème 1.13 et ensuite le théorème de Lumer philips on conclut que B0

est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe (S(t ))tÊ0 tel que ‖S(t )‖ É 1 pour tout t Ê 0 .

Vérification des conditions nécessaires

Soit A l’opérateur linéaire associé au problème à retard 3.2 défini par :

D(A) = {
(ϕ(0),ϕ) ∈ Z :ϕ ∈W 1,2(−1,0;Y ),ϕ(0) ∈ D(B)

}
A(ϕ(0),ϕ) = ( f (ϕ(0),ϕ),ϕ̇)

avec

D( f ) = {
(η,ϕ) ∈ Z : η ∈ D(B) et ϕ(−1) ∈ Y

}
f (ϕ(0),ϕ) = Bϕ(0)+L(ϕ(0),ϕ) = Bϕ(0)−ϕ(−1)

- L’hypothèse (H3) est vérifiée, en effet, soit λ ∈ R et (ϕ(0),ϕ) ∈ D(A), alors ϕ(0) ∈ D(B), ce qui

implique que Eλϕ(0) ∈ D( f ) pour tout λ ∈R, on conclut que :

{
Eλϕ(0) : (ϕ(0),ϕ) ∈ D(A)

}⊂ D( f ) pour λ ∈R
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- L’opérateur L :W 1,2(−1,0;Y ) −→ Y est continue, en effet, soit (ϕ(0),ϕ) ∈W 1,2(−1,0;Y )

∣∣L(ϕ(0),ϕ)
∣∣2
Y = ∣∣ϕ(−1)

∣∣2
Y É

(∫ 0

−1

∣∣ϕ̇(s)
∣∣
Y d s + ∣∣ϕ(0)

∣∣
Y

)2

É 2

((∫ 0

−1

∣∣ϕ̇(s)
∣∣
Y d s

)2

+ ∣∣ϕ(0)
∣∣2
Y

)

En utilisant l’inégalité de Hölder, on trouve :

∣∣L(ϕ(0),ϕ)
∣∣
Y Ép

2
∣∣(ϕ(0),ϕ)

∣∣
W 1,2(−1,0;Y )

- La fonction f est de la forme suivante :

f (η,ϕ) = Bη+
l∑

i=1
Biϕ(−ri )+Ψ(η,ϕ)

avec 0 < r1 < ... < rl = r , Bl =−Id dans Y, Bi ≡ 0 pour i = 1, ..., l −1 etΨ≡ 0.

Ainsi, les propositions 2.4, la proposition 2.5 et le théorème 2.1 sont tous applicables.

1. Conditions nécessaires du théorème 2.1

Soit (0,ϕ) ∈W 1,2
0 (−1,0;Y ) alors (0,ϕ) ∈ D( f ) et on a :

∣∣ f (0,ϕ)
∣∣
Y = ∣∣L(0,ϕ)

∣∣
Y Ép

2
∣∣(0,ϕ)

∣∣
W 1,2(−1,0;Y )

Ainsi la restriction de f à W 1,2
0 (−1,0;Y ) est un opérateur linéaire borné

2. Conditions nécessaires de la proposition 2.5

L’opérateur B0 génère un C0 semi-groupe (S(t ))tÊ0 tel que ‖S(t )‖ É 1 pour tout t Ê 0, alors,

d’après le théorème de la perturbation bornée, l’opérateur B := B0 − I génère aussi un C0

semi-groupe (S̃(t ))tÊ0 tel que
∥∥S̃(t )

∥∥É e t pour tout t Ê 0.

3. Conditions nécessaires de la proposition 2.4

L’opérateur B génère un C0 semi-groupe (S̃(t ))tÊ0 tel que
∥∥S̃(t )

∥∥É e t pour tout t Ê 0, alors,

le théorème de Hille-Yosida implique que :

(i) D(B) est dense dans Y et B : D(B) ⊂ Y −→ Y est un opérateur fermé

(ii) (λI −B)−1 existe et
∥∥(λI −B)−1

∥∥É 1

λ−1
pour tout λ> 1

Ainsi il ne reste que la condition nécessaire dans (i) de la proposition 2.4 à vérifier

Soient v ∈ D(B) et λ ∈R

(λI −B −LEλ)v = (λI −B)v −L(v, veλ.) = (λI −B)v + ve−λ =
(
(λ+e−λ)I −B

)
v

Or
(
(λ+e−λ)I −B

)−1
existe et

∥∥∥(
(λ+e−λ)I −B

)−1
∥∥∥É 1

λ+e−λ−1
si λ+ e−λ > 1 Donc si on

prend w=1 on trouve :

(λI −B −LEλ)−1 existe et
∥∥(λI −B −LEλ)−1

∥∥É 1

λ+e−λ−1
É 1

λ−w
si λ> w



CHAPITRE 3. APPLICATIONS 44

Ainsi toutes les conditions nécessaires pour que l’opérateur A génère un C0 semi-groupe dans

Z et, par conséquent, pour que le problème (3.1) soit bien posé, sont vérifiées.

Problème 2 :

On considère l’équation de réaction de diffusion à retard continue ( distribué), étudiée dans

[18] et qui s’écrit comme suit :
∂

∂t
u(t , x) = ∂2

∂x2
u(t , x)+

∫ 0

−1

∂2

∂x2
u(t + s, x) d s 0 É x É 1, t Ê 0

u(t ,0) = u(t ,1) = 0 t Ê 0

u(t , x) = ϕ(t , x) 0 É x É 1,−1 É t É 0

(3.3)

avec ϕ ∈ L2([−1,0]×]0,1[)

Pour écrire le problème (3.3) sous forme d’une équation à retard abstraite on définit l’espace et

les opérateurs suivants :

•X := L2(0,1;R)

• L’opérateur B : D(B) ⊂ X −→ X défini par :

D(B) := H 2(0,1;R)∩H 1
0 (0,1;R)

et

Bu = d 2

d x2
u

• L’opérateur L : D(L) ⊂ X ×L2(−1,0; X ) −→ X par :

D(L) := {
(η,ϕ) ∈ X ×L2(−1,0; X ) :ϕ(s) ∈ D(B) pour tout s ∈]−1.0[

}
et

L(η,ϕ)) =
∫ 0

−1
Bϕ(s)d s.

Ainsi le problème (3.3) est une équation différentielle à retard dans X de la forme suivante :

{
du
d t (t ) = Bu(t )+L(u(t ),ut ) t > 0

u(t ) = ψ(t ) −1 É t É 0
(3.4)

avec ψ ∈ L2((−1,0); X ) une condition initiale définie par ψ(t )(x) =ϕ(t , x) pour tout

(t,x)∈ [−1,0]× [0,1]

Soit l’opérateur A associé à (3.4) défini par :

D(A) = D( f )∩W 1,2(−1,0; X )

A(ϕ(0),ϕ) = ( f (ϕ(0),ϕ),ϕ̇)
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avec

D( f ) = {
(η,ϕ) ∈ X ×L2(−1,0; X ) : η ∈ D(B) et (η,ϕ) ∈ D(L)

}
f (η,ϕ) = B(η)+L(η,ϕ)

L’opérateur B n’est pas borné, alors, d’après l’exemple 2.1, on ne peut pas espérer que l’opéra-

teur A associé au problème (3.4) génère un C0 semi groupe dans X ×L2(−1,0; X ), dans ce cas on

doit choisir un espace Y ⊂ X tel que l’opérateur L :W 1,2(−1,0;Y ) −→ X défini par L(ϕ(0),ϕ) =∫ 0
−1 Bϕ(s) d s soit continu, le choix le plus évident serait le suivant :

Y = (D(B), | . |g )

avec | . |g est la norme du graphe de l’opérateur B définie par

|x|g = |x|X +|B x|X pour tout x ∈ D(B)

Vérification des conditions nécessaires

- Il est trivial que L’hypothèse (H4) soit vérifiée. En outre, on a déjà montré dans le problème

1 que B est le générateur infinitésimal d’un C0 semi groupe S(t) tel que ‖S(t )‖ É 1 pour tout

t Ê 0, alors d’après le théorème de Hile-Yosida l’hypothèse (H5) est vérifiée pour λ> 0.

- L’opérateur L est continue, en effet, soit (ϕ(0),ϕ) ∈W 1,2(−1,0;Y )

∣∣L(ϕ(0),ϕ)
∣∣

X =
∣∣∣∣∫ 0

−1
Bϕ(s) d s

∣∣∣∣
X
É

∫ 0

−1

∣∣ϕ(s)
∣∣
Y d s

En utilisant l’inégalité (2.15), on trouve qu’il existe C =p
2 telle que :

∣∣L(ϕ(0),ϕ)
∣∣

X ÉC
∣∣(ϕ(0),ϕ)

∣∣
W 1,p (−1,0;Y )

Ainsi, la proposition 2.6 et le théorème 2.2 sont applicables.

1. Conditions nécessaires de la proposition 2.6

(i) il est évident que D(B) est dense dans Y puisque D(B)=Y par construction

(ii) D’après le théorème 1.10 l’opérateur B Y , défini par (2.17), est le générateur infinité-

simal d’un C0 semi groupe dans Y, alors il est fermé dans Y d’après le théorème de

Hille Yosida

(iii) Soit {zn}n = {
(0,ϕn)

}
n ⊂ D(LY ) telle que zn −→ z = (0,ϕ) dans W 1,2(−1,0;Y )

et LY zn −→ y dans Y, où LY est défini par (2.18). L :W 1,2(−1,0;Y ) −→ X est continue

Alors Lz ∈ Y et y = Lz, Ainsi z ∈ LY et y = LY z
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2. Conditions nécessaires du théorème 2.2

(i) B est le générateur infinitésimal d’un C0 semi groupe S(t) tel que ‖S(t )‖ É 1 pour tout

t Ê 0, alors d’après le théorème de Hile-Yosida
{
LMλϕ :ϕ ∈ Lp

}⊂ D((λI −B)−1) et

Y ⊂ D((λI −B)−1) pour λ> 0.

(ii) En utilsant encore une fois le théorème de Hile-Yosida, on a B : D(B) −→ X est fermé

,(λI −B) est bijective et
∥∥(λI −B)−1

∥∥
L (X ) É

1

λ
pour λ > 0. On montre, ensuite, que

(λI −B)−1 ∈L (X ,Y ) pour λ> 0

Soient x ∈ X et λ> 0

∣∣(λI −B)−1x
∣∣

g = ∣∣(λI −B)−1x
∣∣

X + ∣∣B(λI −B)−1x
∣∣

X

É ∣∣(λI −B)−1x
∣∣

X + ∣∣(λ(λI −B)−1 − I
)

x
∣∣

X

É Kλ |x|X avec Kλ = 2+ 1

λ

Ainsi (λI −B)−1L ∈L (W 1,2
0 ,Y )

(iii) Soient v ∈ Y et λ> 1

∣∣(λI −B)−1LEλv
∣∣

g =
∣∣∣(λI −B)−1L(v, veλ.)

∣∣∣
g
É (2+ 1

λ
)
∣∣∣L(v, veλ.)

∣∣∣
X

É K

∣∣∣∣∫ 0

−1
B veλs d s

∣∣∣∣
X
É K

∫ 0

−1
eλs d s |B v |X

É K |v |g

avec K une constante positive indépendante de λ> 1 Il nous reste à voir si la condi-

tion nécessaire (iii) du théorème 2.2 est vérifiée, alors soient ϕ ∈ L2(−1,0;Y ) et λ> 0

∣∣(λI −B)−1LMλϕ
∣∣

g =
∣∣∣∣(λI −B)−1

∫ 0

−1
B

∫ 0

s
eλ(s−τ)ϕ(τ) dτd s

∣∣∣∣
g

=
∣∣∣∣B(λI −B)−1

∫ 0

−1

∫ 0

s
eλ(s−τ)ϕ(τ) dτd s

∣∣∣∣
X

+
∣∣∣∣B(λI −B)−1

∫ 0

−1

∫ 0

s
eλ(s−τ)Bϕ(τ) dτd s

∣∣∣∣
X

É 2
∫ 0

−1

∫ 0

s
eλ(s−τ)

∣∣ϕ(τ)
∣∣

g dτd s

É 2
∫ 0

−1

∣∣ϕ(τ)
∣∣

g

∫ τ

−1
eλ(s−τ) d s dτ

= 2

λ

∫ 0

−1

∣∣ϕ(τ)
∣∣

g (1−e−λ(1+τ)) dτ

En utilisant l’inégalité de Hölder, on trouve :

∣∣(λI −B)−1LMλϕ
∣∣

g É 4

λ

∣∣ϕ∣∣
L2(−1,0;Y )
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Ainsi, toutes les conditions nécessaires pour que l’opérateur A associé à (3.4) défini par :

D(A) = {
(η,ϕ) :ϕ ∈W 1,p (−r,0;Y ),η=ϕ(0) ∈ D(B),

(ϕ(0),ϕ) ∈ D(L) et Bϕ(0)+L(ϕ(0),ϕ) ∈ Y }

A(ϕ(0),ϕ) = (Bϕ(0)+L(ϕ(0),ϕ),ϕ̇).

génère un C0 semi groupe dans Z := Y ×L2(−1,0;Y ) sont vérifiées, par conséquent, toutes les

conditions nécessaires pour que le problème aux limites (3.3) soit bien posé sont satisfaites.



Conclusion

S’intéressant à l’analyse de problèmes aux limites régis par des équations différentielles à

retard à coefficients opérateurs et provenant de diverses situations concrètes gouvernées par

des EDP de type elliptique et parabolique, nous avons étudié en particulier le comportement

précis des solutions de ces problèmes : existence et unicité de solution. L’intérêt des techniques

opérationnelles est de permettre une étude unifiée de problèmes elliptiques paraboliques et

de fournir pour ceux-ci des conditions nécessaires ( et suffisantes )d’existence, d’unicité (et de

régularité des solutions). Les méthodes utilisées reposent sur la construction d’une formule

explicite de représentation des solutions et de son analyse en fonction des données. Pour la

construction de cette formule explicite et son analyse, on utilise le calcul fonctionnel (la théorie

des semi-groupes).

À travers les chapitres 2 et 3 nous avons exposé l’utilisation de la théorie des semi-groupes

pour étudier les équations aux dérivées partielles à retard qui peuvent s’écrire sous la forme

abstraite suivante :


d

d t u(t ) = f (u(t ),ut ) t > 0

u(0) = η

u(x) = ϕ(x) x ∈ [−r,0)

(3.5)

Avec r un réel strictement positif qui représente le retard, 1 É p <∞, Y un espace de Banach,

f un opérateur de Z := Y ×Lp (−r,0;Y ) à valeurs dans Y, et (η,ϕ) une condition initiale appar-

tenant à Z.

Plus précisément, nous avons donné des conditions nécessaires sur l’opérateur f pour que le

problème(3.5) soit bien posé, en utilisant, la théorie des semi-groupes.

Se basant sur l’hypothèse suivante :

(H1) L’ensemble des valeurs initiales, pour lesquelles une unique solution forte de (3.5)

existe, est un sous espace vectoriel dense de Z, de plus, la solution dépend continument de

la valeur initiale,

on a montré que les solutions de (3.5) définissent un semi groupe fortement continue (T (t ))tÊ0,

et le générateur infinitésimal A de ce semi-groupe a été caractérisé par :

D(A) = D( f )∩W 1,p (−r,0;Y )

A(ϕ(0),ϕ) = ( f (ϕ(0),ϕ),ϕ̇)
(3.6)

48
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avec

W 1,p (−r,0;Y ) = {
(η,ϕ) :ϕ ∈W 1,p (−r,0;Y ),η=ϕ(0)

}
Ensuite, en supposant que le problème (3.5) est bien posé au sens de l’hypothèse suivante :

(H2) L’opérateur A défini par(3.6) génère un C0- semi-groupe (T (t ))tÊ0 dans Z, tel que

‖T (t )‖ É Mew t pour tout t Ê 0

avec M Ê 1 et w ∈R,

le théorème de Hille-Yosida nous a permis de trouver les conséquences de l’hypothèse (H2) sur

l’opérateur f. Ces conséquences ont été données par les propositions et théorèmes suivants :

1. Le théorème 2.1

2. les proposions 2.4 et 2.5, dans le cas où f est de la forme suivante :

f (η,ϕ) = Bη+L(η,ϕ) pour (η,ϕ) ∈ D( f ) (3.7)

3. la proposition 2.6 et le théorème 2.2 traitent le cas où f est de la forme (3.7) et Y est inclus

dans un autre espace de Banach X, avec injection dense et continue.
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