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Notations

Notation Définition
= (11,29, ...., TN) Elément de RY
r=lz|=+/(2?+22+---+2%) Module de x

Vu = %,%,...,ﬂ) Gradient de u
8%1 8372 ox N
Au Laplacien de u
q Exposent conjugué de p, 1 + é =1
m’ Exposent conjugué de m, — + i/ =1
N m m
pt = P Exposent critique de Sobolev
(N =p)
00 Frontiere de €2
supp (u) Support de la fonction u
mes(A) = |A] Mesure de Lebesgue de A C RY
|- 1ls Norme dans Iespace L*(12)
|- Ilx Norme dans 'espace X
X' Espace dual de X
p.p Presque partout tous les points
s.c.i. Semi continue inferierement
s.c.s. Semi continue superierement
%8s Partie positive de la fonction V/,

V+ =max(V,0)



Notation

<'7 > ou (7)

C(Q) ou C°(N)
Co(€2)

C5(Q)
C>=(Q)
Co° () =D(Q)
D'(Q)

Lr()

Définition

Crochet de dualité X, X’ / Produit scalaire
dans RY

Espace des fonctions continues sur €2

Espace des fonctions continues sur €2

a support compact

Espace des fonctions de C*(€2)

a support compact

Espace des fonctions indéfiniment dérivable €2
Espace des fonctions de C*°(2) a support compact
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des distributions

{u:Q— RY | u mesurable, [, |ul’ < oo},
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Espace dual de LP(2)

Espace de Sobolev, a dérivée jusqu’a l'ordre k
dans LP(Q)

Espace de Sobolev avec trace nulle
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Les espaces de Marcinkiewicz



Introduction

Ce mémoire est consacré a l’étude des problemes elliptiques semi-

linéaires et non-linéaires avec un terme singulier, ou la donnée f appar-
tient & L'(Q).
Pour résoudre ce genre de problemes, on procede par approximation en
se ramenant a un cadre variationnel convenable, ou on peut démontrer
I'existence et la régularité des solutions pour ces problemes approximants
qui restent conservées par passage a la limite.

Dans le premier chapitre, on fait un rappel des espaces fonctionnels
de Sobolev et de Marcinkiewiz qui seront d’une tres grande utilité dans
ce travail, ainsi que quelques théoremes d’existence et d’unicité comme
Lax-Milgram pour le cas linéaire et théoreme de Minty-Browder pour le
cas non-linéaire.

Dans le deuxieme chapitre, on étudie 'existence et la régularité de la
solution d'un probleme semi-linéaire avec un terme singulier de la forme

—div(M(x)Vu(zx)) = iw dans ()
U
u >0 dans €2 (1)
u=>0 sur 02

Ici © est un ouvert borné de RY, N > 2,4 > 0, f une fonction non
négative qui appartient a un espace de Lebesgue donné, et M une matrice
elliptique i.e il existe 0 < a < 3 tels que

alglP < M(z)¢ x &, |M(x)] <8,

pour tout ¢ € RY, et pour presque tout = € .



Une solution du probleme (1)) est une fonction u € W, () telles que :
Yw CC Q,de, tu>c¢, >0€w,

et
/ M(2)Vu x Vi = / 12 yoe ).
Q o u’

Le probleme est fortement lié au probleme quasi-linéaire avec un
terme singulier suivant :

2
—Au+ A [Vl = h(x) dans Q

U 2)
u >0 dans 2 (
u=20 sur 0f2

avec 0 < A < 1, et h une fonction non négative. Effectivement, si on
effectue le changement de variable v = u'~*, on obtient que v est une

A
solution du probleme avec f(x) = (1 — A)h(z), v = T et M la

matrice d’identité. Les problemes de la forme ont été étudiés par les
auteurs (séparément) dans [5] et [4], ainsi que dans [25].
Notre probleme est de la forme

—div(M(z)Vu) = g(z,u),

avec g(z,s) singuliere pour s = 0. Ce probleme a été largement étudié
dans le passé, en commengant par Stuart en 1976 (voir [29]), qui a traité
le cas de 'explosion de g(x,s) en s = 0 si x tend vers le point y sur la
frontiere de 2. Apres, le probleme a été étudié par Crandall, Rabinowitz
et Tartar dans [14], ou ils ont prouvé lexistence et des propriétés de
continuité de la solution si g(x, s) ne dépend pas de z.

En 1991, un beau travail de Lazer et McKenna (voir [20] ) qui a traité le

(=)

cas g(z,s) = =, avec f fonction continue , ils ont prouvé 'existence

et la régularité de la solution sur la frontiere. Les résultats de Lazer et
McKenna ont été ensuite généralisés par Lair et Shaker (voir [18] et [19],
ou la fonction g a la forme f(x)g(u)), et par Zhang et Cheng ( voir [30],
ot la fonction g & la forme f(x)g(u) et f n’est pas dans L'(Q).

Dans le troisieme chapitre, nous étudions 'existence et la régularité
des solutions d'un probléme non-linéaire avec un terme singulier de la



forme
—Au = i dans
u”

u>0 dans €

u=0 sur 0N
ol

Au = div(a(z, Vu)) — v |ul’ > u,
et Q un ouvert borné de RV, 1 < p < N,y > 0 un réel, f une fonction

non négative qui appartient a un espace de Lebesgue donné, et a : RV x
RY — R une fonction telle que af(., ) est mesurable pour tout & € RY.
On suppose qu'’il existe ¢, ca > 0 et deux constantes o et 3, avec 0 < a <
min{1,p — 1} et max {p,2} < B < oo tels que a satisfait les hypotheses
de monotonicité et de continuité suivantes :

a(y,0) =0

la(y, &) — a(y, &) < cr(L+[&] + [&)P 17 & — &|°
(a(y, &) — a(y, &), & — &) > o1+ &) + &) P 16 — §2"B,
pour p.p ¥y € RY et pour tout &, & € RV,

On termine ce travail par une conclusion.



Chapitre 1
Préliminaires

Nous allons introduire des notions, des définitions et des théoremes
qui nous seront utiles dans les différents chapitres de cette these.

1.1 La convergence faible

1.1.1 La convergence faible dans un Banach

Définition 1.1. Soit E un espace de Banach, E* son dual et (.,.) le
crochet de dualité sur E* x E.

On dit que la suite (z), dans E converge faiblement vers x € E si et
seulement si :

(", xp) — (2%, x) Va* e E", (1.1)
h—+o00
et on écrit :
xp, — x faib. dans E. (1.2)
h—4o00

On dit que la suite (z}), dans E* converge faiblement x vers x* € E* si
et seulement si :

(xp,x) — (2% x) Ve €E, (1.3)
h—400
et on écrit :
x;, — " x faib. dans E*. (1.4)

h—+o0
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Théoréme 1.1. Soit E un espace de Banach, E* son dual. Soient (xy),
et (xy), deuz suites de E et de E* respectivement.
Sixp, — x faib. dans E, alors :

h—4-o00

{EIk;>Ot.q.‘v’h€N:||xh||ESk w5
. 1.5
<
|zl p < lim inf [lzs ] 5

Sixy — x* * faib.dans E*, alors :
h—+o00

* S k
s (1.6)

] B

{ dk >0 t.q. Vh e N: |||

pe < liminf ||z

Six, — x (fortement dans E), alors x,, — x faib. dans E.
h—+o00 h—+o00

Six;  — x* (fortement dans E*), alors x; — x* % faib. dans E*.
h—4-00 h—4-00

Six, — wxdansE etz — o dans E*, alors (z},xp) — (2%, ).

h—+o00 h—+o00 h—+o00
Définition 1.2 (Espace réflexif). Soit E un espace de Banach, soit
E* son dual (muni de la norme duale || f||z. = sup [(f,z)|).

(e

g = sup (g, f)l).

feE*

171 = <1
On a une injection canonique J : E — E** définie comme suit : soit

x € F fixé,
Uapplication f — (f,x) de E* dans R constitue une forme linéaire conti-
nue sur E* i.e un élément de E** noté Jx. On a donc

Soit E** son bidual (muni de la norme |g|

(Jo, fYgop = (f,x)psp Vox € E, VfeFE".

Il est clair que J est linéaire et J est une isométrie i.e. ||Jz|
pour tout x € E;
en effet

[ 7]

e = sup |(Jz, f)] = sup [(f,z)| = ||z]
feE* feE*

171l = <1 17l = <1
Lorsque J est surjective on dit que E est réflexif.

Définition 1.3 (Espace séparable). On dit qu’un espace de Banach
E est séparable s’il existe un ensemble au plus dénombrable qui est dense
dans E.
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Théoréme 1.2. Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xp,), une
suite bornée dans F,
alors il existe une sous suite (:Eg(h)) de (z,), et x € E tel que.

Tony — x faib. dans E. (1.7)

h——o00

Si chaque sous suite converge faiblement vers la méme limite x, alors :

xp, — x faib. dans E. (1.8)

h—400

1.2 Les espaces L?

Définition 1.4. Soit Q un ouvert de RY.
i) Soit 1 < p < +o00. On note par LP(S;RY) l'ensemble des fonctions
mesurables f: Q — RY tel que

1/p
T ( / If(:v)|pd:v) < foo. (1.9)

H‘HLP(Q;]RN) est une norme sur LP($; RY).
i) Si p = 400, on note par L>=(4;RY) Uensemble des fonctions mesu-
rables f : Q0 — RY tel que

[f | oo (@mry = nf{a 2 | f(z)| < a p.p o€} <+oo.

I ||L0<>(Q RN) €St une norme sur L=(Q; RY).

ii) L, (S5 RN) = {f / f € LP(Q;RN), VY un ouvert borné avec ' C Q} .

Remarque 1.1. a) Soit 1 < p < +oo. On désigne par q le conjugué de
1 1
pcad : —+ —=1.
P q
b) Soit 1 < p < +oo. Alors l'espace dual de LP(S;RY) est LI(; RY).
Théoréme 1.3. (Inégalité de Holder) Soient f € LP(;RY) et g €
LY RY) avec 1 < p < +oo. Alors (f,g) € L'(Q;RY) et

/ (F(), 9D o < 11wz (9l oy - (1.10)
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Théoréme 1.4. (Inégalité de Holder inversée ) Soit f,g: R — R
et a,b € R avec a < b. Si |f| et |g| sont intégrable sur [a,b],0 < p <
L(ou p <0) avec q=p/(p—1), alors,

[ s> ( [ o) ” ([ o) "

Démonstration. Voir [12] O

Théoréeme 1.5. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue).
Soit (f,) une suite de fonction de L*(2). On suppose que :

1. fo(x) — f(z) p.p sur Q.
2. 1l existe une fonction g € L*(Q) telle que pour chaque n : |f,(x)| <
g(x) p.p sur L.
Alors f € LYQ) et || fo — fll. — 0.

Définition 1.5. (Les espaces de Marcinkiewicz) Soit 0 < ¢ < oo
et 0 est un ouvert borné de RY, I'espace de Marcinkiewicz M?(2) est
I’ensemble des fonctions mesurables f : Q2 — R telles que :

¢fr(k) =mes{z € Q:|f(x)| >k} < Ck™1, C<oo, k>0

Pour un ensemble mesurable A C RY nous utilisons la notation mes(A) =
|A| pour dénoter sa mesure de Lebesque. L’espace de Marcinkiewicz
MI(Q) muni de la norme

| fll ma(y = inf {C cop(k) < CE™Y pour k> O}

est un espace de Banach. Notons que si f € L1(Q2), on a

e
{115k} olk

or(k) < EIf1

et comme conclusion directe on a l'inclusion L4(€2) C M9(2).

q
dx < k;‘q/ |f|%dz,
Q

donc
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1.2.1 Convergence faible dans espaces L

Théoreme 1.1. .Soit (f,) une suite bornée de LP(I) alors elle admet
une sous-suite qui converge faiblement.

La notion de convergence faible dans L? (Q; RN ) devient donc comme
suit :

e Sil<p<+oo, alors fh — f faib. dans L? (Q RN)
_l’_

/Q(fh(:ﬂ), Ndr — /f ) dz Vg e L7 (QRY).

h—+00
(1.11)
e Si p = +o0, alors f;, e f = faib.dans L>® (;RY) si

[ @t = [ 7@ .g@)ar e r (@RY).
(1.12)

Théoreme 1.6. L’espace LP (Q; RN) est réflexif pour 1 < p < +00. De
plus L? (Q;RN) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire définit
par :

(F:9) gy = [ (@) g @) o (1.13)

Q

1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.6. Soit Q un ouvert de RN et 1 < p < +oo. L’espace de
Sobolev W'P(Q) est définie par :

WhP(Q) = {u e LP(Q) : Vu € LP(Q;RY) }, (1.14)
ou 0 0 \
ot Vu = ( u , 4 I “ ) représente la 1°°¢ dérivée au sens des dis-
0x1’ O0x9 oxrn

tributions de la fonction réelle u.
On définit dans cet espace la norme suivante :

||U||W1,p(9) = ||U||Lp(sz) + ||vu||LP(Q;]RN) (1.15)

ou parfois une norme équivalente :

1/p )
el = (Il + 1Vl gz ) (si1<p < +o0). (L16)
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Définition 1.7. Soit 1 < p < +oo. L'espace W, (Q) est définie comme
la fermeture de C3°(Q) dans WHP(Q).

1 1
Lespace dual de WyP(Q) est noté par W=4(Q) avec — + = = 1.

p g
Remarque 1.2. Si p = 2, l'espace WH2(Q) est noté par H**(Q) ou
bien H'(Q). Méme chose pour W, (Q) ; on le note par Hy*() ou bien
H ().

Proposition 1.1. i) L’espace W'P(Q) est un espace de Banach pour
1 <p< +oo.

ii) L’espace W1P(Q) est un espace réflexif pour 1 < p < +o00.

iii) L’espace WIP(Q) est un espace séparable pour 1 < p < +o00.

iv) L’espace Wol’p(Q) est un espace de Banach séparable; il est de plus
réflexif pour 1 < p < +o00.

v) Les espaces H*()) et H}(S)) sont des espaces de Hilbert muni du pro-
duit scalaire suivant :

ou Ov
(W V) ) = (4, 0) 2y + Z (8352- &Ui)LQ(Q) (1.17)

Théoreme 1.7 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné et
soit 1 < p < 4o00.
Alors il existe une constante k > 0 tel que

HUHLP(Q) <k HVUHLP(Q;RN) Vu € VVOM0 (€2).

Remarque 1.3. A partir du théoreme 1.5, on conclut que |[Vull 1 q.pn)
est une norme sur Wy (Q) notée par HUHW(}’P(Q) qui est équivalente a la
norme [y

Définition 1.8. (Opéerateur compact) Soient E, F deux espaces de
Banach et A : E — F opérateur continu (pas forcément linéaire). On
dit que A est un opérateur compact si l'image de tout borné de E par A
est relativement compacte dans F. En d’autres termes, si (u,), C E est
une suite bornée, alors la suite (v, = A(uy))n C F admet une sous-suite
convergente dans F'.
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1.3.1 Théoreme des injections

Théoréme 1.8 (’injection compacte). Soit Q@ un ouvert borné de RY
tel que OS2 est Lipschitzienne.

e 5il1<p<N, alors W" () C L1 () Vq € {1, N—p] avec injection
-Dp
Np
compacte pour q € |1, ——|.
N —p

e Sip = N, alors W' (Q) C L1(Q) Vq € [1,400[ et Uinjection est
compacte. B
e Sip> N, alors W' () C C (Q) avec injection compacte.

Remarque 1.4. L injection compacte permet de passer de la convergence
faible a la convergence forte comme suit :

Soit up, = u  faib. dans WP (Q).

N
e Si1<p<N, alors usp) — u fortement dans L1 (Q),1 < ¢ < P

e Sip=N, alors usp) — u fortement dans L7(2),1 < ¢ < +o0.
e Sip> N, alors u,p) — u fortement dans L™ (£2).

Théoréme 1.9 (Inégalité de Sobolev). Soit Q un ouvert régulier de
RY et soit 1 < p < +oo. Alors il existe une constante k(p, N) telle que

ull e @y < KD N) [Vl oy Yu € W™ ().
@ (@RN)

1.4 Notion de troncature

La notion de troncature est une notion tres importante dans I’'étude
des EDP avec donnée dans L' ou bien mesure. Cette notion est basée sur
I'usage des fonctions Ty (s) et Gi(s), k > 0, définies par :

s, si|s| <k;
Tk(s) =
«(s) k si|s| > k;
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Ti(u)

FIGURE 1.1 — La troncature

La fonction définie précédement est la suivante :

Gr(s) = s —Tx(s)

N

FIGURE 1.2 — La fonction Gy(s)

1.5 Théoremes d’existence

Définition 1.9 (Forme linéaire). Soit f : E — R. On dit que [ est
une forme linéaire sur E si est seulement si :

Vu,v € E, Vo, €R:  f(au+ Bv) =af (u)+ Bf (v). (1.18)
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Définition 1.10 (Forme bilinéaire). Soit a : E x E — R. On dit que
a est une forme bilinéaire sur E si pour tout uw € E fixé, les applications
sutvantes :
a(u,.):veFE —a(u,v) €R,
(u,.) (u.v) o)
a(,u):veE —a(v,u) €R,
sont linéaires.
Rappellons que si a est une forme bilinéaire continue sur E, alors 3¢ > 0

tel que
au,0)] < cllullg lolly  Vu,v e E. (1.20)

Définition 1.11 (Forme bilinéaire coercive). Soit V' un espace de
Hilbert et a une forme bilinéaire sur V. a est coercive sur V si dJa > 0
tel que

a(u,u) > alul? YueV. (1.21)
Théoréme 1.10 (Lax—Milgram). Soit a une forme bilinéaire continue
et coercive sur l’espace de Hilbert V. Alors pour tout élément f de V*, il
existe un unique élément u dans E qui vérifie :

a(u,v) = ((f,v)) YvoeV. (1.22)

De plus on a :

1
lully < =~ 1] (1.23)
ot « est donnée dans .
Démonstration. Voir [10]. O

Définition 1.12. Soit E un espace de Banach et E* son dual.
Soit A: D(A) C E — E* un opérateur.
1- On dit que A est monotone si

(Auy — Aug,ug — ug) >0 Vuy,us € D(A)

V*

2- On dit que A est strictement monotone si
Vuy,ug € D(A) : (Auy — Aug,uy; — ug) = 0 = uy = us.
3- On dit que A est mazximal monotone i
Viz,y] € E x E* tel que (y — Au,x —u) >0 Yu € D(A) = y = Azx.
4- On dit que A est hémicontinu si

A(u+tv) = Au faiblement dans E* Yu € D(A) et v € E tel que u+tv € D(A)

pour 0 <t < 1.
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Théoréme 1.11. (Théoréme de Minty-Browder) Soit E un espace
de Banach séparable et soit A : E — E*(i.e D(A) = E) un opérateur
monotone et hémicontinu. Alors A est mazimal monotone.
En plus, si E est réfexif et A est coercif, i.e.
Au, u) g
lim A v gy

= +OO,
lullg—oo  [Jul| g

alors R(A) = E*.
Démonstration. Voir [22]. O

Théoréme 1.12 (Théoréme du point fixe de Schauder). Suppo-
sons que E est un convexe fermé d’un espace de Banach X. Soit T un

opérateur continu et compact de E dans E. Alors T admet un point fize
dans E.

Définition 1.13. (Fonction convexe) Soit J une fonction définie sur
un espace de Banach X, a valeurs dans R . FElle est dite conveze si :

V(z,y) € X2, VA€E0, 1, JOAz+ (1= Ny) < AJ(@) + (1= A)J(y).

Définition 1.14. (Fonction semi continue inférieurement (s.c.i))
Soit J une fonction définie sur un espace de Banach X, a valeurs dans
R = RU {—o00,+00}. Elle est dite semi continue inférieurement (s.c.i.)
en x si, pour toute suite {x,} telle que x, converge vers x, on a :

J(z) < lim inf J (z,) .
n—oo

En dit semi continue inférieurement faiblement si la convergence étant
pour la topologie faible.

Définition 1.15. (Fonction coercive) Une fonctionnelle J définie sur
un espace de Banach séparable X est dite coercive si :

lim J(z) = +o0.

[|l|| x —+o00

Théoréme 1.13. Soit V un espace de Banach réflexif, et J : V. —
RU{+00} une fonction coercive faiblement semi-continue inférieurement

(s.c.i) sur'V.
Alors ;gff(J(u) <oo et Juye K, J(u)= i%l}I{lJ(u)

De plus si J est strictement convezxe, ug est unique. Si J est différentiable
au sense de Gateaux alors J' (ug) = 0.

Démonstration. Voir [2]. O



Chapitre 2

Probleme elliptique
semi-linéaire avec un terme
singulier

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on prouve 'existence et la régularité des solutions
d’un probleme semi-linéaire elliptique avec un terme singulier de la forme
suivante

—div(M(z)Vu(z)) = % dans (2
u>0 dans € (2.1)

u=0 sur OS2

ol Q) est un ouvert borné de RY, N > 2+ > 0 un réel, f une fonction
non négative qui appartient a un espace de Lebesgue donné, et M une
matrice elliptique i.e il existe 0 < o < 3 tels que

alél < M(x)g x &, |M(2)] < B, (2.2)

pour tout £ € RY, et pour presque tout x € €.

Définition 2.1. On dit que u € H}() est une solution d’energie du
probleme si et seulement si

/QM@)W X V= /Q %,\w € Cl(Q). (2.3)
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2.2 Le probleme approximant

Soit f une fonction mesurable positive non identiquement nulle, et
soit n € N. Posons f,,(z) = T,,(f) et considérons le probleme suivant :

—div (M (z)Vu,) = ﬁ dans Q
U > 0 " dans © (2.4)
U, =0 sur 0f)

Lemme 2.1. Le probléme admet une solution positive u,, € H} ()N
L>=(Q).

Démonstration. Fixons n € N assez grand. Soit v € L*(2) tel que w =
S(v) est I'unique solution du probleme :

. P s
_dw<M(x)Vw>—(‘UH%)w dans €2 (2.5)

w=0 sur 02

Prenons w comme fonction test dans (2.5)), et utilisons la coercivité de
la matrice M nous obtenons

e

En utilisant I'ingéalité de Poincaré dans le membre gauche et 'inégalité
de Holder dans le membre droit dans I'inégalité précédente on trouve :

1
/]w!Q §oz/ |Vwl|? Sn”“/ w| §Cn”+1</ \w|2)2.
0 0 0 0

Ce qui implique que
|wl 220y < Cnot

Donc la boule dans L?*(€2) de rayon Cn?"! est invariante par S.
Montrons maintenant que S est continu et compact.

— (La continuité de S) Notons wy := S(vg) et w := S(v). Montrons
que si

L [lvw = vllza) = 0= lm fluy — w29 =0.
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Soit wy, solution du probleme

. In
— le(M($)Vwk) = W dans € (26)
w =0 " sur 0f)
et w solution du probleme
. I
— le(M(iB)V’LU) = W dans Q (27)
w=0 " sur OS2

En faisant la soustraction entre (2.6) et (2.7), et prenons z, =
wy — w comme fonction test on obtient

M@ )3T w) = [ ) {umfi o) <|v|ﬁl7—i>71

En utilisant (2.2)) on trouve :

o, =P < =) Mf:— I~ <|v|]—0:$>v]

Utilisons I'inégalité de Holder on obtient

e =l < s = oo | | =
EE T

Ce qui nous donne

1
2)2

1
2>2

fn Jfn
Jwe — wllr20) < (/ ‘ T, I
ol (luel +7)7 (ol +3)
Remarquons que

’ fo
(foxl + 30 (ol + )

‘ < aptt

Par le théoreme de convergence dominée nous concluons que

Jim il =0

et par suite S est continu.
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— (La compacité de S) Soit {vg}reny C L?(2) uns suite bornée. No-
tons wy := S(v). Montrons qu’on peut extraire une sous-suite de
{S(vk) }ren qui converge fortement vers S(w) dans L*(2).

Soit {v}ren C L*(Q) tel que ||vg|lr2@) < C. On peut en extraire
une sous-suite qui converge faiblemnt vers v dans L?(Q).
Prenons w; comme fonction test dans , nous obtenons

1
a/WW%Pg/:—ﬁﬁ%wﬁnwi/mdSCWH</WM§2
Q 0 (‘Uk’—i-;) Q Q

ce qui implique que we e = 15(00) 12 < C. alors il existe
une sous-suite {S(vx)}ren tel que S(vg) — w faiblement dans
H(2), et par linjection compacte de H{(Q2) dans L*(Q2) on a
S(vg) — w fortement dans L%(2) pour tout 1 < a < 2* = N 3
Maintenant, il suffit de montrer que w = S(v). En effet, pour tout
¢ € Hy(®)

_ fn®
/QM(x)Vwk x Vo —/Q D (2.8)

Nous allons montrer que lorsque k tend vers +o0o que ([2.8]) converge
vers

/QM(I)VU) x qu:/gﬁ. (2.9)

Par le théoreme de convergence dominée on a
[0 [
e A e R A =
Nous concluons que

lim M(x)Vwg x Vo = / M(xz)Vw x Vo,
0

et on particulier que w = S(v).
Alors, par le théoreme du point fixe de Schauder il existe u,, dans H} ()
tel que u,, = S(u,) i.e u, résout

U, =0 sur 0f)

dans {2
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Jn
(lunl + 3)7

et par conséquent u, résout (2.5)). Enfin, le fait que le membre droit de
(2.5)) appartient a L*(2) implique que u,, appartient a L>(2). ]

Remarque 2.1. [ est possible d’utiliser des techniques variationnelles
pour montrer ['existence de la solution, en minimisant la fonctionnelle
d’énergie suivante

J(u) = %/QM(Q;)VU « Vu—/QF(u)

Puisque > 0, le principe du maximum implique que u,, > 0,

avec

A )
F(s) _/0 —(|t| n %)th.
En effet :

On va appliquer le Théoreme|1.15 a notre fonctionnelle J.

— J est coercive :

T(u) = %/QM(x)Vu « Vu—/QF(u)

o
> 5/ [Vul® — CnJul| 2+ ()
0

a
> 5“““%15(9) — C'n||Vul|r2(q)

Ce qui entraine que

Q
J(@) = Jullygon (5 Nl gy — C'm).
donc J est coercive.
— J est faib.s.c.i sur H} () :

Soit {ux} C HY(Q) tel que uj, — ug faiblement dans H} (), alors
1 2 o] 2
2 Mol oy < it L ey

: [
L A TE

NCE
‘/o BT+ 7™
= F(uo)

ds
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Comme conclusion en obtient que

1 2 o 1 2
3 luollgo ~ [ Fun) < it (5 ey — [ Pl

1.€.,

J (up) < liminf J (u,) .

n—oo

Par conséquence J est faib.s.c.i sur H} ().
D’apreés le Théoréme|1.15)il existe ug € HE(2) telle que K = J(up).

1l est facile de voir que :

' Jnv
(J (uo), /M YWug x Vo — /Q—(|u0|—|—%)7'

Comme J' (ug) = 0, on conclut que ug est une solution faible du
probléme :

— ug est unique :
Supposons que u, et v, € H}(Q) deuz solutions de donc :

fo
(n+3)" (mt7)

n

—div (M (x)Vuy,) + div (M (z)Vv,) =
Multiplions par la fonction test u,, —v, et intégrons nous obetenons

/Q M(z) (Vi — Vo) % (Vi — Vo) /Q £t — v2)

’ <<uni%>7 i (vni%f)'

O<a/|V w2 < 0.

/\V uy,)|?dr = 0

Lemme 2.2. La suite {u,}, est croissante par rapport a n.

Alors on obtient que

Donc u,, = v,,.
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Démonstration. On remarque que 0 < f,, < fry1.

fn < fn+1

—div(M(z)Vun,) = (un +2)7 = (un + 5
—div(M(2)V (U — tUny1)) < f _ 1 B ;
n n+l)) S Jntl (un + %_H)’y (Un+1 + n+1)7

= fn+1

[ (Uni1 + 25)7 — (g +n—+1)]

i (un + n+l> (tns1 + n+1)7

Choisissons (u, —u,+1)" comme fonction test dans I'inégalité précédente,
nous obtenons

un—f—l + n )7 ( ‘|‘ n_)
/ fn-i—l [ 1+1 L (un - un+1)+ S 07

Up, n_H)V(un—H + nJrl)V

alors

0< a/ IV (1, — 1) ]2 < 0.
Q

Donc (u, — un41)"™ = 0 presque partout dans €2, ce qui implique que
Un, S Up41-

]
Remarque 2.2. Pour le signe de [(unﬂ + =) = (Un + 7)” ](un —
Uny1)" on utilise le théoréme des accroissement finis (TAF).
Rappel : f : |a,b] — R, continue sur [a,b], et dérivable sur |a,b|, alors
il existe un réel ¢ € la, b| :

f(b) = fla) = (b—a)f'(c).

Si on pose f(s) =387, f'(s) =y a=u,+ b= Upi1+ 7. Alors,

1
n+17

(un+1 + n+ 1)'7 - (un + n—+ 1)’y = P)/C’y*l (un+1 - un)
d’ou
1 v 1 v + y—1 +
[(un—H + n+ 1) - (un + I 1) (un - un-l—l) ="c (un—i—l - un) (un - un—i—l)

<0
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Lemme 2.3. Pour tout n € N, la solution du problem est telle que
pour tout E CC Q,u, > Cg > 0.

Démonstration. Pour tout n € N fixé, u, € L>*(Q2). Alors, pour n = 1
nous avons

f1 S fi

—div(M(z)Vu,)) = (1)~ (Tl 17~ © 4+ 17

Puisque le membre droit est non identiquement nul et en appliquant le
principe du maximum fort ¢a implique que u; > 0 dans 2. Alors il existe
une constante Cr > 0 tel que u; > Cg > 0. Puisque u,, > u; pour tout
n € N, la preuve est achevée. O

2.3 Résultats d’existence pour donnée dans
LY(Q)
2.3.1 Lecasy=1

Lemme 2.4. Si f € L'(Q), alors u,, est bornée dans Hg(L2).

Démonstmtz’on Prenons u,, comme fonction test dans (2.4)), et pusique
< 1 nous obtenons

Un+

a/Q|Vun|2§/QM(:E)Vun><Vun§/ unfi 1”/” /fn_/f

Théoréme 2.1. Soit f une fonction non négative dans L'(Q). Alors il
existe une solution u dans H}(Q) de (2.1), dans le sens

_ [/ |
/QM(:E)Vuqub—/Q;,V(bGCO(Q).

Démonstration. D’apres le lemme précédent, (u,,), est bornée dans Hg (),
donc converge faiblement vers u dans H} (), ce qui peut étre réécrit
comme suit :

lim [ M(x)Vu, x V¢ = / M(x)Vu x Vo,
Q

n——+o0o Q
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pour tout ¢ € C}(Q). D’un autre coté on a

Jnp

1

0<

el
Cuw

ou w est 'ensemble {¢ # 0}. Donc d’apres le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue on obtient

i In@ _/fso
im = =,
Q u

n—+o00 Jo Uy, —)—%

ce qui acheve la démonstration. O

2.3.2 Lecasvy>1
Lemme 2.5. Soit f € LY(Q) et soit u, la solution du probleme (2.4).

y+1

Alors u,® est bornée dans HL(Q) et u, bornée dans H .(Q) et dans
L(9) avec s = Yo

N—2
Démonstration. Utilisons v comme fonction test dans ([2.4)), nous obte-
’Y
nons avec —2— < 1
(unt+y)7 —

/QM(x)VunxVuZ:/Q%S/anS/Qf

La quantité a gauche vaut
/ M (z)Vu, x Vu] = / M (2)Vu, x yul~*Vu,
Q Q

En utilisant la coercivité de M on obtient

a’y/ |V, | u) ™ S’y/M(a;)Vun x V,u) ! §/fn g/f
0 Q Q Q
D’ou,
o [ |V < / f
Q Q
Or, on a

/|Vun] ! /yvun\ /(Vun un?
ik

4 21
a(y+1)

441 |2
2

v+1
2
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1
4@7 /‘V i1 S/f,
74—1 Q
+1

arl
ce qui donne que u,? est bornée dans H; ().
En utilisant le théoreme d’injection de Sobolev, on trouve

donc

2% (y+1)
lun * {27 (0 < cllun®

Donc u, est bornée dans L*() avec s = 2*(72“) — NG+l

Pour montrer que u,, est bornée dans H

N—2 -
L (), on prend ¢ une fonction
dans Cj(Q), et soit w = {¢ # 0}. Choisissons u,,¢* comme fonction test

dans , on a
2
/M(a:)Vun x V (un®) = / Jntn”
Q Q (

w1

fnungp2
M (z)Vu, *Vu,, + 2Vou, :/—
:>/Q ()Vu, X (g& U ou go) g (Un+ l)”

n

2 fnUnSOQ
= / M (z)Vu, X Vu,p —|—2/ M (2)Vu, x Vou,p S/ 7

:>oz/|Vun| @ +2/M Vunngoungp</f"S0

:>a/|Vun| @ +2/M(:v)Vun
0 0

a’> b
Par I'inégalité de Young (ab < > + 5), on a

o 2 9 23 2 2
26 | Vu, X Vou,o < = | |Vu,|" "+ — [ |[Vy|°u
Q 2 Jq a Jo

et enfin puisque u,, € L*(£2),s > 2, on obtient

o 1
§/Wunl2s@2§ A,_l/fnw +—/\V90!2 ;
Q Cw
111700 0 2432
< CW——l()/fnjL HV‘PHLOO /Qui

oy [, 28°
< EED [ 1 2 Vel [ o< 00

Donc u,, est bornée dans HlOC(Q). O
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2.4 Résultats de régularité

24.1 Lecasy=1

Lemme 2.6. Soit f € L™(Q2),m > 1, alors u la solution de donnée
par le Théoréme 2.1 est telle que :

Sim > = alors u € L>®(9Q).

Sil§m<%alorsu€L5(Q)tq 5= 2Nm

N—-2m"
Démonstration. Pour prouver (1) en utilise la fonction de troncature. Soit
k > 1(k € N), on définit Gx(s) = (s — k)*. Choisissons Gy (u,) comme
fonction test dans (2.4]), on a

o / VG(un)]? < / M (2)VGi(t) x VGi(un)
Q

Q un+_

Dans le dernier passage on a utilisé le faite que u,, + % >k > 1sur
I'ensemble {u, > k} on Gy (u,) # 0.

Maintenant, le Théoreme 4.2 dans [27] nous confirme 'existence d’une
constante C' qui ne dépend pas de n telle que

[un]| o) < CllfllLm@-
Par suite, puisque u, est bornée dans L*(2) implique que u € L>®().

Pour (2), on observe que si m = 1 alors s = 2% = 2*, donc u,, € L* ()

est vraie par I'injection de Sobolev car u, € H}(Q).
Sl 1 <m < X soit § > 1 et choisissons u25 I comme fonction test dans

, on obtlent

M)V, x ¥ (1) = [ L
TLX ni = &
/Q @)V x ¥ () = [ et

= (20 —1) / M (2)Vu, x Vu,(u?~?) < / fru2=2
Q 0

Utilisons la coercivité de M, on obtient

a(25—1)/ |V, |* u? =2 §/fuff_2
0 Q

< flme ( / u§“>m’)
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On remarque que

V|

/|vun’2 20—2 /|vun|2 2(6—1) /’vunu(s 1‘ / 277»
g O

Par I'inégalité de Sobolev, nous obtenons

vul S S\
/Q‘ 52} —6_(/9“6>

L

S * 2% A\ ™
a2 =% ([u*)" <l ([ uom)

52 w7
< 77L
< syl ( ul? )

S\ T 52
= a( )" < g <>(/u) (210)

On choisit 0 de sorte que on a 2*§ = (26 — 2)m/, i.e.,

m(N — 2)
N —2m

V

b\

i~

5 —

Il est facile de voir que 6 > 1 si et seulement si m > 1, et avec ce choix
de ¢ nous avons

2N " m(N—2)  2Nm
N—-2" N-2m N-2m

270 =

donc (2.10]) devient
1

( / u) < C(N,m) | fll o) ( / u)

2 1 N

Puisque o > — car par hypothese m < 5 Alors d’apres la derniere
* m

inégalité, nous concluons que u,, est bornée dans L*({2), et par suite u

]

appartient a L*(£2).
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2.4.2 Lecas~vy>1

Lemme 2.7. Soit f € L™(Q2),m > 1, alors la solution u de est
telle que :

Sim > %, alors uw € L*>(Q).
Sll<m<—, alors u € L*(9), g = Nm(y+1)

N—2m
Démonstration. La preuve de (1) est similaire a celle du Lemme (2.6).
Pour (2), si m = 1, le résultat est obtenu par le fait que uw'T e H}(Q),
et par l'injection de Sobolev.

Maintenant, si 1 < m < £, on choisit § > 2 > 0 et prenons w2~

2
comme fonction test dans ((2.4]), on obtient

/M(m)Vun x V(u?1) = / fn—%’l
Q =)

(tn +

) f 261
:>0425—1/\Vun] u252</ nt /fu%l”

Par 'inégalité de Sobolev, on a

1

* 2% (52 A\
2%6 < (26—1—y)m ]
()" = s [ )

Choisissons 0 telle que 2*6 = (26 — 1 — v)m/

N m oN 2m m
N 3 o= (25—1—7)m_1<:>5N_2—(5m_1——(1+’y)—m_1
Nm—-1)—m(N—-2)  (1+7) m
SO T m=1) 2 S“m-i
1+ m _ (N=2)(m—1)
SO X T X T TN L om
5 m(1+4+~) (N —2)
2 N —2m

+1 . .
On remarque que o > 7 si et seulement si m > 1 et que

Nm(vy+1)
P=g= 1
0=+ N —2m

1 N

Enfin, puisque > > — car m < —» T0us avons la norme de u,, dans
m

L*(Q) est bornée uniformément par rapport a n, et par suite sa limite u
appartient ella aussi a L(€). O
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2.4.3 Lecasvy<1

!/

Théoreme 2.2. Soit f € L™(Q),m = WN(N_% = (f_;) et soit uy,

solution avec v < 1. Alors u,, est bornée dans H}(Q).

Démonstration. Choisissons u,, comme fonction test dans (2.4)), puis uti-
lisons I'inégalité de Holder, et la coercivité de M pour obtenir

2</ fnun
OZ/Q|VUn| —= 0 (Un+%)’7

< / fun
Q
1
<[l ([ u)
Q
1

2
2% /m/
as([w)" <a 19l < Wflemior ([ )
Q Q Q

et par hypotheése sur m on a (1 —v)m’ = 2*, on arrive a

Par 'inégalité de Sobolev,

2
3

o ([wi)" < Uflumior ([ 0)" (2.11)
Q Q

N 2 1

Pusique m < EX nous avons > > —, ce qui donne que u, est bornée
m

dans L? (Q), et par suite elle est bornée dans H} (). O

Lemme 2.8. Soit v < 1, et soit f € L™(Q2),m > WJ\M Alors la
solution u de est telle que :

N
Sim > 5 alors u € L>(2).

, 2N N Nm(y+1)
2| S <m< —,al L*(Q),s = ————.
ZN+2—|—7(N—2)_m 5 alors u € (), s N2

Démonstration. Pour (1), la preuve est identique a celle du Lemme ({2.6]).
2N

N+2+~(N-2)
par injection de Sobolev puisque pour cette valeur de m on a s = 2*.

Pour (2) , on observe que si m = , le résultat est vrai
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2N

i
N+2+~(N -2
fonction test dans (2.4]), nous obtenons

<m < 5, on choisit § > 1, et u?~! comme

S

S\ 52 N
2%§ < " (26—1—y)m
() = s lem [ )

Choisissons ¢ de sorte que 2*6 = (20—1—~)m’ = 6 =

2N
N+2+~(N-2)

Il en résulte que 0 > 1 si et seulement si m > et que

N 1
N —2m
. 2 1 N , .
Le fait que > > — car m < —- nous assure que u, est bornée uni-
m

formément par rapport a n dans L*(2), et par suite la limite u appartient
elle aussi a L*(Q). O



Chapitre 3

Probleme elliptique
non-linéaire avec un terme
singulier

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on prouve 'existence et la régularité des solutions
pour un probleme elliptique non linéaire avec une singularité de la forme
suivante

—Au = i dans €2
uY
u>0 dans €2 (3.1)
u=0 sur OS2
ou
Au = div(a(z, Vu)) — v |ul’ > u,

et Q un ouvert borné de RY, 1 < p < N, > 0 un réel, f une fonction non
négative qui appartient & un espace de Lebesgue donné, et a : RY xRY —
RY une fonction telle que a(., &) est mesurable pour tout ¢ € RY. On
suppose qu’il existe ¢y, co > 0 et deux constantes a et 3, avec 0 < a <
min{1,p — 1} et max {p,2} < f < oo tels que a satisfait les hypotheses
de monotonicité et de continuité suivantes :

a(y,0) =0 (3.2)

la(y, &) —a(y, &) < a(l+ &)+ &) &G — & (3.3)
(a(y,&) —aly,&).6 — &) > el +|&a]+ &) P la - &°,  (3.4)
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pour p.p ¥y € RY et pour tout &,& € RV,

Théoreme 3.1. Considérons l’opérateur suivant

A WyP(Q) = Wh9(Q)
u— Au) = —div(a(z, Vu)) + v |ulu , v > 0.

Alors, Au = f € W=H4(Q) admet une solution unique.

Démonstration. Voir [23]. O

Définition 3.1. On dit que u € Wy*(Q) est une solution d’energie du
probléeme si et seulement si

p—2 _ @ 1
/Qa(x,Vu)qu+u/Q|u| ugb—/Qm,ngECo(Q). (3.5)

3.2 Le probleme approximant

Considérons le probleme approximant suivant

In
(un + %)7
Uy > 0 dans
u, =0  sur 0f)

—Au,, = dans

(3.6)

ou f, = T,(f).

Lemme 3.1. Le probléme admet une solution positive u, € Wy ()N
L>(Q).

Démonstration. Fixons n € N assez grand. Soit v € LP(€2), et on définnit
w = S(v) 'unique solution de

fn

—Aw = |

) dans 2 (3.7)

|+
0 sur Of2

—~

Prenons w comme fonction test dans (3.7]), nous obtenons

/CL($,Vw)Vw+y/ |w|p:/ faw n7+1/|w|
. 9 (Jol +3)
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Par la condition de monotonicité (3.4]) de a et I'inégalité Holder dans la
quantité de droite nous obtenons que

,,/ P < 02/(1+ |Vw\)p—6|w|ﬁ+u/ P §n7+1(/|w|p);
Q Q Q Q

Ici, on a
[wllZs Lp(Q) < On*l

Ce qui signifie que la boule de rayon Ry = (Cn”*l)ﬁ est invariante par
S dans LP(£2), et par I'injection de Sobolev et le théoreme du npoint fixe
de Schauder nous conculons que le probleme aproximé admet une
solution dans W, *(Q), pour tout n fixé.

(U, + %)7
Finallement, le fait que le membre de droite dans appartient a
L*>(Q) implique que u,, appartient a L>(2). O

Pusique > 0, le principe du maximum implique que u, > 0.

Lemme 3.2. La suite {u,}, est croissante par rapport a n.

Démonstration. Observons que 0 < f,, < foi1.

fn < fn+1

_Aun = 1 =~
(un —+ E)’Y (Un + nL_H)’Y
1 1
_Aun + Aun—‘rl S fn—f—l -
( + n_-i-l) (tn g1+ n+1)ny

= f (u"‘H + n+1)'y ( + n_—l—l)
— Jn+1

(un + n+1) (tnt1 + n+1 i)

Choisissons (u, —u,11)" comme fonction test dans I'inégalité précédente,
nous obtenons

/ fn+1 [ Ol hl n+1> ( il n_ﬂ) ] (un - Un+1>+ S 07

n—+1) (Uny1 + n+1)7

et par suite

/ (= At + Atin 1)t — 1)+ < 0
Q
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Or,
/(_Aun + Aun+1)(un - unJrl)Jr =
Q
/ (alz, Vu,) — a(z, Vipi1), V(u, — tpg1)™)
Q

+/ (|un|p_2un - |un+1|p_2un+1) (un - un+1)+
Q

Puisque

02/(1 + |Vt | + |Vt )P ‘V(un - unﬂ)ﬂﬂ
Q

< /Q(a(:c, V) — a(z, Ving), V(tn = tny1)™)

c/ (lun| + |un-i-1|)p_2 |(Un - un+1)+|2
Q

S / (‘un‘pizun - ‘unJrl‘piQunJrl) (un - un+1)+
Q
pour 1 < p < 2. Nous arrivons a
e [l + a2 0 = ) P
Q
+ 02/(1 + | Vttg| 4 [Vt )P ‘V(un — un+1)+‘6 <0.
Q

L’inégalité de Holder inversée pour les exposants p/2 < 1 et p/(p — 2)
(respectivement pour les exposants p/3 < 1 et p/(p — )) nous donne

(p=2)/p 2/p
([l tuneal?) ™ ([t = ey r)
Q Q
(r—B)/p B/p
#([as @l 19ualr) ([ 9w ) <o
L Q

Donc (u, — un41)™ = 0 presque partout dans €2, ce qui implique que
Up, S Up+1-
Pour p > 2, il suffit d’utiliser I'inégalité suivante

C/ |(un - un+1)+|p < / (|un‘p72un - |un+1‘p72un+1) (un - un+1)+
Q Q

]
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Remarque 3.1. Supposons que le probleme (@ admet deux solutions
Un et v,. Répétons la méme technique utilisée dans la preuve du Lemme
ca implique que la solution du probléme (@ est unique.

Lemme 3.3. Soit {u,}, une suite de fonctions positives telle que {uy,},
est bornée uniformément dans Wol’p(Q), u, — u faiblement dans Wol’p(Q)
et u, < u pour tout n € N. Supposons que —div(a(x,Vu,)) > 0, alors
u, — u fortement dans W,"(Q).

Démonstration. Soit ¢ € C§°(Q2) telle que ¢ > 0 dans €.
Puisque —div(a(z, Vu,)) > 0 et u, < u, alors

/Q—div(a(:c, Vuy))(u, —u)pdr < 0.
Ainsi,
/Q(—div(a(a:, Vuy,)) + div(a(z, Vu))) (u, — u)pdx

—1—/9 —div(a(x, Vu))(u, —u)pdr < 0.
Donc,
/Q(a(x, Vu,) — a(z,Vu), Vu, — Vu)pdx
[t Tu0) =l 910,96) (0, ~

+ /(a(x, Vu), Vu,, — Vu)pdr + /(a(x, Vu),Vo)(u, —u)dz < 0.
Q Q
Puisque u,, — u faiblement dans W, (€2), alors

/(a(m, Vu), Vu, — Vu)odr + /(a(:):, Vu),Vo)(u, —u)dx — 0,
0 Q

et
/Q(a(x, Vu,) — a(z, Vu), Vo) (u, —u)dx — 0,

quand n — o0.

/Q(CL(SC, Vu,) — a(z,Vu), Vu, — Vu)pdr < o(1).
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Nous savons que
/(a(m, Vu,)—a(z, Vu), Vu, — Vu)pdz
Q
> ¢ /(1 + |Vup| + |Vu)P |V, — Vu|’ pda
Q

Maintenant, en utilisant I'inégalité de Holder nous obtenons
'V, — VulP¢ 5

Vu, — Vul’é d < ( / dz)

J v e an< (| Gg

X (/Q(l + |Vu,| + |Vu|)p¢dx)6ﬂp < o(1).

La preuve est achevée. O

Lemme 3.4. Pour tout n € N, la solution du probleme (@ est telle
que E CC Q,u, > Cg > 0.

Démonstration. Pour tout n € N fixé, u,, € L>*(Q2). Alors, pour n = 1
nous avons

fi h oy

~divlala, Vu) +vialn = a2 a2

Puisque la quantité de droite est non identiquement nulle et appliquons
le principe du maximum fort implique que u; > 0 dans 2. Donc il existe
une constante C'g > 0 telle que u; > Cg > 0. Pusique u,, > u; pour tout
n € N, la preuve est complete. O
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3.3 Passage a la limite

3.3.1 Lecasvy=1
Lemme 3.5. Si f € L'(Q), alors u, est bornée dans W, 7(Q).

Démonstration. Prenons u, comme fonction test dans (3.6)), nous obte-

nons f
nun
02/(1+|Vun\)p_ﬂ|Vun]6 S/ /f

Q n
L’inégalité de Holder inversée pour les exposants =5 et 0<Z 5 < 1 nous
donne

11+ 19l oy [Vt ey < [ (1 1V [T
Or,
(A+ HVUnHLP(Q))p_b)Hvun”ip <1+ [Vualllz ”vunHLp(Q)

ou A= HlHLp(Q).
Si [V || Lro) < A alors

AP PNVl ) < A+ IVl o) I Vinl |

Ici, on a
HVUTLHip(Q) < ||VUTLHLP(Q) (207" Nl o)

Si HVunHLp(Q) > )\ alors
2V o))"~ BHVunHLp(Q A+ [ Vunllze )p_6||VUnH§p Q

On obtient
IVl < @771 fll o
O]

Théoréme 3.2. Soit f une fonction non négative dans L'(Q). Alors il
existe une solution u dans Wol’p(Q) du probleme , dans le sens

/a(x,Vu)V¢+y/ |u|p_2ugz5: f¢ Vo € Ca(R).
0 0
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Démonstration. Par le Lemme , {un}n est bornée dans Wy (Q). Ici,
on obtient l'existence de u € Wy (Q) tel que u,, — u faibelement dans

Wy (Q) et u, — u fortement dans L*(Q) pour tout o < p* = NN—f;;. Alors

utilisons la monotonicité de {u,}, et le lemme de compacité Lemme
nous obtenons que u, — u fortement dans VVO1 P(€2). Donc, on conclut

que u résoud le probleme (3.1)).
]

Théoréme 3.3. Soit f € M™(Q) telle que m > %, alors le probleme
admet une solution u € W,*(Q) N L=(Q).

Démonstration. Soit Gg(u,) pour k > 1 comme fonction test dans (3.6)),
nous obtenons

/ <1+|Vun|>p—ﬂ|VGk<un>|ﬁé f"Gk / FuGelun)
Q

dans l'ensemble {u, > k} ou Gg(u,) # 0. Utilisons la méme technique
de démonstration utilisée dans le Lemme [3.5] nous avons

VG, /n@%
s(for)’
Q

Par I'inégalité de Holder on a

lLﬁﬂAw)g(Axﬁwmw);(1}nw);,
S(AK%WJW>%:£(Am#ﬁé-

Alors le fait que f € M™(Q), m > g,

L’inégalité de Sobolev donne

r_
Pp*

Ici

/ | fol ™ < Cmes{uy >k},
{un>k}

/ |G (un)| < Cmes{uy, > k}°,
Q
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avec

O‘Z%*(“qﬁ*)(m)

g(k) = / Gen)],

et utilisons le Lemme 5.2, Appendix A (Voir [§]), nous concluons que
|tn]| o) < C et par suite u € L>(2). O

Posons

Théoréme 3.4. Soit f € L™(QQ) telle que m > %, alors le probléme
admet une solution u € WP () N L®(Q).

Démonstration. La preuve est similaire & celle du Théoreme [3.3] 11 suffit

de voir que L™(§2) C M™(Q). O
Théoréme 3.5. Soit f € L"(Q),m>1. 511 <m < %, alors la solution
u du probleme appartient L*(Q2) avec s = ]\J[V_”:fp.

Démonstration. Supposons que 1 < m < % et 6 > 1. Prenons uP?P+!

comme fonction test dans (3.6
fnugé—p+1

Q (un_'_l)

n

espd 1) [ (1 Dl [T ) <
Q

1
S ||f||Lm(Q) (/ uﬁ(é—l)m/)
Q
p(6—1

Nous raisonnons comme dans le Lemme avec dp = un )da:, nous
obtenons

/Q V()P = / Ve PU2TD = Vet

1
7

1 / m
S ST up<“>m>
< e (/ ,

L’inégalité de Sobolev donne

P

1
* P 1 A\ ™
S /u]TJL 5) < . </ Uﬁ(él)m) )
( Q ca(pd —p+ 1)HfHL © Q

Choisissons 0 tel que p*d = p(d — 1)m/, i.e § = ’?]l\;]jn_ig
N p 1

Puisque m < =, nous avons £ — = > (. Ceci implique u,, est bornée
p p

m/
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dans L*(2) avec s = p*d = =2 et par suite u € L*(9Q).

—mp’

Sim = 1, alors s = ]\]]V fp = p*. Le résultat est obtenu par le fait que
ur € Wol’p(Q) et par l'injection de Sobolev nous avons u#» € L' (Q), i.e
u € L*(9). O

3.3.2 Lecasvy>1

pty—1

Théoréme 3.6. Soit f € L'(Q) alors un, *  est bornée dans Wy ().

Démonstration. Soit u, € Wy (Q)NL>(Q) la solution du probleme (3.6)).
Utilisons u; comme fonction test dans (3.6)) on obtient

— B ~—1 fnUg
cw/<1+|wn|>p 8 [V S/—S/fnS T
) o (up + 1) Q @

Ici, on a

/(1 V) [V < €.

Q

Soit dp = u)~'dx, et par I'inégalité de Holder inversée on obtient

A%+ IVl o@.a)" IV un oo < 1+ [Vt 1V 00l o,
< /Q<1+ V| )P~? (V) dy.

ot A} = |[1]| r(@.4)- Comme dans le Lemme [3.5] nous obtenons :

Si | Vg || Lr(0,du > AJ, alors

2 Vunll a1Vl iog.a < Nat | Dunllzo@an)? 1Dl Lo -

Finallement, on aboutit a

pty—1 1 A=
/|V P |p_/|Vun|pU7 _HvunHLI’ (Q,dp) = () ’

]

Théoréme 3.7. Soit f € L™(),m > 1. Sil <m < %, alors la solution

u du probleme appartient a L*(Q) avec s = %.
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Démonstration. Supposons que 1 < m < % et 6 > 1. Prenons uP?~P*!
comme fonction test dans (3.6

=

n

ea(pd — p + 1) /(1 + V)P [V P 0D <
(9]

1
7

< 1l ( / uggwnwm,) |

Comme dans le Lemme avec dp = ub® Dz, nous obtenons

/ V()P = / [Vt P2 = [Vt

1
m!

1 N
R — f . (/ u%)(ﬁ—l)—&-l—'y}m )

Par I'inégalité de Sobolev

1
7

p% 1 P\ ™
([ 2 =t ([ )
()" < e (/.

Choisissons 0 tel que p*0 = [p(d —1) +1 —~|m/, i.e 6 = %.

Puisque m < &, nous avons £ — % > 0. Ceci implique que u,, est bornée
p P m
dans L*(Q2) avec s = p*6 = X221 qone par suite u € L*(9).

N—mp
Sim =1, alors s = NQ}{—};”. Le resultat vient du fait que u?* € Wol’p(Q)
et Vinjection de Sobolev donne u»* € LP"(Q), i.e u € L*(). O

3.3.3 Lecasvy<1

!/

Théoreme 3.8. Soit f € L™ (Q2) avec m = (f’_—W) . Alors u,, est bornée
dans Wy (Q).

Démonstration. Soit u, € Wy (Q)NL>(Q) la solution du probleme (3.6)).
Prenons u,, comme fonction test dans (3.6) on obtient

02/<1+ Vun| )P~ |V, |” §/ fnun /fu1 7
Q Q
<l [ =)
Q
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Ici, on a

1
7

/(1 + |V | )P |Vu,|” < £l 2 </ ugww)"‘ .
“ Q

Comme dans le Lemma [3.5] nous montrons que

1
IVl < ey =)™

/
*

Par I’hypothese m = (ﬁy) et I'inégalité de Sobolev, on a

o 1
P* , o
S(fa)” <Uflemiay ([ )™
Q Q

Puisque m < %, ona % — -+ >0, donc u, est bornée dans WyP(Q). O

’

Théoreme 3.9. Soit f € L™(),m > (1{—7> .

’

St <1p_—7> <m< %, alors la solution u du probleme appartient

s _ Nm(p+vy-1)
L*(Q) avec s = =E 1=

Démonstration. Supposons que (17:—7 <m <
uP?~P+1 comme fonction test dans (3.6

c —p+ + |Vu,|)P77 |Vu,|” vt < | ———
2(p p )/Q< | ) | | /Q(Un 1/n)
1

< i [ srm)

. 5—1
Nous raisonons comme dans la preuve du Lemme avec dyu = uﬁ( )dx
)
nous obtenons

/Q V()P = / [Vt P2 = Vet 0

1
1 A\
< - - m PO=1)+1=A]m _

o=

et & > 1. Utilisons



3.3. Passage a la limite 41

Par 'inégalité de Sobolev on a

1

- 1 N 7
S (/ ui*(?) < f L (/ u%)(é—l)—l-l—”/]m) )
g —c2(p5—p+1)” [Lm (@) ;

.. % . m(N— —1
Choisissons 0 tel que p*d = [p(0 — 1) + 1 —~|m/, i.e § = (p(zs)f(ﬁnp)ﬂ)‘
p

Puisque m < %, nous avons - — % > (. Par suite, u, est borné dans

L*(Q2) avec s = p*d = %—;ﬂ) donc par suite u € L*(€2).

N

ur € WyP(Q) et par I'inégalité de Sobolev que us™ € LP'(Q), i.e
u € L(92). O

Sim= ( > alors s = M- 1;”) On obtient par le fait que



Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté et développé le travail de L. Bocardo
et L. Orsina (Voir [9]), concernant un probleme semi-linéaire elliptique
avec un terme singulier. Des réultats d’existence et de régularité ont été
démontré. Ensuite, on a généraliser le travail pour un probleme non-
linéaire avec le méme terme singulier.

En comparant les résultats pour les divers valeurs de «, on remarque que
pour le cas non linéaire si en prend p = 2, on trouve les mémes résultats
que pour le cas linéaire.

Pour le cas semi-linéaire, on laisse le soin au lecteur de voir le cas ou la
donné f est une mesure (Voir [9], [1]).
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