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Notations

Notation Définition
x = (x1, x2, ..., xN) Elément de RN

r = |x| =
√

(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
N) Module de x

∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
Gradient de u

∆u Laplacien de u

q Exposent conjugué de p,
1

p
+

1

q
= 1

m′ Exposent conjugué de m,
1

m
+

1

m′
= 1

p∗ =
Np

(N − p)
Exposent critique de Sobolev

∂Ω Frontière de Ω
supp (u) Support de la fonction u
mes(A) = |A| Mesure de Lebesgue de A ⊂ RN

‖ · ‖s Norme dans l’espace Ls(Ω)
‖ · ‖X Norme dans l’espace X
X ′ Espace dual de X
p.p Presque partout tous les points
s.c.i. Semi continue inferierement
s.c.s. Semi continue superierement
V + Partie positive de la fonction V ,

V + = max(V, 0)



Notation Définition

〈·, ·〉 ou (, ) Crochet de dualité X, X ′ / Produit scalaire
dans RN

C(Ω) ou C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω
C0(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω

à support compact
Ck0 (Ω) Espace des fonctions de Ck(Ω)

à support compact
C∞(Ω) Espace des fonctions indéfiniment dérivable Ω
C∞0 (Ω) = D(Ω) Espace des fonctions de C∞(Ω) à support compact
D′(Ω) Espace dual de C∞0 (Ω), c’est à dire espace

des distributions
Lp(Ω) {u : Ω→ RN | u mesurable,

∫
Ω
|u|p <∞},

1 ≤ p <∞
L∞(Ω) {u : Ω→ RN | u mesurable ∃C tel que

|u(x)| ≤ C en p.p. x ∈ Ω }
Lq(Ω) Espace dual de Lp(Ω)
W k,p(Ω) Espace de Sobolev, à dérivée jusqu’à l’ordre k

dans Lp(Ω)

W k,p
0 (Ω) Espace de Sobolev avec trace nulle

W−k,q(Ω) Espace dual de W k,p
0 (Ω)

Mq(Ω) Les espaces de Marcinkiewicz



Introduction

Ce mémoire est consacré à l’étude des problèmes elliptiques semi-
linéaires et non-linéaires avec un terme singulier, où la donnée f appar-
tient à L1(Ω).
Pour résoudre ce genre de problèmes, on procède par approximation en
se ramenant à un cadre variationnel convenable, où on peut démontrer
l’existence et la régularité des solutions pour ces problèmes approximants
qui restent conservées par passage à la limite.

Dans le premier chapitre, on fait un rappel des espaces fonctionnels
de Sobolev et de Marcinkiewiz qui seront d’une très grande utilité dans
ce travail, ainsi que quelques théorèmes d’existence et d’unicité comme
Lax-Milgram pour le cas linéaire et théorème de Minty-Browder pour le
cas non-linéaire.

Dans le deuxième chapitre, on étudie l’existence et la régularité de la
solution d’un problème semi-linéaire avec un terme singulier de la forme

−div(M(x)∇u(x)) =
f

uγ
dans Ω

u > 0 dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(1)

Ici Ω est un ouvert borné de RN , N ≥ 2, γ > 0 , f une fonction non
négative qui appartient à un espace de Lebesgue donné, et M une matrice
elliptique i.e il existe 0 < α ≤ β tels que

α|ξ|2 ≤M(x)ξ × ξ, |M(x)| ≤ β,

pour tout ξ ∈ RN , et pour presque tout x ∈ Ω.



Une solution du problème (1) est une fonction u ∈ W 1,1
0 (Ω) telles que :

∀ω ⊂⊂ Ω, ∃cω : u ≥ cω > 0 ∈ ω,

et ∫
Ω

M(x)∇u×∇ϕ =

∫
Ω

fϕ

uγ
∀ϕ ∈ C1

0(Ω).

Le problème (1) est fortement lié au problème quasi-linéaire avec un
terme singulier suivant :

−∆u+ A
|∇u|2

u
= h(x) dans Ω

u > 0 dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(2)

avec 0 < A < 1, et h une fonction non négative. Effectivement, si on
effectue le changement de variable v = u1−A, on obtient que v est une

solution du problème (1) avec f(x) = (1 − A)h(x), γ =
A

1− A
, et M la

matrice d’identité. Les problèmes de la forme (2) ont été étudiés par les
auteurs (séparément) dans [5] et [4], ainsi que dans [25].
Notre problème est de la forme

− div(M(x)∇u) = g(x, u),

avec g(x, s) singulière pour s = 0. Ce problème a été largement étudié
dans le passé, en commençant par Stuart en 1976 (voir [29]), qui a traité
le cas de l’explosion de g(x, s) en s = 0 si x tend vers le point y sur la
frontière de Ω. Après, le problème a été étudié par Crandall, Rabinowitz
et Tartar dans [14], où ils ont prouvé l’existence et des propriétés de
continuité de la solution si g(x, s) ne dépend pas de x.
En 1991, un beau travail de Lazer et McKenna (voir [20] ) qui a traité le

cas g(x, s) =
f(x)

uγ
, avec f fonction continue , ils ont prouvé l’existence

et la régularité de la solution sur la frontière. Les résultats de Lazer et
McKenna ont été ensuite généralisés par Lair et Shaker (voir [18] et [19],
où la fonction g à la forme f(x)g(u)), et par Zhang et Cheng ( voir [30],
où la fonction g à la forme f(x)g(u) et f n’est pas dans L1(Ω).

Dans le troisième chapitre, nous étudions l’existence et la régularité
des solutions d’un problème non-linéaire avec un terme singulier de la



forme 
−Au =

f

uγ
dans Ω

u > 0 dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

où
Au = div(a(x,∇u))− ν |u|p−2 u,

et Ω un ouvert borné de RN , 1 < p < N ,γ > 0 un réel, f une fonction
non négative qui appartient à un espace de Lebesgue donné, et a : RN ×
RN → RN une fonction telle que a(., ξ) est mesurable pour tout ξ ∈ RN .
On suppose qu’il existe c1, c2 > 0 et deux constantes α et β, avec 0 ≤ α ≤
min {1, p− 1} et max {p, 2} ≤ β < ∞ tels que a satisfait les hypothèses
de monotonicité et de continuité suivantes :

a(y, 0) = 0

|a(y, ξ1)− a(y, ξ2)| ≤ c1(1 + |ξ1|+ |ξ2|)p−1−α |ξ1 − ξ2|α

(a(y, ξ1)− a(y, ξ2), ξ1 − ξ2) ≥ c2(1 + |ξ1|+ |ξ2|)p−β |ξ1 − ξ2|β ,

pour p.p y ∈ RN et pour tout ξ1, ξ2 ∈ RN .

On termine ce travail par une conclusion.



Chapitre 1

Préliminaires

Nous allons introduire des notions, des définitions et des théorèmes
qui nous seront utiles dans les différents chapitres de cette thèse.

1.1 La convergence faible

1.1.1 La convergence faible dans un Banach

Définition 1.1. Soit E un espace de Banach, E∗ son dual et 〈., .〉 le
crochet de dualité sur E∗ × E.
On dit que la suite (xh)h dans E converge faiblement vers x ∈ E si et
seulement si :

〈x∗, xh〉 →
h→+∞

〈x∗, x〉 ∀x∗ ∈ E∗, (1.1)

et on écrit :
xh ⇀

h→+∞
x faib. dans E. (1.2)

On dit que la suite (x∗h)h dans E∗ converge faiblement ∗ vers x∗ ∈ E∗ si
et seulement si :

〈x∗h, x〉 →
h→+∞

〈x∗, x〉 ∀x ∈ E, (1.3)

et on écrit :
x∗h ⇀

h→+∞
x∗ ∗ faib. dans E∗. (1.4)
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Théorème 1.1. Soit E un espace de Banach, E∗ son dual. Soient (xh)h
et (x∗h)h deux suites de E et de E∗ respectivement.
Si xh ⇀

h→+∞
x faib. dans E, alors :{

∃k > 0 t.q. ∀h ∈ N : ‖xh‖E ≤ k

‖x‖E ≤ lim inf
h→+∞

‖xh‖E
(1.5)

Si x∗h ⇀
h→+∞

x∗ ∗ faib.dans E∗, alors :{
∃k > 0 t.q. ∀h ∈ N : ‖x∗h‖E∗ ≤ k

‖x∗‖E∗ ≤ lim inf
h→+∞

‖x∗h‖E∗
(1.6)

Si xh →
h→+∞

x (fortement dans E), alors xh ⇀
h→+∞

x faib. dans E.

Si x∗h →
h→+∞

x∗ (fortement dans E∗), alors x∗h ⇀
h→+∞

x∗ ∗ faib. dans E∗.

Si xh ⇀
h→+∞

x dans E et x∗h →
h→+∞

x∗ dans E∗, alors 〈x∗h, xh〉 →
h→+∞

〈x∗, x〉.

Définition 1.2 (Espace réflexif). Soit E un espace de Banach, soit
E∗ son dual (muni de la norme duale ‖f‖E∗ = sup

x∈E
‖x‖E≤1

|〈f, x〉|).

Soit E∗∗ son bidual (muni de la norme ‖g‖E∗∗ = sup
f∈E∗
‖f‖E∗≤1

|〈g, f〉|).

On a une injection canonique J : E → E∗∗ définie comme suit : soit
x ∈ E fixé,
l’application f → 〈f, x〉 de E∗ dans R constitue une forme linéaire conti-
nue sur E∗ i.e un élément de E∗∗ noté Jx. On a donc

〈Jx, f〉E∗∗E∗ = 〈f, x〉E∗E ∀x ∈ E, ∀f ∈ E∗.

Il est clair que J est linéaire et J est une isométrie i.e. ‖Jx‖E∗∗ = ‖x‖E
pour tout x ∈ E;
en effet

‖Jx‖E∗∗ = sup
f∈E∗
‖f‖E∗≤1

|〈Jx, f〉| = sup
f∈E∗
‖f‖E∗≤1

|〈f, x〉| = ‖x‖E

Lorsque J est surjective on dit que E est réflexif.

Définition 1.3 (Espace séparable). On dit qu’un espace de Banach
E est séparable s’il existe un ensemble au plus dénombrable qui est dense
dans E.
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Théorème 1.2. Soit E un espace de Banach réflexif et soit (xh)h une
suite bornée dans E,
alors il existe une sous suite

(
xσ(h)

)
de (xh)h et x ∈ E tel.que.

xσ(h) ⇀
h→+∞

x faib. dans E. (1.7)

Si chaque sous suite converge faiblement vers la même limite x, alors :

xh ⇀
h→+∞

x faib. dans E. (1.8)

1.2 Les espaces Lp

Définition 1.4. Soit Ω un ouvert de RN .
i) Soit 1 ≤ p < +∞. On note par Lp(Ω;RN) l’ensemble des fonctions
mesurables f : Ω→ RN tel que

‖f‖Lp(Ω;RN ) =

(∫
Ω

|f(x)|p dx
)1/p

< +∞. (1.9)

‖.‖Lp(Ω;RN ) est une norme sur Lp(Ω;RN).

ii) Si p = +∞, on note par L∞(Ω;RN) l’ensemble des fonctions mesu-
rables f : Ω→ RN tel que

‖f‖L∞(Ω;RN ) = inf {α : |f(x)| ≤ α p.p x ∈ Ω} < +∞.

‖.‖L∞(Ω;RN ) est une norme sur L∞(Ω;RN).

iii) Lploc(Ω;RN) =
{
f / f ∈ Lp(Ω′;RN),∀Ω′ un ouvert borné avec Ω′ ⊂ Ω

}
.

Remarque 1.1. a) Soit 1 ≤ p ≤ +∞. On désigne par q le conjugué de

p càd :
1

p
+

1

q
= 1.

b) Soit 1 ≤ p < +∞. Alors l’espace dual de Lp(Ω;RN) est Lq(Ω;RN).

Théorème 1.3. (Inégalité de Hölder) Soient f ∈ Lp(Ω;RN) et g ∈
Lq(Ω;RN) avec 1 ≤ p ≤ +∞. Alors (f, g) ∈ L1(Ω;RN) et∫

Ω

|(f(x), g(x))| dx ≤ ‖f‖Lp(Ω;RN ) . ‖g‖Lq(Ω;RN ) . (1.10)
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Théorème 1.4. (Inégalité de Hölder inversée ) Soit f, g : R→ R
et a, b ∈ R avec a < b. Si |f | et |g| sont intégrable sur [a, b], 0 < p <
1(ou p < 0) avec q = p/(p− 1), alors,∫ b

a

|f(t)g(t)|dt ≥
(∫ b

a

|f(t)|pdt
)1/p(∫ b

a

|g(t)|qdt
)1/q

.

Démonstration. Voir [12]

Théorème 1.5. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue).
Soit (fn) une suite de fonction de L1(Ω). On suppose que :

1. fn(x)→ f(x) p.p sur Ω.

2. Il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que pour chaque n : |fn(x)| ≤
g(x) p.p sur Ω.

Alors f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0.

Définition 1.5. (Les espaces de Marcinkiewicz) Soit 0 < q < ∞
et Ω est un ouvert borné de RN , l’espace de Marcinkiewicz Mq(Ω) est
l’ensemble des fonctions mesurables f : Ω→ R telles que :

φf (k) = mes{x ∈ Ω : |f(x)| > k} ≤ Ck−q, C <∞, k > 0.

Pour un ensemble mesurable A ⊂ RN nous utilisons la notation mes(A) =
|A| pour dénoter sa mesure de Lebesgue. L’espace de Marcinkiewicz
Mq(Ω) muni de la norme

‖f‖Mq(Ω) = inf
{
C : φf (k) ≤ Ck−q, pour k > 0

}
est un espace de Banach. Notons que si f ∈ Lq(Ω), on a∫

{|f |>k}
dx ≤

∫
Ω

∣∣∣∣fk
∣∣∣∣q dx ≤ k−q

∫
Ω

|f |qdx,

donc

φf (k) ≤ k−q‖f‖qq
et comme conclusion directe on a l’inclusion Lq(Ω) ⊂Mq(Ω).
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1.2.1 Convergence faible dans espaces Lp

Théorème 1.1. .Soit (fn) une suite bornée de Lp(I) alors elle admet
une sous-suite qui converge faiblement.

La notion de convergence faible dans Lp
(
Ω;RN

)
devient donc comme

suit :
• Si 1 ≤ p < +∞, alors fh ⇀

h→+∞
f faib. dans Lp

(
Ω;RN

)
si :∫

Ω

(fh (x) , g (x)) dx →
h→+∞

∫
Ω

(f (x) , g (x)) dx ∀g ∈ Lq
(
Ω;RN

)
.

(1.11)
• Si p = +∞, alors fh ⇀

h→+∞
f ∗ faib.dans L∞

(
Ω;RN

)
si :∫

Ω

(fh (x) , g (x)) dx →
h→+∞

∫
Ω

(f (x) , g (x)) dx ∀g ∈ L1
(
Ω;RN

)
,

(1.12)

Théorème 1.6. L’espace Lp
(
Ω;RN

)
est réflexif pour 1 < p < +∞. De

plus L2
(
Ω;RN

)
est un espace de Hilbert avec le produit scalaire définit

par :

(f, g)L2(Ω;RN ) =

∫
Ω

(f (x) , g (x)) dx. (1.13)

1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.6. Soit Ω un ouvert de RN et 1 ≤ p ≤ +∞. L’espace de
Sobolev W 1,p(Ω) est définie par :

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω) : ∇u ∈ Lp(Ω;RN)

}
, (1.14)

où ∇u = (
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xN
) représente la 1ère dérivée au sens des dis-

tributions de la fonction réelle u.
On définit dans cet espace la norme suivante :

‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + ‖∇u‖Lp(Ω;RN ) (1.15)

ou parfois une norme équivalente :

‖u‖W 1,p(Ω) =
(
‖u‖pLp(Ω) + ‖∇u‖p

Lp(Ω;RN )

)1/p

(si 1 ≤ p < +∞). (1.16)
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Définition 1.7. Soit 1 ≤ p < +∞. L’espace W 1,p
0 (Ω) est définie comme

la fermeture de C∞0 (Ω) dans W 1,p(Ω).

L’espace dual de W 1,p
0 (Ω) est noté par W−1,q(Ω) avec

1

p
+

1

q
= 1.

Remarque 1.2. Si p = 2, l’espace W 1,2(Ω) est noté par H1,2(Ω) ou
bien H1(Ω). Même chose pour W 1,2

0 (Ω) ; on le note par H1,2
0 (Ω) ou bien

H1
0 (Ω).

Proposition 1.1. i) L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour
1 ≤ p ≤ +∞.
ii) L’espace W 1,p(Ω) est un espace réflexif pour 1 < p < +∞.
iii) L’espace W 1,p(Ω) est un espace séparable pour 1 ≤ p < +∞.
iv) L’espace W 1,p

0 (Ω) est un espace de Banach séparable ; il est de plus
réflexif pour 1 < p < +∞.
v) Les espaces H1(Ω) et H1

0 (Ω) sont des espaces de Hilbert muni du pro-
duit scalaire suivant :

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
n∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

(1.17)

Théorème 1.7 (Inégalité de Poincaré). Soit Ω un ouvert borné et
soit 1 ≤ p < +∞.
Alors il existe une constante k > 0 tel que

‖u‖Lp(Ω) ≤ k ‖∇u‖Lp(Ω;RN ) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) .

Remarque 1.3. A partir du théorème 1.5, on conclut que ‖∇u‖Lp(Ω;RN )

est une norme sur W 1,p
0 (Ω) notée par ‖u‖W 1,p

0 (Ω) qui est équivalente à la

norme ‖u‖W 1,p(Ω).

Définition 1.8. (Opéerateur compact) Soient E,F deux espaces de
Banach et A : E → F opérateur continu (pas forcément linéaire). On
dit que A est un opérateur compact si l’image de tout borné de E par A
est relativement compacte dans F . En d’autres termes, si (un)n ⊂ E est
une suite bornée, alors la suite (vn = A(un))n ⊂ F admet une sous-suite
convergente dans F .
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1.3.1 Théorème des injections

Théorème 1.8 (l’injection compacte). Soit Ω un ouvert borné de RN

tel que ∂Ω est Lipschitzienne.

• Si 1 ≤ p < N , alors W 1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω) ∀q ∈
[
1,

Np

N − p

]
avec injection

compacte pour q ∈
[
1,

Np

N − p

[
.

• Si p = N , alors W 1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω) ∀q ∈ [1,+∞[ et l’injection est
compacte.
• Si p > N , alors W 1,p (Ω) ⊂ C

(
Ω
)

avec injection compacte.

Remarque 1.4. L’injection compacte permet de passer de la convergence
faible à la convergence forte comme suit :
Soit uh ⇀ u faib. dans W 1,p (Ω).

• Si 1 ≤ p < N , alors uσ(h) → u fortement dans Lq (Ω) , 1 ≤ q <
Np

N − p
.

• Si p = N , alors uσ(h) → u fortement dans Lq (Ω) , 1 ≤ q < +∞.
• Si p > N , alors uσ(h) → u fortement dans L∞ (Ω).

Théorème 1.9 (Inégalité de Sobolev). Soit Ω un ouvert régulier de
RN et soit 1 ≤ p < +∞. Alors il existe une constante k(p,N) telle que

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ k(p,N) ‖∇u‖Lp(Ω;RN ) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) .

1.4 Notion de troncature

La notion de troncature est une notion très importante dans l’étude
des EDP avec donnée dans L1 ou bien mesure. Cette notion est basée sur
l’usage des fonctions Tk(s) et Gk(s), k > 0, définies par :

Tk(s) =

{
s , si|s| ≤ k ;

k s
|s| , si |s| > k ;
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Figure 1.1 – La troncature

La fonction définie précédement est la suivante :

Gk(s) = s− Tk(s)

Figure 1.2 – La fonction Gk(s)

1.5 Théorèmes d’existence

Définition 1.9 (Forme linéaire). Soit f : E → R. On dit que f est
une forme linéaire sur E si est seulement si :

∀u, v ∈ E, ∀α, β ∈ R : f (αu+ βv) = αf (u) + βf (v) . (1.18)
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Définition 1.10 (Forme bilinéaire). Soit a : E × E → R. On dit que
a est une forme bilinéaire sur E si pour tout u ∈ E fixé, les applications
suivantes :

a (u, .) : v ∈ E → a (u, v) ∈ R,

a (., u) : v ∈ E → a (v, u) ∈ R,
(1.19)

sont linéaires.
Rappellons que si a est une forme bilinéaire continue sur E, alors ∃c > 0
tel que

|a (u, v)| ≤ c ‖u‖E ‖v‖E ∀u, v ∈ E. (1.20)

Définition 1.11 (Forme bilinéaire coercive). Soit V un espace de
Hilbert et a une forme bilinéaire sur V. a est coercive sur V si ∃α > 0
tel que

a (u, u) ≥ α ‖u‖2
V ∀u ∈ V. (1.21)

Théorème 1.10 (Lax–Milgram). Soit a une forme bilinéaire continue
et coercive sur l’espace de Hilbert V . Alors pour tout élément f de V ∗, il
existe un unique élément u dans E qui vérifie :

a (u, v) = ((f, v)) ∀v ∈ V . (1.22)

De plus on a :

‖u‖V ≤
1

α
‖f‖V ∗ (1.23)

où α est donnée dans (1.21).

Démonstration. Voir [10].

Définition 1.12. Soit E un espace de Banach et E∗ son dual.
Soit A : D(A) ⊂ E → E∗ un opérateur.
1- On dit que A est monotone si

〈Au1 − Au2, u1 − u2〉 ≥ 0 ∀u1, u2 ∈ D(A)

2- On dit que A est strictement monotone si

∀u1, u2 ∈ D(A) : 〈Au1 − Au2, u1 − u2〉 = 0⇒ u1 = u2.

3- On dit que A est maximal monotone si

∀ [x, y] ∈ E × E∗ tel que 〈y − Au, x− u〉 ≥ 0 ∀u ∈ D(A)⇒ y = Ax.

4- On dit que A est hémicontinu si

A (u+ tv) →
t→0

Au faiblement dans E∗ ∀u ∈ D(A) et v ∈ E tel que u+tv ∈ D(A)

pour 0 ≤ t ≤ 1.
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Théorème 1.11. (Théorème de Minty-Browder) Soit E un espace
de Banach séparable et soit A : E → E∗(i.e D(A) = E) un opérateur
monotone et hémicontinu. Alors A est maximal monotone.
En plus, si E est réfexif et A est coercif, i.e.

lim
‖u‖E→∞

〈Au, u〉E∗E
‖u‖E

= +∞,

alors R(A) = E∗.

Démonstration. Voir [22].

Théorème 1.12 (Théorème du point fixe de Schauder). Suppo-
sons que E est un convexe fermé d’un espace de Banach X. Soit T un
opérateur continu et compact de E dans E. Alors T admet un point fixe
dans E.

Définition 1.13. (Fonction convexe) Soit J une fonction définie sur
un espace de Banach X, à valeurs dans R . Elle est dite convexe si :

∀(x, y) ∈ X2, ∀λ ∈]0, 1[, J(λx+ (1− λ)y) ≤ λJ(x) + (1− λ)J(y).

Définition 1.14. (Fonction semi continue inférieurement (s.c.i))
Soit J une fonction définie sur un espace de Banach X, à valeurs dans
R = R ∪ {−∞,+∞}. Elle est dite semi continue inférieurement (s.c.i.)
en x si, pour toute suite {xn} telle que xnconverge vers x, on a :

J(x) ≤ lim
n→∞

inf J (xn) .

En dit semi continue inférieurement faiblement si la convergence étant
pour la topologie faible.

Définition 1.15. (Fonction coercive) Une fonctionnelle J définie sur
un espace de Banach séparable X est dite coercive si :

lim
‖x‖X→+∞

J(x) = +∞.

Théorème 1.13. Soit V un espace de Banach réflexif, et J : V →
R∪{+∞} une fonction coercive faiblement semi-continue inférieurement
(s.c.i) sur V .
Alors inf

u∈K
J(u) <∞ et ∃u0 ∈ K, J (u0) = min

u∈K
J(u).

De plus si J est strictement convexe, u0 est unique. Si J est différentiable
au sense de Gateaux alors J ′ (u0) = 0.

Démonstration. Voir [2].



Chapitre 2

Problème elliptique
semi-linéaire avec un terme
singulier

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on prouve l’existence et la régularité des solutions
d’un problème semi-linéaire elliptique avec un terme singulier de la forme
suivante 

−div(M(x)∇u(x)) =
f

uγ
dans Ω

u > 0 dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(2.1)

où Ω est un ouvert borné de RN , N ≥ 2,γ > 0 un réel, f une fonction
non négative qui appartient à un espace de Lebesgue donné, et M une
matrice elliptique i.e il existe 0 < α ≤ β tels que

α|ξ|2 ≤M(x)ξ × ξ, |M(x)| ≤ β, (2.2)

pour tout ξ ∈ RN , et pour presque tout x ∈ Ω.

Définition 2.1. On dit que u ∈ H1
0 (Ω) est une solution d’energie du

problème (2.1) si et seulement si∫
Ω

M(x)∇u×∇φ =

∫
Ω

fφ

uγ
, ∀φ ∈ C1

0(Ω). (2.3)
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2.2 Le problème approximant

Soit f une fonction mesurable positive non identiquement nulle, et
soit n ∈ N. Posons fn(x) = Tn(f) et considérons le problème suivant :

− div (M(x)∇un) =
fn(

un + 1
n

)γ dans Ω

un > 0 dans Ω

un = 0 sur ∂Ω

(2.4)

Lemme 2.1. Le problème (2.4) admet une solution positive un ∈ H1
0 (Ω)∩

L∞(Ω).

Démonstration. Fixons n ∈ N assez grand. Soit v ∈ L2(Ω) tel que w =
S(v) est l’unique solution du problème : − div(M(x)∇w) =

fn(
|v|+ 1

n

)γ dans Ω

w = 0 sur ∂Ω
(2.5)

Prenons w comme fonction test dans (2.5), et utilisons la coercivité de
la matrice M nous obtenons

α

∫
Ω

|∇w|2 ≤
∫

Ω

M(x)∇w ×∇w =

∫
Ω

fnw(
|v|+ 1

n

)γ ≤ nγ+1

∫
Ω

|w|.

En utilisant l’ingéalité de Poincaré dans le membre gauche et l’inégalité
de Hölder dans le membre droit dans l’inégalité précédente on trouve :∫

Ω

|w|2 ≤ α

∫
Ω

|∇w|2 ≤ nγ+1

∫
Ω

|w| ≤ Cnγ+1
(∫

Ω

|w|2
) 1

2
.

Ce qui implique que
‖w‖L2(Ω) ≤ Cnγ+1.

Donc la boule dans L2(Ω) de rayon Cnγ+1 est invariante par S.
Montrons maintenant que S est continu et compact.

— (La continuité de S) Notons wk := S(vk) et w := S(v). Montrons
que si

lim
k→+∞

‖vk − v‖L2(Ω) = 0⇒ lim
k→+∞

‖wk − w‖L2(Ω) = 0.
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Soit wk solution du problème − div(M(x)∇wk) =
fn(

|vk|+ 1
n

)γ dans Ω

w = 0 sur ∂Ω
(2.6)

et w solution du problème − div(M(x)∇w) =
fn(

|v|+ 1
n

)γ dans Ω

w = 0 sur ∂Ω
(2.7)

En faisant la soustraction entre (2.6) et (2.7), et prenons zk =
wk − w comme fonction test on obtient∫

Ω

M(x)∇(wk−w)×∇(wk−w) =

∫
Ω

(wk−w)

[
fn

(|vk|+ 1
n
)γ
− fn

(|v|+ 1
n
)γ

]
En utilisant (2.2) on trouve :

α

∫
Ω

|∇(wk − w)|2 ≤
∫

Ω

(wk − w)

[
fn

(|vk|+ 1
n
)γ
− fn

(|v|+ 1
n
)γ

]
Utilisons l’inégalité de Hölder on obtient

‖wk − w‖2
L2(Ω) ≤ ‖wk − w‖L2(Ω)

(∫
Ω

∣∣∣ fn
(|vk|+ 1

n
)γ
− fn

(|v|+ 1
n
)γ

∣∣∣2) 1
2

Ce qui nous donne

‖wk − w‖L2(Ω) ≤
(∫

Ω

∣∣∣ fn
(|vk|+ 1

n
)γ
− fn

(|v|+ 1
n
)γ

∣∣∣2) 1
2

Remarquons que∣∣∣ fn
(|vk|+ 1

n
)γ
− fn

(|v|+ 1
n
)γ

∣∣∣ ≤ 2nγ+1.

Par le théorème de convergence dominée nous concluons que

lim
k→+∞

‖wk − w‖L2(Ω) = 0,

et par suite S est continu.
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— (La compacité de S) Soit {vk}k∈N ⊂ L2(Ω) uns suite bornée. No-
tons wk := S(vk). Montrons qu’on peut extraire une sous-suite de
{S(vk)}k∈N qui converge fortement vers S(w) dans L2(Ω).
Soit {vk}k∈N ⊂ L2(Ω) tel que ‖vk‖L2(Ω) ≤ C. On peut en extraire
une sous-suite qui converge faiblemnt vers v dans L2(Ω).
Prenons wk comme fonction test dans (2.4), nous obtenons

α

∫
Ω

|∇wk|2 ≤
∫

Ω

fnwk(
|vk|+ 1

n

)γ ≤ nγ+1

∫
Ω

|wk| ≤ Cnγ+1
(∫

Ω

|wk|2
) 1

2
,

ce qui implique que ‖wk‖H1
0 (Ω) = ‖S(vk)‖L2(Ω) ≤ C, alors il existe

une sous-suite {S(vk)}k∈N tel que S(vk) ⇀ w faiblement dans
H1

0 (Ω), et par l’injection compacte de H1
0 (Ω) dans L2(Ω) on a

S(vk)→ w fortement dans Lα(Ω) pour tout 1 ≤ α < 2∗ =
2N

N − 2
.

Maintenant, il suffit de montrer que w = S(v). En effet, pour tout
φ ∈ H1

0 (Ω) ∫
Ω

M(x)∇wk ×∇φ =

∫
Ω

fnφ(
|vk|+ 1

n

)γ . (2.8)

Nous allons montrer que lorsque k tend vers +∞ que (2.8) converge
vers ∫

Ω

M(x)∇w ×∇φ =

∫
Ω

fnφ(
|v|+ 1

n

)γ . (2.9)

Par le théorème de convergence dominée on a

lim
k→+∞

∫
Ω

fnφ(
|vk|+ 1

n

)γ =

∫
Ω

fnφ(
|v|+ 1

n

)γ .
Nous concluons que

lim
k→+∞

∫
Ω

M(x)∇wk ×∇φ =

∫
Ω

M(x)∇w ×∇φ,

et on particulier que w = S(v).

Alors, par le théorème du point fixe de Schauder il existe un dans H1
0 (Ω)

tel que un = S(un) i.e un résout − div (M(x)∇un) =
fn(

|un|+ 1
n

)γ dans Ω

un = 0 sur ∂Ω
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Puisque
fn

(|un|+ 1
n
)γ
≥ 0, le principe du maximum implique que un ≥ 0,

et par conséquent un résout (2.5). Enfin, le fait que le membre droit de
(2.5) appartient à L∞(Ω) implique que un appartient à L∞(Ω).

Remarque 2.1. Il est possible d’utiliser des techniques variationnelles
pour montrer l’existence de la solution, en minimisant la fonctionnelle
d’énergie suivante

J(u) =
1

2

∫
Ω

M(x)∇u×∇u−
∫

Ω

F (u)

avec

F (s) =

∫ s

0

fn
(|t|+ 1

n
)γ
dt.

En effet :
On va appliquer le Théorème 1.13 à notre fonctionnelle J.

— J est coercive :

J(u) =
1

2

∫
Ω

M(x)∇u×∇u−
∫

Ω

F (u)

≥ α

2

∫
Ω

|∇u|2 − Cnγ‖u‖L2∗ (Ω)

≥ α

2
‖u‖2

H1
0 (Ω) − C

′nγ‖∇u‖L2(Ω)

Ce qui entraine que

J(u) ≥ ‖u‖H1
0 (Ω)

(α
2
‖u‖H1

0 (Ω) − C ′n
)
,

donc J est coercive.

— J est faib.s.c.i sur H1
0 (Ω) :

Soit {uk} ⊂ H1
0 (Ω) tel que uk → u0 faiblement dans H1

0 (Ω), alors

1

2
‖u0‖2

H1
0 (Ω) ≤ lim inf

k→∞

1

2
‖uk‖2

H1
0 (Ω)

et

lim
k→∞

F (uk) = lim
k→∞

∫ uk

0

fn
(|s|+ 1

n
)γ
ds

=

∫ u0

0

fn
(|s|+ 1

n
)γ
ds

= F (u0)



2.2. Le problème approximant 19

Comme conclusion en obtient que

1

2
‖u0‖2

H1
0 (Ω) −

∫
Ω

F (u0) ≤ lim inf
k→∞

(
1

2
‖uk‖2

H1
0 (Ω) −

∫
Ω

F (uk)

)
i.e.,

J (u0) ≤ lim inf
n→∞

J (un) .

Par conséquence J est faib.s.c.i sur H1
0 (Ω).

D’après le Théorème 1.13 il existe u0 ∈ H1
0 (Ω) telle que K = J(u0).

Il est facile de voir que :

〈J ′ (u0) , v〉 =

∫
Ω

M(x)∇u0 ×∇v −
∫

Ω

fnv(
|u0|+ 1

n

)γ .
Comme J ′ (u0) = 0, on conclut que u0 est une solution faible du
problème (2.4).

— u0 est unique :
Supposons que un et vn ∈ H1

0 (Ω) deux solutions de (2.4) donc :

− div (M(x)∇un) + div (M(x)∇vn) =
fn(

un + 1
n

)γ − fn(
vn + 1

n

)γ
Multiplions par la fonction test un−vn et intégrons nous obetenons∫

Ω

M(x) (∇un −∇vn)× (∇un −∇vn) =

∫
Ω

fn (un − vn)

×

(
1(

un + 1
n

)γ − 1(
vn + 1

n

)γ
)
.

D’où

0 < α

∫
Ω

|∇(un − vn)|2 ≤ 0.

Alors on obtient que ∫
Ω

|∇(vn − un)|2dx = 0

Donc un = vn.

Lemme 2.2. La suite {un}n est croissante par rapport à n.
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Démonstration. On remarque que 0 ≤ fn ≤ fn+1.

−div(M(x)∇un) =
fn

(un + 1
n
)γ
≤ fn+1

(un + 1
n+1

)γ

−div(M(x)∇(un − un+1)) ≤ fn+1

[
1

(un + 1
n+1

)γ
− 1

(un+1 + 1
n+1

)γ

]

= fn+1

[
(un+1 + 1

n+1
)γ − (un + 1

n+1
)γ

(un + 1
n+1

)γ(un+1 + 1
n+1

)γ

]

Choisissons (un−un+1)+ comme fonction test dans l’inégalité précédente,
nous obtenons∫

Ω

fn+1

[
(un+1 + 1

n+1
)γ − (un + 1

n+1
)γ

(un + 1
n+1

)γ(un+1 + 1
n+1

)γ

]
(un − un+1)+ ≤ 0,

alors

0 ≤ α

∫
Ω

|∇(un − un+1)+|2 ≤ 0.

Donc (un − un+1)+ = 0 presque partout dans Ω, ce qui implique que
un ≤ un+1.

Remarque 2.2. Pour le signe de
[
(un+1 + 1

n+1
)γ − (un + 1

n+1
)γ
]
(un −

un+1)+ on utilise le théorème des accroissement finis (TAF).
Rappel : f : [a, b] → R, continue sur [a, b], et dérivable sur ]a, b[, alors
il existe un réel c ∈ ]a, b[ :

f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c).

Si on pose f(s) = sγ, f ′(s) = γsγ−1, a = un + 1
n+1

, b = un+1 + 1
n+1

. Alors,

(un+1 +
1

n+ 1
)γ − (un +

1

n+ 1
)γ = γcγ−1 (un+1 − un)

d’où[
(un+1 +

1

n+ 1
)γ − (un +

1

n+ 1
)γ
]
(un − un+1)+ = γcγ−1 (un+1 − un) (un − un+1)+

≤ 0
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Lemme 2.3. Pour tout n ∈ N, la solution du problem (2.5) est telle que
pour tout E ⊂⊂ Ω, un ≥ CE > 0.

Démonstration. Pour tout n ∈ N fixé, un ∈ L∞(Ω). Alors, pour n = 1
nous avons

−div(M(x)∇u1)) =
f1

(u1 + 1)γ
≥ f1

(‖u1‖∞ + 1)γ
≥ f1

(C + 1)γ
.

Puisque le membre droit est non identiquement nul et en appliquant le
principe du maximum fort ça implique que u1 > 0 dans Ω. Alors il existe
une constante CE > 0 tel que u1 ≥ CE > 0. Puisque un ≥ u1 pour tout
n ∈ N, la preuve est achevée.

2.3 Résultats d’existence pour donnée dans

L1(Ω)

2.3.1 Le cas γ = 1

Lemme 2.4. Si f ∈ L1(Ω), alors un est bornée dans H1
0 (Ω).

Démonstration. Prenons un comme fonction test dans (2.4), et pusique
un

un+ 1
n

≤ 1 nous obtenons

α

∫
Ω

|∇un|2 ≤
∫

Ω

M(x)∇un ×∇un ≤
∫

Ω

fnun
(un + 1/n)

≤
∫

Ω

fn ≤
∫

Ω

f.

Théorème 2.1. Soit f une fonction non négative dans L1(Ω). Alors il
existe une solution u dans H1

0 (Ω) de (2.1), dans le sens∫
Ω

M(x)∇u×∇φ =

∫
Ω

fφ

u
,∀φ ∈ C1

0(Ω).

Démonstration. D’après le lemme précédent, (un)n est bornée dansH1
0 (Ω),

donc converge faiblement vers u dans H1
0 (Ω), ce qui peut être réécrit

comme suit :

lim
n→+∞

∫
Ω

M(x)∇un ×∇φ =

∫
Ω

M(x)∇u×∇φ,
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pour tout φ ∈ C1
0(Ω). D’un autre côté on a

0 ≤
∣∣∣∣ fnϕ

un + 1
n

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖L∞(Ω)

cω
f,

où ω est l’ensemble {φ 6= 0}. Donc d’après le théorème de convergence
dominée de Lebesgue on obtient

lim
n→+∞

∫
Ω

fnϕ

un + 1
n

=

∫
Ω

fϕ

u
,

ce qui achève la démonstration.

2.3.2 Le cas γ > 1

Lemme 2.5. Soit f ∈ L1(Ω) et soit un la solution du problème (2.4).

Alors u
γ+1

2
n est bornée dans H1

0 (Ω) et un bornée dans H1
loc(Ω) et dans

Ls(Ω) avec s = N(γ+1)
N−2

.

Démonstration. Utilisons uγn comme fonction test dans (2.4), nous obte-
nons avec uγn

(un+ 1
n

)γ
≤ 1∫

Ω

M(x)∇un ×∇uγn =

∫
Ω

fnu
γ
n(

un + 1
n

)γ ≤ ∫
Ω

fn ≤
∫

Ω

f

La quantité à gauche vaut∫
Ω

M(x)∇un ×∇uγn =

∫
Ω

M(x)∇un × γuγ−1
n ∇un

En utilisant la coercivité de M on obtient

αγ

∫
Ω

|∇un|2 uγ−1
n ≤ γ

∫
Ω

M(x)∇un ×∇unuγ−1
n ≤

∫
Ω

fn ≤
∫

Ω

f

D’où,

αγ

∫
Ω

|∇un|2 uγ−1
n ≤

∫
Ω

f

Or, on a∫
Ω

|∇un|2 uγ−1
n =

∫
Ω

|∇un|2
(
u
γ−1

2
n

)2

=

∫
Ω

∣∣∣∇un (u γ−1
2

n

)∣∣∣2
=

∫
Ω

∣∣∣∣ 2

γ + 1
∇u

γ+1
2

n

∣∣∣∣2
=

∫
Ω

4

(γ + 1)2

∣∣∣∇u γ+1
2

n

∣∣∣2
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donc
4αγ

(γ + 1)2

∫
Ω

∣∣∣∇u γ+1
2

n

∣∣∣2 ≤ ∫
Ω

f,

ce qui donne que u
γ+1

2
n est bornée dans H1

0 (Ω).
En utilisant le théorème d’injection de Sobolev, on trouve

‖u
2∗(γ+1)

2
n ‖L2∗ (Ω) ≤ c‖u

γ+1
2

n ‖H1
0 (Ω) < C.

Donc un est bornée dans Ls(Ω) avec s = 2∗(γ+1)
2

= N(γ+1)
N−2

.
Pour montrer que un est bornée dans H1

loc(Ω), on prend ϕ une fonction
dans C1

0(Ω), et soit ω = {ϕ 6= 0}. Choisissons unϕ
2 comme fonction test

dans (2.4), on a∫
Ω

M(x)∇un ×∇
(
unϕ

2
)

=

∫
Ω

fnunϕ
2(

un + 1
n

)γ
⇒
∫

Ω

M(x)∇un ×
(
ϕ2∇un + 2∇ϕunϕ

)
=

∫
Ω

fnunϕ
2(

un + 1
n

)γ
⇒
∫

Ω

M(x)∇un ×∇unϕ2 + 2

∫
Ω

M(x)∇un ×∇ϕunϕ ≤
∫

Ω

fnunϕ
2

uγn

⇒ α

∫
Ω

|∇un|2 ϕ2 + 2

∫
Ω

M(x)∇un ×∇ϕunϕ ≤
∫

Ω

fnϕ
2

uγ−1
n

⇒ α

∫
Ω

|∇un|2 ϕ2 + 2

∫
Ω

M(x)∇un ×∇ϕunϕ ≤
1

cγ−1
ω

∫
Ω

fnϕ
2.

Par l’inégalité de Young
(
ab ≤ a2

2
+
b2

2

)
, on a

2β

∫
Ω

∇un ×∇ϕunϕ ≤
α

2

∫
Ω

|∇un|2 ϕ2 +
2β2

α

∫
Ω

|∇ϕ|2u2
n,

et enfin puisque un ∈ Ls(Ω), s ≥ 2, on obtient

α

2

∫
Ω

|∇un|2 ϕ2 ≤ 1

cγ−1
ω

∫
Ω

fnϕ
2 +

2β2

α

∫
Ω

|∇ϕ|2u2
n

≤
‖ϕ‖2

L∞(Ω)

cγ−1
ω

∫
Ω

fn +
2β2

α
‖∇ϕ‖2

L∞(Ω)

∫
Ω

u2
n

≤
‖ϕ‖2

L∞(Ω)

cγ−1
ω

∫
Ω

f +
2β2

α
‖∇ϕ‖2

L∞(Ω)

∫
Ω

u2
n ≤ C(f, ϕ).

Donc un est bornée dans H1
loc(Ω).
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2.4 Résultats de régularité

2.4.1 Le cas γ = 1

Lemme 2.6. Soit f ∈ Lm(Ω),m ≥ 1, alors u la solution de (2.1) donnée
par le Théorème 2.1 est telle que :

1 Si m > N
2

alors u ∈ L∞(Ω).

2 Si 1 ≤ m < N
2

alors u ∈ Ls(Ω) tq s = 2Nm
N−2m

.

Démonstration. Pour prouver (1) en utilise la fonction de troncature. Soit
k > 1 (k ∈ N), on définit Gk(s) = (s − k)+. Choisissons Gk(un) comme
fonction test dans (2.4), on a

α

∫
Ω

|∇Gk(un)|2 ≤
∫

Ω

M(x)∇Gk(un)×∇Gk(un)

=

∫
Ω

fnGk(un)

un + 1
n

≤
∫

Ω

fGk (un)

Dans le dernier passage on à utilisé le faite que un + 1
n
≥ k ≥ 1 sur

l’ensemble {un ≥ k} où Gk (un) 6= 0.
Maintenant, le Théorème 4.2 dans [27] nous confirme l’existence d’une
constante C qui ne dépend pas de n telle que

‖un‖L∞(Ω) ≤ C‖f‖Lm(Ω).

Par suite, puisque un est bornée dans L∞(Ω) implique que u ∈ L∞(Ω).
Pour (2), on observe que si m = 1 alors s = 2N

N−2
= 2∗, donc un ∈ L2∗(Ω)

est vraie par l’injection de Sobolev car un ∈ H1
0 (Ω).

Si 1 < m < N
2

, soit δ > 1 et choisissons u2δ−1
n comme fonction test dans

(2.4), on obtient∫
Ω

M(x)∇un ×∇
(
u2δ−1
n

)
=

∫
Ω

fnu
2δ−1
n

un + 1
n

⇒ (2δ − 1)

∫
Ω

M(x)∇un ×∇un(u2δ−2
n ) ≤

∫
Ω

fnu
2δ−2
n

Utilisons la coercivité de M , on obtient

α(2δ − 1)

∫
Ω

|∇un|2 u2δ−2
n ≤

∫
Ω

fu2δ−2
n

≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(2δ−2)m′

n

) 1
m′
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On remarque que∫
Ω

|∇un|2 u2δ−2
n =

∫
Ω

|∇un|2 u2(δ−1)
n =

∫
Ω

∣∣∇unuδ−1
n

∣∣2 =

∫
Ω

∣∣∇uδn∣∣2
δ2

.

Par l’inégalité de Sobolev, nous obtenons∫
Ω

∣∣∇uδn∣∣2
δ2

≥ S
δ2

(∫
Ω

u2∗δ
n

) 2
2∗

α(2δ − 1)
S
δ2

(∫
Ω

u2∗δ
n

) 2
2∗

≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(2δ−2)m′

n

) 1
m′

≤ δ2

S(2δ − 1)
‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(2δ−2)m′

n

) 1
m′

⇒ α

(∫
Ω

u2∗δ
n

) 2
2∗

≤ δ2

S(2δ − 1)
‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(2δ−2)m′

n

) 1
m′

(2.10)

On choisit δ de sorte que on a 2∗δ = (2δ − 2)m′, i.e.,

δ =
m(N − 2)

N − 2m
.

Il est facile de voir que δ > 1 si et seulement si m > 1, et avec ce choix
de δ nous avons

2∗δ =
2N

N − 2
× m(N − 2)

N − 2m
=

2Nm

N − 2m
= s,

donc (2.10) devient(∫
Ω

usn

) 2
2∗

≤ C(N,m)‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

usn

) 1
m′

Puisque
2

2∗
>

1

m′
car par hypothèse m <

N

2
. Alors d’après la dernière

inégalité, nous concluons que un est bornée dans Ls(Ω), et par suite u
appartient à Ls(Ω).
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2.4.2 Le cas γ > 1

Lemme 2.7. Soit f ∈ Lm(Ω),m ≥ 1 , alors la solution u de (2.1) est
telle que :

1 Si m > N
2

, alors u ∈ L∞(Ω).

2 Si 1 ≤ m < N
2

, alors u ∈ Ls(Ω), s = Nm(γ+1)
N−2m

.

Démonstration. La preuve de (1) est similaire à celle du Lemme (2.6).

Pour (2), si m = 1, le résultat est obtenu par le fait que u
γ+1

2 ∈ H1
0 (Ω),

et par l’injection de Sobolev.
Maintenant, si 1 < m < N

2
, on choisit δ > γ+1

2
> 0 et prenons u2δ−1

n

comme fonction test dans (2.4), on obtient∫
Ω

M(x)∇un ×∇(u2δ−1
n ) =

∫
Ω

fnu
2δ−1
n

(un + 1
n
)γ

⇒ α(2δ − 1)

∫
Ω

|∇un|2 u2δ−2
n ≤

∫
Ω

fnu
2δ−1
n

uγn
≤
∫

Ω

fu2δ−1−γ
n

Par l’inégalité de Sobolev, on a

α

(∫
Ω

u2∗δ
n

) 2
2∗

≤ δ2

S(2δ − 1)
‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(2δ−1−γ)m′

n

) 1
m′

.

Choisissons δ telle que 2∗δ = (2δ − 1− γ)m′.
2N

N − 2
δ = (2δ − 1− γ)

m

m− 1
⇔ δ

2N

N − 2
− δ 2m

m− 1
= −(1 + γ)

m

m− 1

⇔ δ
N(m− 1)−m(N − 2)

(N − 2)(m− 1)
= −(1 + γ)

2
× m

m− 1

⇔ δ = −(1 + γ)

2
× m

m− 1
× (N − 2)(m− 1)

−N + 2m

⇔ δ =
m(1 + γ)

2

(N − 2)

N − 2m

On remarque que δ >
γ + 1

2
si et seulement si m > 1 et que

2∗δ = s =
Nm(γ + 1)

N − 2m
.

Enfin, puisque
2

2∗
>

1

m′
car m <

N

2
, nous avons la norme de un dans

Ls(Ω) est bornée uniformément par rapport à n, et par suite sa limite u
appartient ella aussi à Ls(Ω).
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2.4.3 Le cas γ < 1

Théorème 2.2. Soit f ∈ Lm(Ω),m = 2N
N+2+γ(N−2)

=
(

2∗

1−γ

)′
et soit un

solution (2.4) avec γ < 1. Alors un est bornée dans H1
0 (Ω).

Démonstration. Choisissons un comme fonction test dans (2.4), puis uti-
lisons l’inégalité de Hölder, et la coercivité de M pour obtenir

α

∫
Ω

|∇un|2 ≤
∫

Ω

fnun(
un + 1

n

)γ
≤
∫

Ω

fu1−γ
n

≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(1−γ)m′

n

) 1
m′

Par l’inégalité de Sobolev,

αS
(∫

Ω

u2∗

n

) 2
2∗

≤ α

∫
Ω

|∇un|2 ≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(1−γ)m′

n

) 1
m′

,

et par hypothèse sur m on a (1− γ)m′ = 2∗, on arrive à

αS
(∫

Ω

vu2∗

n

) 2
2∗

≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u2∗

n

) 1
m′

(2.11)

Pusique m <
N

2
, nous avons

2

2∗
>

1

m′
, ce qui donne que un est bornée

dans L2∗(Ω), et par suite elle est bornée dans H1
0 (Ω).

Lemme 2.8. Soit γ < 1, et soit f ∈ Lm(Ω),m ≥ 2N
N+2+γ(N−2)

. Alors la

solution u de (2.1) est telle que :

1 Si m >
N

2
, alors u ∈ L∞(Ω).

2 Si
2N

N + 2 + γ(N − 2)
≤ m <

N

2
, alors u ∈ Ls(Ω), s =

Nm(γ + 1)

N − 2m
.

Démonstration. Pour (1), la preuve est identique à celle du Lemme (2.6).

Pour (2) , on observe que si m =
2N

N + 2 + γ(N − 2)
, le résultat est vrai

par injection de Sobolev puisque pour cette valeur de m on a s = 2∗.
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Si
2N

N + 2 + γ(N − 2)
< m <

N

2
, on choisit δ > 1, et u2δ−1

n comme

fonction test dans (2.4), nous obtenons

α

(∫
Ω

u2∗δ
n

) 2
2∗

≤ δ2

S(2δ − 1)
‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(2δ−1−γ)m′

n

) 1
m′

Choisissons δ de sorte que 2∗δ = (2δ−1−γ)m′ ⇒ δ =
m(1 + γ)

2

N − 2

N − 2m
.

Il en résulte que δ > 1 si et seulement si m >
2N

N + 2 + γ(N − 2)
et que

2∗δ =
Nm(γ + 1)

N − 2m
= s.

Le fait que
2

2∗
>

1

m′
car m <

N

2
nous assure que un est bornée uni-

formément par rapport à n dans Ls(Ω), et par suite la limite u appartient
elle aussi à Ls(Ω).



Chapitre 3

Problème elliptique
non-linéaire avec un terme
singulier

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on prouve l’existence et la régularité des solutions
pour un problème elliptique non linéaire avec une singularité de la forme
suivante 

−Au =
f

uγ
dans Ω

u > 0 dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(3.1)

où
Au = div(a(x,∇u))− ν |u|p−2 u,

et Ω un ouvert borné de RN , 1 < p < N ,γ > 0 un réel, f une fonction non
négative qui appartient à un espace de Lebesgue donné, et a : RN×RN →
RN une fonction telle que a(., ξ) est mesurable pour tout ξ ∈ RN . On
suppose qu’il existe c1, c2 > 0 et deux constantes α et β, avec 0 ≤ α ≤
min {1, p− 1} et max {p, 2} ≤ β < ∞ tels que a satisfait les hypothèses
de monotonicité et de continuité suivantes :

a(y, 0) = 0 (3.2)

|a(y, ξ1)− a(y, ξ2)| ≤ c1(1 + |ξ1|+ |ξ2|)p−1−α |ξ1 − ξ2|α (3.3)

(a(y, ξ1)− a(y, ξ2), ξ1 − ξ2) ≥ c2(1 + |ξ1|+ |ξ2|)p−β |ξ1 − ξ2|β , (3.4)
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pour p.p y ∈ RN et pour tout ξ1, ξ2 ∈ RN .

Théorème 3.1. Considérons l’opérateur suivant

A : W 1,p
0 (Ω)→ W−1,q(Ω)

; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; ; u 7→ A(u) = −div(a(x,∇u)) + ν |u|p−2 u , ν > 0.

Alors, Au = f ∈ W−1,q(Ω) admet une solution unique.

Démonstration. Voir [23].

Définition 3.1. On dit que u ∈ W 1,p
0 (Ω) est une solution d’energie du

problème (3.1) si et seulement si∫
Ω

a(x,∇u)∇φ+ ν

∫
Ω

|u|p−2uφ =

∫
Ω

fφ

uγ
,∀φ ∈ C1

0(Ω). (3.5)

3.2 Le problème approximant

Considérons le problème approximant suivant
−Aun =

fn
(un + 1

n
)γ

dans Ω

un > 0 dans Ω

un = 0 sur ∂Ω

(3.6)

où fn = Tn(f).

Lemme 3.1. Le problème (3.6) admet une solution positive un ∈ W 1,p
0 (Ω)∩

L∞(Ω).

Démonstration. Fixons n ∈ N assez grand. Soit v ∈ Lp(Ω), et on définnit
w = S(v) l’unique solution de −Aw =

fn
(|v|+ 1

n
)γ

dans Ω

w = 0 sur ∂Ω
(3.7)

Prenons w comme fonction test dans (3.7), nous obtenons∫
Ω

a(x,∇w)∇w + ν

∫
Ω

|w|p =

∫
Ω

fnw

(|v|+ 1
n
)γ
≤ nγ+1

∫
Ω

|w|.
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Par la condition de monotonicité (3.4) de a et l’inégalité Hölder dans la
quantité de droite nous obtenons que

ν

∫
Ω

|w|p ≤ c2

∫
Ω

(1 + |∇w|)p−β |∇w|β + ν

∫
Ω

|w|p ≤ nγ+1(

∫
Ω

|w|p)
1
p

Ici, on a
‖w‖p−1

Lp(Ω) ≤ Cnγ+1.

Ce qui signifie que la boule de rayon RN = (Cnγ+1)
1
p−1 est invariante par

S dans Lp(Ω), et par l’injection de Sobolev et le théorème du npoint fixe
de Schauder nous conculons que le problème aproximé (3.7) admet une
solution dans W 1,p

0 (Ω), pour tout n fixé.

Pusique
fn

(un + 1
n
)γ
≥ 0, le principe du maximum implique que un ≥ 0.

Finallement, le fait que le membre de droite dans (3.6) appartient à
L∞(Ω) implique que un appartient à L∞(Ω).

Lemme 3.2. La suite {un}n est croissante par rapport à n.

Démonstration. Observons que 0 ≤ fn ≤ fn+1.

−Aun =
fn

(un + 1
n
)γ
≤ fn+1

(un + 1
n+1

)γ

−Aun + Aun+1 ≤ fn+1

[
1

(un + 1
n+1

)γ
− 1

(un+1 + 1
n+1

)γ

]

= fn+1

[
(un+1 + 1

n+1
)γ − (un + 1

n+1
)γ

(un + 1
n+1

)γ(un+1 + 1
n+1

)γ

]

Choisissons (un−un+1)+ comme fonction test dans l’inégalité précédente,
nous obtenons∫

Ω

fn+1

[
(un+1 + 1

n+1
)γ − (un + 1

n+1
)γ

(un + 1
n+1

)γ(un+1 + 1
n+1

)γ

]
(un − un+1)+ ≤ 0,

et par suite ∫
Ω

(−Aun + Aun+1)(un − un+1)+ ≤ 0



3.2. Le problème approximant 32

Or,∫
Ω

(−Aun + Aun+1)(un − un+1)+ =∫
Ω

(
a(x,∇un)− a(x,∇un+1),∇(un − un+1)+

)
+

∫
Ω

(
|un|p−2un − |un+1|p−2un+1

)
(un − un+1)+

Puisque

c2

∫
Ω

(1 + |∇un|+ |∇un+1|)p−β
∣∣∇(un − un+1)+

∣∣β
≤
∫

Ω

(a(x,∇un)− a(x,∇un+1),∇(un − un+1)+)

et

c

∫
Ω

(|un|+ |un+1|)p−2 |(un − un+1)+|2

≤
∫

Ω

(
|un|p−2un − |un+1|p−2un+1

)
(un − un+1)+

pour 1 < p ≤ 2. Nous arrivons à

c

∫
Ω

(|un|+ |un+1|)p−2 |(un − un+1)+|2

+ c2

∫
Ω

(1 + |∇un|+ |∇un+1|)p−β
∣∣∇(un − un+1)+

∣∣β ≤ 0.

L’inégalité de Hölder inversée pour les exposants p/2 < 1 et p/(p − 2)
(respectivement pour les exposants p/β < 1 et p/(p− β)) nous donne(∫

Ω

(|un|+ |un+1|)p
)(p−2)/p

×
(∫

Ω

|(un − un+1)+|p
)2/p

+

(∫
Ω

(1 + |∇un|+ |∇un+1|)p
)(p−β)/p

×
(∫

Ω

|∇(un − un+1)+|p
)β/p

≤ 0.

Donc (un − un+1)+ = 0 presque partout dans Ω, ce qui implique que
un ≤ un+1.
Pour p ≥ 2, il suffit d’utiliser l’inégalité suivante

c

∫
Ω

|(un − un+1)+|p ≤
∫

Ω

(
|un|p−2un − |un+1|p−2un+1

)
(un − un+1)+
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Remarque 3.1. Supposons que le problème (3.6) admet deux solutions
un et vn. Répétons la même technique utilisée dans la preuve du Lemme
3.2 ça implique que la solution du problème (3.6) est unique.

Lemme 3.3. Soit {un}n une suite de fonctions positives telle que {un}n
est bornée uniformément dans W 1,p

0 (Ω), un ⇀ u faiblement dans W 1,p
0 (Ω)

et un ≤ u pour tout n ∈ N. Supposons que −div(a(x,∇un)) ≥ 0, alors
un → u fortement dans W 1,p

0 (Ω).

Démonstration. Soit φ ∈ C∞0 (Ω) telle que φ ≥ 0 dans Ω.
Puisque −div(a(x,∇un)) ≥ 0 et un ≤ u, alors∫

Ω

−div(a(x,∇un))(un − u)φ dx ≤ 0.

Ainsi, ∫
Ω

(−div(a(x,∇un)) + div(a(x,∇u)))(un − u)φ dx

+

∫
Ω

−div(a(x,∇u))(un − u)φ dx ≤ 0.

Donc,∫
Ω

(a(x,∇un)− a(x,∇u),∇un −∇u)φdx

+

∫
Ω

(a(x,∇un)− a(x,∇u),∇φ)(un − u)dx

+

∫
Ω

(a(x,∇u),∇un −∇u)φdx+

∫
Ω

(a(x,∇u),∇φ)(un − u)dx ≤ 0.

Puisque un ⇀ u faiblement dans W 1,p
0 (Ω), alors∫

Ω

(a(x,∇u),∇un −∇u)φdx+

∫
Ω

(a(x,∇u),∇φ)(un − u)dx→ 0,

et ∫
Ω

(a(x,∇un)− a(x,∇u),∇φ)(un − u)dx→ 0,

quand n→∞.∫
Ω

(a(x,∇un)− a(x,∇u),∇un −∇u)φdx ≤ o(1).
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Nous savons que∫
Ω

(a(x,∇un)−a(x,∇u),∇un −∇u)φdx

≥ c1

∫
Ω

(1 + |∇un|+ |∇u|)p−β|∇un −∇u|βφdx

Maintenant, en utilisant l’inégalité de Hölder nous obtenons∫
Ω

|∇un −∇u|pφ dx ≤
(∫

Ω

|∇un −∇u|βφ
(1 + |∇un|+ |∇u|)β−p

dx
) p
β

×
(∫

Ω

(1 + |∇un|+ |∇u|)pφ dx
)β−p

β ≤ o(1).

La preuve est achevée.

Lemme 3.4. Pour tout n ∈ N, la solution du problème (3.6) est telle
que E ⊂⊂ Ω, un ≥ CE > 0.

Démonstration. Pour tout n ∈ N fixé, un ∈ L∞(Ω). Alors, pour n = 1
nous avons

−div(a(x,∇u1)) + ν|u1|p−2u1 =
f1

(u1 + 1)γ
≥ f1

(‖u1‖∞ + 1)γ
≥ 0.

Puisque la quantité de droite est non identiquement nulle et appliquons
le principe du maximum fort implique que u1 > 0 dans Ω. Donc il existe
une constante CE > 0 telle que u1 ≥ CE > 0. Pusique un ≥ u1 pour tout
n ∈ N, la preuve est complète.



3.3. Passage à la limite 35

3.3 Passage à la limite

3.3.1 Le cas γ = 1

Lemme 3.5. Si f ∈ L1(Ω), alors un est bornée dans W 1,p
0 (Ω).

Démonstration. Prenons un comme fonction test dans (3.6), nous obte-
nons

c2

∫
Ω

(1 + |∇un|)p−β |∇un|β ≤
∫

Ω

fnun
(un + 1

n
)
≤
∫

Ω

f

L’inégalité de Hölder inversée pour les exposants p
p−β et 0 < p

β
< 1 nous

donne

‖1 + |∇un|‖p−βLp(Ω)‖∇un‖
β
Lp(Ω) ≤

∫
Ω

(1 + |∇un|)p−β |∇un|β

Or,

(λ+ ‖∇un‖Lp(Ω))
p−β‖∇un‖βLp(Ω) ≤ ‖1 + |∇un|‖p−βLp(Ω)‖∇un‖

β
Lp(Ω)

où λ = ‖1‖Lp(Ω).
Si ‖∇un‖Lp(Ω) ≤ λ alors

(2λ)p−β‖∇un‖βLp(Ω) ≤ (λ+ ‖∇un‖Lp(Ω))
p−β‖∇un‖βLp(Ω).

Ici, on a
‖∇un‖pLp(Ω) ≤ ‖∇un‖

β
Lp(Ω) ≤ (2λ)β−p‖f‖L1(Ω)

Si ‖∇un‖Lp(Ω) ≥ λ alors

(2‖∇un‖Lp(Ω))
p−β‖∇un‖βLp(Ω) ≤ (λ+ ‖∇un‖Lp(Ω))

p−β‖∇un‖βLp(Ω).

On obtient
‖∇un‖pLp(Ω) ≤ (2)β−p‖f‖L1(Ω)

Théorème 3.2. Soit f une fonction non négative dans L1(Ω). Alors il
existe une solution u dans W 1,p

0 (Ω) du problème (3.1), dans le sens∫
Ω

a(x,∇u)∇φ+ ν

∫
Ω

|u|p−2uφ =

∫
Ω

fφ

u
,∀φ ∈ C1

0(Ω).
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Démonstration. Par le Lemme 3.5, {un}n est bornée dans W 1,p
0 (Ω). Ici,

on obtient l’existence de u ∈ W 1,p
0 (Ω) tel que un ⇀ u faibelement dans

W 1,p
0 (Ω) et un → u fortement dans Lα(Ω) pour tout α < p∗ = Np

N−p . Alors

utilisons la monotonicité de {un}n et le lemme de compacité Lemme 3.3
nous obtenons que un → u fortement dans W 1,p

0 (Ω). Donc, on conclut
que u résoud le problème (3.1).

Théorème 3.3. Soit f ∈ Mm(Ω) telle que m > N
p

, alors le problème

(3.1) admet une solution u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Démonstration. Soit Gk(un) pour k > 1 comme fonction test dans (3.6),
nous obtenons

c2

∫
Ω

(1 + |∇un|)p−β |∇Gk(un)|β ≤
∫

Ω

fnGk(un)

(un + 1
n
)
≤
∫

Ω

fnGk(un)

dans l’ensemble {un ≥ k} où Gk(un) 6= 0. Utilisons la même technique
de démonstration utilisée dans le Lemme 3.5 nous avons

‖∇Gk(un)‖pLp(Ω) ≤
∫

Ω

fnGk(un).

L’inégalité de Sobolev donne

S

(∫
Ω

|Gk(un)|p∗
) p

p∗

≤
∫

Ω

fnGk(un).

Par l’inégalité de Hölder on a∫
Ω

fnGk(un) ≤
(∫

Ω

|Gk(un)|p∗
) 1

p∗
(∫

Ω

|fn|q∗
) 1

q∗

,

Ici

S

(∫
Ω

|Gk(un)|p∗
) p−1

p∗

≤
(∫

Ω

|fn|q∗
) 1

q∗

.

Alors le fait que f ∈Mm(Ω),m > q∗,∫
{un>k}

|fn|q∗ ≤ Cmes{un > k}1− q∗
m ,

et ∫
Ω

|Gk(un)| ≤ Cmes{uk > k}α,
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avec

α =
1

q∗
+
(

1− q∗

m

)( 1

q∗(p− 1)

)
.

Posons

g(k) =

∫
Ω

|Gk(un)|,

et utilisons le Lemme 5.2, Appendix A (Voir [8]), nous concluons que
‖un‖L∞(Ω) ≤ C et par suite u ∈ L∞(Ω).

Théorème 3.4. Soit f ∈ Lm(Ω) telle que m > N
p

, alors le problème

(3.1) admet une solution u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Démonstration. La preuve est similaire à celle du Théorème 3.3. Il suffit
de voir que Lm(Ω) ⊂Mm(Ω).

Théorème 3.5. Soit f ∈ Lm(Ω),m ≥ 1. Si 1 ≤ m < N
P

, alors la solution

u du problème (3.1) appartient Ls(Ω) avec s = Nmp
N−mp .

Démonstration. Supposons que 1 < m < N
P

et δ > 1. Prenons upδ−p+1
n

comme fonction test dans (3.6)

c2(pδ − p+ 1)

∫
Ω

(1 + |∇un|)p−β |∇un|β up(δ−1)
n ≤

∫
Ω

fnu
pδ−p+1
n

(un + 1
n
)

≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

up(δ−1)m′

n

) 1
m′

.

Nous raisonnons comme dans le Lemme 3.5 avec dµ = u
p(δ−1)
n dx, nous

obtenons ∫
Ω

|∇(uδn)|p =

∫
Ω

|∇un|pup(δ−1)
n = ‖∇un‖pLp(Ω,dµ)

≤ 1

c2(pδ − p+ 1)
‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

up(δ−1)m′

n

) 1
m′

.

L’inégalité de Sobolev donne

S
(∫

Ω

up
∗δ
n

) p
p∗

≤ 1

c2(pδ − p+ 1)
‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

up(δ−1)m′

n

) 1
m′

.

Choisissons δ tel que p∗δ = p(δ − 1)m′, i.e δ = m(N−p)
(N−mp) .

Puisque m < N
p

, nous avons p
p∗
− 1

m′
> 0. Ceci implique un est bornée
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dans Ls(Ω) avec s = p∗δ = Nmp
N−mp , et par suite u ∈ Ls(Ω).

Si m = 1, alors s = Np
N−p = p∗. Le résultat est obtenu par le fait que

u
s
p∗ ∈ W 1,p

0 (Ω) et par l’injection de Sobolev nous avons u
s
p∗ ∈ Lp∗(Ω), i.e

u ∈ Ls(Ω).

3.3.2 Le cas γ > 1

Théorème 3.6. Soit f ∈ L1(Ω) alors u
p+γ−1
p

n est bornée dans W 1,p
0 (Ω).

Démonstration. Soit un ∈ W 1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) la solution du problème (3.6).

Utilisons uγn comme fonction test dans (3.6) on obtient

c2γ

∫
Ω

(1 + |∇un|)p−β |∇un|β uγ−1
n ≤

∫
Ω

fnu
γ
n

(un + 1
n
)γ
≤
∫

Ω

fn ≤ ‖f‖L1(Ω)

Ici, on a ∫
Ω

(1 + |∇un|)p−β |∇un|β uγ−1
n ≤ C.

Soit dµ = uγ−1
n dx, et par l’inégalité de Hölder inversée on obtient

(λγn + ‖∇un‖Lp(Ω,dµ))
p−β‖∇un‖βLp(Ω,dµ) ≤ ‖1 + |∇un|‖p−βLp(Ω,dµ)‖∇un‖

β
Lp(Ω,dµ)

≤
∫

Ω

(1 + |∇un|)p−β |∇un|β dµ.

où λγn = ‖1‖Lp(Ω,dµ). Comme dans le Lemme 3.5, nous obtenons :

Si ‖∇un‖Lp(Ω,dµ) ≥ λγn alors

(2‖∇un‖Lp(Ω,dµ))
p−β‖∇un‖βLp(Ω,dµ) ≤ (λγn+‖Dun‖Lp(Ω,dµ))

p−β‖Dun‖βLp(Ω,dµ).

Finallement, on aboutit à∫
Ω

|∇(u
p+γ−1
p

n )|p =

∫
Ω

|∇un|puγ−1
n = ‖∇un‖pLp(Ω,dµ) ≤ C(2)β−p

Théorème 3.7. Soit f ∈ Lm(Ω),m ≥ 1. Si 1 ≤ m < N
P

, alors la solution

u du problème (3.1) appartient à Ls(Ω) avec s = Nm(p+γ−1)
N−mp .
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Démonstration. Supposons que 1 < m < N
P

et δ > 1. Prenons upδ−p+1
n

comme fonction test dans (3.6)

c2(pδ − p+ 1)

∫
Ω

(1 + |∇un|)p−β |∇un|β up(δ−1)
n ≤

∫
Ω

fnu
pδ−p+1
n

(un + 1
n
)γ

≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u[p(δ−1)+1−γ]m′

n

) 1
m′

.

Comme dans le Lemme 3.5 avec dµ = u
p(δ−1)
n dx, nous obtenons∫

Ω

|∇(uδn)|p =

∫
Ω

|∇un|pup(δ−1)
n = ‖∇un‖pLp(Ω,dµ)

≤ 1

c2(pδ − p+ 1)
‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u[p(δ−1)+1−γ]m′

n

) 1
m′

.

Par l’inégalité de Sobolev

S

(∫
Ω

up∗δn

) p
p∗

≤ 1

c2(pδ − p+ 1)
‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u[p(δ−1)+1−γ]m′

n

) 1
m′

.

Choisissons δ tel que p∗δ = [p(δ − 1) + 1− γ]m′, i.e δ = m(N−p)(p−1+γ)
p(N−mp) .

Puisque m < N
p

, nous avons p
p∗
− 1

m′
> 0. Ceci implique que un est bornée

dans Ls(Ω) avec s = p∗δ = Nm(p−1+γ)
N−mp , donc par suite u ∈ Ls(Ω).

Si m = 1, alors s = N(p−1+γ)
N−p . Le resultat vient du fait que u

s
p∗ ∈ W 1,p

0 (Ω)

et l’injection de Sobolev donne u
s
p∗ ∈ Lp∗(Ω), i.e u ∈ Ls(Ω).

3.3.3 Le cas γ < 1

Théorème 3.8. Soit f ∈ Lm(Ω) avec m =
(

p∗

1−γ

)′
. Alors un est bornée

dans W 1,p
0 (Ω).

Démonstration. Soit un ∈ W 1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) la solution du problème (3.6).

Prenons un comme fonction test dans (3.6) on obtient

c2

∫
Ω

(1 + |∇un|)p−β |∇un|β ≤
∫

Ω

fnun
(un + 1

n
)γ
≤
∫

Ω

fu1−γ
n

≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(1−γ)m′

n

) 1
m′
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Ici, on a ∫
Ω

(1 + |∇un|)p−β |∇un|β ≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(1−γ)m′

n

) 1
m′

.

Comme dans le Lemma 3.5, nous montrons que

‖∇un‖pLp(Ω) ≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(1−γ)m′

n

) 1
m′

.

Par l’hypothèse m =
(

p∗

1−γ

)′
et l’inégalité de Sobolev, on a

S

(∫
Ω

up∗n

) p
p∗

≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u(1−γ)m′

n

) 1
m′

.

Puisque m < N
p

, on a p
p∗
− 1

m′
> 0, donc un est bornée dans W 1,p

0 (Ω).

Théorème 3.9. Soit f ∈ Lm(Ω),m ≥
(

p∗

1−γ

)′
.

Si
(

p∗

1−γ

)′
≤ m < N

P
, alors la solution u du problème (3.1) appartient

Ls(Ω) avec s = Nm(p+γ−1)
N−mp .

Démonstration. Supposons que
(

p∗

1−γ

)′
< m < N

P
et δ > 1. Utilisons

upδ−p+1
n comme fonction test dans (3.6)

c2(pδ − p+ 1)

∫
Ω

(1 + |∇un|)p−β |∇un|β up(δ−1)
n ≤

∫
Ω

fnu
pδ−p+1
n

(un + 1/n)γ

≤ ‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u[p(δ−1)+1−γ]m′

n

) 1
m′

.

Nous raisonons comme dans la preuve du Lemme 3.5 avec dµ = u
p(δ−1)
n dx,

nous obtenons∫
Ω

|∇(uδn)|p =

∫
Ω

|∇un|pup(δ−1)
n = ‖∇un‖pLp(Ω,dµ)

≤ 1

c2(pδ − p+ 1)
‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u[p(δ−1)+1−γ]m′

n

) 1
m′

.
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Par l’inégalité de Sobolev on a

S
(∫

Ω

up∗δn

) p
p∗

≤ 1

c2(pδ − p+ 1)
‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

u[p(δ−1)+1−γ]m′

n

) 1
m′

.

Choisissons δ tel que p∗δ = [p(δ − 1) + 1− γ]m′, i.e δ = m(N−p)(p−1+γ)
p(N−mp) .

Puisque m < N
p

, nous avons p
p∗
− 1

m′
> 0. Par suite, un est borné dans

Ls(Ω) avec s = p∗δ = Nm(p−1+γ)
N−mp , donc par suite u ∈ Ls(Ω).

Si m =
(

p∗

1−γ

)′
, alors s = N(p−1+γ)

N−p . On obtient par le fait que

u
s
p∗ ∈ W 1,p

0 (Ω) et par l’inégalité de Sobolev que u
s
p∗ ∈ Lp∗(Ω), i.e

u ∈ Ls(Ω).



Conclusion

Dans ce mémoire, on a présenté et développé le travail de L. Bocardo
et L. Orsina (Voir [9]), concernant un problème semi-linéaire elliptique
avec un terme singulier. Des réultats d’existence et de régularité ont été
démontré. Ensuite, on a généraliser le travail pour un problème non-
linéaire avec le même terme singulier.
En comparant les résultats pour les divers valeurs de γ, on remarque que
pour le cas non linéaire si en prend p = 2, on trouve les mêmes résultats
que pour le cas linéaire.
Pour le cas semi-linéaire, on laisse le soin au lecteur de voir le cas où la
donné f est une mesure (Voir [9], [1]).
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