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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est d’analyser un modele mathématique de
type réaction-diffusion avec coefficients hétérogenes qui décrit la dynamique d’une
épidémie ou l'infection par deux souches pathogenes.

Ce mémoire est principalement une synthese de I'article de A. S. Ackleh, K. Deng
et Y. Wu, intitulé : Competitive exclusion and coexistence in a two-strain pa-
thogen model with diffusion, publié dans le journal : Mathematical Biosciences
and Engineering en 2016.

il se divise en deux parties :

La premiere correspond au cas homogene ou les taux de transmission de la ma-
ladie et sa guérison ne dépendent pas de la variable d’éspace x, en plus les taux
de diffusion sont différents .

Deux cas sont possibles a travers le calcul d’un parametre qu’on 'appelle dans
la litérature par le taux de reproduction de base souvent noté par Ry :

(a) Ry <1 :1équilibre sans maladie est globalement attractif.

(b) Ry > 1 : le principe d’éxclusion compétitif se réalise (la plus forte souche

pathogene conduit I’éxtinction de la seconde).

La seconde décrit le cas hétérogene avec des taux de diffusion égaux. Deux cas
possibles sont obtenus a travers le calcul de R :

(a) Ry <1 :1équilibre sans maladie est globalement attractif.

(b) Ry > 1 : soit le principe d’éxclusion compétitif se réalise, ou bien la coexis-

tence entre les deux souches pathogenes.

Mots clés :
Modeles de réaction-diffusion, principe d’éxclusion compétitif, coexistence, taux

de reproduction de base, environnement homogéne, environnement hétérogene.



Abstract

The main objective of this thesis is to analyze a heterogeneous coefficient reaction-
diffusion mathematical model that describes the dynamics of an epidemic or the
infection by two pathogenic strains.

This thesis is mainly a synthesis of the article by A. S Ackleh, K. Deng and Y.
Wu, entitled : Competitive exclusion and coexistence in a two-strain pathogen
model with diffusion, published in the journal : Mathematical Biosciences and
Engineering in 2016.

It is divided into two parts :

The first part corresponds to the homogeneous case where the rates of trans-
mission of the disease and its cure do not depend on the space variable x, in
addition the diffusion rates are different.

Two cases are possible through the calculation of a parameter that is called in
the literature by the basic reproduction rate often denoted by Ry :

(a) Ry <1 : disease free equilibrium is globally attractive.

(b) Rg > 1 : the principle of competitive exclusion is realized (the strongest pa-

thogenic strain leads to the extinction of the second).

The second one describes the heterogeneous case with equal diffusion rates, and
with two cases of calculation of Ry :

(a) Ry <1 : disease free equilibrium is globally attractive.

(b) Ry > 1 : the principle of competitive exclusion is realized, or the coexistence

between the two pathogenic strains.

Keywords :
Reaction-diffusion models, principle of competitive exclusion, coexistence, basic

reproduction rate, homogeneous and heterogeneous environment.
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Chapitre 1

Introduction générale

Pour comprendre la dynamique des modeles épidémiques multi souches pa-
thogenes, plusieurs études ont été menées dont : la grippe, le "VIH SIDA’,...etc.
L’intérét principal de I’étude de ces modeles réside dans le suivi du comporte-
ment de la solution en se basant sur le calcul du taux de reproduction de base R,
qui nous conduit a la coexistence entre les souches pathogenes ou a I’extinction
de quelques souches (principe d’éxclusion compétitive).

Parmi ces modeles, les auteurs dans [1] ont étudie le modele épidémiologique

avec une souche pathogene :

oS SI
— =dgAS — I Q,t>0
ot S 6<I>S+I+7<x> ; T €L, )
ol ST
— =d;AIl — I Qt>0 1.1
oS oI
—=—=0, xr €I, t>N0.
don  On
1. principe d’éxclusion compétitive ou principe de Gauss [3] se définit de la maniére sui-

vante : On considére généralement que plus une espece est apparentée a une autre, et plus
son comportement de nutrition sera différent, sinon les deux seraient en compétition 1'une
avec l'autre pour une méme nourriture, ce qui pourrait conduire a I’éxtinction d’une des deux

especes.



Un modele avec deux souches pathogenes a été utilisé dans [15], il est donné par :

oS

o~ UsAS - (Br(2) 1 + ﬁQ(l')Iz)m + (@) + (@), v €Q, t>0,
o SI,

i di AL +51($)m (), re), t>0,
oL, SI,

T do AL + 52($)m Yo ()1, r e, t>0,

(1.2)
sous condition :
/Q(Il(x,()) + I5(x,0))dx > 0 avec : S(x,0) > 0, I;(x,0) > 0, I(z,0) > 0 pour
x € .
Les modeles cités ci-dessus (1.1)-(1.2) sont des modeles de type réaction-diffusion
qui se constituent de deux parties. La premiere décrit la diffusion des individus
qu’on a modélisé par le Laplacien avec des taux de diffusion différents, et la
seconde décrit les intéractions des individus avec des taux de transmission et de
guérison qui sont hétérogenes.
Dans notre présent mémoire, on va analyser un modele mathématique SIS de

type réaction diffusion avec deux souches pathogenes étudie dans l'article [1].



Notations

Q) : Domaine borné de R™.
082 : Bord de Q.
A : Laplacien.
A : Opérateur linéaire borné.
D(A) : Domaine de A.
L(z
A

) : Ensemble des opérateurs linéaires bornés.

p(A) : Ensemble résolvant ot p(A) = {A € C: (M — A)~! € L(z)}.

o(A) : Spectre de A telle que : 0(A) = C\ p(A).

R(\, A) : Résolvante telle que : R(\, A) = (A — A)~L.

C1#(Q) : Espace des fonctions de classe C* dont la dérivée premiére et p holde-
rienne.

X, : Espace des puissances fractionnaires d’ordre .

WmP(R™) : Espace de sobolev ou la dérivé d’ordre m est dans LP(R™) .
Wy"P(R™) : Espace de sobolev dans un compact ou la dérivé d’ordre m est dans
LP(R™).

LP(R™) : Espace des fonctions mesurables dans R™.

V . Fonction de Lyapunov.

Ry : Nombre de reproduction de base.



Chapitre 2

Outils mathématiques

Dans ce chapitre on présente quelques théoremes qui nous servent dans la

suite de notre analyse mathématique.

2.1 Principe de comparaison

Théoréme 1 [17] :

E:DAU—l-f(fﬂ,U), tEO,JUGQ»

u(t,z) =0 ou gu =0, t>0, x €0, (2.1)
n

u(0, ) = up(x) 2 0, x € Q.

Soit T > 0 (T peut étre l'infinie), considrérons une fonction f = f(t,z,u)

telle que : (f, gf> € C([0,T] x Q x R).
u
Soient u et w dans C?(]0,T] x Q)N C([0,T] x Q) vérifiant :
ou _ _
5% > DAu+ f(t,z,u), t €]0,T], x € Q,

Ou
ot
Et u(0,z) <w(0,z), x € Q.

< DAu+ f(t,z,u), t €0,T], x € Q.

ou Ju
—_— <0< — T .
a77@,9[:)_0_ an(t,x), t €]0,T), x € 00

Ou que : u(t,z) <0 <u(t,z), t €0,T], z € 09, alors : u > u dans 0, T] x Q et

On suppose également que :

soit il existe (to,xo) €]0,T] x Q telle que : u(ty, o) = u(to, xo) et alors : U= u
dans [0,ty] x Q, soit w > u dans 0, T] x Q.

Les fonctions w, u sont appelées respectivement sur et sous-solution.



2.2 Principe de maximum

Théoréme 2 [7] :

Soit € un ouvert borné de R".

On suppose que u € C*(Q) N C(Q) est harmonique dans 2, alors :

(i) maX U = X .

(77) Si ) est conneze, et il existe un point xo € 2 telle que : u(xy) = max u alors
u est constante dans Q.

L’assertion (i) représente le principe de maximum pour [’équation de laplace,

(i) c’est le principe de maximum fort. Si on remplace uw par —u nous récupérons

également des assertions similaires avec le min a la place de max.

Remarque 1 [7] :
Le principe de mazimum fort affirme en particulier que si ) est conneze et u €
C?*(Q) N C(Q) vérifie :

Au =0, surl,

u=g >0, sur .

Alors u > 0 dans Q2 si g > 0 sur 0€2.

Théoréme 3 [7] :

On considere le probléme suivant :

?Z = v Au+uB(z,t), (z,t) € Q x (0,00),

Ou _ (z,1) € OQ x (0, 00) (2.2)
an =0, xZ, y Q) :
u(z,0) = f(x) >0,

sous Uhypothése (A) : B(xz,t) < a, a est une constante positive, B(x,t) est loca-
lement lipschitzienne et v, est une constante positive.

On suppose que u(z,t) >0, et st1>1£) Qu(x,t) dx < K, K est une constante posi-
tive finie. )

Alors sous l'hypothése (A) on a :

supllu(., )| o) < K*, ot K* est une constante qui dépend de K et de ||u(.,t)]| L (q)-
>0
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Théoréme 4 [11] :

On considere le probléme suivant :

—uy + Lyu = —f(z,t), (x,t) € Q x (0,00),

ou_y, (2,) € 99 x (0,0), (2.3)
on
u(z,0) = up(x), x € (),

avec : Lyu = MZZI 873:]-(%]6(% t)aixk)

¢
Soit L définie par : tngloo/o /Qf(ac,r) dzdr.
Et :

t+1
lim / /Q|f(x,7')|p dzdr =0, p > g +1 (n dimension d'espace). (2.4)
t

t—+00

Soit u(x,t) solution de (2.3). Supposons que f est localement dans LP[2x (0, 00)],

(2.4) est vérifiée, et que L existe alors : tngrn u(z,t) = ¢ uniformément dans Q

ol ¢ = |§12|(L + /Quo(x) dz).

2.3 Semi-groupe fortement continue et le géné-
rateur infinitésimal

Définition 1 [1/] :

Soit X un espace de Banach donné, et soit L(X) [’ensemble des opérateurs li-
néaires bornés sur X.

On dit que T(t) est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :
T(t)e L(X), Vt e Rt =(0,00), on a :

(i) T(0) = Id.

(i) T(t)T(s) =T(t+s), (s,t) € [0,00).

De plus un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X est un Cy semi-groupe
ston a:

(iii) T(t)x — z, quand t — 07, Vo € X.

L’équation (ii) est appelée propriété du semi-groupe et l’équation (iii) est une dé-
claration de forte continuité de T (t) au pointt =0, i.eVx € X, || T(t)x—z| — 0

quand t — 0.



Soit {T(t) }i>0 un Cy semi-groupe sur X, on définit son générateur infinitésimal

A comme suit : Ax = lim M
h—0t h

Ou D(A) est le domaine de A qui est donné par :

r=0,Vre D(A).

T(h) — I

D(A) = {:c € X: lim l)zx exists dans X}.

h—0t+

2.4 Semi-groupes analytiques et opérateurs sec-
toriels

Une classe spéciale du semi-groupe fortement continue ou (Cj semi-groupe)
est de savoir les semi-groupes analytiques qui jouent un réle fondamental dans

I’étude des systemes dynamiques de dimension infinie.

Définition 2 [1/] :

On définit le secteur Ags par l'ensemble suivant :

As={z€C:largz] <d,z#0,0 € (0,m)}.

Soit (T'(t),A) un Cy semi-groupe dans X, on dira que (T(t),A) est un semi-
groupe analytique s’il existe une extension de T'(t) a une application T'(z) définie
pour z dans un secteur As U {0} et satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) = — T(z) est une application de As U {0} vers L(z).

(17) T(z1 + 2z2) = T(21)T(22), Vz1, 22 € Ay U{0}.

(iii) Vo € X, T(2)x — = quand z — 0 est dans le secteur As U {0}.

(iv) Vo € X la fonction z — T'(z)x est analytique de As vers X.

Définition 3 [1/] :

Dans la suite on définit 3", (a) par U'ensemble suivant :
Yela)=a+Y,={2€C:|arg(z —a)| >0,z # a}.

Un opérateur linéaire A est dit opérateur sectoriel dans X si :

A:D(A) — X ou D(A) C X, et il satisfait les deux conditions suivantes :
(i) A est densément défini et fermé.

(i) Ja € R,0 € (0,75), M > 1 telle que :

Yo(a) Cp(A) et [[R(A, A < VA€ X, (a).

M
(A—a)’



Lemme 1 [1//] :

Soit A un opérateur sectoriel sur un espace de Banach X, alors —A est le géné-
rateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe e=t, et il existe une constante My > 1
telle que :

le=4|| < Mge=, Vt > 0.

1
De plus : e~ 4t = 5 eMR(N, —A)dX pourt >0, et e = I quand t = 0.
wi Jr

IciT' =T'(n,0) est un contour dans l’ensemble résolvant p(—A) telle que :

['=T,UTlyUTs (voir Figure (2.1)).

Iy

I

P=F1UF2UF3

FIGURE 2.1 — source[l].

Théoréme 5 [/ :

Considérons les opérateurs elliptiques du second ordre dans un ouvert £ C R"
avec une frontiére ) de classe C*. Notons n(z) le vecteur unitaire extérieur.
Soit A un opérateur différentiel définit comme suit :

(Au)(z) = X ; aij(z) Diju(x) + 3, bi(x) Dyu(x) + c(x)u(z), (4,7) = 1,..n.

Soit p € (1,00).

(i) Soit A, : W*P(R") — LP(R"), définie par : Ayu = Au.

L’opérateur A, est sectoriel dans LP(R"™) et D(A,) est dense dans LP(R").

(i7) Soit ) et A définie comme ci-dessus, et soit A, définie par : Ayu = Au,
D(A,) = W2P(Q) N W, 7(Q).



Alors lopérateur A, est sectoriel dans LP(S2) et D(A,) est dense dans LP(£).
(1ii) Soit Q et A définie comme ci-dessus, et soit A, définie par :

Apu = Au, D(A,) = {u € W?P(Q), Bulsa = 0}, avec :

(Bu)(x) = bo(x)u(zr) + i bi(z)Dyu(x), les coefficients by, i = 1,..n € C1(Q).
Et la condition de tmnszj_e(;"salité :

i bi(z)n;(x) # 0, x € 0, alors l'opérateur A, est sectoriel dans LP(S2) et D(A,)
Ze_sot dense dans LP(X2).

2.5 Espace des puissances fractionnaires

Les opérateurs sectoriels offrent de nombreux avantages mathématiques dans
I’étude des équations évolutives linéaires et non linéaires, comme indiqué dans
la derniere section de tels opérateurs conduisent a la théorie des semi-groupes
analytiques.

Une autre caractéristique importante, que nous explorons dans cette section, est

le concept de la puissance fractionnaire.

Remarque 2

Dans la définition ci-dessous I'(«t) désigne la fonction eulérienne T'.

Définition 4 [10] :
Supposons que A est un opérateur sectoriel et Reo(A) > 0 alors :

1 00
Ya >0, A= = —/ te e At 4t
I(a) Jo

Théoréme 6 [/0] :

On suppose que 2 C R™ un ouvert avec une extension C™.

Soit 1 < p < oo, et A est un opérateur sectoriel dans X = LP(2) avec :
D(A) = X' c W™P(Q), m > 1, alors pour 0 < a <1,

(i) X C Wka(Q) lorsque k — § < mo— Z, q>p.

(i) X~ C C*(Q) lorsque 0 < v < ma — n
p

10



2.6 Systemes dynamiques et fonction de Lya-
punov

Définition 5 [10] :

Un systéme dynamique (semi-groupe non linéaire) dans un espace métrique com-
plet C' est une famille {S(t) : C — C,t > 0} telle que :

(i) Vt >0, S(t) est continue de C' — C.

(i) Yo € C, t — S(t)x est continue.

(iii) S(0) = Id dans C.

(iv) S(t)(S(T)x) = S(t+ 1)z, Ve € C et t,7 > 0.

Définition 6 [/()] :
Soit {S(t),t > 0} un systéme dynamique dans C
Une fonction de Lyapunov est une fonction continue a valeur réelle V' sur C' telle

que :
V() = oo {V(S() ~ V(2)} <0, Vo € C.

Théoréme 7 [17] :

Soit v une fonction lipschitzienne sur Q, il existe un unique couple :

A1 € R (valeur propre principale de L, ), ¢ € C*(Q) (fonction propre principale
de L) vérifiant :

—DA¢ —r(x)p = Mo, x € Q,

o(z) =0, x € 01,

¢ >0, x €,

Cas de Dirichlet :

maxg ¢ = 1.

~DAG — r(z)¢ = Mo, T €,
do
- =0,
Cas de Neumann :{ N
¢ >0, x € €,

x € 08,

maxg ¢ = 1.

11



Chapitre 3

Modele SIS a deux souches avec

diffusion

Introduction :
Dans ce chapitre on étudie un modele mathématique de type réaction-diffusion
avec deux souches pathogenes proposées et étudiées dans [1]. On commence par
étudier I'existence et I'unicité globale de la solution.
Pour examiner le comportement de la solution, on calcul le taux de reproduction
de base Ry.
A cet effet notre travail se divise en deux parties :
Cas homogene : dans cette partie tous les coefficients du modele sont ho-
mogenes, le calcul des équilibres du modele, et I'étude de D'attractivité globale
suivant les valeurs de Ry, conduira a un phénomeéne d’éxclusion compétitive.
Cas hétérogene : dans ce cas tout les coefficients sont hétérogenes avec des
taux de diffusion égaux, par la suite on introduira la méthode qui se base sur la
valeur propre principale pour exprimer le taux de reproduction de base.
Le calcul de I'équilibre sans maladie et la démonstration de la stabilité et I'at-
tractivité globale de ce dernier, ainsi que le calcul de I’équilbre endémique et
I’étude de l'attractivité globale conduiront a deux résultats possibles : soit on
aura le principe d’éxclusion compétitive ou bien la coexistence entre les souches

pathogenes.

12



3.1 Présentation du modele

Soit le modele suivant :

oS

Fr dsAS — (Bi(@) 1 + B2(2)[2)S + ()1 + 72(z) [, x €€t >0,

ol

E:dlAll—i_ﬁl(x)SIl_’Yl(x)[l; .CEEQ, t>07

ol

g = dgAIg + 62(1’)5]2 — ’72(]7)]2, x € Q, t > 0.
(3.1)

Le modele (3.1) est un modele SIS a deux souches, il est constitué de trois
compartiments :

S : le nombre d’individus succeptible a la maladie.

I : le nombre d’individus infecté par la premiere souche pathogene.

I5 : le nombre d’individus infecté par la deuxieme souche pathogene.

Avec :

dg : taux de diffusion des suceptibles.

d; : taux de diffusion des infectés, pour ¢ = 1, 2.

Bi(z) : taux de transmission de la maladie entre un individu succeptible et un
autre infecté.

vi(x) : taux de recouvrement (guérison) des individus.

ott : Bi(x), v;(x) sont des fonctions positives, continues et holderienne dans €.
On ajoute a ce modele des conditions au bord de type Neuman :

as o,
on  On

=0, 2€00, t>0, (3.2)

et des conditions initiales :

(H) : S(x,0) > 0, Ii(x,0) > 0 dans Q, pour i = (1,2), ol le nombre d’individus
infectés par la maladie i est positif i.e : /le-(x, 0)dz > 0.

On vérifie que la taille totale de la population est constante :

Soit : /Q(S(:z:, 0) + I, (x,0) + Lr(z,0)) dz = N.

En effet, additionnant les trois équations du modele (3.1), ensuite on intégre sur

), on obtient :

13



0

Par la premiere formule de green :

0 08 o0l 01,
—(S+ 1L+ L)de=d —dx +d —dx +d —d
/Qat( Th+l)de 5 Jon on v 1/89 on v 2/89 an v

oS oL, Ol
Et comme — = — = —— = 0 (conditions de Neumann sur le bord).
on  on I
, 0
On obtient : E/(S+11+12)dx:0, t>0.
Q

Ceci implique que la taille totale de la population est constante :

/Q (S(z,t) + L (2,8) + Lo(z, 1)) = N (3.3)

3.1.1 Existence et unicité de la solution

Théoréme 8

On suppose que Uhypothése (H) est vérifiée. Alors on a 'existence et l'unicité de
la solution :

(S(z,t), [1(z,t), I(x,t)) globalement. De plus il existe une constante M > 0 telle

que M dépend de la condition initiale et de mgé({%(:c)/ﬁl(x)} telle que :
0 < S(z,t), Li(x,t), [1(z,t) < M,pour z € Q,t € (0,00). (3.4)

Preuve

Soit (S(x,t), I (z,t), I,(x,t)) solution locale du probléme :

A

03 ) . .
o = dsAStm@h +p@h, zeQ t>0,

oI . Ap -
87; = dlAfl —|—Bl(l‘)SIl — ’71(%)]1, T € Q, t > 0,

f 7 A A
%; = dyA Dy + Bo()STy — o)l 2 € QL >0, (3.5)

oS oI, oI,
T _ 22 o, t>0
377 377 (977 , xr € , 0> U,

g(x70) = S(ZE,O), jl(l',O) = II(I70)7 j2<x70) = IZ(xu())a S 67
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Alors - (S(x,t), Iy (2,t), Iy(x,t)) est une solution supérieure (sur- solution) et

*

(g’(x,t), 1($,t),1*2(x,t)) = (0,0,0) est une solution inférieur (sous-solution)

pour le probléme (3.1) car :

a8 . . " . .
o dsAS — (B1(x) 1 + Pa(x)12)S + 11 ()1 + Yo (),
ag’ * * * % * *
e < d,AS — (Bi(x) 1 + Ba()2)S + () 1 + o) I,

881;1 > d, AL + Bi(x) STy — i (2)14,
%]} < &AL + By(2)ST, — 7 (2)Th,
8@{; > dyAdy + o) 8Ty — () Do
% 45k, + B0, )

Les conditions initiales :

oS 08

<0< 2= - = 0
5 (t,z) <0< n(t,:v) an(t,a:), t>0, €0
ol ol ol
) <0< =Lt x) = —2(t t Q.
6)77(,90)_0_877(,@ 6)n(,ﬂc), >0, z€0

De plus B;(x), vi(z) sont des fonctions holderienne, continues et positives.

Alors par le principe de comparaison il existe une unique solution :

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(S(t,x), I,(t,x), I(t,x)) € C¥((0, Traz) XQ) 01 Trnax est le temps mazimal d’exis-

tence; ot 0 S S(x7t> S S(x,t), 0 S Il(xat> S ]Al(x7t)1 0 S IQ(xat) S j?(xvt)

Par le principe de mazimum : S(x,t) > 0, Li(x,t) > 0 dans Q X (0, Tz )-

15



On considére S(z,t) dans @ X (0, Tiaz) -

S

i dsAS + (71(x) — B1(x)S) 1 + (72(x) — Pa()S) L, € Q, t € (0, Thax),

oS

8717 = O, T e 39, te (Omiaa:)-
(3.9)

On choisit My = max{maxS(z,0), max{y;(z)/B:(z)},i = 1,2}.
z€eQ zeQ

Alors quelque soit I(x,t) >0, Iy(x,t) >0 on a :

My est une sur-solution et 0 est une sous-solution pour le probléeme (3.9), par le

principe de comparaison : S(x,t) < My dans Q x [0, Traz)-

D’autre part : 30{; = ;AL + (8:S — vi)L;, pouri=1,2.

D’apres le théoreme 3 :

B(z,t) = Bi(x)S — vi(x) < Bi(x)S < a, de plus /Qli(x,t) dz < N alors :
Il existe une constante positive M; qui dépend de I;(z,0) telle que :

Ii(x,t) < M;, i = (1,2) dans Q x [0, Tyae). Par conséquent, il découle de la

théorie standard pour les systemes paraboliques semi-linéaires que Th,q. = 00.

3.2 Cas homogene avec coefficients constants

Dans cette section, on considére que tous les coefficients sont spatialement

homogenes i.e :

Bi(z) = B; >0

vi(x) =~; > 0, pour i = 1,2.

On consideére d’abord le cas : n E,
Br " B

A la fin, on étudie 'existence des états stationnaires et on défini le nombre de

reproduction de base Ry pour le probleme (3.1), ensuite on discute le cas ou :
no_»
b Ba
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3.2.1 Etats stationnaires
On considére le systeme d’équilibre suivant :

0= d;AS — (B11y + P2l2)S + 1y + 721,
0:d1AI_1+51§]_1—’71]_1, (310)
0= dzAfQ + 52573 - ’ygfg.

On cherche les solutions constantes, ce qui amene a chercher les solutions du

systéme suivant :

0= (815 —m)h, (3.11)

_ - N
avec:S+Il+I2:@.

Le systeme (3.10) s’écrit sous la forme équivalente suivante :

(815 — 7)1 =0, (a)

(B2S — y2)I> =0, (b) (3.12)
.~ _ N

S+hL+1,=— (c)

Comme envisagé dans d’autres modeles épidémiques, on se concentre sur 1’équi-
libre sans maladie (DFE) et I’équilibre endémique (EE).
DFE : I’équilibre sans maladie c’est la solution du probléme (3.12) avec :

f1:f2206t5>0.

D’aprés Iéquation (c) on trouve : S = 1 pour (I; = I, =0).
N
Alors DFE est donnée par : (@, 0,0).

D’autre part, I’équilibre endémique est une solution positive ou nulle pour (3.12)

avec I; > 0 ou I, > 0 car on travaille dans le cas (ﬂ + ;2)
2

(a) = (B1S — 7)1 =0= .S — 41 =0 avec : (I, 610)
Ce qui implique : S = gi > 0.
(b) = (B2S — Y2)la = 0 = 35S — 5 = 0 avec : (I > 0)
Ce qui implique : S = ;z > 0.

gk

Pour: S=-+-,1>0,1,=0.
b
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D’aprés I'équation (c), le premier équilibre endémique est donné par :

S hh)y— (N _m
(57[17[2) ( ‘Q‘ /81 O)

Pour : S = I, =0, I, > 0.
ﬂz

D’aprés 1’équation (c), le deuxiéme équilibre endémique est donné par :

N
(8,0, h) = (2,0~ -2

Bo” Q| B
Proposition 1
On a trois cas possibles :

N N
(a) St ( ‘Q‘) et (ﬁ > —) alors le modéle (3.12) n’admet pas d’équilibres

€2
N
endémzques, il admet par contre un unique DFE donné par : (@, 0,0).
N N
(b) Si ( %) (l > — > E) alors il existe un unique DFFE
]!\?! A 1€ N
p Lo M i
donné par : (—,0,0) et un des deux équilibres endémiques : (—, — — —,0
o G sY
72 N 7
u(—,0,— — =-).
Ba N\QI Ba N
(c) Si (@ 71) et (@ > B) alors il existe un unique (DFE) donné par :
n N m 72 N 7
0,0) et deux équilibres endémiques (—, — — —,0 0, — — —
oy Grm a5 e B

On introduit le nombre de reproduction de base "R,” dans le but d’analyser la
dynamique du modele (3.1).
D’aprés "la proposition 1", on défini le nombre de reproduction de base comme

suit :

Rozmax{ N Nﬁz}

2 |97

et on défini le nombre R par :

R, = min{ Nb Np, }
Q717 Q272

On note que si : — l ceci implique que Ry > R;.

51

Notation :

N
On note DFE par Ey = (—,0,0).

0 N
(’Yl 71 )

Al B

N
(G0 7q— 3

Q] B

Le premier équilibre endémique par : £ =

Le deuxieme équilibre endémique par Fy =

18



Proposition 2

On a trois cas possibles :

(a) St Ry <1 alors le modéle (5.12) n’admet pas d’équilibre endémique, il admet
par contre un unique FEy.

(b) Si Ry > 1 > Ry alors il existe un unique Ey et By ou Es.

(c) Si Ry > 1 alors il existe un unique Ey et deux équilibres endémiques Ey et

Es.

3.2.2 Attractivité globale

Pour mener notre discussion sur 'attractivité globale, on fait appelle au prin-

cipe d’invariance de laSalle pour les systémes dynamique non linéaires (voir [10]).

Théoreme 9
Soit X = LP(Q) avec p > m (m c’est la dimension de ['espace).
On défini un opérateur linéaire fermé A avec un domaine dense D(A) i.e :

D(A) =X, par :

AU = —AU,D(A) = {U e W?P(Q) et (?9[7; =0 sur 00Q}.

Alors —A génére un semi-groupe analytique dans X donnée par e~*4.

Preuve
On applique le théoréme 5 pour démontrer que l'opérateur A est Séctoriel dans
LP(Q), ensuite on utilise le lemme 1 pour déduire que —A est le générateur infi-

nitésimale du semi groupe analytique {e~**}i>.

Théoréme 10

Soit X,(0 < a < 1) lespace des puissances fractionnaires dans X par rapport a
A.

Sil+p <20 — % pour « proche de 1 et p grand alors :

Xo C CYH(Q) (injection compact).

Preuve

La preuve se trouve dans [10] (page 39).
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Définition 7
Soit P C X, un cone, de tous les fonctions positives ou nulles dans X, avec un
intérieure non vide.

On introduit I’ensemble D par :
D= {(u,v,w) € Xo X Xo x Xy /(u+v+w)dx:N,(u,v,w) € P}.
Q

Alors : D est un sous ensemble fermé de X, X X, X X, et la solution (S, I, I5)
du probléeme (3.1)-(3.3) induit un systéme dynamique non linéaire ¢(t),t € RT

dans D donnée par :

¢(t)(5(0), 11(0), 1(0)) = (S(t), [1(t), (1)), t =0,

ou (S(t), 11(t), I2(t)) est la solution avec condition initiale :

(5(0), 1,(0), I5(0)) € D.

Lemme 2

Soit u(z,t) la solution du probléme suivant :

@:dAu, x € Q,t>0,
ot
(3.13)
0
L0, weoant>o,
o
1
avec u(x,0) > 0. Alors u(x,t) converge vers 9l u(z,0)dz quand t tend vers
Q

l'infinie uniformément pour x € 2.

Preuve
On applique le théoreme / :

1
L =0 car f =0, et par conséquent u(x,t) tends vers ¢, ol ¢ = ]Q]/ u(zx,0)dx.
Q

Théoréme 11
(a) Si Ry < 1, alors 'équilibre sans maladie Eqy est globalement attractif.

(b) Si Ry > 1 et (ﬂ > ﬂ) alors le premier équilibre endémique E- est globale-

Ba B

ment attractif.

(c) St Ry > 1 et (gl > E) alors le deuzieme équilibre endémique Es est globa-
1 2

lement attractif .
(d) Si Ry > 1 et (22 > gl) alors le premier équilibre endémique Ey est globale-

2 1
ment attractif.
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(e) St Ry > 1 et (l > ﬁ) alors le deuziéme équilibre endémique Ey est globa-

A

lement attractif.

Preuve
(a) on considére d’abords le cas Ry <1 :
Pour pouvoir étudier l'attractivité globale on commence par introduire la fonction
V' qui est une fonction différentiable continue définie comme suit :
V‘D—>Rtelleque :

V(S I, L) = / (5— d:z:+B1/ Ldz + BQ/ Lz, ¥(S, 11, 1) € D.

2 2] Q Q

Ou By et By sont deux constantes a détérminer .
Il faut d’abord vérifier que la fonction V' est une fonction de Lyapunov dans D,
pour cela on utilise la définition 6 qui se base sur un semi-groupe non linéaire.

V(S,I,I5) € DN (D(A) x D(A) x D(A)), on définie la dérivée orbitale de V

comme suit :
V(o(t)(S, I, 1) — V (S, I, I5)
t

V(S, I, I5) = limsup

t—0F

OV 9SOV oL oV oL
9SS ot oI, ot  OI, Ot

_/ |Q| JdsAS = 11 (B1S — ) — I(B2S — 72)) dx

+Bl/Q(d1AI1+[1(515—71))d$+32/Q(dzAlzﬂsz(ﬁzS—vQ))dx

N N
-4k/AS ) (5= D38 ) da
—/ 12 (825 — 72)dx+B1d1/ AL dz

—FBl/S)Il(ﬁlS—71)d1’+Bgdg/QAIde—i—Bg/QIQ(ﬁQS—')/Q)d.??
N
_ —dg/ﬂ VS |2 dx—/gflwls—%)((s— )~ B
N
—Abwﬁ—wms—mp—&Mx

N
:—dS/Q VS 2 dx—/QII(ﬁlS—%)(S—(M
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— [ B8 = )(S — (i + Ba)) s

1]

N
_ 2 _ 2 AV
— dS/Q VS 2 de 51/Q[115 181y + B)
N 9 N
2 N
52125—1- I2(|Q| + By)| dx

)2 I (’Yl) —i-%S]

= —ds [ | VS dv = [ [1(S -2 FRR

A

N Y212
~ g+ BI(S - 61)]dx 52/[12(5—52) ~L(F) +62512
L B)(S - ) da

2] B

:—dg/ | VS |? dx—51/[1 (S — ) d$—52/91—2(5—ﬁ)2d$
1

B B2

ﬁ_ N

N N
[ﬁ—%( + Bs) /Igda:+[62( + By) — 7o /SIQdJ:
I | Q]
N Y N
On choisit : B et By = £ —
e &lm >89

V(S[l,IQ——ds/|VS|2dx—61/115 dx—52/125 )d

/3
w_o o Nom N ﬂ_ﬁ
G gy ) e Gl )

o N N

52 2] 2]
N Y2 N
+[ (|Q| +_|Q|>_72]/QSI2dx

Finalement on aura :
) 9 V12 72
V@Jphk=ﬂkL|VS|dx—&lgaS——fdx—&/JQS——f

§O7 v(‘97-[17]2) €D
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Comme V' est une fonction différentiable continue dont la dérivée orbitale est
négative ou nulle et (D N (D(A) x D(A) x D(A))) est dense dans D, de plus V

est coercive alors V' est une fonction de Lyapunov dans D.

Il reste a démontrer l'attractivité globale, pour cela on wutilise le principe d’inva-

riance de laSalle.
N
(a) Cas Ry <1 avec l < |Q| =1,2.
Soit E = {(S’, L,L)eD:V(S1,1L,) = 0} et M est le plus grand ensemble

positivement invariant inclu dans E.

D’aprés le théoréme 8 et quelques arguments dans [10], [9] Uorbite :
{(S(t), I1(t), Is(t)),t > 0} est précompact dans D.

Il faut démontrer que (¢(t)(S(0), I(0), I2(0))) tend vers M = {Ey},
quand t — o0.

V=0 d5/|VS|2dx—Bl/]15 )dx—BQ/QIQ(S—gQ)Qdm:O
1 1

B

Ceci implique que : /|VS|2 :r—()et/ (S — ) de=0,i=1,2

B
/|VS|2 dx:0:>|VS|2:O:>|VS\:O:>S:cst.

/ (S — %) dr=0=I1=0o0u S =

Li=1,2.
Bi

On utilisant la formule (3.3) pour S =

@
/(5 +I)dx_N:>|Q\+/[dx—N:>/]dx_N—B|Q]<O (car on
QD
travaille dans le ca37>lm i=1,2), donc on aura I; = 0.
. N
Comme I, =0, i = 1,2, on trouve :S:@.

Donc : E = {<|QN|,0,0)} = (B}

M ={Ey} = Ey est globalement attractif.

N
(b)CasR0>1ZR1avec:—>l' E>—>l

By~ B €2]

D’aprés la proposition 1, on a l’éxistence de EO et By, on utzlise la méme fonction

de Lyapunov :
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Soit E = {(S,1;,I,) € D,V (S, I, I) = 0},

| VS ’=0= S = cst,

et
V=0 <— Il—OouS——
By’
et
IL=0o0ou S=
’ 62

0,0,

Si S =cst, Iy = I, =0, on applique la formule (3.3), on trouve : Ey = (|Q|

ou bien si ]2 =0,5= gl, par la formule (3.3), on trouve : / Iide = N — —|Q|
Q

Le cas S = I, =0 est éxclu.
ﬂz

Le cas S = S = n est éxclu.
52 B

donc on aura : E = (3, w,0) : / wdr =N — ﬂ|Q\ U{Eov}.
B1 Q 51
On affirme que M se compose de Eqy et Ey au plus, et pour vérifier ¢a on utilise
la propriété d’invariance de M i.e : ¢(t)M = M,Vt > 0.
Soit € > 0, B, est la boule ouverte de centre Ey et de rayon € tq : B, C D,

on suppose que : (— w,0) € M avec / wdzr = N — |Q| par le lemme 2 on
Q

B b

trouve :

o(t )(* w,0) — B quand t — oo

B

1
Car limw(z,t) = ]Q]/ w(z,0)dz, quand t — oo
Q

N

Oomme/ wdx—N——|Q| ceci donne : limw(x,t) = 9l /8
1

, quandt — 00,

donec 3T > 0 tq : ¢(t )(E w,0) € B, Vt > T, et par la propriété d’invariance :
M C B.U{Ey}, (e > 0 arbitraire).

D’autre part le principe d’invariance de laSalle implique :

(p(t)(S(0), I1(0), I5(0))) — M, quand t — oo et c’est équivalent de dire que :
(S(t), I1(t), I2(t)) — M, quand t — oc.

Donc les trajectoires convergent soit vers Eqy soit vers Fq, supposons que les tra-

24



jectoires convergent vers Eqy i.e : (¢(t)(S(0), 11(0), I5(0))) — Ey, quand t tend

vers l’infinie.

N N
Comme — > 7 on choisit € > 0 (petit) de telle sorte que : — — € > l, pour
1€ v € B
ce €, 3T > 0 telle que : S(z,t) > Q- €> gl, V(x,t) € Q x [T, 00).
1
. ol
On utilise (3.1) : i AL + fr(x)ST; — n(x)y, x€Q,t>0,
.. . a[1 N
Ce qui implique : 5 di AL = By (2)STy — v (z)]; > Bl(@ —e)y —
ol
aitl — dlAll > Bl(|Q| — 6)]1 — ’71]17 \V/(QT,t) cQx (T, OO)
On considere le probléme suivant :
oJ
e —dlAJ+51(‘QI €)J —yJ, V(z,t) € Qx (T,00)
oJ
5 =0, V(z,t) € 9 x (T, 00) (3.14)
J(z,t) =min, g L(z,T) = I1;n(T),z € Q

On a : I est une sur-solution et J est une sous-solution. Par le principe de
comparaison : Iy > J dans Q x [T, 0).
Le probléme (3.14) a pour solution : J = ]lm(T)e(m%_eﬁl_%)t.
Comme I > J et J — o0 quand t — oo ceci contredit le faite que Iy et
uniformément bornée.
Done M = {E\}, E; est globalement attractif.

2 . 1 N 2
(c)C'asR0>1ZR1avec:gl>g2 :;12|Q|>fy
D’aprés la proposition 1, on a l’éxistence de Eqy et Fo, on utilise la méme fonction

de Lyapunov :
Soit E = {(S,1,I,) € D,V (S, I, I) = 0},

| VS ’=0= S = cst,

et
V=0<e={¢ I1=0o0uS=
51
et
Ih=0o0u S=
’ 62
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N
Si S =cst, Iy = I, =0, on applique la formule (3.3), on trouve : Ey = (@, 0,0).

Ou bien si Iy =0, S = B— on applique la formule (3.3), on trouve :
2

Y2
Iodrx = N — =(Q)].
| e 2l

Le cas S = ﬂ, I, = 0 est éxclue.

A

Le cas S = S = n est éxclue.

ﬂz A

Donc on aura : E = {(;,O,w) : / wdr =N — |Q|} U{Eo}.
2 Q

On affirme que M se compose de Ey et Ey au plus, et pour vérifier ¢ca on utilise
la propriété d’invariance de M i.e : ¢(t)M = M, ¥t > 0.
Soit € > 0, B, est la boule ouvert de centre Ey et de rayon € tq : B C D, on

suppose que : (— 0,w) € M avec / wdr = N — E|Q|, par le lemme 2 on
0

B2’ B2

trouve :

72
cb(?f)(ﬂ2 0,

1
car limw(z,t) — |Q|/ w(z,0)dz, quand t — oo.
Q

w) — Fy, quand t — oo,

N
Comme/ wdr = N—gZ|Q|, ceci donne : limw(z,t) = — , quand t — 00.
Q 2

2] 62

Alors 3T > 0 tq : ¢(t )( w) € B, ¥Vt > T, et par la propriété d’invariance

52
on a :

M C B.U{Ey}, (e > 0 arbitraire)

D’autre part, le principe d’invariance de laSalle implique :

(0(t)(S(0), I1(0), I(0))) — M, quand t — oo et c’est équivalent de dire que :
(S(t), (1), I5(t)) — M, quand t — oo.

Donc les trajectoires convergent soit vers Eqy soit vers Fsy, supposons que les tra-

jectoires convergent vers Ey i.e : (¢(t)(S(0), I1(0), I(0))) — Ep,

N
quand t — oo. Comme @ > B on choisit ¢ > 0 (petit) de telle sorte
N 2 N Y2
que : — — € > — pour ce €, AT > 0 telle que : S(x,t) > — — €
a7 SR A

Y(z,1) € Q x [T, 00).

I
On utilise (3.13) : é(;; = doAly + Po(x)S1y — Yo(z) I, © € Q,t > 0,
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I N
ce qui implique : %f — do Ay = [o(x) STy — yo(x) Iy > Bg(@ —
0l

ot

€)1y — y21s,

dgA[Q — 6)[2 — ’}/2127 V(x,t) € x (T, OO)

N
52(@

On considere le probléme suivant :

N
07 _ Ao AT + Bo(— —€)J — yJ,V(x,t) € Q x (T, 00),
ot Q]
%zf] =0, V(x,t) € 002 x (T, 0), (3.15)
J(l’,t) = minweﬁ IQ(I’,T) = IQm(T),,I’ S ﬁ

On a : Iy est une sur-solution et J est une sous-solution. Par le principe de
comparaison : Iy > J dans Q x [T, 00).
Le probléme (3.15) a pour solution : J = ]Qm(T)e(BQ%_EﬁTW)t.
Comme Iy, > J et J — o0 quand t — oo ceci contredis le faite que Iy et
uniformément bornée.
Donec M = {Ey}, E5 est globalement attractif.
(d)Sz‘R1>1et(ﬁ>l) ' ﬁ>ﬁ>l
Pa = B €2 b

D’aprés la proposition 1, on a lemstence de Ey, E1 et Ey, on utilise la méme

fonction de Lyapunov :

Soit E = {(S,1;,I,) € D,V (S, I, I) = 0},

| VS ’=0= S = cst,

et
V=0 < Il—OouS——
B’
et
I, =0 ou S =
o 62
Si S =cst, Iy = I, =0 et on appliquant la formule (3.3), on trouve :
N
Ey = (—,0,0).
jo
Ou bien si [y = 0,5 = 5 , par la formule (3.3), on trouve : / I,dx = N——]Q]
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Ou bien si 1'2 0,8 = 5 , par la formule (3.3), on trouve : / Lidx = N——]Q]

Le cas S = S n est éxclue.

52 o3

donc on aura :

E = {( ,w,0) /wdx:N—%]Q]}U{ —=,0,w) /wdx—N—%|Q|}
B Q B

{Eo}.

On affirme que M se compose de Ey, Ey et Ey au plus.

Par le principe d’invariance de laSalle, les trajectoires convergent soit vers Ey

ou By ou Es.

On suppose que :
o(t)(S(0), 11(0), I5(0)) — Es, quand t — oo

On choisit (e > 0 petit) telle que : (Blgg — e — ) > 0, pour ce e,
2
2

7 > 0, 5(x,t) > 5 © V(z,t) € Q x [T, 0)
2
On utilise (3.13) :

[ —
o AL > S -ah-mh,  @Helx[Lo)  (316)
2

On considere le probléme suivant :

0 _ =d1AJ + 51(* —e)J —mJ, (z,t) € Qx[T,0),

ot B

?};; =0, (z,t) € Q x [T, 00), (3.17)
J(z,t) =min, g L(z,T) = L;,(T), x € Q

On a I est une sur-solution et J est une sous-solution. Par le principe de com-
paraison : Iy > J,Q x [T, 00) Le systéme (5.17) a pour solution :

J = Iy (T)el P et

Comme I > J et J — 00 quand t —> oo ce qui contredis le faite que I; est
bornée, donc les trajéctoires ne convergent pas vers Fs, de méme les trajectoires
ne convergent pas vers Ey.

Donc E; est globalement attractif.
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. 2y, N —m_ 7
e) STRi >1et(=>") d.e: —>—>—
(e) 5i Fa (61 %) By

On utilise le méme raisonnement ci-dessu, et on trouve que Fy est globalement

attractif.

On discute briévement le cas : n_

B B

Si Ry > 1 il y a une infinité d’équﬂibres endémiques contenus dans I’ensemble :

_ _ N _
L_{(gl I, L) : [1+12=@ 5 [1,126R+}

Théoréme 12
)
B B

On a les résultats suivants :

(a) Si Ry <1 alors : Ey est globalement attractif.

(b) Si Ry > 1 alors : L est un attracteur global i.e :
limdist((S(x,t), I1(x,t), Is(x,t)), L) = 0, quand t — oo
uniformément pour x € .

Preuve

On utilise la méme fonction de Lyapunov V' introduit dans la Preuve du théoréme
11.

(a) Cas Ry < 1 : on utilise la méme idée dans la Preuve du théoréme 11, on
trouve que Eqy est globalement attractif.

(b) Cas Ry > 1:

(s, 11,12)——ds/ VS |2 dx—b’l/h (S — 1) dx—BQ/QIQ(S—;i)de

B

222 4 Bol(S — E)Q] dz

= —ds/|VS|2dx_/[51[1(S b

B
_ —dS/Q|VS|2dm /[(S 51) (Buly + Bo15)] da

Soit E = {(S,1,I,) € D,V (S, 11, I) = 0}
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| VS |?=0= S = cst, S = cst,

V=0 et = et
(S = TV (B + Bala) = S =2 ou (Bl + fab) =0
b B
Si S = 5 , par la formule (5.3), on obtient = / +I+ I)de =N
1

Ceci implique que —\Ql +/ (1 +I;)de =N = / (I + I)de = N — llﬂl
61 Q Q 61

N
=—.0,0).

SiS:cst,]1:]2:0:>E0:(|Q|

Donc on aura :

E= {(5 Jwy, W) : /Q(w1 twy)dz =N — |Q|} U {Ey).
1
On affirme que M se compose de Eqy et L au plus.
M vérifie p(t)M = M, ¥Vt > 0.
Soit € > 0, B, est la boule ouvert de centre L est de rayon € telle que B, C D

On suppose que : (l,wl,u&) € M avec : /(w1 +wy)dr = N — —|Q|
Q

B
¢( >(5 wlawz) — L quand t — oo
1
; 1
car : tlgélo ¢(t)(gj,w1,w2) = lgélo(gi wy, wy) = 71’;2'/911)1 dac,|Q|/Qw2 dz).

1 1 1 N m
cor et o [wde= o da = o = 2,
e \Q\/le T oY T gt e A =g )

Ce qui implique que : gb(t)(ﬂ, wi,ws) — L quand t — oo

A

Donc 3T > 0 telle que : ¢(t)(gl,
1
priété d’invariance M C B, U Ej.

wy,wy) € Be, pour t > T, et d’aprés la pro-

Par le principe d’invariance de laSalle, on a : tli}m (S(t), I1(t), I2(t)) = M, donc
les trajectoires convergent soit vers Ey ou L.

Supposons que les trajéctoires convergent vers Eqy i.e :

lim ¢(t)(5(0), 11(0), 12(0)) = Ep.

N N
Comme — > ﬂ, on choisit € > 0 (petit) de telle sorte que : — — € > —, pour
1€ v € B
ce €, 3T > 0 telle que : S(z,t) > - €> gl, V(x,t) € Q x [T, 00).
1
. ol
On wutilise (312) J E = dlAll -+ ﬁlsll — ’)/1]1, S Q,t > O,
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I N
Ce q’lﬂ Zmplzque N aatl — dlAll = 615[1 — ’}/1[1 2 61(@ — E)Il — ")/1[1
ol

N
— — d1 AL > By

(‘% @—6)[1—’}/1[1, V(.Cﬂ,t) EQX (T,OO)

On considere le probléme suivant :

N
07 _ AT+ (= —€)J —md, V(z,t) € Qx(T,0),
ot Q]
%t] =0, V(z,t) €0 x (T, 0), (3.18)
J(x,t) =min, g (2, T) = [1n(T), x € Q.

I, est une sur-solution et J est une sous-solution. Par le principe de comparai-
son : I} > J dans Q x [T, 00).

Le probléme (3.18) a pour solution : J = ]1m(T)e(61%_661_%)t.

Comme Iy > J et J — 00 quand t — oo ceci contredit le faite que I et

uniformément borné.

Donc M = L, L est un attracteure globale.

3.3 Cas hétérogene avec coefficients de diffusion

égaux

3.3.1 Nombre de reproduction de base :

On pose que : d = dg = dy = dy, le modele (3.1) s’écrit comme suit :

08

E = dAS — (51(%’)[1 + 62(1')12)5 + '}/1(1')[1 "—'}/2(1')[2, S Q,t > O,
ol

E:dAll‘FBl(x)Sll_’Yl(fx)Il) I’EQ,t>O,
0l

E = dAIQ + 62(1])5[2 - ’}/Q(ZE)IQ, x e Q,t > 0,

(3.19)
avec : Z;S; = g{; =0,z € 00,t > 0.
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Faisons la somme des trois équations du systeme (3.19) :

S+ 1 + )
ot

:dA<S+]1+]2) ,IGQ,tE(0,00)

avec : oS +8I7; 1) =0, €09, te(0,00).

Alors d’apres le lemme 2 :

1 N

Comme la population est constante donc on peut considérer le modele de com-

pétition suivant :

ol
aftl =dAL + (51(‘% —m — iy — Bilb) ]y ,x et >0,
(3.20)
o1, N
= dAI + (Ba(qp — 72 = Boli = folo) >,z € 2,1 >0,

On définit le nombre de reproduction de base Ry et le nombre R; comme suit :
Ry = max{ry,re} , Ry = min{ry,r}

Ou r; est donné par :
(% [ B da)

, p € HY(Q),p #0, i=1,2
/Q((Jl\VsDI2 +7¢%) dz

r; = Sup

D’autre part pour une fonction a(z) € Q holderienne, on considére le probléme

suivant :
dAp + a(z)p+ Ap =0, x €,
Oy (3.21)
— =0, x € 0.
on

Soit ¢ € H'(Q) (fonction test), par la formule variationnelle on obtient :

N(a) =inf {/ (dIV]* —ap?)dx : p € HI(Q)et/ O*dr = 1} ) (3.22)
Q Q
Ou A*(«) est la valeur propre principale associée au probleme (3.21).

Remarque 3

(i) ri <1 <= N(NBi/|Q =) >0,
(ii) ri = 1 <= X (NBi/|Q = %) = 0,
(7ii) i > 1 <= X\*(NS; /|2 — ;) <O0.
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Lemme 3
On suppose que «, 3 sont des fonctions holderienne continue dans Q avec :
a(zg) > 0, pour o € Q et B(x) > 0 pour z € Q, ug € C(Q) telle que ug >0

On considere le probléme suivant :

6;; =dAu+ (a(z) — f(x)u)u, € N,t>0,

du

— =0, x e 0N, t>0, (3.23)
on

u(x,0) = ugp(x), r € Q.

(a) Si \*(a) > 0, alors toutes solutions de (3.23) converge uniformement vers 0.
(b) Si X*(a) < 0, alors pour chaque uy non triviale, la solution u(x,t) de (3.23)

converge uniformement vers u(x), ot u(x) est l'unique état stationnaire positif.

3.3.2 Equilibre sans maladie

Proposition 3

~ N

Le modéle (3.19) admet un unique DFE donné par : Ey = (S,0,0) = (@, 0,0).

Preuve

N
Clairement (@, 0,0) est l'unique DFE car :

¥(S,0,0) = (S, I, 1), le modéle (3.19) donne :

0=dAS — (Bi]1 + Bol2)S + Iy + 121,
O = dAfl + ﬁlgfl — f)/lfl’

0= dAfQ + 625[; — ’}/Qfg.
05 ol
o on

Avec les conditions au bord :

ce qui donne : dAS = 0 c’est a dire AS =0, ce qui implique que S est constante

dans Q (principe de mazimum), par la formule (3.3) :
N

S+ L+ L)dz=N=8=_——.
/Q(S—i- 1+ 1) dx =S5 Q)
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Proposition 4

(a) Si Ry < 1= DFE est stable localement.
(b) Si Ry > 1= DFE est instable.

Preuve

Premiérement on commence par linéarisé le modéle (3.19) autour de l’équilibre

sans maladie, Soit :
N

n(x,t) = S(z,t) — oIk

(ZZ - gf = dAS = (Bu(2) [y + Ba(2)12)S + ()1 + 72 () ]2,

Ce quiimpligue 5§ %1 = O GAL 1 3,(2)ST, — (@),

0& 0l

ot ot

= dAIy + Bo(x) STy — v2(x) 12,

Comme S(x,t) = n(z,t) + |]§\2[| , &z, t) = Li(x,t), &(x,t) = L(x,t), on rem-

place dans le modéle précédent on trouve :

0
G = 480 = (3(@)6r + Ba@)2)(n+ 1)+ 1@ + @)
o6,

N
== dA& + B (z)(n + @)51 —m(z)é,

%5; = dA& + Ba(x)(n + |]§\2[|)f2 —72(2)&2.

Alors le modeéle linéarisé est donnée par :
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0 N N

5 = dn - (@ = n@)é = (o) = (@), €0 t>0,
9)

o = dAG+ () = ()6 rEQ t>0,
T2 = A&+ (o Pale) — m()éa req t>0.

(3.24)

On cherche des solutions sous la forme :

n(z.t) = e M(x) ,&i(x,t) = e Nhi(2) ,&(r,t) = e Mea(2).

Ce qui ameéne a résoudre le modéle de valeur propre suivant :

180 = (157(a) = () = (G a(o) = @)+ A6 = 0, @ €
N
dAyy + (@51(@ —m(z))t1 + Apy = 0, T €,
N
dAwQ + (@62(13) — ’}/2<ZE))’(/}2 — )\”Lﬂg = 0, T € Q,
(3.25)

avec les conditions au bord :

00 _ 0 _ 0y

= F_ Ove Q. 2
5 = B = o 0, €0 (3.26)

On additionnant les trois équations de (3.25) :
AP+ b1+ 92) = M + 1 + ).
En suite on intégre : d/ AP+ 11 + 1) = )\/ (¢ + U1 + o).

Alors - d/ (& + 1 + o) _A/A¢+w1+¢2 :>)\/ (6 + 1 + to)dz = 0,

Donc on aura :
/Q(¢ + 1 + hp)dx = 0. (3.27)

Lorsque Ry <1 =1r; <1 et r9 < 1.

D’aprés la remarque 3 : )\*(Jl\gj‘ — ) >0,i=1,2
Si (A, @, 11,102) résoud le probléeme de valeur propre (3.25)-(3.27) avec au moins

un des (X, ¢, 11,19) non trivial alors Re(\) > 0.

dAp + Mo =0, z €,
On suppose que : Yy = 1y = 0 alors le modéle (3.25) devient : Ao
=0, , T € 0.

an
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Ce qui implique que : X > 0, tant que ¢, n’est pas constant, car si ¢, est constant,
la formule (3.27) implique que ¢, est nulle (contradiction).
En suite on suppose que ['un des 11,1y, est non triviale, par exemple on prend

1 # 0, alors le probléme (3.25) se réduit au probléme de valeur propre suivant :

N
dAYL + (=1 — 7)1 + My =0, x € Q,

o |€2]
k£ 0, x € 0N.
on

(3.28)

Comme X\ est la valeur propre associé au probléme (3.28), donc :

Re() 2 X (36 = ).

n(xz,t) — 0 quand t — .
Alors : ¢ & (x,t) — 0 quand t — oo.

&(x,t) — 0 quand t — oco.

Donc : DFE est stable localement.

(b) Si Rg >1=11>1 ou ry > 1, 5ir1>1:>)\*(%61—71)<0.

Soit : A = )\*(‘ﬁN'ﬁl — 1) et 1 est une fonction propre positive pour le pro-
bléme (3.28) avec une valeur propre principale )\*(%51 — ), soit ¢ la solution

du probléme :

dAd— (X B — b+ A6 =0, z €D,

9 2]
£ =0, x € 0N
on

Comme (X, ¢,11,0) est une solution de probléme de valeur propre (3.25-5.27)

avec A < 0 alors : DFE est instable.

Théoréme 13

Si Ry <1, alors DFE est globalement attractif.

Preuve
On considere d’abord le cas Ry < 1 :

On sait que (S(x,t), [1(z,t), Is(z,t)) — — quand t — o0, soite >0, IT >0

N
2]

telle que :
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oI
D’aprés la deuziéme équation du modéle (3.19) : a—tl —dAL = L(1S — ) et
comme :

N N
S(x,t) < @—Fe—ll(x,t)—[g(x,t) < @+€—Il(x,t), on remplace dans l’équation

I N
ci-dessus on obtient : 88; —dAIL < ]1[(@+6)ﬁ1 —y1—pih], x € Q,t € (T, 00).

I N
[knﬁme:%;—dAbfghKK”+fﬂﬁ—7@—6ﬂﬂ¢r€QJE(Tﬂn)

Donc on aura :

ol N

aitl —dAL < 11[(@ +€)pr—m—Bl], v€Q, te (T, ),

ol N

372 —dAIL < 12[(@ +6)fBs— s — faoly], £ €Q, te (T, 00), (3.29)
8[1 . 012 o

o = an =" r e dN, te (T, ).

Soit fi,i = 1,2 la solution du probléeme suivant :

ol I R
ot —dAI; = ]Z[(IWJV' + G)ﬁz — Y — 6112]7 refl te (T, OO),
I;
o _ 0, x €09, t € (T,00), (3.30)
on
Ii(x,T) = Ii(2,T), zeQ.

I; est une sous-solution et I; est une sur-solution. Par le principe de comparai-
son : Iz, t) < Li(x,t), z€Qx[T,o0).
De plus Ry < 1 = )\*(‘ﬁN'ﬁi — ;) > 0, on choisit € petit telle que :
/\*((%'—I—e)ﬁi—%) > 0, par le lemme 3 toutes solutions du systéme (3.30) converge
uniformément vers 0, i.e :
fi(:r;,t) — 0 quand t — oo, uniformément pour tout x € Q, ce qui implique
que : lim Ii(z,t) = 0.

lim S(x,t) = N

bl ym’xe@

Donc :
lim [;(z,t) =0, x€q.
t—o0
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En suite on consideére le cas Ry =1 :

On a Ry = max{ry,re} = 11 = loury =1, on suppose que :

max{ry,ro} =11 = r; = 1 et d’aprés la remarque 3 : )\*(WNlﬁl — 1) = 0. D’autre
part comme max{ry,ro} = r1 donc min{ry,ro} = ro, ceci implique que ro < 1, et
par la remarque 3 : )\*(%[)’2 —72) > 0.

Pour i = 2, un € petit et par le lemme 3, le modéle (3.530) admet une solution
I(z,t) — 0 quand t — oo, comme Ly(x,t) < Lz, t) ce qui implique que :
Jim I(z,t) = 0.

D’autre part Pour i = 1, un € petit qui tend vers 0 et par le lemme 3, le modéle
(3.30) admet une solution I,(x,t) — 0 quand t — oo,

comme I (z,t) < I,(z,t) alors tlggo Li(z,t) =0, ce qui implique que :

Jim Ii(z,t) =0.

. N
tlggloS(x,t) = @, x € €,

lim [;(z,t) =0, z€qQ.
t—00

Donc :

3.3.3 Equilibre endémique
Soit (S, I1, I5) I'équilibre du systéme (3.19) qui vérifie :

0=dAS — (51]_1 + 52]_2)5 +’71]_1 + 72]—2> x €,

0= dAl_l + Blgj_l — ’}/1[_1, X € Q, (331)

0= dAfQ —+ 525’[72 — ’)/QfQ, z €.

Faisons la somme des 3 équations du systéme (3.31), et on utilisant le principe
de maximum on obtient : S = @ — I — L.

On remplace S dans le systeme (3.31) :

La premiere équation nous donne :

0= dA(% - I_l - I_2) - 1_1(515' - 71) - f2(525 - 72)-

0= —dAjl — dAjg — fl(ﬁlg - ’}/1) - 12(628 - "}/2)

0= _dAI_I - dA[_2 - jl(ﬁl% -N —511_1 - 51]_2) - ]_2(52‘% — 72 —52.?1 —621_2)-
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La deuxiéme équation nous donne :

0=dAL + 1_1(51% —mn — Bl — Bily).
La troisieme équation nous donne :

0=dAL + 1_2(52% — 72 = Boli — Boly).
Alors on obtient le systeme suivant :

- _ N _ _
dAL + L(Bi= — 71 — filh — f1l2) =0, x € Q,

Q|
(3.32)
_  _ N _ _
dAI, + [2(52@ — Yo — foly — faly) =0, x € Q,
et les conditions au bord :
oL, 9L, _
— =—"=0 Q. 3.33

Le modele (3.32)-(3.33) admet comme solution (I, I), par la remarque 3 et le
lemme 3 :

Si:r;>1& )\*(%61 — 1) < 0, ceci implique que le modele admet une solution
positive ou nulle donnée par : (11, I,) = (U, 0) telle que (U > 0) dans 2, comme
S = % — I, — I, donc le premier équilibre endémique est : (|NQ| - U,U,0),

ou bien si : 1y > 1 & >\*<%52 — ) < 0, ceci implique que le modeéle admet

une solution positive ou nulle donnée par : (I, 1) = (0,V) telle que (V > 0)

dans Q, comme S = @ — I, — I, donc le deuxiéme équilibre endémique est :
N
]

Théoréme 14

Si Ry > 1 > Ry, alors il existe un équilibre endémique noté Ey donné par :
N

(@ —U,U,0), ou bien un autre équilibre endémique Ey donné par :
(@ —V,0,V), ou les deux équilibres sont globalement attractifs.
Preuve

Si Ry=1r1= Ry =1, onaura : r1 > 12> rs.
Si Ry =19y = Ry =11, onaura : r9 > 12> ryq.
Par exemple on suppose que : r1 > 1> 19, par la remarque 3 :

/\*(WN'& — 1) <0 ce qui implique que (3.32)-(3.33) admet une solution positive
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ou nulle (U,0) avec : By = (‘ﬁN' - U,U,0).

On étudie l'attractivité globale de Fy :

N .
ry <1= /\*(@62 — ) >0, donc Jlim Iz, t) =0,

N
comme tli)m(S +L+10)= a soit € > 0, 3T > 0 telle que :
N
— =1 t) —e< )< — — 1T t .
|Q| 1(1‘, ) € > S(Z‘, ) = |Q| 1(1], )+6
On a :
o5 N N
E_dAII = 515[1—’7111 < 51[1[@—[14‘6] —’71]1 = [1[51(@4‘6) —51]1 —”Yl];
oI
et : aitl—dﬁh = SThi—nl > 51]1[%—[1—6]_%]1 = 11[51(%_6)—51]1—%]
oI
Donc on aura : [l[ﬁl<%_€>_61]1_’71] < aitl—dﬁh < [1[51(%“‘6)—51[1—71];
(z,t) € (T, 00).

Soit I la solution du probléme suivant :

ol - -
EZdA]—FI[(%_e)Bl_Vl_BII]) l‘EQ,tG(T,OO),

or _ 0, z €00, te (T, o00), (3.34)
on

I(z,T) = L(z,T), z € Q.

Soit T la solution du probléme suivant :

ol I R
EZCZA]—FI[(%—}_E)Bl_/yl_Bl]L ZL‘EQ,tG(T,OO),

ol =0, x €, te (T,00), (3.35)
on

I(2,T) = I,(x,T), zeq.

I est une sur-solution et I est une sous-solution . Par le principe de comparaison
I(z,t) < Li(x,t) < I(x,t), (z,t) € Q x [T,00).

Commery > 1 et pour e petit )\*((% +e)f—71) <0, par le lemme 3 on obtient :
Jim I(z,t) = I*(x), Jim I(z,t) = I*(x), avec : I*(x) et I*(x) sont deux équilibres
positifs ou nuls, lorsque e — 0, I*(z) — U(z) et I*(x) — U(z).

Ceci implique : I(x,t) — U(x) quand t — oo, et par conséquent :
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lim S(z,t) = N U.

00 Tl
}E{}oh(%“ =U.

tli>n;> Iy(z,t) = 0.

Donc E; est globalement attractif.

On utilise le méme raisonnement pour démontré que Ey est globalement attractif.

Question :

Dans le cas des coefficients homogenes et pour un R; > 1 on a observé un com-
portement d’éxclusion compétitive. Est-ce-que on aura le méme comportement
pour le cas des coefficients hétérogenes ?

Pour répondre a telle question on introduit deux fonctions auxiliaires U et V telle
que U représente la densité asymptotique la plus faible pour la premiére maladie

et V est la densité asymptotique la plus faible pour la deuxiéme maladie.

Si )\*(WN'ﬁl -1 —p/V) <0, U est Punique solution positive pour le probléme :
dAU—l-Uv(%ﬂl - M —ﬁlV—Blﬁ) :O, xr € Q,
ou
Si /\*(‘ﬁN'Bg — 7 — BU) <0, V est Punique solution positive pour le probléme :
dAV + V(\Nﬁﬁz — e — BU — V) =0, z€Q,
oV
Théoréme 15
(a) Si )\*(%ﬂl -7 —B1V) <0 et )\*(%52 — 5 — BU) > 0 alors Ey est
globalement attractif.

(b) Si A*(%BQ—VQ—BQU) <0 et )\*(%61—71—51‘7) > 0 alors Ey est globalement

attractif.

Preuve

(a) On suppose que )\*(%61 -1 —H/V)<O0 et /\*(%52 — vy — BU) > 0.

La solution du modéle de compétition (3.20) coverge toujours, il suffit de prouver
que :

((Ii(z,t), Ir(z,t)) — (I}(2), I5(x)), quand t — oo uniformément pour x € Q
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avec (If(x), I5(x)) est la solution du probléme (3.32)-(3.33) telle que :

(I7 (x), I5(x)) = (U, 0).

On a : I(z,t) — I;(x) quand t — oo avec I5(x) < V. Soit e > 0, 317 > 0
telle que :

L <(I;+¢) = —pils > —pi(I5 +¢€), donc on aura :

oI

E - dAIl 2 Il<%51 - 71— 51]1 - 51(15 + 6)), V(I,t) S Q x (Tl,OO).

Soit I la solution du probléme suivant :

ol i -
E = dA]—i_](%ﬂl - M —61]—61(V+6))7 WS Q, t e (Tl,OO),
ol
87’[7:07 ZEG@Q,tE(Tl,OO),
j(;U,T) :Il<.’lf,T1>, X Eﬁ
(3.36)

I est une sur-solution et I est une sous-solution. Par le principe de comparaison
L(z,t) > I(x,t), (z,t) € Q x [T}, 00).

D’autre part : )\*(‘%31 — v — /1V) <0, pour e >0 petit :
/\*(%Bl—”yl—ﬁl(‘/—%e)) < 0 ceci implique que : I(z,t) — I*(z) quand t — oo.
Ou I*(x) est un état stationnaire positive, de plus I (x) — U(x) quand ¢ — 0.
Pour un t grand et 6 >0 on a : I (x,t) > U(z) — 6. 3Ty > T} telle que :

0l

E — dA[Q < [2<%ﬂ2 — Y2 — 52([7 — (5) - ﬁQIQ), v<l',t) € ) x (TQ,OO).

Soit I la solution du probléme suivant :

oI . - A
E:dA]—i_[(%/BQ_/YQ_/BQ(U_é)_52]7 I'GQ, t e (TQ,OO),
ol
877”] :0, 336(99, te (TQ,OO),
I(2,T) = Lz, Ty), zeQ.

(3.37)

On a I est une sur-solution et I est une sous-solution. Par le principe de com-
paraison : I(x,t) < I(z,t), (x,t) € Q x [Ty, 00).

D’autre part : )\*(%'Bg — 9 — BoU) >0 et pour § > 0 petit :
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)‘*(IﬁNIBZ — 49 — Bo(U = 8) >0, par le lemme 3 : I — I} quand t — oc.
Faisons tendre § —s 0 on trowve : I} — 0 et comme : I(x,t) < I(x,t) ceci
implique que : Iy — 0 quand t — oo.

N
Par conséquent : Iy — U quand t — oo, puisque : S+ I + I, — @

S — |](\2[| U quand t — oo, donc Ey est globalement attractif.

(b) On suppose que : N (5 — 55— BolT) < 0 et A (5 — 31 — ByV) > 0.

La solution du modéle de compétition (3.20) coverge toujours, il suffit de prouver
que :

((L(x, 1), L(x, 1)) —

avec (If(x), I5(x)) est la solution du probléme (3.32)-(3.33) telle que :
(I7 (%), I3(x)) = (0, V).

On a I(z,t) — I} (x) quand t — oo avec I (x) < U. Soit € > 0, 311 > 0 telle

(I1(z), I;(z)), quand t — oo uniformément pour x € §)

que :

I < (I} +€) = =021 > —fo(If + €), donc on aura :
oI,

E — dAIQ > IQ<|Q|52 52([1‘( + 6) - 52[2), V(ﬂf,t) S Q x (Tl,OO).

Soit I la solution du probléme suivant :

ol - N
It :dAI‘i‘I(%@—’YQ—@(U‘FE)—521)7 z €, te(Ty,0),

oI
87):0’ x €0, t e (Th,00),

I(z,T) = I(z, TY), z €.

(3.38)
I, est une sur-solution et I est une sous-solution. Par le principe de comparaison
I(z,t) > I(x,t), (2,t) € Q x [T}, 0).
D’autre part )\*(%52 — v — BU) < 0, pour e > 0 petit :
/\*(%'Bg—vg—ﬁg(U—i—e)) < 0, ceci implique que : I(z,t) — I*(2) quand t — oo
Ou I*(x) est un état stationnaire positive.
De plus I*(z) — V(z) quand ¢ — 0.
Pour un t grand et 6 > 0 on a :

Lz, t) > V(z)—6. 3Ty, > Ty telle que :
ol

o~ AL < LB =7 = Bl = Bi(V = 0)), V(1) € Q x (Ty, 00).
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Soit I la solution du probléme suivant :

ol A R N
E :dA]—F[(%ﬁl—71—51]—ﬁ1<v—5), ZEGQ, t e (T27OO>,
ol
877):0’ x €00, t € (T, 00),
I(x,T) = I(z,Ty), z €.
(3.39)

On a I est une sur-solution et I; est une sous-solution. Par le principe de com-
paraison Iy (x,t) < I(x,1), (x,t) € Q x [Ty, 00).

D’autre part : )\*(‘%31 — = BV) >0 et pour § >0 petit :

/\*(ﬁﬁl — 1 — (V= 68) >0, et par le lemme 3 : I—s fg quand t — 0.
Faisons tendre 6 — 0 on trouve : fg — 0 et comme : I(x,t) < f(x,t), ceci
implique que : Iy — 0 quand t — oo.

Par conséquent : Iy — V' quand t — 00, puisque :

S+nL+1, — |jg\27| =95 — |jg\2[| —V quand t — oo, donc Es est globallement
attractif.

Remarque 4

Si I, I, sont non triviale alors : (5’, I, jg) est appelé un équilibre de coexistence.
Si les deux équilibres endémiques éxistent, donc on a pas un phénomeéne d’éxclu-

sion compétitive.

Théoreme 16

Pour Ry > 1. On suppose que :

/\*(ﬁN'Bl -7 —p01V) <0 et )\*(‘ﬁ]\['ﬁg — o — BoU) < 0 alors il existe au moins un
équilibre de coexistence pour le systeme (3.1)-(3.3), de plus le systéeme (3.1)-(3.3)
est permanent dans le sens ou il existe deux constantes positives mqg et My telle

que :
my < S(SL’, t)a [1(337 t)? 12(3:7 t) < MO
Vo e Q,t > T, ou Ty dépend des conditions initiales.

Preuve

D’aprés la démonstration du théoreme 15 on a :
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(I1(z,t), Ir(x,t)) — (I7(x),I5(x)) quand t tend vers oo, uniformément pour
x € Q ou (I} (x), I3(x)) est la solution du probléme (3.52)-(3.33).

De plus )\*(%Bl — v — V) <0 alors le lemme 3 garantie la convergence vers
Vunique état d’équilibre I3 (x) qui est strictement positif.

De méme )\*(%52 — 72— BU) < 0 alors le lemme 3 garantie la convergence vers
Punique état d’équilibre I5(x) qui est strictement positif. Donc on conclue que
(I3 (), I5(x)) sont strictement positif au niveau des composants.

N
D’autre part : S+ I, + I, — @ quand t — oo,

S — S quand t — o0

et comme : ¢ I — I} quand t — o

Iy — I3 quand t — oo

Donc on aura : I7 + 15 < %

Il nous reste a prouver qu’il n’existe pas une séquence d’équilibres {(I7,,,15,)}
pour le modeéle (3.32)-(3.33) qui converge vers (U,0) ou (0,V), ou bien elle vé-
rifie - I3, + 15, — WZV'
La non ezistence de telle séquence qui ne converge pas vers (U,0) ou (0,V) a

était prouvé dans [0] (page 290).

On suppose que : {(I}

% . 2o * * N )
Tnod5n)} existe et vérifie It + I3, — 1, alors par l'ar-

gument compact il existe une sous séquence {(I7,,;, I5,;)} telle que :

{0 )y — (I, I%) ot IF, i = 1,2 vérifie : AN —~; I} = 0, par le principe
- S - N

de maximum I =0, ceci contredit le faite que : IT + 15 = @ donc on peut pas

avoir une séquence qui vérifie : I, + I3, — %

3.4 Conditions d’éxclusion compétitive et de co-

existence

Dans cette section, on vérifie la validité des conditions des théorémes 15 et
16 on se basant sur la formule (3.22) et la remarque 3.

On commence par vérifier la validité des conditions du théoreme 15 :

N _
(a) on choisit : ‘Qﬁ‘z > 7, dans €2, par la formule (3.22) et le lemme 3 on a (0,V)
N _
existe ou V vérifie : V' < - minQ{gQ} dans €.
2
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Comme (31 ne dépend pas de [2 et 79 donc on aura : minQ{gZ} > m XQ{ }

N _
pour 1 grand, ceci implique que : |QB|1 v1 — 1V > 0 dans Q car :
mmﬂ{g"’} > maXQ{gl} = —minﬁ{ﬁ} < - aXQ{%}

2 1
N N
Ceci implique que : Q- man{%} < 9] maXQ{%}
N N
Puisque : V' < minﬁ{—} donc : V' < maXQ{%}
] : ]
Ceci implique que : i — v — BV > 0 dans Q.
2] N
Par la formule (3.22) on a : \*( |QB|1 —m — (V) < 0, d’apres le lemme 3 on a

~ ~ ~ N
I’éxistence de U ou U vérifie: U > — —maxﬁ{l} -V > minﬁ{ﬁ} —maxﬁ{l}
B 2 B B I3}
dans €2, pour simplifier on pose : 75 = ¢f5 avec ¢ une constante positive proche de

N N N N ~
]Q] telle que : (\Q\ —I—rnaXQ{ })/ c < ceci implique : ﬁ—’Yg—ﬁgU <

1 1]

_ Ny -
dans €, par la formule (3.22) A5( Q) —BU) >0

On vérifie la validité des conditions du théoréme 16 :

Va € C(Q), M (o) — ming{—a(x)} (voir[5]).
Soit ay (7) = max{a(z),0}, Vo € Q, alors 3d* > 0 telle qu'on a l'existence et

I'unicité d’une solution U pour le probleme :
dAu+ (a(z) —uw)u =0, xz € Q,

ou

— =0 o0f).
o , HAS

U existe, Vd < d* et u — a4 quand d — 0. (voir [12])
Pour simplifier on pose :  l'interval ouvert (0,1) et f; = By = 1.

N
Supposons que : ]Q] > v, 1 =1, 2.

N
U— — — 7, quand d — 0

Alors : <2
V—>@—72, quand d — 0
N
De plus : A*(a) — ming{—a(z)} quand d — 0 , et V — Q- Y2, quand
d — 0, alors on obtient :
+ NB .
AY( Q) —mn—=p/V)— mﬁln{’yl(a:) —Yo(x)} quand d — 0 (3.40)
De méme :
< N2 .
A*(  ~ Yo — PoU) — mﬁm{’yg(x) —m(x)} quand d — 0 (3.41)
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1+

T
On choisit : (@)

Yo(z) =2 — .

S(x,0) = 3+ cosmzx.

Et les conditions initiales :
Ii(x,0) = I1(z,0) = 2 + cosmz.

N
71_61‘/) <0et )\*(|Q5|2—72—52U) < 0.

NG
Q|
Donc les conditions du théoréme 16 sont vérifiés.

D’aprés (3.40)-(3.41), A*(
Conclusion :

On aura la coexistence entre les deux souches pathogenes pour un taux de diffu-

sion petit.
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Chapitre 4

Simulation numérique

Afin de confirmer les résultats précédents concernant 1’éxclusion compétitive
et la coexistence, on présente les simulations numériques qui ont étaient faites
sous Matlab.

Explications :

Les figures (4.1-4.6) : représentent un phénomene d’éxclusion compétitive, i.e
on obtient I'extinction (convergence vers un état d’équilibre nul) de la premiere
souche pathogéne comme il est indiqué dans la figure (4.2) et en parallele on a la
pérsistence de la deuxiéme souche pathogene (convergence vers un état d’équi-
libre qui est strictement positif) comme il est indiqué dans la figure (4.3), et vice
versa.

Les figures (4.7-4.9) : représentent un phénomene dii a la coexistence entre les
deux souches pathogenes. Ceci est indiqué par la convergence des deux souches

pathogenes vers un état d’équilibre qui est strictement positif (figures 4.8-4.9).
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Populations des individus suceptible S(x,t)

Temps t 0 0 - Distance x

F1GURE 4.1 — Population des individus succeptibles.

Les individus infectés par la premiére souche pathogéne I1{x,t)

0.4

0.2
Temps t 0 0 Distance x

FIGURE 4.2 — Population des individus inféctés par la premiere souche pathogene.
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Les individus inféctés par la deuxiéme souche pathogéne 12(x,t)

Temps t 0 o0 . Distance x

FIGURE 4.3 — Population des individus inféctés par la deuxiéme souche patho-

gene.

Populations des individus suceptible S(x,t)

0.4

Temps t 0 o0 Distance x

FI1GURE 4.4 — Population des individus succeptibles.
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Les individus infectés par la premiére souche pathogéne I1{x,t)

Temps t 0 o0 . Distance x

FIGURE 4.5 — Population des individus inféctés par la premiere souche pathogene.

Les individus inféctés par la deuxiéme souche pathogéne 12(x,t)

0.6

0.4

0.2
Temps t 0 g Distance x

FIGURE 4.6 — Population des individus inféctés par la deuxieme souche patho-

gene.

51



Populations des individus suceptible S(x,t)

Temps t 0 0 . Distance x

F1GURE 4.7 — Population des individus succeptibles.

Les individus infectés par la premiére souche pathogéne I1{x,t)

3.5 ~

Temps t 0 0 Distance x

FIGURE 4.8 — Population des individus inféctés par la premiere souche pathogene.
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Les individus infectés par la deuxiéme souche pathogéne 12(x,t)

3.5 ~

Temps t 0 0 Distance x

FIGURE 4.9 — Population des individus inféctés par la deuxiéme souche patho-

gene.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons discuté deux phénomenes importants dans le

contexe épidémiologique.

Le premier est considéré sous le nom du principe d’éxclusion compétitive ou
principe de Volterra-Gauss. Ce principe on I’a utilisé dans le cadre épidémiolo-
gique et plus précisement pour étudier les modeles multi-souches pathogenes. Le

second correspond au cas ou la coexistence entre les souches pathogenes se réalise.

A cet effet on a partagé notre travail en deux chapitres. On a commencé dans le
premier par introduire quelques théoremes, définitions et propositions qui nous
ont aidé pour étudier le second chapitre qui était consacré a ’étude mathéma-
tique d’un modele SIS de type réaction-diffusion a deux souches pathogenes avec

coefficients hétérogenes.

Ce chapitre se subdivise en deux parties, la premiere correspond au cas ho-
mogene qui nous a conduit a deux résultats suivant le calcul de Ry, et qui nous
a amené a un principe d’éxclusion compétitive.

la deuxieme correspond au cas hétérogene avec aussi deux résultats possibles
suivant le calcul de Ry, a cet effet on a obtenu soit la coexistence entre les deux
souches pathogenes, sinon la persistence d'une souche pathogene, on paralléle
I’extinction de ’autre souche pathogene sous le nom d’éxclusion compétitive.
Dans la fin de ce mémoire, on a présenté des simulations numériques pour illustrer

les résultats théoriques.
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