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A mes chère soeurs Yasmina et Souhila.

A mes deux chère familles Touati et Serir.

A tous mes professeurs et tous mes collègues.
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4.1 Réduction du problème : préliminaires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.1.1 Retraitement du problème. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.1.2 Un ensemble de changement des variables. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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1
Introduction.

Soit .T; V; r/ 2 .R�
C
/3 avec T V � r . on travail dans un domaine de détermination qui à la forme d’un

cône tronqué

ΩTr WD
˚
.t; x/ 2 Œ0; T � � R3 I jxj C t V � r

	
; jxj WD

q
x21 C x

2
2 C x

2
3 :

On étudier l’expression u".t; x/, avec " 2 �0; 1�, qui est une solution spéciale pour le système de burger
trie dimensionnel sans terme source

@tu
"
C .u" � r/u" D 0; .t; x/ 2 ΩTr � R � R3 : (1.1)

On complète (1.1) avec la famille des données initiales oscillantes

u".0; x/ D h".x/ D

0BB@h
"
1.x/

h"2.x/

h"3.x/

1CCA D w�x; '.x/" �
; .x; "/ 2 Ω0r��0; 1� : (1.2)

La fonctions h".x/ est définie dans la boule fermée Ω0r (de center zéro et de rayon r) par l’utilisation
d’un profil borné w.x; �/ 2 C1

b
.Ω0r � TIR3/ satisfait

9 .x; �/ 2 Ω0r � T I @�w.x; �/ ¤ 0; T WD R=Z : (1.3)

et une phase ' 2 C1.Ω0r IR/ non stationnaire

r'.x/ WD

0@@1'.x/@2'.x/

@3'.x/

1A ¤ 0; 8 x 2 Ω0r : (1.4)

L’equation (1.1) est le prototype d’un système hyperbolique quasilinéaire. La solution u".t; x/ of (1.1)
a travers la donnée initiale h".x/ admet une vitesse de propagation finie V . Vu (1.2), on note par w D
t .w1; w2; w3/ 2 R3, on obtient

V WD sup
n� 3X
iD1

wi .x; �/
2
�1=2
I .x; �/ 2 Ω0r � T

o
<1 :

Pour résoudre le problème de Cauchy (1.1)-(1.2) dans la classe des fonctions C1 dans le domaine de
détermination ΩTr with .T; r/ 2 R�

C
� R�
C

indépendamment de " 2 �0; 1�. On note par Dxh" la matrice
Jacobienne de h",

Dxh
".x/ D

0@@1h"1.x/ @2h"1.x/ @3h"1.x/@1h
"
2.x/ @2h

"
2.x/ @3h

"
2.x/

@1h
"
3.x/ @2h

"
3.x/ @3h

"
3.x/

1A 2M3.R3/ :

Le point de départ est le Théorème 2.6 de [1]. pour avoir des solution dans ΩTr de classe C1 pour le
problème de Cauchy (1.1)-(1.2), il suffit de voir ce qui ce passe à l’instant t D 0. Une condition nécessaire
et suffisante est d’avoir �

Dxh
".x/

�3
D 0; 8 .x; "/ 2 Ω0r� �0; 1� : (1.5)

Et vu (see [1]), la solution de (1.1)-(1.2) satisfait divu" D 0 dans ΩTr .
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6 1 Introduction.

1.1 Résultats principaux.

Dans cet article on travaille dans le cas de la dimension d D 3.

Définition 1. Soit ' 2 C1.Ω0r IR/ et w 2 C1.Ω0r � TIR3/ deux fonctions vérifiant les deux conditions

@�w.x; �/ 6� 0; r'.x/ 6� 0 : (1.6)

Le couple .'; w/ est dit compatible dans Ω0r �Tsi la famille fh"g" associée à .'; w/ selon (1.2) satisfait
(1.5).

Théorème 1. Il existe une large classe des couples compatibles .'; w/.

Théorème 2. Soit .'; w/ un couple compatible dans Ω0r �T. Alors ils existe une fonctions W.';  ; �/ 2

C1.R2 � TIR/ et une fonctions  .x; �/ 2 C1.Ω0r � TIR/ tel que le profil w.x; �/ ce factorise selon la
forme

w.x; �/ D W
�
'.x/;  .x; �/; �

�
; r' ^ r 6� 0 : (1.7)

Il existe T > 0 tel que le problème de Cauchy�
@tΦC

�
W.Φ;Ψ; �/ � r

�
Φ D 0 ; Φ.0; x/ D '.x/ ;

@tΨC
�
W.Φ;Ψ; �/ � r

�
Ψ D 0 ; Ψ.0; x; �/ D  .x; �/ ;

(1.8)

admet une solution .Φ;Ψ/.t; x; �/ dans le domaine ΩTr � T. On a @�Φ � 0 et pour tout " 2 �0; 1�,
l’oscillation

u".t; x/ DW

�
Φ.t; x/;Ψ

�
t; x;

Φ.t; x/

"

�
;
Φ.t; x/

"

�
; " 2 �0; 1� (1.9)

est une solution de (1.1) dans le domaine ΩTr associée à la donnée initiale u".0; �/ as in (1.2). De plus,
pour tout t 2 Œ0; T � le couple

�
Φ.t; �/; eW.t; �/

�
tel queeW.t; x; �/ WD W
�
Φ.t; x/;Ψ.t; x; �/; �

�
est compatible dans B.0; r � tV Œ�T. Plus précisément, pour tout t 2 Œ0; T �, on a

rΦ � @�WC @�Ψ rΦ � @ΨW � 0; (1.10)

.rΦ � @ΨW/ .rΨ � @�WC @�Ψ rΨ � @ΨW/ � 0; (1.11)

.rΦ � @'W/2 C .rΦ � @ΨW/ .rΨ � @'W/ � 0; (1.12)

rΦ � @'WCrΨ � @ΨW � 0 : (1.13)



2
Notion des couples compatibles.

A partir de maintenant on écrit f � 0 et f 6� 0 pour affirmer respectivement que f est identique-
ment nul dans son domaine de définition ou elle est non -identiquement nul.Soit les deux vecteurs
u D t .u1; u2; u3/ 2 R3 et v D t .v1; v2; v3/ 2 R3, on note par

u � v WD u1 v1 C u2 v2 C u3 v3 ; u˝ v WD

0@u1v1 u1v2 u1v3u2v1 u2v2 u2v3
u3v1 u3v2 u3v3

1A ; u ^ v WD

0@u2v3 � u3v2u3v1 � u1v3
u1v2 � u2v1

1A :
On peut interpréter (1.5) sous la forme des conditions sur .w; '/.

Proposition 1. Soit ' 2 C 1.Ω0r IR/ et w 2 C 1.Ω0r � TIR3/ satisfait les conditions (1.6). Le couple
.'; w/ est compatible sur Ω0r � T si et seulement si il est solution sur Ω0r � T du système S formé par

r' � @�w�0; (2.1)

r' � .Dxw @�w/�0; (2.2)

.Dxw/
3
�0; (2.3)

M .Dxw/
2
CDxwM Dxw C .Dxw/

2M�0; M WD @�w ˝r' : (2.4)

Preuve. On a

Dxh
".x/ D .Dxw/

�
x;
'.x/

"

�
C
1

"
@�w

�
x;
'.x/

"

�
˝r'.x/ :

La condition (1.5) elle peut être toujours formulé sous la forme
3X

jD0

"�j Ξj

�
x;
'.x/

"

�
� 0; Ξj .x; �/ 2 C

0
�
Ω0r � T;M3.R3/

�
tel que

Ξ0 D .Dxw/
3 ;

Ξ1 D .Dxw/
2M CDxwM Dxw CM .Dxw/

2 ;

Ξ2 DM
2Dxw CDxwM

2
CMDxwM ;

Ξ3 DM
3:

pour avoir (1.5) pour tout " 2 �0; 1�, il est nécessaire et suffisante d’avoir

8 .x; �/ 2 Ω0r � T ; 8j 2 f0; 1; 2; 3g W Ξj � 0 : (2.5)

Le bute est de résoudre (2.5) pour certain r 2 R�
C

. les contraintes Ξ0 � 0 et Ξ1 � 0 sont des répétitions
de (2.3) et (2.4). Donc

M 3
D .r' � @�w/

2 @�w ˝r' D 0; @�w ˝r' 6� 0;

L’ex-amination de Ξ3 donne (2.1). Vu (2.1), on a toujours M 2 � 0. Donc la conditions Ξ2 � 0 ce
transforme en MDxwM � 0, ce qui donne (2.2). 2
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8 2 Notion des couples compatibles.

2.1 Cas de rang un.

On suppose que

rg
�
Dxw.x; �/

�
D dim

�
Im.Dxw/.x; �/

�
D 1; 8 .x; �/ 2 Ω0r � T : (2.6)

Le théorème du rang constant [2] et la compacité du tor T, on fait diminuer r 2 R�
C

si nécessaire, on
peut avoir deux fonctions  2 C1.Ω0r � TIR/ et W 2 C1.R � TIR3/ tel que

r 6� 0; @ W 6� 0; w.x; �/ DW
�
 .x; �/; �

�
; 8 .x; �/ 2 Ω0r � T : (2.7)

Lemme 1. On suppose (1.6) et (2.7). Alors, le couple .'; w/ est compatible dans le domaine Ω0r � T si
et seulement si

r' � @�w�0; (2.8)

.r' � @ W/ .r � @�w/�0; (2.9)

r � @ W�0 : (2.10)

Preuve. La condition (2.8) est la même que la condition (2.1). Vu (2.7), on a Dxw D @ W ˝ r ce
qui transforme (2.3) en

.r � @ W/2 @ W˝r � 0; @ W˝r 6� 0

et cela implique (2.10). La contrainte (2.10) réduit la contrainte (2.4) en

DxwM Dxw D .r' � @ W/ .r � @�w/ @ W˝r � 0 :

ce qui donne (2.9) qui garantie (2.2). 2

2.2 Cas de rang deux.

On suppose que

rg
�
Dxw.x; �/

�
D dim

�
Im.Dxw/.x; �/

�
D 2; 8 .x; �/ 2 Ω0r � T : (2.11)

On applique le théorème du rang constant [2] pour avoir l’existence des deux fonctions scalaires  2
C1.Ω0r � TIR/, Q 2 C1.Ω0r � TIR/ et un fonction vectoriel W 2 C1.R2 � TIR3/ tel que

8 .x; �/ 2 Ω0r � T W

8<: r ^ r Q 6� 0;

@ W ^ @ Q W 6� 0;

w.x; �/ DW
�
Q .x; �/;  .x; �/; �

�
;

(2.12)

2.2.1 Factorisation des couples compatibles.

2.2.1.1 Version locale de la factorisation.

On note par E0 D .0; 0; 0/ 2 Ω0r � R3. on travaille localement au voisinage du point .E0; Q�/ 2 Ω0r �T. On
choisie un voisinage convexe Γ satisfait .E0; Q�/ 2 Γ � Ω0r � T. Typiquement on peut prendre

Γ � Γ
Q�
r;Qr WD Ω0r � �

Q� � Qr ; Q� C QrŒ ; .r; Qr; Q�/ 2 R�C� �0; 1Œ�T :

Soit .'; w/ un couple compatible dans Γ Q�
r;Qr

. Par un changementw.x; �/ en w.x; � � Q�/,on peut toujours

supposer que Q� D 0. Autrement on va travailler dans Γ0
r;Qr

. On note i; j et k trois éléments distincts
choisi dans f1; 2; 3g. La conditions (2.11)donne l’existence de k tel que
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rwk.x; �/ 2 Vec
˝
rwi .x; �/;rwj .x; �/

˛
; 8 .x; �/ 2 Γ0r;Qr ; (2.13)

rwi .x; �/ ^ rwj .x; �/ ¤ 0 ; 8 .x; �/ 2 Γ0r;Qr : (2.14)

La direction r'.E0/ ne peut être colinéaire simultanément à rwi .E0; 0/ et rwj .E0; 0/. On choisie les
indices l 2 fi; j g d’une manière que r'.E0/ ^ rwl.E0; 0/ ¤ 0. Alors, on fait une permutation des trois
directions x1, x2 et x3 (avec une permutation correspondante pour les composantes w1; w2 et w3) dans
le bute d’avoir l D 1 et k D 3. Alors, par une restriction de r 2 R�

C
et Qr 2 �0; 1Œ, on peut obtenir

r' ^ rw1 6� 0; 8 .x; �/ 2 Γ0r;Qr (2.15)

les deux conditions (2.13) et (2.14) ce transforme en

rw3.x; �/ 2 Vec hrw1.x; �/;rw2.x; �/i ; 8 .x; �/ 2 Γ0r;Qr ; (2.16)

rw1.x; �/ ^ rw2.x; �/ ¤ 0 ; 8 .x; �/ 2 Γ0r;Qr : (2.17)

La contrainte (2.16) donne l’existence d’une fonctions scalaire W3 dans C 1.R2�� � Qr; QrŒIR/ tel que

w3.x; �/ DW3

�
w1.x; �/; w2.x; �/; �

�
; 8 .x; �/ 2 Γ0r;Qr : (2.18)

alors, utilisant la convention

W.w1; w2; �/ D

0@W1.w1; w2; �/

W2.w1; w2; �/

W3.w1; w2; �/

1A WD 0@ w1
w2

W3.w1; w2; �/

1A ;
on peut obtenir

w.x; �/ DW
�
w1.x; �/; w2.x; �/; �/; 8 .x; �/ 2 Γ0r;Qr : (2.19)

Lemme 2. On sélectionne un couple .'; w/ compatible dans Γ0
r;Qr

et satisfait (2.16)-(2.17). Alors, il existe
une fonctions scalaire W2 2 C 1.R2� � � Qr; QrŒIR/ tel que la composante w2 ce met sous la forme

w2.x; �/ D W2
�
'.x/; w1.x; �/; �

�
; 8 .x; �/ 2 Γ0r;Qr : (2.20)

Preuve. Pour avoir (2.20), il suffit de monter que

rw2.x; �/ 2 Vec hr'.x/;rw1.x; �/i ; 8 .x; �/ 2 Γ0r;Qr : (2.21)

La preuve ce fait par contradiction. On suppose que (2.21) n’est pas vérifiée

9 .x0; �0/ 2 Γ0r;Qr ; rw2.x0; �0/ … Vec hr'.x0/;rw1.x0; �0/i : (2.22)

On combine (2.15) et (2.22), on remarque que les vecteurs r'.x0/, rw1.x0; �0/ et rw2.x0; �0/ forme
une base de R3. On utilise la définition des Ξj et les conditions (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4), on obtient

�
Dxw C @�w ˝r'

�3
D

3X
jD0

Ξj D 0 :

Donc la matrice

Dxw C @�w ˝r' D

0@ trw1 C @�w1
tr'

trw2 C @�w2
tr'

trw3 C @�w3
tr'

1A
est de rang deux. De plus vu (2.18) on a
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rw3 C @�w3 r'D @w1W3 .rw1 C @�w1 r'/ C @w2W3 .rw2 C @�w2 r'/C @�W3r' :

et vu (2.18) on en déduit que le gradient de la troisième composante de w est combinaison linéaires des
gradients des deux premier ce qui donne vu le faite q’on a une base que

.@�W3/
�
w1.x0; �0/; w2.x0; �0/; �0/ D 0: (2.23)

Les fonctions calculer en .x; �/ D .x0; �0/. L’information (2.23) implique que

@�w3 D @w1W3.w1; w2; �0/ @�w1 C @w2W3.w1; w2; �0/ @�w2 :

Vu (1.6), on a @�w1.x0; �0/ 6D 0 ou @�w2.x0; �0/ 6D 0. On considère le cas @�w2.x0; �0/ ¤ 0. L’autre
situation (@�w1 ¤ 0) ce fait de la même manière

La condition (2.23) ce simplifier quand on va réécrire les conditions (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4). Par
exemple (2.1) ce transforme en

r' � @w2W D �
@�w1

@�w2
r' � @w1W: (2.24)

La condition (2.3) ni rien autre que

.Dxw/
3
D
�
.Dxw/

2 @w1W
�
˝rw1 C

�
.Dxw/

2 @w2W
�
˝rw2 � 0 :

vu (2.17),cette identitée est possible si

.Dxw/
2 @w1W � 0; .Dxw/

2 @w2W � 0: (2.25)

On définie
˛ WD t

rw1Dxw@w1W ; ˇ WD t
rw2Dxw@w1W ;

on trouve que
.Dxw/

2 @w1W D ˛ t .1; 0; @w1W3/ C ˇ t .0; 1; @w2W3/ :

La première conditions de (2.25) informe que les deux coefficients ˛ et ˇ sont nul, donc

.rw1 � @w1W/
2
C .rw1 � @w2W/ .rw2 � @w1W/ D 0 ; (2.26)

.rw2 � @w1W/ .rw1 � @w1WCrw2 � @w2W/ D 0 : (2.27)

Par la même méthode au niveau de la second condition,on peut avoir les conditions nécessaire est suffi-
sante

.rw1 � @w2W/ .rw1 � @w1WCrw2 � @w2W/ D 0 ; (2.28)

.rw2 � @w2W/
2
C .rw1 � @w2W/ .rw2 � @w1W/ D 0 : (2.29)

On va montrer que c’est impossible d’avoir

rw1 � @w1WCrw2 � @w2W ¤ 0: (2.30)

On suppose que (2.30) est vrai. Alors, les relations (2.27) et (2.28) implique que rw2 � @w1W D 0 et
rw1 �@w2W D 0. On utilise ces informations, les deux relations (2.26) et (2.29) donne rw1 �@w1W D 0
et rw2 � @w2W D 0. Ces deux dernières informations sont en contradiction avec (2.30). Donc on ai sur
d’avoir

rw1 � @w1WCrw2 � @w2W D 0: (2.31)

La condition (2.31) simplifier (2.27) et (2.28). et les (2.29) est équivalente à (2.26). Donc l’analyse de
(2.3) est le même que que celui de (2.26)-(2.31). Ces deux contraintes (2.26) et (2.31) affirme que les
deux vecteurs
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.rw1 � @w1W;rw2 � @w1W/ 2 R2; .rw1 � @w2W;rw2 � @w2W/ 2 R2

sont colinéaire. Autrement dit on peut avoir . Q̨ ; Q̌/ 2 R2n.0; 0/ tel que

rw1 � . Q̨ @w1WC Q̌ @w2W/ D 0; rw2 � . Q̨ @w1WC Q̌ @w2W/ D 0: (2.32)

On considère (2.2) calculer en .x0; �0/. L’exploitation de (2.23), (2.24) et (2.31), permet de formuler
(2.2) selon h

2 @�w1 .rw1 � @w1W/C @�w2 .rw1 � @w2W/

�
.@�w1/

2

@�w2
.rw2 � @w1W/

i
.r' � @w1W/ D 0:

(2.33)

On multiplier (2.33) par @�w2 .rw2 � @w1W/. Alors, on utilise (2.26) et (2.31) on obtient

.r' � @w1W/ .rw2 � @�w/
2
D 0 : (2.34)

De la même manière, on multiplier (2.33) par @�w2 .rw1 � @w2W/. Alors, on utilise (2.26) pour extraire

.r' � @w1W/ .rw1 � @�w/
2
D 0 : (2.35)

On a deux situations

F1G La cas r' � @w1W ¤ 0. Les équations (2.1), (2.34) et (2.35) implique que r', rw1 et rw2 sont
dans le même plan (@�w?). Donc ils sont linéairement dépendant, ce qui contredit (2.22).

F2G Le cas r' � @w1W D 0. A partir de (2.24), on en déduit que r' � @w2W D 0. Ce qui affirme que

r' � .˛
0

@w1WC ˇ
0

@w2W/ D 0; 8 .˛
0

; ˇ
0

/ 2 R2: (2.36)

On choisi ˛
0

D Q̨ et ˇ
0

D Q̌. Suivant la définition de la fonction W et le fait que . Q̨ ; Q̌/ 6D .0; 0/, on a

Q̨ @w1WC Q̌ @w2W D
t . Q̨ ; Q̌; ?/ 6D .0; 0; 0/ :

Les informations (2.32) et (2.36) (where ˛
0

D Q̨ and ˇ
0

D Q̌) indique que les vecteurs r'; rw1 et
rw2 sont dans le même plan, à savoir . Q̨ @w1WC Q̌ @w2W/?. ce qui donne que ces trois vecteurs sont
linéairement dépendante ce qui contredit la conditions (2.22).

On conclusion (2.21) est vérifiée. 2

Proposition 2 (Version locale). On suppose (2.11) et on sélectionne Q� 2 T. Soit .'; w/ un couple com-
patible dans Γ

Q�
r;Qr

. Alors, par un choix de r 2 R�
C

et Qr 2 �0; 1Œ convenablement et par une permutation
des directions x1; x2 et x3 (on accorde avec les composantes w1; w2 et w3 de w), Il est possible d’avoir
(2.15) et d’écrire le profil w.x; �/ selon la forme

w.x; �/ D W
�
'.x/; w1.x; �/; �

�
; .x; �/ 2 Γ

Q�
r;Qr (2.37)

tel que la fonctions W D t .W1; W2; W3/ 2 C
1.R2� � � Qr; QrŒIR3/ et les deux composantes W1 et W2

vérifiants

W1.'; w1; �/Dw1 ; 8 .'; w1; �/ 2 R2� � � Qr; QrŒ ; (2.38)

@'W2.'; w1; �/¤0; 8 .'; w1; �/ 2 R2� � � Qr; QrŒ : (2.39)
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Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que Q� D 0. Vu la relations (2.20), la fonctions w3
peut être mise sous la forme

w3.x; �/ D W3
�
'.x/; w1.x; �/; �

�
; 8 .x; �/ 2 Γ0r;Qr

avec W3.'; w1; �/ WDW3

�
w1; W2.'; w1; �/; �

�
. Ce qui permet de définir

W1.'; w1; �/ WD w1 ; 8 .'; w1; �/ 2 R2� � � Qr; QrŒ :

Avec ces conventions, on a (2.37) et (2.38). Vu la condition (2.15), pour avoir (2.11), le vecteur @'W ^
@w1W doit être non nul dans R2� � � Qr; QrŒ. ce qui donne que la fonctions @'W2 doit être non nul dans
R2� � � Qr; QrŒ. Ce qui exactement la condition (2.39). 2

2.2.2 Version globale de la factorisation.

Proposition 3. Soit .'; w/ un couple compatible dans le domaine Ω0r � T. On fait diminuer r 2 R�
C

si
nécessaire, on peut trouver une fonction  2 C1.Ω0r � TIR/ satisfait r' ^ r 6� 0 et une fonction
vectoriel W 2 C1.R2 � TIR3/ tel que

w.x; �/ DW
�
'.x/;  .x; �/; �

�
; 8 .x; �/ 2 Ω0r � T : (2.40)

Preuve. On sélectionne un couple compatible .'; w/. La condition (2.11) implique que

dim Vec hrw1;rw2;rw3i D 2; 8 .x; �/ 2 Ω0r � T : (2.41)

Localement par une permutation des coordonnées x1, x2 et x3 de la manière qui figure dans la Proposi-
tion 2, on peut obtenir

r' 2 Vec hrw1;rw2i :

Ainsi
r' 2 Vec hrw1;rw2;rw3i :

Observant que cette propreté ne dépend pas du choix des coordonnées. Donc elle est vrai dans tout le
domaine d’étude. Alors nécessairement on a

r' 2 Vec hrw1;rw2;rw3i ; 8 .x; �/ 2 Ω0r � T : (2.42)

On fixe � 2 T. Et soit la fonction Ψ� 2 C
1.R3IR/ et r� 2 �0; rŒ, on introduit

 � .x; Q�/ WD Ψ� .w1; w2; w3/.x; Q�/ ; 8 .x; Q�/ 2 Ω0r���� � r� ; � C r� Œ :

A partir de (2.41) et (2.42) on peut déduire l’existence de Ψ� 2 C
1.R3IR/ et de r� 2 �0; rŒ tel que r'

ne soit pas colinéaire à r � , à savoir que le premier composant de r' ^ r � est positive

.r' ^ r � /1 > 0; 8 .x; �/ 2 Ω0r���� � r� ; � C r� Œ

tandis que

Vec hr';r � i � Vec hrw1;rw2;rw3i ; 8 .x; �/ 2 Ω0r���� � r� ; � C r� Œ :

La famille des intervalles �� � r� ; � C r� Œ avec � 2 T est un recouvrement ouvert de T. Or T est un
compact, alors il existe un sous recouvrement finie de

T �
N[
iD1

��i � r�i ; �i C r�i Œ :
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On considère une partition de l’unité de la forme f�igNiD1 tel que la fonction �i 2 C1.TIRC/ est ajuster
de tel sorte que

supp�i � ��i � r�i ; �i C r�i Œ ;

NX
iD1

�i � 1:

On remplace r 2 R�
C

par le minimum des nombres r�i (avec i 2 f1; � � � ; N g). Alors, on peut introduire

 .x; �/ WD

NX
iD1

 �i .x; �/�i .�/:

Les rendements de construction précédentes donne (2.45) ainsi que

Vec hr';r i � Vec hrw1;rw2;rw3i ; 8 .x; �/ 2 Ω0r � T : (2.43)

La restriction (2.43) informe que les trois composantes wi peut être exprimer comme des fonctions de
',  et de � . Ce qui donne (2.40). 2

2.3 Les conditions nécessaires et suffisantes sur .';  ;W/.

Soit la condition (2.40), le calcule fournit

Dxw.x; �/ D @'W˝r' C @ W˝r : (2.44)

Vu (2.11), les deux vecteurs r' et r , ainsi que @'W and @ W, sont indépendants. autrement dit

r' ^ r 6� 0; @'W ^ @ W 6� 0 : (2.45)

La condition (1.6) ce transforme en

@� @ WC @�W 6� 0 : (2.46)

Proposition 4. On suppose (2.11), (2.40) et (2.46). Alors le couple .'; w/ est compatible dans le domaine
Ω0r � T si et seulement si on a (2.45) coupler avec

r' � @�WC @� r' � @ W � 0; (2.47)

.r' � @ W/ .r � @�WC @� r � @ W/ � 0; (2.48)

.r' � @'W/2 C .r' � @ W/ .r � @'W/ � 0; (2.49)

r' � @'WCr � @ W � 0 : (2.50)

Preuve. On compare les deux Propositions 1 et 4, on remarque (2.8)-(2.9)-(2.10) est un cas spéciale de
(2.47)-(2.48)-(2.49)-(2.50). Il suffit de travailler avec @'W � 0. La restriction (2.47) est une répétition
de (2.1). La contrainte (2.48), s’obtient à partir de la contrainte (2.2) dans laquelle la matriceDxw.x; �/
est remplacé comme dans (2.44). La relation (2.1) donne des simplifications au niveau de (2.48). Avec
(2.44), on peut formuler (2.3) selon

.Dxw/
2 @'W˝r' C .Dxw/

2 @ W˝r D 0 :

Rappelons (2.45). Les deux vecteurs r' et r seront indépendant, la dernière identités ce transforme
en
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.Dxw/
2 @'W D 0; (2.51)

.Dxw/
2 @ W D 0 : (2.52)

Injectant (2.44) dans (2.51). Alors, l’exploitation de (2.45) permet d’avoir

.r' � @'W/2 C .r � @'W/ .r' � @ W/ D 0; (2.53)

.r � @'W/ .r � @ WCr' � @'W/ D 0 : (2.54)

On fait la même chausse avec (2.52). Ce qui donne

.r � @ W/2 C .r � @'W/ .r' � @ W/ D 0; (2.55)

.r' � @ W/ .r � @ WCr' � @'W/ D 0 : (2.56)

Les relations (2.49) et (2.53) sont similaires. Observant qu’on peut obtenir

r � @ WCr' � @'W 6D 0:

En effet, dans un tel cas, (2.53), (2.54), (2.55) et (2.56) fournirait

@'W 2 Vec hr';r i? ; @ W 2 Vec hr';r i? :

Autrement dit , à cause de (2.45), les deux vecteurs @'W et @ W de R3 sont colinéaires. Ceci est
incohérent avec (2.45). Donc nécessairement on a (2.50).
Maintenant on va voir l’implication inverse, Utilisant (2.40) et (2.45), les relations (2.1), (2.2), (2.11) et
(1.6) sont respectivement équivalentes à (2.47), (2.48), (2.45) et (2.46).
Donc la contrainte (2.3) est la même chausse que (2.53), (2.54), (2.55) et (2.56). Les trois conditions
(2.53), (2.54) et (2.56) sont prises en compte au niveau de (2.49) and (2.50). En vue de (2.50), la condition
restante (2.55) ce réduit en (2.53).
Il reste à vérifier que la relation (2.4) est en effet une conséquence des contraintes de la Proposition 4.
À cette fin, utilisant (2.44) afin d’identifier les différents termes de (2.4). Avec (2.49) et (2.50), on peut
facilement avoir M .Dxw/

2 � 0. Alors on peut exploiter (2.47) et (2.48) pour avoir

DxwM Dxw C .Dxw/
2M D .r � @�w/ .r' � @'WCr � @ W/ @ W˝r' :

En vue de (2.50), on a (2.4). La preuve de la Proposition 4 est terminée. 2



3
Les couples compatibles dans le cas ou r' � @ W � 0.

3.1 D’autres ajustements.

Avant d’aller plus loin dans l’analyse, nous devons prendre soin de traiter des situations qui sont pas pris
en compte dans [3]. On note eW.x; �/ WDW

�
'.x/;  .x; �/; �

�
;

l’article [3] est basée sur les différentes conditions, voir (35) de [3]Y
@� eW?Dx eWY

r'? �

Y
.@� @ WC@�W/?

.@ W˝r /
Y
r'? � 0 : (3.1)

Dans le bute de ne pas reproduire ce qui est apparu en [3], on va travailler avec W, ' et  ajuster de tel
faccon que

@ W ^ @�W 6� 0 ; r ^ r' 6� 0 :

Il existe plusieurs manière pour factoriser le profil w.x; �/ comme il est proposé dans (2.40). En effet, si

�.';  ; �/ 2 C1.R2 � TIR/

une fonction quelconque tel que @ � 6� 0, on note

Q WD �.';  ; �/ ;

on trouve
w �W.';  ; �/ � eW.'; Q ; �/

avec
W.';  ; �/ � eW�

'; �.';  ; �/; �
�
:

Alors, on va avoir
@ W � @ � @ Q 

eW 6� 0
avec

@'W � @' eWC @'� @ W=@ �; @� Q � @� @ �C @��:

Dans cette transformation @ W 6� 0 et @'W 6� 0 sont préserve. autrement dit, on a une certain liberté
concernant @� . On ajustant � convenablement, on ait sur que @� 6� 0 ou @� � 0. Selon les cir-
constances, nous allons utiliser une ou l’autre de ces deux conditions. En prévision de ce qui suit, nous
mettons de côté le cadre (3.2) donnée ci-après

@� 6� 0; @'W 6� 0; @ W ^ @�W 6� 0; r ^ r' 6� 0 : (3.2)

Nous discutons ici le système (2.47)-(2.48)-(2.49)-(2.50) sous la restriction (3.2) est dans le cas ou

r' � @ W � 0:

15
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autrement dit on va travailler avec (2.40), (2.45) et (3.2) combiné avec les conditions

r' � @�W D 0; (3.3)

r' � @'W D 0; (3.4)

r � @ W D 0; (3.5)

r' � @ W D 0: (3.6)

3.2 La structure feuilletée associé à la phase '.

Lemme 3. On suppose les conditions (1.6), (2.45) et (3.2) ainsi que (3.3), (3.4), (3.5) et (3.6). On fait
diminuer r 2 R�

C
et par une permutation des coordonnées x1, x2, x3 et des composantes @1', @2', @3',

on a l’existence de deux fonctions scalaires f 2 C1.RIR/ et g 2 C1.RIR/ ajuster de tel sorte que

r'.x/ �

0@f �'.x/�1

g
�
'.x/

�
1A @2'.x/ ; 8x 2 Ω0r : (3.7)

Preuve. Les conditions (3.3) et (3.6) informe que la directions r' est parallèle à @�W ^ @ W 6� 0.
ainsi la direction r' peut être vu comme fonction de .';  ; �/. On diminue r 2 R�

C
et on permute les

coordonnées x1, x2, x3 et les composantes @1', @2', @3', on peut toujours avoir

r' D E.'; ; �/ @2' ; E.';  ; �/ WD

0@f .';  ; �/1

g.';  ; �/

1A :
Or la fonction ' ne dépend pas de � , alors nécessairement on a

@� @ E C @�E � 0:

Dans le cas ou @ E � 0, on a aussi @�E � 0 donc (3.7) est vérifiée. A partir de maintenant on suppose
que

@ E 6� 0:

L’application @� peut être représenter comme une fonction de .';  ; �/, ce qui donne

@� D k.';  ; �/

avec k 2 C1.R2 � TIR/. On considère n’importe qu’elle fonction �.';  ; �/ satisfait

@ � 6� 0 ; k @ �C @�� � 0:

On défini Q WD �.';  ; �/. On peut faire un changement des variables .';  ; �/ à .'; Q ; �/ ce qui donne

E.'; ; �/ � QE.'; Q ; �/:

On observe que

@�
�
E.'; ; �/

�
� @� @ E C @�E � 0 � @�

�
QE.'; Q ; �/

�
� @� Q @ Q 

QE C @� QE :

Par construction on a @� Q � 0. Il en résulte que la fonction QE ne dépend pas de � . Donc

r' D QE.'; Q / @2' ; QE.'; Q / WD

0@ Qf .'; Q /1

Qg.'; Q /

1A : (3.8)
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Or @ E � 0, donc on a nécessairement @ Q QE 6� 0. On pose W.';  ; �/ � eW.'; Q ; �/, on va travailler
avec (3.3)-(3.4)-(3.5)-(3.6) mais cette fois avec eW et Q à la place de W et  . On décompose eW en

eW.'; Q ; �/ D ˛

0@ 0

� Qg

1

1AC ˇ 0@ 1

� Qf

0

1AC  0@ Qf1
Qg

1A (3.9)

ou les trois fonctions ˛, ˇ et  dépend en ', Q et � . La condition (3.3) donne @� � 0. De plus la
restriction (3.6) permet d’avoir

@ Q  .
Qf 2 C 1C Qg2/ � ˛@ Q Qg � ˇ@ Q 

Qf C  . Qf @ Q 
Qf C Qg@ Q Qg/ � 0 : (3.10)

On dérive (3.10) en � , on obtient

@�˛@ Q Qg C @�ˇ@ Q 
Qf � 0 : (3.11)

La symétrie de la deuxième dérivation exprimé sous la forme @213' � @
2
31' peut être traduit par0B@ �@ Q Qg

Qf @ Q Qg � Qg@ Q 
Qf

@ Q 
Qf

1CA �
0@@1 Q @2 Q 
@3 Q 

1A � 0 : (3.12)

On combine (3.11) et (3.12) avec @ Q QE 6� 0, on peut déduire que

r Q � @� eW � @�ˇ@1 Q � . Qf @�ˇ C Qg@�˛/@2 Q C @�˛@3 Q � 0 : (3.13)

Or r' ^ r Q 6� 0. Donc les relations (3.3), (3.5), (3.6) et (3.13) indique que les deux vecteurs @� eW et
@ Q 
eW sont colinéaires.Il s’ensuit que

@�W ^ @ W D @ � @� eW ^ @ Q eW � 0:
Cette dernière information est clairement en contradiction avec (3.2). 2

Rappelons ici un résultat de base (voir [4, 3]) concernant (3.7).

Lemme 4. On sélectionne trois fonctions f .'/, g.'/ et '00.x2/ dans C1.RIR/. Alors, pour r 2 R�
C

assez petit, il existe une unique expression '.x/ 2 C1.Ω0r IR/ satisfait (3.7), à savoir

@1' � f ı ' @2' D 0; @3' � g ı '.x/ @2' D 0; 8x 2 Ω0r (3.14)

avec la donnée initiale '.0; x2; 0/ D '00.x2/ pour tout x2 2 � � r; rŒ.

Preuve. Le problème de Cauchy pour la première lois de conservation donné au niveau de (3.14), à savoir

@1'0 � f ı '0 @2'0 D 0; '0.0; x2/ D '00.x2/ (3.15)

admet une solution de classe C1 notée '0.x1; x2/ au voisinage du point .0; 0/ 2 R2. Alors, On considère
la solution locale de classe C1 '.x/ de

@3' � g ı '.x/ @2' D 0; '.x1; x2; 0/ D '0.x1; x2/ : (3.16)

Pour avoir (3.7), il suffit d’avoir

Ξ WD @1' � f ı '.x/@2' � 0

pour tout x3 6D 0. Cette propriété est une conséquence de la construction précédente qui implique que

@3Ξ � g ı '.x/ @2Ξ D g0 ı ' @2' Ξ ; Ξ.x1; x2; 0/ D 0 :

2
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3.3 Description de .'; w/.

Dans ce paragraphe 3.3, le point de départ pour la description de (3.9) qui est basé sur un fonction
auxiliaire  .x/ (ne dépende pas de � ). a ce stade, on sais que w peut être mise sous la forme

w.x; �/ DW
�
'.x/;  .x/; �

�
D ˛

�
'.x/;  .x/; �

�0@ 0

�g ı '.x/

1

1A
Cˇ

�
'.x/;  .x/; �

�0@ 1

�f ı '.x/

0

1AC �'.x/;  .x/; ��0@f ı '.x/1

g ı '.x/

1A (3.17)

avec la phase ' satisfait (3.14). Il faut ajuster les ingrédients ',  et W selon (3.3)- � � � -(3.6). On observe
que la contrainte (3.3) est la même chausse que

@� � 0:

On utilise (3.14), la condition (3.6) est équivalente à

@  � 0:

Donc la fonction  dépend que de la variable '. On pose

.';  ; �/ � .'/:

Maintenant on peut interpréter les deux conditions (3.4) et (3.5) en

�˛ g0 � ˇ f 0 C  0 .f 2 C 1C g2/C  .f f 0 C g g0/ D 0; (3.18)

@ ˛ r �
t .0;�g; 1/C @ ˇ r �

t .1;�f; 0/ D 0 : (3.19)

A partir de (3.18), il est simple d’extraire

@�˛ g
0
C @�ˇ f

0
� 0; @ ˛ g

0
C @ ˇ f

0
D 0 : (3.20)

La discutions de (3.18)-(3.19) est séparée en deux cas.

3.3.1 Le cas f 0 � g0 � 0.

Par hypothèse on a f � a et g � b avec .a; b/ 2 R2. Donc

'.x/ D '00.ax1 C x2 C b x3/ ; '00 2 C1.RIR/ : (3.21)

vu (3.18), on a  � c pour c 2 R. De plus la fonction  .x/ peut être mise sous la forme

 .x/ D Ψ.x1; x3; ax1 C x2 C b x3/ ; Ψ.X; Y;Z/ 2 C1.R3IR/ : (3.22)

Alors, la condition (3.19) ce transforme en un lois de conservation (impliquantZ et � comme paramètre)

@ ˇ
�
'00.Z/;Ψ; �

�
@XΨ C @ ˛

�
'00.Z/;Ψ; �

�
@YΨ � 0 : (3.23)

Au niveau de (3.23), les variables Z et � joue le rôle d’un paramètre. Or Ψ.X; Y;Z/ ne dépend pas de
� 2 T, on a alors (quand @ ˛ 6� 0)

@ ˇ D �.';  / @ ˛ ; � 2 C1.R2IR/ : (3.24)

l’équation (3.23) ce réduit en

�
�
'00.Z/;Ψ

�
@XΨ C @YΨ � 0 : (3.25)

Nous pouvons résumer la situation dans laquelle r' � @ W � 0 et f 0 � g0 � 0 selon lé résultat suivant
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Proposition 5. On choisie .a; b; c/ 2 R3. On sélectionne les fonctions lisse '00.Z/, �.';  / et
˛.';  ; �/, n’importe qu’elles fonctions ˇ.';  ; �/ et Ψ.X; Y;Z/ vérifiant respectivement (3.24) et
(3.25). On définie '.x/ et  .x/ selon (3.21) et (3.22). On considère la fonction w.x; �/ donnée par

w D ˛.';  ; �/

0@ 0

�b

1

1AC ˇ.';  ; �/ 0@ 1

�a

0

1AC c 0@a1
b

1A : (3.26)

Alors, le couple .'; w/ est compatible.

Soit ' donnée par (3.21). Et soit la fonction m 2 C1.R � TIR/, on définie

ˇ.';  ; �/ WD m.'; �/C '

Z  

0

s .@ ˛/.'; s; �/ ds :

Alors, on a (3.23) avec  .x/ D x1=
�
1 C x3'.x/

�
. les vecteurs r' et r sont no colinéaire. Par un

choix de m et de ˛ convenablement, on peut obtenir

@ W ^ @�WD .@ ˛ @�ˇ � @ ˇ @�˛/

0@a1
b

1A
D @ ˛

 
@�m � '

Z  

0

@�˛.'; s; �/ ds

! 0@a1
b

1A 6� 0 :

La relation (3.1) n’est pas satisfait. Cette examole montre que la situation présenter au niveau de la
Proposition 5 n’apparaˆit pas dans [3].

On note que le support en .X; Y / pour une solution no trivial Ψ 6� 0 de (3.25) ne peut être compacte.
De plus quand � dune faccon non linéaire en  , dû à la formation des singularités, la construction est
valable toujours d’une manière locale.

3.3.2 Le case f 0 6� 0 ou g0 6� 0.

Vu (3.20), on a @�W ^ @ W � 0 ce qui implique (3.1). cette situation est exclus au niveau de (3.2) par
ce que elle apparaˆit en [3].
On va voir ce qui ce passe quand f 0 6� 0, l’autre situation (g0 6� 0) est similaire. Soit la fonction  .x/
ide la forme

 .x/ D Ψ
�
x1; x3; '.x/

�
; Ψ.X; Y;Z/ 2 C1.R3IR/ : (3.27)

A partir de (3.20), on extrait @ ˇ en fonction de @ ˛. Injectant le résultat dans (3.19). vu (3.2), on a
@ ˛ 6� 0. Ce qui donne

Ψ.X; Y; '/ D Ψ0
�
g0.'/Y C f 0.'/X

�
; Ψ0 2 C1.RIR/ : (3.28)

Le variable ' est fixé, la fonction Ψ est constant sur les lignes. Encore le support ne peut être compacte.

Proposition 6. On sélectionne les fonctions f , g,  et Ψ0 dans C1.RIR/ avec f 0 6� 0. On applique le
Lemme 4, on peut construire une phase '.x/ solution de (3.14). On définie la fonction  .x/ selon (3.27)
et (3.28). On donne n’importe qu’elle ˛ 2 C1.R2 � TIR/ avec @ ˛ 6� 0, on définie ˇ 2 C1.R2 � TIR/
selon la relation (3.18). Finalement on considère l’expressionw.x; �/ donnée par (3.17) ou .';  ; �/ �
.'/. Alors, le couple .'; w/ est compatible.

Un exemple, on prend f .'/ D ', g.'/ D '�1 et .'/ � 0. Et une solution de (3.7), par exemple

'.x/ D
1 � x2

2x1
C

s�1 � x2
2x1

�2
�
x3

x1
:
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Pour la fonction  , Soit la fonction Ξ 2 C1.R3IR/, On peut prendre

 .x/ �  .x; �/ D Ξ
�
'.x/; x2 C 2'.x/x1; x3 � '.x/

2x1
�
:



4
Couples compatibles dans le cas ou r' � @ W 6� 0.

On discute le système (2.47)-(2.48)-(2.49)-(2.50) sous réserve de la condition (3.2) et dans le cas ou

r' � @ W 6� 0:

Lemme 5. Soit r' �@ W 6� 0. Le couple .'; w/ avec w donné par (2.40) est compatible si et seulement
si il existe une fonction k.x; �/ tel que

r' � @�w � 0; (4.1)

r � @�w � 0; (4.2)

r' �
�
@'W � k @ W/ � 0; (4.3)

r �
�
@'W � k @ W/ � 0; (4.4)

.k r' Cr / � @'W � 0; (4.5)

.k r' Cr / � @ W � 0 : (4.6)

Preuve. La relation (4.1) est une répétition de (2.47). Quand r' � @ W 6� 0, la condition (2.48) est la
même chausse que (4.2). A partir de (2.49) et (2.50), on peut extraire

.r' � @ W/ .r � @'W/ � .r � @ W/ .r' � @'W/ � 0

ce qui donne que les deux vecteur t .r' � @ W;r � @ W/ et t .r' � @'W;r � @'W/ sont colinéaires.
Le deuxième peut être obtenu on multiplinat le premier (ce qui est par hypothèse non nul) par un facteur
k. Ce qui est précisément (4.3) et (4.4). A partir de (2.49) ou de (2.50) avec (4.3) et (4.4), on peut extraire
(4.5) et (4.6). Inversement, a partir des informations (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6), il est simple d’obtenir
(2.49) et (2.50). 2

4.1 Réduction du problème : préliminaires.

4.1.1 Retraitement du problème.

Vu que @ W 6� 0, par une permutation des coordonnées, on peut toujours supposer que @ W2 6� 0, on
fait un changement des variables  en W2.';  ; �/. Après cette modifications on va travailler avec

W.';  ; �/ D

0@ V.';  ; �/
 

W3.';  ; �/

1A ; V WDW1 : (4.7)

Vu (3.2) qui affirme en particulier que @'W 6� 0. Par une permutation des indices 1 et 3 (si nécessaire),
on peut supposer que @'W1 � @'V 6� 0. Ce qui permet de voir W3 comme une fonctions de . ;V; �/.
Donc on peut trouver une certain fonction L. ;V; �/ 2 C1.R2 � TIR/ tel que

21
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W.';  ; �/ D

0@ V.';  ; �/
 

L
�
 ;V.';  ; �/; �

�
1A : (4.8)

On utilise (3.2) avec (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4), on conclut que les vecteurs @�w et @'W � k @ W sont
colinéaire ce qui donne l’existence d’une fonction ˇ.x; �/ tel que

@'W � Qk @ W D ˇ @�W; Qk WD k C ˇ @� : (4.9)

Vu (4.8), cette informations (4.9) ce transforme en

ˇ @�L � 0; @'V D ˇ @�V ; k D �ˇ @� : (4.10)

Or @'V 6� 0, donc on a ˇ 6� 0 et @�V 6� 0, cette dernière information devient une conséquence de (3.2).
Nécessairement on doit avoir @�L � 0. On introduit

v.x; �/ WD V
�
'.x/;  .x; �/; �

�
; v 2 C1.Ω0r � TIR/ : (4.11)

On note

L. ; v/ D L. ; v/.x; �/ WD L
�
 .x; �/; v.x; �/

�
;

@ L. ; v/ WD @ L
�
 .x; �/; v.x; �/

�
;

@vL. ; v/ WD @VL
�
 .x; �/; v.x; �/

�
:

Observant que

r' �

0@ 1

0

@vL

1A @�V D r' � @�w � r' � @ W@� :

Vu les restrictions (4.1), la condition @� 6� 0 de (3.2) et l’hypothèse r' � @ W 6� 0, on assure d’avoir
@�V 6� 0. Donc

@'V 6� 0; @�V 6� 0; @� 6� 0; k � �@� 
@'V

@�V
: (4.12)

Proposition 7. Soit (3.2), (4.8) et r' � @ W 6� 0. Alors, la fonction L ne dépend pas de � 2 T et on a
la restriction (4.12). De plus le système (4.1)- � � � -(4.6) est équivalant à

@�v
�
@1' C @vL. ; v/@3'

�
C @� 

�
@2' C @ L. ; v/@3'

�
�0; (4.13)

@�v
�
@1 C @vL. ; v/@3 

�
C @� 

�
@2 C @ L. ; v/@3 

�
�0; (4.14)

@1 C @vL. ; v/@3 � @� 
@'V

@�V

�
@1' C @vL. ; v/@3'

�
�0; (4.15)

ou v est donnée par (4.11) avec @'V et @�V calculer en .';  ; �/.

Preuve. Vu (4.11), a partir de (4.13) et de (4.14), on peut déduire que

@�v
�
@1v C @vL. ; v/@3v

�
C @� 

�
@2v C @ L. ; v/@3v

�
� 0 : (4.16)

Vu la condition (4.10) on conclus que la fonction L ne dépend pas de la variable � 2 T, et on a les
conditions (4.12). Par construction on sais que

w.x; �/ D

0@ v.x; �/

 .x; �/

L. ; v/.x; �/

1A ; @�w 6� 0 : (4.17)
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Avec une connaissance de (3.2) et de (4.8), les deux contraintes (4.1) et (4.2) sont équivalanet à l’exitence
d’une fonction non nul ˛.x; �/ tel que

@�v

0@ 1

0

@vL

1AC @� 
0@ 0

1

@ L

1A D ˛ r' ^ r : (4.18)

Or @'V 6� 0, donc on a

@'W ^ @ W D @'V

0@ �@vL�@ L
1

1A 6� 0:

On combine ceci avec (4.5), (4.6) et (4.12) on a l’existence d’une fonction scalaire non nul .x; �/ tel
que

�@� 
@'V

�
'.x/;  .x; �/; �

�
@�V

�
'.x/;  .x; �/; �

� r' Cr D 

0@ @vL@ L
�1

1A: (4.19)

On injecte l’expression r donnée par (4.19) dans (4.18) dans le bute d’extraire

@�vD�˛  .@2' C @ L @3'/ ; (4.20)

@� DC˛  .@1' C @vL @3'/ ; (4.21)

@�v @vLC @� @ LDC˛  .@ L @1' � @vL @2'/ : (4.22)

Or ˛ 6� 0 (car @� 6� 0), a partir de (4.20) et de (4.21), on peut déduire (4.13). De plus, la relation
(4.22) ne donne pas des nouvelles informations car elle est une combinaison linéaire de (4.20) et de
(4.21). On remarque que0@ 1

0

@vL

1A �0@ @vL@ L
�1

1A � 0; 0@ 0

1

@ L

1A �0@ @vL@ L
�1

1A � 0 :
On utilise cette identité et (4.13), au niveau de (4.19) on multiplie par le vecteur non nul @�w, on peut
obtenir (4.14). La dernière condition (4.15) est juste le produit de (4.19) par le vecteur0@ 1

0

@vL

1A :
Inversement, on suppose que '.x/ et  .x; �/ sont elle que r' ^ r 6� 0 et vérifiant localement le
système (4.13)-(4.14)-(4.15) pour une certain fonction L. ; v/ et V.';  ; �/. On définie v et w selon
(4.11) et (4.17).

Les deux conditions (4.1) et (4.2) deviennent une conséquence directe de (4.13) et de (4.14). On peut ob-
tenir (4.9), d’ou (4.3) et (4.4), a partir de (4.10) on ajustant les coefficients ˇ (et alors k) convenablement.
A ce stade l’interprétation de (4.13)-(4.14)-(4.15) est que le vecteur à gauche de (4.19) est orthogonal à la
direction t .1; 0; @vL/ et à t .0; 1; @ L/. Donc on a (4.19) pour certain coefficient  . Ce qui est exactement
(4.5) and (4.6). 2

Vu que @�w 6� 0, par une rotation dans l’espace des variables x 2 R3, on peut obtenir @�v 6� 0. Toutes
les restrictions dans (4.12) est stbale par cette modifications (si elle est assez petites). Donc on travaille
localement en .x; �/ sous l’hypothèse @�v 6� 0 et (4.12).
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4.1.2 Un ensemble de changement des variables.

On soustraire (4.15) de (4.14), on utilise (4.13) pour remplacer @1'C@vL. ; v/@3', et on exploite (3.2)
pour faire des simplifications dans le bute d’extraire l’identité

.@2 C @ L @3 /

@� 
D
@'V .@2' C @ L @3'/

@�V
: (4.23)

L’identités
a

b
D
c

d
H)

a

b
D
c C  a

d C  b
; 8 2 R:

on applique ceci à (4.23) avec  D @ V on a

@2 C @ L @3 

@� 
D
@'V .@2' C @ L @3'/C @ V .@2 C @ L @3 /

@�VC @ V @� 
:

Vu (4.11), on obtient alors

@2 C @ L @3 

@� 
D
@2v C @ L @3v/

@�v
: (4.24)

Or @�v 6� 0, on peut travailler localement avec les variables .x; v/ a la place de .x; �/. La fonction ' ne
dépend pas de � 2 T et donc ne dépend pas de v. Par contre la fonction  peut être mise sous la forme

 .x; �/ D u
�
x; v.x; �/

�
; @vu 6� 0 : (4.25)

On reformule (4.24) au niveau de u.x; v/ on a

@2u C @uL.u; v/ @3u D 0 : (4.26)

Vu (4.16) et on exploite (4.26), la contrainte (4.14) devient

@1u C @vL.u; v/ @3u D 0 : (4.27)

Un fois on a la fonction u.x; v/, ce n’est pas compliquer d’avoir v.x; �/. Pour cela il suffit de considérer
la lois de conservation suivant

@1v C @vL
�
u.x; v/; v

�
@3v C @vu.x; v/

�
@2v C @uL

�
u.x; v/; v

�
@3v

�
� 0 : (4.28)

Ainsi le système (4.13)-(4.14)-(4.15) est la me chausse que d’identifié les deux expressions u.x; v/ et
v.x; �/ comme il est expliquer avant sous réserve de la contrainte

@1' C @vL
�
u.x; v/; v

�
@3' ;C@vu.x; v/

�
@2' C @uL

�
u.x; v/; v

�
@3'

�
� 0 : (4.29)

Or v 2 K � R elle va être considérer au niveau de (4.29), comme un paramètre. Toute la difficulté est
de résoudre (4.29) avec une phase '.x/ qui ne dépend pas de v. On va expliquer dans un premier temps
ce qui ce passe quand @3u � 0. Et en suite on représente la problématique quand @3u 6� 0.

� Le cas @3u � 0 . Vu (4.26) et (4.27), on a rxu � 0. Donc u.x; v/ D U.v/ avec la fonction U 2
C1.KIR/ tel que U 0 6� 0. Nécessairement la fonction V dépend de  . Ce qui est en contradiction avec
(4.12). Pour faire apparaˆitre une certain curiosité on va voir ce qui ce passe quand @3u � 0 et U 0 6� 0.
On note QL.v/ WD L

�
U.v/; v

�
, on remarque que (4.29) devient

@1'.x/C U
0.v/ @2'.x/C QL

0.v/ @3'.x/ � 0 : (4.30)

Vu que les variables x et v sont indépendant. alors la relation (4.30) implique que

QL.v/ � L
�
U.v/; v

�
D av C bU.v/C c
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pour certain .a; b; c/ 2 R3. On va discuter

@1' C a @3' C U
0.v/ .@2' C b @3'/ � 0 : (4.31)

Ceci est possible si et seulement si U 0 � c 2 R et

'.x/ D Φ
�
c x1 � x2; .aC b c/x2 � c x3

�
; Φ 2 C1.R � RIR/ :

De plus la fonction v peut être obtenu à partir de

@1v C a @3v C U
0.v/ .@2v C b @3v/ D 0; v.0; �/ D v0 : (4.32)

Par une variations des ingrédients a, b, U , Φ et v0, on obtient un large classe des solutions du système
(4.13)-(4.14)-(4.15).

� Le cas @3u 6� 0 . Dans le cas ou @3u 6� 0, on peut faire un changement des variables .x; v/
en .x1; x2; u; v/. En particulier les applications ', @vu et @3u peut être vu comme des fonctions de
.x1; x2; u; v/ a ma place de .x; v/. Ce qui permet d’établir les conventions

'.x/ D Φ
�
x1; x2; u.x; v/; v

�
; 8 .x; v/ ; (4.33)

@vu.x; v/ D R
�
x1; x2; u.x; v/; v

�
; 8 .x; v/ ; (4.34)

@3u.x; v/ D S
�
x1; x2; u.x; v/; v

�
; 8 .x; v/ : (4.35)

Vu que R 6� 0 et S 6� 0. La contrainte (4.29) ce transforme en

X Φ � 0; X WD @1 CR @2 ; (4.36)

avec ' ne dépend pas de v qui peut être exprimer par

Y Φ � 0; Y WD R @u C @v : (4.37)

Le reste de ce chapitre 4 est consacré au cas @3u 6� 0.

Rappelle du travaille. Dans le cas ou @3u 6� 0, le problème est de trouver une fonction non constante
Φ.x1; x2; u; v/ satisfait l’équation de transport (4.36) et (4.37) avec les coefficientsR.x1; x2; u; v/ issue
à partir de (4.26), (4.27) et de (4.34).

Vu la présence de u et de v au niveau de ' et qui passe au niveau de (4.37) l’expression que @�' � 0

devient un peut non naturelle. La procédure est de simplifier (4.29).

4.1.3 Réduction du problème : l’étape géométrique.

L’existence d’une solution non constante pour (4.36)-(4.37) découle des propriété géométrique des deux
vecteurs X et Y . On introduit l’Algèbre de Lie A générée par les crochet de Poisson successive X et Y .
La dimension est au plus 4, On a alors

A �
˝
X ; Y ; ŒX IY � ;

�
X I ŒX IY �

�
;
�
Y I ŒX IY �

� ˛
:

Proposition 8. Le système (4.36)-(4.37) admet une solution non constante Φ si et seulement si la dimen-
sion de A est inférieure strictement à 4. On a deux situations
i) dim A = 2. La fonction Φ.x1; x2; u; v/ dépend de deux variables indépendantes. Alors le coefficient
R satisfait

@1RCR @2R � XR � 0; R @uRC @vR � Y R � 0 : (4.38)

ii) dim A = 3. La fonction Φ.x1; x2; u; v/ dépendant d’une seul variable. Le coefficient R satisfait
XR 6� 0 ou YR 6� 0 avec

.XR/ YXR � 2 .XR/ XYRC .YR/ X2R D 0; (4.39)

.YR/ XYR � 2 .YR/ YXRC .XR/ Y 2R D 0 : (4.40)
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Preuve. On rappelle que le crochet du Poisson des deux champs de vecteur X et Y est le champs de
vecteur ŒX IY � qui est ajuster de tel sorte que

ŒX IY �f D �YR @2f CXR @uf D XYf � YXf ; 8f 2 C1.R4IR/ :

A partir de (4.36) et de (4.37), il est simple de conclure que

ZΦ � 0 ; 8Z 2 A:

Dans le cas ou dimA D 4, la fonction Φ est constante. Autrement dit la phase ' est stationnaire, ce qui
contredit (1.4). Donc nécessairement la dimension est inférieure strictement à 4.
i) dim A = 2. Ce cas est possible si et seulement si ŒX IY � est une combinaison linéaire de X et Y , ce qui
donne (4.38). On applique le Théorème de Frobenius [2], on a le champs plane Vec hX; Y i est associée
avec une structure feuilleté de R4 par une variété de dimension deux 2 tel que le long de cette variété Φ
est constante. Alors la fonction Φ admet deux degré de liberté. En particulier elle peut être une solution
non constante pour le système (4.36)-(4.37).
i) dim A = 3. Pour avoir (4.38), il faut que XR 6� 0 ou YR 6� 0. Alors, pour avoir dimA D 3, il est
nécessaire d’imposer �

X I ŒX IY �
�
2 Vec

˝
X; Y; ŒX IY �

˛
; (4.41)�

Y I ŒX IY �
�
2 Vec

˝
X; Y; ŒX IY �

˛
: (4.42)

Sous les deux conditions (4.41) et (4.42), on a dimA D 3. On applique le théorème de Frobenius
[2], on a la hyperplan des champs Vec

˝
X; Y; ŒX IY �

˛
est asscoiée à une structure feuilleté de R4 par

une hypersurface sur laquelle Φ doit être constante. Autrement dit la fonction Φ peut variée dans une
direction transversal à cette hypersurface. Maintenant on va convertir les conditions (4.41)-(4.42) sous la
forme des contraintes impliquant R. Le calcule fournit�

X I ŒX IY �
�
f D .�2XYRC YXR/ @2f C X2R @uf ;�

Y I ŒX IY �
�
f D �Y 2R @2f C .2YXR �XYR/ @uf :

On combine ces informations avec la forme spéciale de X , Y et ŒX IY �, on peut déduire que les deux
contraintes (4.41) and (4.42) ont lieu si le vecteur ŒX IY � est colinéaire à

�
X I ŒX IY �

�
et à

�
Y I ŒX IY �

�
.

Cette remarque conduit directement à (4.39) et à (4.40). 2

On donne une donnée initiale R.0; x2; u; 0/ WD R00.x2; u/, on peut résoudre le système des deux lois de
conservation (4.38) de la même manière que dans le Lemme 4. Alors, pour avoir Φ, il suffit de fixée une
fonction quelconque Φ00.x2; u/ satisfait rx2;uΦ00 6� 0 et d’intégrée les deux équations

@1ΦCR @2Φ � 0; R @uΦC @vΦ � 0 : (4.43)

La discutions des deux conditions (4.39)-(4.40) est délicate. Le bute est de construire R et Φ dans le cas
le plus générale possible (quand XR YR 6� 0).

Lemme 6. On fixe une fonction non nulle quelconque Q.y;R;Φ/ 2 C3.R3IR�/. On sélectionne un
couple de fonctions R00.x1; x2/ 2 C1.R2IR/ et Φ00.x1; x2/ 2 C1.R2IR/ satisfait

rx1;x2Φ00 6� 0;

ainsi que
@1R00 CR00 @2R00 6� 0; @1Φ00 CR00 @2Φ00 � 0 : (4.44)

Alors, le système (4.39)-(4.40) admet une solution R.x1; x2; u; v/ tel que

R.x1; x2; 0; 0/ D R00.x1; x2/ ; X R 6� 0; Y R 6� 0 : (4.45)

De plus, il existe une solution non constante Φ of (4.36)-(4.37) tel que

Φ.x1; x2; 0; 0/ D Φ00.x1; x2/ ;
Y R

X R
� Q.Rx1 � x2; R;Φ/ : (4.46)
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Preuve. On commence par étudier la structure du système (4.39)-(4.40). Or XR 6� 0, on peut introduire
la quantité

Q WD
YR

XR
:

Les restrictions (4.39) et (4.40) sont équivalant à

YQ �Q XQ D 0; (4.47)

� ŒY IX�RC .XQ/ .XR/ D 0 : (4.48)

Or YR 6� 0 vu que XΦ � 0, on peut toujours considérer la fonction Q comme fonctions des variables
.x1; x2; R;Φ/, on pose alors

Q.x1; x2; u; v/ D Q
�
x1; x2; R.x1; x2; u; v/;Φ.x1; x2; u; v/

�
:

Vu la définition de Q et le fait que XΦ � 0 et YΦ � 0, l’équation (4.47) ce transforme en XQ D 0,
donc

Q � Q.Rx1 � x2; R;Φ/;

pour une certain fonction Q.T;R;Φ/ 2 C1.R3IR/.
Les conditions (4.47) et (4.48) ce transforme en deux lois de conservation

@vR C R @uR�Q.Rx1 � x2; R;Φ/ @1R
�Q.Rx1 � x2; R;Φ/ R @2R � 0;

(4.49)

@uR�Q.Rx1 � x2; R;Φ/ @2R
C.x1 @TQC @RQ/.Rx1 � x2; R;Φ/ .@1RCR@2R/ � 0 :

(4.50)

On considère l’équation (4.50) écrite pour R0.x1; x2; u/ est associée à la donnée initiale

R0.x1; x2; 0/ D R00.x1; x2/:

L’accès àR0 (et donc à R) à besoin de

Φ0.x1; x2; u/ WD Φ.x1; x2; u; 0/

(et de Φ). Par construction la fonction Φ est constante le long des caractéristiques associée à (4.49) et à
(4.50). Pour cela il suffit de savoir

Φ00.x1; x2/ WD Φ0.x1; x2; 0/:

Vu (4.49) comme une équation d’évolution en v associée à la donnée initiale R0. pour les mêmes raison
d’avant, on peut résoudre ce problème de Cauchy une fois on connais Φ00. La difficulté découle du
problème de compatibilité entre (4.49) et (4.50). Il faut que l’expression R obtenu soit une solution de
(4.50). Poue cela il faut montrer que (4.50) ce propage (dans la direction v). cela est dû à l’identité

.Y � ˛X/
˚
�ŒY IX�RC .XQ/.XR/

	
D
2
˚
�ŒY IX�RC .XQ/.XR/

	2
XR

:

On note que Y R 6� 0 est une conséquence de (4.49) et de Q 6� 0. La fonction Φ peut être obtenu avec
la même procédure, par une première intégration de (4.50) et vu (4.49). Géométriquement on a

rΦ D �

0BB@
�RXR

XR

YR

�RYR

1CCA ; � 6D 0

ce qui implique que les surfaces de niveau de Φ coupe le plan fu D v D 0g � R4 d’une manière
transversal. Donc il existe une unique fonction Φ satisfait (4.46). 2
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4.1.4 Réduction du problème : étape analytique.

dans le paragraphe précédent 4.1.3, on a développé les aspect de R reliée à (4.38) ou à (4.39) et (4.40).
Le coefficient R.x1; x2; u; v/ est également liés par la relation implicite (4.34) pour sélectionne une
fonction u.x; v/ satisfait (4.26) et (4.27).

Au niveau de (4.26) et de (4.27), la variable v joue le rôle d’u paramètre. La situation est la même
que dans le Lemme 4. Il suffit de sélectionné une donnée initiale u00.x3; v/ � u.0; 0; x3; v/ tel que
@3u00 6� 0 dans le bute d’avoir (localement en R4) une certain solution u de (4.26) et de (4.27) satisfait
@3u 6� 0.

Proposition 9. Soit u.x; v/ n’importe qu’elle solution locale de (4.26) de (4.27) satisfait @3u 6� 0. On
définie R.x1; x2; u; v/ à partir de (4.34). Alors, il existe une fonction K 2 C1.R2IR/ tel que R peut être
mise sous la forme

R.x1; x2; u; v/ D �
@v˛.x1; x2; u; v/

@u˛.x1; x2; u; v/
(4.51)

la fonction scalaire ˛ est donnée par

˛.x1; x2; u; v/ WD K.u; v/C @vL.u; v/ x1 C @uL.u; v/ x2 : (4.52)

Dans ce contexte les deux restriction R 6� 0 et S 6� 0 qui sont prérequis dans l’analyse, vu après (4.35),
ce transforme en

@uK 6� 0 ; @vK 6� 0:

Preuve. à partir de (4.26) et de (4.27), on peut déduire que

@1.@vu/C @vL @3.@vu/C .@
2
vvLC @

2
uvL @vu/ @3u D 0; (4.53)

@1.@3u/C @vL @3.@3u/C @
2
uvL .@3u/

2
D 0; (4.54)

@2.@vu/C @uL @3.@vu/C .@
2
uvLC @

2
uuL @vu/ @3u D 0; (4.55)

@2.@3u/C @uL @3.@3u/C @
2
uuL .@3u/

2
D 0 : (4.56)

Or @3u 6� 0, donc ces équations peut être interpréter par rapport au variables x1, x2, u et v. Alors, on a
les différente EDOs (relativement à x1 et à x2) :

@1

�
R

S

�
D �@2vvL ; @1

�
1

S

�
D @2uvL ; (4.57)

@2

�
R

S

�
D �@2uvL ; @2

�
1

S

�
D @2uuL : (4.58)

On remarque que u et v jouent le rôle des paramètres.Il est facile d’intégré (4.57) et (4.58). Ce qui donne
l’existence de deux fonctions k.u; v/ et h.u; v/ tel que

R

S
D k.u; v/ � @2vvL.u; v/ x1 � @

2
uvL.u; v/ x2 ; (4.59)

1

S
D h.u; v/C @2uvL.u; v/ x1 C @

2
uuL.u; v/ x2 : (4.60)

Les deux fonctions k et h sont liée l’une à l’autre. Cecei est dû à l’égalité des dérivées partiels mixte
@v.@3u/ et @3.@vu/ :

@v
�
@3u.x; v/

�
D @v

�
S.x1; x2; u; v/

�
D @uS RC @vS

D @3
�
@vu.x; v/

�
D @3

�
R.x1; x2; u; v/

�
D @uR S :
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Autrement dit on doit avoir

R @uS � S @uR

S2
D �@u

�
R

S

�
D �

@vS

S2
D @v

�
1

S

�
:

Cela est les deux équations (4.59) et (4.60) donne

�@uk D @vh:

Donc il existe une fonction K.u; v/ tel que

k D �@vK ; h D @uK:

On divise (4.59) par (4.60) et en remplace k et h comme ils sont indiqué précédemment, on obtient (4.51)
et (4.52). 2

La formule explicite (4.51) et (4.52) indique que

R D �
@1ˇ

@2ˇ

avec
ˇ.x1; x2; u; v/ WD @vK x1 C @uK x2 C

1

2
@2vvL x

2
1 C @

2
uvL x1 x2 C

1

2
@2uuL x

2
2 :

On combine ces informations on obtient dans ce paragraphe 4.1.4 avec (4.36) et (4.37), on peut remarquer
que

R D �
@1Φ

@2Φ
D �

@1ˇ

@2ˇ
; R D �

@v˛

@u˛
D �

@vΦ

@uΦ
: (4.61)

Maintenant on peut produire une autre interprétation pour le problème intermédiaire en cours d’étude.

Remarque 1. La question est de savoir si on peut trouver deux fonctions K.u; v/ et L.u; v/ qui donne
une factorisation de Φ sous la forme

Φ D A
�
x1; x2; ˛.x1; x2; u; v/

�
D B

�
u; v; ˇ.x1; x2; u; v/

�
; rΦ 6� 0 :

Or rΦ 6� 0, les deux fonctions A et B ne peut être constante. Ceci est al source de la difficulté.

4.2 Teste des conditions d’intégrabilité.

Maintenant on va injecter R donnée par (4.51)-(4.52) dans les deux conditions (4.38) ou (4.39)-(4.40).
Dans cette procédure on à une petite liberté sur les fonctions L et K. Le bute c’est d’avoir des contraintes
sur L et K.

Dans le paragraphe 4.2.1, on examine le cas dimA D 2, c’est (4.38). Et ensuite, dans le paragraphe
4.2.2, on considère le cas dimA D 3, c’est (4.39)-(4.40).

4.2.1 Critère bidimensionnelle.

On ait dans le cas ou dimA D 2. On va travailler avec (4.38).

Lemme 7. La fonction R donnée par (4.51) avec ˛ as in (4.52) satisfait (4.38) si et seulement si l’une
des deux conditions suivantes est vérifiée

i.1. On a @2vvL � 0. La fonction L est linéaire

L.u; v/ D aC buC c v ; .a; b; c/ 2 R3:
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En plus on peut trouver R 2 C1.RIR/ tel que

R.u; v/ D R
�
K.u; v/

�
; R.K/ @uKC @vK D 0 : (4.62)

i.2. On a @2vvL 6� 0. On peut trouver H 2 C1.RIR/ tel que

@uL.u; v/ D H
�
@vL.u; v/

�
; @uK � H0.@vL/ @vK D 0 : (4.63)

Dans le cas (4.62), on ait face à une lois de conservation. Dans le second cas (4.63), On doit résoudre
une équation d’Hamilton-Jacobi. Dans ces deux cas, la détermination de K et L peut s’achevé une fois
les deux fonction sont donnée C1.RIR/, à savoir R.�/ et K.u; 0/ ou H.�/ et K.u; 0/.

Preuve. Le calcule de XR donne une fraction rationnelle polynomial en x. Plus spécialement

XR D �.@v˛/
�3P.x/

avec
P.x/ D a.0;0/ C Ξ.L/

X
aˇ x

ˇ ; Ξ.L/ WD @2uuL @
2
vvL � .@

2
uvL/

2 :

La somme porte sur tous les multi-indices ˇ 2 N2 tel que 1 � jˇj � 2. On trouve

a.0;0/ D .@uK/
2 @2vvL � 2 @uK @vK @

2
uvLC .@vK/

2 @2uuL ;

a.1;0/ D 2@vK ;

a.0;1/ D 2@uK ;

a.2;0/ D @
2
vvL ;

a.1;1/ D 2 @
2
uvL ;

a.0;2/ D @
2
uuL :

On suppose que Ξ.L/ 6� 0. Alors, la condition XR � 0 informe que toutes les coefficients aˇ avec
jˇj � 2 sont nuls. En particulier, on a

@uK � 0 ; @vK � 0:

Ceci n’est pas possible care cette situation est exclus. Nécessairement, on doit imposer

Ξ.L/ � 0:

i.1. Dans le cas ou @2vvL � 0, la condition Ξ.L/ � 0 ce transforme en

@2uvL � 0:

donc
a.0;0/ D .@vK/

2 @2uuL � 0 :

La fonction L doit être linéaire en u et en v, donc

L.u; v/ D aC buC c v:

Vu que R � �@vK=@uK. La contrainte YR � 0 ce transforme en

@uK .R @uRC @vR/ � �@vK @uRC @uK @vR � 0

idonc R � R.K/ pour certain R 2 C1.RIR/. Ce qui donne (4.62).
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i.2. Dans le cas @2vvL 6� 0, la relation Ξ.L/ � 0 est équivalanet à

@uL D H.@vL/

pour certain H 2 C1.RIR/. Alors la condition

a.0;0/ � 0

ce transforme en
@2vvL

�
@uK � H0.@vL/@vK

�2
� 0:

Vu la seconde partie de (4.63). Pn trouve

R � �H0.@vL/
�1

combiné avec l’information précédente, il devient simple d’avoir que la relation YR � 0 est vérifiée. 2

4.2.2 Critère tridimensionnelle.

Dans le cas ou dimA D 3. On va travailler avec (4.39) et (4.40), et XR 6� 0 ou YR 6� 0.On considère
séparément des situation différentes concernant XR or YR.

Lemme 8. [Le cas XR � 0 et YR 6� 0]. La fonction R donnée par (4.51) avec ˛ tel que (4.52) satisfait
XR � 0, (4.39) et (4.40) sans (4.38) si et seulement si la fonction L est linéaire

L.u; v/ D aC buC cv ; .a; b; c/ 2 R3;

tandis que

R � �
@vK

@uK

avec K tel que
.@vK/

2 @2uuK � 2 @uK @vK @
2
uvKC .@uK/

2 @2vvK 6� 0 : (4.64)

Preuve. La discution est la même que celle donnée dans la preuve du Lemme 7. L”option i.2 doit être
exclus car elle produit YR � 0. Vu i.1 on a (4.62) doivent être échangées avec (4.64). 2

Lemme 9. soit

S0.x1; x2/ D
b C A.t/ x1 C C.t/ x2

1C C.t/ x1 C B.t/ x2
; @1S0 C S0@2S0 D 0:

Alors A;B;C sont des constante.

Preuve. pour x1 D 0 et ensuite x2 D 0 et en dérivant en t on en obtient que

A0 D b C 0; A0 C � C 0 A D 0; C 0 D b B 0; C 0 B � C B 0 D 0;

on suppose que C 0 ¤ 0 ce qui donne que A D b C et C D bB alors S0 D b donc nécessairement
C 0 D 0 et donc

A0 D 0; b B 0 D 0; C B 0 D 0;

le cas B 0 ¤ 0 donne b D C D 0 en remplaccant ces quantités dans l’expression de S0 et en dérive en t
on obtient que nécessairement B 0 D 0 et donc A;B;C sont des constantes. 2
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Lemme 10. [Le cas XR 6� 0 et YR � 0]. La fonction R donnée par (4.51) avec ˛ tel que (4.52) satisfait
YR � 0, (4.39) et (4.40) sans (4.38) si et seulement si la fonction K est linéaire ne u et en v, autrement
dit

K.u; v/ D ˛uC ˇv C  ; ˛ 6D 0 ; ˇ 6D 0;

tandis que la fonction L.u; v/ est polynomial en u et v avec un degré inférieure au égale à 2. De plus,
les coefficients concernés doivent être adaptés afin d’avoir XR 6� 0.

Preuve. On a (4.40) et la condition (4.39) ce réduit à YXR � 0 ce qui donne

ŒX IY �R D XYR � YXR � 0 � XR@uR:

vu que @uR � 0 et @vR � 0. La fonction R ne dépend pas de .u; v/ on note

R.x1; x2; u; v/ D R.x1; x2/:

vu l’expression de R en fonction de ˛ en déduit que pour certain fonction Λ 2 C1.R3IR/

˛ D KC @vL x1 C @uL x2 D Λ
�
x1; x2;�R.x1; x2/ v C u

�
En particulier pour .x1; x2/ D .0; 0/, et vu que @uK 6� 0 et @vK 6� 0, donc on a

K.u; v/ � K.u � av/ ; a 2 R� ; K 2 C2.RIR/ ; K 0 6� 0 :

alors

R.x1; x2/ D
�a K 0 C @2vvL x1 C @

2
vuL x2

K 0 C @2vuL x1 C @
2
uuL x2

appliquant ce lemme précédent à pour R.

Dans le cas ou K 0 D 0. on a bien .@2vvL; @
2
uvL; @

2
uuL/ 2 R3 donc L est un polynôme de degré au plus 2.

On suppose que K 0 ¤ 0. On peut toujours écrire R sous la forme

R.x1; x2/ D
�aC

@2vvL

K 0
x1 C

@2vuL

K 0
x2

1C
@2uvL

K 0
x1 C

@2uuL

K 0
x2

;

Utilisant le lemme précédent pour la fonction R on déduit alors que

@2vvL D ˇ1 K
0; @2vuL D ˇ2 K

0; @2uuL D ˇ3 K
0; (4.65)

la troisième contrainte de (4.65) donne

L D ˇ3 K.�a v C u/CH1.v/uCH.v/; K0 D K

ce qui transforme la première et la deuxième contrainte de (4.65) en

.ˇ3 b
2
� ˇ1/ K

0.�a v C u/CH 001 .v/uCH
00.v/ D 0

.ˇ3 b � ˇ2/ K
0.�a v C u/CH 01.v/ D 0

ce qui donne
.ˇ3 a

2
� ˇ1/ K

00
D 0; .�ˇ3 a � ˇ2/ K

00
D 0

si on suppose que K 00 ¤ 0 on déduit que

ˇ3 a
2
D ˇ1; �ˇ3 a D ˇ2 ;

ce qui donne que R D �a et donc XR D 0 donc nécessairement K 00 D 0 ce qui donne que K 0 est une
constante et donc vu (4.65) on déduit que L est un polynôme de degrés au plus deux et que K est un
polynôme de degré une. 2

Il reste le cas ou XR 6� 0 et YR 6� 0.
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Proposition 10. [Le cas XR 6� 0 et YR 6� 0]. La fonction R satisfait .XR/.YR/ 6� 0 et donnée par
(4.51) avec ˛ vérifiée (4.52) et satisfait (4.39) et (4.40) quand les deux expressions K et L sont ajuster
suivant les deux situation distinctes suivante

ii.1. Les deux fonctions L.u; v/ et K.u; v/ sont des polynômes en u et v avec un dégrée inférieure au
égale à 2

L.u; v/ D a20u
2
C 2a11uv C a02 v

2
C a1uC a2v C a0 ; a? 2 R ; (4.66)

K.u; v/ D k20u
2
C 2k11uv C k02 v

2
C k1uC k2v C k0 ; k? 2 R ; (4.67)

tel que les coefficients a20, a11 et a02 (non tous nuls) et les coefficients k20, k11 et k02 (non tous nul)
ajuster de tel sorte que

k11 a02 � k02 a11 D k20 a02 � k02 a20 D k20 a11 � k11 a20 D 0 : (4.68)

ii.2. La fonction L.u; v/ peut être mise sous la forme

L.u; v/ D a u C F.b uC v/ ; .a; b/ 2 R2 (4.69)

tel que la fonction auxiliaire F 2 C3.RIR/ satisfait F.3/ 6� 0 et solution de l’EDO

. s2 C 2ˇ s C ı/ F.3/.s/ C 3. s C ˇ/ F.2/.s/ D 0; s 2 R (4.70)

avec les constantes  , ˇ et ı non tous nuls. La gradient de K.u; v/ est ajuster comme c’est indiqué au
niveau de (4.76) (tel que les fonctions polynomiale A et B sont définie dans la preuve).

ii.3. La fonction L.u; v/ peut être mise sous la forme

L.u; v/ D u F
�
u� 1 .v C ˛/

�
C G.u/ ; ˛ 2 R (4.71)

tel que les fonctions auxiliaires F 2 C2.RIR/ et G 2 C2.RIR/ satisfait

F.2/.u/ 6D 0; ı F.2/.u/ D u3 G.2/.u/ ; u 2 R (4.72)

avec ı 2 R�. De plus K.u; v/ D @vL.u; v/.

Preuve. Ci-dessous, nous vérifions que les différents choix décrits dans les paragraphes ii.1, ii.2 et ii.3
sont commodes. Montrer qu’il n’y a pas d’autres situations possibles est délicate. Cet aspect de la discus-
sion est reportée à l’appendice ??. Vu que (4.39)-(4.40) est équivalent à (4.47)-(4.48) ou à (4.49)-(4.50).
On commence par regarder l’équation (4.49) qui ni rein autre queZR � 0 ouZ est le champs de vecteur

Z WD Y �Q.Rx1 � x2; R;Φ/X ; X D @1 CR @2 ; Y D R @u C @v :

Par construction ona aussi

Z .Rx1 � x2/ � 0; ZΦ � 0; Z
�
Q.Rx1 � x2; R;Φ/

�
� 0 : (4.73)

On sélectionne Qv 2 R au voisinage de 0. On donne f 2 C1
l
.R4IR/, note fQv.x1; x2; u/ WD f .x1; x2; u; Qv/.

Pour l’instant on a
RQv.x1; x2; u/ WD R.x1; x2; u; Qv/

et
QQv.x1; x2; u/ WD Q.x1; x2; u; Qv/ D Q.RQv x1 � x2; RQv;ΦQv/ :

On adopte les conventions suivantes

dvf WD @v
�
f .x1; x2; uCRQv v; Qv C v/

�
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D .RQv @uf C @vf /.x1; x2; uCRQv v; Qv C v/ ;

d2v f WD @v.dvf / D .R2
Qv
@2uuf C 2RQv @

2
uvf C @

2
vvf /.x1; x2; uCRQv v; Qv C v/ :

Pour éviter les confusions, de retenir que, en général, nous avons

d2v 6� dv ı dv:

Vu (4.73), les caractéristique associé à (4.49) et qui commence à partir du point .x1; x2; u; Qv/ est une
ligne droite donnée par

.X1; X2; U; V /.v/ D .x1 �QQv v ; x2 �QQvRQv v ; uCRQv v ; Qv C v / : (4.74)

La fonction R doit être constante le long de ces caractéristiques. Exprimant ce principe avec les
définitions (4.51)-(4.52) on a

dvKC dv.@vL/x1 C dv.@uL/x2 �QQv v d
2
vL � 0 : (4.75)

� La situation ii.1. Observent que, dû à (4.66), les trois quantités

dv.@vL/ ; dv.@uL/ ; d2vL ;

sont des fonctions constante. Ainsi, l’application de la dérivée seconde @2vv à l’identité (4.75), permet
d’extraire

@3uuuK.U; V /R
3
Qv C 3@

3
uuvK.U; V /R

2
Qv C 3@

3
uvvK.U; V /RQv C @

3
vvvK.U; V / D 0 :

Or les trois variables RQv, U et V sont indépendante, don nécessairement on a (4.67). Alors, observant
que

@uR D �2 .@u˛/
�1 .k11 C k20R/; @vR D �2 .@u˛/

�1 .k02 C k11R/;

@1R D �2 .@u˛/
�1 .a02 C a11R/; @2R D �2 .@u˛/

�1 .a11 C a20R/:

Il s’ensuit que

Q.x1; x2; u; v/ � Q.R/ D
YR

XR
D
k02 C 2k11RC k20R

2

a02 C 2a11RC a20R2
:

On peut travailler au niveau de (4.47)-(4.48). Par construction, la condition (4.47) est vérifiée. On plus,
(4.48) ce transforme en

@uR � Q.R/ @2R C Q0.R/ .@1RCR @2R/ D 0 :

Cette relation revient à la même chose que

.k11 a02 � k02 a11/C .k20 a02 � k02 a20/ RC .k20 a11 � k11 a20/ R
2
D 0 :

Cette fonction polynomiale en R est identiquement nul si et seulement si on a (4.68).

� La situation ii.2. Vu que F.2/ 6� 0, on peut introduire

A.u; v/ WD
@uK.u; v/

F.2/.b uC v/
; B.u; v/ WD

@vK.u; v/

F.2/.b uC v/
: (4.76)

Avec ces conventions, la fonction R peut être mise sous la forme

R D �
B.u; v/C x1 C b x2

A.u; v/C b x1 C b2 x2

Tandis que
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Q D QQ.R; u; v/ WD
@uA R

2 C .@vAC @uB/ RC @vB

.R b C 1/2
:

La condition (4.47) ce réduit à @v QQ C R @u QQ D 0. Compte tenu de la forme spécifique ci-dessus de la
fonction Q, on trouve une fonction en R dont les coefficients doivent être nuls. Ce critère donne

@2uuA D 2@2uvAC @
2
uuB D @2vvAC 2 @

2
uvB D @2vvB � 0 : (4.77)

L’exploitation de (4.77), permet d’obtenir

A.u; v/ D C˛uv �  v2 C a10 uC a
1
1 v C a

0 ;

B.u; v/ D �˛u2 C  uv C b10 uC b
1
1 v C b

0 :

Vu (4.48) qui peuvent également être formulés sous forme de

@uR �Q @2RCXQ D 0:

On note
D WD AC b x1 C b

2 x2;

nous constatons que

D .R b C 1/XQ D 2 b @vB � @vA � @uB C .b @vAC b @uB � 2 @uA/ R:

Encore, la condition (4.48) ce transforme en une fraction en R ces coefficients doit être nuls. Il s’ensuit
que

�3 @uAC 2 b @vAC b @uBD0; (4.78)

�2 @uB C 3 b @vB � @vAD0 : (4.79)

Il demeure ˛ D �b  et

A.u; v/ D �b  uv �  v2 C b .�b10 C 2b b
1
1/uC .�2b

1
0 C 3b b

1
1/v C a

0 :

On retourne à (4.76), on va tester l’existence de K suivant le théorème de Clairaut. Ceci est garantie par
(4.70) si on choisie

ˇ WD b10 � b b
1
1 ; ı D b b0 � a0:

Les restriction en  , ˇ et ı découle des deux conditions XR 6� 0 et YR 6� 0.

� La situation ii.3. La définition de R donne

R D �
R1.x1; x2; u; v/

R2.x1; x2; u; v/
WD �

1C x1 C a.u; v/ x2

a.u; v/ .1C x1/C b.u; v/ x2
; (4.80)

où nous avons introduit

a.u; v/ WD �u�1 .v C ˛/ ; b.u; v/ D u�2
�
.v C ˛/2 C ı

�
: (4.81)

On utilise la formule donnée par R au niveau de (4.80) pour calculer

Q.x1; x2; u; v/ �
YR

XR
�

.YR1/R2 � .YR2/R1

.XR1/R2 � .XR2/R1
:

A partir de (4.80), on peut toujours extraire

1C x1 D �
h1.u; v;R/

h2.u; v;R/
x2 WD �

a.u; v/CRb.u; v/

1CRa.u; v/
x2 :
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Alors, on remplace 1C x1 en conséquence de l’expression de Q, on peut avoir

Q.x1; x2; u; v/ D Q.R; x2; u; v/ D Q1.R; u; v/ Q2.R; u; v/
�1 x2

ou Q1 et Q2 sont des fonctions en R, u et v. On trouve

Q1 WD .b Ya � aY b/ h
2
2 C Y b h1 h2 � Ya h

2
1 ;

Q2 WD .b � a
2/ h2 .h2 CRh1/ :

Après plusieurs simplifications. On trouve Q D �x2u�1 permettant de vérifier (4.47) directement. En
plus, la condition (4.48) ce réduit à

R1 .u@u C x2 @2/R2 � R2 .u@u C x2 @2/R1 C R1 R2 � 0 :

En prend en compte la définition de R1, R2, a et b, cette dernière relation devient évident à vérifier.. 2

4.3 Discussion summary.

Jusqu’à présent, nous avons décrit les conditions qui sont nécessaires pour progresser. Il s’agit ici d’ex-
pliquer comment procéder concrètement pour construire des couples compatibles .'; w/ dans le cas
r' � @ W 6� 0. On sélectionne une fonction L et K selon le paragraphe 4.2.1 ou 4.2.2. En particulier
on a @uK 6� 0 et @vK 6� 0. On définie le coefficients R.x1; x2; u; v/ selon (4.51) et (4.52). Unr fois on
connais R, on a accès à Φ. Plus précieusement dans le cas ou dimA D 2, la fonction Φ est entièrement
déterminée par la prescription

Φ00.x2; u/ WD Φ.0; x2; u; 0/ 2 C1.R2IR/ ; rx2;uΦ00 6� 0 : (4.82)

Dans le cas ou dimA D 3 (implique que XR 6� 0 et YR 6� 0), la situation est plus restrictive. Alors la
fonction Φ00.x2; u/ dépend d’une seul variable u. En effet, elle peut être obtenue en résolvant

�YR @2Φ00 CXR @uΦ00 D 0; Φ00.0; u/ D Φ000.u/ 2 C1.RIR/ : (4.83)

Une fois la fonction Φ00.x2; u/ fixé comme il est indiquer en haut, on peut avoir une phase non sta-
tionnaire Φ.x1; x2; u; v/. Maintenant on sélectionne une fonction � 2 C1.RIR/ tel que �0 6� 0 et on
considère la fonction u00.x3; v/ solution de l’équation différentielle ordinaire (dont la variable est v)

@uK.u00; v/ @vu00 C @vK.u00; v/ D 0; u00.x3; 0/ D �.x3/ : (4.84)

Par construction l’expression u00.x3; v/ satisfait (4.34). La résolution des équations (4.26) et (4.27),
quand v parcours un ensemble compact K � R et joue le rôle d’un paramètre, a déjà été discuté.

On donne L et u00, il existe une unique expression u.x; v/ 2 C1.Ω0r �KIR/ satisfait (4.26)-(4.27) avec
la donnée initiale

u.0; 0; x3; v/ D u00.x3; v/ 2 C1.R2IR/ : (4.85)

De plus, comme une conséquence de la preuve de la Proposition 9, on a la relation (4.34) pour tout .x; v/.
En déduit l’expression de ' à partir de Φ.x1; x2; u; v/ et u.x; v/ selon la formule (4.33), on obtient une
fonction '.x/ qui ne dépend pas de v.

La détermination de la fonction v.x; �/ est difficile. vu (4.11) et (4.25), on peut extraire l’identité fonc-
tionnelle

v.x; �/ D V
�
'.x/; u

�
x; v.x; �/

�
; �
�
; 8 .x; �/ 2 Ω0r � T : (4.86)

En particulier pour x D 0 et pour tout � 2 T, on ait face à

v.0; �/ D V
�
'.0/; u00

�
0; v.0; �/

�
; �
�
; '.0/ D Φ00

�
0; �.0/

�
:
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Pour simplifier, on peut choisir une fonction v.x; �/ tel que v.0; �/ � 0. Et la fonction V.';  ; �/ doit
être sous la forme

V
�
'.0/; �.0/; �/ � 0; 8� 2 T : (4.87)

Dans ce qui suit, nous choisissons une fonction V satisfait (4.87). On suppose que @�Vn’est pas une
fonction nulle et que

@vK
�
�.0/; 0

�
@ V

�
'.0/; �.0/; �

�
C @uK

�
�.0/; 0

�
6D 0; 8� 2 T : (4.88)

Pour chaque � 2 T, les informations (4.87) et (4.88) permettre d’appliquer Théorème des fonctions
implicite au point .0; �; 0/ à l’application

R3 � T � R �! R
.x; �; v/ 7�! v �V

�
'.x/; u.x; v/; �

�
:

Il donne localement, près de .0; �/ 2 R3 � T, une unique fonction v.x; �/ satsifait la relation (4.86). Dû
à la compacité de T, on ajuste le nombre r 2 RC� suffisamment petit, on peut garantir (4.86). On note
que l’expression v.x; �/ est (par construction) nécessairement une solution de (4.28). De plus, on a pas
@�v � 0.

On definie la fonction  .x; �/ selon (4.25). Tout les ingrédients '.x/,  .x; �/ et V.';  ; �/ sont
déterminés. Alors le profilw.x; �/ est connu. On utilise (2.40) et (4.8). Par construction, le couple .'; w/
est compatible. Ci-dessous, nous résumer la discussion précédente en précisant clairement les degrés de
liberté à disposition dans la construction de couples compatibles .'; w/.

Proposition 11. Dans le cas r' � @ W 6� 0, La classe des couples compatibles .'; w/ est entièrement
déterminer par la donnée locale de
� fonction L.u; v/ et K.u; v/ donnée selon le paragraphe 4.2.1 ou 4.2.2 ;
� une fonction Φ00.x2; u/ qui satisfait (4.83) quand dimA D 3 ;
� une fonction �.x3/ ;
� une fonction V.';  ; �/ ajuster selon (4.87) et (4.88).

4.4 Des exemples.

Le but ici est d’illustrer les différentes situations qui peuvent se produire à travers des exemples de cor-
respondance. Dans la pratique, nous sélectionnons fonctions L et K résultant des différents cas classées
dans la section4.2. Dans chaque cas, on produit les phases correspondantes '.x/, et aussi l’ ingrédients
u et v permettant de récupérer le profil w.x; �/ selon (4.17) et (4.25).
Pour faciliter la présentation, nous rappelons ci-dessous les équations à résoudre. Une fois L et K fixés
l’expression R est donnée par (4.51) et (4.52). Par construction, il existe une fonction Φ adéquate tel que

@1Φ C R @2Φ � 0; @vΦ C R @uΦ � 0 : (4.89)

La fonction u doit satisfait (4.26), (4.27) et (4.34)8<:@1u C @vL.u; v/ @3u � 0;

@2u C @uL.u; v/ @3u � 0;

@vu.x; v/ D R
�
x1; x2; u.x; v/; v

�
:

(4.90)

La fonction v.x; �/ est obtenu à travers (4.28)

@1v C @vL
�
u.x; v/; v

�
@3v

C@vu.x; v/
�
@2v C @uL

�
u.x; v/; v

�
@3v

�
� 0 :

(4.91)

Alors, il est possible de déterminer ' selon (4.33). Par construction, la fonction ' ne dépend pas de � et
elle satisfait (4.29).
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4.4.1 Exemple dans le cas cas i.1 du Lemme 7.

Par hypothèse la fonction L est linéaire

L.u; v/ D a uC b v C c ; .a; b; c/ 2 R3:

La fonction R est tel que

R � �
@vK

@uK

doit être indiqué au niveau de (4.62). Pour simplifier en prend

R � 1

alors
Φ D Φ00.x2 � x1; u � v/:

A partir de (4.90), on déduit que

u.x; v/ D �.x3 � a x2 � b x1/C v:

De plus la fonction v peut être écrite sous la forme

v.x; �/ D v0
�
x1 � x2; x3 � .aC b/ x2; �

�
; @�v0 ¤ 0 :

Et donc
'.x/ D Φ00

�
x2 � x1; �.x3 � a x2 � b x1/

�
:

4.4.2 Exemple dans le cas i.2 du Lemme 7.

Pour simplifier la discution on travaille avec le choix

H.t/ D t

implique que les deux fonctions L et K sont en fonction de uC v. Pour l’instant on a

L.u; v/ D L.uC v/

pour certain fonction L satisfait
L.2/ 6� 0:

De plus on trouve
R � �1 ; Φ D Φ00.x1 C x2; uC v/:

Vu (4.90), on en déduit que u.x; v/ peut être mise sous la forme

Qu.x1 C x2; x3/ � v

ou Qu.z; x3/ est obtenu on résolvant la lois de conservation

@z Qu.z; x3/C L0
�
Qu.z; x3/

�
@3 Qu.z; x3/ D 0; Qu.0; x3/ D �.x3/ :

A partir de (4.91), on déduit que v.x; �/ D Qv.x1 C x2; x3; �/. On remarque que

'.x/ D Φ00
�
x1 C x2; Qu.x1 C x2; x3/

�
:
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4.4.3 Exemple dans le cas u Lemme 8.

La fonction L est linéaire

L.u; v/ D a uC b v C c ; .a; b; c/ 2 R3:

La fonction K satisfait (4.64). On choisie

K.u; v/ D �
1

2
v2 C u

dans le bute de travaille avec
R � v:

A partir de (4.89), on peut extraire
Φ D Φ00.2u � v

2/:

Cela est accepter, on remarque que Φ dépend d’une seul variables. de plus

u.x; v/ D 2�1 v2 C �.x3 � a x2 � b x1/ ; �.1/ ¤ 0 :

A partir de (4.91), on obtient

v.x; �/ D Qv.b x1 � x3; ax2 � x3; �/ ; Qv.y; z/ 2 C1.R2IR/

ou Qv.y; z/ doit satisfaire la lois de Burger

b @z Qv C a Qv @y Qv � 0:

Finalement
'.x/ D

�
Φ00 ı �

�
.x3 � a x2 � b x1/ :

4.4.4 Exemple dans le cas du Lemme 10.

Le cadre est le Lemme 10 avec
K D ˛uC ˇv C :

On choisie

L D
v2

2

de sorte que

R D �
.ˇ C x1/

˛

et

Φ � ' D Φ00

�
x2 C

ˇ

˛
x1 C

1

2˛
x21

�
:

On note que

u.x; v/ D �
1

˛

�
.ˇ C x1/v � x3

�
C c ; c 2 R:

De plus la fonction v est obtenu à travers

@1v C v @3v �
1

˛
.x1 C ˇ/ @2v � 0 :



40 4 Couples compatibles dans le cas ou r' � @ W 6� 0.

4.4.5 Exemple dans le cas ii.1 de la Proposition 10.

En accord avec (4.66) et (4.67), on peut sélectionner

K.u; v/ D L.u; v/ D v2 C u

de sorte que
R D �2.v C x1/

et
Φ � Φ00.v

2
C uC x21 C 2 x1 v C x2/:

De plus
u.x; v/ D �2 v x1 � x2 C x3 � v

2 ; '.x/ D Φ00.x
2
1 C x3/ ;

et la fonction v.x; �/ est n’importe quel solution de

@1v � 2 .x1 C v/ @2v � 2 x1 @3v D 0 :

4.4.6 Exemple dans le cas ii.2 de la Proposition 10.

On choisie
K.u; v/ D

u

v
; L.u; v/ D

1

2v

de sorte que
R D

u

v
�
x1

v2
:

On put prendre

Φ.x1; x2; u; v/ D Φ00

 
u

v
x1 �

x21
2v2
� x2

!
; u.x; v/ D x3 v C

x1

2v
C ˛v :

La fonction v est encore une solution pour une lois de conservation. De plus, on travaille avec ' qui est
une fonction d’une expression quadratique en x

'.x/ D Φ00.x1x3 C ˛x1 � x2/:

4.4.7 Exemple dans le cas ii.3 de la Proposition 10.

En accorde avec (4.72), on sélectionne

F.t/ D
t2

2
; G.t/ D

1

2t
; ı D 1; ˛ D 0; L.u; v/ D

v2 C 1

2u
:

A partir de (4.27), on peut déduire la relation implicite

u.x; v/ D QU
�
v x1 � u.x; v/ x3; x2; v

�
; QU.X; x2; v/ 2 C

1.R3IR/ : (4.92)

A partir de (4.26) avec (4.92), on peut extraire

QU.X; x2; v/ D U
�
2 X QU � .v2 C 1/ x2; v

�
; U .Y; v/ 2 C 1.R2IR/ : (4.93)

On utilise (4.92) et (4.93) dans le bute d’extraire respectivement @vu et @X QU . On remplace x3 comme in-
diqué comme une fonction de x1, x2, Y , v et U . Selon cette méthode, on obtient une première expression
de @vu. Il est comparé ci-dessous avec une entrée directement à partir de (4.51)-(4.52). On trouve

R � @vu D

@vU

2 U @YU
C x1 �

v

u
x2

v

U

hU � 2 Y @YU
2 v U @YU

C x1

i
�
v2 C 1

u2
x2

D

1C x1 �
v

u
x2

v

U
Œ1C x1� �

v2 C 1

u2
x2

:
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Il s’ensuit que
U.Y; v/ D v ˙

p
Y C v2:

La fonction u.x; v/ peut être déduit juste en imposant u.0; 0/ D 0 combiné avec la relation implicite

u.x; v/ D U
�
2 v x1 u.x; v/ � 2 x3 u.x; v/

2
� .v2 C 1/ x2; v

�
:

De plus on fixe Φ.x1; x2; u; v/ sous la forme

Φ D Φ
�
u .1C x1/ � v x2; x2; u; v

�
; Φ.Y; x2; u; v/ 2 C1.R4IR/ :

Vu la définition précédente de R, la condition (4.36) donné l’équation

� x2 @YΦC Y @2Φ D 0:

Ainsi, il existe une certain fonction Φ0.X; u; v/ 2 C1.R3IR/ tel que

Φ.Y; x2; u; v/ D Φ0.Y
2
C x22 ; u; v/:

A partir de (4.37), on peut déduire que

@vΦ0 � 0 ; 2 X @XΦ0 C u @uΦ0 D 0:

En conclusion on a le choix suivant

Φ.x1; x2; u; v/ D Φ00

 
Œu .1C x1/ � v x2�

2 C x22
u2

!
; Φ00 2 C1.RIR/ :

avec u.x; v/ et Φ.x1; x2; u; v/ comme en haut, on peut déduire '.x/ a partir de (4.33).
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5
Problème d’évolution.

Soit .'; w/ un couple compatible. On rappelle que le profilw.x; �/ peut être mise sous la forme (2.40)
avec le triplet .';  ;W/ ajuster selon (2.47)-(2.48)-(2.49)-(2.50) et satisfait (2.45). Dans ce chapiter on
va expliquer ce qui ce passe lors de l’évolution dans le temps.

5.1 Propagation des données compatibles.

Le cadre de ce paragraphe 5.1 est de démontrer le Théorème 2. On considère le système (1.8). Les
résultats standard (voir [5]) garanti l’existence local dans le temps des solutions de classe cC 1 dans le
domaine ΩTr � T avec T 2 R�

C
pour le problème (1.8). On introduit

U.t; x; �/ WDW
�
Φ.t; x; �/;Ψ.t; x; �/; �

�
:

A partir de (1.8), on peut déduire que

@tUC .U � r/U D 0; U.0; x; �/ DW
�
'.x/;  .x; �/; �

�
D w.x; �/ : (5.1)

On intègre (1.8) le long des caractéristiques associée (qui sont des droites), on peut exhiber les identités

Φ.t; x; �/ D '
�
x � tU.t; x; �/

�
; 8 .t; x; �/ 2 ΩTr � T ; (5.2)

Ψ.t; x; �/ D  
�
x � tU.t; x; �/; �

�
; 8 .t; x; �/ 2 ΩTr � T : (5.3)

Lemme 11. On suppose que les trois ingrédients ', et W sont ajuster selon (2.47)-(2.48)-(2.49)-(2.50).
Alors la fonction Φ.t; x; �/ issue de (1.8) est tel que

@�Φ � 0:

De plus on note

y � y.t; x/ WD x � tU.t; x; �/ ; Ξ.y; �/ WD
�
'.y/;  .y; �/; �

�
2 R2 � T ;

l’expression Ψ.t; x; �/ qui découle de (1.8) satisfait

@�Ψ.t; x; �/ � @� .y; �/ � t r .y; �/ �
�
@�W

�
Ξ.y; �/

�
C @� .y; �/ @ W

�
Ξ.y; �/

��
: (5.4)

Preuve. On utilise la relation (5.2) et (5.3) avec la formule donnée pour U pour calculer @�Φ et @�Ψ
selon

M
�
@�Φ.t; x; �/
@�Ψ.t; x; �/

�
D

�
� t r'.y/ � @�W

�
Ξ.y; �/

�
@� .y; �/ � t r .y; �/ � @�W

�
Ξ.y; �/

��
avec la matrice M donnée par
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M.t; y; �/ WD

�
1C t r'.y/ � @'W t r'.y/ � @ W
t r .y; �/ � @'W 1C t r .y; �/ � @ W

�
:

Dans la formule précédente de la matrice M, les fonctions @?W sont évalué en Ξ.y; �/. Une conséquence
de (2.49) et de (2.50) on a

detM.t; y; �/ D 1:

On a donc

@�Φ.t; x; �/ D � t r' �.@�WC@� @ W/C t2
�
.r �@�W/ .r' �@ W/�.r' �@�W/ .r �@ W/

�
:

Le coté droite peut être vu comme une fonction en .y; �/. La condition (2.47) ni rien autre que

r'.y/ �
�
@� .y; �/@ W

�
Ξ.y; �/

�
C @�W

�
Ξ.y; �/

��
D 0 : (5.5)

Donc
@�Φ.t; x; �/ D t2 .r' � @ W/ .r � @�WC @� r � @ W/ :

Vu (2.48), on a
@�Φ � 0:

De la même manière qu’avant on peut obtenir

@�Ψ.t; x; �/ D@� C t
�
@� r' � @'W � r � @�W

�
C t2

�
.r' � @�W/ .r � @'W/ � .r' � @'W/ .r � @�W/

�
:

On exploite (2.49), (2.50) et (5.5), cela est équivalent à

@�Ψ.t; x; �/ D @� � t
�
r � @�WC @� r � @ W

�
� t2 .r' � @'W/ r �

�
@�WC @� @ W

�
:

Vu (2.48) et (2.49),le terme en facteur de t2 est nécessairement nul. De cette manière, nous pouvons voir
comment (5.4) apparait. 2

On considère l’expression u" définie dans le domaine ΩTr par

u".t; x/ WDU
�
t; x; Φ.t;x/

"

�
DW

�
Φ.t; x/;Ψ

�
t; x; Φ.t;x/

"

�
; Φ.t;x/

"

�
; " 2 �0; 1� :

(5.6)

Par construction on a u".0; �/ � h".�/ avec h" donnée par (1.2). Un calcule directe basé sur (1.8) in-
dique que u".t; x/ est solution de (1.1) sur ΩTr . On appique le Théorème 2.6 de [1], on obtient que�
Dxu

".t; x/
�3
� 0 sur B.0; r � t V / pour tout t 2 Œ0; T �. On répète dans le temps t 2 �0; T � la procédure

de la Section 2, on peut déduire que les contraintes (2.47), (2.48), (2.49) et (2.50) ce propage. Autrement
dit

Lemme 12. Pour tout t 2 Œ0; T �, les solutions Φ.t; x/ et Ψ.t; x; �/ de (1.8) satisfait (1.10), (1.11), (1.12)
and (1.13).

Ces identités peut être aussi obtenu on utilisant (2.47)-(2.48)-(2.49)-(2.50) ainsi que (5.2), (5.3) et le
Lemme 11. Le Théorème 2 est prouvé.

Pour compléter l’étude, on remarque que le rang de la solution est préservé. dans le cas du rang 1, cela
est évident. Dans le cas de rang 2, il s’agit d’une conséquence de ce qui suit.

Lemme 13. Les solutions Φ.t; x/ et Ψ.t; x; �/ of (1.8) satisfait�
rΦ ^ rΨ

�
.t; x; �/ D

�
r' ^ r 

�
.y; �/ ; 8 .t; x; �/ 2 ΩTr � T : (5.7)
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Ainsi, la mesure de volume rΦ ^ rΨ est constant le long des caractéristiques. Ceci est en fait un sous-
produit de la relation de divergence libre.

Preuve. en différenciant (5.2) et (5.3) en ce qui concerne xj , on peut extraire

M.t; y; �/

�
@jΦ.t; x; �/
@jΨ.t; x; �/

�
D

�
@j'.y/

@j .y/

�
; 8j 2 f1; 2; 3g :

Il s’ensuit que

rΦ D .1C t r � @ W/ r' � t .r' � @ W/ r ; (5.8)

rΨ D � t .r � @'W/ r' C .1C t r' � @'W/ r : (5.9)

On utilise (5.8) et (5.9) afin de calculer le produit vectoriel de rΦ et rΨ. vu (2.49) et (2.50), on a (5.7).
2

5.2 Asymptotic phenomena.

la famille fu"g" fournir beaucoup d’informations sur les phénomènes complexes qui peuvent se produire
au niveau de (1.1) lors du passage à la limite (quand "! 0).

On note S.t/ avec t 2 R�
C

le semi-groupe d’opérateur associée aux équations d’Euler incompréssible
incompressible , pour l’instant on peut utiliser fu"g" pour étudier le problème bien posé (ou pas) de
S.t/ dans l’espace fonctionnelle (augmentant ainsi le délicat problème de la localisation des solutions,
voir [6]). On peut aussi étudier la continuité faible en L2 (ou pas) de S.t/ (dans l’esprit de [4, 7]).
Ces applications de notre approche actuelle ne seront pas développées dans ces pages. Néanmoins, nous
allons souligner quelques-unes liées à un aspect très spécifique.

On va faire apparaitre le phénomène de superposition des oscillations déjà donnée en [4] (dans le cas
d D 2 et en dehors du cas de la divergence nul) peut aussi apparaitre au niveau de (1.1) avec d D 3.

L’idée est de commencer à l’instant initial t D 0 avec une fonction  .x/ qui ne voit pas la variable
� 2 T et avec une fonction W".�/ qui dépend d’un paramètre " 2 �0; 1� et contient des oscillations dans
la variable  , comme indiqué en (??). Ensuite, dans le but de prouver le mécanisme (??), il suffit de
présenter un certaine t 2�0; T � tel que @�Ψ 6D 0.

Vu (5.1) et par ce que @� � 0, il suffit de tester si

9 .x; �/ 2 Ω0r � T I @�W.';  ; �/ � r D @�w � r 6D 0 : (5.10)

Dans le cadre r' � @ W 6� 0 de la Section 4.1, par ce que vu (4.2), il n’est pas possible d’avoir (5.10).
Quand r' � @ W � 0, dans le cas f 0 6� 0 et g0 6� 0, nous pouvons voir avec (3.17), (3.25) et (3.26) que

@�w � r D

8<:@�˛
0@ 0

�g

1

1AC @�ˇ
0@ 1

�f

0

1A
9=; �

8<:Ψ00
0@f 0.'/0

g0.'/

1AC @'Ψ
0@ @1'@2'
@3'

1A
9=; :

En prend en compte (3.14) et (3.20), nécessairement on a @�w � r � 0. Il reste à examiner la situation
de l’alinéa 3.3.1. Le contexte est celui de la Proposition 5. Soit .a; b/ 2 .R�/2, c D 0 et '00 2 C1.RIR/.
On définie '.x/ selon (3.21). On sélectionne une fonction ˛" tel que

˛".';  ; �/ D A.'; ; ="; �/ ; @ A 6D 0; A 2 C1.R2 � T2IR/ :

On choisie deux fonctions auxiliaire �.�/ 2 C1.TIR/ et Ψ0.T;Z/ 2 C1.R2IR/ satisfit �0 6D 0 et
@T 0 6D 0. En prend
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� � 1; ˇ".';  ; �/ D ˛".';  ; �/ � �.�/ ; P si.X; Y;Z/ D Ψ0.Y �X;Z/ :

De toute évidence, nous avons(3.24) et (3.25). Avec w.x; �/ définie selon (3.26), le calcule donne

@�w � r D

8<:@�˛
0@ 0

�b

1

1AC @�ˇ
0@ 1

�a

0

1A
9=; �

8<:@TΨ0
0@�10
1

1AC @ZΨ0
0@a1
b

1A
9=; D @TΨ0 �

0
6D 0 :

En fait, la solution correspondante à (??) peut être produit d’une manière explicite.

u".t; x/ D A".t; x/

0@ 1

�a � b

1

1A � ��'.x/
"

� 0@ 1

�a

0

1A
avec

A".t; x/ WD A
�
'.x/;

 
�
x3 � x1 � t �

�'.x/
"

��
"

;
'.x/

"

�
:
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Résumé.
Dans ce mémoire de Master on étudier les équations d’Euler incompressible dans dans R3 de la forme8̂<̂

:
@tu

" C .u"�/u" D 0

u".0; x/ D h".x/ D w
�
x;
'

"

�
tel que w 2 C 1.Ω0r / � TIR3/, ' 2 C 1.Ω0r IR3/ et " 2�0; 1�, vérifiant

@�w.x; �/ ¤ 0; r'.x/ ¤ 0; 8.x; �/ 2 Ω0r � T; Ω0r D
˚
x 2 R3 W kxk � r

	
:

L’objectif est de donner les conditions nécessaires et suffisantes sur les donnée initiales h".x/ pour avoir
une solution du problème précédemment posé sur un domaine ΩTr � R3 � RC, de donner une méthode
pour construire ces données initiales et finalement de décrire la structure des solutions récupérées.
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