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Introduction :

Les infections ont été la principale cause de la plupart des maladies dans I’histoire de I’hu-
manité. En particulier les infections bactériennes qui sont les plus fréquentes parmi celles-ci.
La procédure la plus commune connue pour combattre I'infection bactérienne est par I'intermé-
diaire d’une thérapie antibiotique appliquée aux individus. Sauf que, l'introduction de chaque
nouvelle classe d’antibiotique a été suivie par I’émergence de nouvelles souches de bactéries
résistantes a cette classe, cela pose un énorme probléme. Les phénomeénes a 1’origine de 1’émer-
gence et de la diffusion de bactéries résistantes dans une population sont complexes et difficiles
a anticiper. Dans ce cadre, la modélisation mathématique et la simulation, qui permettent de
formaliser les phénomeénes ayant lieu a différentes échelles et de mettre en place des expériences
virtuelles non-réalisables dans des conditions réelles, deviennent des outils de recherche essen-
tiels.

Trois questions principales sont posées dans ce travail. Elles portent sur : Les mécanismes d’ac-
quisition de résistance aux antibiotiques, 'effet de ’exposition aux plusieurs antibiotiques et les
cellules immunitaires sur la distribution bactérienne. Enfin, découvrir si les médicaments anti-
virulence sont capables ou non d’éliminer 'infection bactérienne dans des conditions spécifiques.
Pour y répondre, 3 modéles mathématiques compartimentaux spécifiques sont construits.

Le mémoire est organisé de la maniére suivante :

— Chapitre 1 : nous commencons tout d’abord par des préliminaires qui rappellent quelques

notions et théorémes utilisés dans ce mémoire.

— Chapitre 2 : nous introduisons par un petit historique sur ce phénomene étudié. Ensuite,

nous présentons les différents types de la résistance bactérienne.

— Chapitre 3 : Ce chapitre concerne I'analyse d’'un modéle mathématique des bactéries

exposées a plusieurs antibiotiques et les cellules immunitaires.

— Chapitre 4 : est consacré a I’étude d’'un modéle mathématique des bactéries résistantes

traitées par ’antibiotique et I’anti-virulence.

— Chapitre 5 : porte sur I’étude numérique d’un modéle bien posé sur les bactéries résis-

tantes traitées par ’antibiotique et I’anti-virulence.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, on va rappeler quelques notions sur les systémes d’équations différentielles,
notamment les conditions d’existence et d’unicité des solutions positives. De plus, on va énoncer
les théorémes de stabilité des points d’équilibre, nécessaires pour la suite.

1.1 Geénéralités, existence et unicité des solutions

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I’étude des systémes différentielles de la forme

X,(t) = f(t’X(t))v (1'1)

X(t) = (x1(t), z2(t), ..., x,(t)) € R et f: Q — R™ ou Q est un ouvert de R x R", avec

f@t, X (1) = (fu(t, X (@), fo(t, X (), - -, fu(t, X (1))

Maintenant, on rappelle les résultats classiques concernant l'existence des solutions pour les
systémes différentielles avec une condition initiale comme suit

X'(t) = f(t, X (1)),
{ X(to) = Xo. (1.2)

Théoreme 1 (Cauchy-Lipschitz) [10]

Si f est localement Lipschitzienne par rapport a X, continue par rapport a (t, X) € €,
le probléme de Cauchy (1.2) admet une unique solution X € €, définie sur un intervalle
mazximal [to, Tynae| avec tg > 0.

Exemple 1 Soit le systeme de Lotka-Volterra suivant :
{ (t) = ra(t) — avy = fi(z,y)
§(t) = —my + bay = fa(z,y)

Ou r, a, m, b sont des constants positives. Pour tout condition initiale (x(0),y(0)) € R%, ce
systeme admet une solution unique (z(t),y(t)) dans RZ car f = (fi1, f2) est une fonction de
classe C* donc elle est lipschitzienne.

On se place dans le cadre d’application du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Le résultat suivant
donne une condition suffisante pour que 7T;,,, = +oc.

Théoreme 2 (Existence globale) [10)



Soit X la solution de (1.2) définie pourt € [0, Tar). Si X est bornée sur [0, Thnas), alors
Tmam = +o00.

Théoreme 3 (Théoréme de comparaison) |19

Soit un ouvert U € Ry x R”, et soient f,g: U — R™ deux fonctions Lipschitziennes. On
considere les solutions X (.) et Y(.) des problemes de Cauchy :

{ X'(t) = f(t, X(1)) { Y'(t) = g(t,Y(t))
X (to) = Xo. Y (to) = Yo.

supposons que g(t, X (t)) > f(t,(X(t)) pour tout (t,X) € U et que Yy > Xo. Alors Y (t) >
X(t) pour tout t >ty > 0.

La proposition suivante donne des conditions de positivité de la solution de (1.2).

Proposition 1 [/]

Soit un systeme d’équations différentielles dans R™, X = f(t, X (t))
avec X (t) = (z1(t),...,zo(t)), f(t, X)) = (f1(t, X (), ..., fu(t, X (1)), ou f est une fonc-
tion définie pour tout t > 0, X € R".
Supposons que f a la propriété telles que les solutions des problémes a valeur initiale
X(to) = X existent et sont uniques pour tout Xy € [0, +00)", ty = 0.
De plus supposons que pour tout j =1,...,n,t >0, on a;

fi(t, X(t)) =0 pour tout X € [0,+00)", x; =0, t > 0.

Alors, X(t) € [0,400)" pour tout t = to = 0 pour lequel X est définie, pour tout Xy €
[0, +00)"™.

Exemple 2 Soit le systeme
{ & =ra(t) — avy = fi(z,y)
§=—my+bry = fo(z,y)

Si z =0, alors
f1(0,y=>0)=02>0= xz(t) > 0.

Ensuite, si y = 0, donc
fa(x =2 0,0) =02=>0=y(t) > 0.

Ainsi, notre solution est positive.

1.2 Etude qualitative d’un systéme
L’étude d’un systéme d’équations différentielles de la forme (1.3) commence par la recherche
de ses points d’équilibre ou encore appelés points stationnaires.
X = f(X(1) (1.3)

ou: f:U — R” est une fonction continue sur un domaine U C R". la fonction f ne dépend
donc pas explicitement de la variable ¢.



Définition 1 [1/]
Un point X* est appelé point d’équilibre de ’équation (1.3) si et seulement si
f(X™) =0.

Cette définition s’explique par la simple observation que si f(X*) = 0, alors la fonction
constante X (t) = X* est solution du probléme (1.3).

{r:2x
y=—3y

Exemple 3 le systéme suivant :

n’admet qu’un point d’équilibre (0,0).

Remarque :
On note la matrice jacobienne évaluée au point d’équilibre X* par J(X*).

Théoreme 4 [1)]

Soit X* un point d’équilibre de l’équation (1.3). On suppose que la fonction f est de classe
C' dans un voisinage de X* et on suppose que les valeurs propres de la jacobienne J(X*)
ont toutes une partie réelle strictement négative. Alors, X*est asymptotiquement stable.

Exemple 4 Soit le systeme

Lo =

La matrice jacobienne évaluée au point d’équilibre (0,0) est donnée comme suit

J(0,0) = (_02 _03) .

Les valeurs propres sont Ay = —2 < 0, \y = —3 < 0. Alors, l’équilibre X* = (0,0) est asympto-
tiquement stable pour le systéme (1.4).

Théoreme 5 [1/]
Soit X* un point d’équilibre de I’équation (1.3). On suppose que la fonction f est de classe

Cl dans un voisinage de X* et on suppose que la jacobienne J(X*) a (au moins) une valeur
propre avec partie réelle strictement positive. Alors X*est instable.

Exemple 5 Soit le systeme

y=—3y

La matrice jacobienne évaluée au point d’équilibre (0,0) est donnée comme suit

7(0,0) = (g _03) .

A = 2> 0. Alors Uéquilibre X* = (0,0) est instable pour le systeme (1.5).

{fzzx (1.5)



Le critére de Routh-Hurwitz permet de déterminer si les racines du polynéme caractéris-
tique de la jacobienne de systéme (1.3) sont & parties réelles positives ou non sans calculer
explicitement ses racines. Ce critére est détaillé ci-dessous.

Théoreme 6 (Critére de Routh-Hurwitz) [I]
Etant donné le polynome
PA) = A"+a\" '+ . Fap ) +ay,

ot les coefficients a; pour © = 1,...,n sont des constantes réelles, on définit les n matrices
Hurwitz en utilisant les coefficients a; du polynéme caractéristique

aa 1 0 0 ... O

a 1 ai 1 0 as Qa2 aq 1 0
15’1:@1,]‘]2:(1 ),H:s: az ax ai|,...,H,=| @ a a3 ax ... 0
asz az a5 Gy as . . . .. .

5 ST .o

o 0 0 0 ... an

Ou aj =0 sij > n. Toutes les racines du polynome P(X) sont négatives ou ont des parties
réelles négatives, si et seulement si les déterminants de toutes les matrices de Hurwitz sont
positifs :

detHj >0,7=1,2,...,n.

Pour un polynome de degré n = 2,3,4 et b, les criteres de Routh-Hurwitz sont résumés
n=2:a,ay >0,

n=3:a,a3 >0 et ajay > as,

n=4:ay,as a4, >0 et ajasaz > a3 + a3ay,

n=2>5:ay,as,as,ay,as > 0,a1asa3 > a% +alay et

(a1a4 — CL5>(CL16L2(L3 — CL% — CL%CL4) > a5(a1a2 — CL3)2 + alag.

Ce critere a donné des conditions nécessaires et suffisantes pour toutes les racines du poly-
nome caractéristique (avec des coefficients réels).

Théoreme 7 (Routh-Hurwitz) [1]

On considére le systeme (1.3) avec un équilibre X*. Si le polynome caractéristique de la
matrice Jacobienne J(X)

N+ NP+ +a, A +a,=0

satisfait aux conditions des critéres de Routh-Hurwitz dans le théoréme précédent, c’est a dire

les déterminants de toutes les matrices-Hurwitz sont positifs, det(H;) > 0, j = 1,2,...,n
alors U'équilibre X* est localement asymptotiquement stable. Si det(H;) < 0, pour certains
j=1,2,....n, alors l’équilibre X* est instable.

Exemple 6 Soit A une matrice 2 X 2, alors

Pa(\) = A2 — trAX + det A.



Les déterminants des matrices de Hurwitz sont donnés comme suit

det HH = —trA,
det H, = —trA x det A.

On déduit que
det H >0 trA<0

et
det Hy > 0 < det A > 0.

Ainsi, X* est localement asymptotiquement stable si
trA <0 et det A > 0.

L’utilisation des fonctions définies positives est une technique parmi les plus efficaces pour
analyser la stabilité d’un systéme d’équations différentielles.

Dans notre étude, on va utiliser le principe d’invariance de laSalle pour démontrer la stabilité
globale d’un point d’équilibre X*. Pour se faire, on a besoin de la définition d’une fonction définie
positive.

Définition 2 (Fonction définie positive/définie négative) [1/]

Soit V : U — R une fonction continue telle que V(X*) = 0. On dit que V' définie positive
(resp. semi-définie positive) si V(X) >0 (resp.V(X) > 0) pour X € U, X # X*. On définit
de méme une fonction définie négative et semi-définie négative.

Théoreme 8 [1/]

Soit V : U — R de classe C! et définie positive, alors

i) SiV(X(t)) <0, on dit que V est une fonction de Liapunov et le point X* est stable.

i) Si en plus V(X (t)) < 0 (c-a-d si V est définie négative), alors X* est asymptotique-
ment stable.

Exemple 7 Soit I’équation différentielle

i=—2"—2a

On cherche ses points d’équilibres
t=0<2°1+2")=0&2=0

On déduit que O est ["'unique point d’équilibre.
Le but est de déterminer si ce point d’équilibre est stable sans avoir a résoudre [’équation diffé-
rentielle. Soit alors la fonction V(z) = 2*

i) V(x) >0,z #0
. oV
i) V(x) = a—x = —2x(x® +27) = —=2(28 + 2®) < 0, z # 0, alors le point d’équilibre O est
x
asymptotiquement stable.
Dans ce qui suit, nous présentons le principe d’invariance de LaSalle. C’est un outil trés

utilisé pour étudier le comportement asymptotique des solutions des systémes d’équations dif-
férentielles.

Théoreme 9 (Principe d’invariance de LaSalle) |9



Soit V : U — Ry de classe C'. Supposons que V(x) < 0 pour tout X € U. Ensuite,
définissons

E:={XecU:V(z)=0}.

Soit L le plus grand ensemble invariant contenu dans E. Alors, toute solution bornée tend
vers L quand le temps tend vers l'infini. Si de plus, L est réduit a X*, alors X* est asymp-
totiquement stable.

Ici, on énonce un théoréme pour démontrer la non existence de solutions périodiques. Tout
d’abord on commence par quelques définitions.

Définition 3 Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée.

Définition 4 Un espace (topologique) A est dit connexe s’il ne s’écrit pas comme réunion
disjointe de deuz ouverts non vides (de fagon équivalente, si les seules parties a la fois ou-
vertes et fermées de A sont l’ensemble vide et A lui-méme).

Définition 5 e Soit A une partie du plan R?. On appelle trou de A toute composante
conneze bornée de R%-A.
o Un ouvert A de R? est simplement connexe s’il est connexe et sans trou.

Théoreme 10 (Théoréme de Bendizson-Dulac) [10]

Soit le systeme

( dx
E = f(xay)a
dy (1.6)
7 = 9@.y).

\

Alors, sl existe une fonction ®(x,y) de classe C1, appelée fonction de Dulac de telle sorte

que [’expression
o))  d(dg)
ox dy

a le méme signe (# 0) dans un domaine D simplement connexe de R%. Ainsi, le systéme
autonome n’a pas des solutions périodiques non constants dans D.

Exemple 8 (1.6)

t=x(l—-z—y),
{yzyﬂ—x—y) (L.7)

Soit la fonction

1
¢ = —.
(z,y) p”
Ce qui implique,
oef) 9Pg) 1 1
o + oy ($+y)<0

Alors, (1.7) n’admet pas une solution périodique dans Ri*.

Ici, on énonce un théoréeme pour démontrer 'existence de solutions périodiques.

Théoreme 11 (Théoréme de Poincaré Bendirson) [12]



Soit le systeme différentiel (1.3) et soit D un domaine attractant du plan. Alors, toute
trajectoire X (t) de D, soit converge quand t — ~+oo vers un point d’équilibre ou elle converge
vers un cycle périodique unique.

Exemple 9 Soit le systeme

i =y+a(l— (2 +y%),
y=—z+y(l—(22+y?)). (1.8)

(0,0) est le seul point d’équilibre qui est instable car

B 1—9y?— 3a2? 1 —2xy
J(l‘,y) - ( -1 = ny 1— ZL‘2 _ 3y2 ’

J(0,0):(_ll })

L’équation caractéristique est donnée par

donc

Pry(\) = 2\ — 2\ + 2.
Ensuite,
det Hy = -2 < 0.
On utilise les Théorémes 6 et 7, alors (0,0) est instable. On pose r? = x? + 1?2, le systeme (1.8)
devient
r=r(l—r?
0=-—1

On considere le domaine
K ={(z,y) € R? : (z* +9?) < 4}.

D’apres le Théoreme 11 la trajectoire tend vers un cycle limite.



Chapitre 2

Résistance des bactéries aux antibiotiques

L’objectif de ce chapitre est la compréhension du phénomeéne de la résistance bactérienne
aux antibiotiques. Tout d’abord, on commence par la présentation des antibiotiques et leurs
effets sur les bactéries, ensuite les causes d’acquisition de la résistance bactérienne.

2.1  Bref historique de la découverte des antibiotiques [21]

Le 3 septembre 1928, le docteur Alexander Fleming 'de retour de vacances s’apercut que
certaines de ses cultures bactériennes dans des boites de Petri? avaient été contaminées par
des colonies de moisissure d’un blanc verdatre. Il s’agissait de souches d’un champignon mi-
croscopique, le Penicillium notatum?. Fleming s’apercut qu’autour des colonies de moisissure,
le staphylocoque* qu’il cultivait ne s’était pas développé. Il émit I’hypothése qu'une substance
sécrétée par le champignon était responsable de ce phénomeéne et lui donna le nom de péni-
cilline. Il venait de découvrir le premier des antibiotiques. L’industrie pharmaceutique s’en est
emparée deés les années 1930-1940 et avec succes, plus d’une centaine de molécules antibiotiques
ont ainsi été commercialisées. Sauf que , les bactéries ne se sont pas laissées faire : elles ont su
développer des mécanismes de résistance et c¢’était la fin du remeéde miracle.

FIGURE 2.1 — Alexander Fleming (1881-1955), découvreur de la pénicilline, dans son laboratoire

[6]

1. Alexander Fleming est un médecin, biologiste et pharmacologue britannique né le 6 aotit 1881 & Darvel,
Ayrshire en Ecosse et mort le 11 mars 1955 a Londre.

2. Une boite de Petri est une boite cylindrique transparente peu profonde, en verre ou en plastique, munie
d’un couvercle.

3. Penicillium notatum, également connu sous le nom de Penicillium chrysogenum, est une espéce de cham-
pignon microscopique du genre Penicillium.

4. Staphylococcus est une bactérie du genre : coques, Gram positifs, coagulase positive pour Staphylococcus
aureus, négatif pour les autres.
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FIGURE 2.2 — Photographie de la plaque de culture originale du champignon penncillium no-
tatum faite par Sir Alexander Fleming [13]

2.2 Qu’est ce qu'un antibiotique 7 [13, 18]

Les antibiotiques sont des substances chimiques élaborées par des organismes vivants ou
produits par synthése chimique qui possédent une activité antibactérienne. Cette activité se
manifeste de maniére spécifique par I'inhibition ou la modification de certain processus vitaux
des micros organismes. En fonction de la molécule, de sa concentration et du temps de contact
avec les bactéries, les antibiotiques peuvent les tuer (effet bactéricide) ou ralentir leurs croissance
(effet bactériostatique).

Les antibiotiques peuvent étre classés de divers facons, par exemple

— un schéma de classification basé sur comment les antibiotiques attaquent les bactéries.

— un autre schéma basé sur leurs formes chimiques.

2.3 Effets des antibiotiques sur les bactéries [13, 17]

Depuis la découverte des antibiotiques, ils en existent plus de 10000 connus aujourd’hui. Ils
sont regroupés en une dizaine de familles, en fonction de leurs modes d’action. Un groupe
d’antibiotiques, appelés Bf-lactamines trés active (Figure 2.3). Ces antibiotiques imitent une
section de la paroi cellulaire bactérienne et inactivent les enzymes normalement impliquées
dans ’assemblage de cette structure cellulaire. Sans cellule, la plupart des bactéries éclateront
et mourront. Il y a quatre sous-groupes de £f-lactamines : pénicillines, céphalosporines, carba-
pénémes et monbactames. D’autres classes d’antibiotiques les polymyxines (Figure 2.4) visent
la membrane cytoplasmique qui sert de lieu d’échange et de filtrage entre l'intérieur et 'ex-
térieur. Les polymyxines s’introduisent dans cette membrane et la déstabilisent, entrainant la
mort des bactéries.

Les tétracyclines, une autre famille d’antibiotiques ainsi nommeées car elles contiennent une
structure a quatre cycles (Figure 2.5). Tetra-cycline, oxytétracycline, doxycycline et minocy-
cline appartiennent a cette catégorie. Les tétracyclines empéchent les cellules bactériennes de
produire des protéines. Les bactéries incapables de produire des protéines ne croissent plus, ce
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FIGURE 2.6 — Résumé des différents mécanismes de la résistance aux antibiotiques [18]

qui donne au systéme immunitaire le temps de les détruire .
2.4 Meécanismes d’acquisition de la résistance aux
antibiotiques [18]
La résistance aux antibiotiques ou antibiorésistance est la capacité d’'un micro-organisme a

résister aux effets des antibiotiques. C’est 'une des formes de la pharmacorésistance.
Il existe deux types de résistance des bactéries pour les antibiotiques : les résistances naturelles
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et les résistances acquises.

Certaines bactéries sont naturellement résistantes a des antibiotiques, leur patrimoine génétique
les rend insensibles & certaines familles d’antibiotiques et elles transmettent ces résistances
a leur descendance. On parle de résistance "naturelle". On sait par exemple, que le germe
Pseudomonas ® n’est jamais sensible 4 ampicilline.

Par ailleurs, quand les bactéries sont soumises a des traitements antibiotiques, elles finissent par
développer des résistances contre des antibiotiques auxquelles elles étaient auparavant sensibles :
on parle de "résistances acquise".

La résistance peut étre acquise soit par mutation chromosomique spontanée, puis par sélection
par utilisation d’antibiotiques, connue sous le nom d’évolution verticale, soit par I’acquisition de
matériel génétique d’autres organismes résistants, connue sous le nom d’évolution horizontale.
L’évolution horizontale se produit via des mécanismes tels que la conjugaison qui implique un
contact de cellule & cellule, la transduction dans laquelle un virus transfére le géne d’une bactérie
a l'autre et enfin la transformation dans laquelle une bactérie résistante libére la portion d’ADN
dans 'environnement qui devient un intermédiaire entre deux bactéries (Figure 2.6).

2.5 Cott biologique associé a la résistance [2]

Une pression de sélection est une contrainte environnementale qui va "pousser" une espéce
a évoluer dans une direction donnée. Par exemple, I'utilisation massive d’antibiotiques est une
pression de sélection qui pousse les bactéries a devenir résistantes. Quand la pression de sélection
lite & un antibiotique disparait les modifications de bagage génétique de la bactérie ayant
conduit a une résistance a ’antibiotique peuvent entrainer pour la bactérie un coftit biologique,
c’est & dire une réduction de sa compétivité, et donc de sa fitness.
Dans ce contexte de la résistance, le cotit biologique bactérien a été étudié selon deux points
de vue en fonction de I’échelle considérée :

* D’un point de vue microbiologique, le « fitness » est caractérisé par la vitesse de croissance
d’une colonie dans un environnement donné . Le colit en « fitness » est souvent exprimé
comme le rapport des taux de croissance bactérienne observés in vitro® ou en modéle
animal.

* D’un point de vue épidémiologique, le « fitness » correspond a une capacité plus ou moins
forte, pour une souche donnée colonisant un individu, d’étre transmise a d’autres individus
dans un environnement donné. On parle également de « fitness » épidémique des souches.

2.6 La résistance aux antibiotiques, un probléme majeur
de santé publique [20, §]

La résistance aux antibiotiques, qui fait pour la premiére fois I’'objet d’une réunion de dirigeants
mondiaux a New York, est devenue une préoccupation majeure en termes de santé publique :
I'introduction de tout nouvel antibiotique est suivie peu aprés par ’émergence d’isolats bacté-
riens résistants en clinique.

Les bactéries résistantes les plus fréquentes sont le staphylocoque doré et les entérobactéries
responsables d’infections nosocomiales graves.

La résistance aux antibiotiques concerne aussi la pneumonie, la dysenterie, les infections uri-
naires et les maladies sexuellement transmissibles (chlamydiose, gonorrhée et syphilis), ainsi
que la tuberculose, avec 480.000 personnes atteintes d’'une forme résistante aux antibiotiques
chaque année, selon ’ONU.

5. Pseudomonas aeruginosa, autrement connu sous le nom de bacille pyocyanique, bacille du pus bleu ou
pyo, est une bactérie gram-négative du genre Pseudomonas.

6. In vitro : se dit des réactions chimiques, physiques, immunologiques ou de toutes les expériences et re-
cherches pratiquées au laboratoire, en dehors d’un organisme vivant.
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Actuellement, on estime que la résistance aux antibiotiques est responsable de 700.000 morts
par année dans le monde, dont 23.000 aux Etats-Unis et 13.000 en France.

Ce phénomeéne de résistance pourrait causer dix millions de décés par an d’ici & 2050, selon
une étude britannique récente, soit autant que le nombre des victimes du cancer. Pour plus
information voir (Figure (2.7)).

Les conséquences sont aussi économiques, en particulier dans les pays a bas revenus.

La résistance antimicrobienne dans ie monde

Nombre de décés annuels causés par la RAM jusqu'en 2050

=
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FIGURE 2.7 — Nombre de décés annuels causés par la résistance aux antimicrobiens (RAM)
prédit jusqu’en 2050 [§]
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Chapitre 3

Analyse d’'un modéle mathématique des
bactéries exposées a plusieurs
antibiotiques et les interodions avec les
cellules immunitaires

Dans ce chapitre, on développe 'article [1] citée dans les références qui décrit la dynamique
des bactéries exposées a plusieurs antibiotiques. On présente un modéle d’équations différen-
tielles qui se compose de n + 3 éléments en interaction :

— Population des bactéries sensibles aux antibiotiques notée .S,

— Population des bactéries résistantes aux antibiotiques R,

— Cellules immunitaires, par exemple phagocytes P,

— Concentrations de i-éme antibiotique A;, pour ¢ =1,...,n.

Dans la suite, nous allons étudier le comportement de la solution on commence par le calcul
des points d’équilibre ainsi que la stabilité locale et globale de ces points et pour confirmer nos
résultats on va réaliser des simulations numériques.

3.1 Formulation du modéle

On suppose que les bactéries sensibles et résistantes suivent une croissance logistique avec
une capacité limite K, ceci est di a la limitation des ressources. La résistance d’une bactérie
a un antibiotique pourrait engendrer un cott, dans ce cas le taux de croissance de la souche
résistante est plus petit que le taux de croissance des bactéries sensibles défini par (1 —c¢)S8g. De
méme, en utilisant un terme de style logistique, les cellules immunitaires sont recrutées dans la
région d’infection & un taux k et la capacité de charge de celles-ci est w.

Lors de I'administration du ¢ éme antibiotique, un certain nombre de bactéries résistantes
a ceci peuvent étre montrées en raison des mutations des bactéries sensibles exposées a tel
antibiotique, cette situation est modélisée par le terme a;A;S ol a; est le taux de mutation
des bactéries sensibles dues a l’exposition a ’antibiotique 7. Les bactéries sensibles meurent
également en raison de l’action des antibiotiques et nous avons supposé que cette situation
dans le modéle est définie par le terme d;A;S ot d; est le taux de mortalité des bactéries
sensibles en raison de ’exposition a ’antibiotique.

Les bactéries sensibles et résistantes ont des taux de mortalité par les cellules immunitaires
donné par A.

Enfin, la ¢ éme concentration d’antibiotique est fournie & un rythme constant ¢§; et est
absorbée a ;.
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Parameétes

Description

K
Bs
(1 - C)ﬁS?

O<c<1

&g > 2

= >

Capacité d’accueil
Taux de croissance des bactéries sensibles
Taux de croissance des bactéries résistantes

Taux des bactéries sensibles tuées par ’antibiotique A;
Taux de mortalité des bactéries par les cellules immunitaires
Taux de recrutement des cellules immunitaires

Capacité d’accueil des cellules immunitaires

Taux de mortalité des bactéries sensibles par antibiotique
Taux suivant lequel ’antibiotique est introduit dans le corps
Taux d’abrosobtion d’antibiotique dans le corps

TABLE 3.1 — Paramétres du modéle

Sous ces hypothéses, on obtient le systéme suivant :

as

dt
dR
dt
dP
dt
dA;
dt

— 84S <1 _ “TR) “ASP-8Y @A - 8 dA;
=1 =1

=1

- (-

= (51—,uzAl, i:1,2,...,n

Les parameétres sont donnés dans le Tableau 3.1.

Pour réduire le nombre de paramétres, on propose le changement de variableS suivant :

_Ss _k _P _A
S—K’T—K,p—w}(’al—i.
i

On commence d’abord par I’équation (3.1)

as
d

Ensuite,

i (%)

Ce qui donne,

Alors,
d

= = Bus(1 -

t_ﬂSS(l—M>—)\SP SZO@A SZdA

S
= 55? <1

ds
Ezﬁs( —(s+1)) /\SP—sZa, Z—deA

(s+7‘))—)\3pr—dei

0; 6
—a; — S Z d;,—a;
2% i=1 2%
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Ainsi,
ds =
i Bes(1 = (s+71)) —nsp — SZ(Oéi +d;)a;,

=1

o = Q; (é) s dz = _i (é) et n:/\WK
Hi 125

ou,

Ensuite I’équation (3.2)

dR S+R ~
o = (1= 0)BsR (1 - T) — ARP + S;ai/lz
Aprés,
d (R (1-¢ S+R
E(E) = 553(1——K >——PR+ Zaz i
Ce qui donne
dr "
o =(1—-c¢)fsr(l—=(s+r1)) — ArP+ s;aiAl
Alors,
dr =1 —=0c)fsr(l—(s+7r))—Ar wK—l—sZa 6—a
dt s P 2
Donc,
dr 0
B =B s 4 ) ~ Arpuk 5
=1
Ainsi,
dr =Br(l—(s+r))—nr —|—sio«a‘
dt T nrp - 1,
ou,

67" = (1 - C)/BS~

Aprés on normalise I’équation (3.3). De la méme fagon, on obtient

dp p
=kp .
dt ( S—i-r)

Enfin, La derniére équation (3.4) par le méme calcul que précédemment, on a

dai
dt

=wu(l—a;), i=1,2,...,n.

Avec les nouvelles variables le systéme normalisé est donné comme suit

ds n
5= Bss(1—(s+r)) —nsp—s> . (a; +d;)a; = fi(s,r,p,aq,...,a,)

dr n
%:&T(l_(s“'r))_mﬂp‘kszi:l aiai:fQ(S’rvpaala"'yan)
(3.5)
d
d_lt) :kp (1 - sir) :f3(87r7p7a17"‘7an>
da;
dat = ui(1 —a;) = gi(s,r,p,a1,...,a,), i=1,2,....n
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o,

o = Oy (%)adi:di (i),BTZ(l—C)ﬁsetn=>\wK-

3.2 Positivité et bornitude des solutions

Dans la pratique, on s’intéresse seulement a des solutions positives bornées. On va démontrer
que la région () définie par

Q={(s,7,p,a1,0a2,...,a,) ER" : 0< 5,7, 0<p<s+r<,0<a;<1,i=1,2,...,n}
(3.6)

est positivement invariante c’est a dire, le champ de vecteurs du systéme (3.5) reste dans € s’il

commence dans ().

Théoreme 12 :

Pour toute condition initiale (s(0),r(0),p(0),a1(0),...,a,(0)) € Q, Le systéme (3.5)
admet une solution unique (s(t),r(t),p(t),ai(t),...,an(t)) dans Q.

Démonstration :
L’unicité de la solution locale découle du fait que f = (f1, f2, f3, 91, - -, gn) €st une fonction de
classe C'' donc elle est Lipschitzienne (voir le Théoréme 1).

En utilisant la Proposition 1 on montre que notre solution est positive.

A7 >0,p>0,a1 20,...,a,>0)=0>0=s>0,

f2(8>0,0,p20,a120,...,6%20):SZ?:loziai>0:>7’>0,

gn(s 20,7 >20,p>0,a0 20,...,a,1>0,0)=p, >0=a, >0.

En utilisant une technique introduite dans l’article [4]. A partir de deux premiéres équations
de (3.5) on obtient

d(sc;t— r) = (Bss+Br)(1—(s+7r))—np(s+r) _Sgdiai
< (Bss+Br) (1 —(s+1))
< ce(s+r)(l—(s+71)), (3.7)
" _J Bs sios4r <1
‘18 sis4+1r>1.

A partir de l'inégalité (3.7) on conclut que s(t) + r(t) < 1 pour tout ¢ > 0.
Ensuite, on résoud 1’équation suivante par la méthode de facteur intégrant

ai + piai = [
La solution de cette équation est
a;(t) =1+ (a;(0) — 1) exp(—p;t), i=1,2,...,n.
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Ce qui implique,

1 si a;(0) < 1;
{ a;(0)  si a;(0) > 1.

On obtient que,
a;(t) < maz(a;(0),1).

Ainsi, on trouve

Soit s + r = u avec u est une constante dans R*. On remplace dans la troisieme équation du

systéme (3.5), on aura
. P\ k o
p=kp|l——— | =kp——p~.
s+r U

Ce qui donne,

p—kp=——p°.
Uu

On peut résoudre cette derniére équation par la méthode de Bernoulli. Posons

Ce qui donne,

L’équation devient aprés division par p?
. k
y+ky=—.
u
On résoud cette derniére équation par le facteur intégrant, on obtient

u(t) (14 cu exp(—kt))‘

u

Ainsi,
C up(0)exp(k)
P = o explkt) + 4 — p(0)°

p(0) < s(0) +7(0) = u = p(0) exp(kt) + u — p(0) = p(0) exp(kt).

Ce qui implique que

p(t) < % == s(t) +r(t).

Comme s(t) 4+ r(t) < 1, alors

p(t) <s(t)+r(t) <1 Vt>0.

Ainsi on trouve
p(0) < s(0) +7(0) = p(t) < s(t) +7(t) <1, Ve > 0.

En conclusion, les solution qui partent de €) restent dans la région €2 pour tout ¢ > 0.
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3.3 Etude qualitative du modéle

Dans cette section on va chercher les points d’équilibre et on va étudier leurs stabilités
locales et globales.

3.3.1 Points d’équilibre

Les équilibres du systéme (3.5) sont donnés par les solutions du systéme des équations
algébriques suivantes :

Bos(1— (s +7)) —nsp— s X1 (s + di)ag = 0

Ber(L—(s+71)) —nrp+ s> aia; =0

kp(l_ » ) . (3.8)

sS+r

ui(l—a;)) =0, i=1,2,....n
A partir des derniéres n équations du systéme (3.8) nous avons

Ce qui implique
a;,=1,1t=1,2,...,n.

Par conséquent, le systéme (3.8) se transforme comme suit :
Bss(l—(s+r))—nsp—s>.. (a;+di)=0

Brr(L—(s+7)) —mrp+sdi,a;=0 (3.9)

p
Ep(1— =0
p( s—l—r)

A partir de la derniére équation du systéme (3.9) on obtient p=0oup =s+7r. Sip=0, en
remplacant dans le systéme (3.9) on obtient,

n

s(Bs(1=(s+1) = (a;+d)) =0 (3.10)

=1

Brr(l — (3+r))+32ai =0 (3.11)

=1

De (3.10) on a

n

s=0ou fs(l—(s+7r)) = Z(ai + d;).

i=1
Ensuite si s = 0, (3.11) donne r = 0 ou r = 1. Donc, on obtient deux équilibres
Ey=1(0,0,0,1,...,1), By =(0,1,0,1,...,1).
Si .
Bs(l—(s+1) =Y (i +di).

i=1
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Alors,
Yici (i +di) '
Bs

r=1-—-s-—

On remplace dans I’équation de (3.11), on aura

Br (1 —5— Zyl(g:eri)) Z?1g+di) ‘I’Szn:(l/i =0.

i=1

Ce qui donne

g; (55 - (i +di)) 2?1(++d ﬁi (552% @Z (c +di>> = 0.

=1

Ainsi,

 Bs =i+ di)) &i(a. ),
Bs iy i — B> (i + di) Bs Py .
D’autre part,
F—]— g — Zizl(ai—i_di)'
Bs
Ensuite,

_ Bs iy ai = B (i +di)(Bs — 300 (i + di) + Br 200y (o + di) (Bs — 305, (ai + dy))
Bs(Bs D iy i = Br D iy (i + i) .

Ce qui implique
_ Bsd iy u(Bs — 3oy (ei + dy)
Bs(Bs 2oimy 0 — By 3oy (i + i)

Ce qui donne

r =

Bs — 2 (ei +di) ~
Bs Z 10— B Z?:l(ai + d;) Z .

Ainsi, on obtient
/ BS - Z?zl (Oli + dz)) Br Z ﬁS - Z?:l(ai + dZ) -
E = — i+ d; 7 i
= 552 0= By Z:'L:l(ai + d;) Bs ;(a ), 532 0 — fy Zi:l(ai +d;) ;a
0, 1,...,)=(s,7,p, 1,...,1).

On remarque que § et 7 sont de signes opposés alors E n’est pas dans €.

Si p = s+ r. On remplace dans la premiére et la deuxiéme équation de (3.8), on obtient

n

s[Bs(1— (s+71)) —n(s+7) —Z(ai—l—di)] =0 (3.12)
Brr(L=(s+m) —mr(s+7)+5) i =0 (3.13)

De (3.12) on a,

n

s:Oouﬁg(l—(s+r))—n(s+r)—2(ozi+di):0.

i=1
Sis=0de (3.13) on a
r(Br(1 =) —nr) = 0.
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Ce qui implique
Br
Br 41

r=0our=
Si r = 0, on obtient le point d’équilibre

Eo = (0,0,0,1,...,1).

Sir= &, on a le point d’équilibre

Ey = (oﬁ— B 11)
Br+n Br+n

ﬁS(1_<S+T))—n<S+T)— <a1+d1>20

Ensuite, si

i

Ce qui implique

3

Bs — Bs(s+71)) —n(s+7r) ZO‘Zer
i=1

Ce qui donne

Bs— (Bs+m)(s+71) = > (i +d;) =
i=1

Ainsi,
sipoBsmYig(aitd)

Bs+1

On pose
A— Bs — i (ai + di)'

Bs +1

On obtient
p=A.

De (3.13) on a
Brr(1 —p) —nrp—l—sZai = 0.
i=1

Ce qui donne,

_ Berlp—1) +nrp.
_r(Brlp—1) +7p)
D iy @ '

On a s +r = p. On remplace s et p par leurs valeurs, on aura

rBelp =D +mp) B =i (ei+di)
D Qi Bs +n

(3.14)

Ce qui donne

r(Belp—1) Fup+ 3 ) _ s = 2 (i+ di)

Do Qi Bs +n

Ce qui implique
r=p D i1 _ _
Be(p—1) +mnp+ Zi:1 0%
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1= 1

Br(l—p)—mp—>" o

De (3.14) on a
Br(p - 1) + np
Br(l=p)—mp— 3 i

5= —

Ce qui donne
s=p B =p) =
Be(L—=p) —np =3, i

Ce qui implique
s=p ﬁr_p(ﬁr"i_n) ]
Br(l—p) —mp— 30,
Ainsi, on obtient le point d’équilibre E3 qui est donné comme suit

ﬂr - ﬁ(ﬁr + 77) _ 2?21 Q;

E;;:(ar,;s,l,...,l):(

On remarque que

EZﬁ ﬁr_p(ﬁr"i_n)
57’(1 _13) —nNp — Z?:l a;’
donc on peut écrire § comme suit
_ B
(8- +1n) (p

Bt

Y A -2y

Bt Bt

s=A

On pose
_ Br C:Z?ﬂ%
B+’ Br+n’
on obtient
- A—-B
T ATBr O
D iy Qi
n 1"+ =t=1
- S - (8 77)@"4r
r=p - ==7=A = .
Brlp—1) —mp+ X0 (3 +77)<A_ B, _,_Zi:l&i)
Br+n  Brtn
On obtient o
= TBr o

Enfin, on trouve le point d’équilibre E3 définie par

A-B C
E3:(AA_B+O,AA_B+O,A,1,...,1).

ﬁr_ﬁ(ﬁr+77) <0

Si? 57‘ _p(ﬁr +7]) < 0on a,
Br < p(Br +m).
Ce qui est équivalent
_ b
P> .
Br 41
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Ce qui est équivalent
A > B.

Si la condition (3.15) est vérifiée on aura
s>0etr>0etcommes+7r=p=p<S5+T.

On déduit que
E; € Q< A> B.

On obtient les points d’équilibre du systéme (3.5) dans €2 sont :

Ey, = (0,0,0,1,...,1),
E, = (0,1,0,1,...,1),
E2 = (OvaBala--'71)7

A-B C
B = (A A Al,...1), ol A> B.
3 ( A-BrC A-—Bro T ’)’O“ ~

3.3.2 Stabilité des points d’équilibre

La stabilité locale

Dans la suite on va étudier la stabilité locale des équilibres. Tout d’abord, on calcule la
jacobienne associée au systéme (3.5).

& —fBgs —ns —s(on +dy) ... —s(a,+dy)
Z?zl a;a; — Brr 52 —nr S Ce SOy,
kp? kp? 2kp
— 0 . 0
J(E) = (s+1)? (s +1)? sS+r
0 0 0 —ul . 0
0 0 0 0 0 -
Ou,
&= Ps — 2855 — Bsr —np — > (o + di)a,
i=1
et

§2 = ﬁr - /BT‘S - Qﬂﬂ” — np.

La matrice jacobienne au point Ej est donnée par

Bs—>S " (i+d) 0 0 0 0 0

Z?:lai /87" O 0 0 0

0 0k 0 0 0

J(Eo) = 0 0 0 —ul 0
0 00 0 0 —u

Les valeurs propres de la matrice J(Fy) sont :

n

Ao = Bs — Z(ai +d;), A2 = By > 0.

=1
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On utilise le Théoreme 5, le point d’équilibre Ej est instable.
La matrice jacobienne évaluée au point E; est donnée comme suit

— 2?21(% + dz) 0 0 0 0 0

2?21 o — ﬁr _Br -1 O O 0

0 0O k 0 0 0

J(Er) = 0 0 0 —pul 0
0 0 0 0 0 —u,

Les valeurs propres de la matrice J(F;) sont :

n

/\171 = — Z(OZZ + dz), /\172 =k>0.

=1

Grace au Théoréme 5, le point d’équilibre E; est instable.
La matrice jacobienne au point Es est donnée comme suit

ﬂg — BSB — nB — Z?:l (Oéz‘ + dz) O 0 0 O
Z?:l o — BTB ﬁr - 2/61”B - UB —773 0 0

k k —k 0 0

0 0 0 0 0

Les valeurs propres de la matrice J(FE3) sont

A27i+3:—ui <O, i:1,2,...,n.

Les valeurs propres qui restent sont déterminées a partir de la matrice suivante

Bs = (Bs +mB = 2iy(as+di) 0 0
F = Z?:l Qi — 57‘3 _57’B _TIB
k k —k

L’équation caractéristique de F' est

n

o O O O

[(Bs = (Bs +m)B =Y (i +di)) = N[\ + Ak + 8,B) + kB, B + knB] = 0.

i=1
L’une des ses valeurs propres de F' est :

n

Ao = Ps — (Bs +1)B — Z(ai +d;).

i=1
Les valeurs propres Mg 2, A2 3 sont obtenues en résolvant 1’équation suivante :

N+ Nk + B,.B) + kB, + kBB +knB = 0.

Grace au Théorémes 6
Re(/\g’g) < 0et RB(/\273) <0
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Bs = > iy (i + di)
Bs +nB

M1 <0 A< B.

Si A < B. En raison de Théoréme 4, le point d’équilibre F, localement asymptotiquement
stable.

Soit B < A. Alors le point d’équilibre E3 est révélé dans (2. La matrice Jacobienne pour Ej est
la suivante

X1 =fBs— (Bs+n)B = (ai+di) = (Bs +n) = (A—B)(Bs +n).

On déduit que,

Bs — 2Bs5—
BsT — np— —fBg5 —ns —38(ag+dy) ... —5(a, +dp)
Z?ﬂ(o‘i +d;)
67‘ - ﬁrg_ — — —
J(Ey) = Sor i — BT ( 28,7 — 1 ) —nr S50 . S0,
k k —k 0 . 0
0 0 0 ) R 0
0 0 0 0 0 i

Les valeurs propres de la matrice J(FE3) sont

)\37”3:—/% <0, 2=1,2,...,n.

Les trois valeurs propres restantes sont trouvées a partir de la matrice suivante

—PBss - —fss —ns
G=| Slio—pr —Sla—pr -
k k —k
Le polynéme caractéristique de la matrice G est donné comme suit
—fBs5 — ~ —Bs5 —-ns
5 _ _
Po(A) =| YL 00— B _%Zizl o —fr =X —nr
k k —k—=A
Pa(A) = —(Bss+)) ;Z@ + BT+ >\> (k+ X+ n7k)| + Bs3[(B.F — Zal (k+))
i=1 i=1

k] = ns [k on — BT) + k (; > i+ B+ /\>
L =1 =1

Ensuite
§ n 5 n
P, = —(fBgs - i T A= i T EX+ \2 rk 5|k (8,7
G(A) (Bs5+A) k<onz +ﬁr>+ <fZa+ﬂr>+ + A 7k | + Bss[k(B.7
_ZO‘Z —l—ABﬂ‘—ZaZ +nrk—ns[ Zaz B,r +k< Zal—kﬁr)—l—/\k:
Alors,

Pe(A) = N+ X + Ak Zal+ﬁ7«r+ﬂgs)+pnk+ﬁgsZal

=1

5 n
%Zai+k+ﬁﬁ+ﬂg§
=1

)]+ ﬁgsk‘Zaz + nsk‘Za,
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Points d’équilibres | Conditions d’existence biologique | Conditions LAS
Ey toujours existe instable
Ey toujours existe instable
E, toujours existe A< B
Es B<A Quand il existe

TABLE 3.2 — Conditions d’existence et stabilité des équilibres du systéme (3.5).

S «—n _ _
a; = %Zizl o; + k+ 8,7 + BsS,

5 _ _ _ Jp— p
a2 = k (% Zizl QG + Brr + 555) +P77kf + 655 Zizl ai§>

asz = 5514352 Doy i ngkz—; D i

aay — a3 = <§Zaz~) [ ( Zaz+ﬁw+6ss>+ﬁs Zaz

npk + k ( a; + 3.7 + BSS)] — pnk— Z a; — kﬂss— Z Q;

+(B,7 + Bs3) [ ( Z a; + BT + ﬁ55> + npk + ﬁség Z ai] :
=1 i=1

Ce qui donne

ajag —az = ( ) [k (; d ai+ BT+ BS§> + Bsgg > &i]
i=1 =1

[Pk + k(= Z a; + B, + Bs3)]
=1

+<5r77 + ﬁS§> [k (; Zai + ﬁrf + ﬁS§> + 7723/*17 + BSEZ; ;az] .

i=1

0:>

De Théoréme 6
RG()\gJ) <0, Re()\:g’g) <0et R6(>\373) < 0.

On utilise le Théoréme 4 le point d’équilibre 3 est localement asymptotiquement stable.

Proposition 2 Notons I'y la région localement asymptotiquement stable du point d’équilibre
E5 dans Q). De méme, I's est pour Es. Alors Ty N3 =&

Preuve :
Il peut étre clairement observé dans le Tableau 3.2.

La stabilité globale

Proposition 3 Si A < B le point d’équilibre E; = (0, B, B, 1,...,1) est globalement asympto-
tiquement stable.
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Preuve 1 En remplagant s =0 et a; = 1 pouri =1,2,...,n dans le systéme (3.5), on obtient
le systeme asymptotiquement équivalent (voir la référence [5)) dans la région

U ={(rpeR:0<p<r<1} (3.16)
donné par
dr
% = ﬁrr(l - T) —nrp = f(rap)a
(3.17)
dp AN
il (1 r) = g(r,p).
Soit la fonction
1
¢(rap) - T_p
Ensuite,
Aof)  Olog) 9 (B o (k p
=—(—(1-7r)— —(—-(1—-=)).
or + op or p( )= +6p r( r)
Ainsi,

or op p o r?

On utilise le Théoréme 10, le systeme (3.5) n’a pas d’orbites périodiques contenues a l'intérieur
de 1. En outre, la région I'y citée dans la Proposition 2 n’inclut pas un autre point d’équilibre
localement asymptotiquement stable.

Ainsi, par le Théoreme 10 et 11, nous avons ce point d’équilibre Ey est globalement asymptoti-
quement stable.

Aoh) 0o (5 K)o

Proposition 4 Soit B < A alors
p—pdp _

0. 3.18
ol (3.18)

Preuve 2 Soit p < p. Cela montre que p est une fonction croissante et la trajectoire approche
asymptotiquement a p en augmentant dans . A partir de la troisiéme équation du systéme

(3.5), on obtient
dp p
—=kp(l—-—— .
dt P ( 5+ r> =0

p—pdp

p dt

Soit p > p. De la méme maniére la trajectoire approche asymptotiquement a p en diminuant, il
est obtenue que

En ce sens, nous avons que
< 0.

P_pip
p dt
A—(1- B—-(1-B
Proposition 5 Soit A> B. Sil—7r <s et M <s+r< M, alors le

B

o
point d’équilibre E3 est globalement asymptotiquement stable dans la région

Qy={(s,m,p) ER*:0<p<s+r<1}.

> Bs
Bs+n
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Preuve 3 En remplagcant a; = 1,1 = 1,...,n dans les trois premiéres équations du systeme
(3.5) on obtient

o = Bs(1 = s+ 7)) — nsp — s 0y (o + )
d’l" n
=Br(L=(s+r))—nrp+s3_ (3.19)

2o 2)
(

La premiére équation de systéeme (3.19) donne

ds _ (Bss(L = (s +7)) —nsp = s 3y (@i + di))(Bss + 1)

dt (Bss +1)
Donc y
] n
A— — .
%~ s (A= G+ o —p )
Ainsi p
S
& = (Bss+n)s(A—(s+1)o—p(l —0)).

Ensuite "

dr_ (Br(L—(s+7) —nrp+s)i ;) (B +1)

dt Br+n ‘
Ce qui implique

d

d:; (Br+n)(B(r—r(s+7r)) —rp(l — B) + Cs).
Ainsi J

r

o = (B +0)(r(1 — (s +7))B = rp(1 — B) + Cs).
Le systeme (3.19) se transforme comme suit

ds

= (Bss +)s(A— (5 + 7)o — pl(1 — )

dr

= (B + (1= (s +7)B —rp(1 = B) + Cs)

dp p

dt kp (1 s+ r>
Ouo= Fs . En outre, il est clair que

Bs +n

o> A.

Afin de démontrer la stabilité globale de Es, nous utilisons la fonction de LiapunovV : R® — R
définie par

V(877a7p)201<3_8_31n >—|—C2<7’—7"_7f'1n >+03(p—}3—]51n1—3>
p

Ce qui donne

v _oVds ovdr OVdp
dt  Odsdt Ordt Opdt
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Ce qui implique

Soit

Ce qui donne

Ce qui implique

D’autre part

Ce qui donne

Ce qui implique

Ainsi

St

Ce qui donne

Ainsi

D’autre part

Ce qui donne

Ce qui implique

Ensuite

Ainsi

Donc on a

dv s—&§ds r—rdr p—ﬁd_p

Y AT

1—-7r<s.
0<l—5—7r<s—s.

5> 5.
l—r4+r<s+r<l.

1—7r<1-—r.

S<setr>r. (3.20)

A—(1—
s+7">—< U)p.

ds

— < 0.

dt
B—(1-B)p

<
s+r B

(s+r)B<B—(1—B)p.
B(1l—(s+r))—(1—=B)p>0.

r(1—(s+7r))B—rp(l—B)+Cs>0.

N} (3.21)

De (3.20) et (3.21) on obtient

(3.22)

De (3.18) et (3.22). On obtient que



Les paraméres | Le cas(i) | Le cas(ii)
Bs 0.8 0.8
0 0.3 0.3
o 0.00008333 | 0.00008333
dy 0.325 0.325
(6] 0 0
dsy 0.1895 0.1083
8, 0.4 0.1
k 0.6 0.6
10 0.06 0.06
13 0.03 0.03

TABLE 3.3 — Valeurs considérées des paramétres du systéme (3.5)

Ainsi, si
A—(1- B—-—(1-B
—< U>p<s—i—7“<—( )p‘
o B
En appliquant le principe d’invariance de LaSalle (voir Théoréeme 9), Es3 est globalement asymp-
totiquement stable pour le systeme (3.19) dans Qy et donc pour le systéme (3.5) dans €.

l—-7r<set

3.4 Simulations numériques

Pour I'état (i) obtenu a partir du Tableau 3.3, Ianalyse qualitative du systéme (3.5) a été
confirmée par des simulations numériques dans la Figue 3.2. Ici, il est montré que le point
d’équilibre Fs est globalement asymptotiquement stable.

En outre, les bactéries sensibles a plusieurs antibiotiques au moins pendant 60 jours sont en-
levées et les bactéries résistantes et les cellules immunitaires ont la méme valeur d’équilibre

Br

Br+mn
Pour Iétat (ii) obtenu & partir du Tableau 3.3, 'analyse qualitative du systéme (3.5) a été

confirmée par des simulations numériques sur la Figure 3.1. Dans ce cas, on trouve que Ej3 est
globalement asymptotiquement stable.

En outre, des bactéries sensibles et résistantes a plusieurs antibiotiques et les cellules du systeme
immunitaire ont des valeurs d’équilibre positives comme dans Fj.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié un modéle mathématique de résistance bactérienne a
plusieurs antibiotiques simultanément.
Le modéle proposé est tout a fait réaliste lorsqu’on le compare avec la complexité du phénomeéne
biologique et il prédit en termes de parameétres A et B.
Le modé¢le donne deux situations :
* Cas 1:Si A < B, les bactéries sensibles peuvent étre éliminées et les bactéries résistantes
continuer & survivre en équilibre avec les cellules immunitaires dans 1’hote.

* Cas 2:Si A > B, les bactéries sensibles persistent, le modéle prédit le scénario selon lequel
la réponse immunitaire de I’hote et des antibiotiques n’est pas assez pour les éliminer.

Donc les deux types de bactéries continuent a survivre et a coexister en équilibre avec les cel-
lules immunitaires chez ’hote.

Selon les résultats de cette analyse, l'infection ne disparait jamais. En outre, I'infection est
poursuivie par des bactéries résistantes, lorsque les antibiotiques appropriés sont utilisés. L’am-
pleur de I'infection dépend de l'effet du systéme immunitaire et de plusieurs antibiotiques. Ces
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Dans le cas A<B, dynamique de population du modéle
1 T T T T T [

a2

bactéries, cellules immunitaires et concentrations d'antibiotiques

0 | | | | L L I

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Temps (jours)

FIGURE 3.1 —
Dans le cas de (i) dans le Tableau 3.3, la dynamique de population du modéle

résultats dans notre modéle mettent en évidence le fait que ceux dont la réponse immunitaire
contre les infections a diminué, souffrent plus des mémes infections bactériennes.
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Dans le cas B<A, dynamique de population du modéle
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FIGURE 3.2 -
Dans le cas de (ii) dans le Tableau 3.3, la dynamique de population du modéle
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Chapitre 4

Etude d’un modéle mathématique des
bactéries résistantes traitées par
I’antibiotique est ’anti-virulence

Dans ce chapitre, on développe Uarticle [11] citée dans les références. On présente un modeéle
d’équations différentielles qui se compose de cinq éléments en interaction :

— population des bactéries sensibles aux antibiotiques notée s,

— population des bactéries résistantes aux antibiotiques r,
cellules immunitaires, par exemple phagocytes p,
concentrations d’antibiotiques A,

— médicaments anti-virulence d’antibiotiques A*.
Les phagocytes et les antibiotiques empéchent la croissance bactérienne. L’antibiotique ayant
un effet plus important sur les bactéries sensibles que sur les bactéries résistantes c’est a dire en
supposant une résistance seulement partielle. Le médicament anti-virulence augmente 'efficacité
de la réponse immunitaire afin d’éliminer les bactéries plus naturellement, en travaillant de la
méme maniére sur les bactéries sensibles et résistantes. L’objectif de ce chapitre est de révéler les
circonstances dans lesquelles les médicaments anti-virulence peuvent ou non réussir en utilisant
I’étude mathématique.

4.1 Formulation du modéle

s(t) et r(t) suivent une croissance logistique avec une capacité limite K. La résistance d'une
bactérie & un antibiotique pourrait engendrer un cotit, dans ce cas le taux de croissance 7, de
la souche résistante est plus petit que le taux de reproduction 7y de la bactérie sensible. De
plus, nous incluons un taux d’élimination 1 représentant les mécanismes de clairance physique
endogeénes de 1'organisme.

Le transfert plasmidique se produit entre les bactéries adjacentes, et nous supposons une
population bien mélangée, nous représentons cette interaction par une cinétique d’action de
masse avec un taux de conjugaison A proportionnel aux niveaux de bactéries résistantes aux
antibiotiques dans la population. Il a également été observé qu’il est possible de perdre le
plasmide portant les génes de résistance et que celui-ci est également incorporé dans le modéle
via un taux de réversion constant p. Nous supposons que les bactéries sont consommeées par les
phagocytes (cellules immunitaires) & un taux 7.

En utilisant un terme de style logistique, les phagocytes sont recrutés sur le site d’infection
a un taux proportionnel a la quantité de bactéries présentes soumises a une capacité de charge
phagocytaire spécifique au site d’infection, on note la capacité maximale des phagocytes par
Pmaz- Les bactéries tuent les phagocytes & un taux § et on considére la clairance naturelle (au
taux J,).
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Parameétres | Description

Taux d’élimination de ’antibiotique & des doses distincts
Taux d’élimination du médicament anti-virulence

Taux de recrutement des phagocytes

Nombre maximum de phagocytes

Taux de mortalité des bactéries par les cellules immunitaire
Taux de clairance des phagocytes

Taux de croissance des bactéries sensibles

Taux de croissance des bactéries résistantes (0 < ¢ < 1)
Capacité d’accueil

Effet de I'antibiotique sur les bactéries sensibles

Taux de clairance des bactéries par les phagocytes

Effet de médicament anti-virulence

Taux de conjugaison

Taux de réversion

Effet de 'antibiotique sur les bactéries résistantes

Taux d’enlévement

TABLE 4.1 — Table des paramétres

Le modéle mathématique est donné comme suit :

dA

dt
dA*

dt

dp
dt

ds
dt
dr
dt

—aA

—kA*

s ) (1= ) oo 4 o= 3

pmax

NsS <1 - S;;T> — psAs — (v + EA ) ps — Asr + pr — s

(1 —c)n,r (1 - S;;T) — prAr — (v + EA ) pr + Asr — pr — or

Les parameétres sont donnés dans le Tableau 4.1.

Remarque :

On prend ps = p, = p afin de simplifier le calcul mathématique.

Pour réduire le nombre de paramétres, les variables sont modifiées par;

p  _ S
7S:

—, 77 —
pmax K

_ r
p_ K'
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Avec les nouvelles variables le systéme normalisé est donné comme suit ;

dA

e 4.6
= o (4.6)
dA*
= —kA* 4.7
7 (4.7)
dp b _ r_ _
& = B(+T)(L—p)—k(5+7)p—0pp (4.8)
ds B o B o ' _ _
- = NsS(1 — 8 —7) — pAs — (71 + 12 A")pS — X ST + pir — s (4.9)
dr _ KN - r__ _ _
il 0T (1 — 5 —7) — pA7 — (71 + RA")pr + X 57 — pr — F (4.10)
O,
/ K ! !
ﬁ = pﬂ y k = K57 Y1 = VPmaz, V2 = gpmam A= )\Ka N = (1 - 6)778‘

Pour la simplification des calculs on utilise p, s,  aulieude p, 5, 7 et 8, k, Aaulieude ', k', X'
Le systéme (4.6)-(4.10) devient

% = —aA=fi(A, A% p,s,T) (4.11)

d;t* = —kA" = fo(A A" p,s,T) (4.12)

B = Bls )= p) ks +r)p—6p = (A A" p,5,1) (4.13)

= s s =) — s — Oy 4 pA%)ps — Asr o pr— s = (A A% p.s, (A1)

% = nr(l—s—1r)— pAr — (y +RA)pr + Asr — pr —r = f5(A, A%, p,s,r)(4.15)
Remarque :

Dans la suite on prend 1, =7, = n.

4.2 Positivité et bornitude des solutions

Dans la pratique, on s’intéresse seulement a des solutions positives bornées. On va démonter
que la région > définie par

> ={(A A srpeR 0L s+r<L0< ASL0K A'KLOL p<1} (416)
est positivement invariante, c’est a dire le champ de vecteurs du systéme (4.11)-(4.15) reste
dans ) §'il commence dans ).

Théoreme 13 :

Pour toute condition initiale (A(0), A*(0),p(0),s(0),7(0)) € >, Le systéme (4.11)-(4.15)
admet une solution unique(A(t), A*(t),p(t),s(t),r(t)) dans .
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Démonstration :

L’unicité de la solution locale découle du fait que f = (f1, f2, f3, f1, f5) est une fonction de

classe C' donc elle est localement Lipschitzienne (voir le Théoréme 1).

En utilisant la Proposition 1 on montre que notre solution est positive.

f1(0,A*>0,s>20,r>20,p=>0)=0=20= 5> 0,
f2(A>20,0,s>0,r>0,p=20=0=>0=1r=>0,
f3(A>20,A4">0,0,r>20,p>0)=B(s+7)=20=p=>0,
fi(A>20,A*>0,s>20,0,p=20)=pr=>0=s2>0,

f5(A>0,A*>0,5>0,r>0,00=0=0=7r>0.

D’autre part,
On commence par 1'équation (4.11)

Ce qui implique

On déduit que
A0) < 1= A(t) < 1.

Ensuite, I’équation (4.12) par le méme calcul que précédemment, on a
A*(0) < 1= A"(t) < 1.

D’autre part, en utilisant une technique introduite dans l'article [4]

d(s+r)

dt
+ WA )pr + Asr — pr —r

< ns+r)(1—s—r).

A partir de l'inégalité (4.17) on conclut que s(t) + r(t) < 1 pour tout ¢t > 0.
Montrons que
p(t) <1, Vt>=0.

Raisonnons par ’absurde. Supposons qu’il existe t5 > 0 tel que

p(to) > 1.

Donc,
Elt1,0 <t <t :p(tl) =1.

Le systeéme (3.5) donne l'expression suivante

P(t) = —k(s +7)(t1) — 6, < 0,

= ns(l—s—r)—pAs— (71 + A )ps —Asr+pr —s+nr(l —s —r) — pAr — (1

(4.17)

Donc, on a trouvé une contradiction avec I’hypothése que nous avons supposée, on conclut que

0<p(t)<1, Vvt=0.

En conclusion, les solutions qui appartiennent a » . restent dans la région > pour tout ¢ > 0.
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4.3 Etude qualitative du modéle

4.3.1 Points d’équilibre

Les équilibres du systéme (4.11)-(4.15) sont donnés par les solutions du systéme des équa-
tions algébriques suivantes :

—aA =0
—kA*=0
p
pl— ) =0 (4.18)

Bls+r)(1—p)—k(s+7r)p—0dp=0
nr(l —s—r) — pAr — (y1 + A )pr + Asr — pr —¢r =0
A partir de la premiére et la deuxiéme équation de (4.18) on trouve
A=0,A"=0.
On pose w = s + r. Le systéme (4.18) devient
pw(l —p) — kwp — dpp =0
ns(1 —w) —yips — Asr + pr —ps =0 (4.19)

nr(l —w) —yipr+ Asr — pr —¢r =0

Ce qui donne
Bw(l —p) — kwp — 6,p =0

nuw(l —w) = yipw — Yw =0
Ce qui implique
Buw(l —p) — kwp — dpp =0
(4.20)
wn(l —w) —mp—1] =0
On déduit que
pw(l —p) — kwp —d,p =10

w=0 ou nll-w)—mp—9=0
Alors,
Bw(l —p) — kwp — pp =0

n=mp—9
W = —
Ui
Si w = 0. La premiére équation de (4.20) donne p = 0. On obtient le point d’équilibre

w=0 ou

Ey = (0,0,0,0,0).

Si
_n=—mp—y
U

w
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La premiére équation de systéme (4.20) donne

w(B(1 —p) —kp) — p = 0.

Ce qui implique

we P
B(L—p)—kp
Donc oa aura
n—mp—v _ OpP
n B(1—p) —kp

Ce qui implique
(n —yp —)(B(L = p) — kp) = ndpp-
Ce qui donne

N(B+k)p* + (BY — kn — B — By + kv = ndy)p + Bn — 8 = 0.
Donc
N(B+k)p* + ((B+E) (W —n) = By —nd,) + B(n — ) =0.
On cherche les solutions de cette derniére équation

A= ((B+E)—n) = (B +n16))* = 4nB(B + k) (n — ).
Alors,

A= (B+k)>*W—n)+ By +nop)® —2(8+ k)W —n)(Bn +ndy) + 4nB(B+ k) (¥ —n).
Alinsi,
A= (B+k)>W—n)+ (B +n0p)* +2(8+k) (¥ —n) By —nby) + (B —nby)* — (B —ndy)*.

Enfin, on obtient
A= ((B+k) (W —n)+ (Bn —ndp))* + 46710,

Il est clair que

A > 0.

A = ((B+k)—n)+ (B —ndp))* + 467nd, (4.21)
A = ((B+E)—n)— (B +n06,))2 —4n1 BB +k)(n — )

Ce qui implique

A= (B+k)>2W—n)+ By +n6)° —2(8+ k) (¥ —n)(By +ndy) + 4 BB+ k) (¥ —n).

Ce qui donne

A = (B4E)>W =02+ (B +n06,)> =28+ k)(n—¢)(nd, — Bm) +2(n — ¥)(B+ k) (6,n
+B8m) —2(n —¥)(B + k) (6pn + By)-

Alors,
A= ((B+E)(n—)+ By +n6,)° —4(n— ) (B +k)Bn.

Donc
A= ((B+k)n =)+ B +06,)* + 4 —1)(B + k).
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Ainsi, On peut écrire A comme suit

A= ((B+k)(n—v)+Bn+n8) +4& —n)(B+k)Bn.

-

Les deux racines distinctes sont données comme suit

b

A

(=) (B +k) + B +ndp —VA

b= 27 (B + k) ’
Dy = (=) (B+E) + By +ndp+ VA _
’ 271(B + k) ~

D’autre part,

dw
— = (n—)w -’ — npw,
dt
si < 1, on obtient w < 0 = w est dcroissante. Donc
n>.
On peut écrire p; comme suit
b— Vb +c
PL= 5
L 2p(B+ k)
On a
b2 + ¢ < b
Ce qui implique
b—Vb2+c>=0.
Ce qui donne
m = 0.

D’autre part,

(4.22)

A= (B+E)* (Y —n)* + (B +n0p))* +2(8 + k) (v —n) (B — ndy) + 208 + k) (¥ — ) (b1

+n6p) = 2(8 + k) (¥ — n)(By1 + 1dp).

Ce qui donne

((B+ k)W —n) + By +ndy)* — 4 —0) (B + k)né,

A
A= ((B+k) W —n)+ By +n5,)>+4(n—¥)(B+ k)nd,

Ce qui implique
VA = (B+ k)W —n) + (Bn +nd,).

Ce qui donne

—VA < (B+E)(n =) — By — 19,

Comme
oy = (1= V)E+R) + B + 06, — VA

2%1(8 + k) ‘

Ce qui donne
P1 S - ¢.
M
Ce qui implique
n—v—mnn > 0.
n
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Ainsi
w = 0.
De (4.23) on obtient
VA= (B4 k) (n—) = 6m— Bn.

Ce qui donne

VA +5,m+ By = (B+k)(n— ).

Alors
py— M=V + b1t nd+ VA =t
2n(B + k) "N
Ensuite
n—v—mnp2 <o.

n
Ainsi

w <0
Donc on prend

P =Dp1-

De (4.21) on obtient
—VA K (B+E)W —1) = nd, + Bn.

On suppose p; > 1, alors

(B+k)(n =) + By +nd, — VA

2y (B + k) > 1

Ce qui donne

(B+ k) —9) + By +ndp — VA > 271(8 + k).
Ce qui implique

(B+E) (p—n)=nd,+Bmn+(B+E) (n—¢)+ By +n08, > (B+k) (=) +Br1+ndy— VA > 29, (B+k).
Alors
By > 1B+ k).

Ce qui donne
B>p+k.

Contradiction, donc
p < L

La troisiéme équation de (4.19) donne

n(w—-1)+ymp+p+v

= O =
r ou s 3
Sir =0. Alors
. NP — (0
s=w=—"—".
n
On obtient le point d’équilibre
E, = 0707p1’w’0
n
—_————

s*
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Si
nw—=1)+ymp+p+v
3 .

S =

Alors

D’autre part,

On obtient le point d’équilibre

Le point d’équilibre Ey existe si

S*

P

> —.
A

On obtient les points d’équilibre du systéme (3.1)-(3.4) dans > sont :

ED = (anaoa 070)7
El = (070,]91,8*70),
P

EQ = (0,0,])1, X,’I"*).

4.3.2 Stabilité des points d’équilibre

La stabilité locale

Tout d’abord, on calcule le jacobienne associée au systéme (4.11)-(4.15). On note la valeur
propre de la jacobienne par o.

—a 0 0 0 0
0 —k 0 0 0
J(E) = 0 0 —(B+k)(s+r)—05, B—p(B+k) B—p(B+Ek)
—[1S  —72PpS — (71 +72A%)s G —n+A)s+p
—pr —="pr — (71 + 2 A")r (A=n)r 92
O,
g=n1—-s—r)=ns—pA— (71 +7%RA")p—Ar -1,
et

go=—nr —pA— (1 +7RA)p+As —p— .

La matrice jacobienne calculée au point Ej est donnée comme suit

—a 0 0 0 0

0 -k O 0 0
JE)=| 0 0 -5 8 8

0o 0 0 n—¢v P

0 0 0 0 n—p—1



Les valeurs propres de la jacobienne J(Ej) sont

00,1 = —Q, Og2 = —k, 00,3 = _5p7 004 =1 — Y, Oo5 =1 —pP— Y.
On remarque que
0'0?4 =1 — 'lb > O
Grace au Théoréme 5 Ej est instable.
La matrice jacobienne évaluée au point E; est donnée par

-« 0 0 0 0
0 —k 0 0 0
J(Er) = 0 0 —(B+k)s =0, B—p(B+E) B—pi(B+Ek)
—pus*  —yop1s* — 8 —ns* —(n+N)s*+p
0 0 0 0 As* —p

Les trois valeurs propres de la jacobienne J(E;) sont
o110 =—a, 012 =—k, 013 =2As" —p.
Les deux valeurs propres qui restent sont obtenues & partir de la matrice suivante

A —BERS =8, B-m(B+E) )
—ns’ —ns”
L’équation caractéristique de A est

o +a((B+k)s" + 0, +ns") + (B +k)s" +8,)ns" +ns" (B —pi(B+k) = 0.

J

D
Alors
D g =Bk + By + s, = VA
2m
Ce qui implique
p_ @=m@B+k)+ v —nd,+ VA
2m

De (4.21) on obtient

D > 0.

En raison de Théoréme 6
Re(o14) <0 et Re(o15) < 0.

On remarque que

o13<0& 5" <§.
On déduit que si
« _ P
< —.
Y

D’apres le Théoréme 4 E; est localement asymptotiquement stable.
La matrice jacobienne au point Fs est donnée comme suit

—o 0 0 0 0
0 —k 0 0 0

5 w* 5pp 1 5pp 1

P1 w w

—ps  —Yepis —mS At —ns s

—pr* —yepir*t  —mr* (/\_77)7’* —nr*

43



Les deux valeurs propres de la jacobienne J(FE5) sont
021 = —&, O22 = —k.
Les trois valeurs propres qui restent sont déterminées a partir de la matrice suivante
Bw* (Sppl 5pp1
D1 w* w*
M5 —Ar*—ns —ns
-t A=t

B =

Le polynoéme caractéristique de B est donné comme suit

_Bw* _ 5pp1 6pp1
_ 4! w* w*
Po(B) = —Ms —Ar*—ns—o —ns
—mrt A=mrs  —mr*—o
puw*

P,(B) = —<

0.
o) (O s o) ) s ) = S st +0) = )
1

0
+Z—Z:1(71§(77 — N1 =yt (Nt + s+ 0)).
Ensuite
* * * 5
P,(B) = _pw o — fw o(Ar* +nuw*) — fw Anw*r* — —p]il 150 — 0® — *(Ar* + nu’*)
P1 P1 p1 w

4
—oAnriw* + iil(—’yl)\r*w* — mrio).
w

* *

Sw

pw*
y41

*

P,(B) = o°+o? ()\r* +nw* + + \prifw* + 715pp1> + Anr*w

) +o ((/\T* +nw*)5w

b1 P1

+opp1 AT

Ce qui donne

w* w*
P,(B) = o¢°+0? (Ar* +nw* + 6p ) +o ((/\r* + nw*)ﬂp + Anriw® + ’yléppl)
1 1
a az
w
+ B—Anr*w* + dppr1 71 AT”.
as
On remarque
a; >0, a3 > 0.
Ensuite
w* w* w*
ajag —az = (M4 nuw*+ Bp Y(Ar* + nw*)ﬁp + Anrfw* + y10,p1) — g Anrrw® — dppry1I AT
1 1 1
= M (A" +nuw™) ’ + Anrfw*) + Aré,p1y + nw*(Ar* + nw™) p + Anrfw* + y10,p1)
1 1
w* w* w* w*
—i—ﬁ (Ar* 4+ nw*)ﬁ + Y16,p1) + P Anrifw* — b Anrrw* — dppry1 Ar.
yai y241 1 P1
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Les points d’équilibres | Conditions d’existence biologique | Conditions LAS
Ey toujours existe instable
Ey toujours existe s* < g
Es s* > § Quand il existe

TABLE 4.2 — Conditions d’existence et stabilité des équilibres du systéme (4.11)-(4.15)

Ce qui donne

ajag —azg = (A’ + nw*)iﬁu + Anriw®) + nw* (Ar* + nw*)ﬁgu + A\nriw* + y10,p1)
1 1
w* w*
L2 ot )2 4 6, > 0.
b1 b1

En raison du Théoréme 6
Re(o13) <0, Re(o14) <0 et Re(oy5) < 0.

Grace au Théoréme 4 E5 localement asymptotiquement stable si elle existe.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un modéle qui représente une stratégie de traitement
généralisée pour changer la cible du médicament afin de promouvoir la clairance naturelle.
Nos résultats appuient la poursuite de la recherche sur les médicaments anti-virulence dans
le contexte du traitement des infections et dans ’aide a 1’élimination de la propagation des
bactéries résistantes aux antibiotiques d’une infection et a travers les milieux hospitaliers.
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Chapitre 5

Etude numérique d’un modéle bien posé
sur les bactéries résistantes traitées par
I’antibiotique et I’anti-virulence

Dans ce chapitre on va analyser un modeéle numériquement en utilisant 1’article [11]. On
considére deux scénarios dans nos solutions numériques :

— Une infection est traitée par des antibiotiques seuls,

— Les deux médicaments en combinaison (antibiotiques et médicament anti-virulence).
Dans chaque cas, nous souhaitons voir & quel point les stratégies de traitement sont efficaces
pour abaisser la charge bactérienne, mais aussi pour lutter contre I’émergence de bactéries
résistantes aux antibiotiques pendant 'infection. Tout d’abord, on démontre que notre solution
a une signification biologique aprés on passe a I'analyse numérique. Le modéle mathématique
est donné comme suit

dA

dt
dA*

dt

= —aA (5.1)

= kA (5.2)

ill_]; = B(s+7) (1_]9:%) —0(s+r)p—3dp (5.3)

ds s+ .
il 158 (1— e )—uS(A)s—(’y+§(A ))ps — Asr + pr — s (5.4)

= = (1= S ) )= o 4 A== (59)

Ou ’ .
pi(A) = Ep oA/ (Aso + A)

max

est 'effet de 'antibiotique sur les bactéries sensibles et résistantes respectivement pour i = s, r
et

g(A*) = 7maxA*/(’y50 + A*)

est 'effet du médicament anti-virulence.
On note (f1, fa, f3, f1, f5) le second membre de systéme (5.1)-(5.5).

5.1 Existence et positivité de la solution

Biologiquement, on s’intéresse que par des solutions positives bornées.
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Théoreme 14 Pour toute conditions initiale (A(0), A*(0), p(0), s(0),r
t), p(

0),7(0)) € Q, le systéme
(5.1)-(5.5) admet une solution unique positive et globale (A(t), A*(t), p(t

), s(t),r(t)) dans Q.

Démonstration :
L’unicité locale découle de fait que f = (f1, fo, f3, f1, f5) est une fonction de classe C* dans
on utilise le Théoréme 1 alors la solution existe et elle est unique sur [0, T},q4)-

En utilisant la Proposition 1 on montre que notre solution est positive.
f1(0,A*>0,s>20,r>20,p=>0)=0=>0=5s >0,
f2(A>0,0,s>20,r>20,p=20)=0=>0=1r>0,
f3(A=20,A*>0,0,r>20,p>0)=08(s+7)>20=p >0,
fa(A>20,4*>0,s>0,0,p=0)=pr=>0=52>0,

[5(A>0,A*>0,s>0,r>0,00=0=>0=r>0.

D’aprés le Théoréme 2, L’existence globale résulte de la bornitude de A, A*, p, s, r.
Par le méme calcul (voir chapitre précédent) on a

0< A(t) <A(0) VE=0

et
0< A*(t) < A*(O) Vvt > 0.

On utilisant toujours la technique introduite dans Iarticle [4]. A partir de les deux équations
(5.4) et (5.5), on obtient

L)~ st (=) (1 - ;) — 1a(A)s — (A — (3 + E(A (s + 1) — (s +7)
< (st (=) (1-257)
< c*<s+r)(1—5;7“). (5.6)
O

4 s st s+1r < K;
1 (1= )n, si s+r> K.

A partir de l'inégalité (5.6) on conclut que s(t) + r(t) < K pour tout ¢ > 0.
Comme s et r sont positives on déduit que

et

Montrons que p < paz, VE = 0.
Raisonnons par ’absurde. Supposons qu’il existe t5 > 0 tel que

p(tO) > Pmazx-

Donc,
Eltluo <t <to p(tl) = Pmaz-
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Les parameétres | les valeurs
« 3.6
k 3.6
I6] 3
c 0.1
5, 1.512
) 6 x 1076
Ag, 0.25
AL, 5
Efnax 36
E .. 26.4
V50 5
Vmaz 0.035
K 10°
s 24
Pmaz 1.8 x 105
v 2.4 x 1074
A 107°
p 1076
P 0.7

TABLE 5.1 — Valeurs réalistes des paramétres du systéme (5.1)-(5.5)

L’équation (4.13) donne

p/(tl) = _5(8(t1> + r<t1)pma:(: - 5ppmax < 0.

Donc, on a trouvé une contradiction avec I'hypothése que nous avons proposée, on conclut que

0 < p(t) < pmaz Vt 2 0.

Cecl termine la démonstration du théoréme.

5.2 Simulation numérique

Nous utilisons les conditions initiales suivantes :

1)

P(0) = 0, S(0) = 6000, R(0) = 20

Traitement antibiotique (A(0) =4, A*(0) =0)

Notre modele prédit que sous antibiothérapie toutes les bactéries sensibles peuvent étre
éliminées de l'infection. Cependant, lorsque 'antibiotique se dégrade du systéme, la po-
pulation de bactéries résistantes augmente de fagon exponentielle (Figure 5.1). Lors de
I’administration d’une nouvelle dose d’antibiotiques, le taux de bactéries résistantes dimi-
nue légérement (en raison de la résistance partielle seulement), puis augmente rapidement
lorsque I'antibiotique se dégrade hors du systéme.

Thérapie combinée : antibiotiques et médicaments anti-virulence (A(0) = 4,
A*(0) = 4)

I'introduction des deux médicaments diminue rapidement la population de bactéries sen-
sibles, nous voyons également une diminution du nombre de cellules immunitaires(Figure
5.2). En raison de l'effet du médicament anti-virulence vis-a-vis du systéme immunitaire.
Dans la Figure 5.3, nous voyons que l'augmentation du cotit & ¢ = 0.5 peut conduire
a ’élimination des deux groupes de population en raison de la faiblesse supplémentaire
imposée aux bactéries résistantes aux antibiotiques.
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FIGURE 5.1 —
Solutions numériques, une dose d’antibiotique (A(0) =4, A*(0) = 0)

5.3 Conclusion

On conclut qu’en exploitant et en combinant les avantages des antibiotiques avec ceux fournis
par les médicaments anti-virulence, étant donnés des parameétres spécifiques a l'infection, il est
possible d’identifier des stratégies de traitement qui élimineraient efficacement les infections
bactériennes, tout en empéchant ’émergence de sous-populations résistantes aux antibiotiques.
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FIGURE 5.2 —
Simulation de la thérapie combinée (A(0) = A*(0) =4,a = k = 0) avec ¢ = 0.1
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FIGURE 5.3 —
Simulation de la thérapie combinée (A(0) = A*(0) =4,a =k
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Conclusion :

Dans ce mémoire, nous avons étudié trois modéles mathématiques de résistance bactérienne
a la réponse du systéme immunitaire et des antibiotiques, ils sont tout a fait appropriés par rap-
port & la complexité du phénomeéne biologique. De plus, ces modeéles apportent une formalisation
plus précise et des mécanismes d’acquisition de la résistance et proposent une formalisation de
I'interaction entre les bactéries et les antibiotiques. Les résultats de ces analyses renforcent I'idée
que 'infection ne disparait jamais par multi-exposition aux antibiotiques mais si on combinent
les avantages des antibiotiques ceux fournis par les médicaments anti-virulence , étant donné
les parameétres spécifiques de 'infection, il est possible d’identifier des stratégies de traitement.
La modélisation mathématique est un instrument privilégié pour 1’étude du phénoméne de la
résistance bactérienne. Elle a permis de quantifier a partir de données de surveillances hospita-
liéres, des parameétres épidémiologiques essentiels a une meilleure compréhension des épidémies.
Elles a aussi permis d’évaluer I'impact de différents stratégies de controle.
L’amélioration des modéles nécessite une meilleur connaissance des aspects microbiologiques
et épidémiologiques des aspects bactériennes. Enfin, des travaux de recherche visant a une
meilleure description mathématique de la dynamique des bactéries exposée aux antibiotiques
devrons étre menés.
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