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Introduction

Les ondes progressives ont été utilisées pour modéliser la propagation des ondes
de concentration chimique, la colonisation de I’espace par une population, la propa-
gation spatiale des épidémies.

L’existence de telles ondes progressives est généralement une conséquence du cou-

plage de divers effets tels que la diffusion. [13]

R.A Fisher [5] a été parmi les premiers a étudier ce phénomeéne en 1937, dans la

méme année Kolmogoroff , Petrovskii, et Piskunov ont généralisé son travail.

Dans ce mémoire, on va s’intéresser aux équations de réaction-diffusion qui ont
la forme suivante :

ou 0%u

E:D@+f(u),

avec f est une fonction de C'([0, 1], R™) et u bornée.
Les ondes progressives sont définies mathématiquement par une solution u(z) avec

z est la variable de 1'onde telle que
u(z, t) =u(x —ct) =u(z), z=x—ct

¢ > 0 représente la vitesse de 'onde.



Modéle de proie-prédateur

La population des prédateurs se nourrit des proies. Ce qui augmente leur taux
de croissance et en méme temps crée une diminution du taux de la population des

proies. [14].

Le modéle de Lotka-Volterra est devenu plus réaliste, en additionnant d’autres

conditions qui influent sur le taux de croissance des prédateurs-proies, comme suit :

v = Au— H(u, w),
(1)
w = —Cw+eH(u, w),

ou u, w représentent la densité des proies et prédateurs,respectivement.

uw

H =B

H est la fonction réponse de type Holling II, qui a un taux d’absorption chez les
prédateurs, qui diminue, car ils ont une capacité limitée a transformer les aliments.

Pour plus de détails [8].

Le modéle de Lotka-Volterra avec croissance logistique des proies et la fonction

réponse de type Holling II est le suivant :

U uw
" = Au(l—-=-)—DB
Y u( k;) 1+ Eu’ 2)
w = —Cw+D U
1+ Bu

Ici, u et w représentent la population des proies et des prédateurs respectivement a
Iinstant t. Ot A, B, C et D sont des constantes positives telles que :

A : le taux de croissance intrinséque de la population proie en 'absence de préda-



teur.

B

E
D
C
k

. le taux de prédation maximale du prédateur sur les proies

: la constante de saturation pour les prédateurs.

: le taux de conversion de la biomasse des proies en prédateurs.
: le taux de mortalité du prédateur en ’absence de proie.

: la capacité limite.



Chapitre 1

Outils mathématiques

Soit I’équation différentielle

¥ = f(x) (1.1)

Définition 1 [11] Une fonction f : R" — R" est dite lipschitzienne dans un do-

maine £ C R™ s’il existe une constante k avec telle que VY1, xo € 2

[f(21) = f(@2)|| < El|z1 — 22|

Théoreme 1 On suppose que f est lipschitzienne , alors pour une condition initiale
xo € Q Uéquation (1.1) admet une solution unique t — ¢(xo,t) définie sur l'intervalle

maximal d’existence.

Définition 2 [10/
Un espace topologique est une paire ordonnée (X, 1), ot X est un ensemble et T est
une collection de sous-ensembles de X satisfaisant les trois axiomes suivants :

(1) X et O appartiennent a T

(2) toute réunion d’éléments de T appartient toujours a T

(3) Uintersection de tout nombre fini d’éléments de T appartient ¢ T

7



Définition 3 /2]
Soit X un espace topologique. Le flot est une application continue X x R — X telle
que

- ¢z, 0) =x.

— ¢(z, t1 +t2) = d(p(x, t1), ta) pour tous ti, ty € R.

On note parfois ¢(x, t) par x . t

Définition 4 [9/
Soit ¢ un flot de X, alors on définit
~0(x) = ¢(z) @ t €R estlorbite de .
- 0T (x) = ¢(x) : t =0 estla semi orbite positive de x.

-0 () = ¢(x) = t <0 estla semi orbite négative de .

Définition 5 [9/
Soit ¢ un flot de X. On dit que M est un ensemble invariant par ¢ siVx € M, §(z) C
M.

Définition 6 On dit que z. est un point d’équilibre s’il vérifie f(x.) = 0.

Définition 7 [9/
Soit x la solution de l’équation (1.1). Sans perte de généralité, on considére que
ze = 0. On appelle fonction de Lyapunov, toute fonction V : x — V(z) continument
différentiable qui satisfait les propriétés suivantes

- V(x)=0six#0et V(0)=0

S V(z)<0siz#0

alors 0 est un point d’équilibre asymptotiquement et exponentiellement stable.

Théoreme 2 Lasalle
On suppose que : I' C R"

— dc tel que l'ensemble T ={x € T' : V(z) < ¢} est borné



~Vrel, V() <0
Soit K = {:E el V(x) = O} Soit M le plus grand ensemble invariant inclus dans

K. En particulier si M={0} alors 0 est localement asymptotiquement stable.

Définition 8 Bifurcation de Hopf [1]

Soit le systeme suivant

v o= flu, w, c), 12)

w = g(u, w, c).

Soient Ai(c) et Aa(c) les racines de l'équation caractéristique, avec A1 a(c) = a(c) £

ib(c).

Soit les hypotheses suivantes il existe un cy tel que

—a(co) =0, b(co) #0
da

- %(Co) #0

Si elles sont vérifiées alors on a une bifurcation de Hopf et ¢ = ¢y est une valeur de

bifurcation.

Définition 9 [10/
Soit X et Y deux espaces topologiques. on dit que la fonction f : X — Y est continue

st pour chaque ensemble ouvert A C'Y ['image réciproque de A,
fHA) ={z e X | f(x) € A}

est un ensemble ouvert de X.

Définition 10 [10]
Un espace est connexe s’il ne peut pas étre représenter comme ['union de deux ou

plusieurs sous-ensembles ouverts non vides et disjoints.

Pour cette partie vous pouvez aussi voir |16]



Définition 11 /7]
Sotent X, Y deux espaces topologiques et f, g :X — Y deux applications continues.

On note I = [0, 1], on dit que f est homotope a g s’il existe une application continue

H:X x1I—=Y telle que

Ve e X, H(z,0) = f(z) et H(z,1) = g(x)

On dit alors que H est une homotopie de f a g.

Définition 12 [10/

Soit X un espace topologique et soit A un sous-ensemble de X.

Une fonction continue r : X — A telle que r(a)=a pour tout a € A est appelé une
rétraction de X a A.

I’ensemble A est appelé un rétracte de X s’il existe une rétraction r : X — A.
Définition 13 /2]

Notons Y un espace topologique et S C R et soit yo € Y, soit y(s, yo) = 4o - S la
solution de (1.1)

Soit W C R"™ un compact, et soit OW le bord de W tel que OW = WO UW - UWT.

e FEnsemble Sortant :

W™ ={yo € OWNs >0, y . [0, s) L W}

e FEnsemble Rentrant :

W= {yo € OW|Vs >0, yo . [0, s) Cint W}

e Fnsemble Tangent :

Wo:=oWw — (W-uWT)

10



Corollaire 1 [7/
On dit que W~ n’est pas un rétracte par déformation st W et W~ n’ont pas le méme

nombre de composantes connexes, c’est une condition suffisante.

Quand on étudie un systéme dynamique, on cherche a voir s’il existe un ensemble
invariant dans une région de I’espace de phase. Pour les dynamiques les moins com-
plexes on peut calculer I’ensemble invariant directement, mais ce n’est pas toujours
le cas comme par exemple la dynamique de Van Der Pol, donc on peut seulement

chercher une information sur ’ensemble invariant maximal.

Définition 14 [17/

La méthode de rétraction qui est introduite par Tadeusz Wazewski, est une méthode
pour prouver l’existence de solutions qui restent dans un ensemble donné et se référe
a des équations différentielles décrivant une évolution dans le temps.

L’ensemble W est appelé ensemble de Wazewski s’il est compact et son ensemble
sortant W~ est fermé.

1l existe une condition topologique sur les ensembles de Wazewski qui nous donne
lexistence d’invariants non vides a [’intérieur, car ces ensembles ne contiennent pas

toujours des invariants.

Théoreme 3 Propriété de Wazewsk:
Soit W un ensemble de Wazewski. St son ensemble sortant W~ n’est pas un rétract

par déformation de W alors il existe un invariant non vide dans Int W.

Définition 15 /2]
Un bloc 1solant est un ensemble compact W qui satisfait

o [L’ensemble sortant W~ est fermé

o VT >0, {zr e W|p([-T, T], ) CW} Cint W

11



Exemple 1 ///
P
Y (1.3)
yo= y+ @ -1D+3)
prenons le carré W = [—=2, 2] x [=2, 2] contient un ensemble invariant. W~ est

représenté par les quatre segments rouges voir figure (1.1), qui est fermé, tel que W

est un bloc isolant pour (1.3)

N el i el e

s ~—=——-

. L ‘..‘\\h“__.—v/'ff//// e
SRERRI NN =
Fl 5 i

- —

FIGURE 1.1 — I’ensemble sortant en rouge du systéme(1.3)
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Chapitre 2

Modéle proies-prédateurs

2.1 Introduction

Le but de ce travail est d’établir I'existence d’une solution de type ondes pro-
gressives pour un modeéle de proies prédateurs avec diffusion.

Le modéle est le suivant :

U UwW
uy = diug, + Au(l ——-)— B ,

! ! ( k) 1+ Fu (2.1)
w; = dowy, —Cw -+ D U

t 2Wexx 1+Eu

Les fonctions u et w sont respectivement les densités de proies et prédateurs, d; et do
sont les coefficients de diffusion, A est le taux de croissance des proies, C est le taux
de mortalité des prédateurs en ’absence de proies, k est la capacité limite, B et
D représentent le taux d’interaction pour les deux espéces, le parameétre E mesure
I'effet de satiété c’est a dire que la consommation des proies par unité de nombre des
prédateurs ne peux pas continuer de croitre linéairement avec le nombre de proies
disponible mais doit saturer a la valeur 1/E, voir Freedman|6| et May[12]

Pour simplifier, on prend le changement de variables suivant :

13



2.1. INTRODUCTION

u u, w C,t Ct, x \/dzz,d d2,a EC’K’b , B

Avec ces nouvelles variables, le modeéle (2.1) devient :

u = dug, +ula(b—u)— B v ],
- —w(l— .
e Wra — W 1—|—u)

Le systéme (2.2) admet trois points d’équilibre : (0,0), (b,0) et (ug,wy), correspon-

dant au systeme d’équations différentielles ordinaires sans diffusion, avec

1 1 1

Uy =

On prend b > 1 ou de maniére équivalente que F > % de sorte que l'effet de satiété
est assez grand. Nous avons également besoin que § > 1T+b > 1, ce qui assure que
I’équilibre correspondant a la coexistence des deux espéces soit positif . Enfin, a > 0
et 0 < d < 1, nous donne que la population de proies se disperse plus lentement que

les prédateurs.

Les points d’équilibre (0, 0) et (b,0) sont des points selles, et (ug, wg) correspond

a la coexistence des deux espéces.

La solution de type onde progressive qu’on cherche est une orbite hétérocline re-

liant (b, 0) et (ug, wo).

14



2.2. PRINCIPAUX RESULTATS

2.2 Principaux résultats

Afin d’établir I'existence de solutions de type ondes progressives du systéme
(2.2), nous supposons que les solutions s’écrivent sous la forme suivante u(x,t) =
u(z + ct),w(x,t) = w(x + ct), o s = x + ct, ici le paramétre c¢>0 représente la

vitesse de 'onde. Le systéme (2.2) devient

c/ = du" + au(b—u)— o ,
/ ' /Bwu
cw = w —w-+ ,
1+u
satisfaisant les conditions aux limites :
u(—o00) = b, u(+00) =ug, w(—o00) =0, w(+o0) = w. (2.4)

On réécrit le systéme (2.3) en tant que systéme d’équations différentielles du premier

ordre dans R*.

u = v,
c Q wu
Vo= v+ —=u(u—b) + ——,
w =z,
2 = cz+w-— Puu )
\ 1 +u

Soit y(s, yo) 'unique solution de (2.5) satisfaisant y(0, yo) = yo.
Notons y(s, yo) = yo . S, soit Y un ensemble topologique et S C R tel que
Y €Y, seSs.

15



2.2. PRINCIPAUX RESULTATS

Soit W in compact de R"™, on définit
W~ = {yo € W|Vs >0, yo . [0, s) £ W}.

W~ est appelé I'ensemble de sortie immédiat de W.

Soit ¥ C W, on définit
20 = {yo € X|Fso = so(yo) tel que yo . so & W}
Pour gy € X°, on définit
T(yo) = sup{slyo . [0, s) S W}.

T'(yo) est appelé le temps de sortie. Notons que yo . T'(yo) € W~ et T'(yo) = 0 si et

seulement si yo € W™.

Proposition 1 [15/
Supposons que

(i) Styo € X et yy . [0, s] C W, alors yo . [0, s] CW;

(i) Siype X etyy.seW, yo.s¢ W, alors il existe un ensemble ouvert V;

qui contient yo . s et disjoint de W~ ;

(iii) X = X0 % est un ensemble compact et il intersecte la trajectoire de y =
f(y) qu’ une seule fois.
Alors la fonction F(yo) = yo - T(yo) est un homéomorphisme de 3 vers son image

sur W—.

Notons que si un ensemble W C R" satisfait les conditions (i) et (ii) est alors

16



2.3. PREUVES DES PRINCIPAUX RESULTATS

un ensemble de Wazewsks.

Nous présentons maintenant les principaux résultats comme suit.

Théoréme 1 [15]
(i) Si0<c< W, alors il n’existe pas de solution positives du systéme

(2.5) satisfaisant les conditions auz limites (2.4).

(11) Sic> ‘/W7 Mlopg<tet(l—a)(f—1)> f—fb wﬁ;ﬁ)_b), alors
il existe des solutions positives du systéme (2.5) satisfaisant les conditions aux

limites (2.4), qui correspondent auzx solutions de type ondes progressives du

systeme (2.2).

Théoréme 2 [15/

bl < 1 > ; ;
si - < B < L alors le parameétre B traverse la courbe de bifurcation
= ﬁ—w a Bo dans le plan (B,¢), our = w-% <0,p= % <0,

le systéme (5) subit une bifurcation de Hopf au point d’équilibre (ug, 0, wo, 0) et une
solution périodique de faible amplitude correspondant a une solution de type onde

progressive de faible amplitude du systéme (2.2).

2.3 Preuves des principaux résultats

Dans cette partie on va faire une linéarisation du systéme (2.5) au point (b, 0,
0, 0) et on va voir le comportement des trajectoires sur la variété instable en (b, 0,
0, 0). On va définir I’ensemble de Wazewski W et son ensemble sortant W~. Nous

allons aussi construire le triangle topologique 3.

17



2.3. PREUVES DES PRINCIPAUX RESULTATS

2.3.1 Preuve du théoréme 1

La matrice jacobienne associée au systéme(2.5)

0 1 0
a w c u
—(2u—10)+ 5
0 0 0
_Bw 0 1- P
(14 u)? (14 u)
la matrice jacobienne au point (b, 0, 0, 0)
0 1 0 0
ab ¢ b
— = 0
J(b,0,0,0) = d d d(1+0)
0 0 0 1
Bb
0 0 1-
(1+0b) ¢
on obtient le polynéme caractéristique suivant :
N2 oy (1 5b 2 €y O‘_b
D) =[N —cA—(1 (1+b))][>\ A=
Les discriminants :
b 2 4ab
M= il g ) A=y

d’ou les valeurs propres sont :

18




2.3. PREUVES DES PRINCIPAUX RESULTATS

c A dab VQ A(Bb—1—b)
N - d 2 d N 1+b
1 — 2 —

2 2
— 1 = 2

Ny 1+b A= 2 d
’ 2 2

4(Bb—1—b)

sional <c< , alors Ay < 0, les valeurs propres s et A3 sont complexe

14+b

avec une partie réel positive :

4 -1 4 —1-
i BT i T
B 1+b B 1+b
Ay = g =

2 2

Par les Théorémes 6.1 et 6.2 dans [§8], il y a une base d’une variété instable de 2-
dimension en (b, 0, 0, 0), le point est un point en spirale sur cette variété instable,
et la trajectoire approchant (b, 0, 0, 0) quand s — —oo doit avoir w(s) < 0 pour
certains s. Cela contredit I'exigence d’avoir une solution de type onde progressive

positive. Donc la premiére partie du théoréme 1 est prouvée.

Sionac > \/W. On observe que A\ < 0 < Ay < A3 < Ay, les vecteurs

propres es, €3, €4 associés respectivement a Ao, A3, A4, sont

€2 = <1a )\27 p(>‘2)a )\2]7()\2)), €3 = (L )‘37 p()‘?))a )\SP()‘?)))a €4 = (17 )‘47 Oa 0)

ou p(A) = HL[(d — 1)A\? — 5b1_+1b_b — ab] < 0. D’aprés le théorémes 6.1 et 6.2 dans

[8], on a une variété instable forte €; tangente a e, au point (b, 0, 0, 0), et la

représentation paramétrique de la variété instable forte a 1 dimension {2; dans un

19



2.3. PREUVES DES PRINCIPAUX RESULTATS

petit voisinage de (b, 0, 0, 0) est
fi(m) = (b, 0, 0, 0)T +mes+O(| m ).

Il y a aussi une variété instable forte de 2 dimensions €25 tangente a ’espace de e4 et
ez en (b, 0, 0, 0), et une représentation paramétrique pour la variété instable forte

a 2 dimension dans un petit voisinage de (b, 0, 0, 0) est
falm,n) = (b, 0, 0, 0)F +mey +nes+O0(| m |+ |nl).

Enfin, il existe une variété instable forte de 3 dimensions {23 tangente a l’espace
de ey, e3 et e3 en (b, 0, 0, 0), et une représentation paramétrique pour la variété

instable Q23 de 3 dimensions dans un petit voisinage de (b, 0, 0, 0) est
fa(m,n, 1) = (b, 0, 0, 0)" +mey +neg + +lea+ O(|m |+ | n|+|1]).

La construction de I’ensemble de Wazewski W est similaire a celle de Dunbar [3] : il
sera le complément de quatre blocs dans R*, dont deux sont choisis pour que 2’ ait
le méme signe que z donc les solutions entrant dans ces blocs n’auraient pas z — 0
quand s — oo, I'autre paire de blocs est choisie pour que v’ ait le méme signe que
v et donc les solutions entrant dans ces blocs n’auront pas v — 0 quand s — oo.

W est défini comme suit
W=R"\ (PUQUTUS),

ol

P = {(u,v,w, 2)|u < up, w>wpy, z>0},

Q = {(u,v,w, z)|u > uy, w < wy, z<0},

20



2.3. PREUVES DES PRINCIPAUX RESULTATS

S = {(u,v,w, 2)|u > ug, « (u—b)+? >0, v > 0},

T = {(u,v,w, 2)|u < ug, a(u—b)+r <0, v <0},

on remarque que PNT # 0, QNS # 0, alors que toutes les autres intersections par

paires sont vides. Nous avons

OW = (OT\P) U (OP\T) U (0Q\S) U (95\Q),

T = 8W\({(u0, O,wo, 0)} U Jl U JQ),
N = {(u,v,w, z)|lw = z = 0},

H = {(u,v,w, z)lu=v=0}.

Avec
Ji = { (u,v,w,2)|u>up,w <0,z=0}

U {(u,v,w,z)|lu=0bw < wyz=0}
w

U {(u,v,w, z)|u > u, (u—b)+H—u>Ov<0 z =0}
w

U {(u,v,w,z)|u>u0,a(u—b)+ﬁ:0,w>w0,v<0,z:0}
u

U {(u,v,w,z)|u>u0,a(u—b)+1$ =0,w > wy,v <0,z =0}
u
w

U {(u,v,w, z)u > up, a (u—b)+1+u—0,w>wo,z<0},

Jp est 'ensemble des points sur OW qui sortent de W et n’entre pas dans Q, T
ou S, cela peut se produire de trois fagons. Certains points de la variété invariante
N ne peuvent pas entrer dans T ou S, bien str, ils resteront dans N pour toujours
et donc ils n’entrerons pas dans Q.

Les points sur OW avec z = 0, w < 0 entreront dans W a partir de QQ et ne seront

donc pas des points de sortie. Les points sur OW avec a(u — b) + 1= = 0, u > uo,

1+

w > wp, z < 0 ne seront pas des points de sortie.

21



2.3. PREUVES DES PRINCIPAUX RESULTATS

Jo = {(u,v,w,2)|lu=0,w<abz<0,v=0}
U {(u,v,w,z)|lu=0,w<wyz>0,v=0}
U {(u,v,w, z)|u <0, a(u—b)—l—l——O,v:O}
U {(u,v,w,z)|u<0a(u—b)+1+Lu<0w>w0,z<Ov—O}
U {(u,v,w, 2)|u < up,a(u —b) + +u<0,w<w0,v:0}
U {(u,v,w, 2)|u < ug, au —b)—i—lj_v—u:(),z<0,v<0}.

Jo est I'ensemble des points sur W qui sortent de W et n’entre pas dans P, ou
T, cela peut également se produire de trois fagons. Quelques points dans la variété
invariante H ne peuvent pas entrer dans P, ils resteront dans H pour toujours et
donc n’entrerons pas dans T. Les points sur W avec u < 0,a(u —b) + 13 < 0, v

= 0 ne seront pas des points de sortie. Les points sur 0W avec a(u — b) + o =0,

u < ug, 2z < 0 ne seront pas aussi des points de sortie.

Pour prouver que W~ est I’ensemble décrit ci-dessus, on va juste donner la preuve
d’une partie de OW, 0T\ P, et les autres preuves sont similaires. La frontiére de 0T

est u = ug, a(u —b) + 3 = 0 ou v = 0. Nous considérons les cas suivants pour

discuter 0T\ P.

(1) u=wup,w = wy,v <O0.

(i) z < 0,alors w < wy, v < 0 implique que u < . Le calcul direct montre que

w w z

—b — vawe,z) -
[Oé(u )+ 1—|—U] ’(UOH 0,2) [U<Oé (1+u>2)+ 1+u

”(uo,v,wo,z) <0

Par conséquent, la trajectoire entre dans T.

(ii) z =0, puisque v < 0, u < ug, et
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w w
[O{(U — b) + —]/’(uo,’u,’wo,z) = [’U(OK - (1

1 +u _i_—u>2)]|(uo,v,w0,z) <0

Donc la trajectoire entre aussi dans T.
(iii) z > 0, alors w > wy, z > 0, u < ug, la trajectoire entre dans P.
(2) u=1up, w < wy, v<0.
Puisque v < 0 implique que u < ug, et au point u = w1y, nous avons
w

a(u—b)+H—u:a(u0—b)+

Wo
Ty < o =0+ 7

Autrement dit, la trajectoire entre dans T.
(3) u=wug, w=wy, v=0.
(i) z =0, c’est un point singulier et il n’est pas dans ’ensemble de sortie.

(ii) z > 0, alors w > wy, on a

1 uw
v = E[CU +ou(u —b) + H—u”(uo,wo) =0
" = E[CUI + ’U(Oé(u - b) + H—U) + U[CM} + 14+u - (1 + U)2H|(u0,wo)

1. uz
= AT e >0
Cela implique que u augmente, et v a un minimum, donc v > 0. Puisque
la(u —b) + {&] = l“fr—'u > 0, et a(ug —b) + {2 = 0, nous obtenons

a(u —b) + 13- > 0. Par conséquent, la trajectoire entre dans S.

(ili) z < 0, alors w < wy. On obtient
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1
v = E[cv—i—ozu(u—b)nLli:_—wuH(uo,wO) =0,
o = Leo + ol —b) + —2) + ufaw + L -
d 1+u 1+u (14 w)2 o™
1. wuz
= —|—(uwowe) <O
d[l +u]( 0,w0)
ce qui implique que a(u — b) + ra < 0. Donc, u est décroissante, v a un
maximum, et v < 0, donc la trajectoire entre dans T.
(4) u=1up, w<wpy, v=0.
comme
V| ymg = 1[cv—l—ozu(u—b)+ u |u=uo»
o d 1+u "
1 w
- —b
d[uo[ a(up —b) + 1+u0”
< luglafug — b) + ]
—|upla(ug — =
d 0 0 1"‘“0
et
w Wo
—0)+ —|umuy = —b < —b =0

Par conséquent, la trajectoire entre dans T.

(5) 0 < u < uy, oz(u—b)—l—T—O v <0.
(i) z > 0, puisque w = a(b—u)(14+u), wo = a(b—up)(1+up), et g < 1er,ablors
up >b—1, et w—wy = alu —up)(u+uy+1—>) > 0. Par conséquent
w > wy, la trajectoire entre en P.
(ii) z = 0, puisque f < Hil’ alors 1—B+1+u > 1—6+1+u > 0, et

Z=cz+w— fﬂ =w[l—-pg+ 1+u] > 0, c’est-a-dire, z > 0. La preuve est
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similaire & (5i), nous avons w > wy, donc la trajectoire entre dans P.
(iii) z < 0, la trajectoire n’entre pas dans P et T, et cela est inclus dans Js.

(6) 0 <u < uy, a(u—b)—i—L:O, v=0.

1+u
i) z < 0, alors w diminue, et [a(u — b) + 2] = = < 0, c’est-a-dire,
14+u 14+u
1
a(u —b) + 17 < 0. Puisque v’ = E[CU +oau(u —b) + 5] = 0 et V' =
1
E[cv’ +v(au —b) + 717) +ulav + 117 — ghell = T2 <0, alors v est

décroissant et a un maximum. Donc v < 0, la trajectoire entre dans T.

(i) 2 =0, alors 2’ = cz+w| _%] = w[l—ﬁ#—l%] >w[l—p+ 1+Bu0] =0, ce
qui implique que z > 0. Semblable & (51), nous avons w > wy, la trajectoire
entre dans P.

(iii) z > 0, la trajectoire entre dans P.

(7) =1<u<0, alu—b)+ 5 =0, v=0.

(i) 2 <0, alors v/ =0, V" = éffu > 0, donc v a un minimum et v > 0, mais

[a(u —b) + 75" = fj’r—; < 0, ce qui implique que a(u —b) + 7 < 0, la

trajectoire n’entre pas dans T, S ou P, Q.

(il) z = 0, alors 2/ = w[l — f + Hiu] > 0, ce qui implique que z>0, v" = 0,

/ , . . .
V" = £ <0, donc v est décroissante et a un maximum. Par conséquent

v < 0. Le calcul direct montre que [a(u — b) + = > (, c’est-a-

7 [

1+ul 7 14w
dire,a(u — b) + e > 0, la trajectoire n’entre pas dans T. De méme, la
trajectoire n’entre pas dans P, Q, S.

(iii) z > 0, la trajectoire n’entre pas dans T, S ou P, Q.

(8) 0 < u < uy, a(u_b>+1+Lu<0’ v=0, w > w.

(i) z < 0, alors v = C—Z[cv + au(u —b) + 15%] < 0, cela implique que v est

décroissant et v < 0, de sorte que la trajectoire entre dans T.

(ii) 2 =0, alors 2/ = w[l — f + Hiu] >w[l— B+ lqu] =0, c’est-a-dire que z
augmente, et z > 0. La trajectoire entre dans P.

(iii) z < 0, ces points sont & I'intérieur de P et ne sont pas pris en compte.
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(9) 0 <u<wup, alu—"0)+ 15 <0, v=0, w < wy.

1
Nous avons v = E[CU + au(u — b) + 2] < 0, ce qui implique que v est

décroissante et v < 0. Par conséquent, la trajectoire entre dans T.
(10) u <0, a(u—0b) + 1 < 0, w = wp, v=0.
(i) z > 0, ces points sont & l'intérieur de P et ne sont pas pris en compte.
ii) z = 0, puisque 2/ = w[l — § + £~ > 0, e qui implique que z augmente,
, pulsq Ttu q plique g g
nous avons z > 0, donc la trajectoire entre dans P.
iii) z < 0, alors v/ = ilcv + au(u — b) + 2] > 0, c’est-a-dire que v est
d 14+u

croissante et que v > 0, la trajectoire n’entre pas dans T, S ou P, Q, ceci

est inclus dans Js.

(11) u <0, (u—b)+ % < 0,w < wp, v="0.onav = glev+au(u—>b)+~] >

0, et v > 0, la trajectoire n’entre pas dans T, Q ou P, S, ceci est inclus dans
Jo.
(12) u=0,v =0, a(u —b) + 73, < 0. Les points sont sur la variété invariante

H. La trajectoire est la solution des équations

w o= z
7 = cz+w
alors w < ab, puisque § < % < Zf—i, on a ab — wy = auo[ﬁ +1-10] >0,
donc ab > wy.
(i) 2> 0,siw > wp, alors v = S[ecv+au(u—b)+7] =0, " =0, ..., v =0.

La trajectoire n’entre pas dans T, Q ou P, T, ceci est inclus dans Js.

Lu

(i) 2 =0, alors 2’ = cz+[1—1%

| = w > 0, z augmente et z > 0. Similairement
a (12i), si w > wy, ces points sont dans P et ne seront pas considérés; si
w = wy, alors la trajectoire n’entre pas dans T, Q ou P, S, ceci est inclus
dans Js.

(iii) z < 0, la trajectoire n’entre pas dans T, Q ou P, S, c’est inclus dans Js.
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13) u=0,v=0, a(u—>b) + 7= =0, donc w = ab > wy.
1+u
(i) z > 0, ces points sont a l'intérieur P et ne seront pas considérés.
(ii) z =0, alors 2/ = w > 0, la trajectoire entre dans P.

(iii) z < 0, la trajectoire n’entre pas dans T, Q ou P, S| c’est inclus dans J;.

Afin d’utiliser la proposition 1, nous construisons l’ensemble > par une série de
lemmes (Lemme 1 - Lemme 6). Ensuite, nous prouvons qu'’il doit y avoir une tra-
jectoire a travers Y qui ne quitte pas W par les lemmes 7 et 8. Finalement, nous
choisissons une fonction de Lyapunov et nous utiliserons le principe d’invariance de

LaSalle pour montrer que la trajectoire approche le point (ug, 0, wy, 0).

Lemme 1 Considérons une solution y(s,yo) avec yo € Qy, et ug < b, alors il y a un
So fini tel que u(so, yo) < ug, v(S0,yo) < 0, c’est-a-dire, si vous choisissez my, mqy tel
que my < § < Ay < my, mafu(0) —b] < v(0) < my[u(0) —b], alors mofu(s) —b] <

v(s) < mqlu(s) —b.

Démonstration 1 considérons le systeme

/

e (26)
v = EU—FE[OC(U—[?)}

la solution de (2.5) dans N est donnée par (u(s), v(s), 0, 0), ot (u(s), v(s)) est la
solution de (2.6), la variété instable forte Qy est contenue dans la variété invariante
N. De méme, la variété instable forte {2y est contenue dans la variété invariante W.
Nous considérons d’abord la solution de (2.6), on a que la solution dans €y doit

approcher (b, 0) tangent au vecteur propre (—1,—M\4) dans la région u<b, v<0.

Si la condition initiale yo satisfait mo[u(0) — b] < v(0) < my[u(0) — b, on prend

my < § < Ay < mg, alors dans la région 0<u<b, v<0, la trajectoire d’une solution
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qui commence de )y satisfait

molu(s) — b < v(s) < mylu(s)—b.

En fait, sl existe des s> 0 tel que mofu(s) —b] > v(s), soit s1 = inf{s | mafu(s) —
b] > wv(s)}. Pour s € [0,s1), on a malu(s) — b > v(s), v(s1) = mafu(sy) — b] et
u(s) > 0, donc v'(s1) < mau'(sy) en substituant (2.6) dans v'(s1) < mat/(s1), on
obtient

c

(EZ — mao)v(sy) + Eu(sl)[u(sl) —b] <0.

en utilisant v(s1) = mefu(sy) —b], on a

(a — my)malu(sy) — b] + Eu(sl)[u(sl) — 0] <0.

Si il existe un certain sy tel que u(sy) —b =10, u/(s2) >0, 0 < s5 < 81, 0 < U/ (s9) <

0, alors u(s2) < b. Ainsi,

C (07
mg(mg - 3) - EU(Sl) < 0.

c c2 4ab
Puisque 0 < u(sy) < b, ma(ma— ) — %b <0, on amy < L — = )y, c’est une

contradiction avec le choix de my > \y. Donc on a mafu(s) —b] < v(s). De la méme
maniére, NOUS POUVONS Prouver que
v(s) < mqlu(s) —b].

Puisque u' = v, par intégration on obtient

b— crexp{mas} < u(s) < b— coexp{mys}
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Pour s > 0 tel que u(s) satisfait 0 < u(s) < b. Alors il existe sy assez grand tel que
u(sp) < U, v(sp) < 0.

En utilisant le champ de vecteurs, la normale a la ligne mofu(s) — b] —v(s) = 0 est
notée par ny = (ma, —1), alors n, . F' = [b — u(s)][-m} + Sms + 2] < 0 dans la
région u(s) < b, v(s) < 0, donc la trajectoire pénétre dans cette région. De méme,

nous pouvons prouver que la trajectoire coupe la ligne v(s) = mq[u(s)—0b], voir (2.1).

W=mgylu-h)

FIGURE 2.1 — Le portrait de phase du lemme 1 et lemme 2 (ii)

Lemme 2 (i) Une solution y(s,yo) dans £y qui approche (b, 0, 0, 0) quand
§ — —o0 dans la région u > b, v > 0 reste dans cette région pour tout s.
(i) Toute trajectoire qui vérifie w(0) > 0, z(0) > Sw(0), aura w(s) > 0 et

z(s) > sw(s) pour tout s > 0 tel que u < b.

Démonstration 2 On a que la normale a la ligne v = 0(u > b) est ny = {0,1},
donc ny . ' = Su(u —b) > 0. La normale a la ligne u=b, (v>0) est n, = {1,0},
doncn; . F' = cEZU > 0. Ainsi, la région uw > b, v > 0 est invariante.

Supposons qu’il existe un s tel que u(s) < b, mais z(s) < §w(s), soit s; = inf{s|z(s) <
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5, u(s) < b}. Puisque w(0)>0, 2'(s1) — Sw'(s) < 0.

En utilisant z(s1) = Sw(s1), on obtient % +1-8+ HLZ(S) < 0, puisque u(s) < b,

on aura % +1-0+ HLZ(S) <0, c’est-a-dire, ¢® < Ll(b’ﬁ;ﬁ_l), c’est une contradiction
A(bB—b—1)

T Ceci compléte la preuve.

avec ¢? >

Lemme 3 Soit y une solution qui approche (b, 0, 0, 0) et tangente & ez dans la
région u < b quand s — —oo. Supposons que (1 — a)(f —1) > f—fb f’—fb et u est

décroissante jusqu’a ce que y entre dans la région

w
T = < -b)+—<0 > 0},
{(u,v,w, 2)|u < ug, a(u—">)+ 5w , W }

alors la solution doit satisfaire v(s) < —mw(s).

Démonstration 3 La solution y approche (b, 0, 0, 0) et est tangente a e3. Le vec-
teur propre ez en (b, 0, 0, 0) a des composants v = Az(u —b), w = p(A3)(u—10b), ot
p(A3) < 0, v =1 < 0. Ainsi, u décroit dans la région u < b. Puisque 0 < d < 1,

nous avons

> (- wl-20
b—u ,  Bb—1-1b
> Pt -ax s P00

Alors dans la région u<b, le vecteur propre ez en (b, 0, 0, 0) réside dans la région

ot a(u —b) + 7 > 0.

Par conséquent, si s — —o00, la solution y satisfait

up <u<b, v<0, w>D0, @(u—b)+L>O
1+u

Maintenant, nous supposons que y(s) € T, v(s1) = —mw(s), et sy est la pre-

miére valeur tel que u(s) < b pour s < s;. D’apres le lemme 2, z(s1) > £, donc

c
927
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a(l+b)v(s1) + z(s1) > 0. Soit

w
1+wu

So = sup{s < s1 | a(u—"b)+ >0}

Puisque s — —o0, a(u—b)+17- > 0, la valeur sy est finie. Comme a(u—0b)+1 <

0 pour s > sy et afu(sz) —b) + 115‘9(25)2) =0, on a que [a(u —b) + )=, < 0. On
réécrit la derniére inégalité comme v(sq)[a(1—b)+2au(sq)]+2(s2) < 0. Mais comme

§ = S§1, nous avons

— w(s1) 2(s1) = b v(sy) (o + au(s;) — —w(sl) 2(s
U(Sl)[a (1+u(31))2 1—|—’LL<81> 1+U(Sl)[ ( 1)( + ( 1) 1+u(31))]+ ( 1)
1 v(s1)w(sy)
> m[v(sl)(a(l +0) — H—u(sl)) + 2(s1)]
1
> I—I——u(sl)[a<1 +b)v(s1) + z(s1)] > 0.

w

Tia @ un minimum positif pour cer-

Par la continuité des fonctions, a(u — b) +

tains s3 € (sg,51), et y(s3) € T. Alors

w w
_ b - /_ — O _ b o //_ >
[Q(u )+ 1 +U]S—S3 ) [Oé(u >+ 1 + U/]S_SB ?
qui peut étre écrit comme
Z'(s 2aw(s3)? w(s3)v(s
(o 200 ovlon wleplols)
T+u(ss) 14wu(ss) (14+u(s3))
Puisque sy < s3 < sq, Q(U(Sg)—b)—l—M < 0, en supposant que (1—a)(f—1) >
1+ U(Sg)
f—fb bﬂl_jb_b, on aura que % + 20w(s3) = 0. puisque y(s3) € T, > HTI, on
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peut voir que

w(s3) B ?u(sz)?  (a?b— B)ulss) _ 20w(s3)u(ss)
Tru(s) | Tru(ss) T 1+ u(ss) T
donc
ot (35) + 2'(s3) 20w(s3)?  w(ss)v(ss) <0

L+u(ss)  1+u(ss) (14 wu(ss))?

une contradiction. Ainsi, l'inégalité v(s) > — w(s) ne peut pas tenir. Ceci

1+b

prouve le lemme 3.

Considérons un petit cercle sur 2, paramétriquement donné par

b+ ecos(f + ¢) +esin(d + ¢) + O(e)
Mg cos(0 + @) + Azesin(f + ¢) + O(e)
p(As)esin(d + ¢) + O(e)
Asp(As)esin(f + ¢) + O(e)

g(0) =

La phase ¢ est donnée de telle sorte que g(0) soit sur €y dans la région u < b, et le
paramétre 6 € [0, 27]. On choisit g de sorte que lorsque 6 croit de 0, b+ecos(0+ )+
esin(0+¢)+0(e) décroit et p(A3)esin(6+¢)+O(e) croit de 0. Soit A un élément de
I'ensemble {0 € [0, 27], ilexiste sy telque u(so, g(0)) = up, v(s, g(#)) <0, s < so},
Alors A contient 0 d’aprés les lemmes 1 et 2, A non vide et borné. Soit ¢; =

supA et y1 = g(61).

Lemme 4 I existe un sqy tel que

U(So, yl) = Uy, w(807 yl) > Wo, U(SO7 yl) =0
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I

{uf( sOiJ"]}ﬂ'{ 5003’1“

u=b

Uo

FIGURE 2.2 — La projection dans le plan v — w

Démonstration 4 (a) Puisque g(0) € Q avec u<b, si u(sg, g(0)) = ug, alors
v(s0, 9(0)) = Lu(sg, g(0)) < 0, par conséquentu(sy(6), g(0)) = ug pour 0
dans un petit voisinage de 0 = 0. Donc, 0, # 0. par le lemme 2, si g(0*) est
dans la branche de Q1 avec u > b, alors 01 < 6*.

(b) y(s, 1) ¢ {(u, v, w, 2) |up <u<b, 0 <w<wpy,Vs>0}. Sinon w' =
2z Vs > 0, donc w ne sera pas bornée.

(¢) Iln’existe pas de sy > 0 tel que v(sy, y1) =0, up < u(s1, y1) < b, w(s1, y1) >
0. Sinon, si un tel sy existe, d’aprés lemme 3 on remarque que oz(u—b)—kl%b >

0, up < u(s) <b, w(s) >0.Sia(u—b)+ =0, alors d’apres 2(s) > 0, on a

que w est croissante. puisque v(s1, y1) =0, on a [a(u—b)+ 1] = 1_igf(15)1) >0

et a(u(s) —b) + 1:”5;1) > 0, u(s) > 0 pour tout s > sy. Il existe § > 0 tel que

a(u(s) —b) + 11(2)5) > 0, u(s) <0 pour s € (s; — 0, s1), alors la trajectoire
y(s) entre dans T, voir le lemme 7 de [3], on aura que v(s) > —Sw(s). Cest
une contradiction avec le lemme 3.

Si il existe sy tel que u(sy) > 0, a(u—0b)+ 7 > 0, alors v'(s1) = cv+ula(u—

b) + 1] > 0, donc v est croissante, basé sur I’hypotheése que v(si, y1) =
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0, up < u(sy, y1). Le théoreme des fonctions implicites et la continuité des so-
lutions par rapport auz conditions initiales implique qu’il existe un sy = s1(60)
tel que v(s1(0),y1(8)) = 0, up < u(s1(0), y1(6)) pour tout 6 dans le voisi-
nage de 01. puisque il n’y a pas en T, a(u(s1(0)) —b) + % > 0, alors
v'(51(0),y1(6)) > 0 pour 8 < 6. Ceci contredit la définition de 6, et prouve le
cas (c).

(d) 1l est impossible que u(s, y1) > wug soit vrai pour tout s. Puisque u est
décroissante et w est croissante, w ne peut pas étre bornée. Si c’est vrai, alors
a(u—>b)+ e > a(u—0) + 145 Donc a(u—b)+ 1 ne peut pas étre bornée.
Comme dans la preuve du lemme 1, on a v(s) > my(u(s) —b), ou my > Ay.
¢a veut cela dire que v(s) est bornée intérieurement par m(ug — b). Alors
v'(s1) = cv +ula(u—b) + 1] est croissante, ceci veut dire que v ne reste pas
négative, donc u n’est pas décroissante, et ceci contredit (c).

(e) Nous avons d’apres la partie (c) que v(s, g(0)) < 0 tant que u(s, g(8)) = uo,
et si il existe un sy tel que u(sg, Y1) = up, w(so, Y1) < wo, alors
Wo

< —b =0
]_—|—U0 Oé(u() )+1+UO

a(ug — b) +

Ceci veut dire que la trajectoire entre dans T, alors on v(sg, g(#)) < 0. cela
est en contradiction avec la définition de 0,. Donc il n’existe pas un sq tel que
u(So, Y1) = uo, w(so, Y1) < Wo.

(f) 1l n'existe pas un sy tel que u(so, y1) = uo, w(So, y1) = wo. Sinon, d’aprés
(e), si v(so, y1) < 0, ceci contredit la définition de 0y. Si v(so, v1) = 0, la
trajectoire entre dans T, en utilisant les méme hypothéses utilisé dans (c), on

a une contradiction.

Lemme 5 ] existe une valeur 0y de sorte que la coordonnée v de g(6s) est nulle et

02>91
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Démonstration 5 On sait d’aprés les lemmes précédent que les solutions partant
de l'arc g(0), 0 < 0 < 0y, en Qy entre dans T ou P. arg g(0) fournit un coté de la
quadrilatere 33, le second coté du quadrilatére est composé de deux parties, une partie
est un arg g(0), 01 < 6 < Oy, ou Oy satisfait \yecos(0+p)+ Azesin(0+¢)+0(e) =0,
soit yo = g(62), la deuziéme partie est un arc du cercle qui est lintersection de la

sphere qui entoure (b, 0, 0, 0) dans Qs et Uhyperplan v=0, voir (2.3).

FIGURE 2.3 — Le deuxiéme coté de la quadrilatére 3

Maintenant, nous construisons les autres cotés du quadrilatere .

Lemme 6 La sphere croise I'hyperplan défini par v = 0 et z = 0 dans une courbe
fermée lisse, et il existe un point, disons ys, sur la sphere telle que les coordonnées

v et z de y3 sont toutes les deux nulles.
Démonstration 6 notons que
b+ ecosfsing +esinfsingp + e cosp + O(¢)
g€ cos Bsin p + Aze sin @ sin ¢ + \ye cos p + O(¢)

P(A3)esinfsing + p(Az)e cos p + O(e)
A3p(Ag)esinfsin o + Aop(Ag)e cos p 4+ O(e)
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On va montrer qu’il existe une fonction p(0) pour 0 € [0, 27| de classe C* et p(0) €

[0, 7] tel que les coordonnées v, z de g1(0, ¢) = 0 satisfont

A€ cosOsin p 4+ A\zesin @ sin ¢ + e cosp + O(e) =0, (2.7)

A3p(Ag)e sinfsin ¢ + Aap(A2)e cosp + O(e) = 0. (2.8)

On divise respectivement (2.7), (2.8) par € des deuz cotés et on note

G(0, ) = Aycosfsing + Agsinfsinp + Ay cosp + O(1) =0, (2.9)

H(0, ¢) = A3p(A3)sinfsin g + Agp(Ag) cos ¢ + O(1) = 0. (2.10)
En (02,7/2), 0G/0p = —Xy # 0, OH/Op # 0, donc le théoréme des fonctions
implicites implique que, pour € assez petit, il existe une courbe définie par

cot o = (Agcos + Azsinf)/ — Ay

tel que 0 et ¢ se trouvent dans un voisinage de la courbe.

Les points qui satisfont 0G /0@ # 0 sont dans un voisinage de la courbe définie
par

cot p = Ag/(Agcosf + A3sind)

Ainsi, 0 sur la sphére donnée par p(0) peut étre étendue a une courbe fermée lisse
H(8, ¢) surla sphére. Nous pouvons obtenir le résultat similaire a propos de (2.10).

La preuve du reste est similaire a la premiére partie de ce lemme.

Maintenant, nous choisissons un petit voisinage de (b, 0, 0, 0) tel que les conditions

requises dans le lemme 1 au lemme 6 sont satisfaites.
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FIGURE 2.4 — Le triangle topologique 3. dans la sphére

Soit ¢ suffisamment petit pour assurer les conditions requises dans Lemme 5 et 6.
Nous savons du lemme 1 au lemme 6 qu’il y a un triangle topologique défini sur la
sphére, les trois sommets sont yy qui est déterminé par le lemme 1, y, = g(6s), et ys3
qui sont déterminés par le lemme 6. Mais ce triangle ne satisfait pas la condition (ii)
de la proposition 1 parce qu’il y a un petit voisinage dans R* autour du point (b, 0,
0, 0) qui contient des points de W~. Nous devons donc modifier le coin yy. Comme
dans [3], d’aprés le lemme 6, soit U un petit voisinage de R* autour du point yp. Soit
U suffisamment petit pour qu’il ne contienne ni y; ni y3. Soit aussi U assez petit
pour que si y* € U, alors il existe un so(y*) tel que u(so(y*), y*) = uo. Rappelons
que y(s, yo) croise u = ug transversalement en s = sg.

Soit E une petite boule dans R* centrée sur 1, contenue dans U. Considérons la
courbe de I'intersection de la sphére OF avec la sphére dans ()3 définie par H (60, ¢).
Cette courbe est le quatriéme coté de X. Soit y, Uintersection de W avec I'arc
qui est 'intersection de la sphére définie par H (6, o) et I'hyperplan z = 0, soit ys
'intersection de la sphére définie par g(f). Ainsi, nous avons déterminé le troisiéme

et quatrieme cotés voir (2.5).
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FIGURE 2.5 — Le quatriéme coté de la quadrilatére X

Lemme 7 Il existe uny* € 3 tel que la solution Y (s, y*) = (u1(s), vi(s), wi(s), z1(s))

reste dans la région W, et 0 < uy < b, 0 < wy < L ou L est un réel positif pour tout

S.

Démonstration 7 On a que l’ensemble W est fermé. Afin d’utiliser la proposition
1 pour prouver ce lemme, nous devons vérifier les conditions (ii) et (iii) de la propo-
sition 1. Supposons que yo € X, s < T(yo), Y (s, yo) € W, Y (s, yo) € W~. puisque
W= CintW ou W= COW\W~, si Y(s, yo) € intW, alors il existe un ensemble
ouvert U autour de Y (s, yo) disjoint de OW .

SiY (s, yo) € OW\W~, parce que N et H sont des variétés invariantes, Y (s,yo) ¢ N
ou H. Il y’a plusieurs cas a éliminer.

Si Y (s, yo) est dans la partie de OW\W ™ avec u > ug, w < 0, z = 0, alors

Z=cz+w(l-p+ Hiu) >w(l—p0+ lfuo) = 0 et la trajectoire était précédemment

dans l’ensemble @Q), ce qui contredit I’hypothése s < T(yo).

SiY (s, yo) est dans la partie de OW\W ™ avec u < ug, a(u—b)+ 15 <0, v=0,

alors v' = L[cv + au(u — b) + =] > 0 et la trajectoire était précédemment en T,

cela contredit Uhypothése s < T'(yo).

Par construction, il s’en suit que > est compact, croise chaque trajectoire qu’une
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seule fois et est simplement connexe. Si ¥ = X°, puisque W~ n’est pas simplement
connexe, par la proposition 1 , c’est impossible. Donc ¥ # X°, c’est-a-dire qu’il
existe un point y* tel que Y (s,y*) € Wpour tout s.

Supposant que sy est le premier temps tel que wi(s1) > L avec u(sy) < ug, puisque
Y (s, y*) est dans W, Y (s, y*) ¢ P, donc z1(s1) < 0. Ceci implique que wy(s) est
décroissant et doit avoir dépassé L a un autre moment ss # s1. Cela est une contra-
diction avec le premier temps s1. Par conséquent, wq(s) est borné. De méme, nous

pouvons prouver que ui(s) est borné.

Lemme 8 La solution Y (s, y*) reste dans 2 pour tout s, ou

q>%(c+\/02—4(ﬂ—1——) ).

L+1 bo
u<v<—u}.
c

1
Q={(u, v, w, 2)[0<u<b O<w<L, ——w<z<quw, —
c

1
Démonstration 8 Supposons qu’il existe un s; tel que z1(s1) < ——wi(s1). Si il
c

1 1
existe un sy tel que z1(s2) = ——wy(s2), alors Zi(sa) + —wi(s2) = 0. En remplagant
c c
dansw' =z et 2/ = cz+w — ﬁ—i on obtient
1,1 p
—2(= 1—f+————|>0
C(C+c)w1(52)+w1(52) l B+ 1+u1(81)}
1.1
—E(E + C)U)l(SQ) + w1(82) |:1 - 5 + %} >0

Ceci implique que —C% > 0, qui est une contradiction, nous aurons que z(s1) <
—Lwi(s1). Nous aurons la méme chose pour s > sy, 2{(s) = cz1(s)+wi(s) [1 - B+ HULI(S) <
cz1(s) +wi(s) < 0 et z1(s) < z1(s1) pour s > s1. Donc wi(s) est strictement néga-
tive est bornée loin de zéro par zi(s1) et wi(s1) < 0 pour un s finie. Ceci est une

contradiction. Le reste de la preuve est similaire.
Lemme 9 la trajectoire y(s, y*) — (ug, 0, wp, 0) quand s — +o0
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Démonstration 9 L’équation caractéristique du systéme (2.5) linéarisé au point

(ug, 0, wp, 0) est donné par

C 2 —r cr Ozb(ﬂ—l)—a
)\4 - 3 /\3 —>\2 —A - 7 =0 211
our(B) = @ — % Puisque I’J“Tl < f < Zir_}’ on a que r<0, ab(ﬁ;ﬂl)—a < 0.

en utilisant le critére de Routh-Hurwitz, on peut voir que l’équation caractéristique
a deux valeurs propres avec partie réelle positive et deux autres avec partie réelle né-
gative. Par le théoréme 6.2 de [8], il y a une variété stable de 2-dimension au point
(ug, 0, wp, 0). Pour montrer que la solution va s’approcher du point (ug, 0, wp, 0),

on construit une fonction de Lyapunov comme suit

V = [c(u —up) — dv] + uo[d2 — clog ﬂ] + ugle(w — wp) — 2] + uowo[i —clog E]
U Wo w Wo

On a que V(u, v, w, z) est continue et bornée dans Q, et
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dV oV N oV _— oV w - oV B
ds ou ¢ ov ! ow ¢ 0z !
Ugv> +af \b— ) uw UpW 2> o UgW 1+
- alu —u —u) — — — Ugw
u? 0 1+u w? 1+u 0
gy — oot
oUo T+u
2 2
UV uw UoW( 2 upuw  Puguw
_ _ bh—u) — _ _
u? +au = uo)(b = u) 14+u w2 1+u 14+u
g — PHowou
oUo T+u
2 2
UV SBuguw Uw Uuw UoWo 2
_ _ h— _ _ _
u? +au = uo)( u)+[1+u 14+u 1—i—u] w?
gy — D00
0Wo T+u
2 2
U UgWoZ Bugwou
_ _ bh—u) — _
2 a(u —ug)(b—u) 0Wo =
2
UQV UgWo 2 Bu
i + a(u —ug)(b — u) — woug[l — 1+u]
2 2 2
UV UpWo 2 a(u — ug)
- — b—1—wuy— ul.
Puisque Y < g < WL AV () dans Q. ¥ =0 si et seulement si u = ugy, z =
b b—1 s ds

0, le

sous ensemble invariant le plus large de ce segment est ['unique point (ug, 0, wp, 0).

Le Principe d’invariance de Lasalle, nous donne que y(s) — (ug, 0, wo, 0) quand s —

+00
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2.3.2 Preuve du théoréme 2

Pour prouver le théoréme 2, nous fixons «, d et b, alors que 3 et ¢ nous les lais-
sons comme paramétres. Ce choix de parameétre revient a fixer les valeurs du taux
de croissance et la capacité limite de la proie et a faire varier l'efficacité du préda-
teur. Nous cherchons des racines purement imaginaires de I’équation caractéristique

(2.11). En substituant A = ki en (2.11) et en simplifiant, nous avons

K*— O R 4 p(B) =0

2 _ 18
K ~ T 1Hd

ou r(p) = @ — %, p(p) = ab(ﬁd;ﬁl)_a. Puisque 5 < %, on obtient que r(f) <

0, p(B) < 0. Ainsi, une paire de valeurs propres imaginaires existe si les parameétres

3 et c satisfont la condition ¢* = 14+d - MP-

On considére A en fonction de f3, et dérivons 'équation caractéristique (2.11) par

rapport a 3

dA(B) _ 7N (8) = AB) — P (212)
B () = 3X(B)(c + §) + XTIAB) + 5
Substituons A = Ki dans (2.12), on obtient
d\(B) (r"K?* +p'd) 4+ er' Ki
d3 (3K2c(1+d)+ecr)+ (2K(c2 —r) — 4dK3)i
Apreés quelques calculs, nous avons
dx(B), rr'(3 —d) L (r=2)
Re(=a5) = ~ayae W+ g
_ —2car ( 2 _1+b) 200 (1+b_ 2 ) 1+b
144 |'8-1 B 1+d B2 (B—-1)2 32
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soit m = (% - %b)%, et on réécrit Re(%(ﬁﬂ)) comme suit
d\(B),  —2acr o 1+ b 2 (1+0b)(1+4d)
Bea5 ) = Tra {(m“)( FER G YE 82

i btl < 1 dA\(B) T .
Puisque 3= < 8 < oy on a Re( a5 ) < 0. Cela implique que la condition

transversale est satisfaite. Ainsi, nous avons prouvé le théoréme 2.
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