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INTRODUCTION

L’OB]ET de ce mémoire est de donner quelques résultats concernant les intégrales
fractionnaires et les dérivées fractionnaires de type Hadamard et au sens de
Hadamard. On donne aussi des résultats d’existence et d’unicité pour des pro-
blemes de Cauchy avec une dérivée fractionnaire au sens de Hadamard. Notre
mémoire est divisée en trois chapitre.

Dans le 1¢ chapitre on donne quelques propriétés de 1l'intégrale fractionnaire
de type Hadamard et au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples
d’applications. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [5], [6], [7] et [8].

Dans le 22" chapitre on donne quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de
type Hadamard et au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples d’ap-
plications. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1], [2], [3], [4], [5], [6] et [7].

Dans le 3° chapitre on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour
I'existence des solutions pour les problémes de Cauchy dont la dérivée fraction-
naire est au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples d’applications.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [7].



INTEGRALE FRACTIONNAIRE DE TYPE
HADAMARD ET AU SENS DE HADAMAR

Dans ce chapitre on donne quelques propriétés de l'intégrale fractionnaire de
type Hadamard et au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples d’ap-
plications. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [5], [6], [7] et [8].

1.1  Quelques définitions

1.1.1  Espace LF(a,b) [7]
soit (a,b) (—oo0 < a < b < +00) un intervalle fini de R.

Définition 1.1.1 I'espace L¥(a,b) (1 < p < 400) est I'espace des fonctions f mesurables
intégrables au sens de Lebesgue a valeurs réelles telle que la norme || f Hp < 400, 0l

b 1/p
I, = ([ 1P de) < p <o) (111
et pour p = +00, on a
1 flleo = ess sup, F(1, (1.1.2)

et L®(a,b) est I'espace des fonctions essentiellement bornées sur (a,b).

1.1.2 Espaces des fonctions intégrables avec poids X! (a,b) [7]

Définition 1.1.2 L'espace X! (a,b) (c € R,1 < p < +o0) est 'ensemble des fonctions
mesurables a valeurs complexes f sur (a,b) telles que || f || x» (ap) < 00, avec

b d 1/p
g = ([ 0P )T a<p<tm), G
et
1Nl xeo (a,0) = €55 sup. [x“ [ f ()] (1.1.4)

Cas particulier : si c = 1/p , l'espace X! (a,b) coincide avec I'espace L¥(a,b) et on a
Xf/p(a,b) = LP(a,Db).
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1.1.3 Espaces ACY,[a, 0]

soit [a,b] (—o0 < a < b < 400) un intervalle fini de R.

Définition 1.1.3 [8] Une fonction f est dite absolument continue sur un intervalle [a, b]
, si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles ouverts
disjoints deux a deux [ay, by] C [a,b] , k=1,2,--- ,n, tel que

n n

Yo (be—ap) <= ) |f(bx) — flap)| <e.

Notation : On note par AC|a, b] 1’espace des fonctions absolument continues sur

a, b].

Théoréme 1.1.1 [8] L'espace AC|a,b] coincide avec I'espace des primitives de fonctions
sommables de Lebesgue , c’est d dire

FeACab) & f(x) =c+ / o(dt, (¢ Ll(ab)) (1.1.5)

Ainsi une fonction absolument continue f a une dérivée sommable f'(x) = @(x) dans
[a,b]. Alors (1.1.5) signifie que

p(t)=f'(t) et c=f(a). (1.1.6)

Définition 1.1.4 [7] Pour n € IN* on note par AC"|[a,b] l'espace des fonctions a va-
leurs complexes f ayant des dérivées jusqu’a 'ordre n — 1 continues sur [a,b] telles que
f=D(x) € AC[a,b], Cest a dire

AC"[a,b] = {f: [a,b] — Cet (D""1f)(x) € AC[a, b] (D = %)} . (11y)

En particulier, on a AC'[a, b] = AC|a, b].
Définition 1.1.5 [7] L'espace noté ACJ [a,b] (n € N*, p € R) défini par

ACj,la, b] = {g: [a,b] — C: 6" xtg(x)] € AC[a,b], u €R, 5 = xdi} )

X
(1.1.8)
est appelé espace des fonctions absolument continues avec poids.
En particulier, quand p = 0 'espace AC}[a,b] :== AC}a, b] et on a
AC}[a,b] = {g : [a,b] — C: 6" 1[g(x)] € AC[a,b], 6 = x%} . (1.1.9)

Quand y =0etn =1, 'espace AC}[a,b] coincide avec ACla,b).
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1.2 La fonction Gamma d’Euler et la fonction Béta
d’Euler

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler [7] :

Définition 1.2.1 La fonction Gamma d'Euler notée I est définie par

[(z) = /0+oo e tdt (R(z) >0). (1.2.1)
Remarque 1.2.1 [7] La fonction Gamma d’Euler posséde la propriété suivante
I'(z+1)=2zI(z), (1.2.2)
et pour n entier naturel , on a
I'(n+1)=mn!, (1.2.3)

avec 0! = 1.

1.2.2 Fonction Gamma Incomplete [7] :

Définition 1.2.2 La fonction Gamma incomplete est définie par

X
y(v,x) = / t'le~tdt, (x>0,v>0). (1.2.4)
0

1.2.3 Fonction Béta d’Euler [7] :

Définition 1.2.3 La fonction Béta d’Euler notée par B est définie par

1
B(z1,22) = / #1711 — 2Lt (R(z1) > 0et R(zp) > 0). (1.2.5)
0
Cette fonction est reliée a la fonction Gamma d’Euler par la relation suivante
_ I(z)I(z)
B(z1,2p) = T(z1+22) (R(z1) > 0et RN(zp) > 0). (1.2.6)

1.2.4 Intégrale fractionnaire de type Hadamard et au sens de Ha-
damard

Pour tout n € IN* , p € Reta > 0, on pose par définition

( ,Vf —H/x dtq /t1 dtz /a ”f(tn)dtn

Lemme 1.2.1 [6] Pour toutn e N* , y€R et a>0 , ona

() 0 = g [ (2) (og?) 50, xma Gag
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Preuve : Pour la preuve on utilise un raisonnement par récurrence.
Pourn=1,ona

(3t ) () = [t T

STRONCHE

Donc (1.2.7) est vérifié pourn =1.
Supposons que (1.2.7) est vraie pour n un entier naturel non nul fixé et montrons
qu’elle reste vraie pour n + 1.

X dt f dt th-1 (dt tn dt
~n+1 “il ut2 “in u n+1
£\ #\"  dtdhy
() e
x h\" ' dh
</ ( &% > ty a

On pose v = t?l , on obtient
~n+1 _ xH /x u—1 /x/t n—ltd_v
(000F) (0 = gy |, #F0 ( ) Gogoy™ 7 ) d
x7hox logv)"*/!
:(n—l)!/ " lf(t){( i } o
1>/ t\! x\" . dt
=i [ (5) (es}) s
En conclusion

VineN*,VueR etVaeR", ona

(o) 0= oty [ (2) (083)" 0%

A partir du lemme 1.2.1, on donne la généralisation suivante :

Définition 1.2.4 (Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard ) [6]
Soit w € C avec R(a) > 0, u un nombre réel et a > 0.
L’intégrale fractionnaire de type Hadamard pour une fonction f est définie par

() 0= [ (5) (0s3) s, xea e
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Remarque 1.2.2 Pour a = 0, on pose par définition

(300f) () = f(). (1.2.9)

Remarque 1.2.3 Pour y = 0, on obtient l'intégrale fractionnaire au sens de Hadamard
définie par

1 x x\a—1 dt
~K _ s .
(35.f) (x) = W) /a <log t) f(t)—t , (0 >0;x>a). (1.2.10)
Exemple 1.2.1 [7] Pour f(x) = xP, oit B est un nombre complexe , on a

() 0= 5y (2) (os7)""#

t .
on pose v = < on obtient

(38, 4°) (x) = T(loc) /0 Lo <1og%>

on pose T = —logv , on obtient

a—1
xPoPldo,

(J6‘+,Vtﬁ> (x) = W/O e~ (BHH)T g,

on poses = (B+ u)t, R(B+ 1) >0, on obtient

~K ﬁ e - —S d
(31") () = FJEw)/o (ﬁiu) © ﬁfu
—&,B 4o
(;B _’ijzlo)() X /0 e—ssa—lds

= (B+p) 2P

En particulier , pour y =0, on a

(38,£) (x) = B~2P.

Exemple 1.2.2 [7] Pour f(x) = (10g g)ﬁ , o1 B est un nombre complexe , on a

(Jg . (1og£)ﬁ_1> (x) = ﬁ /a ’ (1og§)“_1 <log£)ﬁ_1 #,
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on pose T = 822 ég, on obtient
(3 (os2) ™) 0= iy [ 2 e (g2 (o2
a+B—1 (1
— ﬁ <logg> +Z 1/0 (1—1)" LeB-1g
1 X\ &+
" T() (log E) Bla, f)
_ L (1og )1 LOL(A)
- T(a) 57 T(a+pB)
r x\atp-1
- r(a(f)/a) (Og;)

1.3 L’intégrale Fractionnaire de Type Hadamard dans
’espace X! (a,b)

Théoreme 1.3.1 [6]soitw > 0, 1 < p < 400, 0<a<b<oo etsoity €R et

c € Rtel que p > c . Alors I'opérateur Tz, ,, est bornée dans X (a,b) et

< K||f”xf(a,b)/ (1.3.1)

Ol pour y = ¢

1 b\"*

K = e+ 1) (log E) , (1.3.2)

et pour u > ¢
K—L( —c) "y la,(up—c)lo b (1.3.3)
- r(“) K Y K g a . -3-3

Preuve :

On distingue deux cas.
1¢Cas: (1< p<+o0)

On a,
b
Xp (a,b) </u
(

3] Lwyf<>pdx)/p

“r (3) o) 0%

1/
P dx P
x 7
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X .
on pose u = —, on obtient

‘ X? (a,b) (/b pdx)l/p
— </1b/a r(a)u—ﬂ—l (logu)*~ (/ Cf( )d_x> du>1/p
<[ (L Q%) o

X .
on pose t = o on obtient

x . du

x/a
Fay ¥ togw) )T
1

u

1/p

X?(ab) /b/a”_y_lr(loc) (1og )" </ab/u [tuf(£)]7 dt> au

1/p

= [ e o ([ eror )

<(/ z Luc—ﬂ—l (o)™~} (01
—\/1 T(a) X¢(ab)

a—l—yf’

c’est a dire
5] 0y < KW Dy

avec

b/a 1 o
_ pu—1 a—1
K /1 ) (logu)™ " du.

Calculons la constante K :

Pour t = ¢, ona

etpour y >c, ona
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on pose t = logu , on obtient

1 log(b/a) "
— —t(p—c)a—1
K _T(tx) /0 e 7 dt,

maintenant on pose s = f(y —¢) , on obtient

K — 1 (—c)log(b/a) s S a—1 ds
- T(a) Jo ¢ T w—rc
— (‘ur_(:i_a /(H_C) log(b/a) ¥ 1p=5 g
0
_(p=o)" B b
=~ T v« (p—c)log )
2°m¢ Cas : Sip=+o0

Pour ce cas on a,

jg*rﬂfogo@,b) = ess sup [xcwgw (x)y} .

a<x<b
Comme
0] = s [ (2) (os3)" 0%
e [(E) (eed) e
<t [(4) (osd) werol &
< M) [ fll xeo (a,p) - (1.3.4)
ou

M(x) = ﬁ/j (é)y_c (10g§>a1 ?
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Calculons M(x) :

X
Onposeu:?, on a

Pour y =c, ona

L/ (logu) u
T'(a) & u

1 b\"
< Tt 1) (log E) p (1.3.5)

etpour y >c, ona

1 x/a 1 du
—_ (p—c) a—1 %%
M(x) = F( ) /1 u (logu) ,

on pose t = logu , on obtient

1 log(x/a)
- —(p—c)a—1
M(x) F(tx)/o e ¥ dt,

maintenant on pose s = (3 — c) , on obtient

1 f=aloglx/a) /s \*1 gs
M(x)_F(M/o ‘ (V—C> p—c

(p—c)log(x/a)
/ sszx—lds
IX) 0

—(“_(8 av( (u—6)10g< )

Comme 7y est une fonction croissante, il resulte que

o) b
M(x) < %’y (zx, (u—c)log (E)) . (1.3.6)
Alors d’apres (1.3.4), (1.3.5), (1.3.6), ona

35 ()] < KIfllxeap)

ou K est donné par (1.3.2) pour y = c et par (1.3.3) pour y > c.

10



Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

Corollaire 1.3.1 [6]soita >0, 1 < p <400, 0<a<b< oo etsoitc<0. Alors
Uopérateur 3%, est bornée dans X[ (a,b) et

198 Al ) < K 1l xt oy (1.37)
oit pour ¢ = 0
1 b\"
Kl = m (log E) , (138)
et pour ¢ < 0
1 —a b
Ky = m( c) Ty {oc, clog (E)] ) (1.3.9)

Théoreme 1.3.2 [6]soita > 0, 1 < p< 400, 0<a<b< oo etsoit y € R et

c € Rtel que p > 1/p . Alors l'opérateur 35, ,, est bornée dans LF(a,b) et

|

Tuf|, <K lfl, (1.3.10)

ot Ky est donnée par (1.3.2) pour y =1/p ,

et pour u >1/p ,ona

o 1 (S ) R

Preuve :

On a

1/p

([
!

3, ny

3 ()] )

o ), (3) (os3) " 0

P\ VP
dx ,

X
on pose u = ¥, on a

Pt - ([ oy v 1204 )
< /117/51 r(la)uyl (log )"~ </uz f <g>’pdx>l/;9 »

11
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b
onposef= —, ona
u

par suite,

T, < Kol

avec

1 fb/a _
K, = 1/p—pu—1 1 a—1 )
2 () /1 u (logu)™ " du

Calculons la constante K :

Pour y =1/p, ona

1 b/a a—1 du
K2 = WA (log 1/[) 7

1 {(loiu)“}i/a

1 (el
S T(a+1) 8q) "

etpour u >1/p, ona

1 fb/a du
— —(u=1/p) a1 27
K T(oc)/1 u (logu) o

On pose t = logu, on a

r(ﬂé) 0

On poses =t(p—1/p), ona

1 (u=1/p)log(b/a) S o=l g
K= -5
2 I“(oc)/o ‘ (V—l/P> w—1/p

_(=1/p)" /(”‘W’) log(b/a)
I'(a) 0

= %7 (rx, (n—1/p)log (Z)) :

s 1545

o b/a 1] u—1 a—1 b/u p /p
~ < —_1 — —
o], = [ e s ([ o)

12
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Remarque 1.3.1 Soitc € R, 1 <p<oo, a >0 etucR
Si p > c, alors I'opérateur Ty, est borné dans XP (R, ) et

Un tel résultat est obtenu de (1.3.1) et (1.3.3) si on mit a = 0 et b = oo et on considere la
relation y(v,00) =T(v).

36‘+,ufo <Kl fllxrr,), avec Kz=(p—c)™".

1.4 Propriété de semi groupe d’intégrale fractionnaire
de type Hadamard
Théoréme 1.4.1 ([6], [7]) Soita >0, p>0,1<p<o0,0<a<b< ooetsoit
# € RetccRtel que u > c. Alors pour f € X (a,b) la propriété de semi groupe est
vérifiée
~ ~ ~0t
38T f = Tiht (1.4.1)

Preuve :
Supposons que les hypotheses du théoreme sont satisfaites.

On pose T =

<JZ‘+IV3H,”f) (x) = WP(,B) /ax (t)x_ﬂtﬂ—l
1 1

13
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Corollaire 1.4.1 Soita >0, f>0,1<p<oo,0<a<b<ooetc<0.Alrs
pour f € XZ (a,b) la propriété de semi groupe est vérifiée

~ ~ A~
Jas T f = JHﬁ . (1.4.2)

Preuve :
La preuve est un conséquence immédiate du théoréme précédent.

14



DERIVEE FRACTIONNAIRE DE TYPE
HADAMARD ET AU SENS DE HADAMA

Dans ce chapitre on donne quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de
type Hadamard et au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples d’ap-
plications. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1], [2], [3], [4], [5], [6] et

[7].
2.1 Définitions et exemples

Pour p un nombre réel, a > 0 on pose par définition

(Dhuf) (6) = (6 1)) (x) = 1 () 4 pf (), 6= xar,

et pour n un entier naturel supérieur a 1, on pose par définition
1 -1
(D0f) () = Db (L) ().

A partir de cette définition on donne la généralisation suivante :

Définition 2.1.1 ([6], [7]) Soit « € C avec R(a) >0, p € R, a > 0et x > a, on
définit I'opérateur Dg_ ,, par

(@g;,y f) (x) = x Ho" (xmg;j; f) (x), (2.1.1)

oitn = [R(a)] + 1.

Remarque 2.1.1 Pour a = 0, on pose par définition

(904 0f) () = F(x).

Remarque 2.1.2 Si p =0, D7 est noté par Dy, et ona

(Da+f) (x) = 0" (35:°f) (x).

15



Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

Exemple 2.1.1 [7] Pour f(x) = xP , oit B est un nombre complexe , on a
(981,t7) (x) = 718" (137544 ()
= x H" (x”(,B + pt)“_”xﬁ>

= x Hs1 x— (B+u)* ”xﬁﬂ‘)( )

— xHsn1 ( ,B-i—y IX n+1, ptp— 1)
— N 1 < [34-;1/! zx n+1 ,BJr]/t)
— xH5— 2< ,B—l-]/l zx n+2x/3+}1> .

Par récurrence , on a

(D50t) (x) = (u+ B)*P

En particulier , pour y = 0, on a
(95,#7) = (B)*xP.

-1
Exemple 2.1.2 [7] Pour f(x) = <log g)ﬁ , oiL B est un nombre complexe,
avec R(B) >0, ona

= (T(n r_(i)‘f‘ B) <1°g g) n_a+ﬁ_1)

e F—(£)+ " sl [x % <log g>n—4x+ﬁ—1]
- Wr_(—%(sn—l {x(n —atp- 1)% (108 g)"_“ﬁ_z]
e e L [CHA
= (CH R

par récurrence on a

IR
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Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

En particulier, si p = 1 et ®(a) > 0, alors la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard
d’une constante, en général, n’est pas nulle.

c’est a dire

(Da+1) (x) = " (325:°1) ()

X
OTZPOSBZ):? ,ona

xi;@o e
dxT(n—a+1) 84

n—au 1 x\n—a-l
xl"(n —a+1)x <logz> )

(
(

_ g (ﬁ <logg)”‘“‘1)
<_

par récurrence, on obtient

1) () = ey (o83)

pour (0 < R(a) < 1), ona
(©5:1) () = =g (g 3)

Exemple 2.1.3 [7] Pour f(x) = <log g)a_] , avec j = [R(a)]+1, ona

_ F(Oé —n—+ 1) ( . x):)c—n+1—zx—1

FEoc—n+1)—rx) a
MNa—n+1 x\ —ntl
- I(—n+1) ( E)

17



Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

comme (—n+1) € Z, doncT(—n+1) = oo , on obtient

( « (log E)H) (x) = 0.

Proposition 2.1.1 [7] Soit R(a) > 0,n = [R(a)]+1et 0<a<b < oo,
I'égalité (D5, f) (x) = 0 est vérifiée si et seulement si

)= 1. (108 )",
L

oitc; € R(j=1,...,n) sont des constantes arbitraires.
En particulier, si 0 < R(a) <1, la relation (D4, f) (x) = 0 est satisfaite si et seulement

. x\ -1
si, f(x)=C <log E) pour tout ¢ € R.

Pour montrer la proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.1 Soit ¢ : (a,b) — R une fonction et n € IN*.
k
Alors 6"g(x) = 0, si et seulement si g(x) = Y7 —;dy <log g) , oil les dy sont des

constantes réelles pour tout k =0,--- ,n.

Preuve du proposition 2.1.1 :
supposons que les hypothéses de la proposition sont satisfaites.

on a,
(Da+f) (x) =0,
signifie que
6" (I f) (x) =0.

Alors d’apres le lemme précédent, on a

@1 ) () = ¥ e (1og ),

oucy € Rpourtoutk=1,2,---,n.
On applique l'intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre a aux deux membres
de 'équation précédente , on obtient

- n—1 N t k
@) () = ¥ e (m (1og) ) )
k=0
n—1 r(k+1) x\ a+k+1-1
- Ig)ckf(oc+k+l) (1°gE>
n—-1 k! x\ a+k
— - 1 —
k;)r(a+k+1)ck<oga> '

18



Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

Par suite,
f(x) =6"(Ta.f) (x)

n-1 k! x\ a+k
_ sn —
=0 kg)I’(oc—l—k+1)Ck<loga) )

n—1
k! " x\ 4tk
-y > log =
kzor(zx+k+1)c"5 <Oga>
o k! o Tlatk+1) (O §>w+kn
T ATark+ ) Tla+k+1-n) \8g

n—1 k! x\ a+k—n
:Igr(a+k+1—n)ck<log2> '

Si on pose j = n — k, on obtient

o ()

Réciproquement, si

on applique la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard aux deux membres de
I’équation précédente, on obtient

(D5,1) (x) = (@ 3G (10g¥)"” )

j=1

¢, (o2 (1os2)")

I
=

1

I
=TT

19



Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

2.2 Dérivée Fractionnaire de Type Hadamard dans 1’es-
pace AC} |a, b]

Dans cette section on donne des conditions suffisants pour l'existence de la
dérivée fractionnaire de type Hadamard ©;
On a la caractérisation suivante :

at+,u

Théoréme 2.2.1 [6]Ona , g€ Acg/y([a, b]) si et seulement si

g(x)=x7# [ﬁ /ax <log %)nl @(t)dt + ’gck (log g)k] , (2.2.1)

oit € L'(a,b) et ¢ (k =0,1,... ,n— 1) sont des constantes arbitraires.

Preuve :
Soit g € AC},[a,b], alors 6"~ [x'g(x)] € ACla, b] et par suite

X
&' [xg(x)] = [ g(dt 4y, (222
a
ot ¢ € L'(a,b) et c,_1 est un constante arbitraire.

Comme 6" 1 = x—¢""2, alors

dx
d ., o X
xﬁén_ [xHg(x)] :/ e(t)dt +cy_1.

Par suite, on a

gl = [ o)

Changeant x a t et t a u et on integre les deux cotés on obtient :

52 (g (x)] = /x%(/tm i) -+ [ a4,

= q; (/ dt) du + c,—1 [log t] +Cn—2

X

= log (H)dt+ ¢, 1 <log )-i—cn_z
a
X
= log (t)dt 4+ cy—q <log >+cn_2.
a
De méme , on a
d ,_3 " 1 X 1 X Cp_n
o g = [ (log ) o) (1) + 2,
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Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

ce qui donne

1

t

5 ehg()] = [
- [ o
2/ log ;)

s tg()) = [ (1og )" 2

,Cn—1 sont des constantes arbitraires.

oucy_m,..-
Pour m = n, on obtient

xtg(x) = /ax <log %)n_l

c’est a dire

_ 1
g(x) =x ”[(

n—1)

(/ (log )go(u)du) dt+/ax
(/ (log )dt)d i+

Cn—1

(1og 2) dt + /x

Cn—1
2

Cn—-2

dt+ 2 (log ) ) <logg>—|—cn,3.

On répete cette procédure m fois avec (1 < m < n —1), on obtient

(m dt—l— Z fn- m+k (logg>k

¢(t)
(n—1)!

X

Oga>k’

n—1
dt+k_20% (1

/ux (log %)n_l p(t)dt + :g;ck <log g)k] :

Réciproquement, supposons que g est représentée sous la forme

n—1

_ 1
glx) = x7F [(

C’est a dire

IACHITE I

xle(x) = [ﬁ /ax (log %)n_l p(t)dt + Zg:ck <log g)k] :

En appliquant la dérivée 6" (1<m<n—1),ona

n—1

2
dx

§" (xtg(x)) = &" [( !

_ 5m71

[ (n—1)
(n—1)!

57?171

1

(n—2)!

_ 5m71

I /ax <log %)n_l p(t)dt + Zgz Ck <log g)k]

1

o [ (o) o+ T <logg)">]

[

x k—l_

t

/a ' (10g
/a ' (10g

)" gt T ok (1) |
) (l0s3) "

2

X\ - n—1
p(t)dt+ ) cxk
k=1

21
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Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

" (ehg() = 0 [ (ﬁ [ og )" ot T g ) ]

= 2 [ (og )" gt T k1) (1o )

- [ [ ) s Bt )

Par récurrence, on a

" (xtg(x)) = ﬁ /ax (log §>n—m—1 @(t)dt

n—m

+ nfk(k—n...(k—m“) (log%)km
k=m

_ ;)' /ax <log %)"_m_l o(t)dt

(n—m-—1

n—1
crk! X\ k—m
+k§1 (k —m)! <logz) ’

Pourm=n—-1,0na:

5" (37g(x) = [ g(t)dt+ (1~ Ve,

Remarque 2.2.1

Soit
o(t) = g (1), cx = gkk(!”) (k=0,1,...,n—1), (2.2.3)
Ou
ge(x) = [x"g(x)] (k=0,1,...,n—1), go(x) = x¥g(x). (2.2.4)
alors
o) = [ [ (o) Bl el <logg)k] ey
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Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

Théoréme 2.2.2 [6] Soit &« >0, n = [a] +1, p € R et g € AC} [a b]. Alors la

dérivée fractionnaire de type Hadamard D¢, ¢ existe presque partout sur [a b] et elle est
représentée sous la forme

(@;‘Wg) (x) = x¥ {ﬁ /ax <1og§)n“1g;1(t)dt (2.2.6)

(S0 X\ ke
+k§r(k—k¢x+1) <logE> ]

oit gx(a) (k=0,1,...,n—1) sont donnés par (2.2.4)

Preuve :
Comme g € AC} [a,b], ona

<©g+,yg> (x) =x"Ho" (ﬂﬁ/ﬂx <£)” <log §>na1

k=0
_ 1 x x\n—a—1 [ rtgl  (u) £\t dt
— usn | _ — s n - -
X [F(n—zx) /a <log t) (/a (n—1)! (logu> du t
1 n—a—11= £\ dt
+I‘(n —a) / (10g ) ( ) T] '
Interchangeant 1’ordre d’intégration , on obtient
_ 1 xgn () [ ¥ xyn-a-l AN
(44 — usn n - e -
<©”+'”g> (x) =x71¢ [F(n —a)Ja (n—=1)! /u (log t) (log u) t du

x x\n—a—1 £\ dt
* Z klr (n—a) / <log¥> (loga> T] ’

On pose
o (logy)
(log )’
et en suite on pose
;_ (logy)
(log 7)’

on obtient
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Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

(08,8) (1) = 27" [r - fn_l <1u)>!

( 01 (1- T)”_“_l (10g g)"“l o1 (log g)nl (1055%) dr) du

+ ; #@0‘) 01 (1—s)" ot <log g)nal sk <log g)k <10g

)

=x"Ho" [r(nl_ o) ax fij(lbg). (108£>2na1 (/01 1—7)" ! T”‘%lr) du

n-1 a x\ n—a+k 1 N
* kg) k!rg(l;(—) ) (108 ) k/o (-9 Skds]

= x K" 1 xg;—l(u)
=x 7o [I’(n—oc) y (1)

n—1
gk(a) f n—a+k B
+I§)k!1’(n—tx) <10ga> B(n—ak+1)

<0g >2n . 1B(n—zx,n)du

—pgn * g1 (1) x\2n—e=1T(n—a)l'(n
=x 7 [F(nl—ac) a fn—ll)! <IO _> %

n—1 g (LZ) x\ n—a+k F(n — a)r(k + 1)
+§m<log5> T(n—atktl)

ugn 1 x ) 2n—a— 1d
=X L—-(zn_a)/a gn—l(u) <Og > u

n—1

g (El) x\ n—a+k
+k§r(n—o]z+k+1) <l°gE> ]

Vd” 1 d 1 2n—a—1 P
- xdxF 2n—(x g” 1 og "
n—1

d gk( ) x\ n—a+k
T k:ZO I'n—a+k+1) <log a)

o en— 1 X 2n—a—2
= x Hon! [F(Zn—zx—l)/a §n—1(1) <108 ) du

+ Z o oc+k) <log f)n_a+k—1] |

du
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Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

Par réccurence on obtient
N B n—oa—1
<©a+,yg> (x) = [ T =) / n—1( log ) dt
k—u
+Z _a+1) <log—> ]

Corollaire 2.2.1 [6]Si0 < a <1, p € Ret g € ACj [a,b]

, alors ©g, & existe
presque partout sur [a,b] et

(9508) 0 = s | [ (108) " 1) 5+ fim [0 (10g%)

(2.2.7)

Théoréme 2.2.3 [6] Soit « > 0, n = [a] +1et g € AC§[a,b]. Alors la dérivée frac-

tionnaire au sens de Hadamard D% g existe presque partout sur [a, b] et elle est représentée
sous la forme

X X\ n—a— n—1 k o\ k—a

(2.2.8)
Preuve :

Comme g € AC?/V [a,b], on a

(D7.8) (x) =0" (ﬁ /ax (10g§)nal
[t st ssom B 52 () | 4)
Syl [ﬁ / ) <1og§>”1 ( at fi—_l(lu))! (log £>n_1du> at
x na1n K
e TACH IS

a t

interchangeant 1’ordre d’intégration , on obtient

(Darg) (x) =" [F(nl—oc) ax fr;z—l(lu))! (/ (1og %)H_l (log ) ) it> du

x x\ a1 dt
B ] ee]) ™ (o) 5
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Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

On pose

et en suite on pose

on obtient

o [ G o)™ ([0 e

n—1l n—a+k 1 N
L k!rg(i(a—) ) (107) /0 (-9 Skds]

; x 1’17 (u) X\ 2n—a—
=0 [T(nl—a) a fn—ll)! <logﬂ>2 lB(n—a,n)du
n—1 n—a
I kg;‘) k!rg(];(a_) o(_) <logg) +k B(n—ua,k+1)

du

n * 1/17 (u) X\“n—a- n—u)l(n
=0 {F(nl—a) a fn—11)1< _>2 1%

> ) (log )" LY

a T(n—a+k+1)

o 1 x x\ 2n—a—1
=0 [I‘(Zn—zx) a $n-1(#) <loga) du

- g (a) x\ n—a+k
+I§)F(rz—§+k+1) <1OgE> ]
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2n—o—1

d 1 x X
« _ sn—1 el / e
(988) () =0 e [ (log2) ™
d n—1 gk(a) x\ n—a+k
+xﬁk§) T(n—a+k+1) <logE>

n_1 2n—ua—2
=0 [ n—oc—l /gnl log > du

n—1

-8 D <logz>”*“] ,

par réccurence , on obtient

(Da18) (x) [ / 8n1( 1og ) ' dt+§r(,cg_k—$)+1)(logg)k_“]-

D’aprés (2.2.4) , on obtient

gn1(x) = (8"g(x)),

et
Donc

X N—n— n—1 k “u

Corollaire 2.2.2 Si0<a<letge€ AC}/O la,b] , alors D}, g existe presque partout sur
a,b] et

@9 0 =t | (1063) g0+ £ (10g2) " 2g)

2.3 Propriété de la composition de la dérivée fraction-
naire et I'intégrale fractionnaire de Hadamard

Théoreme 2.3.1 ([6],[7]) Soita >0, B>0,1<p<o0, 0<a<b< o etsoit
1€ RetceR tel que u > c. Alors pour f € XE(a,b) ona

/1+ M a+ yf ~g+€lf’ (2-3‘1)
En particulier, si p = m € IN*, alors

~¢xm

D o Jat yf Jatu (2.3.2)
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Preuve :
Supposons que les hypotheses du théoréme sont satisfaites.

On a,

(D843 uf) (0) = 710" [ (3810F) ] (0)
= 218" (T ) ()

par récurrence, on a

En particulier, pour f =m ,on a

a+ M a+ yf Qa—&- y~aﬁ+rz~g+ yf

= ©5+ yﬂfﬁzﬂf
Ferm " Cf
ey

Corollaire 2.3.1 Soita > B > 0,1 < p < 00,0 <a <b < coetc <O0.Alors pour
feX(a,b)ona

T (2.3.3)
En particulier, Si p = m € IN*, alors
D040 f=T5"f (23-4)
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Théoreme 2.3.2 ([6], [7]) Soit « > 0,1 < p < 00,0 <a <b < coetsoit yec Ret
c € R tel que u > c . Alors pour f € X! (a,b) ona

a—i— g a—i— yf f- (2.3.5)

Preuve :
Supposons que les hypothéses du théoréme sont satisfaites.

On a,

(84 u 3 f ) () = 276" |3is, (3 f ) | ()
ot () (1)

g (9t )] @

_ngne1 [x% (wﬁ A (é)” (log¥)"" f(t)?)}
(x% C - 1 / " (log %)Hf (”%)
(Tagte [ (o8 ) s

=t (g [ (g 7) A0
(

o - 3)1 [ v (1og %)Mf(t)%

= x M~

par récurrence, on a

(D41, 350 uf ) (x) = ¥ (xMTUT0F) (x)

Corollaire 2.3.2 Soita >0, 1 <p<oo,0<a<b<ooetsoitc<0. Alors pour
feXl(ab), ona

Do Jasf =1 (2.3.6)
Théoreme 2.3.3 ([4], (6], [7]) Soit R(x) >0, n = —[-R(a)] et 0 <a < b < +oo.
Sife€L(ab)etd, "“f e AC}a,b], alors
- _ (" " (35"f)) (@) ¢ xyek
(3508 f) (x) = f(x) - k_zl f iy legy) (237)
En particulier, Si o = n € IN* et y € AC}[a, b] , alors
" (5KF) (a k
32 1) () = Fl) - 3 I (10 1Y 239
= ! a

29
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Preuve :
Supposons que tout les hypothéses du théoréeme sont satisfaites.

On sait que
D0+7048 =8
Ce qui donne
@Z‘+32‘+ (©g+f) = ©g+f'
C’est-a-dire

Dot (3a4Dayf —f) =0

Par suite d’aprés la Proposition 2.1.1, on a

5 ! X\ a—j
3D f(x) = Fx) + Ye (log =) (2:39)
j=1
ou ¢j € C.
Maintenant on va déterminer c¢; pour tout j =1, ..., n

En appliquant 'opérateur J;* aux deux membres de 1'égalité (2.3.9), on obtient

T DL f(x) = T +Zc] + (10g%)"”
=34+ Yt (o)

o x+j—n+1 x\/
Jf(x) + ch,j I ].| )<10g—> .
=0 J: a

Comme pour tout0 <j<n-—1, ona

lim ©]+’J"+© +f(x) = lim ~Z+]©g+f( )=0,

x—a+ X—a+
et
tim 2k (g 7) = { My
on obtient
Cnj (zx—I—]Tn—i—l)] — — lim ©), 3% (x).
j! x—a+
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Ce qui donne

] /"
xli}}ll-l-33 +J (x)

Ma+j—n+1) "’

Cn,]' = —

On remplace dans (2.3.9) , on obtient

]~n o
@tx f i xllgl—&- (Sa+ Ja <x) (10 E)“‘f
ot fa (0 —n+1) P '

2.4 Applications des fonctions de Stirling d’ordre com-
plexe aux intégrale et dérivée fractionnaire de Ha-
damard

2.4.1 L'opérateur différentiel de Mellin

Définition 2.4.1 [1] L'opérateur différentiel de Mellin ®, d’une fonction f : Ry — C
pour u € R est défini par

Ouf(x) = 2 () + uf(x), xER,, (24.1)

a condition que f' existe presque partout sur R
L’opérateur différentiel de Mellin d’ordre r € IN est défini par récurrence comme suit

1. — -1
0} :=0,, ©,=0,(0"), (r>2)
pour u =0, Of est noté O .
Remarque 2.4.1 Pour v = 0, on pose par définition @2 =1, onr I est 'identité.

Exemple 2.4.1 [1]
1) Calculons ©7f.

Ona,

O2f(x >=@u (©,f) (x)
Oy (xf'(x) + uf(x))
£+ uf ()] + p [xf (x) + pf (x)]
)+ (4 D)f ()] + puxf (x) + 42 f (x)
N

(2p+1)xf"(x) + p2f (x).

=x[x
=X [xf 2)(x) +
()
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2) Calculons ©; f.

Ona,

0;f(x) = 0, (8%f) (%)
= @ [F@ (x) + (2u+ ) (x) + p2f ()]

_ [x2f<2>(x) + 2u+1)xf(x) + sz(x>]/
p [ () + @+ Vxf () + 12 ()]

_|_

=22 (x) + 22O (x) + u + Daf'(x) + 2 + 122D (x) + pxf' (x)
+ux? D (x) + p(2p + D) f'(x) + B f (x)

= fO(x) + Bp +3)x2f P (x) + (3p® + 3p + 1)xf' (x) + 1> f(x).

Définition 2.4.2 (Fonction de Stirling de deuxieme espece) ([2] , [3])
Soit w € C et k € IN. Alors la fonction de Stirling de deuxieme espece notée par S(a, k) est
définie par

1 (KN
S(a, k) = H};(_l)k_] (J_)j“ (o #0;k € N), (2.4.2)
avec les propriétés
5(0,0) =1, (2.4.3)
S(0,k) =0 (keIN), (2.4.4)
S(n,k)=0 (nkeN,1<n<k-1), (2.4.5)
S(a,0) =0 (R(a)>0), (2.4.6)
S(a,—1)=0 (2.4.7)

Lemme 2.4.1 [2] Poura € C (a« # —1) etk € {2,3,---}, on a la relation suivante

S(ae+1,k) =kS(a, k) + S(a, k—1). (2.4.8)
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Preuve :
Supposons que les hypotheses du lemme sont satisfaites.

On a
(k)_ k!
i/ k=)
B (k—1)! 1
(= DUk —j)tj
k—1\1
j=1/]
Par suite,

S(a+1,k) = % i(_nk—j (If)]-aﬂ

j=1
1 k=1 i (k a+1
— o —J o+1
P ()5
1A i (k—1\1 ket
= — — =] - +1
k!jzl( Y [k(]'—l)]l T H
1 = -(k 1> ket
_ _1 —] . IX_|_
(k—1)'];( ) j—1 k!
Comme L — _—
=" )+ (. k,jeN,1<j<k),
<]) ( J > <]—1) (k. j <K
on obtient

k—1 ] k—1 ) . a+1
st 1) = gy OV () - e 50 ()

j 5

k-1 ) & k—1 ' _
O (e ()

"=
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Définition 2.4.3 (Fonction de Stirling généralisée de deuxieme espece) [2]
Soita € C, keNetuekR.
La fonction de Stirling généralisée notée S, («, k) est donnée par :

k
(k) = ;ZX1V*C)W+D% 2.49)

lim S, (a, k) = S(a, k). (2.4.10)
u—0

On peut aussi définir la fonction de Stirling S, (w, k) par
Su(e,0) = u*, Sy(a +1,k) = Sy (a, k —1) + (u+k)Sy(a, k). (2.4.11)

Lemme 2.4.2 [1] La dérivée de Mellin d’ordre r € IN a pour u € R la représentation

suivante
T

O f(x) =) Syu(r, k)xk 0 (x). (2.4.12)

k=0
Preuve :
Supposons que les hypotheses du lemme sont satisfaites.
On utilise un raisonnement par récurrence.

Pourr=1,ona

1
x) = Y Su(L k)2 0 (x)
k=0

— Su(L0)f(x) + Su(1, 1)f ()

= xf'(x) + pf (%).
Donc la propriété est vérifie pour r = 1.
Supposons que la propriété est vraie pour r un entier naturel non nul fixé et mon-
trons qu’elle reste vraie pour r + 1.

On a,
@) f(x )—x—@rf( )+ HOf (x). (2413)
Comme
xL0f(x) = x| 12 Sulr ¥ O (x)
dx dx \j= "
- ;
= x -kgosy(r,k)ﬁ( f ( ))
— x i Su(r,k) (kxk_lf(k)(x) + xkf(k+1)(x)>]
=0

T

=Y Su(r,k) (kxk FO) (x) 4 xkH1f ("“)(X)> :

k=0
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Par suite d’apres (2.4.13), on obtient

7

O f(x) = Y7 Syl k) (ke F () + T 0 (1)) 0 Y S, Kt ()
k=0 k=0

Y S,(rK) <(k+y)xkf(k)(x) +xk+1f(k+1)(x))

k=0
2 k—l—“l/l S‘u r k) kf )+ ZSy(r,k)xk+lf(k+l)(x)
k=0 k=0

r r+1
Zk+y (r, )2k FR) +zs r,j— 1) fU) (x).
Comme S, (r,7r +1) =0et S,(r,—1) = 0, on obtient
. r+1 © o(k
O f(x) = Y (Sulr k) (k+ p) + Su(r, k — 1)) 20 (x)
k=0
r+1

=Y Sulr + 1K) (x).
k=0
Inversement, on a le résultat suivant

Proposition 2.4.1 [1] Soit r un entier naturel non nul et u € R et f une fonction alors

FO(x) =277 Y Su(r, k)@ f(x).
Preuve :

Supposons que les hypotheses du proposition sont satisfaites.

Comme

2 Sy(r;j)sy(j, k) = Or ks
j=k

alors

5r,kxkf(k) X

=0j=k

)y
k=0

= L L Sur st 0w
)

Sy(”/j) Sy(j,k)xkf(k)(x)

Il
=~
o

—
Il
(e

Su(r, )@, f(x),

I
-

-
Il
o
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par suite, on a
fOx) =27 ) Sulr, )OLf ().

2.4.2 Quelques résultats

Lemme 2.4.3 [2] Soit « € C, u > 0, 1 > 0 et soit f(x) = Y fi(x) ,
fi(x) € C([0,1]).

(i) Si R(a) > 0 et la série f(x) = Y7 fi(x) est uniformément convergente sur [0,1],
alors on a

+o0 +o0
<jg+,y k;)fk> (x) = 2 (ngr,yfk) (x), (0 <x <), (2.4.14)

k=0

et la série y ;% (J”‘

04,5 fk> (x) est aussi uniformément convergente sur [0, 1].

(ii) Si R(a) > 0 et les séries Y ;=0 fi(x) et 1% (@&/yfk) (x) sont uniformément
convergentes sur [€,1], (€ > 0) , alors le premier série admet la dérivée fractionnaire
de type Hadamard terme a terme et on a

—+o00

—+o00
(©g+,y k—zofk> (x) = 2 (©8+,yfk> (x), (0 <x<I). (2.4.15)

k=0

Preuve :
Supposons que les hypotheses du lemme sont satisfaites.
(i) Soit R(a) > 0. Pour m € IN on note Sy, (x) = f(x) — Y01, fx(x).
Soit € > 0, d’apres la convergence uniforme de la série alors 3y € IN tel que
Vm e N, (m>n=|Su(x)| <e Vxe[0l]).
Doncona:

(3810f) ) <40+y ka>

=13, (f - kgo;fk> (x)
< [Su (1) (331“‘)1) <x>

<e (@) @

En conclusion, pour (a) > 0 on a,

400 400
(m v fk) () = 3% (36,5) (), 0 < x < 1.

k=0
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(ii) Pour & = 0, la propriété est évidente.
Poura #0,0na:

+o0
(D81,f) (x) = ¥ ot (33;3; kg) fk> (x)

+o00
= xHotaH (Z(%Jf}ifﬂ(ﬂ)

k=0

+00
= h" (Z xmﬁlf}ifk) (x).

k=0

Si la série a droite est dérivable terme a terme, on obtient
+o00
(281,0f) (¥) = [ L x a3 i ) (x)
k=0

- 1 (96.,) ()

En conclusion, pour (a) > 0 on a,
+o0 +o00
0+ ka (x) = Z, ( ng,yfk) (x), (0<x<1).
k=0 k=0

Lemme 2.4.4 [2] Soit « € C, u > 0 et soit f la fonction définie par la série entiere
suivante

f(x) = Jioakxk (ap € C, k € N). (2.4.16)
k=0

(i) Si Re(a) > 0, alors l'intégrale de type de Hadamard Jj +uf est représentée par la
série entiére suivante

—+o00

(CI'SJDV ) (x) = k_zo(pt + k) " *axk. (2.4.17)

(ii) Si Re(a) > 0, alors la dérivée de type Hadamard D 4 uf est représentée par la série
entiere suivante

+00

(D840 ) (x) = X (0 + k) g (2.418)

k=0
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Preuve :
Supposons que les hypotheses du lemme sont satisfaites.

(i) Ona,

ngr,yf( - J0+ g <Z arXx )

d’aprés le lemme précédent , on a

—+o00

~ ~ k
3 uf (1) = 1 (36, )

k=0

40 ‘

k=0

—+o0
=Y ap(p 4+ k)
k=0

(i) Ona,

g—l—,yf( 0+ M (Z axx )

d’apres le lemme précédent , on a

—+o00

S+,yf(x) = Z <©S+,y”kxk>

k=0

—+o00
k=0

—+00
=Y a(p+ k)~ %xk

k=0

2.4.3 Applications des fonctions de Stirling d’ordre complexe aux
intégrale et dérivée fractionnaire de Hadamard

Dans cette section on montre que l'intégrale fractionnaire et la dérivée frac-
tionnaire de type Hadamard sont exprimées en fonction de Sy(oc,k) et la dérivée
classique.

Théoreme 2.4.1 [2] Soit f une fonction différentiable définie pour x > 0, telle que sa série
de Taylor converge, et soit & € C et yu > 0.
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(i) Si Re(a) > 0, la dérivée fractionnaire de type Hadamard D, uf est donnée par

(98 ,f ) (1) = x40 (35 ) (x), (2.419)

si et seulement si pour x > 0, on a

<©0+Hf) ZS (a, k)" £ (x) . (2.4.20)

(i) Si R(a) > 0, Uintégrale fractionnaire de type Hadamard 37, ,

(8.0F) 0= s [ (5) (10s3)" s,

si et seulement si pour x > 0, on a

f est donné par

(36‘+y ) ZS —a, k) xk F) (). (2.4.21)

Preuve :
Supposons que les hypotheéses du théoréme sont satisfaites.

(i) Poura =0,0ona:

(84,0f) () = £(x),

et
+Z°° S, (0,k)xFF) (x) = 5,,(0,0) f(x) + +Z°° S.(0,k)xF ) (x),
k=0 k=1
Comme
5,(0,0) 3,(—1)0(8> =1,
et
L& ik
Su(04) = (1) (%)
1
= (1= 1)k
=0.
On obtient,
—+00
kZS (0,k)x* fB (x) = f(x),
=0
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alors,

(98.f) () ZS (0,k)x £ (x).
Pour « # 0, 0n a
(4uf ) (x) = x718" (375f) ()

—er [ (o)

Pour x > 0 fixé , comme f admet un développement en série de Taylor alors
pour tout u € [0,x] ettouty >0 ,ona

+oo (k)
= 5y

par suite d’apres la formule du bindme de Newton , on a

k
1)k (k> yk Ty
j=0 ]

= p f()(y) i (K k- >
=Y j —j
2 <Z B2 ()

]
+o0 ,
=) a2y,
j=0
avec oo £(B)
_ v /) k=i (kN k-
a](y)—g o UG )
Par suite,

<@6+,yf> (x) = xﬂénxﬂr(nl_ (x) /Ox <;>H <log£>n_lx_1
‘ (f% i(—l)k] (k)yk i J) du”

k=0 =0 /

_ +co f(kli!(y) z(_l)k—j (l]f)yk—j (96‘+,yuj) (x)
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Si on pose y = x, on obtient

) £ _i(k —j S\ o
(03.46) 09 = 1 T 30 ()¢ e
k k k—i
Yy ( ) f(])w]))
= f Sy, k)xFFO (x).
k=0

Réciproquement, on a

(9640f) () Zsyak )k (x)

k /K .
:kgxkf(k)(x) (g Y (=1 ](j>(ﬂ +7) )

* 120

prenant tout y > 0,on a:

(98:,.f) (v) = kaﬂ“(x)y—f <%§(_1)k (5)vite i )
k . .
Z ) y ]];(—1)]” (I;) (593+,u”]> (x)

- x"‘é”x“ml_ gl () (es3)™

(B e ()

j=0

sion posey = x,ona

(@8+,yf) (x)=x Vtgnx;lr(nl_{x) /Ox <g>ﬂ (10g§>n_,x_1
f (x) : _i ) du
(g ()
I3

=g L [ (4 (10g XY

I'(n—ua)

En conclusion, pour (a) >0, on a

(84,0f) (1) = x 76 (¥355F) (x),

si et seulement si pour x >0, on a

(84uf) () Eska )k ().
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(ii) pour R(a) >0,0na

(38008 0= 75 [} (1) (o83) 10
X,y xya—1 [ g(k) I [k du
= o (5) (1087) (kzof a L (5)r “”) n
o r(k oo
- LT () (8 0) 0
- j=
:Zzozf(k;ify) i;(—l)" j(?)z/‘ I+ )~
- j=
si on pose y = x, on obtient
(Jo+ yf) G) (n+j)~"
1 _i(k N —a
- 1 o < NI )
= Zs —a, k)xFf ) ().
Contrairement, on a
(38 f) ) Zsy —a, k)xF ) (x)
1 [k -
el ( L) e )
prenant tout y > 0,on a
(381f) (1) = L #70) <%§(_1)k_] ()i yf)
- gf(iéx)xkg(_l)kj (f) <3g+,y”j> (x)
x a—1 [t £(k) . K [k d
“rig G o) (B 5 () %
si on pose i = x, on obtient
X oy a— o ¢(k) k . .
(r) 00 = el (40" o 2) ™ (£ 2 o () )

“ iy () (s 3) " s
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En conclusion, pour (a) > 0, on a

(38,.,f) () = ﬁ/ox G)ﬂ (log %)a_lf(t)#,

si et seulement si pour x > 0, on a
(3810 ) () Zsy —a k)20 ).

Corollaire 2.4.1 Soit f une fonction différentiable définie pour x > 0, tel que sa série de
Taylor converge, et soit « € C.

(i) Si Re(a) > 0, la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard D, f est donnée par

(D5, f) (x) =" (354 f) (x), (2.4.22)
si et seulement si pour x >0, ona
+0o0
(96:f) () = ) S(a k)29 (x) (2.4.23)
k=0

(it) Si R(a) > 0, l'intégrale fractionnaire au sens de Hadamard 37, f est donné par

(3.5 () = a7 |, (1087)" FOF

si et seulement si pour x > 0, on a
- k £(k
(38.f) (x) = Y S(=a, k)" F 9 (). (2.4.24)

k=0

Preuve :
La preuve est un conséquence immédiate du théoreme précédent.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIRES. THEOREMES
D’EXISTENCE ET D'UNICITE

Dans ce chapitre on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour 1'exis-
tence des solutions pour les probleme de Cauchy dont la dérivée fractionnaire est
au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples d’applications. Les ré-
sultats de ce chapitre se trouvent dans [7].

3.1 Equivalence du probleme de Cauchy et ’équation
intégrale de Volterra

On considére le probleme de Cauchy suivant

(@g—&-y) (x) = f[x,]/(x)] (x >a > O)
(@Z‘;W) (a+)=breR (k=1,...,n;,n=—[—a]) (3.1.1)

ol @Z‘;k est la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard pour k =1,...,n — 1 et
0, ":=7"", n=—[—-a]etf:(ab xR — R une fonction.
On note par

Cé,n—a,'y[a/ b] = {y(x) € Cn—zx,log[a/ b]: (D7) (x) € C’y,log[a/ b]} ,

ou
X\
Co10gla, b] = {g: (a,b] - R: (log E) g(x) € Cla, b]} , (3.1.2)
On définie une norme sur l'espace C. 1[4, b] par
: +
e, (a6l > R

g lglle,,., = | (1082) s

7,log [a,b] ’

ou

e = max 18 (x)]-
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d’unicité

En utilisant les propriétés de l'intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de
Hadamard , on va montrer que le probléme de Cauchy (3.1.1) est équivalent a
I'equation intégrale suivante

yx) =) F(_b—’]ﬂ) (083)" "+ 577 [ (1087)" flbwelT 13

j=1

Théoréeme 3.1.1 Soitax >0, n = —[—a] et 0 <y < 1. Soit G un sous ensemble ouvert
dans Ret f : (a,b] x G — R une fonction tel que f[x,y] € C, 10g]a, b] pour tout y € G.
Siy € Cy_glogla, b] , alors y est solution du probleme de Cauchy si et seulement si y
satisfait I'équation intégrale suivante

V) = X rorry (108 2) 7 s [ (1o T) T v x>

j=1

Preuve :
Supposons que les hypothéses du théoréme sont satisfaites.
Soity € Cyy_yl0g [a, b] une solution du probléme de Cauchy (3.1.1), alors on a

(D21y) (x) = flx,y(x)] (3.1.4)

Comme f[x,y] € C,10g]a,b] , alors d’apres (3.1.4) , ona D7,y € C, 1o5]a,b] D'autre
part , comme

(Davy) (x) =68" (33:"y) (x), n=—[-qa],
Par suite , on a
n n—k (~An—u a—
@808 (0 =y - 1 O (10g 1) g

on a aussi ,

c’est a dire

o" K (31 (x) = (@Z‘;’ﬂy) (x). (3.1.6)
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d’unicité
Alors d’apres (3.1.5) et (3.1.6) , on obtient
n (D57) (a4) ik
(95:2500) () =y~ ¥ S gy (log)
B n bk x\ a—k
=y(x) _,;I"(oc—k+1) (logE> ’
c’est a dire
(@,95,9) (1) = y(x) - ) (1og X)" (517)
ket S T(a—k+1) a ’

maintenant si on applique l'opérateur J;, aux deux membres de I’equation (3.1.1),
on obtient

(T2 Da+y) (x) = (Tas fEy(D)]) (%),

c’est a dire

k=1

c’est a dire
n b a—k x a— d
V) = Y ey (s )+ % [ (083)" fity)

k=1

Donc on obtient I'équation intégrale de Volterra a partir du probleme de Cauchy.

Inversement, supposons que y satisfait 'équation intégrale suivante

V) = ¥ i (log ) T R fyOD 0 G

k=1
Appliquons l'opérateur D, aux deux membres de cette équation , on obtient

@59 ()= ¥ m e () + (0535, £y (1)) (x),
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comme,

Doy (log £>a_k] (x) =0,

(Dary) (x) = 0+ flx, y(x)],

c’est a dire,

c’est a dire,
(D2+y) (x) = flx,y(x)).
Maintenant, on va vérifier les conditions initiales.
Appliquons l'opérateur % (k = 1,...,n) aux deux membres de 1’équation in-
tégrale (3.1.8).
On distingue deux cas.
17¢Cas:Sil1<k<n—1

Pour ce cas, on a

(25y) () = Zﬁ i (logéyj] (x)

+ (5438, £ty (1)]) (3).

(@g;k (log 2) w) (x) = H (108 g)kj ,

(257495, £1,v(0)) () = (Sl v(0)]) (),

Comme

et

on obtient,
(257) (1 =) m{_—;ﬂ) (105 5) "+ (3, £l w(1) (0
:

k—j 1 x x\ k-1 dt
= Z i (log ) T+ m/ (log%) flLw(]T-
Si on fait tendre x — a , on obtient
(’D,‘f;@) (a+) = by.

2¢M¢ Cas :Sik=n
Pour ce cas, on a

o )= § 0 (o) [ ) s
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si on fait tendre x — a , on obtient
(D57"y) (a+) = by
En conclusion, on a y est solution du probleme de Cauchy (3.1.1).

Corollaire 3.1.1 Soit 0 < « < 1, soit G un sous ensemble ouvert de R et soit f :
(a,b] x R une fonction tel que f[x,y] € C, 1og[a, b] pour tout y € G.
Siy € Ci_glogla, b], alors y est solution du probleme suivant

(D5) (x) = flry)], (35%) (a+) =b e R, (3:1.9)

si et seulement si, y est solution de I'équation intégrale de Volterra suivante :

y(x) = % (10g¥)" + % [ (o8)" ey - a).

a
(3.1.10)

3.2 Existence et unicité de la solution du probléme du

Cauchy dont la dérivée fractionnaire est au sens de
Hadamard

Théoreme 3.2.1 (Théoréme du point fixe de Banach (voir Théoréme 1.9 dans [7]).)

Soit (U,d) un espace métrique complet, soit 0 < w < 1, et soit T : U — U une
application tel que Yu,v € U, ona d(Tu,Tv) < wd(u,v)

Alors l'opérateur T admet un unique point fixe u* € U.

De plus si, (T*) e est la suite d’opérateurs définie par

T'=T,
TF=T.T1, k> 2,
alors pour chaque ug € U , la suite numérique (Tug)ren- converge vers I'unique point
fixe u* .
Maintenant, revenons a notre probléeme de Cauchy
(D5+y) (x) = flxy(x)] (x> a;a>0)
(@2‘;’?) (a+)=breR (k=1,...,m;n=—[—a])
On a le résultat suivant :

Théoréme 3.2.2 Soit a > 0, n = —[—a] et 0 < ¢ < 1tel quey > n—a. Soit G
un sous ensemble ouvert dans R et soit f : (a,b] x G — R une fonction satisfaisant les
hypotheses suivantes :

H1) x — f(x,y) € Cy10gla, b] pour touty € G,
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d’unicité
H2) 3A>0,Vx € (a,b],Yy1,y2 € G,ona|f(x,y1) — f(x,y2)] < Aly1 — y2| .
Alors le probleme de Cauchy (3.1.1) admet une unique solution dans U'espace C5,, _, [a, b].

Preuve :
On sait que y € Cy_y 1054, b] est solution du probleme de Cauchy (3.1.1) si et
seulement si y vérifie 'équation intégrale de Volterra suivante

L b x\e=j 1 X x\a-1 dt
-y J z _— d e
y(x) = Jg T(a—j+1) (log )+ o) | (og})" flLyenT,
pour presque tout x € (4, b].
Soit x1 un élément de (a,b) .
La preuve du théoreme se fait en étapes.

1%7¢ étape : Existence et unicité du probléeme de Cauchy (3.1.1) dans [a, x1].
Pour cela , on pose par définition

X n—u
Cn_a,log[a, x1] = {g :(a,x1] > R: <log E> g(x) € Cla, xl]} ,
et considérons la distance suivante :
d : Cp_gogld, x1] X Cp_gogld, x1] = R,

tel que

X\ hn—uo
A(y1,y2) = 2= ille, oy iom) = max | (log= )" [(x) — y2(x)]|-

xX€E€[a,xq]

Fcrivons I’équation intégrale de Volterra sous la forme

y(x) = (Ty) (x),

avec

n b; X\ &—j
Yo(x) :]; F(oc—]j—l—l) (log2> ‘

On va appliquer le théoréme du point fixe de Banach.
Pour cela il faut vérifier les deux points suivants :

i) T(Cnﬂx,log(’l/ xl)) - Cnfnc,log(a/ xl) :
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ii) Vy1,¥2 € Cy_glog(a,x1), 0n A
ITy1 = Tyallc, pglom) = @l =¥2llc, @) aVecd <w <1

Pour le point i) ,

1 x X\ &—
Comme yg € C,_y10g[, x1] €t (@) Ik <log E) flt y(t )] E Cu—alogla, x1] -

(car t — ft,y(t)] € Cy_slog[a,b] ,alorst — f[t,y(t)] € Cn—a,log[ﬂ, x1] )
Alors Ty € Cpy_ g 10g[4, X1]-

Pour le point ii),

Soient y; et y» deux éléments quelconques de C,,_ g 1o¢[a, x1]-

On a,

I = Toale, o = g /. (08 7)" (Flbws0] = Flta(0)
*1
t

) ) — )] %

< % /xl <logx_>a—1 (]og £>nrx+txn |y1(t) B yz(t” ?

A X xq\ 41 " dt
< a) ly1 = v2llc, , oglam) /a (108 T) (108 E) -

)
F(zx —n+ 1) x1\20—n
F(Zac —n -+ 1) <10g 7) ||y1 N yZHCnfa,log[arxl] ’

Si on pose par définition w = AIF ((20; _T;J;ll)) <10g %)M " et si on choisit X1
I(a—n+1)
Fr2a—n+1
par suite suite d’aprés le Théoreme du point fixe de Banach, il existe une unique
solution y* € Cy,_4 10¢[4, x1] de I'équation

y(x) = (Ty) (x) dans [a,xq].

De plus d’apres le théoréeme du point fixe y* est obtenue comme limite de la suite
d’opérateurs (T™y;) dans le sens suivant

X1\ 26—n .
tel que 0 < A ] (log —1> < 1, on obtient T est contractante et
a

melN*

m * =
ml—l>r-rl-1 ”T yO Yy ||Cn—0¢,10g[a/x1] =0,

olt y; est une fonction quelconque de C,;,_ 4 10g[4, ].
Si au moins 1'un des by # 0 dans la condition initiale de Cauchy, on peut prendre

5(x) = wol =§ﬁ(mg—)“ g

et
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si on note par,
ym(x) = (T"yo) (%),

alorson a,

i) =000 + 75 [ (1og)" Fleyma ()%

etona,

. _
iy =y, ] =0

2¢Meétape : Construction de la solution dans [xq, x5] ,

avec xp = x1 + hy,hy > 0etxp < b.

On sait qu'on a l’équivalence entre 1'existence de la solution du probleme de
Cauchy (3.1.1) et I'équation intégrale de Volterra suivante

=Lt i11) T( oc—]—l—l) (Oggijr ﬁ/j <1°g§>a1f[t’y(t)]?

i T(a —} +1) (log )a '+ ﬁ/jl (logé)a_lf[t’y(t)]%
i L (os7)" Ay,

Comme y est définie d'une maniere unique sur l'intervalle |4, x1] , alors on peut
écrire la derniére égalité sous la forme

V) =)+ [ (log ) A1,
() = Y- gy (108 2) s [ (108 3) " vl

j=1

En utilisant une preuve similaire a celle qui a été donnée dans la premiére étape ,
on montre que I'équation intégrale

V) = Y gy (108 2) o i [ (08 %) " ol

admet une unique solution y* € C;,_ 1og[x1, 2] dans l'intervalle [x1, xp].

3% étape : Construction de la solution dans [xy, x3] ,

avecxz3 =xp+h, h>0etx3 <b.

En utilisant un raisonnement similaire a celle qu’a été donnée dans la 2°" étape ,
on montre que I'équation intégrale admet une unique solution y* € C,,_ 10¢[¥2, X3]
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dans [x3, x3].

On continue ce processus, on montre que I’équation intégrale admet une unique
solution y* € C,_g10g[a,b] dans [a,b] et par suite le probleme de Cauchy (3.1.1)

admet une unique solution dans [a, ] .

Afin de compléter la preuve du théoréme, il faut montrer que l'unique solution du

probleme de Cauchy (3.1.1) y € C,_410g(a,b] appartient a 'espace C§
Pour cela il faut montrer que D3,y € C,_410g[4, b].

Sn—u,y

[a,b] .

D’apres ce qui précede , on sait que la solution y est la limite au sens de la norme

Ch—alog d'une suite de fonctions (Ym) , o0 Yy € Cn,,xllog[a, b].

mgrg}oo Hym y ’ ’ Cnfa,]()g [ﬂ,b} - O’

avec le choix de certains y,, dans chaque [a,x1],..., [x;_1,b].

On a,
197+ Yym — @Z‘+]/||Cn wlogla.b] = [lf(x, ym) — f(xf}/)”cn%log[a,b]
< Allym = Ylic, og@b) i O
Alors,
mlg}: 1D+ Ym — g+y||cn—a,log[a/b] =0.
Dong,

(Qg—&-y) € Cn—oc,log[a/ b]'
et par suite,
Y € C5u_ayla,b].

La preuve du théoreme est terminée.

3.3 Quelques exemples

Exemple 3.3.1 Considérons le probleme de Cauchy suivant

(08,y) (1)~ Ay(x) = f(x), (a<x<ha>0AeR),
@Z‘;ky> (a+)=by, (i €R;k=1,...,m;n=—[—a]).

Tout d’abord, le probleme (3.3.1) admet une unique solution.

(3-3.1)

Déteminons cette solution en utilisant la méthode des approximations successives de Picard.

Le probleme de Cauchy (3.3.1) est équivalent a I'équation intégrale suivante

b:

y(x) = ]; W_—]]-Jrl) <1Ogg)aj + % /ax (log§)al y(t)—

+ﬁ /ax (log %)a_lf(t)%.
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On définit la suite de fonctions (Ym),,cn- définie par

oy b X\
yO(x)_j_er(a—jH) <1°g3) /

X

) =)+ g [ (108 F) " w0+ [ (0s7)" FOT,

Pourm =1,0na

<
[y
—~
=
~—
I
<
(e}
—
=
~—
_|_
>
—
(R
QR
+
<
(=}
~—
—
=
~—
+
—
(R
QR
+
~—
—~
=
~—

n . X\ &—j

= L= (°%4)

~0 . bi : "

o (E e (o8) ) "
) ) o i " b . £\ A

_ Z 1_‘(DC_—]]—}_U <log5> + A Z W——J]—l—l) (Ja+ (log Z) ) (x)

j=1

+(%a+f) (%)

bi x\ 2]
@ =L =i (8 3)

1
b; F'(a—j+1) x\2e—j
A TG DT = 1) (log )" "+ (5 ()

j=1 a

L b; X\ 4] L b; X\ 20—]
- ]; T(a —]j+1) <1°g5) +AJ§ T (2 —]j+1) <1°gE>
+ (321 f) (%)

n 2 A1 X\ al—j
=Y b Y ra o le8y)  + RN G

—
I
—_
~—
I
—_

53



Chapitre 3. Equations différentielles fractionnaires. Théorémes d’existence et
d’unicité

Pour m =2,0na
y2(x) = yo(x) + A (Tg3y1) (x) + (T2 f) (%)

n b q—i
=Y Cosy)

j=1
n 2 -1 N\ al—j
I, (Z bjsz_—m (1ogX)" 4 (a8, ><t>>] ()

=1 =1
+ (3a+f) (%)
n

+A

j=1
n 2 /\l ¢ al—j

+) b J; (0 —) x
];]l_zlf(al—]+1) + &, (x)

Comme

. wl=j al —j x\ a(+1)—]
(j“ (log 2) ) (x) = F(ocr(g—il—l)]j_jl—?—l) <1°g3) o

on obtient,

b; X\ 4a—j
y2(x) = ];W_—]J-Jrl) (108 E> ]

nooo 2 Al T(al —j+1) x\ a(+1)—j
b; : log =
+]; fl_zlr(w—jﬂ)r(a(lﬂ)—]ﬂ) <Oga>

+ ﬁ /ux <log§)2m1f(t)# + Fsz) /ax <log§)“1f(t)#

3 )Lk_l

-y a1 (o8 R Fak g o8 )

j=1 k=2
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Par réccurence, on obtient

Alors

n 00 /\1—1

=Y b)Y TOETES) <log%)alj

=1 I=1
xfoo pl-1 dt

wl—
+ ;WOog%) 1f(t)T

n +o00 Ak

x\ ck+a—j
_ngjkgor(zxk-l—a—j-i—l) <lOgE>

x Fo Ak X\ ak+a—1 At
Dy (os3)" 07

gy )’

= <loga = T(ak+a—j+1)
a—1 o [A logx ok
[ oty g BT

Comme la fonction de Mittag-Leffler E, g (voir chapitre 1 page 42 dans [7]) est définie par

+00 Zk
Enp(z) = gm (z,B € C,R(x) >0),

on obtient
y(x) = ]é b <logg)"‘_j Epn—jt1 [A (10g g>a}
L o) e ) 0
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Exemple 3.3.2 Considérons le probleme de Cauchy suivant
(D4,y) (x) —Ay(x) =0, (a<x<ba>0A€R),
(@Z‘;ky> (a+)=by, (i €eRk=1,...,nm;n=—[—a]). (3.3-2)

Tout d’abord, le probleme (3.3.2) admet une unique solution et d’aprés I'exemple précédent
cette solution est donnée par

y(x) = j—ilbj (log g)“j Exu—j+1 [/\ <logg>a] :

Exemple 3.3.3 Pour0 <a <letA e
Le probleme de Cauchy

(Da+y) (x) = Ay(x) = f(x),
(332‘111/) (a+t)=b, (b€ER), (3-3-3)

admet une unique solution donnée par

)= 82)" oo 82 [ ) [ ) 0%

tandis que, le probleme de Cauchy

(D74y) (x) — Ay(x) =0,
(QZ‘IW) (a+)=0b, (bER), (3.3-4)

admet une unique solution donnée par

y(x)=b <log%)a_1 Exu [/\ <logg)a] .

Exemple 3.3.4 Soit1 <a <2et A el
Le probleme de Cauchy suivant

(D7+y) (x) — Ay(x) = f(x),
<®f§;1y> (a+) = b, (@f;;@) (a+)=d, (bdeR), (3:3.5)

admet une unique solution donnée par

y(x) = 32 (979) (o) (108 %) Euiryon 1 (1052

j=1

+ [ (10g)" Ea 2 (1087) ] F0) T
= (287y) (a+) (logg)“_1 Eqa |A
o [ o5 [ (o) o [ 12) ] 0%
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= b (log g)“_l Faa [2 (log2)"] +4 (log E)H Fuo-1 |4 (log>)"]
+ ) (os3)" Euapr (ls7) T 107
En particulier, la solution du probleme de Cauchy
(D44y) (¥) = Ay(x) =
(95:1) (a+) =, (@a v) (@) =d, (bdewr), 039

est donnée par

y(x)=b <logg)a_1 Exu [)\ <log g)lx} +d <10g g)a_z Epn-1 [)L (log E)a] .

a
Exemple 3.3.5 On considére le probleme de Cauchy suivant

(D5,y) (x) = A (log g)ﬁ y(x) =0,
(@2‘;"y> (a+) = by, (b €R).

Tout d’abord, le probleme (3.3.7) admet une unique solution y.
Le probleme de Cauchy (3.3.7) est équivalent a I’équation intégrale suivante

y(x) = ]i: W—b—;Jrl) (log g)m_j + % /ax (log %)a_l (10g 2)5]/(15)?.

(3-3.7)

1

Pour construire la solution y, on consideére la suite de fonctions (ym),,cp définie par

i) = Y- gy (102)"

Pourm =1,0na

00 =)+ 5 | (o) (o) 0]

b; a—j a— B
Y i (o83) "+ gy /[ (087) 1(1"%2)

b] 1 t a—j
r(a—]+1)(°ga> n
b.

. X\ a—j n a+p—j
B (os2) " o S (o (o))

=
Ny b; Ta+p—j+1) X\ 20+B]
E) AL (lx—]]+1) TRu+p—j+1) (log;>

I
1=

DN
—_

1=

X

N
ME\L‘

-
I
—_

I
1=
)1
—~
QR
|
="
_|_
—_
~—
RS
—
aQ

—.
I
—_

]:

b; a—j — «
ﬁ (1og )" [1 i )‘r((ztié —]]:11)) (1087 +ﬁ] '

I
[\1:

—.
I
—_

57



Chapitre 3. Equations différentielles fractionnaires. Théorémes d’existence et
d’unicité

Pour m =2,0na

B
mw%ﬂMﬂ+%<ﬁ+Q%£)yN0(ﬂ

1 b; x\ 2] t\P
_ ] - ~K _
) <loga) +A(Ju+ (loga>

n b: X\ A— n b: n a+p—j
Yy T _(l10g% AJ? —1(1 —>
];I’((x—j+1)<oga> + ot ];I’ (o —j+1) %8
L b Tatp-jtl) ( t)z‘"”ﬁ‘j
A / loo =
* ];F(a—]Jrl) Ta+p—j+1) \°® Q

Ma+p—j+1)
R D Ta B4 1) (

L.]
—
Q
aQ

) ( 2)2a+2ﬁj) .

B x\a—j u b Fla+B—j+1) x\ 20+p—j
=YD (1o87) “J;r(a—]j+1)r(za+/s—j+1) (1og)

j Fa+p—j+1) T(2a+28—j+1) 3a+2p—j
+/\2.Z‘{l"(zx—]—{—1) T(2a+p—j+1)T (3a+25—j+1)<0g5>

Ca N Fla+B—j+1) , x\ath
‘]; i ogg) [1+AF(204+,8—]'+1) (108 )
22 IFa+B—j+1) TRa+26—j+1) (10 x>2(w+ﬁ)}

TRu+p—j+1)T(Ba+2—j+1) a

_|_

B (o) [t () o e

aovec

Fat+p—j+1)  _ Tlat+p—j+1) Ta+28—j+1)
T2x+p—j+1) > TQRa+p—j+1)T(Ba+28—j+1).
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Par suite,

’ 1+ i Cx (A (log g)aJrﬁ)k] ,

k=1

avec c —ﬁ T(l(a+pB)—j+1) s
k_l:1r(l(“+ﬁ)+zx—j+1)' =12

Par récurrence, on obtient

n b; x\ &—j m Y\ 4B
1= By D) o (1 s .
avec
c :ﬁ (Ia+B)—j+1) I
‘ s T((a+B)+a—j+1) 2,0, m.
Alors

y(x) = lim yu(x)

m——+oo

:;F(zx——]ﬂ—l)(log > "

]

1++Zo;ock( (10g ) w) ]

Comme la fonction de Mittag-Leffler généralisée E, ,,, | (voir chapitre 1 page 48 dans [7])
est définie par

k—1 :
B B [(a(jm+1)+1)
Eomi(z dez avec dog=1 et dk_]li[I’(oc(jm%—l%—l)—Fl)'
et comme,
:ﬁ F(l(a+pB)—j+1)
s T((a+B)+a—j+1)
k—1

T((r+1)(a+p)—j+1)
sT((r+1)(a+B)+a—j+1)
F(a(r+1+(r+1)B/a—j/a)+1)
Fa(r+14+(r+1)B/a—j/a+1)+1)
F(a(r+14+rB/a+p/a—j/a)+1)
T(a(r+1+rB/a+B/a—j/a+1)+1)
(a
(

k‘\
»AO

= 0=
_- O

T
_- O

F(a(r(l+p/a)+1+B/a—j/a)+1)
s T(a(r(1+B/a) +14+B/a—j/a+1)+1)

r
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on obtient,

X

y(x) = i W_—]]-Jrl) (10g E>a_j Ew148/0,14(—j)/a { <08 )

tx+ﬁ}
j=1 .

Exemple 3.3.6 Soit0 <a <1, R etAecR
Le probleme de Cauchy suivant

(D,y) (x) — A (log g)ﬁ y(x) =0,

. (3.3.8)
(@g; y) (a+)=0b, (beR).

admet une unique solution donnée par

b

y(x) = (@) (108 g)ml Ex11p/a1+(p-1)/a [ (08 )Hﬁ} :

Exemple 3.3.7 soit1 <a <2, BE€R et A € R
La solution du probleme de Cauchy suivant

(05,9) (1)~ A (1og ) " y(x) =0,

(3-3.9)
@Z‘;ly> (a+) =D, <©Z;2y> (a+)=d, (bdeR). 739

est donnée par

x—k
B o i )]
i=
1
(@Z+ 5)l+ > <logf>a_1 E,X,1+/3/tx,1+(l5*1)/“ {)\ (log g)ﬂé—kﬁ}
() (o
= % (log %)lx—l Eo14p/a1+(8-1)/a [A <logg)“+ﬁ}

. (10g§)’x_2 Eatf/a s (52) {A (10g )Mﬂ :
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RESUME :

L’objet de ce mémoire est de donner quelques résultats concernant les inté-
grales fractionnaires et les dérivées fractionnaires de type Hadamard et au sens
de Hadamard. On donne aussi quelques résultats d’existence et d’unicité pour
certaines quelques problemes de Cauchy avec une dérivée fractionnaire au sens de
Hadamard.

Mots clés :
Intégrale fractionnaire, dérivée fractionnaire, Hadamard, problemes de Cauchy.

ABSTRACT :

The object of this memory is to give some results concerning the fractional in-
tegral and fractional derivative of Hadamard type and in the sense of Hadamard.
We give also some existence and uniqueness results for some Cauchy problems
with fractional derivative in the sense of Hadamard.

Key words :
Fractional integral, fractional derivative, Hadamard, Cauchy problems.
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