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Introduction

L’objet de ce mémoire est de donner quelques résultats concernant les intégrales
fractionnaires et les dérivées fractionnaires de type Hadamard et au sens de

Hadamard. On donne aussi des résultats d’existence et d’unicité pour des pro-
blèmes de Cauchy avec une dérivée fractionnaire au sens de Hadamard. Notre
mémoire est divisée en trois chapitre.

Dans le 1er chapitre on donne quelques propriétés de l’intégrale fractionnaire
de type Hadamard et au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples
d’applications. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [5], [6], [7] et [8].

Dans le 2ème chapitre on donne quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de
type Hadamard et au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples d’ap-
plications. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1], [2], [3], [4], [5], [6] et [7].

Dans le 3ème chapitre on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour
l’existence des solutions pour les problèmes de Cauchy dont la dérivée fraction-
naire est au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples d’applications.
Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [7].
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1Intégrale Fractionnaire de Type

Hadamard et au sens de Hadamard

Dans ce chapitre on donne quelques propriétés de l’intégrale fractionnaire de
type Hadamard et au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples d’ap-
plications. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [5], [6], [7] et [8].

1.1 Quelques définitions

1.1.1 Espace Lp(a, b) [7]

soit (a, b) (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini de R.

Définition 1.1.1 l’espace Lp(a, b) (1 < p ≤ +∞) est l’espace des fonctions f mesurables
intégrables au sens de Lebesgue à valeurs réelles telle que la norme ‖ f ‖p < +∞, où

‖ f ‖p =

(∫ b

a
| f (x)|p dt

)1/p

(1 ≤ p < +∞), (1.1.1)

et pour p = +∞, on a
‖ f ‖∞ = ess sup

a≤x≤b
| f (x)| , (1.1.2)

et L∞(a, b) est l’espace des fonctions essentiellement bornées sur (a, b).

1.1.2 Espaces des fonctions intégrables avec poids Xp
c (a, b) [7]

Définition 1.1.2 L’espace Xp
c (a, b) (c ∈ R, 1 < p ≤ +∞) est l’ensemble des fonctions

mesurables à valeurs complexes f sur (a, b) telles que ‖ f ‖Xp
c (a,b) < ∞, avec

‖ f ‖Xp
c (a,b) =

(∫ b

a
|xc f (x)|p dx

x
)

)1/p

(1 ≤ p < +∞), (1.1.3)

et
‖ f ‖X∞

c (a,b) = ess sup
a≤x≤b

[xc | f (x)|] . (1.1.4)

Cas particulier : si c = 1/p , l’espace Xp
c (a, b) coïncide avec l’espace Lp(a, b) et on a

Xp
1/p(a, b) = Lp(a, b) .

2



Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

1.1.3 Espaces ACn
δ,µ[a, b]

soit [a, b] (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini de R.

Définition 1.1.3 [8] Une fonction f est dite absolument continue sur un intervalle [a, b]
, si pour tout ε > 0 , il existe η > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalles ouverts
disjoints deux a deux [ak, bk] ⊂ [a, b] , k = 1, 2, · · · , n , tel que

n

∑
k=1

(bk − ak) < η ⇒
n

∑
k=1
| f (bk)− f (ak)| < ε .

Notation : On note par AC[a, b] l’espace des fonctions absolument continues sur
[a, b].

Théorème 1.1.1 [8] L’espace AC[a, b] coïncide avec l’espace des primitives de fonctions
sommables de Lebesgue , c’est á dire

f ∈ AC[a, b]⇔ f (x) = c +
∫ x

a
ϕ(t)dt, (ϕ ∈ L1(a, b)). (1.1.5)

Ainsi une fonction absolument continue f a une dérivée sommable f ′(x) = ϕ(x) dans
[a, b]. Alors (1.1.5) signifie que

ϕ(t) = f ′(t) et c = f (a) . (1.1.6)

Définition 1.1.4 [7] Pour n ∈ N∗ on note par ACn[a, b] l’espace des fonctions à va-
leurs complexes f ayant des dérivées jusqu’à l’ordre n − 1 continues sur [a, b] telles que
f (n−1)(x) ∈ AC[a, b] , c’est à dire

ACn[a, b] =
{

f : [a, b] −→ C et (Dn−1 f )(x) ∈ AC[a, b]
(

D =
d

dx

)}
. (1.1.7)

En particulier, on a AC1[a, b] = AC[a, b].

Définition 1.1.5 [7] L’espace noté ACn
δ,µ[a, b] (n ∈N∗, µ ∈ R) défini par

ACn
δ,µ[a, b] =

{
g : [a, b] −→ C : δn−1[xµg(x)] ∈ AC[a, b], µ ∈ R, δ = x

d
dx

}
,

(1.1.8)
est appelé espace des fonctions absolument continues avec poids.
En particulier, quand µ = 0 l’espace ACn

δ [a, b] := ACn
δ,0[a, b] et on a

ACn
δ [a, b] =

{
g : [a, b] −→ C : δn−1[g(x)] ∈ AC[a, b], δ = x

d
dx

}
. (1.1.9)

Quand µ = 0 et n = 1 , l’espace AC1
δ [a, b] coïncide avec AC[a, b].
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Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

1.2 La fonction Gamma d’Euler et la fonction Béta
d’Euler

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler [7] :

Définition 1.2.1 La fonction Gamma d’Euler notée Γ est définie par

Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−tdt (<(z) > 0) . (1.2.1)

Remarque 1.2.1 [7] La fonction Gamma d’Euler possède la propriété suivante

Γ(z + 1) = zΓ(z) , (1.2.2)

et pour n entier naturel , on a
Γ(n + 1) = n! , (1.2.3)

avec 0! = 1.

1.2.2 Fonction Gamma Incomplète [7] :

Définition 1.2.2 La fonction Gamma incomplète est définie par

γ(ν, x) =
∫ x

0
tν−1e−tdt , (x > 0, ν > 0). (1.2.4)

1.2.3 Fonction Béta d’Euler [7] :

Définition 1.2.3 La fonction Béta d’Euler notée par B est définie par

B(z1, z2) =
∫ 1

0
tz1−1(1− t)z2−1dt (<(z1) > 0 et<(z2) > 0). (1.2.5)

Cette fonction est reliée à la fonction Gamma d’Euler par la relation suivante

B(z1, z2) =
Γ(z1)Γ(z2)

Γ(z1 + z2)
, (<(z1) > 0 et<(z2) > 0). (1.2.6)

1.2.4 Intégrale fractionnaire de type Hadamard et au sens de Ha-
damard

Pour tout n ∈N∗ , µ ∈ R et a ≥ 0, on pose par définition(
In

a+,µ f
)
(x) = x−µ

∫ x

a

dt1

t1

∫ t1

a

dt2

t2
· · ·

∫ tn−1

a
tµ
n f (tn)

dtn

tn
.

Lemme 1.2.1 [6] Pour tout n ∈N∗ , µ ∈ R et a ≥ 0 , on a(
In

a+,µ f
)
(x) =

1
(n− 1)!

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)n−1
f (t)

dt
t

, (x > a) . (1.2.7)

4



Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

Preuve : Pour la preuve on utilise un raisonnement par récurrence.
Pour n = 1, on a (

I1
a+,µ f

)
(x) = x−µ

∫ x

a
tµ
1 f (t1)

dt1

t1

=
1
0!

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)1−1
f (t)

dt
t

.

Donc (1.2.7) est vérifié pour n = 1 .
Supposons que (1.2.7) est vraie pour n un entier naturel non nul fixé et montrons
qu’elle reste vraie pour n + 1.

On a (
In+1

a+,µ f
)
(x) = x−µ

∫ x

a

dt1

t1

[∫ t1

a

dt2

t2
· · ·

∫ tn−1

a

dtn

tn

∫ tn

a
tµ
n+1 f (tn+1)

dtn+1

tn+1

]
= x−µ

∫ x

a

t−µ
1

(n− 1)!

∫ t1

a

(
t
t1

)µ (
log

t1

t

)n−1

f (t)
dt
t

dt1

t1

=
x−µ

(n− 1)!

∫ x

a
tµ−1 f (t)

(∫ x

t

(
log

t1

t

)n−1 dt1

t1

)
dt

On pose v =
t1

t
, on obtient

(
In+1

a+,µ f
)
(x) =

x−µ

(n− 1)!

∫ x

a
tµ−1 f (t)

(∫ x/t

1
(log v)n−1 tdv

tv

)
dt

=
x−µ

(n− 1)!

∫ x

a
tµ−1 f (t)

[
(log v)n

n

]x/t

1
dt

=
1
n!

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)n
f (t)

dt
t

.

En conclusion
∀n ∈N∗ , ∀µ ∈ R et ∀a ∈ R+ , on a(

In
a+,µ f

)
(x) =

1
(n− 1)!

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)n−1
f (t)

dt
t

À partir du lemme 1.2.1, on donne la généralisation suivante :

Définition 1.2.4 (Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard ) [6]
Soit α ∈ C avec <(α) > 0, µ un nombre réel et a ≥ 0.
L’intégrale fractionnaire de type Hadamard pour une fonction f est définie par(

Iα
a+,µ f

)
(x) =

1
Γ(α)

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)α−1
f (t)

dt
t

, (x > a). (1.2.8)

5



Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

Remarque 1.2.2 Pour α = 0, on pose par définition(
I0

a+,µ f
)
(x) = f (x) . (1.2.9)

Remarque 1.2.3 Pour µ = 0 , on obtient l’intégrale fractionnaire au sens de Hadamard
définie par

(Iα
a+ f ) (x) =

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f (t)

dt
t

, (α > 0; x > a) . (1.2.10)

Exemple 1.2.1 [7] Pour f (x) = xβ , où β est un nombre complexe , on a(
Iα

0+,µtβ
)
(x) =

1
Γ(α)

∫ x

0

(
t
x

)µ (
log

x
t

)α−1
tβ−1dt,

on pose v =
t
x

, on obtient

(
Iα

0+,µtβ
)
(x) =

1
Γ(α)

∫ 1

0
vµ

(
log

1
v

)α−1

xβvβ−1dv,

on pose τ = − log v , on obtient

(
Iα

0+,µtβ
)
(x) =

xβ

Γ(α)

∫ +∞

0
τα−1e−(β+µ)τdτ,

on pose s = (β + µ)τ, <(β + µ) > 0, on obtient

(
Iα

0+,µtβ
)
(x) =

xβ

Γ(α)

∫ +∞

0

(
s

β + µ

)α−1

e−s ds
β + µ

=
(β + µ)−αxβ

Γ(α)

∫ +∞

0
e−ssα−1ds

= (β + µ)−αxβ .

En particulier , pour µ = 0, on a

(
Iα

0+tβ
)
(x) = β−αxβ .

Exemple 1.2.2 [7] Pour f (x) =
(

log
x
a

)β−1
, où β est un nombre complexe , on a(

Iα
a+

(
log

t
a

)β−1
)
(x) =

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
(

log
t
a

)β−1 dt
t

,

6



Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

on pose τ =

(
log t

a
)(

log x
a
) , on obtient

(
Iα

a+

(
log

t
a

)β−1
)
(x) =

1
Γ(α)

∫ 1

0

(x
a

)α−1
(1− τ)α−1

(
log

x
a

)β−1
τβ−1

(
log

x
a

)
dτ

=
1

Γ(α)

(
log

x
a

)α+β−1 ∫ 1

0
(1− τ)α−1τβ−1dτ

=
1

Γ(α)

(
log

x
a

)α+β−1
B(α, β)

=
1

Γ(α)

(
log

x
a

)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

=
Γ(β)

Γ(α + β)

(
log

x
a

)α+β−1
.

1.3 L’intégrale Fractionnaire de Type Hadamard dans
l’espace Xp

c (a, b)

Théorème 1.3.1 [6] soit α > 0, 1 ≤ p ≤ +∞ , 0 < a < b < ∞ et soit µ ∈ R et
c ∈ R tel que µ ≥ c . Alors l’opérateur Iα

a+,µ est bornée dans Xp
c (a, b) et

∥∥∥Iα
a+,µ f

∥∥∥
Xp

c (a,b)
≤ K ‖ f ‖Xp

c (a,b) , (1.3.1)

où pour µ = c

K =
1

Γ(α + 1)

(
log

b
a

)α

, (1.3.2)

et pour µ > c

K =
1

Γ(α)
(µ− c)−α γ

[
α, (µ− c) log

(
b
a

)]
. (1.3.3)

Preuve :
On distingue deux cas.
1ère Cas : (1 ≤ p < +∞)
On a,∥∥∥Iα

a+,µ f
∥∥∥

Xp
c (a,b)

=

(∫ b

a

∣∣∣xcIα
a+,µ f (x)

∣∣∣p dx
x

)1/p

=

(∫ b

a

∣∣∣∣xc 1
Γ(α)

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)α−1
f (t)

dt
t

∣∣∣∣p dx
x

)1/p

,

7



Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

on pose u =
x
t

, on obtient

∥∥∥Iα
a+,µ f

∥∥∥
Xp

c (a,b)
=

(∫ b

a

∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ x/a

1
xc−1/pu−µ (log u)α−1 f (

x
u
)

du
u

∣∣∣∣p dx
)1/p

=

(∫ b/a

1

∣∣∣∣ 1
Γ(α)

u−µ−1 (log u)α−1
(∫ b

au
xc f

( x
u

) dx
x

)∣∣∣∣p du
)1/p

≤
∫ b

a

1

1
Γ(α)

uµ−1 (log u)α−1
(∫ b

au

∣∣∣xc f
( x

u

)∣∣∣p dx
x

)1/p

du,

on pose t =
x
u

, on obtient

∥∥∥Iα
a+,µ f

∥∥∥
Xp

c (a,b)
≤
∫ b/a

1
u−µ−1 1

Γ(α)
(log u)α−1

(∫ b/u

a
|tcuc f (t)|p dt

t

)1/p

du

=
∫ b/a

1

1
Γ(α)

uc−µ−1 (log u)α−1
(∫ b/u

a
|tc f (t)|p dt

t

)1/p

du

≤
(∫ b/a

1

1
Γ(α)

uc−µ−1 (log u)α−1 du
)
‖ f ‖Xp

c (a,b) ,

c’est à dire∥∥∥Iα
a+,µ f

∥∥∥
Xp

c (a,b)
≤ K ‖ f ‖Xp

c (a,b) ,

avec

K =
∫ b/a

1

1
Γ(α)

uc−µ−1 (log u)α−1 du .

Calculons la constante K :

Pour µ = c, on a

K =
∫ b/a

1

1
Γ(α)

(log u)α−1 du
u

=
1

Γ(α)

[
(log u)α

α

]b/a

1

=
1

Γ(α + 1)

(
log

b
a

)α

,

et pour µ > c , on a

K =
∫ b/a

1

1
Γ(α)

u−(µ−c) (log u)α−1 du
u

,

8



Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

on pose t = log u , on obtient

K =
1

Γ(α)

∫ log(b/a)

0
e−t(µ−c)tα−1dt,

maintenant on pose s = t(µ− c) , on obtient

K =
1

Γ(α)

∫ (µ−c) log(b/a)

0
e−s
(

s
µ− c

)α−1 ds
µ− c

=
(µ− c)−α

Γ(α)

∫ (µ−c) log(b/a)

0
sα−1e−sds

=
(µ− c)−α

Γ(α)
γ

(
α, (µ− c) log

(
b
a

))
.

2ème Cas : Si p = +∞

Pour ce cas on a,∥∥∥Iα
a+,µ f

∥∥∥
X∞

c (a,b)
= ess sup

a≤x≤b

[
xc|Iα

a+,µ f (x)|
]

.

Comme ∣∣∣xcIα
a+,µ f (x)

∣∣∣ = ∣∣∣∣xc 1
Γ(α)

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)α−1
f (t)

dt
t

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ x

a

(
t
x

)µ−c (
log

x
t

)α−1
tc f (t)

dt
t

∣∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ x

a

(
t
x

)µ−c (
log

x
t

)α−1
|tc f (t)| dt

t

≤ M(x) ‖ f ‖X∞
c (a,b) , (1.3.4)

où

M(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(
t
x

)µ−c (
log

x
t

)α−1 dt
t

.

9



Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

Calculons M(x) :

On pose u =
x
t

, on a

M(x) =
1

Γ(α)

∫ x/a

1
u−(µ−c) (log u)α−1 du

u
.

Pour µ = c , on a

M(x) =
1

Γ(α)

∫ x/a

1
(log u)α−1 du

u

=
1

Γ(α)

[
(log u)α

α

]x/a

1

=
1

Γ(α + 1)

(
log

x
a

)α

≤ 1
Γ(α + 1)

(
log

b
a

)α

, (1.3.5)

et pour µ > c , on a

M(x) =
1

Γ(α)

∫ x/a

1
u−(µ−c) (log u)α−1 du

u
,

on pose t = log u , on obtient

M(x) =
1

Γ(α)

∫ log(x/a)

0
e−(µ−c)tα−1dt,

maintenant on pose s = t(µ− c) , on obtient

M(x) =
1

Γ(α)

∫ (µ−c) log(x/a)

0
e−s
(

s
µ− c

)α−1 ds
µ− c

=
(µ− c)−α

Γ(α)

∫ (µ−c) log(x/a)

0
e−ssα−1ds

=
(µ− c)−α

Γ(α)
γ
(

α, (µ− c) log
(x

a

))
.

Comme γ est une fonction croissante, il resulte que

M(x) ≤ (µ− c)−α

Γ(α)
γ

(
α, (µ− c) log

(
b
a

))
. (1.3.6)

Alors d’après (1.3.4), (1.3.5) , (1.3.6) , on a∣∣∣xcIα
a+,µ f (x)

∣∣∣ ≤ K ‖ f ‖X∞
c (a,b) ,

où K est donné par (1.3.2) pour µ = c et par (1.3.3) pour µ > c.
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Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

Corollaire 1.3.1 [6] soit α > 0, 1 ≤ p ≤ +∞ , 0 < a < b < ∞ et soit c ≤ 0. Alors
l’opérateur Iα

a+ est bornée dans Xp
c (a, b) et

‖Iα
a+ f ‖Xp

c (a,b) ≤ K1 ‖ f ‖Xp
c (a,b) , (1.3.7)

où pour c = 0

K1 =
1

Γ(α + 1)

(
log

b
a

)α

, (1.3.8)

et pour c < 0

K1 =
1

Γ(α)
(−c)−α γ

[
α,−c log

(
b
a

)]
. (1.3.9)

Théorème 1.3.2 [6] soit α > 0, 1 ≤ p ≤ +∞ , 0 < a < b < ∞ et soit µ ∈ R et
c ∈ R tel que µ ≥ 1/p . Alors l’opérateur Iα

a+,µ est bornée dans Lp(a, b) et∥∥∥Iα
a+,µ f

∥∥∥
p
≤ K2 ‖ f ‖p , (1.3.10)

où K2 est donnée par (1.3.2) pour µ = 1/p ,

et pour µ > 1/p , on a

K2 =
1

Γ(α)

(
µ− 1

p

)−α

γ

[
α,
(

µ− 1
p

)
log
(

b
a

)]
. (1.3.11)

Preuve :

On a

∥∥∥Iα
a+,µ f

∥∥∥
p
=

(∫ b

a

∣∣∣Iα
a+,µ f (x)

∣∣∣p dx
)1/p

=

(∫ b

a

∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)α−1
f (t)

dt
t

∣∣∣∣p dx

)1/p

,

on pose u =
x
t

, on a

∥∥∥Iα
a+,µ f

∥∥∥
p
=

(∫ b

a

∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ x/a

1
u−µ (log u)α−1 f (

x
u
)

du
u

∣∣∣∣p dx
)1/p

≤
∫ b/a

1

1
Γ(α)

u−µ−1 (log u)α−1
(∫ b

au

∣∣∣ f ( x
u

)∣∣∣p dx
)1/p

du,
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Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

on pose t =
x
u

, on a

∥∥∥Iα
a+,µ f

∥∥∥
p
≤
∫ b/a

1

1
Γ(α)

u−µ−1 (log u)α−1
(∫ b/u

a
| f (t)|p udt

)1/p

du

=
∫ b/a

1

1
Γ(α)

u1/p−µ−1 (log u)α−1
(∫ b/u

a
| f (t)|p dt

)1/p

du,

par suite,∥∥∥Iα
a+,µ

∥∥∥
p
≤ K2 ‖ f ‖p ,

avec

K2 =
1

Γ(α)

∫ b/a

1
u1/p−µ−1 (log u)α−1 du .

Calculons la constante K2 :

Pour µ = 1/p, on a

K2 =
1

Γ(α)

∫ b/a

1
(log u)α−1 du

u

=
1

Γ(α)

[
(log u)α

α

]b/a

1

=
1

Γ(α + 1)

(
log

b
a

)α

,

et pour µ > 1/p, on a

K2 =
1

Γ(α)

∫ b/a

1
u−(µ−1/p) (log u)α−1 du

u
.

On pose t = log u, on a

K2 =
1

Γ(α)

∫ log(b/a)

0
e−t(µ−1/p)tα−1dt ,

On pose s = t(µ− 1/p), on a

K2 =
1

Γ(α)

∫ (µ−1/p) log(b/a)

0
e−s
(

s
µ− 1/p

)α−1 ds
µ− 1/p

=
(µ− 1/p)−α

Γ(α)

∫ (µ−1/p) log(b/a)

0
sα−1e−sds

=
(µ− 1/p)−α

Γ(α)
γ

(
α, (µ− 1/p) log

(
b
a

))
.
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Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

Remarque 1.3.1 Soit c ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, α > 0 et µ ∈ R

Si µ > c, alors l’opérateur Iα
0+,µ est borné dans Xp

c (R+) et∥∥∥Iα
0+,µ

∥∥∥
Xp

c
≤ K3 ‖ f ‖Xp

c (R+)
, avec K3 = (µ− c)−α .

Un tel résultat est obtenu de (1.3.1) et (1.3.3) si on mit a = 0 et b = ∞ et on considère la
relation γ(ν, ∞) = Γ(ν) .

1.4 Propriété de semi groupe d’intégrale fractionnaire
de type Hadamard

Théorème 1.4.1 ([6], [7]) Soit α > 0 , β > 0 , 1 ≤ p ≤ ∞ , 0 < a < b < ∞ et soit
µ ∈ R et c ∈ R tel que µ ≥ c. Alors pour f ∈ Xp

c (a, b) la propriété de semi groupe est
vérifiée

Iα
a+,µI

β
a+,µ f = I

α+β
a+,µ f . (1.4.1)

Preuve :
Supposons que les hypothèses du théorème sont satisfaites.

On a(
Iα

a+,µI
β
a+,µ f

)
(x) =

1
Γ(α)

∫ x

a

(u
x

)µ (
log

x
u

)α−1 (
I

β
a+,µ f

)
(u)

du
u

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(u
x

)µ (
log

x
u

)α−1
[

1
Γ(β)

∫ u

a

(
t
u

)µ (
log

u
t

)β−1
f (t)

dt
t

]
du
u

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f (t)x−µtµ−1

[∫ x

t

(
log

x
u

)α−1 (
log

u
t

)β−1 du
u

]
dt,

On pose τ =

(
log u

t
)(

log x
t
) , on a

(
Iα

a+,µI
β
a+,µ f

)
(x) =

1
Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f (t)x−µtµ−1

×
[∫ 1

0

(x
t

)α−1
(1− τ)α−1

(
log

x
t

)β−1
τβ−1

(
log

x
t

)
dτ

]
dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f (t)x−µtµ−1

(
log

x
t

)α+β−1
[∫ 1

0
τβ−1(1− τ)α−1dτ

]
dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f (t)x−µtµ−1

(
log

x
t

)α+β−1
B(α, β)dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f (t)x−µtµ−1

(
log

x
t

)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
dt

=
1

Γ(α + β)

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)α+β−1
f (t)

dt
t

=
(
I

α+β
a+,µ f

)
(x) .
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Chapitre 1. Intégrale Fractionnaire de Type Hadamard et au sens de Hadamard

Corollaire 1.4.1 Soit α > 0 , β > 0 , 1 ≤ p ≤ ∞ , 0 < a < b < ∞ et c ≤ 0 . Alors
pour f ∈ Xp

c (a, b) la propriété de semi groupe est vérifiée

Iα
a+I

β
a+ f = I

α+β
a+ f . (1.4.2)

Preuve :
La preuve est un conséquence immédiate du théorème précédent.
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2Dérivée fractionnaire de type

Hadamard et au sens de Hadamard

Dans ce chapitre on donne quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de
type Hadamard et au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples d’ap-
plications. Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [1], [2], [3], [4], [5], [6] et
[7].

2.1 Définitions et exemples

Pour µ un nombre réel, a > 0 on pose par définition(
D1

a+,µ f
)
(x) = ((δ + µ) f ) (x) = x f ′(x) + µ f (x), δ = x

d
dx

,

et pour n un entier naturel supérieur à 1 , on pose par définition(
Dn

a+,µ f
)
(x) = D1

a+,µ

(
Dn−1

a+,µ f
)
(x) .

À partir de cette définition on donne la généralisation suivante :

Définition 2.1.1 ([6], [7]) Soit α ∈ C avec <(α) > 0 , µ ∈ R , a > 0 et x > a, on
définit l’opérateur Dα

a+,µ par(
Dα

a+,µ f
)
(x) = x−µδn

(
xµIn−α

a+,µ f
)
(x) , (2.1.1)

où n = [<(α)] + 1.

Remarque 2.1.1 Pour α = 0, on pose par définition(
D0

a+,µ f
)
(x) = f (x) .

Remarque 2.1.2 Si µ = 0, Dα
a+,0 est noté par Dα

a+ et on a

(Dα
a+ f ) (x) = δn (In−α

a+ f
)
(x) .
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Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

Exemple 2.1.1 [7] Pour f (x) = xβ , où β est un nombre complexe , on a(
Dα

0+,µtβ
)
(x) = x−µδn

(
xµIn−α

0+,µtβ
)
(x)

= x−µδn
(

xµ(β + µ)α−nxβ
)

= x−µδn−1
(

x
d

dx
(β + µ)α−nxβ+µ

)
(x)

= x−µδn−1
(

x(β + µ)α−n+1xβ+µ−1
)

= x−µδn−1
(
(β + µ)α−n+1xβ+µ

)
= x−µδn−2

(
(β + µ)α−n+2xβ+µ

)
.

Par récurrence , on a(
Dα

0+,µtβ
)
(x) = (µ + β)αxβ .

En particulier , pour µ = 0, on a(
Dα

0+tβ
)
= (β)αxβ .

Exemple 2.1.2 [7] Pour f (x) =
(

log
x
a

)β−1
, où β est un nombre complexe,

avec <(β) > 0 , on a(
Dα

a+

(
log

t
a

)β−1
)
(x) = δn

(
In−α

a+

(
log

t
a

)β−1
)
(x)

= δn
(

Γ(β)

Γ(n− α + β)

(
log

x
a

)n−α+β−1
)

=
Γ(β)

Γ(n− α + β)
δn−1

[
x

d
dx

(
log

x
a

)n−α+β−1
]

=
Γ(β)

Γ(n− α + β)
δn−1

[
x(n− α + β− 1)

1
x

(
log

x
a

)n−α+β−2
]

=
Γ(β)

Γ(n− α + β− 1)
δn−1

[(
log

x
a

)n−α+β−2
]

=
Γ(β)

Γ(n− α + β− 2)
δn−2

[(
log

x
a

)n−α+β−3
]

,

par récurrence on a(
Dα

a+

(
log

t
a

)β−1
)
(x) =

Γ(β)

Γ(n− α + β− n)

(
log

x
a

)n−α+β−(n+1)

=
Γ(β)

Γ(β− α)

(
log

x
a

)β−α−1
.
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En particulier, si β = 1 et <(α) ≥ 0 , alors la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard
d’une constante, en général, n’est pas nulle.

c’est à dire

(Dα
a+1) (x) = δn (In−α

a+ 1
)
(x)

= δn
(

1
Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−α−1
1

dt
t

)
,

on pose v =
x
t

, on a

(Dα
a+1) (x) = δn

(
1

Γ(n− α)

∫ x/a

1
(log v)n−α−1 dv

v

)

= δn

 1
Γ(n− α)

[
(log v)n−α

n− α

]x/a

1


= δn

(
1

Γ(n− α + 1)

(
log

x
a

)n−α
)

= δn−1
(

x
d

dx
1

Γ(n− α + 1)

(
log

x
a

)n−α
)

= δn−1
(

x
n− α

Γ(n− α + 1)
1
x

(
log

x
a

)n−α−1
)

= δn−1
(

1
Γ(n− α)

(
log

x
a

)n−α−1
)

= δn−2
(

1
Γ(n− α− 1)

(
log

x
a

)n−α−2
)

,

par récurrence, on obtient

(Dα
a+1) (x) =

1
Γ(n− α + 1− n)

(
log

x
a

)n−α−n
,

pour (0 < <(α) < 1), on a

(Dα
a+1) (x) =

1
Γ(1− α)

(
log

x
a

)−α
.

Exemple 2.1.3 [7] Pour f (x) =
(

log
x
a

)α−j
, avec j = [<(α)] + 1, on a(

Dα
a+

(
log

t
a

)α−j
)
(x) =

(
Dα

a+

(
log

t
a

)α−n
)
(x)

=
Γ(α− n + 1)

Γ(α− n + 1− α)

(
log

x
a

)α−n+1−α−1

=
Γ(α− n + 1)
Γ(−n + 1)

(
log

x
a

)−n+1
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comme (−n + 1) ∈ Z−∗ donc Γ(−n + 1) = ∞ , on obtient(
Dα

a+

(
log

t
a

)α−j
)
(x) = 0 .

Proposition 2.1.1 [7] Soit <(α) > 0, n = [<(α)] + 1 et 0 < a < b < ∞.
l’égalité (Dα

a+ f ) (x) = 0 est vérifiée si et seulement si

f (x) =
n

∑
j=1

Cj

(
log

x
a

)α−j
,

où cj ∈ R (j = 1, . . . , n) sont des constantes arbitraires.
En particulier, si 0 < <(α) ≤ 1, la relation (Dα

a+ f ) (x) = 0 est satisfaite si et seulement

si , f (x) = C
(

log
x
a

)α−1
pour tout c ∈ R.

Pour montrer la proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.1 Soit g : (a, b)→ R une fonction et n ∈N∗.

Alors δng(x) = 0, si et seulement si g(x) = ∑n−1
k=0 dk

(
log

x
a

)k
, où les dk sont des

constantes réelles pour tout k = 0, · · · , n.

Preuve du proposition 2.1.1 :
supposons que les hypothèses de la proposition sont satisfaites.

on a,

(Dα
a+ f ) (x) = 0 ,

signifie que

δn (In−α
a+ f

)
(x) = 0 .

Alors d’après le lemme précédent, on a

(
In−α

a+ f
)
(x) =

n−1

∑
k=0

ck

(
log

x
a

)k
,

où ck ∈ R pour tout k = 1, 2, · · · , n.
On applique l’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre α aux deux membres
de l’équation précédente , on obtient

(In
a+ f ) (x) =

n−1

∑
k=0

ck

(
Iα

a+

(
log

t
a

)k
)
(x)

=
n−1

∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(α + k + 1)

(
log

x
a

)α+k+1−1

=
n−1

∑
k=0

k!
Γ(α + k + 1)

ck

(
log

x
a

)α+k
,
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Par suite,

f (x) = δn (In
a+ f ) (x)

= δn

(
n−1

∑
k=0

k!
Γ(α + k + 1)

ck

(
log

x
a

)α+k
)

=
n−1

∑
k=0

k!
Γ(α + k + 1)

ckδn
(

log
x
a

)α+k

=
n−1

∑
k=0

k!
Γ(α + k + 1)

ck
Γ(α + k + 1)

Γ(α + k + 1− n)

(
log

x
a

)α+k−n

=
n−1

∑
k=0

k!
Γ(α + k + 1− n)

ck

(
log

x
a

)α+k−n
.

Si on pose j = n− k, on obtient

f (x) =
n

∑
j=1

(n− j)!
Γ(α + k− j)

cn−j

(
log

x
a

)α−j

=
n

∑
j=1

Cj

(
log

x
a

)α−j
,

où

Cj =
(n− j)!

Γ(α + k− j)
cn−j .

Réciproquement, si

f (x) =
n

∑
j=1

Cj

(
log

x
a

)α−j
,

on applique la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard aux deux membres de
l’équation précédente, on obtient

(Dα
a+ f ) (x) =

(
Dα

a+

n

∑
j=1

Cj

(
log

x
a

)α−j
)

=
n

∑
j=1

Cj

(
Dα

a+

(
log

x
a

)α−j
)

= 0.
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2.2 Dérivée Fractionnaire de Type Hadamard dans l’es-
pace ACn

δ,µ[a, b]

Dans cette section on donne des conditions suffisants pour l’existence de la
dérivée fractionnaire de type Hadamard Dα

a+,µ .
On a la caractérisation suivante :

Théorème 2.2.1 [6] On a , g ∈ ACn
δ,µ([a, b]) si et seulement si

g(x) = x−µ

[
1

(n− 1)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−1
ϕ(t)dt +

n−1

∑
k=0

ck

(
log

x
a

)k
]

, (2.2.1)

où ϕ ∈ L1(a, b) et ck (k = 0, 1, . . . , n− 1) sont des constantes arbitraires.

Preuve :
Soit g ∈ ACn

δ,µ[a, b], alors δn−1 [xµg(x)] ∈ AC[a, b] et par suite

δn−1 [xµg(x)] =
∫ x

a
ϕ(t)dt + cn−1, (2.2.2)

où ϕ ∈ L1(a, b) et cn−1 est un constante arbitraire.

Comme δn−1 = x
d

dx
δn−2, alors

x
d

dx
δn−2 [xµg(x)] =

∫ x

a
ϕ(t)dt + cn−1.

Par suite, on a

d
dx

δn−2 [xµg(x)] =
1
x

∫ x

a
ϕ(t)dt +

cn−1

x

Changeant x à t et t à u et on intègre les deux cotés on obtient :

δn−2 [xµg(x)] =
∫ x

a

1
t

(∫ t

a
ϕ(u)du

)
dt +

∫ x

a

cn−1

t
dt + cn−2

=
∫ x

a
ϕ(u)

(∫ t

u

1
t

dt
)

du + cn−1 [log t]xa + cn−2

=
∫ x

a

(
log

x
t

)
ϕ(t)dt + cn−1

(
log

x
a

)
+ cn−2

=
∫ x

a

(
log

x
t

)
ϕ(t)dt + cn−1

(
log

x
a

)
+ cn−2.

De même , on a

d
dx

δn−3 [xµg(x)] =
1
x

∫ x

a

(
log

x
t

)
ϕ(t)dt +

cn−1

x

(
log

x
a

)
+

cn−2

x
,
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ce qui donne

δn−3 [xµg(x)] =
∫ x

a

1
t

(∫ t

a

(
log

t
u

)
ϕ(u)du

)
dt +

∫ x

a

cn−1

t

(
log

t
a

)
dt +

∫ x

a

cn−2

t
dt + cn−3

=
∫ x

a
ϕ(u)

(∫ t

u

(
log

t
u

)
dt
t

)
du +

cn−1

2

(
log

x
a

)2
+ cn−2

(
log

x
a

)
+ cn−3

=
1
2

∫ x

a

(
log

x
t

)2
ϕ(t)dt +

cn−1

2

(
log

x
a

)2
+ cn−2

(
log

x
a

)
+ cn−3.

On répète cette procédure m fois avec (1 ≤ m ≤ n− 1) , on obtient

δn−m [xµg(x)] =
∫ x

a

(
log

x
t

)m−1 ϕ(t)
(m− 1)!

dt +
m

∑
k=0

cn−m+k
k!

(
log

x
a

)k

où cn−m, . . . , cn−1 sont des constantes arbitraires.
Pour m = n, on obtient

xµg(x) =
∫ x

a

(
log

x
t

)n−1 ϕ(t)
(n− 1)!

dt +
n−1

∑
k=0

ck
k!

(
log

x
a

)k
,

c’est à dire

g(x) = x−µ

[
1

(n− 1)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−1
ϕ(t)dt +

n−1

∑
k=0

ck

(
log

x
a

)k
]

.

Réciproquement, supposons que g est représentée sous la forme

g(x) = x−µ

[
1

(n− 1)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−1
ϕ(t)dt +

n−1

∑
k=0

ck

(
log

x
a

)k
]

.

C’est à dire

xµg(x) =

[
1

(n− 1)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−1
ϕ(t)dt +

n−1

∑
k=0

ck

(
log

x
a

)k
]

.

En appliquant la dérivée δm (1 ≤ m ≤ n− 1) , on a

δm (xµg(x)) = δm

[
1

(n− 1)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−1
ϕ(t)dt +

n−1

∑
k=0

ck

(
log

x
a

)k
]

= δm−1

[
x

d
dx

(
1

(n− 1)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−1
ϕ(t)dt +

n−1

∑
k=0

ck

(
log

x
a

)k
)]

= δm−1

[
(n− 1)
(n− 1)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−2
ϕ(t)dt +

n−1

∑
k=1

ckk
(

log
x
a

)k−1
]

= δm−1

[
1

(n− 2)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−2
ϕ(t)dt +

n−1

∑
k=1

ckk
(

log
x
a

)k−1
]
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δm (xµg(x)) = δm−2

[
x

d
dx

(
1

(n− 2)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−2
ϕ(t)dt +

n−1

∑
k=1

ckk
(

log
x
a

)k−1
)]

= δm−2

[
(n− 2)
(n− 2)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−3
ϕ(t)dt +

n−1

∑
k=1

ckk(k− 1)
(

log
x
a

)k−2
]

= δm−2

[
1

(n− 3)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−3
ϕ(t)dt +

n−1

∑
k=2

ckk(k− 1)
(

log
x
a

)k−2
]

.

Par récurrence, on a

δm (xµg(x)) =
1

(n−m− 1)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−m−1
ϕ(t)dt

+
n−1

∑
k=m

k(k− 1) . . . (k−m + 1)
(

log
x
a

)k−m

=
1

(n−m− 1)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−m−1
ϕ(t)dt

+
n−1

∑
k=m

ckk!
(k−m)!

(
log

x
a

)k−m
,

Pour m = n− 1, on a :

δn−1 (xµg(x)) =
∫ x

a
ϕ(t)dt + (n− 1)!cn−1 .

Remarque 2.2.1

Soit

ϕ(t) = g′n−1(t), ck =
gk(a)

k!
(k = 0, 1, . . . , n− 1), (2.2.3)

Où

gk(x) = δk [xµg(x)] (k = 0, 1, . . . , n− 1), g0(x) = xµg(x). (2.2.4)

alors

g(x) = xµ

[∫ x

a

(
log

x
t

)n−1 g′n−1(t)
(n− 1)!

dt +
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!

(
log

x
a

)k
]

. (2.2.5)
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Théorème 2.2.2 [6] Soit α > 0 , n = [α] + 1 , µ ∈ R et g ∈ ACn
δ,µ[a, b]. Alors la

dérivée fractionnaire de type Hadamard Dα
a+,µg existe presque partout sur [a, b] et elle est

représentée sous la forme(
Dα

a+,µg
)
(x) = xµ

[
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−α−1
g′n−1(t)dt (2.2.6)

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
Γ(k− α + 1)

(
log

x
a

)k−α
]

,

où gk(a) (k = 0, 1, . . . , n− 1) sont donnés par (2.2.4)

Preuve :
Comme g ∈ ACn

δ,µ[a, b], on a

(
Dα

a+,µg
)
(x) = x−µδn

(
xµ 1

Γ(n− α)

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)n−α−1

×
[

t−µ

(
1

(n− 1)!

∫ t

a

(
log

t
u

)n−1

g′n−1(u)du +
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!

(
log

t
a

)k
)]

dt
t

)

= x−µδn

[
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−α−1
(∫ t

a

g′n−1(u)
(n− 1)!

(
log

t
u

)n−1

du

)
dt
t

+
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−α−1 n−1

∑
k=0

gk(a)
k!

(
log

t
a

)k dt
t

]
.

Interchangeant l’ordre d’intégration , on obtient

(
Dα

a+,µg
)
(x) = x−µδn

[
1

Γ(n− α)

∫ x

a

g′n−1(u)
(n− 1)!

(∫ x

u

(
log

x
t

)n−α−1
(

log
t
u

)n−1 dt
t

)
du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−α−1
(

log
t
a

)k dt
t

]
,

On pose

τ =

(
log t

u
)(

log x
u
) ,

et en suite on pose

s =
(
log t

a
)(

log x
a
) ,

on obtient
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(
Dα

a+,µg
)
(x) = x−µδn

[
1

Γ(n− α)

∫ x

a

g′n−1(u)
(n− 1)!(∫ 1

0
(1− τ)n−α−1

(
log

x
u

)n−α−1
τn−1

(
log

x
u

)n−1 (
log

x
u

)
dτ

)
du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!Γ(n− α)

∫ 1

0
(1− s)n−α−1

(
log

x
a

)n−α−1
sk
(

log
x
a

)k (
log

x
a

)
ds

]

= x−µδn
[

1
Γ(n− α)

∫ x

a

g′n−1(u)
(n− 1)!

(
log

x
u

)2n−α−1
(∫ 1

0
(1− τ)n−α−1 τn−1dτ

)
du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!Γ(n− α)

(
log

x
a

)n−α+k ∫ 1

0
(1− s)n−α−1 skds

]

= x−µδn
[

1
Γ(n− α)

∫ x

a

g′n−1(u)
(n− 1)!

(
log

x
u

)2n−α−1
B (n− α, n) du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!Γ(n− α)

(
log

x
a

)n−α+k
B (n− α, k + 1)

]

= x−µδn
[

1
Γ(n− α)

∫ x

a

g′n−1(u)
(n− 1)!

(
log

x
u

)2n−α−1 Γ(n− α)Γ(n)
Γ(2n− α)

du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!Γ(n− α)

(
log

x
a

)n−α+k Γ(n− α)Γ(k + 1)
Γ(n− α + k + 1)

]

= x−µδn
[

1
Γ(2n− α)

∫ x

a
g′n−1(u)

(
log

x
u

)2n−α−1
du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
Γ(n− α + k + 1)

(
log

x
a

)n−α+k
]

= x−µδn−1
[

x
d

dx
1

Γ(2n− α)

∫ x

a
g′n−1(u)

(
log

x
u

)2n−α−1
du

+x
d

dx

n−1

∑
k=0

gk(a)
Γ(n− α + k + 1)

(
log

x
a

)n−α+k
]

= x−µδn−1
[

1
Γ(2n− α− 1)

∫ x

a
g′n−1(u)

(
log

x
u

)2n−α−2
du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
Γ(n− α + k)

(
log

x
a

)n−α+k−1
]

.
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Par réccurence on obtient(
Dα

a+,µg
)
(x) = x−µ

[
1

Γ(n− α)

∫ x

a
g′n−1(t)

(
log

x
t

)n−α−1
dt

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
Γ(k− α + 1)

(
log

x
a

)k−α
]

.

Corollaire 2.2.1 [6] Si 0 < α < 1 , µ ∈ R et g ∈ AC1
δ,µ[a, b] , alors Dα

a+,µg existe
presque partout sur [a, b] et(

Dα
a+,µg

)
(x) =

x−µ

Γ(1− α)

[∫ x

a

(
log

x
t

)−µ
[tµg(t)]′

dt
t
+ lim

t→a+
[tµg(t)]

(
log

x
a

)−α
]

(2.2.7)

Théorème 2.2.3 [6] Soit α > 0 , n = [α] + 1 et g ∈ ACn
δ,0[a, b]. Alors la dérivée frac-

tionnaire au sens de Hadamard Dα
a+g existe presque partout sur [a, b] et elle est représentée

sous la forme

(Dα
a+g) (x) =

1
Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−α−1
(δng) (t)dt +

n−1

∑
k=0

(
δkg
)
(a)

Γ(k− α + 1)

(
log

x
a

)k−α
.

(2.2.8)

Preuve :

Comme g ∈ ACn
δ,µ[a, b], on a

(Dα
a+g) (x) = δn

(
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−α−1

×
[

1
(n− 1)!

∫ t

a

(
log

t
u

)n−1

g′n−1(u)du +
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!

(
log

t
a

)k
]

dt
t

)

= δn

[
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−α−1
(∫ t

a

g′n−1(u)
(n− 1)!

(
log

t
u

)n−1

du

)
dt
t

+
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−α−1 n−1

∑
k=0

gk(a)
k!

(
log

t
a

)k dt
t

]
,

interchangeant l’ordre d’intégration , on obtient

(Dα
a+g) (x) = δn

[
1

Γ(n− α)

∫ x

a

g′n−1(u)
(n− 1)!

(∫ x

u

(
log

x
t

)n−α−1
(

log
t
u

)n−1 dt
t

)
du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−α−1
(

log
t
a

)k dt
t

]
,
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On pose

τ =

(
log t

u
)(

log x
u
) ,

et en suite on pose

s =
(
log t

a
)(

log x
a
) ,

on obtient

(Dα
a+g) (x) = δn

[
1

Γ(n− α)

∫ x

a

g′n−1(u)
(n− 1)!(∫ 1

0
(1− τ)n−α−1

(
log

x
u

)n−α−1
τn−1

(
log

x
u

)n−1 (
log

x
u

)
dτ

)
du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!Γ(n− α)

∫ 1

0
(1− s)n−α−1

(
log

x
a

)n−α−1
sk
(

log
x
a

)k (
log

x
a

)
ds

]

= δn
[

1
Γ(n− α)

∫ x

a

g′n−1(u)
(n− 1)!

(
log

x
u

)2n−α−1
(∫ 1

0
(1− τ)n−α−1 τn−1dτ

)
du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!Γ(n− α)

(
log

x
a

)n−α+k ∫ 1

0
(1− s)n−α−1 skds

]

= δn
[

1
Γ(n− α)

∫ x

a

g′n−1(u)
(n− 1)!

(
log

x
u

)2n−α−1
B (n− α, n) du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!Γ(n− α)

(
log

x
a

)n−α+k
B (n− α, k + 1)

]

= δn
[

1
Γ(n− α)

∫ x

a

g′n−1(u)
(n− 1)!

(
log

x
u

)2n−α−1 Γ(n− α)Γ(n)
Γ(2n− α)

du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
k!Γ(n− α)

(
log

x
a

)n−α+k Γ(n− α)Γ(k + 1)
Γ(n− α + k + 1)

]

= δn
[

1
Γ(2n− α)

∫ x

a
g′n−1(u)

(
log

x
u

)2n−α−1
du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
Γ(n− α + k + 1)

(
log

x
a

)n−α+k
]
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(Dα
a+g) (x) = δn−1

[
x

d
dx

1
Γ(2n− α)

∫ x

a
g′n−1(u)

(
log

x
u

)2n−α−1
du

+x
d

dx

n−1

∑
k=0

gk(a)
Γ(n− α + k + 1)

(
log

x
a

)n−α+k
]

= δn−1
[

1
Γ(2n− α− 1)

∫ x

a
g′n−1(u)

(
log

x
u

)2n−α−2
du

+
n−1

∑
k=0

gk(a)
Γ(n− α + k)

(
log

x
a

)n−α+k−1
]

,

par réccurence , on obtient

(Dα
a+g) (x) =

[
1

Γ(n− α)

∫ x

a
g′n−1(t)

(
log

x
t

)n−α−1
dt +

n−1

∑
k=0

gk(a)
Γ(k− α + 1)

(
log

x
a

)k−α
]

.

D’après (2.2.4) , on obtient

g′n−1(x) = (δng(x)) ,

et
gk(x) =

(
δkg
)
(x) .

Donc

(Dα
a+g) (x) =

1
Γ(n− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)n−α−1
(δng(t)) dt +

n−1

∑
k=0

(
δkg
)
(a)

Γ(k− α + 1)

(
log

x
a

)k−α
.

Corollaire 2.2.2 Si 0 < α < 1 et g ∈ AC1
δ,0[a, b] , alors Dα

a+g existe presque partout sur
[a, b] et

(Dα
a+g) (x) =

1
Γ(1− α)

∫ x

a

(
log

x
t

)−α
g′(t)dt +

g(a)
Γ(1− α)

(
log

x
a

)−α
. (2.2.9)

2.3 Propriété de la composition de la dérivée fraction-
naire et l’intégrale fractionnaire de Hadamard

Théorème 2.3.1 ([6] , [7]) Soit α > 0 , β > 0 , 1 ≤ p ≤ ∞ , 0 < a < b < ∞ et soit
µ ∈ R et c ∈ R tel que µ ≥ c. Alors pour f ∈ Xp

c (a, b) on a

D
β
a+,µI

α
a+,µ f = I

α−β
a+,µ f . (2.3.1)

En particulier, si β = m ∈N∗, alors

Dm
a+,µI

α
a+,µ f = Iα−m

a+,µ f . (2.3.2)
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Preuve :
Supposons que les hypothèses du théorème sont satisfaites.

On a,(
D

β
a+,µI

α
a+,µ f

)
(x) = x−µδn

[
xµI

n−β
a+,µ

(
Iα

a+,µ f
)]

(x)

= x−µδn
(

xµI
n−β+α
a+,µ f

)
(x)

= x−µδn−1
[

x
d

dx

(
xµ 1

Γ(n− β + α)

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)n−β+α−1
f (t)

dt
t

)]
= x−µδn−1

[
x

d
dx

(
1

Γ(n− β + α)

∫ x

a
tµ
(

log
x
t

)n−β+α−1
f (t)

dt
t

)]
= x−µδn−1

(
x(n− β + α− 1)

Γ(n− β + α)

1
x

∫ x

a
tµ
(

log
x
t

)n−β+α−2
f (t)

dt
t

)
= x−µδn−1

(
1

Γ(n− β + α− 1)

∫ x

a
tµ
(

log
x
t

)n−β+α−2
f (t)

dt
t

)
= x−µδn−2

(
1

Γ(n− β + α− 2)

∫ x

a
tµ
(

log
x
t

)n−β+α−3
f (t)

dt
t

)
= x−µδn−2

(
xµI

n−β+α−2
a+,µ f

)
(x) ,

par récurrence, on a(
D

β
a+,µI

α
a+,µ f

)
(x) = x−µ

(
xµI

n−β+α−n
a+,µ f

)
(x)

= I
α−β
a+,µ f (x) .

En particulier, pour β = m , on a

Dm
a+,µI

α
a+,µ f = D

β
a+,µI

β−m
a+,µI

α
a+,µ f

= D
β
a+,µI

β−m+α
a+,µ f

= I
β−m+α−β
a+,µ f

= Iα−m
a+,µ f .

Corollaire 2.3.1 Soit α > β > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < a < b < ∞ et c ≤ 0. Alors pour
f ∈ Xp

c (a, b) on a

D
β
a+I

α
a+ f = I

α−β
a+ f . (2.3.3)

En particulier, Si β = m ∈N∗, alors

Dm
a+I

α
a+ f = Iα−m

a+ f . (2.3.4)
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Théorème 2.3.2 ([6] , [7]) Soit α > 0, 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < a < b < ∞ et soit µ ∈ R et
c ∈ R tel que µ ≥ c . Alors pour f ∈ Xp

c (a, b) on a

Dα
a+,µI

α
a+,µ f = f . (2.3.5)

Preuve :
Supposons que les hypothèses du théorème sont satisfaites.

On a,(
Dα

a+,µI
α
a+,µ f

)
(x) = x−µδn

[
xµIn−α

a+,µ

(
Iα

a+,µ f
)]

(x)

= x−µδn
(

xµIn−α+α
a+,µ f

)
(x)

= x−µδn−1
[

x
d

dx

(
xµIn

a+,µ f
)]

(x)

= x−µδn−1
[

x
d

dx

(
xµ 1

(n− 1)!

∫ x

a

(
t
x

)µ (
log

x
t

)n−1
f (t)

dt
t

)]
= x−µδn−1

(
x

d
dx

1
(n− 1)!

∫ x

a
tµ
(

log
x
t

)n−2
f (t)

dt
t

)
= x−µδn−1

(
x(n− 1)
(n− 1)!

1
x

∫ x

a
tµ
(

log
x
t

)n−2
f (t)

dt
t

)
= x−µδn−1

(
1

(n− 2)!

∫ x

a
tµ
(

log
x
t

)n−2
f (t)

dt
t

)
= x−µδn−2

(
1

(n− 3)!

∫ x

a
tµ
(

log
x
t

)n−3
f (t)

dt
t

)
= x−µδn−2

(
xµIn−2

a+,µ f
)
(x) ,

par récurrence, on a(
Dα

a+,µI
α
a+,µ f

)
(x) = x−µ

(
xµIn−n

a+,µ f
)
(x)

= f (x) .

Corollaire 2.3.2 Soit α > 0 , 1 ≤ p ≤ ∞ , 0 < a < b < ∞ et soit c ≤ 0 . Alors pour
f ∈ Xp

c (a, b) , on a

Dα
a+I

α
a+ f = f . (2.3.6)

Théorème 2.3.3 ([4] , [6] , [7]) Soit <(α) > 0 , n = −[−<(α)] et 0 < a < b < +∞.
Si f ∈ L(a, b) et In−α

a+ f ∈ ACn
δ [a, b] , alors

(Iα
a+D

α
a+ f ) (x) = f (x)−

n

∑
k=1

(
δn−k (In−α

a+ f
))

(a)
Γ(α− k + 1)

(
log

x
a

)α−k
. (2.3.7)

En particulier, Si α = n ∈N∗ et y ∈ ACn
δ [a, b] , alors

(In
a+D

n
a+ f ) (x) = f (x)−

n

∑
k=1

(
δk f
)
(a)

k!

(
log

x
a

)k
. (2.3.8)
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Preuve :
Supposons que tout les hypothèses du théorème sont satisfaites.

On sait que

Dα
a+I

α
a+g = g.

Ce qui donne

Dα
a+I

α
a+ (Dα

a+ f ) = Dα
a+ f .

C’est-à-dire

Dα
a+ (Iα

a+D
α
a+ f − f ) = 0.

Par suite d’aprés la Proposition 2.1.1, on a

Iα
a+D

α
a+ f (x) = f (x) +

n

∑
j=1

cj

(
log

x
a

)α−j
, (2.3.9)

où cj ∈ C.
Maintenant on va déterminer cj pour tout j = 1, ..., n.
En appliquant l’opérateur In−α

a+ aux deux membres de l’égalité (2.3.9), on obtient

In
a+D

α
a+ f (x) = In−α

a+ f (x) +
n

∑
j=1

cjI
α
a+

(
log

x
a

)α−j

= In−α
a+ f (x) +

n

∑
j=1

cj
Γ(α− j + 1)
(n− j)!

(
log

x
a

)n−j

= In−α
a+ f (x) +

n−1

∑
j=0

cn−j
Γ(α + j− n + 1)

j!

(
log

x
a

)j
.

Comme pour tout 0 ≤ j ≤ n− 1, on a

lim
x→a+

D
j
a+I

n
a+D

α
a+ f (x) = lim

x→a+
I

n−j
a+ Dα

a+ f (x) = 0,

et

lim
x→a+

D
j
a+

(
log

x
a

)k
=

{
j! si k = j
0 sinon

on obtient

cn−j
Γ(α + j− n + 1)

j!
j! = − lim

x→a+
D

j
a+I

n−α
a+ f (x).
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Ce qui donne

cn−j = −
lim

x→a+
D

j
a+I

n−α
a+ f (x)

Γ(α + j− n + 1)
,

On remplace dans (2.3.9) , on obtient

Iα
a+D

α
a+ f (x) = f (x)−

n

∑
j=1

lim
x→a+

δ
n−j
a+ In−α

a+ f (x)

Γ(α− n + 1)

(
log

x
a

)α−j
.

2.4 Applications des fonctions de Stirling d’ordre com-
plexe aux intégrale et dérivée fractionnaire de Ha-
damard

2.4.1 L’opérateur différentiel de Mellin

Définition 2.4.1 [1] L’opérateur différentiel de Mellin Θµ d’une fonction f : R+ → C

pour µ ∈ R est défini par

Θµ f (x) := x f ′(x) + µ f (x), x ∈ R+, (2.4.1)

à condition que f ′ existe presque partout sur R+.
L’opérateur différentiel de Mellin d’ordre r ∈N est défini par récurrence comme suit

Θ1
µ := Θµ , Θr

µ := Θµ

(
Θr−1

µ

)
, (r ≥ 2).

pour µ = 0 , Θr
0 est noté Θr .

Remarque 2.4.1 Pour r = 0, on pose par définition Θ0
µ := I , où I est l’identité.

Exemple 2.4.1 [1]

1) Calculons Θ2
µ f .

On a,

Θ2
µ f (x) = Θµ

(
Θµ f

)
(x)

= Θµ

(
x f ′(x) + µ f (x)

)
= x

[
x f ′(x) + µ f (x)

]′
+ µ

[
x f ′(x) + µ f (x)

]
= x

[
x f (2)(x) + (µ + 1) f ′(x)

]
+ µx f ′(x) + µ2 f (x)

= x2 f (2)(x) + (2µ + 1)x f ′(x) + µ2 f (x).

31



Chapitre 2. Dérivée fractionnaire de type Hadamard et au sens de Hadamard

2) Calculons Θ3
µ f .

On a,

Θ3
µ f (x) = Θµ

(
Θ2

µ f
)
(x)

= Θµ

[
x2 f (2)(x) + (2µ + 1)x f ′(x) + µ2 f (x)

]

= x
[

x2 f (2)(x) + (2µ + 1)x f ′(x) + µ2 f (x)
]′

+ µ
[

x2 f (2)(x) + (2µ + 1)x f ′(x) + µ2 f (x)
]

= 2x2 f (2)(x) + x3 f (3)(x) + (2µ + 1)x f ′(x) + (2µ + 1)x2 f (2)(x) + µ2x f ′(x)

+ µx2 f (2)(x) + µ(2µ + 1)x f ′(x) + µ3 f (x)

= x3 f (3)(x) + (3µ + 3)x2 f (2)(x) + (3µ2 + 3µ + 1)x f ′(x) + µ3 f (x).

Définition 2.4.2 (Fonction de Stirling de deuxième espèce) ([2] , [3])
Soit α ∈ C et k ∈N. Alors la fonction de Stirling de deuxième espèce notée par S(α, k) est
définie par

S(α, k) =
1
k!

k

∑
j=1

(−1)k−j
(

k
j

)
jα (α 6= 0; k ∈N), (2.4.2)

avec les propriétés

S(0, 0) = 1, (2.4.3)
S(0, k) = 0 (k ∈N), (2.4.4)
S(n, k) = 0 (n, k ∈N, 1 ≤ n ≤ k− 1), (2.4.5)
S(α, 0) = 0 (<(α) > 0), (2.4.6)

S(α,−1) = 0. (2.4.7)

Lemme 2.4.1 [2] Pour α ∈ C (α 6= −1) et k ∈ {2, 3, · · · } , on a la relation suivante

S(α + 1, k) = kS(α, k) + S(α, k− 1). (2.4.8)
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Preuve :
Supposons que les hypothèses du lemme sont satisfaites.

On a (
k
j

)
=

k!
j!(k− j)!

= k
(k− 1)!

(j− 1)!(k− j)!
1
j

= k
(

k− 1
j− 1

)
1
j

.

Par suite,

S(α + 1, k) =
1
k!

k

∑
j=1

(−1)k−j
(

k
j

)
jα+1

=
1
k!

k−1

∑
j=1

(−1)k−j
(

k
j

)
jα+1 +

kα+1

k!

=
1
k!

k−1

∑
j=1

(−1)k−j
[

k
(

k− 1
j− 1

)
1
j

]
jα+1 +

kα+1

k!

=
1

(k− 1)!

k−1

∑
j=1

(−1)k−j
(

k− 1
j− 1

)
jα +

kα+1

k!
.

Comme (
k
j

)
=

(
k− 1

j

)
+

(
k− 1
j− 1

)
(k , j ∈N, 1 ≤ j < k) ,

on obtient

S(α + 1, k) =
1

(k− 1)!

k−1

∑
j=1

(−1)k−j
(

k
j

)
jα − 1

(k− 1)!

k−1

∑
j=1

(−1)k−j
(

k− 1
j

)
jα +

kα+1

k!

= k
1
k!

k−1

∑
j=1

(−1)k−j
(

k
j

)
jα + k

kα

k!
+

1
(k− 1)!

k−1

∑
j=1

(−1)k−1−j
(

k− 1
j

)
jα

= k
1
k!

k

∑
j=1

(−1)k−j
(

k
j

)
jα +

1
(k− 1)!

k−1

∑
j=1

(−1)k−1−j
(

k− 1
j

)
jα

= kS(α, k) + S(α, k− 1) .
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Définition 2.4.3 (Fonction de Stirling généralisée de deuxième espèce) [2]
Soit α ∈ C , k ∈N et µ ∈ R .
La fonction de Stirling généralisée notée Sµ(α, k) est donnée par :

Sµ(α, k) =
1
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
(µ + j)α, (2.4.9)

lim
µ→0

Sµ(α, k) = S(α, k). (2.4.10)

On peut aussi définir la fonction de Stirling Sµ(α, k) par

Sµ(α, 0) = µα, Sµ(α + 1, k) = Sµ(α, k− 1) + (µ + k)Sµ(α, k). (2.4.11)

Lemme 2.4.2 [1] La dérivée de Mellin d’ordre r ∈ N a pour µ ∈ R la représentation
suivante

Θr
µ f (x) =

r

∑
k=0

Sµ(r, k)xk f (k)(x). (2.4.12)

Preuve :
Supposons que les hypothèses du lemme sont satisfaites.
On utilise un raisonnement par récurrence.

Pour r = 1 , on a

Θµ f (x) =
1

∑
k=0

Sµ(1, k)xk f (k)(x)

= Sµ(1, 0) f (x) + Sµ(1, 1)x f ′(x)
= x f ′(x) + µ f (x).

Donc la propriété est vérifie pour r = 1.
Supposons que la propriété est vraie pour r un entier naturel non nul fixé et mon-
trons qu’elle reste vraie pour r + 1.

On a,

Θr+1
µ f (x) = x

d
dx

Θr
µ f (x) + µΘr

µ f (x). (2.4.13)

Comme

x
d

dx
Θr

µ f (x) = x
d

dx

(
r

∑
k=0

Sµ(r, k)xk f (k)(x)

)

= x

[
r

∑
k=0

Sµ(r, k)
d

dx

(
xk f (k)(x)

)]

= x

[
r

∑
k=0

Sµ(r, k)
(

kxk−1 f (k)(x) + xk f (k+1)(x)
)]

=
r

∑
k=0

Sµ(r, k)
(

kxk f (k)(x) + xk+1 f (k+1)(x)
)

.
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Par suite d’après (2.4.13), on obtient

Θr+1
µ f (x) =

r

∑
k=0

Sµ(r, k)
(

kxk f (k)(x) + xk+1 f (k+1)(x)
)
+ µ

r

∑
k=0

Sµ(r, k)xk f (k)(x)

=
r

∑
k=0

Sµ(r, k)
(
(k + µ)xk f (k)(x) + xk+1 f (k+1)(x)

)
=

r

∑
k=0

(k + µ)Sµ(r, k)xk f (k)(x) +
r

∑
k=0

Sµ(r, k)xk+1 f (k+1)(x)

=
r

∑
k=0

(k + µ)Sµ(r, k)xk f (k)(x) +
r+1

∑
j=1

Sµ(r, j− 1)xj f (j)(x).

Comme Sµ(r, r + 1) = 0 et Sµ(r,−1) = 0 , on obtient

Θr+1
µ f (x) =

r+1

∑
k=0

(
Sµ(r, k)(k + µ) + Sµ(r, k− 1)

)
xk f (k)(x)

=
r+1

∑
k=0

Sµ(r + 1, k)xk f (k)(x).

Inversement, on a le résultat suivant

Proposition 2.4.1 [1] Soit r un entier naturel non nul et µ ∈ R et f une fonction alors

f (r)(x) = x−r
r

∑
k=0

Sµ(r, k)Θk
µ f (x).

Preuve :
Supposons que les hypothèses du proposition sont satisfaites.

Comme
r

∑
j=k

Sµ(r, j)Sµ(j, k) = δr,k,

alors

xr f (r)(x) =
r

∑
k=0

δr,kxk f (k)(x)

=
r

∑
k=0

r

∑
j=k

Sµ(r, j)Sµ(j, k)xk f (k)(x)

=
r

∑
j=0

Sµ(r, j)
j

∑
k=0

Sµ(j, k)xk f (k)(x)

=
r

∑
j=0

Sµ(r, j)Θj
µ f (x) ,
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par suite, on a

f (r)(x) = x−r
r

∑
j=0

Sµ(r, j)Θj
µ f (x) .

2.4.2 Quelques résultats

Lemme 2.4.3 [2] Soit α ∈ C , µ > 0 , l > 0 et soit f (x) = ∑+∞
k=0 fk(x) ,

fk(x) ∈ C([0, l]).

(i) Si <(α) > 0 et la série f (x) = ∑+∞
k=0 fk(x) est uniformément convergente sur [0, l],

alors on a (
Iα

0+,µ

+∞

∑
k=0

fk

)
(x) =

+∞

∑
k=0

(
Iα

0+,µ fk

)
(x), (0 < x < l), (2.4.14)

et la série ∑+∞
k=0

(
Iα

0+,µ fk

)
(x) est aussi uniformément convergente sur [0, l].

(ii) Si <(α) ≥ 0 et les séries ∑+∞
k=0 fk(x) et ∑+∞

k=0

(
Dα

0+,µ fk

)
(x) sont uniformément

convergentes sur [ε, l], (ε > 0) , alors le premier série admet la dérivée fractionnaire
de type Hadamard terme à terme et on a(

Dα
0+,µ

+∞

∑
k=0

fk

)
(x) =

+∞

∑
k=0

(
Dα

0+,µ fk

)
(x), (0 < x < l). (2.4.15)

Preuve :
Supposons que les hypothèses du lemme sont satisfaites.

(i) Soit <(α) > 0. Pour m ∈N on note Sm(x) = f (x)−∑m
k=0 fk(x).

Soit ε > 0, d’après la convergence uniforme de la série alors ∃η ∈ N tel que
∀m ∈N, (m ≥ η ⇒ |Sm(x)| ≤ ε, ∀x ∈ [0, l]) .
Donc on a :∣∣∣∣∣(Iα

0+,µ f
)
(x)−

(
Iα

0+,µ

+∞

∑
k=0

fk

)
(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣Iα

0+,µ

(
f −

+∞

∑
k=0

fk

)
(x)

∣∣∣∣∣
≤ |Sm(t)|

(
I
<(α)
0+,µ1

)
(x)

≤ ε
(
I
<(α)
0+,µ1

)
(x) = εµ−<(α).

En conclusion, pour <(α) > 0 on a,(
Iα

0+,µ

+∞

∑
k=0

fk

)
(x) =

+∞

∑
k=0

(
Iα

0+,µ fk

)
(x), (0 < x < l).
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(ii) Pour α = 0, la propriété est évidente.
Pour α 6= 0, on a :

(
Dα

0+,µ f
)
(x) = x−µδnxµ

(
In−α

0+,µ

+∞

∑
k=0

fk

)
(x)

= x−µδnxµ

(
+∞

∑
k=0

(In−α
0+,µ fk)(x)

)

= x−µδn

(
+∞

∑
k=0

xµIn−α
0+,µ fk

)
(x).

Si la série à droite est dérivable terme à terme, on obtient

(
Dα

0+,µ f
)
(x) =

(
+∞

∑
k=0

x−µδnxµIn−α
0+,µ fk

)
(x)

=
+∞

∑
k=0

(
Dα

0+,µ fk

)
(x).

En conclusion, pour <(α) ≥ 0 on a,(
Dα

0+,µ

+∞

∑
k=0

fk

)
(x) =

+∞

∑
k=0

(
Dα

0+,µ fk

)
(x), (0 < x < l).

Lemme 2.4.4 [2] Soit α ∈ C , µ > 0 et soit f la fonction définie par la série entière
suivante

f (x) =
+∞

∑
k=0

akxk (ak ∈ C, k ∈N). (2.4.16)

(i) Si Re(α) > 0 , alors l’intégrale de type de Hadamard Iα
0+,µ f est représentée par la

série entière suivante (
Iα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

(µ + k)−αakxk. (2.4.17)

(ii) Si Re(α) ≥ 0 , alors la dérivée de type Hadamard Dα
0+,µ f est représentée par la série

entière suivante (
Dα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

(µ + k)αakxk. (2.4.18)
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Preuve :
Supposons que les hypothèses du lemme sont satisfaites.

(i) On a ,

Iα
0+,µ f (x) = Iα

0+,µ

(
+∞

∑
k=0

akxk

)
,

d’après le lemme précédent , on a

Iα
0+,µ f (x) =

+∞

∑
k=0

(
Iα

0+,µakxk
)

=
+∞

∑
k=0

ak

(
Iα

0+,µxk
)

=
+∞

∑
k=0

ak(µ + k)−αxk.

(ii) On a ,

Dα
0+,µ f (x) = Dα

0+,µ

(
+∞

∑
k=0

akxk

)
,

d’après le lemme précédent , on a

Dα
0+,µ f (x) =

+∞

∑
k=0

(
Dα

0+,µakxk
)

=
+∞

∑
k=0

ak

(
Dα

0+,µxk
)

=
+∞

∑
k=0

ak(µ + k)−αxk.

2.4.3 Applications des fonctions de Stirling d’ordre complexe aux
intégrale et dérivée fractionnaire de Hadamard

Dans cette section on montre que l’intégrale fractionnaire et la dérivée frac-
tionnaire de type Hadamard sont exprimées en fonction de Sµ(α, k) et la dérivée
classique.

Théorème 2.4.1 [2] Soit f une fonction différentiable définie pour x > 0, telle que sa série
de Taylor converge, et soit α ∈ C et µ > 0.
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(i) Si Re(α) ≥ 0, la dérivée fractionnaire de type Hadamard Dα
0+,µ f est donnée par(

Dα
0+,µ f

)
(x) = x−µδ

(
xµIn−α

0+,µ f
)
(x) , (2.4.19)

si et seulement si pour x > 0 , on a(
Dα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

Sµ(α, k)xk f (k)(x) . (2.4.20)

(ii) Si <(α) > 0, l’intégrale fractionnaire de type Hadamard Iα
0+,µ f est donné par(

Iα
0+,µ f

)
(x) =

1
Γ(α)

∫ x

0

(
t
x

)µ (
log

x
t

)α−1
f (t)

dt
t

,

si et seulement si pour x > 0, on a(
Iα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

Sµ(−α, k)xk f (k)(x) . (2.4.21)

Preuve :
Supposons que les hypothèses du théorème sont satisfaites.

(i) Pour α = 0, on a :(
D0

0+,µ f
)
(x) = f (x),

et

+∞

∑
k=0

Sµ(0, k)xk f (k)(x) = Sµ(0, 0) f (x) +
+∞

∑
k=1

Sµ(0, k)xk f (k)(x),

Comme

Sµ(0, 0) =
1
0!
(−1)0

(
0
0

)
= 1,

et

Sµ(0, k) =
1
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
=

1
k!
(1− 1)k

= 0.

On obtient,

+∞

∑
k=0

Sµ(0, k)xk f (k)(x) = f (x),
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alors,

(
D0

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

Sµ(0, k)xk f (k)(x).

Pour α 6= 0 , on a(
Dα

0+,µ f
)
(x) = x−µδnxµ

(
In−α

0+,µ f
)
(x)

= x−µδnxµ 1
Γ(n− α)

∫ x

0

(u
x

)µ (
log

x
u

)n−α−1
f (u)

du
u

.

Pour x > 0 fixé , comme f admet un développement en série de Taylor alors
pour tout u ∈ [0, x] et tout y > 0 , on a

f (u) =
+∞

∑
k=0

f (k)(y)
k!

(u− y)k,

par suite d’après la formule du binôme de Newton , on a

f (u) =
+∞

∑
k=0

f (k)(y)
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
yk−juj

=
+∞

∑
j=0

uj

(
+∞

∑
k=j

f (k)(y)
k!

(−1)k−j
(

k
j

)
yk−j

)

=
+∞

∑
j=0

aj(y)uj,

avec

aj(y) =
+∞

∑
k=j

f (k)(y)
k!

(−1)k−j
(

k
j

)
yk−j .

Par suite,(
Dα

0+,µ f
)
(x) = x−µδnxµ 1

Γ(n− α)

∫ x

0

(u
x

)µ (
log

x
u

)n−α−1

×
(

+∞

∑
k=0

f (k)(y)
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
yk−juj

)
du
u

=
+∞

∑
k=0

f (k)(y)
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
yk−j

(
Dα

0+,µuj
)
(x)

=
+∞

∑
k=0

f (k)(y)
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
yk−j(µ + j)αxj,
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Si on pose y = x, on obtient(
Dα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

f (k)(x)
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
xk−j(µ + j)αxj

=
+∞

∑
k=0

xk f (k)(x)

(
1
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
(µ + j)α

)

=
+∞

∑
k=0

Sµ(α, k)xk f (k)(x).

Réciproquement, on a(
Dα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

Sµ(α, k)xk f (k)(x)

=
+∞

∑
k=0

xk f (k)(x)

(
1
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
(µ + j)α

)
,

prenant tout y > 0, on a :(
Dα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

xk f (k)(x)y−j

(
1
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
yj(µ + j)α

)

=
+∞

∑
k=0

f (k)(x)
k!

xky−j
k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)(
Dα

0+,µuj
)
(x)

= x−µδnxµ 1
Γ(n− α)

∫ x

0

(u
x

)µ (
log

x
u

)n−α−1

×
(

+∞

∑
k=0

f (k)(x)
k!

xky−j
k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
uj

)
du
u

,

si on pose y = x, on a(
Dα

0+,µ f
)
(x) = x−µδnxµ 1

Γ(n− α)

∫ x

0

(u
x

)µ (
log

x
u

)n−α−1

×
(

+∞

∑
k=0

f (k)(x)
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
xk−juj

)
du
u

= x−µδnxµ 1
Γ(n− α)

∫ x

0

(u
x

)µ (
log

x
u

)n−α−1
f (u)

du
u

.

En conclusion, pour <(α) ≥ 0, on a(
Dα

0+,µ f
)
(x) = x−µδ

(
xµIn−α

0+,µ f
)
(x) ,

si et seulement si pour x > 0 , on a(
Dα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

Sµ(α, k)xk f (k)(x) .
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(ii) pour <(α) > 0 , on a(
Iα

0+,µ f
)
(x) =

1
Γ(α)

∫ x

0

(u
x

)µ (
log

x
u

)α−1
f (u)

du
u

=
1

Γ(α)

∫ x

0

(u
x

)µ (
log

x
u

)α−1
(

+∞

∑
k=0

f (k)(y)
k!

+∞

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
yk−juj

)
du
u

=
+∞

∑
k=0

f (k)(y)
k!

+∞

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
yk−j

(
Iα

0+,µuj
)
(x)

=
+∞

∑
k=0

f (k)(y)
k!

+∞

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
yk−j(µ + j)−αxj ,

si on pose y = x, on obtient(
Iα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

f (k)(x)
k!

xk
+∞

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
(µ + j)−α

=
+∞

∑
k=0

f (k)(x)xk

(
1
k!

+∞

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
(µ + j)−α

)

=
+∞

∑
k=0

Sµ(−α, k)xk f (k)(x) .

Contrairement, on a(
Iα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

Sµ(−α, k)xk f (k)(x)

=
+∞

∑
k=0

xk f (k)(x)

(
1
k!

+∞

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
(µ + j)−α

)
,

prenant tout y > 0,on a(
Iα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

xk f (k)(x)y−j

(
1
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
(µ + j)−αyj

)

=
+∞

∑
k=0

f (k)(x)
xk xk

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)(
Iα

0+,µuj
)
(x)

=
1

Γ(α)

∫ x

0

(u
x

)µ (
log

x
u

)α−1
(

+∞

∑
k=0

f (k)(x)
k!

xky−j
k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
uj

)
du
u

,

si on pose y = x, on obtient(
Iα

0+,µ f
)
(x) =

1
Γ(α)

∫ x

0

(u
x

)µ (
log

x
u

)α−1
(

+∞

∑
k=0

f (k)(x)
k!

k

∑
j=0

(−1)k−j
(

k
j

)
xk−juj

)
du
u

=
1

Γ(α)

∫ x

0

(u
x

)µ (
log

x
u

)α−1
f (u)

du
u

.
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En conclusion, pour <(α) > 0, on a(
Iα

0+,µ f
)
(x) =

1
Γ(α)

∫ x

0

(
t
x

)µ (
log

x
t

)α−1
f (t)

dt
t

,

si et seulement si pour x > 0, on a

(
Iα

0+,µ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

Sµ(−α, k)xk f (k)(x) .

Corollaire 2.4.1 Soit f une fonction différentiable définie pour x > 0, tel que sa série de
Taylor converge, et soit α ∈ C.

(i) Si Re(α) ≥ 0, la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard Dα
0+ f est donnée par(

Dα
0+ f

)
(x) = δn (In−α

0+ f
)
(x) , (2.4.22)

si et seulement si pour x > 0 , on a

(
Dα

0+ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

S(α, k)xk f (k)(x) . (2.4.23)

(ii) Si <(α) > 0, l’intégrale fractionnaire au sens de Hadamard Iα
0+ f est donné par

(
Iα

0+ f
)
(x) =

1
Γ(α)

∫ x

0

(
log

x
t

)α−1
f (t)

dt
t

,

si et seulement si pour x > 0, on a

(
Iα

0+ f
)
(x) =

+∞

∑
k=0

S(−α, k)xk f (k)(x) . (2.4.24)

Preuve :
La preuve est un conséquence immédiate du théorème précédent.
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3Équations différentielles

fractionnaires. Théorèmes

d’existence et d’unicité

Dans ce chapitre on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour l’exis-
tence des solutions pour les problème de Cauchy dont la dérivée fractionnaire est
au sens de Hadamard. On donne aussi quelques exemples d’applications. Les ré-
sultats de ce chapitre se trouvent dans [7].

3.1 Équivalence du problème de Cauchy et l’équation
intégrale de Volterra

On considère le problème de Cauchy suivant

(Dα
a+y) (x) = f [x, y(x)] (x > a; α > 0)(

Dα−k
a+ y

)
(a+) = bk ∈ R (k = 1, . . . , n; n = −[−α])

(3.1.1)

où Dα−k
a+ est la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard pour k = 1, . . . , n− 1 et

Dα−n
a+ := In−α

a+ , n = −[−α] et f : (a, b]×R→ R une fonction.
On note par

Cδ,n−α,γ[a, b] =
{

y(x) ∈ Cn−α,log[a, b] : (Dα
a+) (x) ∈ Cγ,log[a, b]

}
,

où

Cγ,log[a, b] =
{

g : (a, b]→ R :
(

log
x
a

)γ
g(x) ∈ C[a, b]

}
, (3.1.2)

On définie une norme sur l’espace Cγ,log[a, b] par

‖.‖Cγ,log
: (a, b]→ R+

g→ ‖g‖Cγ,log
=
∥∥∥(log

x
a

)γ
g(x)

∥∥∥
C[a,b]

,

où
‖.‖C[a,b] = max

x∈[0,1]
|g (x)| .
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En utilisant les propriétés de l’intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de
Hadamard , on va montrer que le problème de Cauchy (3.1.1) est équivalent à
l’equation intégrale suivante

y(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(n− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

(3.1.3)

Théorème 3.1.1 Soit α > 0 , n = −[−α] et 0 ≤ γ < 1. Soit G un sous ensemble ouvert
dans R et f : (a, b]× G → R une fonction tel que f [x, y] ∈ Cγ,log[a, b] pour tout y ∈ G.
Si y ∈ Cn−α,log[a, b] , alors y est solution du problème de Cauchy si et seulement si y
satisfait l’équation intégrale suivante

y(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(n− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

, x > a .

Preuve :
Supposons que les hypothèses du théorème sont satisfaites.
Soit y ∈ Cn−α,log[a, b] une solution du problème de Cauchy (3.1.1), alors on a

(Dα
a+y) (x) = f [x, y(x)] . (3.1.4)

Comme f [x, y] ∈ Cγ,log[a, b] , alors d’après (3.1.4) , on a Dα
a+y ∈ Cγ,log[a, b] D’autre

part , comme

(Dα
a+y) (x) = δn (In−α

a+ y
)
(x), n = −[−α],

Par suite , on a

(Iα
a+D

α
a+y) (x) = y(x)−

n

∑
k=1

(
δn−k (In−α

a+ y
))

(a+)

Γ(α− k + 1)

(
log

x
a

)α−k
, (3.1.5)

on a aussi ,

δn−k (In−α
a+ y

)
(x) =

(
I
(n−α)−(n−k)
a+ y

)
(x)

=
(
Ik−α

a+ y
)
(x)

=
(
Dα−k

a+ y
)
(x),

c’est à dire

δn−k (In−α
a+ y

)
(x) =

(
Dα−k

a+ y
)
(x). (3.1.6)
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Alors d’après (3.1.5) et (3.1.6) , on obtient

(Iα
a+D

α
a+y) (x) = y(x)−

n

∑
k=1

(
Dα−k

a+ y
)
(a+)

Γ(α− k + 1)

(
log

x
a

)α−k

= y(x)−
n

∑
k=1

bk
Γ(α− k + 1)

(
log

x
a

)α−k
,

c’est à dire

(Iα
a+D

α
a+y) (x) = y(x)−

n

∑
k=1

bk
Γ(α− k + 1)

(
log

x
a

)α−k
, (3.1.7)

maintenant si on applique l’opérateur Iα
a+ aux deux membres de l’equation (3.1.1),

on obtient

(Iα
a+D

α
a+y) (x) = (Iα

a+ f [t, y(t)]) (x),

c’est à dire

y(x)−
n

∑
k=1

bk
Γ(α− k + 1)

(
log

x
a

)α−k
=

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

c’est à dire

y(x) =
n

∑
k=1

bk
Γ(α− k + 1)

(
log

x
a

)α−k
+

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

.

Donc on obtient l’équation intégrale de Volterra à partir du problème de Cauchy.

Inversement, supposons que y satisfait l’équation intégrale suivante

y(x) =
n

∑
k=1

bk
Γ(α− k + 1)

(
log

x
a

)α−k
+ (Iα

a+ f [t, y(t)]) (x). (3.1.8)

Appliquons l’opérateur Dα
a+ aux deux membres de cette équation , on obtient

(Dα
a+y) (x) =

n

∑
k=1

bk
Γ(α− k + 1)

[
Dα

a+

(
log

t
a

)α−k
]
(x) + (Dα

a+I
α
a+ f [t, y(t)]) (x),
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comme, [
Dα

a+

(
log

t
a

)α−k
]
(x) = 0,

c’est à dire,
(Dα

a+y) (x) = 0 + f [x, y(x)],

c’est à dire,
(Dα

a+y) (x) = f [x, y(x)].

Maintenant, on va vérifier les conditions initiales.
Appliquons l’opérateur Dα−k

a+ (k = 1, . . . , n) aux deux membres de l’équation in-
tégrale (3.1.8).
On distingue deux cas.
1ère Cas : Si 1 ≤ k ≤ n− 1

Pour ce cas , on a

(
Dα−k

a+ y
)
(x) =

n

∑
j=1

bj

Γ(α− k + 1)

[
Dα−k

a+

(
log

t
a

)α−j
]
(x)

+
(
Dα−k

a+ Iα
a+ f [t, y(t)]

)
(x).

Comme (
Dα−k

a+

(
log

t
a

)α−j
)
(x) =

Γ(α− j + 1)
Γ(k− j + 1)

(
log

x
a

)k−j
,

et (
Dα−k

a+ Iα
a+ f [t, y(t)]

)
(x) =

(
Ik

a+ f [t, y(t)]
)
(x),

on obtient,(
Dα−k

a+ y
)
(x) =

n

∑
j=1

bj

Γ(k− j + 1)

(
log

x
a

)k−j
+
(
Ik

a+ f [t, y(t)]
)
(x)

=
k

∑
j=1

bj

(k− j)!

(
log

x
a

)k−j
+

1
(k− 1)!

∫ x

a

(
log

x
t

)k−1
f [t, y(t)]

dt
t

.

Si on fait tendre x → a , on obtient(
Dα−k

a+ y
)
(a+) = bk.

2ème Cas : Si k = n

Pour ce cas, on a

(
Dα−n

a+ y
)
(x) =

n

∑
j=1

bj

(n− j)!

(
log

x
a

)n−j
+

1
(n− 1)!

∫ x

a

(
log

x
t

)n−1
f [t, y(t)]

dt
t

,
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si on fait tendre x → a , on obtient(
Dα−n

a+ y
)
(a+) = bn.

En conclusion, on a y est solution du problème de Cauchy (3.1.1).

Corollaire 3.1.1 Soit 0 < α < 1 , soit G un sous ensemble ouvert de R et soit f :
(a, b]×R une fonction tel que f [x, y] ∈ Cγ,log[a, b] pour tout y ∈ G.
Si y ∈ C1−α,log[a, b], alors y est solution du problème suivant

(Dα
a+y) (x) = f [x, y(x)],

(
I1−α

a+ y
)
(a+) = b ∈ R, (3.1.9)

si et seulement si, y est solution de l’équation intégrale de Volterra suivante :

y(x) =
b

Γ(α)

(
log

x
a

)α−1
+

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

, (x > a) .

(3.1.10)

3.2 Existence et unicité de la solution du problème du
Cauchy dont la dérivée fractionnaire est au sens de
Hadamard

Théorème 3.2.1 (Théorème du point fixe de Banach (voir Théorème 1.9 dans [7]).)
Soit (U, d) un espace métrique complet, soit 0 ≤ ω < 1 , et soit T : U → U une
application tel que ∀u, v ∈ U, on a d(Tu, Tv) ≤ ωd(u, v)
Alors l’opérateur T admet un unique point fixe u∗ ∈ U.
De plus si, (Tk)k∈N∗ est la suite d’opérateurs définie par ,{

T1 = T,
Tk = T.Tk−1 , k ≥ 2,

alors pour chaque u0 ∈ U , la suite numérique (Tku0)k∈N∗ converge vers l’unique point
fixe u∗ .

Maintenant, revenons à notre problème de Cauchy

(Dα
a+y) (x) = f [x, y(x)] (x > a; α > 0)(

Dα−k
a+ y

)
(a+) = bk ∈ R (k = 1, . . . , n; n = −[−α])

On a le résultat suivant :

Théorème 3.2.2 Soit α > 0 , n = −[−α] et 0 ≤ γ < 1 tel que γ ≥ n − α. Soit G
un sous ensemble ouvert dans R et soit f : (a, b]× G → R une fonction satisfaisant les
hypothèses suivantes :

H1) x 7−→ f (x, y) ∈ Cγ,log[a, b] pour tout y ∈ G ,
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H2) ∃A > 0, ∀x ∈ (a, b], ∀ y1 , y2 ∈ G , on a | f (x, y1)− f (x, y2)| ≤ A |y1 − y2| .
Alors le problème de Cauchy (3.1.1) admet une unique solution dans l’espace Cα

δ,n−α,γ[a, b].

Preuve :
On sait que y ∈ Cn−α,log[a, b] est solution du problème de Cauchy (3.1.1) si et
seulement si y vérifie l’équation intégrale de Volterra suivante

y(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

,

pour presque tout x ∈ (a, b].
Soit x1 un élément de (a, b) .
La preuve du théorème se fait en étapes.

1ère étape : Existence et unicité du problème de Cauchy (3.1.1) dans [a, x1].
Pour cela , on pose par définition

Cn−α,log[a, x1] =

{
g : (a, x1]→ R :

(
log

x
a

)n−α
g(x) ∈ C[a, x1]

}
,

et considérons la distance suivante :

d : Cn−α,log[a, x1]× Cn−α,log[a, x1]→ R+,

tel que

d(y1, y2) = ‖y2 − y1‖Cn−α,log[a,x1]
= max

x∈[a,x1]

∣∣∣∣(log
x
a

)n−α
[y1(x)− y2(x)]

∣∣∣∣ .

Écrivons l’équation intégrale de Volterra sous la forme

y(x) = (Ty) (x),

où

(Ty) (x) = y0(x) +
1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

,

avec

y0(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
.

On va appliquer le théorème du point fixe de Banach.
Pour cela il faut vérifier les deux points suivants :

i) T(Cn−α,log(a, x1)) ⊂ Cn−α,log(a, x1) .
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ii) ∀y1, y2 ∈ Cn−α,log(a, x1), on a

‖Ty1 − Ty2‖Cn−α,log[a,x1]
≤ ω ‖y1 − y2‖Cn−α,log(a,x1)

avec 0 ≤ ω < 1.

Pour le point i) ,

Comme y0 ∈ Cn−α,log[a, x1] et
1

Γ(α)
∫ x

a

(
log

x
a

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t
∈ Cn−α,log[a, x1] .

(car t→ f [t, y(t)] ∈ Cn−α,log[a, b] , alors t→ f [t, y(t)] ∈ Cn−α,log[a, x1] )
Alors Ty ∈ Cn−α,log[a, x1].
Pour le point ii),
Soient y1 et y2 deux éléments quelconques de Cn−α,log[a, x1].
On a,

‖Ty1 − Ty2‖Cn−α,log[a,x1]
=

1
Γ(α)

∫ x1

a

(
log

x1

t

)α−1
( f [t, y1(t)]− f [t, y2(t)])

dt
t

≤ A
Γ(α)

∫ x1

a

(
log

x1

t

)α−1
|y1(t)− y2(t)|

dt
t

≤ A
Γ(α)

∫ x1

a

(
log

x1

t

)α−1
(

log
t
a

)n−α+α−n

|y1(t)− y2(t)|
dt
t

≤ A
Γ(α)

‖y1 − y2‖Cn−α,log[a,x1]

∫ x1

a

(
log

x1

t

)α−1
(

log
t
a

)α−n dt
t

≤ A
Γ(α− n + 1)
Γ(2α− n + 1)

(
log

x1

a

)2α−n
‖y1 − y2‖Cn−α,log[a,x1]

.

Si on pose par définition ω = A
Γ(α− n + 1)

Γ(2α− n + 1)

(
log

x1

a

)2α−n
et si on choisit x1

tel que 0 < A
Γ(α− n + 1)

Γ(2α− n + 1)

(
log

x1

a

)2α−n
< 1 , on obtient T est contractante et

par suite suite d’après le Théorème du point fixe de Banach, il existe une unique
solution y∗ ∈ Cn−α,log[a, x1] de l’équation

y(x) = (Ty) (x) dans [a, x1].

De plus d’après le théorème du point fixe y∗ est obtenue comme limite de la suite
d’opérateurs (Tmy∗0)m∈N∗ dans le sens suivant

lim
m→+∞

‖Tmy∗0 − y∗‖Cn−α,log[a,x1]
= 0 ,

où y∗0 est une fonction quelconque de Cn−α,log[a, b].
Si au moins l’un des bk 6= 0 dans la condition initiale de Cauchy, on peut prendre

y∗0(x) = y0(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
,

et

(Tmy∗0) (x) = y0(x) +
1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f [t,
(

Tm−1y∗0
)
(t)]

dt
t

, m ≥ 2
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si on note par,
ym(x) = (Tmy∗0) (x) ,

alors on a ,

ym(x) = y0(x) +
1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, ym−1(t)]

dt
t

,

et on a ,
lim

m→+∞
‖ym − y∗‖Cn−α,log[a,x1]

= 0 .

2èmeétape : Construction de la solution dans [x1, x2] ,
avec x2 = x1 + h1, h1 > 0 et x2 < b.
On sait qu’on a l’équivalence entre l’existence de la solution du problème de
Cauchy (3.1.1) et l’équation intégrale de Volterra suivante

y(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+

1
Γ(α)

∫ x1

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

+
1

Γ(α)

∫ x

x1

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

,

Comme y est définie d’une manière unique sur l’intervalle [a, x1] , alors on peut
écrire la dernière égalité sous la forme

y(x) = y01(x) +
1

Γ(α)

∫ x

x1

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

,

où

y01(x) :=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+

1
Γ(α)

∫ x1

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

.

En utilisant une preuve similaire à celle qui a été donnée dans la première étape ,
on montre que l’équation intégrale

y(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f [t, y(t)]

dt
t

,

admet une unique solution y∗ ∈ Cn−α,log[x1, x2] dans l’intervalle [x1, x2].

3ème étape : Construction de la solution dans [x2, x3] ,
avec x3 = x2 + h , h > 0 et x3 < b.
En utilisant un raisonnement similaire à celle qu’a été donnée dans la 2ème étape ,
on montre que l’équation intégrale admet une unique solution y∗ ∈ Cn−α,log[x2, x3]
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dans [x2, x3].
On continue ce processus, on montre que l’équation intégrale admet une unique
solution y∗ ∈ Cn−α,log[a, b] dans [a, b] et par suite le problème de Cauchy (3.1.1)
admet une unique solution dans [a, b] .
Afin de compléter la preuve du théorème, il faut montrer que l’unique solution du
problème de Cauchy (3.1.1) y ∈ Cn−α,log[a, b] appartient à l’espace Cα

δ,n−α,γ[a, b] .
Pour cela il faut montrer que Dα

a+y ∈ Cn−α,log[a, b].
D’après ce qui précède , on sait que la solution y est la limite au sens de la norme
Cn−α,log d’une suite de fonctions (ym) , où ym ∈ Cn−α,log[a, b].

lim
m→+∞

‖ym − y‖Cn−α,log[a,b] = 0,

avec le choix de certains ym dans chaque [a, x1], . . . , [xl−1, b].

On a,

‖Dα
a+ym −Dα

a+y‖Cn−α,log[a,b] = ‖ f (x, ym)− f (x, y)‖Cn−α,log[a,b]

≤ A ‖ym − y‖Cn−α,log(a,b) −→m→+∞
0.

Alors,
lim

m→+∞
‖Dα

a+ym −Dα
a+y‖Cn−α,log[a,b] = 0.

Donc,
(Dα

a+y) ∈ Cn−α,log[a, b].

et par suite,
y ∈ Cα

δ,n−α,γ[a, b].

La preuve du théorème est terminée.

3.3 Quelques exemples

Exemple 3.3.1 Considérons le problème de Cauchy suivant

(Dα
a+y) (x)− λy(x) = f (x) , (a < x ≤ b; α > 0; λ ∈ R) ,(

Dα−k
a+ y

)
(a+) = bk, (bk ∈ R; k = 1, . . . , n; n = −[−α]) . (3.3.1)

Tout d’abord, le problème (3.3.1) admet une unique solution.
Déteminons cette solution en utilisant la méthode des approximations successives de Picard.
Le problème de Cauchy (3.3.1) est équivalent à l’équation intégrale suivante

y(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+

λ

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
y(t)

dt
t

+
1

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f (t)

dt
t

.
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On définit la suite de fonctions (ym)m∈N∗ définie par

y0(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
,

ym(x) = y0(x) +
λ

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
ym−1(x)

dt
t
+

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f (t)

dt
t

,

Pour m = 1, on a

y1(x) = y0(x) + λ (Iα
a+y0) (x) + (Iα

a+ f ) (x)

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j

+ λ

[
Iα

a+

(
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

t
a

)α−j
)
(x)

]
+ (Iα

a+ f ) (x)

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+ λ

n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
Iα

a+

(
log

t
a

)α−j
)
(x)

+ (Iα
a+ f ) (x).

Comme(
Iα

a+

(
log

t
a

)α−j
)
(x) =

Γ(α− j + 1)
Γ(2α− j + 1)

(
log

x
a

)2α−j
,

on a

y1(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j

+ λ
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)
Γ(α− j + 1)

Γ(2α− j + 1)

(
log

x
a

)2α−j
+ (Iα

a+ f ) (x)

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+ λ

n

∑
j=1

bj

Γ(2α− j + 1)

(
log

x
a

)2α−j

+ (Iα
a+ f ) (x)

=
n

∑
j=1

bj

2

∑
l=1

λl−1

Γ(αl − j + 1)

(
log

x
a

)αl−j
+ (Iα

a+ f ) (x) .
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Pour m = 2, on a

y2(x) = y0(x) + λ (Iα
a+y1) (x) + (Iα

a+ f ) (x)

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j

+ λ

[
Iα

a+

(
n

∑
j=1

bj

2

∑
l=1

λl−1

Γ(αl − j + 1)

(
log

x
a

)αl−j
+ (Iα

a+ f ) (t)

)]
(x)

+ (Iα
a+ f ) (x)

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j

+
n

∑
j=1

bj

2

∑
l=1

λl

Γ(αl − j + 1)

(
Iα

a+

(
log

t
a

)αl−j
)
(x)

+ λ
(
I2α

a+ f
)
(x) + (Iα

a+ f ) (x).

Comme(
Iα

a+

(
log

t
a

)αl−j
)
(x) =

Γ(αl − j + 1)
Γ(α(l + 1)− j + 1)

(
log

x
a

)α(l+1)−j
,

on obtient,

y2(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j

+
n

∑
j=1

bj

2

∑
l=1

λl

Γ(αl − j + 1)
Γ(αl − j + 1)

Γ(α(l + 1)− j + 1)

(
log

x
a

)α(l+1)−j

+
λ

Γ(2α)

∫ x

a

(
log

x
t

)2α−1
f (t)

dt
t
+

1
Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
f (t)

dt
t

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+

n

∑
j=1

bj

3

∑
k=2

λk−1

Γ(αk− j + 1)

(
log

x
a

)αk−j

+
∫ x

a

2

∑
l=1

λl−1

Γ(αl)

(
log

x
t

)αl−1
f (t)

dt
t

=
n

∑
j=1

bj

3

∑
l=1

λl−1

Γ(αl − j + 1)

(
log

x
a

)αl−j

+
∫ x

a

2

∑
l=1

λl−1

Γ(αl)

(
log

x
t

)αl−1
f (t)

dt
t

.

54



Chapitre 3. Équations différentielles fractionnaires. Théorèmes d’existence et
d’unicité

Par réccurence, on obtient

ym(x) =
n

∑
j=1

bj

m+1

∑
l=1

λl−1

Γ(αl − j + 1)

(
log

x
a

)αl−j

+
∫ x

a

m

∑
l=1

λl−1

Γ(αl)

(
log

x
t

)αl−1
f (t)

dt
t

.

Alors

y(x) = lim
m→+∞

ym(x)

=
n

∑
j=1

bj

+∞

∑
l=1

λl−1

Γ(αl − j + 1)

(
log

x
a

)αl−j

+
∫ x

a

+∞

∑
l=1

λl−1

Γ(αl)

(
log

x
t

)αl−1
f (t)

dt
t

=
n

∑
j=1

bj

+∞

∑
k=0

λk

Γ(αk + α− j + 1)

(
log

x
a

)αk+α−j

+
∫ x

a

+∞

∑
k=0

λk

Γ(αk + α)

(
log

x
t

)αk+α−1
f (t)

dt
t

=
n

∑
j=1

bj

(
log

x
a

)α−j +∞

∑
k=0

[
λ
(

log
x
a

)α]k

Γ(αk + α− j + 1)

+
∫ x

a

(
log

x
t

)α−1 +∞

∑
k=0

[
λ
(

log
x
t

)α]k

Γ(αk + α)
f (t)

dt
t

.

Comme la fonction de Mittag-Leffler Eα,β (voir chapitre 1 page 42 dans [7]) est définie par

Eα,β(z) =
+∞

∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
(z, β ∈ C,<(α) > 0),

on obtient

y(x) =
n

∑
j=1

bj

(
log

x
a

)α−j
Eα,α−j+1

[
λ
(

log
x
a

)α]
+
∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
Eα,α

[
λ
(

log
x
t

)α]
f (t)

dt
t

.
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Exemple 3.3.2 Considérons le problème de Cauchy suivant

(Dα
a+y) (x)− λy(x) = 0 , (a < x ≤ b; α > 0; λ ∈ R) ,(

Dα−k
a+ y

)
(a+) = bk, (bk ∈ R; k = 1, . . . , n; n = −[−α]) . (3.3.2)

Tout d’abord, le problème (3.3.2) admet une unique solution et d’àprés l’exemple précédent
cette solution est donnée par

y(x) =
n

∑
j=1

bj

(
log

x
a

)α−j
Eα,α−j+1

[
λ
(

log
x
a

)α]
.

Exemple 3.3.3 Pour 0 < α < 1 et λ ∈ R.
Le problème de Cauchy

(Dα
a+y) (x)− λy(x) = f (x) ,(

Dα−1
a+ y

)
(a+) = b, (b ∈ R) , (3.3.3)

admet une unique solution donnée par

y(x) = b
(

log
x
a

)α−1
Eα,α

[
λ
(

log
x
a

)α]
+
∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
Eα,α

[
λ
(

log
x
t

)α]
f (t)

dt
t

,

tandis que, le problème de Cauchy

(Dα
a+y) (x)− λy(x) = 0 ,(

Dα−1
a+ y

)
(a+) = b, (b ∈ R) , (3.3.4)

admet une unique solution donnée par

y(x) = b
(

log
x
a

)α−1
Eα,α

[
λ
(

log
x
a

)α]
.

Exemple 3.3.4 Soit 1 < α < 2 et λ ∈ R.
Le problème de Cauchy suivant

(Dα
a+y) (x)− λy(x) = f (x) ,(

Dα−1
a+ y

)
(a+) = b,

(
Dα−2

a+ y
)
(a+) = d , (b, d ∈ R) , (3.3.5)

admet une unique solution donnée par

y(x) =
2

∑
j=1

(
D

α−j
a+ y

)
(a+)

(
log

x
a

)α−j
Eα,α−j+1

[
λ
(

log
x
a

)α]
+
∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
Eα,α

[
λ
(

log
x
t

)α]
f (t)

dt
t

=
(
Dα−1

a+ y
)
(a+)

(
log

x
a

)α−1
Eα,α

[
λ
(

log
x
a

)α]
+
(
Dα−2

a+ y
)
(a+)

(
log

x
a

)α−2

Eα,α−1

[
λ
(

log
x
a

)α]
+
∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
Eα,α

[
λ
(

log
x
t

)α]
f (t)

dt
t
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= b
(

log
x
a

)α−1
Eα,α

[
λ
(

log
x
a

)α]
+ d

(
log

x
a

)α−2
Eα,α−1

[
λ
(

log
x
a

)α]
+
∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
Eα,α

[
λ
(

log
x
t

)α]
f (t)

dt
t

.

En particulier, la solution du problème de Cauchy

(Dα
a+y) (x)− λy(x) = 0 ,(

Dα−1
a+ y

)
(a+) = b,

(
Dα−2

a+ y
)
(a+) = d , (b, d ∈ R) , (3.3.6)

est donnée par

y(x) = b
(

log
x
a

)α−1
Eα,α

[
λ
(

log
x
a

)α]
+ d

(
log

x
a

)α−2
Eα,α−1

[
λ
(

log
x
a

)α]
.

Exemple 3.3.5 On considère le problème de Cauchy suivant

(Dα
a+y) (x)− λ

(
log

x
a

)β
y(x) = 0 ,(

Dα−k
a+ y

)
(a+) = bk, (bk ∈ R) .

(3.3.7)

Tout d’abord, le problème (3.3.7) admet une unique solution y.
Le problème de Cauchy (3.3.7) est équivalent à l’équation intégrale suivante

y(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+

λ

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
(

log
t
a

)β

y(t)
dt
t

.

Pour construire la solution y, on considère la suite de fonctions (ym)m∈N définie par

y0(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
,

ym(x) = y0(x) +
λ

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
(

log
t
a

)β

ym−1(t)
dt
t

.

Pour m = 1, on a

y1(x) = y0(x) +
λ

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
(

log
t
a

)β

y0(t)
dt
t

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+

λ

Γ(α)

∫ x

a

(
log

x
t

)α−1
(

log
t
a

)β

×
(

n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

t
a

)α−j
)

dt
t

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+ λ

n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
Iα

a+

(
log

t
a

)α+β−j
)
(x)

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
+ λ

n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)
Γ(α + β− j + 1)

Γ(2α + β− j + 1)

(
log

x
a

)2α+β−j

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
[

1 + λ
Γ(α + β− j + 1)

Γ(2α + β− j + 1)

(
log

x
a

)α+β
]

.
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Pour m = 2, on a

y2(x) = y0(x) + λ

(
Iα

a+

(
log

t
a

)β

y1(t)

)
(x)

=
n

∑
j=1
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(
log
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a
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+ λ

(
Iα
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(
log
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×
{

n

∑
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(
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[
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(
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t
a
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(x)

=
n

∑
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log

x
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+ λIα
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(
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∑
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t
a
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n
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(
log

x
a

)α−j
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∑
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(
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(
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)
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+ λ2
n

∑
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(
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(
log
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)
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=
n
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(
log
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(
log
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a

)2α+β−j

+ λ2
n

∑
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bj

Γ(α− j + 1)
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(
log
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=
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(
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x
a
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log
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a
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]

=
n

∑
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bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
[

1 + c1λ
(

log
x
a

)α+β
+ c2λ2

(
log

x
a

)2(α+β)
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,

avec

c1 =
Γ(α + β− j + 1)

Γ(2α + β− j + 1)
, c2 =

Γ(α + β− j + 1)
Γ(2α + β− j + 1)

Γ(2α + 2β− j + 1)
Γ(3α + 2β− j + 1).
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Par suite,

y2(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
[

1 +
2

∑
k=1

ck

(
λ
(

log
x
a

)α+β
)k
]

,

avec

ck =
k

∏
l=1

Γ(l(α + β)− j + 1)
Γ(l(α + β) + α− j + 1)

, k = 1, 2.

Par récurrence, on obtient

ym(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
[

1 +
m

∑
k=1

ck

(
λ
(

log
x
a

)α+β
)k
]

,

avec

ck =
k

∏
l=1

Γ(l(α + β)− j + 1)
Γ(l(α + β) + α− j + 1)

, k = 1, 2, . . . , m.

Alors,

y(x) = lim
m→+∞

ym(x)

=
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
[

1 +
+∞

∑
k=1

ck

(
λ
(

log
x
a

)α+β
)k
]

.

Comme la fonction de Mittag-Leffler généralisée Eα,m,l (voir chapitre 1 page 48 dans [7])
est définie par

Eα,m,l(z) =
+∞

∑
k=0

dkzk avec d0 = 1 et dk =
k−1

∏
j=0

Γ(α(jm + l) + 1)
Γ(α(jm + l + 1) + 1)

,

et comme,

ck =
k

∏
l=1

Γ(l(α + β)− j + 1)
Γ(l(α + β) + α− j + 1)

=
k−1

∏
r=0

Γ((r + 1)(α + β)− j + 1)
Γ((r + 1)(α + β) + α− j + 1)

=
k−1

∏
r=0

Γ(α(r + 1 + (r + 1)β/α− j/α) + 1)
Γ(α(r + 1 + (r + 1)β/α− j/α + 1) + 1)

=
k−1

∏
r=0

Γ(α(r + 1 + rβ/α + β/α− j/α) + 1)
Γ(α(r + 1 + rβ/α + β/α− j/α + 1) + 1)

=
k−1

∏
r=0

Γ(α(r(1 + β/α) + 1 + β/α− j/α) + 1)
Γ(α(r(1 + β/α) + 1 + β/α− j/α + 1) + 1)

.
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on obtient,

y(x) =
n

∑
j=1

bj

Γ(α− j + 1)

(
log

x
a

)α−j
Eα,1+β/α,1+(β−j)/α

[
λ
(

log
x
a

)α+β
]

.

Exemple 3.3.6 Soit 0 < α < 1 , β ∈ R et λ ∈ R.
Le problème de Cauchy suivant

(Dα
a+y) (x)− λ

(
log

x
a

)β
y(x) = 0 ,(

Dα−1
a+ y

)
(a+) = b, (b ∈ R) .

(3.3.8)

admet une unique solution donnée par

y(x) =
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(
log

x
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)α−1
Eα,1+β/α,1+(β−1)/α

[
λ
(

log
x
a

)α+β
]

.

Exemple 3.3.7 soit 1 < α < 2, β ∈ R et λ ∈ R.
La solution du problème de Cauchy suivant

(Dα
a+y) (x)− λ

(
log

x
a

)β
y(x) = 0 ,(

Dα−1
a+ y

)
(a+) = b,

(
Dα−2
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)
(a+) = d , (b, d ∈ R) .

(3.3.9)

est donnée par
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.
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Résumé :

L’objet de ce mémoire est de donner quelques résultats concernant les inté-
grales fractionnaires et les dérivées fractionnaires de type Hadamard et au sens
de Hadamard. On donne aussi quelques résultats d’existence et d’unicité pour
certaines quelques problèmes de Cauchy avec une dérivée fractionnaire au sens de
Hadamard.

Mots clés :
Intégrale fractionnaire, dérivée fractionnaire, Hadamard, problèmes de Cauchy.

ABSTRACT :

The object of this memory is to give some results concerning the fractional in-
tegral and fractional derivative of Hadamard type and in the sense of Hadamard.
We give also some existence and uniqueness results for some Cauchy problems
with fractional derivative in the sense of Hadamard.

Key words :
Fractional integral, fractional derivative, Hadamard, Cauchy problems.
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