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Résumé

Ce mémoire est principalement une synthèse de l’article de R. Anguelov, C. Dufourd
and Y. Dumont, intitulé : Mathematical model for pest–insect control using mating dis-
ruption and trapping et publié dans le journal : Applied Mathematical Modelling en 2017.

L’objectif est de développer un modèle mathématique régi par un système dynamique
par morceaux d’ODE 1 pour contrôler la population des insectes nuisibles en utilisant
des phéromones artificielles femelles 2pour confondre les mâles et nuire à leurs possibilités
d’accouplement. Par conséquent, le taux de reproduction diminue, ce qui entraine une
diminution dans la taille de la population des ravageurs.

Afin de rendre le contrôle plus efficace, nous utilisons le piégeage 3 qui consiste à cap-
turer les mâles attirés par la phéromone artificielle.

Dans une première partie, une analyse théorique du modèle sans contrôle est effectuée
pour évaluer les propriétés de l’équilibre endémique.

Ensuite, le contrôle est ajouté pour déterminer la valeur seuil au dessus du quel la popu-
lation des insectes nuisibles disparait.

Finalement, des simulations numériques ont été faites pour illustrer les résultats théo-
riques.

1. Voir la définition 1.
2. Des substances chimiques émises par la plupart des animaux et certains végétaux qui agissent comme

des messagers entre les individus d’une même espèce, transmettant aux autres organismes des informations
qui jouent un rôle dans l’attraction sexuelle (voir le site https://en.wikipedia.org/wiki/Pheromone).

3. Le piégeage est une forme de chasse qui se pratique à l’aide de dispositifs destinés à capturer ou
tuer les animaux (voir le site https://fr.wikipedia.org/wiki/Pi%C3%A9geage_animal).

https://en.wikipedia.org/wiki/Pheromone
https://fr.wikipedia.org/wiki/Pi%C3%A9geage_animal


Abstract

This thesis is mainly a synthesis of the article of R. Anguelov, C. Dufourd and Y. Du-
mont, entitled : Mathematical model for pest-insect control using mating disruption and
trapping and published in the journal : Applied Mathematical Modeling in 2017.

The objective is to develop a mathematical model governed by a piecewise dynamic sys-
tem of ODE to control the pest population using female artificial pheromones to confuse
males and harm their mating possibilities. As a result, the reproductive rate decreases,
resulting in a decrease in the size of the pest population.

In order to make control more efficient, we use trapping which consists of capturing the
males attracted by the artificial pheromone.

In a first part, a theoretical analysis of the model without control is carried out to evaluate
the properties of the endemic equilibrium.

Then, the control is added to determine the threshold value above which the pest po-
pulation disappears.

Finally, numerical simulations were made to illustrate the theoretical results.
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Introduction générale

Les insectes nuisibles sont responsables de dégâts considérables sur la production agri-
cole dans le monde entier.
Au cours du temps, de nombreuses pratiques ont été développées pour limiter les dégâts
des différents espèces nuisibles appelées " ravageurs ".

L’utilisation des pesticides chimiques compte parmi les méthodes de lutte antiparasi-
taire qui peut avoir des effets secondaires indésirables sur l’environnement. Ainsi, l’utili-
sation intensive de pesticides n’est pas une solution durable pour protéger la production
agricole [14].

La perturbation de l’accouplement, la technique de l’insecte stérile (consiste à libérer
un grand nombre de mâles stérilisés pour concurrencer les mâles sauvages contre l’insémi-
nation des femelles) et la technique d’annihilation de masse (consiste à réduire le nombre
d’un ou des deux sexes par piégeage à l’aide d’un attractif spécifique) sont des exemples
de méthodes faisant partie des stratégies de lutte intégrée [14].

Dans ce mémoire, nous nous concentrons principalement sur la perturbation de l’ac-
couplement éventuellement couplée avec le piégeage, qui consiste à introduire des stimuli
artificiels, comme des phéromones ou des paraphéromones [10, 11], pour perturber les
mâles et nuire à leur possibilités d’accouplement[13], entraînant une réduction de la po-
pulation des insectes [15]. Nous faisons une synthèse de l’article [14].

Cette méthode a été largement étudié et utilisé pour contrôler différents types de para-
sites sur différents types de cultures. Il s’est avéré efficace pour le contrôle sur les cultures
de tomates dans les serres italiennes [1], le ver rose du cotonnier qui attaque le coton et
le carpocapse de la pomme [3].
Cependant, cette méthode a parfois échoué dans la lutte contre la mineuse des feuilles de
café [2] ou dans la lutte contre la tomate mentionnée ci-dessus dans des conditions de plein
champ [9] où la confusion sexuelle n’a pas réussi à réduire la population de ravageurs.
L’échec de la méthode peut être attribué à la composition et au dosage de la phéromone
et parfois à une forte abondance d’insectes.

Ce mémoire est organisé de la manière suivante :
le premier chapitre va nous aider à mieux comprendre la partie consacrée à l’analyse ma-
thématique du modèle.
Dans le deuxième chapitre, nous donnons une description du modèle sans contrôle et
l’analysons théoriquement.
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Ensuite, dans le troisième chapitre, nous décrivons le modèle avec contrôle et nous four-
nissons une analyse théorique, où nous identifions deux valeurs seuils qui déterminent les
changements dans la dynamique de la population de ravageurs et l’efficacité du contrôle.

Enfin, dans le quatrième chapitre, nous présentons des simulations numériques pour illus-
trer les résultats théoriques.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Systèmes dynamiques par morceaux
Définition 1 [4]

Un système dynamique par morceaux est donné par un ensemble fini d’ODEs,

Ẋ = Fi(X), X ∈ Si

où ∪iSi = D ⊂ Rn, chaque Si a un intérieur non vide, et D est un domaine.

Une frontière non vide entre deux régions Si et Sj notée
∑
ij sera appelée un ensemble de

discontinuité, une limite de discontinuité ou un collecteur de commutation [8].

Dans le reste du travail, nous considérerons principalement le système suivant avec un
seul ensemble de discontinuité ∑ noté ∑12.

Ainsi, le système sera écrit comme suit :

Ẋ =
{
F1(X) si X ∈ S1
F2(X) si X ∈ S2

(1.1)

où S1
⋃
S2 = D, si F1 génère un flot Φ1 et F2 un flot Φ2 telle que :

F1(X) = F2(X) en un point X ∈ ∑
12, alors, on dit que le degré de régularité est de

2.

Définition 2 [14]

Les systèmes qui ont un degré de régularité égal à 2 sont appelés systèmes lisses continus
par morceaux PWCS (piecewise-smooth continuous systems).

Supposons que le système (1.1) a été réécrit comme suit :

Ẋ =
{
F1(X) si H(X) > 0.
F2(X) si H(X) < 0. (1.2)

où l’ensemble de discontinuité ∑ est défini par : ∑ := {X ∈ D : H(X) = 0}.
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Alors, Pour le système (1.2), il est possible d’identifier différents types d’équilibres, condui-
sant à la définition suivante :

Définition 3 [8]

On appelle un point X ∈ D un équilibre régulier de (1.2) si X vérifie :

F1(X) = 0 et H(X) > 0 ou F2(X) = 0 et H(X) < 0.

Alternativement, nous disons qu’un point Y ∈ D est un équilibre virtuel de (1.2) si :

F1(Y ) = 0 et H(Y ) < 0 ou F2(Y ) = 0 et H(Y ) > 0.

1.2 Systèmes coopératifs
Définition 4 [18]

ẋ(t) = f(x) (ε2)

où : f : D 7−→ Rn, x ∈ D ⊂ Rn, est appelé coopératif si :

fi est monotone croissante par rapport à xj pour i, j = 1, ..., n, j 6= i. Une fonction
avec la monotonie déclarée est appelée quasi-monotone.

Nous rappelons deux principaux théorèmes que nous utiliserons dans le reste du travail :

Théorème 1 [18, théorème 3.1,p.18],[12, théorème 6]

Soit a, b ∈ D, tel que :

a ≤ b, [a, b] ⊆ D et f(b) ≤ 0 ≤ f(a).

Alors (ε2) définit un système dynamique positif sur [a, b].

De plus, si [a, b] contient un équilibre unique p alors, p est globalement asymptotique-
ment stable (GAS) sur [a, b].

Théorème 2 [18]

Soit a, b ∈ D, tel que :

a ≤ b, [a, b] ⊆ D et f(a) = f(b) = 0.

Alors :

(a) (ε2) définit un système dynamique positif sur [a, b].

(b) Si a et b sont les seuls équilibres du système dynamique sur [a, b], alors toutes les so-
lutions initiées à l’intérieur de [a, b] convergent vers l’une d’elles, c’est-à-dire convergent
toutes vers a ou tous convergent vers b.
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1.3 Taux de reproduction de base R0

1.3.1 Définition
Le taux de reproduction de base R0 représente le nombre moyen de cas secondaires

générés par un individu infectieux durant sa période d’infection, lors de l’introduction
dans une population entièrement susceptible [17].

1.3.2 Méthode pour calculer R0

On présente brièvement la méthode développée par Van den Driessche et Wat-
mough pour le calcul de R0 [5] [17] :

Soit une épidémie modélisée par un système d’équations différentielles ordinaires, que
l’on peut écrire sous la forme :

dxi
dt

= fi(x) ; xi(0) ≥ 0 pour i = 1, ..., n ; x = (x1, ..., xn)T . (1.3)

Supposons qu’il existe n compartiments dans lesquels les m premiers compartiments sont
celles des infectés.
Soit : Xs l’ensemble des états sans maladie, i.e,

Xs = {x ≥ 0 : xi = 0; i = 1, ...,m}
tel que :

Figure 1.1 – le bilan de ce qui rentre et de ce qui sort d’un compartiment i.

Fi(x) : le taux d’apparition de nouveaux cas d’infections (de toute sorte horizontale 1 ou
verticale 2) dans le compartiment i.

1. transmission de la maladie d’un individu à un individu.
2. transmission de la maladie de la mère à son enfant.

6



V +
i (x) : le taux de de ce qui provient des autres compartiments au compartiment i,

par toute autre cause (déplacement, guérison, vieillissement, etc ...).

V −
i (x) : le taux de ce qui quitte le compartiment i, exemple par mortalité, par chan-

gement de statut épidémiologique, par mouvement etc ...

Chaque fonction est supposée être au moins deux fois différentiable par rapport à la
variable x. Le système (1.3) peut se mettre sous la forme :

ẋi = Fi(x)− Vi(x) (1.4)

avec Vi(x) = V −
i (x)− V +

i (x).

Les fonctions Fi, V +
i et V −

i sont supposées vérifier les hypothèses (H1)-(H5).

Comme chaque fonction représente un transfert direct des individus, elles sont tous posi-
tives. Alors,

(H1) Si x > 0 alors, Fi ; V +
i et V −

i > 0 pour i = 1, ..., n.
Si un compartiment est vide, rien ne peut en sortir par mortalité, infection ou autre moyen.

(H2) Si xi = 0 alors, V −
i = 0. En particulier si x ∈ Xs alors V −

i = 0 pour i = 1, ...,m.

La condition suivante provient du simple fait que l’incidence de l’infection pour les com-
partiments des non infectés est nulles.

(H3) Fi = 0 pour i > m.

(H4) Si x ∈ Xs alors, Fi(x) = V +
i (x) = 0 pour i = 1, ...,m.

(H5) Si F (x) = 0 alors, toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne Df(x0) ont
des parties réelles positives à un point x0 ∈ Xs.

Sous les conditions précédentes, pour un x0 ∈ Xs ; les matrices F et V sont définies
par le lemme suivant :

Lemme 1

Si x0 est un équilibre sans maladie (DFE) du système (1.4) et fi(x) satisfais (H1)–(H5),
alors, les dérivées de DF (x0) et DV (x0) sont données par :

DF (x0) =
(

F 0
0 0

)

DV (x0) =
(

V 0
J3 J4

)

où F et V sont deux matrices de taille m×m définies par :

F =
[
∂Fi
∂xj

(x0)
]

V =
[
∂Vi
∂xj

(x0)
]
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F est positive et V est une M-matrice non singulière et toutes les valeurs propres de
J4 sont de partie réel positive.

La matrice FV−1 est appelée matrice de la prochaine génération.
Un élément (i, k) de F est interprété comme le nombre d’individus infectés dans le com-
partiment i engendré par un individu infecté initialement introduit dans le compartiment
k.
Un élément (i, k) de V−1 est interprété comme le temps passé dans le compartiment i d’un
individu infecté initialement introduit dans le compartiment k. Un élément (i, k) de FV−1
est interprété comme le nombre de nouvelles infections attendues dans le compartiment i
produit par un individu infecté présenté originellement dans le compartiment k.

Alors, R0 est défini comme le rayon spectral de la matrice de la prochaine génération
i.e.

R0 = ρ(FV−1)
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Chapitre 2

Modélisation mathématique de la
population d’insectes naturels

2.1 Modèle compartimental de la population d’insectes :
Nous considérons un modèle mathématique basé sur des hypothèses biologiques pour

décrire la dynamique d’une population d’insectes nuisibles, telles que les mouches des
fruits ou les mites [14].

Ainsi, deux étapes de développement principales peuvent être envisagées :

le stade immature, noté I, qui rassemble les œufs, les larves et les pupes et le stade
adulte composé des mâles et des femelles.

Nous divisons les femelles adultes en deux compartiments, les femelles disponibles pour
l’accouplement notées Y , et les femelles fécondées notées F .

Une femelle du compartiment Y doit s’accoupler avec un mâle pour pouvoir passer dans
le compartiment des femelles fécondées et être capable de déposer ses œufs.

Notons que les femelles fécondées peuvent à nouveau se reproduire c’est à dire l’accouple-
ment multiple puisse se produire.

Nous ajoutons également un compartiment mâle, notéM , pour étudier l’impact de l’abon-
dance des mâles sur le taux de transfert de Y à F .

Notons par r la proportion de femelles émergeant du stade immature et entrant dans le
compartiment Y des femelles.

Ainsi, une proportion de (1− r) d’immatures entre dans le compartiment M des mâles.

Notons par vI le taux de maturation (taux de transfert de I à Y ou M).
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Figure 2.1 – Cycle de vie de l’insecte.

Ensuite, lorsque les mâles sont en abondance suffisante pour assurer la fécondation de
toutes les femelles disponibles pour l’accouplement, le taux de transfert de Y à F est vY .

Cependant, si les mâles sont rares et si γ est le nombre de femelles qui peuvent être
fécondées par un seul mâle, alors seulement une proportion γM

Y
de Y femelles peut pas-

ser dans le compartiment F des femelles fécondées .

Par conséquent, le taux de transfert de Y à F est vYmin(γM
Y
, 1).

De plus, les femelles fécondées retournent dans le compartiment des femelles prête à
l’accouplement Y avec un taux de δ.

Habituellement, la femelle fécondée est responsable de causer des dommages directs à
l’hôte lors de la ponte des œufs.
Par conséquent, le nombre de nouveaux nés produit par une femelle fécondée est b(1− I

K
),

où b est le taux de fécondité, et K est la capacité limite des hôtes.

Enfin, les paramètres µI , µF et µM sont respectivement les taux de mortalité des im-
matures (compartiment I), des femelles (Y et F ) et des mâles (M).

L’organigramme de la dynamique des insectes est représenté sur la Figure 2.1.
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Le modèle est régi par le système d’ODE suivant :



dI

dt
= b(1− I

K
)F − (vI + µI)I

dY

dt
= rvII − vYmin{γMY , 1}Y + δF − µFY

dF

dt
= vYmin{γMY , 1}Y − δF − µFF

dM

dt
= (1− r)vII − µMM

(2.1)

La liste des paramètres utilisés dans le modèle est résumée dans le tableau 2.1. Ils sont
extraits de [16] pour effectuer des expériences numériques.

Table 1 : Liste des paramètres et des valeurs utilisées dans les simulations numériques :

Paramètres Description unit valeur
b Taux de fécondité femelle−1jour−1 9, 272
r Rapport Femelle à mâle - 0.57
K Capacité limite des hôtes - 1000
γ Femelles fécondées par un seul mâle - 4
µI Taux de mortalité dans le compartiment I jour−1 1

15
µF Taux de mortalité dans les compartiment F et Y jour−1 1

75.1
µM Taux de mortalité dans le compartiment F jour−1 1

86.4
vI Taux de maturation jour−1 1

24.6
vY Taux de transfert de Y à F jour−1 0.5
δ Taux de transfert de F à Y jour−1 0.1

Plus précisément, le modèle (2.1) peut être écrit sous la forme :

dX

dt
= f(X) :=

{
f1(X) si Y ≤ γM
f2(X) si Y ≥ γM

(2.2)

où X = (I, Y, F,M)T ∈ R4
+ et

f1(X) =



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII + δF − (vY + µF )Y

vY Y − (δ + µF )F

(1− r)vII − µMM


, f2(X) =



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII − vY γM + δF − µFY

vY γM − (δ + µF )F

(1− r)vII − µMM


(2.3)
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Soit le modèle (2.1) :

Nous distinguons deux régions :

• Y < γM : une région d’abondance mâle.
• Y > γM : une région de pénurie masculine.

avec les systèmes respectifs :

dX

dt
= f1(X) (2.4)

et

dX

dt
= f2(X) (2.5)

Les deux systèmes (2.4) et (2.5) sont des systèmes différentielles ordinaires. Leurs
propriétés peuvent être étudiées en utilisant des techniques standard pour de tels systèmes.

2.2 Analyse du modèle
L’analyse du modèle est réalisée en considérant (2.2) comme un système dynamique

par morceaux sur R4
+ (voir la définition 1).

Ici, l’ensemble de discontinuité est donné par : ∑ = {x ∈ R4
+ : Y = γM}.

Puisque nous avons f1(X) = f2(X), alors, d’après les définitions 1 et 2, le système (2.2)
représente un système dynamique par morceaux continu.

Pour ce type particulier de systèmes, l’existence et l’unicité des solutions découlent de
la théorie standard des équations différentielles ordinaires.

Dans un premier temps, nous étudierons les systèmes (2.4) et (2.5) séparément, puis
les résultats obtenus seront fusionnés en un théorème pour le système (2.1).

Selon la définition 3, dans notre contexte, un point X = (I, Y, F,M)T est appelé un

équilibre régulier du système (2.2) si :

f1(X) = 0 et Y < γM ou f2(X) = 0 et Y > γM .
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2.2.1 Cas 1 : Abondance des mâles (Y < γM)

Dans ce cas, le modèle est défini par :

dX

dt
= f1(X)

où X = (I, Y, F,M)T et

f1(X) =



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII + δF − (vY + µF )Y

vY Y − (δ + µF )F

(1− r)vII − µMM


.

Calcul de R0 :

Dans ce travail, nous utiliserons R0 uniquement comme paramètre de seuil, nous ne dis-
cuterons pas les détails sur les propriétés spécifiques du nombre.

La persistance d’une population est généralement liée à son nombre de reproduction de
base.

Pour les modèles de population simples, le nombre de reproduction de base est défini
comme le nombre de descendants produits par un seul individu au cours de sa vie, à
condition qu’une ressource abondante soit disponible.

Pour le modèle (2.4), le taux de reproduction de base calculé par la méthode présen-
tée dans le chapitre précédent est donné par :

R0 = brvIvY
(µI + vI)((vY + µF )(δ + µF )− δvY ) .

La persistance ou l’extinction d’une population est généralement représentée dans un
modèle par le concept de la stabilité asymptotique globale de l’équilibre endémique ou
trivial (zéro), respectivement.
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Le théorème suivant nous permet d’identifier les équilibres du modèle (2.4) ainsi que
leurs stabilités :

Théorème 3 [14]

(a) Le système (2.4) définit un système dynamique positif sur R4
+.

(b) Si R0 ≤ 1, alors, TE = (0, 0, 0, 0)T est un équilibre globalement asymptotiquement
stable (G.A.S).

(c) Si R0 > 1, alors, TE est un équilibre instable et le système admet un équilibre positif
EE∗ = (I∗, Y ∗, F ∗,M∗)T , où,

I∗ = (1− 1
R0

)K.

Y ∗ = rvI(δ + µF )
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

(1− 1
R0

)K.

F ∗ = rvIvY
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

(1− 1
R0

)K.

M∗ = (1− r)vI
µM

(1− 1
R0

)K.

qui est globalement asymptotiquement stable (GAS) sur :

R4
+\{X ∈ R4

+ : I = Y = F = M = 0}.

Preuve

Il est facile de vérifier que le système (2.4) est coopératif sur ΩK = {X ∈ R4
+ : I ≤ K},

car f1 est quasi-monotone sur ΩK (voir la définition 4).

Donc, pour démontrer (a) on va utiliser le théorème 1 :

Soit q ∈ R , q ≥ K , tel que :

yq =



K
rvI(δ + µF )

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
q

rvIvY
(vI + µF )(δ + µF )− δvY

q

(1− r)vI
µM

q


.

Nous avons f1(0R4
+

) = 0R4
+
≥ 0 et
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f1(yq) =



−(vI + µI)K

rvIK + δ
rvIvY

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
q − (vY + µF ) rvI(δ + µF )

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
q

vY rvI
(δ + µF )

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
q − (δ + µF ) rvIvY

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
q

(1− r)vIK − µM
(1− r)vI
µM

q



=



−(vI + µI)K

(K − q)rvI(vY + µF )(δ + µF )− δrvIvY q
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

0.

(1− r)vI(K − q)


≤ 0.

Alors, d’après le théorème 1, le système (2.4) définit un système dynamique positif sur

[0, yq], ainsi, le système (2.4) définit un système dynamique positif sur ⋃q≥K [0, yq] = ΩK,

d’où (a).

Maintenant, pour démontrer les points (b) et (c), on doit déterminer les points d’équilibre
du modèle.

les points d’équilibre :

les points d’équilibre sont obtenus en résolvant l’équation :

f1(X) = 0 où X = (I, Y, F,M)T .

La résolution nous donne deux points d’équilibre :

TE = (0, 0, 0, 0)T et EE∗ = (I∗, Y ∗, F ∗,M∗)T où,

I∗ = (1− 1
R0

)K.

Y ∗ = rvI(δ + µF )
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

(1− 1
R0

)K.

F ∗ = rvIvY
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

(1− 1
R0

)K.

M∗ = (1− r)vI
µM

(1− 1
R0

)K.
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On observe que EE∗ existe ssi RO > 1.

Donc, pour :

• RO ≤ 1 : TE est le seul point d’équilibre sur [0, yq] et il résulte du théorème 1 qu’il
est G.A.S sur [0, yq].

Par conséquent, TE est G.A.S sur ∪q≥K [0, yq] = ΩK qui est un ensemble

absorbant, alors, TE est G.A.S sur R4
+, d’où (b).

• RO > 1 : TE est instable car la linéarisation donne

J(TE) =


−(vI + µI) 0 b 0

rvI −(vY + µF ) δ 0
0 vY −(δ + µF ) 0

(1− r)vI 0 0 −µM

 ,

où,
detJ(TE) = −µMbrvIvY (1− 1

R0
) < 0.

Donc, sur l’intervalle [TE,EE∗] :

le théorème 2 implique que toutes les solutions initiées à l’intérieur de l’intervalle
[TE,EE∗] sont attirées par EE∗ (car TE est instable).

D’autre part, sur l’ensemble {X ∈ R4
+ : X ≥ EE∗ et I ≤ K} :

en appliquant le théorème 1 sur l’intervalle [EE∗, yq∗ ], pour un yq∗ tel que yq∗ > EE∗

(en choisissant q∗ >> K).

On a déjà montré que : f1(yq) ≤ 0, ∀q ≥ K, donc, en particulier pour

q = q∗ on a bien f1(yq∗) ≤ 0.

Par conséquent, EE∗ est G.A.S sur ⋃[EE∗, yq∗ ] = {X ∈ R4
+ : X ≥ EE∗ et I ≤

K}.

En mettant les deux résultats précédents ensemble, nous obtenons que EE∗ est

G.A.S sur ΩK qui est un ensemble absorbant, alors, EE∗ est G.A.S sur R4
+, d’où(c).
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2.2.2 Cas 2 : Pénurie masculine (Y > γM)

Dans ce cas, le modèle est défini par :

dX

dt
= f2(X)

où X = (T, Y, F,M)T et

f2(X) =



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII − vY γM + δF − µFY

vY γM − (δ + µF )F

(1− r)vII − µMM


.

Il est facile de voir que la deuxième équation peut être découplée. Le système (2.5) peut
être écrit sous la forme :

dU

dt
= g(U) (2.6)

où U =

 I
F
M

 et g(U) =


b(1− I

K
)F − (vI + µI)I

vY γM − (δ + µF )F

(1− r)vII − µMM

 .

Comme pour le premier cas, le taux de reproduction de base pour le système (2.6) est
donné par :

R̂0 = bγ(1− r)vIvY
(vI + µI)(δ + µF )µM

.

17



Le théorème suivant décrit les propriétés du système (2.6).

Théorème 4 [14]

(a) Le système (2.6) définit un système dynamique positif sur R3
+.

(b) Si R̂0 ≤ 1, alors, TE3 = (0, 0, 0)T est un équilibre G.A.S.

(c) Si R̂0 > 1, alors, TE3 est un équilibre instable et le système admet un équilibre

positif EE3 = (Î , F̂ , M̂)T ,

où,
Î = (1− 1

R̂0
)K.

F̂ = γ(1− r)vIvY
(δ + µF )µM

(1− 1
R̂0

)K.

M̂ = (1− r)vI
µM

(1− 1
R̂0

)K.

qui est G.A.S sur R3
+\{TE3}.

Preuve

Il est facile de vérifier que le système (2.6) est coopératif sur Ω̂K = {U ∈ R3
+ : I ≤ K},

car g(U) est quasi-monotone sur Ω̂K (voir la définition 4).

Donc, pour démontrer (a) on va utiliser le théorème 1 :

Soit q ∈ R, q ≥ K, tel que :

ŷq =



K

γ(1−r)vIvY

(δ+µF )µM
q

(1− r)vI
µM

q


.

Nous avons f1(0R4
+

) = 0R4
+
≥ 0 et
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f1(ŷq) =



−(vI + µI)K

vY γ
(1− r)vI
µM

q − (δ + µF )γ(1− r)vIvY
(δ + µF )µM

q

(1− r)vIK − µM
(1− r)vI
µM

q



=


−(vI + µI)K

0

(1− r)vI(K − q)

 ≤ 0.

Alors, d’après le théorème 1, le modèle (2.6) définit un système dynamique positif sur

[0, ŷq], ainsi, le modèle (2.6) définit un système dynamique positif sur ⋃q≥K [0, ŷq] = Ω̂K,

d’où (a).

Maintenant, pour démontrer les points (b) et (c), on doit déterminer les points d’équilibre
du modèle.

les points d’équilibre :

les points d’équilibres sont obtenus en résolvant l’équation :

g(U) = 0 où, U = (I, F,M)T .

La résolution nous donne deux points d’équilibre :

TE3 = (0, 0, 0)T et ˆEE3 = (Î , F̂ , M̂)T où

Î = (1− 1
R̂0

)K.

F̂ = γ(1− r)vIvY
(δ + µF )µM

(1− 1
R̂0

)K.

M̂ = (1− r)vI
µM

(1− 1
R̂0

)K.

On observe que ˆEE3 existe ssi R̂O > 1.
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Donc, pour :

• R̂O ≤ 1 : TE3 est le seul point d’équilibre sur [0, ŷq] et il résulte du théorème 1 qu’il

est GAS sur [0, ŷq].

Par conséquent, TE3 est G.A.S sur ∪q≥K [0, ŷq] = Ω̂K qui est un ensemble absorbant,

alors, TE3 est G.A.S sur R3
+, d’où (b).

• R̂O > 1 : TE3 est instable car la linéarisation donne :

J(TE3) =

−(vI + µI) b 0
0 −(δ + µF ) γvY

(1− r)vI 0 −µM



où,
detJ(TE3) = −b(1− r)γvIvY (1− 1

R̂0
) < 0.

Donc, sur l’intervalle [TE3, ˆEE3] :

le théorème 2 implique que toutes les solutions initiées à l’intérieur de l’intervalle
[TE3, ˆEE3] sont attirées par ˆEE3.

D’autre part, sur l’ensemble {U ∈ R3
+ : U ≥ ˆEE3 et I ≤ K} :

en appliquant le théorème 1 sur l’intervalle [ ˆEE3, ŷq∗ ] pour un ŷq∗ tel que, ŷq∗ > ˆEE3
(en choisissant q∗ >> K).

On a déjà montré que : g(ŷq) ≤ 0, ∀q ≥ K, donc, en particulier pour

q = q∗ on a bien g(ŷq∗) ≤ 0.

Par conséquent, ˆEE3 est G.A.S sur ⋃[ ˆEE3, ŷq∗ ] = {U ∈ R3
+ : U ≥ EE∗ et I ≤ K}.

En mettant les deux résultats précédentes ensemble, nous obtenons que ˆEE3 est

G.A.S sur Ω̂K qui est un ensemble absorbant, alors, ˆEE3 est G.A.S sur R3
+, d’où(c).

Finalement, pour le système (2.5), les points d’équilibre sont les suivants :

TE = (0, 0, 0, 0)T et ÊE = (Î , Ŷ , F̂ , M̂)T où ,

Ŷ = rvI(δ + µF )µM − vY γ(1− r)vIµF
µF (δ + µF )µM

(1− 1
R̂0

)K.
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Remarque 1

La valeur de Ŷ peut être négative même si R̂0 > 1.

Par conséquent, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 1 [14]

(a) Le système (2.5) définit un système dynamique positif sur R+ × R× R2
+.

(b) Si R̂0 ≤ 1, alors, TE = (0, 0, 0, 0)T est un équilibre G.A.S.

(c) Si R̂0 > 1, alors, TE est un équilibre instable et ÊE = (Î , Ŷ , F̂ , M̂) est un équi-
libre G.A.S sur R+ × R× R2

+\{X ∈ R4
+ : I = Y = F = M = 0}.

2.3 Conclusion pour le modèle (2.1)
Dans la suite, nous supposons que la population admet un équilibre endémique (exis-

tence des insectes), sinon, aucun contrôle ne serait nécessaire. De plus, il est naturel de
supposer qu’à l’équilibre, il y a abondance des mâles [14].

En termes de paramètres du modèle, ces hypothèses peuvent être écrites comme suit :

R0 > 1 (2.7)

Y ∗ < γM∗ (2.8)

Sous ces deux hypothèses, nous avons ÊE > 0 et Ŷ < γM̂ .

En effet, lorsque R0 > 1, l’inégalité

R̂0

R0
> 1⇔ bγ(1− r)vIvY

(vI + µI)(δ + µF )µM
(µI + vI)(δ + µF − δvY )

brvIvY
⇔ γ >

r(δ + µF )µM
(1− r)((vY + µF )(δ + µF )− δvY ) .

D’autre part, en remplaçant Y ∗ et M∗ par leurs valeurs dans la deuxième hypothèse,
on obtient :

Y ∗ < γM∗ ⇐⇒ γ >
Y ∗

M∗ ⇐⇒ γ >
r(δ + µF )µM

(1− r)((vY + µF )(δ + µF )− δvY ) .
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Donc, sous les hypothèse (2.7) et (2.8) nous avons : R̂0 > 1.

Or, dans ce cas, on a déjà démontré que le système (2.5) admet un équilibre non trivial ÊE

qui est G.A.S sur R+ × R× R2
+\{X ∈ R4

+ : I = F = M = 0}.

De plus,

Ŷ − γM̂ = Î(rvI(δ + µF )µM − vY γ(1− r)vIµF
µF (δ + µF )µM

− γ(1− r)vI
µM

)

= vI Î

µM
(rµM
µF
− γ(1− r)vY µF + µF (δ + µF )

µF (δ + µF ) ),

avec l’hypothèse (2.8) (γ > r(δ + µF )µM
(1− r)((vY + µF )(δ + µF )− δvY ))

=⇒ Ŷ − γM̂ <
vI Î

µM
(rµM
µF
− rµM

µF

vY µF + µF (δ + µF )
(vY + µF )((δ + µF )− δvY

),

<
vI Î

µM
(rµM
µF
− rµM

µF

vY µF + µF (δ + µF )
vY µF + µF (δ + µF )− δvY µF − δvY

).

Or, vY µF + µF (δ + µF )
vY µF + µF (δ + µF )− δvY µF − δvY

> 1.

=⇒ Ŷ − γM̂ <
vI Î

µM
(rµM
µF
− rµM

µF
) = 0.

Donc, Ŷ < γM̂ .

En résumé, sous les hypothèses (2.7) et (2.8), les équilibres globalement asymptotiquement

stables EE∗ et ÊE des systèmes (2.4) et (2.5) sont respectivement dans la région

d’abondance mâle définie par Y < γM .

Par conséquent, EE∗ est un équilibre régulier du modèle (2.1), alors que ÊE est un

équilibre virtuel.
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De plus, nous avons le théorème suivant :

Théorème 5 [14]

Étant donné les hypothèses (2.7) et (2.8), le modèle (2.1) définit un système dynamique
positif sur R4

+ et il admet deux équilibres dans ce domaine :

(a) TE, qui est instable, et

(b) EE∗, qui est G.A.S sur R4
+\(0, 0, 0, 0)T .

Preuve

Le fait que (2.4) et (2.5) définissent des systèmes dynamiques positifs sur R4
+, alors,

le modèle (2.1) définit un système dynamique positif sur R4
+.

En plus, sous les hypothèses (2.7) et (2.8), nous avons R0 > 1 et R̂0 > 1 et dans ces

deux cas, nous avons déjà démontré que TE = (0, 0, 0, 0)T est un équilibre instable pour

les systèmes (2.4) et (2.5) respectivement, ainsi, TE est un équilibre instable pour

le système (2.1), d’où (a).

D’autre part, d’après la discussion qui précède le théorème 5, il résulte que l’équilibre

EE∗ attire des solutions qui sont entièrement dans la région d’abondance mâle

(c’est un équilibre G.A.S pour le cas d’abondance mâles).

Les solutions dans la région de pénurie masculine sont attirées par ÊE = (Î , Ŷ , F̂ , M̂)T qui

se trouve dans la région d’abondance mâle. Par conséquent, elles quittent la région de

pénurie masculine et elles entrent dans la région d’abondance mâle, et dans ce cas, elles

sont régis par le système (2.4) et par conséquent, elles sont attirées par EE∗.

En général, ce raisonnement n’exclut pas la possibilité qu’une solution puisse quitter la

région d’abondance mâle, entrer dans la région de pénurie masculine puis la quitter.

Par conséquent, nous allons prouver que EE∗ est G.A.S pour le système (2.1) en

utilisant une approche différente.
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Nous considérons le système (2.1) sous la transformation :

(I, Y, F,M)T −→ (I,W, F,M)T où, W = F + Y .

Nous obtenons le nouveau système :

V̇ = G(V ) (2.9)

où, V = (I,W, F,M)T et

G =



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII − µFW

vYmin{γM,W − F} − (δ + µF )F

(1− r)vII − µMM


.

les points d’équilibre :

Puisque le système (2.9) est obtenu à partir du système (2.1) par transformation linéaire,

le système (2.9) définit un système dynamique positif sur Ω̂ tel que :

Ω̂ = {(I,W, F,M)T ∈ R4
+ : W ≥ F},

avec les équilibres : TE = (0, 0, 0, 0)T et EE∗ = (I∗,W ∗, F ∗,M∗), où W ∗ = Y ∗ +M∗.

Stabilité de EE∗ :

Le système (2.9) est un système coopératif car le second membre est quasi-monotone

sur le domaine Ω̂ considéré.

Alors, la stabilité globale de EE∗ est obtenue en utilisant le théorème 1 avec le point
y∗
q qui est l’image de yq sous la transformation considérée.

Soit q >> K ; q ∈ R+, tel que, y∗
q > EE∗,

y∗
q =



K
rvI(vY + (δ + µF ))

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
q

rvIvY
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

q

(1− r)vI
µM

q


.

Nous avons G(0R4
+

) = 0R4
+
et
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G(y∗
q ) =



−(vI + µI)K

rvIK − µF
rvI(vY + (δ + µF ))

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
q

vYmin{
γ(1− r)vI

µM
q,

rvI(δ + µF )
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

q} − (δ + µF )rvIvY
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

q

(1− r)vIK − µM
(1− r)vI
µM

q



.

Cherchons le minimum :

D’après l’hypothèse (2.8), on a :

γ(1− r)vI
µM

q− rvI(δ + µF )
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

q >
r(δ + µF )vI

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
q− rvI(δ + µF )

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
q

= 0.

Donc, le min = rvI(δ + µF )
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

q.

Ainsi, G(y∗
q ) =



−(vI + µI)K

rvIK − µF
rvI(vY + (δ + µF ))

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
q

vY rvI(δ + µF )
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

q − (δ + µF )rvIvY
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

q

(1− r)vIK − µM
(1− r)vI
µM

q



=



−(vI + µI)K

rvI(K − q)

0

(1− r)vI(K − q)


≤ 0.
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Sur [EE∗, y∗
q ], EE∗ est le seul point d’équilibre et puisque G(y∗

q ) ≤ 0, alors, le

théorème 1 implique que EE∗ est G.A.S sur [EE∗, y∗
q ], par conséquent, il est G.A.S sur

⋃
q>K [EE∗, y∗

q ] = {V ∈ R4
+ : V > EE∗ et I ≤ K}.

D’autre part, sur [TE,EE∗] TE est instable (R0 > 1), et le théorème 2 implique que

toutes les solutions initiées dans [TE,EE∗] sont attirées par EE∗.

Ainsi, EE∗ est G.A.S sur Ω̂ qui est un ensemble absorbant, alors, EE∗ est G.A.S sur

R4
+, d’où (b).
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Chapitre 3

Modélisation de la perturbation de
l’accouplement et du piégeage

Afin de maintenir la population de ravageurs à un niveau bas, nous considérons un
contrôle utilisant des pièges à phéromones femelles pour perturber le comportement
d’accouplement des mâles.

Plus précisément, nous prenons en compte deux aspects du contrôle : le premier aspect
consiste à perturber l’accouplement entre mâles et femelles afin de réduire les possibilités
de fertilisation, ce qui à son tour réduit le nombre de reproduction de base.

Ceci est fait en utilisant des pièges qui libèrent un leurre de phéromone femelle
auquel les mâles sont attirés.

Cela conduit à une réduction du nombre de mâles disponibles pour l’accouplement près
des femelles, et réduit les possibilités de fertilisation.

L’efficacité de la confusion sexuelle dépend de la force du leurre ou du nombre de
pièges dans une zone.

Le deuxième aspect consiste à supposer que les pièges à leurre contiennent également
un insecticide qui peut tuer les insectes capturés [14].

3.1 Modèle de la population d’insectes contrôlée
Pour prendre en compte l’effet des leurres, nous considérons l’approche proposée par

Barclay etVan den Driessche [6], Barclay et Hendrichs [7].

C’est-à-dire que la force du leurre est représentée par la quantité de phéromones libérées

par un nombre équivalent de femelles sauvages.

Ainsi, dans le modèle, l’effet du leurre correspond à l’attraction de YP femelles sup-
plémentaires.

Dans un tel contexte, le nombre total de «femelles» attirant les mâles est Y + YP [6].
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Figure 3.1 – Modèle de contrôle utilisant la perturbation de l’accouplement et le piégeage.

En particulier, cela signifie que les mâles ont une probabilité de Y

Y + YP
d’être attirés

par les femelles sauvages (naturelles), et une probabilité de YP
Y + YP

d’être attirés aux
pièges à phéromones.

Soit γ le nombre de femelles pouvant être inséminées par un seul mâle.

Ainsi, le taux de transfert de Y à F ne dépasse pas vY γM
Y+YP

.

Lorsque vY γM
Y+YP

> 1, la population est dans un état d’abondance mâle et le taux

de transfert est vY .

Cependant, lorsque γM
Y+YP

< 1, la population est dans un état de pénurie masculine

et le taux de transfert est vY γM
Y+YP

.

Au total, le taux de transfert est vYmin{ γM
Y+YP

, 1}.

Le paramètre α représente le taux de mortalité des mâles attirés par les phéromones

(les pièges) autrement dit, par la fraction YP

Y+YP
[14].
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L’organigramme est représenté sur la Figure 3.1 qui donne le système d’ODE suivant :



dI

dt
= b(1− I

K
)F − (vI + µI)I

dY

dt
= rvII − vYmin{ γM

Y+Yp
, 1}Y + δF − µFY

dF

dt
= vYmin{ γM

Y+Yp
, 1}Y − (δ + µF )F

dM

dt
= (1− r)vII − (µM + α

Yp
Y + Yp

)M

(3.1)

3.2 Analyse du modèle
Soit le modèle (3.1) :

nous nous référons à la région définie par :

• Y + Yp < γM : une région d’abondance mâle.
• Y + Yp > γM : une région de pénurie masculine .

Avec les systèmes respectifs :
dX

dt
= g1(X) (3.2)

et

dX

dt
= g2(X) (3.3)

où, X = (I, Y, F,M)T ∈ R4
+ et

g1(X) =



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII + δF − (µF + vY )Y

vY Y − (δ + µF )F

(1− r)vII − (µM + α
Yp

Y + Yp
)M


, g2(X) =



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII + δF − vY
γMY

Y + Yp
− µFY

vY
γMY

Y + Yp
− (δ + µF )F

(1− r)vII − (µM + α
Yp

Y + Yp
)M



.

Les deux systèmes (3.2) et (3.3) sont des systèmes différentielles ordinaires.
Leurs propriétés peuvent être étudiées en utilisant des techniques standard pour de tels
systèmes.

29



L’analyse théorique du modèle est réalisée en considérant (3.1) comme un système dyna-
mique par morceaux sur R4

+ (voir la définition 1).

Ici, l’ensemble de discontinuité est donné par :∑
= {X ∈ R4

+ : Y + Yp = γM}.

Puisque nous avons g1(X) = g2(X), alors, d’après les définitions 1 et 2, le modèle (3.1)
représente un système dynamique continu par morceaux.

Pour ce type particulier de systèmes, l’existence locale et l’unicité des solutions découlent
de la théorie standard des équations différentielles ordinaires.

Dans un premier temps, nous étudierons les systèmes (3.2) et (3.3) séparément, puis
nous tirons des conclusions pour le système (3.1).

Selon la définition 3, dans notre contexte, un point X = (I, Y, F,M)T est appelé un
équilibre régulier du système (3.1) si :

g1(X) = 0 et Y + Yp < γM ou g2(X) = 0 et Y + Yp > γM.
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3.2.1 Cas 1 : Abondance des mâles (Y + Yp < γM)

Dans ce cas, le modèle est défini par :

dX

dt
= g1(X)

où, X = (I, Y, F,M)T et

g1(X) =



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII − vY Y + δF − µFY

vY Y − (δ + µF )F

(1− r)vII − (µM + α
Yp

Y + Yp
)M


.

On remarque que les 3 premières équations du système (3.2) sont les mêmes que dans
le système (2.4), tandis que la quatrième équation peut être découplée, donc, on peut
énoncer le théorème suivant :

Théorème 6 [14]

(a) Le système (3.2) définit un système dynamique positif sur R4
+.

(b) Sous les hypothèses (2.7) et (2.8), le système admet deux équilibres, TE qui est in-
stable et EE∗∗ = (I∗, Y ∗, F ∗,M∗∗)T , où

M∗∗(Yp) = (1− r)vI(Y ∗ + Yp)
µM(Y ∗ + Yp) + αYp

I∗ = M∗

1 + αYp
µM(Y ∗ + Yp)

qui est globalement asymptotiquement stable (G.A.S) sur :

R4
+\{X ∈ R4

+ : I = Y = F = M = 0}.
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L’équilibre EE∗∗ est un équilibre régulier pour le système (3.1) si et seulement si :

Y ∗ + Yp < γM∗∗ ⇐⇒ Y ∗ + Yp − γM∗∗ < 0
⇐⇒ Y ∗ + Yp −

γM∗

1 + αYp
µM(Y ∗ + Yp)

< 0.

Or,
Y ∗ + Yp −

γM∗

1 + αYp
µM(Y ∗ + Yp)

<
Y ∗

1 + α

µM

+ Yp −
γM∗

1 + α

µM

= Yp + Y ∗ − γM∗

1 + α

µM

< 0

si et seulement si,

Yp <
γM∗ − Y ∗

1 + α

µM

= 1
µM + α

(γ(1− r)vI −
rvI(δ + µF )µM

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
)(1− 1

R0
)K.

Soit Y ∗p = 1
µM + α

(γ(1− r)vI −
rvI(δ + µF )µM

(vY + µF )(δ + µF )− δvY
)(1− 1

R0
)K.

Donc,

• Si Yp < Y ∗
p : EE∗∗ est un équilibre régulier pour le système (3.1).

• Si Yp > Y ∗
p : EE∗∗ est un équilibre virtuel pour le système (3.1).

Alors,

pour Yp < Y ∗
p , le contrôle n’a essentiellement aucun effet sur la population des insectes

(EE∗∗est G.A.S).

Plus précisément, l’effet se limite à réduire le nombre de mâles, alors que tous les autres

compartiments restent dans leur équilibre naturel.
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3.2.2 Cas 2 : Pénurie masculine (Y + Yp > γM)

Dans ce cas, le modèle est défini par :

dX

dt
= g2(X)

où, X = (I, Y, F,M)T et

g2(X) =



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII − vY
γMY

Y + Yp
+ δF − µFY

vY
γMY

Y + Yp
− (δF + µF )F

(1− r)vII − (µM + α
Yp

Y + Yp
)M



=



g21

g22

g23

g24


.

Le théorème suivant nous permet d’identifier les points d’équilibre du modèle pour diffé-
rentes valeurs de Yp qui peut être interprétée comme l’effort du contrôle :

Théorème 7 [14]

(a) Le système (3.3) définit un système dynamique positif sur R4
+.

(b) TE = (0, 0, 0, 0)T est un équilibre asymptotiquement stable de ce système pour tout
Yp > 0.

(c) Il existe une valeur de seuil de Yp tel que :

• si Yp > Y ∗∗
p , le seul équilibre du système sur R4

+ est TE.

• si 0 < Yp < Y ∗∗
p , le système admet trois équilibres sur R4

+, TE et deux autres
équilibres positifs.

Preuve

Pour démontrer que (3.3) définit un système dynamique positif, on ne peut pas utili-
ser le théorème 2 car le second membre du système n’est pas quasi-monotone.
Donc, on utilise le fait que R4

+ est positivement invariant pour le système, i.e, le champ
est rentrant.

En effet, puisque :

g21(I = 0, Y ≥ 0, F ≥ 0,M ≥ 0) = bF ≥ 0 =⇒ I ≥ 0.
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g22(I ≥ 0, Y = 0, F ≥ 0,M ≥ 0) = rvII + δF ≥ 0 =⇒ Y ≥ 0.

g23 = (I ≥ 0, Y ≥ 0, F = 0,M ≥ 0) = vY
γMY

Y + Yp
≥ 0 =⇒ F ≥ 0.

g22(I ≥ 0, Y ≥ 0, F ≥ 0,M = 0) = (1− r)vII ≥ 0 =⇒M ≥ 0.

Donc, R4
+ est positivement invariant pour le système, d’où (a).

Maintenant, pour montrer que TE = (0, 0, 0, 0)T est asymptotiquement stable pour ce sys-
tème, on utilise la linéarisation :

J(0, 0, 0, 0) =



−(vI + µI) 0 b 0

rvI −µF δ 0

0 0 −(δ + µF ) 0

(1− r)vI 0 0 −(µM + α)


,

avec,

DetJ(0, 0, 0, 0) = µF (vI + µI)(δ + µF )(µM + α) > 0

et
TrJ(0, 0, 0, 0) = −µF − (vI + µI)− (δ + µF )(µM + α) < 0,

alors, TE est asymptotiquement stable pour ce système, d’où (b).

Pour démontrer le point (c), il faut chercher les équilibres du modèle (3.3).

Les points d’équilibre :

Ẋ = 0⇐⇒


İ = 0
Ẏ = 0
Ḟ = 0
Ṁ = 0

Mais, İ = 0⇐⇒ F = vI + µI

b(1− I

K
)
I ≥ 0,

Ṁ = 0⇐⇒M = (1− r)vI

µM + α
Yp

Y + Yp

I ≥ 0,

En plus,
{
Ẏ = 0
Ḟ = 0 =⇒ Ẏ + Ḟ = 0.
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=⇒ Y = rvII − µF
µFF

= (rvI
µF
− µF (vI + µI)

µF b(1−
I

K
)
)I ⇐⇒ Y =

rvIb(1−
I

K
)− µF (vI + µI)

µF b(1−
I

K
)

I.

Notons
φ(I) = rvIb(1−

I

K
)− µF (vI + µI),

nous avons
Y = φ(I)

µF b(1−
I

K
)
.

Puis, en remplaçant l’expression de Y , F etM dans l’équation Ḟ = 0, on obtient l’équation
en I suivante :

ψ(I) := Iξ(I)φ(I) = η(Yp, I). (3.4)

où,

ξ(I) = vY γ(1− r)vIb(1−
I

K
)− (δ + µF )(vI + µI)µM .

η(Yp, I) = µF (δ + µF )(vI + µI)(µM + α)b(1− I

K
)Yp.

Donc, les équilibres non triviaux du système (3.3) sont de la forme :

YMD = (rvI
µF
− µF (vI + µI)

µF b(1−
IMD

K
)
)IMD.

FMD = vI + µI

b(1− IMD

K
)
IMD.

MMD = (1− r)vI

µM + α
Yp

YMD + Yp

IMD.

Avec, IMD une racine positive de l’équation (3.4).

En outre, pour assurer que YMD > 0 il faut que :

rvIb(1−
I

K
)− µF (vI + µI) > 0⇐⇒ IMD < K(1− µF (vI + µI)

rvIb
).
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Ainsi, pour obtenir des équilibres biologiquement viables, il faut que :

IMD ∈ [0, K(1− µF (vI + µI)
rvIb

)].

Notons que les racines de l’équation (3.4) sont les abscisses des points d’intersection entre
le graphe de ψ et la droite η.

En effet, il est clair que :

η(Yp, K) = 0, donc, la droite η(Yp, I) intersecte l’axe des I pour I = K.

D’autre part,

ψ(I) = 0⇐⇒ I = 0 ou ξ(I) = 0 ou φ(I) = 0.

⇐⇒ I0 = 0 ou I1 = K(1− (δ + µF )(vI + µI)µM
vY γ(1− r)vIb

) ou I2 = K(1− µF (vI + µI)
rvIb

).

Notons aussi que I1 et I2 doivent être positives et plus petite que K, i.e, 0 < I1, I2 < K à
condition :

(δ + µF )(vI + µI)µM
vY γ(1− r)vIb

< 1 (3.5)

et
µF (vI + µI)

rvIb
< 1, (3.6)

qui sont assurer par les hypothèses (2.7) et (2.8).

En effet, l’hypothèse (3.6) est équivalente à R0 > 1 car

R0 > 1⇐⇒ brvIvY
(µI + vI)((vY + µF )(δ + µF )− δvY ) > 1

⇐⇒ brvIvY > (µI + vI)(vY µF + δµF + µ2
F )

> (vI + µI)vY µF

⇐⇒ (vI + µI)µF
brvI

< 1.

Et pour l’hypothèse (3.5), nous avons :

(2.8)⇐⇒ γ >
r(δ + µF )µM

(1− r)((vY + µF )(δ + µF )− δvY
,
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avec,

(2.8)⇐⇒ R0 > 1⇐⇒ 1
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

>
µI + vI
brvIvY

.

Alors,

γ >
(δ + µF )(vI + µI)µM

bvIvY (1− r) ⇐⇒ (δ + µF )(vI + µI)µM
γbvIvY (1− r) < 1⇐⇒l’hypothèse (3.5).

Donc, sous les hypothèses (2.7) et (2.8), nous avons I1, I2 ∈ [0, K].

Notons aussi que η est décroissante par rapport à I, croissante par rapport à Yp.

Le graphe du polynôme cubique ψ et de la droite η est indiqué sur la Figure 3.2.

Figure 3.2 – Les intersections entre les graphes de η(Yp, .) (en rouge) et ψ (en bleu)
pour différentes valeurs de Yp . Les points noirs représentent les points d’intersection sur
l’intervalle [0,min{I1, I2}] [14].

Remarque 2

On a déjà montré que pour avoir des équilibre biologiquement viables (positifs), il faut

que IMD < K(1− µF (vI + µI)
brvI

), donc seuls les points d’intersection de la droite η avec le

graphe de ψ pour I ∈ [0,min{I1, I2}] sont convenables pour les équilibres du modèle.
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En effet, supposons par absurde que I ∈ [max{I1, I2}, K] :

• cas 1 : I2 > I1 ⇐⇒ max{I1, I2} = I2 = K(1− µF (vI + µI)
brvI

).

Or, par hypothèse IMD > I2 = K(1− µF (vI + µI)
brvI

), contradiction avec

IMD < K(1− µF (vI + µI)
brvI

).

• cas 2 : I1 > I2 ⇐⇒ max{I1, I2} = I1.

Or, par hypothèse IMD > I1, avec, I1 > I2 =⇒ IMD > I2 = K(1− µF (vI + µI)
brvI

),

contradiction avec IMD < K(1− µF (vI + µI)
brvI

).

Notons par Y ∗∗
p la valeur de Yp telle que la droite η est tangente au graphe de ψ, voir la

Figure 3.2.

Alors, il est clair que pour :

• Yp > Y ∗∗
p il n’y a pas de points d’intersection entre η et ψ sur l’intervalle [0,min{I1, I2}],

par conséquent, le seul équilibre du modèle est TE = (0, 0, 0, 0)T .

• 0 < Yp < Y ∗∗
p il y a deux points d’intersection, par conséquent, le système admet

trois équilibres, TE et deux autres équilibres

positifs, d’où (c).
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3.3 Conclusion pour le modèle

Soit I(1)
MD et I(2)

MD solutions de l’équation (3.4) tel que :

I
(1)
MD < I

(2)
MD (quand 0 < Yp < Y ∗∗

p ).

Notons par EE(1)
MD et EE(2)

MD les équilibres du modèle respectivement pour I(1)
MD et I(2)

MD.

Nous avons déjà montré que pour :

• Yp < Y ∗
p , EE∗∗ était un équilibre régulier pour le modèle (3.1).

• Yp > Y ∗
p , EE∗∗ était un équilibre virtuel pour le modèle (3.1).

Mais, pour Yp = Y ∗
p , nous avons EE∗∗ ∈ Σ(Yp) = {X ∈ R4

+;Yp + Y = γM}, avec Σ(Yp)

est l’ensemble de discontinuité pour le système (3.1).

Donc, EE∗∗ est un équilibre frontalier du modèle (3.1), et puisque le second membre du

système (3.1) est continu, alors, pour :

• Yp = Y ∗
p , EE∗∗ est un équilibre du modèle (3.3) (cas de pénurie masculine), par

conséquent, EE∗∗ = EE
(2)
MD (voir la Figure 3.3).

Figure 3.3 – Les intersections entre les graphes de η(Y ∗
p , .) (en rouge) et ψ (en bleu). Le

point noir représente l’intersection pour I = I∗ [14].

39



On peut voir sur la Figure 3.3 que pour :

• 0 < Yp < Y ∗
p , nous avons I

(1)
MD < I∗ < I

(2)
MD.

• Y ∗
p < Yp < Y ∗∗

p , nous avons I(1)
MD < I

(2)
MD < I∗.

Maintenant, l’étude se fait quand les équilibres du modèle (3.2) sont des équilibres
réguliers du modèle (3.1), i.e, les équilibres appartiennent à la région de pénurie
masculine (Yp + YMD > γMMD).

En effet,

YMD + Yp − γMMD = (rvI
µF
− µF (vI + µI)

µF b(1−
IMD

K
)
)IMD + Yp − γ

(1− r)vI

µM + α
Yp

YMD + Yp

IMD

= ( µM

µM + α
Yp

YMD + Yp

(rvI
µF
− µF (vI + µI)

µF (1− IMD

K
)
)− γ(1− r)vI)IMD + (µM + α)Yp.

Soit Y ∗
p < Yp < Y ∗∗

p , i.e, I(1)
MD < I

(2)
MD < I∗.

Alors,

YMD+Yp−γMMD ≥ ( µM

µM + α
Yp

YMD + Yp

(rvI
µM
−µF (vI + µI)

µF (1− I∗

K
)

)−γ(1−r)vI)IMD+(µM+α)Yp

= (( µMrvI(δ + µF )
vY µF + µFµF + δµF

)− γ(1− r)vI)IMD + (µM + α)Yp,

avec,

Y ∗
p

I∗ (µM + α) = rvI(δ + µF )µM
(vY + µF )(δ + µF )− δvY

− γ(1− r)vI .

=⇒ YMD + Yp − γMMD ≥ −(µM + α)
Y ∗
p

I∗ IMD + (µM + α)Yp

≥ µM + α

I∗ (I∗Yp − Y ∗
p IMD) > 0,

car, pour, Y ∗
p < Yp < Y ∗∗

p , nous avons IMD < I∗.

Donc,

Y ∗
p IMD < I∗Yp =⇒ I∗Yp − Y ∗IMD > 0.
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Alors, YMD + Yp > γMMD.

Par conséquent, pour Y ∗
p < Yp < Y ∗∗

p , EE(1)
MD et EE(2)

MD sont tous les deux dans

la région de pénurie masculine, i.e, sont des équilibres réguliers du modèle (3.1).

Ensuite, pour Yp < Y ∗
p , nous avons I

(2)
MD > I∗.

Dans ce cas,

Y
(2)
MD+Yp−γM (2)

MD ≤ ( µM

µM + α
Yp

Y
(2)
MD + Yp

(rvI
µM
−µF (vI + µI)

µF (1− I∗

K
)

)−γ(1−r)vI)I(2)
MD+(µM+α)Yp.

≤ µM + α

I∗ (I∗Yp − Y ∗
p I

(2)
MD) < 0.

Alors, Y (2)
MD + Yp < γM

(2)
MD.

Par conséquent, pour Yp < Y ∗
p , EE

(2)
MD est un équilibre qui ne se trouve pas dans

la région de pénurie masculine, i.e, c’est un équilibre virtuel du modèle (3.1).

Maintenant, en considérant ces résultats obtenus pour les équilibres EE∗∗, EE(1)
MD et

EE
(2)
MD, on peut énoncer le théorème suivant pour le modèle (3.1) :

Théorème 8 [14]

Soit Yp > 0,

(a) TE est un équilibre asymptotiquement stable pour le modèle (3.1).

(b) Si 0 < Yp < Y ∗
p , le modèle (3.1) admet deux équilibres positifs EE∗∗et EE(1)

MD.

(c) Si Y ∗
p < Yp < Y ∗∗

p , le modèle (3.1) admet deux équilibres positifs EE(2)
MD et EE(1)

MD.

(d) Si Yp > Y ∗∗
p , TE = (0, 0, 0, 0)T est le seul équilibre du modèle (3.1).
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Remarque 3

• Yp = Y ∗
p est une valeur de bifurcation appelée une bifurcation induite par la

discontinuité [8], et elle est connue pour les systèmes dynamiques par morceaux.

Comme pour Yp < Y ∗
p , EE

(2)
MD était un équilibre virtuel, tandis que EE∗∗était un

équilibre régulier pour le modèle(3.1).

Ensuite, pour Yp > Y ∗
p les deux équilibres échangent de propriétés et c’est

l’équilibre EE(2)
MD qui devient un équilibre régulier du modèle, tandis que l’équilibre

EE∗∗ devient un équilibre virtuel du modèle.

• Yp = Y ∗∗
p est une valeur de bifurcation appelée une bifurcation noeud selle.

Quand Yp augmente à travers Y ∗∗
p les deux équilibres EE(1)MD et EE(2)MD entrent en

collision et disparaîtraient pour Yp > Y ∗∗
p .

L’obtention théorique des propriétés de stabilité des équilibres EE(1)
MD et EE(2)

MD n’est
pas facile compte tenu de la complexité du système.

Les simulations numériques indiquent que EE
(1)
MD est instable tandis que EE

(2)
MD

est asymptotiquement stable, comme le montre la Figure 3.4.

Figure 3.4 – Diagramme de bifurcation des valeurs de Y + F à l’équilibre par rapport
aux valeurs de Yp pour le modèle (3.1) [14].
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3.3.1 Stabilité asymptotique globale de l’équilibre trivial pour
Yp suffisamment grand

Nous allons établir la stabilité asymptotique globale de l’équilibre TE = (0, 0, 0, 0)T

sous une condition légèrement plus forte Yp > Ŷ ∗∗
p où, Ŷ ∗∗

p > Y ∗∗
p .

L’analyse asymptotique pour le système (3.1) ne peut pas être menée de la même manière

que pour les autres systèmes considérés jusqu’ici, puisqu’il ne s’agit pas d’un système

coopératif, plus précisément, le second membre du système (3.1) n’est pas quasi-monotone,

en raison du terme −vY γMY

Y + Yp
dans l’équation de Y .

C’est pour cela, qu’on va considérer un système auxiliaire qui est coopératif dont

le second membre est supérieure à celui du modèle (3.1), par conséquent ce système

fournit des limites supérieures pour les solutions du modèle (3.1).

Plus précisément, il est défini comme suit :

dX

dt
= h(X) (3.7)

où, X = (I, Y, F,M)T ∈ R4
+ et

h(X) =



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII + δF − µFY

vY
γM

Y + Yp
Y − (δ + µF )F

(1− r)vII − (µM + α
Yp

Y + Yp
)M



.

On voit bien que h(X) > g(X) et que h(X) est quasi-monotone sur l’ensemble :

ΩK = {X ∈ R4
+ : I ≤ K}.
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Alors, on peut énoncer le théorème suivant :

Théorème 9 [14]

(a) Le système (3.7) définit un système dynamique positif sur R4
+.

(b) TE est un équilibre asymptotiquement stable.

(c) Il existe une valeur de seuil Ŷ ∗∗
p tel que :

– (i) si Yp > Ŷ ∗∗
p , TE est globalement asymptotiquement stable sur R4

+.

– (ii) si 0 < Yp < Ŷ ∗∗
p , le système admet trois équilibres, TE et deux équilibres positifs

EE(1) et EE(2) (EE(1) < EE(2)), tel que :

Le bassin d’attraction de TE contient l’ensemble :

{X ∈ R4
+ : 0 ≤ X ≤ EE(1)}

et le bassin d’attraction de EE(2) contient l’ensemble :

{X ∈ R4
+ : X ≥ EE(2), I ≤ K}.

Preuve

Il est facile de vérifier que le système (3.7) est coopératif sur ΩK = {X ∈ R4
+ : I ≤ K},

car la fonction h est quasi-monotone sur ΩK (voir la définition 4).

Donc, pour démontrer (a) on va utiliser le théorème 1 :

Soit q ∈ R+, q ≥ K, tel que :

yq =



K

1
µF

(rvI + δvY γ(1− r)vI
(δ + µF )µM

)q

δvY γ(1− r)vI
(δ + µF )µM

q

(1− r)vI
µM

q



=



Iq

Yq

Fq

Mq



Nous avons h(0R4
+

) = 0R4
+
≥ 0 et
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h(yq) =



−(vI + µI)K

(K − q)rvI

vY γ(1− r)vIq2

µM(Yq + Yp)µF
(rvI + δvY γ(1− r)vI

(δ + µF )µM
)− vY γ(1− r)vIq

µM

(1− r)vI(K − q)−
αYp

Yq + Yp
Mq



=



−(vI + µI)K

(K − q)rvI

−vY γ(1− r)vIqYp
µM(Yq + Yp)

(1− r)vI(K − q)−
αYp

Yq + Yp
Mq


≤ 0.

Alors, d’après le théorème 1, le modèle (3.7) définit un système dynamique positif

sur [0, yq], ainsi, le modèle (3.7) définit un système dynamique positif sur :

⋃
q≥K [0, yq] = ΩK, d’où (a).

Pour démontrer que TE est asymptotiquement stable, on va utiliser la linéarisation :

J(0, 0, 0, 0) =



−(vI + µI) 0 b 0

rvI −µF δ 0

0 0 −(δ + µF ) 0

(1− r)vI 0 0 −(µM + α)


,

avec,

DetJ(0, 0, 0, 0) = µF (vI + µI)(δ + µF )(µM + α) > 0

et
TrJ(0, 0, 0, 0) = −µF − (vI + µI)− (δ + µF )(µM + α) < 0.

Alors, TE est asymptotiquement stable pour ce système, d’où (b).

Pour montrer le point (c), On doit déterminer les points d’équilibre du modèle (3.7).
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Les points d’équilibre :

Ẋ = 0⇐⇒ h(X) = 0⇐⇒


İ = 0
Ẏ = 0
Ḟ = 0
Ṁ = 0

İ = 0⇐⇒ F = vI + µI

b(1− I

K
)
I ≥ 0.

Ṁ = 0⇐⇒M = (1− r)vI

µM + α
Yp

Y + Yp

I = (Y + Yp)(1− r)vII
µMY + (µM + α)Yp

≥ 0.

Ẏ = 0⇐⇒ Y = rvII + δF

µF
≥ 0.

En remplaçons l’expression de Y , F et M dans l’équation Ḟ = 0, nous obtenons
l’équation en I suivante :

ψ̂(I) := Iξ(I)φ̂(I) = η(Yp, I). (3.8)

où,

ξ(I) = vY γ(1− r)vIb(1−
I

K
)− (δ + µF )(vI + µI)µM .

η(Yp, I) = µF (δ + µF )(vI + µI)(µM + α)b(1− I

K
)Yp.

φ̂(I) = rvIb(1−
I

K
) + δ(vI + µI).

Donc, les équilibres non triviaux du système (3.7) sont de la forme :

Ŷ = 1
µF

(rvI + δ(vI + µI)

b(1− Î

K
)

)Î ,

F̂ = (vI + µI)

b(1− Î

K
)
Î ,

M̂ = (1− r)vI

µM + α
Yp

Ŷ + Yp

Î ,
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avec, Î une racine positive de l’équation (3.8).

Notons que les racines de (3.8) sont les abscisses des points d’intersection entre le graphe
de ψ̂ et la droite η.

En effet, il est clair que :

η(Yp, K) = 0, donc, la droite η(Yp, I) intersecte l’axe des I pour I = K.

D’autre part,

ψ̂(I) = 0⇐⇒ I = 0 ou ξ(I) = 0 ou φ̂(I) = 0.

⇐⇒ I0 = 0 ou I1 = K(1− (δ + µF )(vI + µI)µM
vY γ(1− r)vIb

) ou Î2 = K(1 + δ(vI + µI)
rvIb

).

Notons aussi que 0 < I1 < K (déjà démontré) et il est clair que Î2 > K, donc, seuls

les points d’intersection de la droite η avec le graphe de ψ̂ pour I ∈ [0, I1] sont convenables

pour les équilibres du modèle (3.7).

Notons aussi que η est décroissante par rapport à I, croissante par rapport à Yp.

Par conséquent, le graphe du polynôme cubique ψ̂ et de la droite η est comme indiqué

sur la Figure 3.5.

Figure 3.5 – Les intersections entre les graphes de η(Yp, .) (en rouge) et ψ̂ (en bleu)
pour différentes valeurs de Yp. Les points noirs représentent les points d’intersection sur
l’intervalle [0, I1] [14].
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Notons par Ŷ ∗∗
p la valeur de Yp telle que la droite η est tangente au graphe de ψ̂ (voir

la Figure 3.5).

Alors, il est clair que pour :

• Yp > Ŷ ∗∗
p : il n’y a pas de points d’intersection entre η et ψ̂ sur l’intervalle [0, I1].

Par conséquent, le seul équilibre du modèle est TE = (0, 0, 0, 0)T .

Montrons dans ce cas que TE est G.A.S.

Puisque le système (3.7) est coopératif, on va utiliser le théorème 1 pour montrer la

stabilité globale de TE.

En effet, sur l’intervalle [0, yq], TE est le seul point d’équilibre et puisque nous

avons déjà montré que h(yq) ≤ 0, il résulte du théorème 1 qu’il est G.A.S sur [0, yq].

Par conséquent, TE est G.A.S sur ∪q≥K [0, yq] = ΩK qui est un ensemble

absorbant, alors, TE est G.A.S sur R4
+, d’où (i).

• 0 < Yp < Ŷ ∗∗
p : il y a deux points d’intersection (voir Figure 3.5).

Par conséquent, le système admet trois équilibres, TE et deux autres équilibres

positifs, notés respectivement par :

ÊE
(1)= (Î(1), Ŷ (1), F̂ (1), M̂ (1)) et ÊE(2)= (Î(2), Ŷ (2), F̂ (2), M̂ (2)), tel que Î(1) < Î(2).

On remarque que si Î(1) < Î(2) , alors, ÊE(1)
< ÊE

(2), parce qu’ à partir des

expressions de Ŷ , F̂ et M̂ , on voit bien qu’ils sont croissante par rapport à I.

Donc, on a 0 < ÊE
(1)
< ÊE

(2).

En effet, en utilisant le fait que h(yq) ≤ 0 = h(ÊE(2)) (ÊE(2)un point d’équilibre),
par le théorème 1, on conclut que ÊE(2) est G.A.S sur [ÊE(2)

, yq].

Par conséquent, ÊE(2) est G.A.S sur ∪q≥K [ÊE(2)
, yq] = {X ∈ R4

+ : X ≥ ÊE
(2)
}.

Donc, le bassin d’attraction de ÊE(2) contient l’ensemble {X ∈ R4
+ : X ≥ ÊE

(2)
}

(voir Figure 3.6).

D’autre part, sur l’intervalle [TE, ÊE(1)] :

Puisqu’on a déjà démontré que TE est asymptotiquement stable, alors

le théorème 2 implique que TE attire toutes les solutions initiées dans [TE, ÊE(1)].
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Par conséquent, dans ce cas, le bassin d’attraction de TE contient l’ensemble :

{X ∈ R4
+ : X ≤ ÊE

(1)
}, d’où (c) (voir Figure 3.6).

Figure 3.6 – Le bassin d’attraction de TE et de ÊE(2)pour Yp < Ŷ ∗∗
p [14].
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Rappelons que nous avons considéré le système (3.7) comme une approximation du modèle

(3.1) dans le but de fournir des conditions pour l’extinction de la population des

insectes qui est le résultat le plus souhaitable pour un contrôle.

Le théorème suivant, nous permet de montrer la stabilité globale de l’équilibre trivial :

Théorème 10 [14]

Soit Yp > 0, pour le modèle (3.1) nous avons :

(a) Si 0 < Yp < Ŷ ∗∗
p :

le bassin d’attraction de TE contient l’ensemble {X ∈ R4
+ : X ≤ ÊE

(1)
}.

(b) Si Yp > Ŷ ∗∗
p : TE est G.A.S sur R4

+.

Preuve

Le théorème de monotonocité pour les équations différentielles ordinaires [19] implique

que toutes solutions du système (3.7) sont des bornes supérieures des solutions du système

(3.1) pour des conditions initiales qui sont égales.

En effet, soit X(t) la solution du système (3.1) avec X(t0) la condition initiale et soit

Y (t) la solution du système (3.7) avec Y (t0) la condition initiale, tel que,

X(t0) = Y (t0),

alors, puisque nous avons :

Ẋ(t) = g(X) =



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII − vYmin{ γM
Y+Yp

, 1}Y + δF − µFY

vYmin{ γM
Y+Yp

, 1}Y − δF − µFF

(1− r)vII − (µM + α
Yp

Y + Yp
)M
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≤



b(1− I
K

)F − (vI + µI)I

rvII + δF − µFY

vY
γM
Y+Yp

Y − δF − µFF

(1− r)vII − (µM + α
Yp

Y + Yp
)M


= h(Y ) = Ẏ (t).

Alors, X(t) ≤ Y (t), Cela implique que pour :

• 0 < Yp < Ŷ ∗∗
p : le bassin d’attraction de TE en tant qu’équilibre de (3.1) contient

l’ensemble {X ∈ R4
+ : X ≤ ÊE

(1)
}, d’où (a) .

• Yp > Ŷ ∗∗
p : le bassin d’attraction de TE en tant qu’équilibre de (3.1) contient R4

+

qui veut dire que TE est G.A.S sur R4
+, d’où (b).

Ce théorème nous permet de tirer les affirmations suivante :

• Augmenter l’effort Yp dans la gamme 0 < Yp < Ŷ ∗∗
p ne conduit pas à l’élimination

d’une population établie.

En fait, comme le montre la Figure 3.5, l’augmentation de Yp augmente Î(1) qui
conduit à l’augmentation de ˆEE(1).

Par conséquent, l’augmentation de Yp agrandit le bassin d’attraction de TE, of-
frant de meilleures opportunités pour contrôler la population des insectes nuisibles.

• L’effort Yp plus grand que Ŷ ∗∗
p élimine toute population établie des ravageurs.
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Chapitre 4

Simulations numériques

Nous présentons ici des simulations numériques pour illustrer les résultats des théo-
rèmes déjà démontrés.

Les simulations numériques sont effectuées à l’aide de Matlab.

Les valeurs des paramètres utilisés pour les simulations numériques sont celles du ta-
bleau 1 qui donnent la valeurs de R0 = 122 > 1.

La Figure 4.1 illustre les résultat du système (2.1) pour R0 = 122 > 1.

On voit bien ici que EE∗ est G.A.S sur R4
+ \ TE = (0, 0, 0, 0)T qui est instable dans

ce cas.

Figure 4.1 – Trajectoires d’un ensemble de solutions de système (2.1)
dans le plan M × (Y + F ).
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Figure 4.2 – Les seuils de phéromones femelles Y ∗
p et Y ∗∗

p

en fonction du paramètre de piégeage α.

La résolution du système système :
ψ(I) = η(Yp, I)

dψ(I)
dI

= dη(Yp, I)
dI

nous permet de déterminer la valeur seuil Y ∗∗
p pour différent valeurs de α.

Les valeurs seuils Y ∗
p et Y ∗∗

p sont représentées sur la Figure 4.2 pour différentes valeurs de
α.

On peut observer qu’un petit effort de piégeage réduit les valeurs seuils .

Donc, l’ajout du piégeage à la perturbation de l’accouplement est très efficace pour le
contrôle de la population des insectes.

En particulier, pour α = 0 nous avons Y ∗
p = 5673 et Y ∗∗

p = 9.8 × 105, tandis que pour
α = 0.1, nous avons Y ∗

p = 588 et Y ∗∗
p = 1.02× 105.
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Figure 4.3 – Trajectoires d’un ensemble de solutions du système (3.1)
dans le plan M × (Y + F ) pour Yp < Y ∗

p .

La Figure 4.3 illustre les trajectoires des solutions du système (2.9) (avec contrôle)
lorsque le niveau de perturbation d’accouplement est inférieur au seuil Y ∗

p pour α = 0 et
α = 0.1.
Dans ce cas, le système (3.1) admet un équilibre positif EE∗∗.

On peut observer que lorsqu’il n’y a pas de piégeage (α = 0) EE∗∗ = EE∗ (Figure 4.3 (a)).

Cela signifie que l’équilibre endémique positif de la population n’est pas affecté par le
contrôle .

Lorsque le piégeage se produit (α = 0.1), nous observons sur la Figure 4.3 (b) que l’équi-
libre positif EE∗∗ est décalé vers la gauche.

En effet, le contrôle permet de réduire le nombre de mâles mais pas suffisamment pour
perturber la fécondation des femelles.

Par conséquent, le contrôle n’est pas efficace sur une population établie car le nombre
de femelles à l’équilibre n’est pas réduit.
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Figure 4.4 – Trajectoires d’un ensemble de solutions du système (2.1)
dans le plan M × (Y + F ) pour Y ∗

p < Yp < Y ∗∗
p .

Cependant, lorsque Yp > Y ∗
p , nous pouvons voir sur la Figure 4.4 (a) qu’il y a deux

équilibres asymptotiquement stables EE(2)
MD, et TE = (0, 0, 0, 0)T , nous observons qu’il

y a un ensemble de solutions, pour lesquelles la population initiale est assez petite, qui
convergent vers TE .

Par conséquent, une petite population peut être éradiquée pour Y ∗
p < Yp < Y ∗∗

p .

On peut remarquer aussi en comparant les deux Figures 4.4 (a) et 4.4 (b) que le bas-
sin d’attraction de l’équilibre trivial devient plus grand quand Yp augmente.
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Figure 4.5 – Trajectoires d’un ensemble de solutions du système (2.1)
dans le plan M × (Y + F ) pour Yp > Y ∗∗

p .

Finalement, Yp > Y ∗∗
p permet un contrôle total de la population menant à l’extinc-

tionde la population des ravageurs, peu importe sa taille.

Sur la Figure 4.5, nous pouvons voir que toutes les trajectoires convergent vers l’équi-
libre trivial TE, ce qui montre la stabilité globale de l’équilibre TE pour Yp > Y ∗∗

p .
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Conclusion

En guise de conclusion, on peut dire que la lutte contre les insectes nuisibles est un
défi très important pour protéger la production agricole.

Dans ce mémoire, nous avons étudié un modèle mathématique régi par un système dyna-
mique par morceaux pour simuler la dynamique de la population des ravageurs et voir sa
réponse au contrôle de la perturbation de l’accouplement avec le piégeage.

Nous avons pu trouver deux valeurs seuils pour la force du leurre :

Le premier seuil, correspond à une quantité minimale de phéromone nécessaire pour l’ef-
ficacité de la perturbation de l’accouplement sur la population.

Cependant, nous avons montré l’existence d’un second seuil de phéromones Y ∗∗
p au dessus

du quel la stabilité globale de l’équilibre trivial est assurée, c’est à dire le contrôle est
pleinement efficace pour toute population d’insectes nuisibles, et on a pu aussi démontrer
qu’au dessous du seuil Y ∗∗

p , l’équilibre trivial est asymptotiquement stable, en d’autres
termes une très petite population des ravageurs peut être contrôlée.
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