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Résumé

Ce mémoire est principalement une synthese de l'article de R. Anguelov, C. Dufourd
and Y. Dumont, intitulé : Mathematical model for pest—insect control using mating dis-
ruption and trapping et publié dans le journal : Applied Mathematical Modelling en 2017.

L’objectif est de développer un modeéle mathématique régi par un systéeme dynamique
par morceaux d’'ODE! pour contréler la population des insectes nuisibles en utilisant
des phéromones artificielles femelles >pour confondre les males et nuire & leurs possibilités
d’accouplement. Par conséquent, le taux de reproduction diminue, ce qui entraine une
diminution dans la taille de la population des ravageurs.

Afin de rendre le controle plus efficace, nous utilisons le piégeage® qui consiste a cap-
turer les males attirés par la phéromone artificielle.

Dans une premiere partie, une analyse théorique du modele sans controle est effectuée
pour évaluer les propriétés de I’équilibre endémique.

Ensuite, le controle est ajouté pour déterminer la valeur seuil au dessus du quel la popu-
lation des insectes nuisibles disparait.

Finalement, des simulations numériques ont été faites pour illustrer les résultats théo-
riques.

1. Voir la définition 1.

2. Des substances chimiques émises par la plupart des animaux et certains végétaux qui agissent comme
des messagers entre les individus d’une méme espece, transmettant aux autres organismes des informations
qui jouent un role dans attraction sexuelle (voir le site https://en.wikipedia.org/wiki/Pheromone).

3. Le piégeage est une forme de chasse qui se pratique a I'aide de dispositifs destinés a capturer ou
tuer les animaux (voir le site https://fr.wikipedia.org/wiki/Pi%C3%A9geage_animal).


https://en.wikipedia.org/wiki/Pheromone
https://fr.wikipedia.org/wiki/Pi%C3%A9geage_animal

Abstract

This thesis is mainly a synthesis of the article of R. Anguelov, C. Dufourd and Y. Du-
mont, entitled : Mathematical model for pest-insect control using mating disruption and
trapping and published in the journal : Applied Mathematical Modeling in 2017.

The objective is to develop a mathematical model governed by a piecewise dynamic sys-
tem of ODE to control the pest population using female artificial pheromones to confuse
males and harm their mating possibilities. As a result, the reproductive rate decreases,
resulting in a decrease in the size of the pest population.

In order to make control more efficient, we use trapping which consists of capturing the
males attracted by the artificial pheromone.

In a first part, a theoretical analysis of the model without control is carried out to evaluate
the properties of the endemic equilibrium.

Then, the control is added to determine the threshold value above which the pest po-
pulation disappears.

Finally, numerical simulations were made to illustrate the theoretical results.
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Introduction générale

Les insectes nuisibles sont responsables de dégats considérables sur la production agri-
cole dans le monde entier.
Au cours du temps, de nombreuses pratiques ont été développées pour limiter les dégats

n n

des différents especes nuisibles appelées " ravageurs

L’utilisation des pesticides chimiques compte parmi les méthodes de lutte antiparasi-
taire qui peut avoir des effets secondaires indésirables sur ’environnement. Ainsi, 1'utili-
sation intensive de pesticides n’est pas une solution durable pour protéger la production
agricole [11].

La perturbation de 'accouplement, la technique de l'insecte stérile (consiste a libérer
un grand nombre de males stérilisés pour concurrencer les males sauvages contre I'insémi-
nation des femelles) et la technique d’annihilation de masse (consiste a réduire le nombre
d’un ou des deux sexes par piégeage a 'aide d’un attractif spécifique) sont des exemples
de méthodes faisant partie des stratégies de lutte intégrée [11].

Dans ce mémoire, nous nous concentrons principalement sur la perturbation de ’ac-
couplement éventuellement couplée avec le piégeage, qui consiste a introduire des stimuli

artificiels, comme des phéromones ou des paraphéromones [10, 11], pour perturber les
maéles et nuire & leur possibilités d’accouplement|13], entrainant une réduction de la po-
pulation des insectes [15]. Nous faisons une syntheése de I’article [14].

Cette méthode a été largement étudié et utilisé pour controler différents types de para-
sites sur différents types de cultures. Il s’est avéré efficace pour le controle sur les cultures
de tomates dans les serres italiennes [1], le ver rose du cotonnier qui attaque le coton et
le carpocapse de la pomme [3].

Cependant, cette méthode a parfois échoué dans la lutte contre la mineuse des feuilles de
café [2] ou dans la lutte contre la tomate mentionnée ci-dessus dans des conditions de plein
champ [9] ou la confusion sexuelle n’a pas réussi a réduire la population de ravageurs.
L’échec de la méthode peut étre attribué a la composition et au dosage de la phéromone
et parfois a une forte abondance d’insectes.

Ce mémoire est organisé de la maniere suivante :
le premier chapitre va nous aider a mieux comprendre la partie consacrée a 1’analyse ma-
thématique du modele.
Dans le deuxieme chapitre, nous donnons une description du modele sans controle et
I’analysons théoriquement.



Ensuite, dans le troisieme chapitre, nous décrivons le modele avec controle et nous four-
nissons une analyse théorique, ou nous identifions deux valeurs seuils qui déterminent les
changements dans la dynamique de la population de ravageurs et 'efficacité du controle.

Enfin, dans le quatrieme chapitre, nous présentons des simulations numériques pour illus-
trer les résultats théoriques.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Systemes dynamiques par morceaux

Définition 1 [/]
Un systéme dynamique par morceaus est donné par un ensemble fini d’ODEFEs,

X =F(X),X €S,

ou U;S; = D C R", chaque S; a un intérieur non vide, et D est un domaine.

Une fronticre non vide entre deux régions S; et S; notée 3-,;; sera appelée un ensemble de
discontinuité, une limite de discontinuité ou un collecteur de commutation [5].

Dans le reste du travail, nous considérerons principalement le systeme suivant avec un
seul ensemble de discontinuité Y noté > is.

Ainsi, le systeme sera écrit comme suit :

> Fl(X) St XESl
X—{ F(X) si X €8, (1.1)

ou S1USy = D, si Fy génere un flot &1 et Fy un flot Oy telle que :

Fi(X) = Fy(X) en un point X € Y 19, alors, on dit que le degré de régularité est de
2.

Définition 2 [7/]

Les systemes qui ont un degré de régularité égal a 2 sont appelés systémes lisses continus
par morceaur PWCS (piecewise-smooth continuous systems).

Supposons que le systeme (1.1) a été réécrit comme suit :

% :{ Fi(X) si H(X) > 0. (1.2)

Fy(X) si H(X) <0.
ou l'ensemble de discontinuité Y est défini par : 3> :={X € D : H(X) = 0}.
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Alors, Pour le systeme (1.2), il est possible d’identifier différents types d’équilibres, condui-
sant a la définition suivante :

Définition 3 [5/

On appelle un point X € D un équilibre régulier de (1.2) si X vérifie :

Fi(X)=0et HX)>0ouFy(X)=0et HX) <0.

Alternativement, nous disons qu’un point Y € D est un équilibre virtuel de (1.2) si :

F(Y)=0et HY) <0 ou F(Y)=0 et H(Y) > 0.

1.2 Systémes coopératifs

Définition 4 [/5]
#(t) = f(=) (£2)

ou: f:D+——R" x & D CR" estappelé coopératif si :

fi est monotone croissante par rapport a x; pour i,j = 1,..,n,j # i. Une fonction
avec la monotonie déclarée est appelée quasi-monotone.

Nous rappelons deux principaux théoréemes que nous utiliserons dans le reste du travail :

Théoréme 1 [18, théoréme 3.1,p.18],[12, théoréme 6]
Soit a,b € D, tel que :

a<b, [a,b]CD et f(b) <0< fla)
Alors (€2) définit un systéeme dynamique positif sur [a, b].

De plus, si [a, b] contient un équilibre unique p alors, p est globalement asymptotique-

ment stable (GAS) sur [a, b].

Théoréme 2 [15]
Soit a,b € D, tel que :

a<b, [a,b]CD et f(a)= f(b)=0.
Alors :

(a) (€2) définit un systéme dynamique positif sur [a, b].
(b) Si a et b sont les seuls équilibres du systéme dynamique sur [a, b], alors toutes les so-

lutions initiées a l'intérieur de [a, b] convergent vers l'une d’elles, c’est-a-dire convergent
toutes vers a ou tous convergent vers b.



1.3 Taux de reproduction de base R,

1.3.1 Définition

Le taux de reproduction de base Ry représente le nombre moyen de cas secondaires
générés par un individu infectieux durant sa période d’infection, lors de l'introduction
dans une population entierement susceptible [17].

1.3.2 Meéthode pour calculer R,

On présente brievement la méthode développée par Van den Driessche et Wat-
mough pour le calcul de Ry [5] [17] :

Soit une épidémie modélisée par un systeme d’équations différentielles ordinaires, que
I’on peut écrire sous la forme :

dz;
da; = fi(x); z;(0) >0 pouri=1,...n; v = (x1,....,2,)". (1.3)

Supposons qu’il existe n compartiments dans lesquels les m premiers compartiments sont
celles des infectés.
Soit : X, I'ensemble des états sans maladie, i.e,

Xe={z>0:2;,=0;i=1,....,m}
tel que :

Fi(X)

V(X V=X
Xi (X)

FIGURE 1.1 — le bilan de ce qui rentre et de ce qui sort d’'un compartiment i.

F;(x) : le taux d’apparition de nouveaux cas d’infections (de toute sorte horizontale ! ou
verticale?) dans le compartiment 4.

1. transmission de la maladie d’un individu a un individu.
2. transmission de la maladie de la mére & son enfant.



V7 (x) : le taux de de ce qui provient des autres compartiments au compartiment i,

par toute autre cause (déplacement, guérison, vieillissement, etc ...).

V-

" (x) : le taux de ce qui quitte le compartiment i, exemple par mortalité, par chan-
gement de statut épidémiologique, par mouvement etc ...

Chaque fonction est supposée étre au moins deux fois différentiable par rapport a la
variable x. Le systéme (1.3) peut se mettre sous la forme :

= Fi(x) - Vi(x) (1.4
avec Vi(z) =V, (x) — V" ().

7

Les fonctions Fj, V;* et V,;~ sont supposées vérifier les hypotheses (H1)-(H5).

7

Comme chaque fonction représente un transfert direct des individus, elles sont tous posi-
tives. Alors,

(H1) Six >0 alors, F;; V" et V- >0 pouri=1,...,n.

7
Si un compartiment est vide, rien ne peut en sortir par mortalité, infection ou autre moyen.

(H2) Si z; = 0 alors, V;~ = 0. En particulier si x € X, alors V;” =0 pour i = 1,...,m.

La condition suivante provient du simple fait que I'incidence de I'infection pour les com-
partiments des non infectés est nulles.

(H3) F; = 0 pour i > m.
(H4) Si z € X, alors, Fy(x) = V" (z) =0 pour i = 1,...,m.

(H5) Si F(xz) = 0 alors, toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne D f(x() ont
des parties réelles positives a un point zy € Xj.

Sous les conditions précédentes, pour un zo € X;; les matrices F et V sont définies
par le lemme suivant :

Lemme 1

Si xy est un équilibre sans maladie (DFE) du systéme (1.4) et f;(x) satisfais (H1)-(H5),
alors, les dérivées de DF(xo) et DV (x) sont données par :

DF(z0) = (OF 8)

DV (o) = (}Z 5’4)

ou F et V sont deux matrices de taille m x m définies par :

] e[




F est positive et V est une M-matrice non singuliere et toutes les valeurs propres de
Jy sont de partie réel positive.

La matrice FV™! est appelée matrice de la prochaine génération.

Un élément (i, k) de F est interprété comme le nombre d’individus infectés dans le com-
partiment ¢ engendré par un individu infecté initialement introduit dans le compartiment
k.

Un élément (i, k) de V™' est interprété comme le temps passé dans le compartiment i d'un
individu infecté initialement introduit dans le compartiment k. Un élément (i, k) de FV™1
est interprété comme le nombre de nouvelles infections attendues dans le compartiment ¢
produit par un individu infecté présenté originellement dans le compartiment k.

Alors, Ry est défini comme le rayon spectral de la matrice de la prochaine génération
i.e.

Ry = p(FV™)



Chapitre 2

Modélisation mathématique de la
population d’insectes naturels

2.1 Modele compartimental de la population d’insectes :

Nous considérons un modele mathématique basé sur des hypotheses biologiques pour
décrire la dynamique d’une population d’insectes nuisibles, telles que les mouches des
fruits ou les mites [14].

Ainsi, deux étapes de développement principales peuvent étre envisagées :

le stade immature, noté I, qui rassemble les ceufs, les larves et les pupes et le stade
adulte composé des males et des femelles.

Nous divisons les femelles adultes en deux compartiments, les femelles disponibles pour
I’accouplement notées Y, et les femelles fécondées notées F'.

Une femelle du compartiment Y doit s’accoupler avec un male pour pouvoir passer dans
le compartiment des femelles fécondées et étre capable de déposer ses ceufs.

Notons que les femelles fécondées peuvent a nouveau se reproduire c’est a dire ’accouple-
ment multiple puisse se produire.

Nous ajoutons également un compartiment male, noté M, pour étudier 'impact de I'abon-
dance des males sur le taux de transfert de Y a F'.

Notons par r la proportion de femelles émergeant du stade immature et entrant dans le
compartiment Y des femelles.

Ainsi, une proportion de (1 — r) d’immatures entre dans le compartiment M des maéles.

Notons par v; le taux de maturation (taux de transfert de I a Y ou M).



(1

Immatures
= Uy

e U;[l =)

(Y) '
—=  Femelles prétes a
’accouplement P

(M)
Males

v
)

6 f Ny Iy
' {YM 1}
/ Yy min v

¢

(F)

Femelles fécondées

N

Ur

FI1GURE 2.1 — Cycle de vie de l'insecte.

Ensuite, lorsque les méles sont en abondance suffisante pour assurer la fécondation de
toutes les femelles disponibles pour ’accouplement, le taux de transfert de Y a F' est vy.

Cependant, si les males sont rares et si 7 est le nombre de femelles qui peuvent étre

fécondées par un seul male, alors seulement une proportion 77 de Y femelles peut pas-

ser dans le compartiment F' des femelles fécondées .

Par conséquent, le taux de transfert de Y a F est vymin(%, 1).

De plus, les femelles fécondées retournent dans le compartiment des femelles préte a
I’accouplement Y avec un taux de 0.

Habituellement, la femelle fécondée est responsable de causer des dommages directs a
I’héte lors de la ponte des ceufs.

Par conséquent, le nombre de nouveaux nés produit par une femelle fécondée est b(1— ?),

ou b est le taux de fécondité, et K est la capacité limite des hotes.

Enfin, les parametres p;, pur et pys sont respectivement les taux de mortalité des im-
matures (compartiment /), des femelles (Y et F') et des méales (M).

L’organigramme de la dynamique des insectes est représenté sur la Figure 2.1.
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Le modele est régi par le systeme d’ODE suivant :

ar _
dt
av
dt
dF
dt
aM
dt

=(1—=r)ol — pyM

=ru;l — vymin{%, 1}Y +0F — ppY

= vymin{3L, 1}Y — 6F — ppF

La liste des parametres utilisés dans le modele est résumée dans le tableau 2.1. Ils sont
extraits de [16] pour effectuer des expériences numériques.

Table 1 : Liste des parametres et des valeurs utilisées dans les simulations numériques :

Parametres | Description unit valeur
b Taux de fécondité femelle tjour~! | 9,272
r Rapport Femelle a male - 0.57
K Capacité limite des hotes - 1000
~ Femelles fécondées par un seul male - 4
(LT Taux de mortalité dans le compartiment [ jour™! %
WE Taux de mortalité dans les compartiment F' et Y | jour™! %
15y, Taux de mortalité dans le compartiment F jour™! 86%
U1 Taux de maturation jour—! ﬁ
vy Taux de transfert de Y & F jour—? 0.5
) Taux de transfert de F'a Y jour™! 0.1
Plus précisément, le modele (2.1) peut étre écrit sous la forme :
ax fiX) st Y <~yM
dt F(X) { fo(X) st Y >~yM (2.2)
on X = (LY, F,M)" e RY et
b(1 — &)F — (vr + pr)T b(1 — %) F — (vr + pr)I
rol +0F — (vy + pp)Y ropl —vyyM + 0F — upY
Hi(X) = , fo(X) (2.3)

UyY — (5 + [LF)F

(1 —r)orl — puyM

11

vyyM — (0 + pp)F

(1 —=r)orl — pyM




Soit le modele (2.1) :
Nous distinguons deux régions :

e Y < ~vyM : une région d’abondance male.
e Y > ~M : une région de pénurie masculine.

avec les systémes respectifs :

dX

o f1(X) (2.4)
et

dX

pra f2(X) (2.5)

Les deux systeémes (2.4) et (2.5) sont des systemes différentielles ordinaires. Leurs
propriétés peuvent étre étudiées en utilisant des techniques standard pour de tels systemes.

2.2 Analyse du modele

L’analyse du modele est réalisée en considérant (2.2) comme un systéme dynamique
par morceaux sur R (voir la définition 1).

Ici, Pensemble de discontinuité est donné par : > = {z € R} : Y = yM}.

Puisque nous avons f1(X) = fo(X), alors, d’apres les définitions 1 et 2, le systeme (2.2)
représente un systéeme dynamique par morceaux continu.

Pour ce type particulier de systémes, 'existence et 1'unicité des solutions découlent de
la théorie standard des équations différentielles ordinaires.

Dans un premier temps, nous étudierons les systemes (2.4) et (2.5) séparément, puis
les résultats obtenus seront fusionnés en un théoréme pour le systeme (2.1).
Selon la définition 3, dans notre contexte, un point X = (I,Y, F, M)T est appelé un
équilibre régulier du systeme (2.2) si :

filX)=0etY <yM ou fo(X)=0et Y >~M.

12



2.2.1 Cas 1 : Abondance des males (Y < ~vyM)

Dans ce cas, le modele est défini par :

dX

ot X = (I,Y,F, M)T et
b(1 — %)F— (v + pr)I

rorl +0F — (vy + pup)Y

(1 —r)orl — pyM

Calcul de Ry :

Dans ce travail, nous utiliserons Ry uniquement comme parametre de seuil, nous ne dis-
cuterons pas les détails sur les propriétés spécifiques du nombre.

La persistance d’une population est généralement liée a son nombre de reproduction de
base.

Pour les modeles de population simples, le nombre de reproduction de base est défini
comme le nombre de descendants produits par un seul individu au cours de sa vie, a
condition qu’une ressource abondante soit disponible.

Pour le modele (2.4), le taux de reproduction de base calculé par la méthode présen-
tée dans le chapitre précédent est donné par :

brurvy
(1 +vr)((vy + pr) (0 + pr) — dvy)

Ry =

La persistance ou l'extinction d'une population est généralement représentée dans un
modele par le concept de la stabilité asymptotique globale de 'équilibre endémique ou
trivial (zéro), respectivement.
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Le théoreme suivant nous permet d’identifier les équilibres du modele (2.4) ainsi que
leurs stabilités :

Théoréme 3 [1/]
(a) Le systéme (2.4) définit un systéme dynamique positif sur R%.

(b) Si Ry < 1, alors, TE = (0,0,0,0)T est un équilibre globalement asymptotiquement
stable (G.A.S).

(c) Si Ry > 1, alors, TE est un équilibre instable et le systéeme admet un équilibre positif
EE* = (I*,)Y*, F*, M*)T, ou,

1
I'=(1- K.
O S TIlEaTIE T i
= (vy + MF)Z?JQ;Y#F) — dvy (1= J;O)K'
1-— 1
M%JNQWO—%W.

qui est globalement asymptotiquement stable (GAS) sur :
RI{X€eER,: =Y =F=M=0}

Preuve

Il est facile de vérifier que le systéme (2.4) est coopératif sur Qx = {X € R} : I < K},
car fi est quasi-monotone sur Qi (voir la définition 4).

Donc, pour démontrer (a) on va utiliser le théoréme 1 :
Soitq e R, qg> K , tel que :

K
ror(6 + pr

(vy 4+ pr)(6 + pr
rvrvy
(vr + pr)(0 + pr) — Suy !
(1 —7)vy
q
25§

)
)—(SUY
Yq =

Nous avons fl(ORi) =Ops >0 et
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—(vr + pr) K

rvr(0 + pr) .
vy + pr)(0 + pr) — dvy

rvrvy
(vy + pr)(0 + pr) — dvy

ror K + 0 q—(UY+MF)(

fl(yq) = (6 + pur)

(vy + pr)(0 + pr) — dvy

TUrvy
(vy + pr)(6 + pr) — Suy !

VyTU] q— (0 + pr)

1—r)v
(1—r)v K — ,UMQQ
12274

—(vr +pr)K
(K - Q)TUI(UY + ,UF)(5 + ,uF) — drvsvyq
— (vy + pr)(0 4 pr) — vy <o
0.

(1—r7)vr (K —q)

Alors, d’aprés le théoréme 1, le systéme (2.4) définit un systéme dynamique positif sur
[0,4), ainsi, le systeme (2.4) définit un systeme dynamique positif sur U,k (0,9, = Ok,
d’ot (a).

Maintenant, pour démontrer les points (b) et (c), on doit déterminer les points d’équilibre
du modele.

les points d’équilibre :

les points d’équilibre sont obtenus en résolvant l’équation :
f[(X)=00u X = (I,Y,F,M)T.

La résolution nous donne deux points d’équilibre :

TE = (0,0,0,0)7 et EE* = (I*,Y*, F*, M*)T ou,

1
I'=(1- R—O)K.
N (ym e T
F= (?JY + MF)Zng’YMF) — vy (1 B f%o)K'
1—rv 1
M* = (MM)I(1 - R—O)K.
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On observe que EE* existe ssi Ro > 1.
Donc, pour :

e Rp <1 :TE estle seul point d’équilibre sur [0,vy,] et il résulte du théoréme 1 qu’il
est G.A.S sur [0, y,].

Par conséquent, TE est G.A.S sur Ug>k[0,y,] = Qx qui est un ensemble

absorbant, alors, TE est G.A.S sur Ri, d’ot (b).

o Rp>1:TFE est instable car la linéarisation donne

—(U[ + ,U[) 0 b 0
- VI —(vy + pp) 0 0
J(TE) = 0 vy —(0+pr) 0 |’
(1 —r)vy 0 0 —
o1l, .
detJ(TE) = —pupbrojvy (1 — E) < 0.
0

Done, sur lintervalle [TE, EE*] :

le théoreme 2 implique que toutes les solutions initiées a lintérieur de l’intervalle
[TE, EE*| sont attirées par EE* (car TE est instable).

D’autre part, sur l’ensemble {X € Ri : X >FEE* et 1<K}:

en appliquant le théoréme 1 sur lintervalle [EE™*, y,], pour un y,- tel que y,» > EE*
(en choisissant ¢* >> K ).

On a déja montré que : fi(y,) <0, Vg > K, donc, en particulier pour
q=¢q* on a bien fi(y,) <0.

Par conséquent, EE* est G.A.S sur UEE*,yp] ={X € R} : X > EE* et I <
K}.

En mettant les deux résultats précédents ensemble, nous obtenons que EE* est

G.A.S sur Qg qui est un ensemble absorbant, alors, EE* est G.A.S sur R%., d’oi(c).
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2.2.2 Cas 2 : Pénurie masculine (Y > yM)

Dans ce cas, le modele est défini par :

S

dt
ou X = (T,Y,F, M)T et
rofl —vyyM + 0F — upY

f(X) = vyyM — (0 + pp)F

(1 —r)ud — pp M

Il est facile de voir que la deuxiéme équation peut étre découplée. Le systeme (2.5) peut
étre écrit sous la forme :

b(1 — }]()F ~ (vr + )]

I
ot U = (z@) et gU) = | yynM — (6 + up)F

(1 — 7’)1}[[ — ,U,MM

Comme pour le premier cas, le taux de reproduction de base pour le systeme (2.6) est
donné par :

~ by(1 — r)vyvy
Ry = )
(vr =+ pur) (8 + pir) piar

17



Le théoréme suivant décrit les propriétés du systeme (2.6).

Théoréme 4 [1/]

(a) Le systéme (2.6) définit un systéme dynamique positif sur R3.

(b) Si Ry <1, alors, TE3 = (0,0,0)7 est un équilibre G.A.S.

(c) Si Ry > 1, alors, T E3 est un équilibre instable et le systeme admet un équilibre

positif EE; = (f, F, M)T,

o1,
A 1
[=(1-—=)K.
Ry
podzruey Ly
(6 + pr)pas Ry
o (1- 1
g Skl P RS
Har Ro

qui est G.A.S sur RE\{TE3}.

Preuve

Il est facile de vérifier que le systéme (2.6) est coopératif sur Qx = {UeR3 : I <K},
car g(U) est quasi-monotone sur Qg (voir la définition 4).

Donc, pour démontrer (a) on va utiliser le théoréme 1 :
Soit g € R, ¢ > K, tel que :

K

y(1—r)vrvy
qu = | O+ur)um

(1 —7r)vy
1297

q

Nous avons fl(ORi) =Ops >0 et
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—(vr + pr) K

(1 —r)ur (1 =)oy
- vyy—->—q — (0 + _—
fi(d,) = v [, 7~ pr) (0 + pp)pens
1—7r)v
(1 —=r)v K — ,ung
12274
—(vr +prn)K

(1—7)vr(K —q)

Alors, d’aprés le théoréme 1, le modéle (2.6) définit un systéme dynamique positif sur

A
A

[0,94), ainsi, le modéle (2.6) définit un systéme dynamique positif sur U,sk|0,9,] = Ok,
d’ot (a).

Maintenant, pour démontrer les points (b) et (¢), on doit déterminer les points d’équilibre
du modeéle.

les points d’équilibre :

les points d’équilibres sont obtenus en résolvant l’équation :
g(U)=0ou, U= (I,F,M)T.

La résolution nous donne deux points d’équilibre :

TE;=(0,0,0)T et EE; = (I, F, M)T ou

A 1
Ry
po U=y g L

(0 + pr) s Ro

On observe que EE; existe ssi Ro > 1.
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Donc, pour :

o Ro <1 :TEj est le seul point d’équilibre sur [0, 7,] et il résulte du théoréme 1 qu’il
est GAS sur [0, 7,].
Par conséquent, TE;3 est G.A.S sur U;>k|0, 3,] = Ox qui est un ensemble absorbant,

alors, TE3 est G.A.S sur R3., d’ou (b).

° }A%o > 1 : T'E3 est instable car la linéarisation donne :

—(U[ + ,UI) b 0
J(TE3) = 0 —(0+pr) oy
(1 —r)vr 0 —lps

o1,
1
detJ(TE3) = —b(1 — r)yvvy (1 — —) < 0.
Ry
Done, sur Uintervalle [T Es, EE3]

le théoreme 2 implique que toutes les solutions initiées a lintérieur de l’intervalle
[T'E3, EE3] sont attirées par EEs5.

D’autre part, sur l'ensemble {U € Rf’r U>EF; et 1< K}

en appliquant le théoreme 1 sur l’intervalle [EF3, Ug+| pour un gy tel que, Gg > EE;,
(en choisissant ¢* >> K ).

On a déja montré que : g(g,) <0, Vg > K, donc, en particulier pour

q=¢q" on a bien g(g,) < 0.

Par conséquent, EEs est G.A.S sur U[EEs, -] = {U € R} :U > EE* et 1 <K},
En mettant les deux résultats précédentes ensemble, nous obtenons que EF; est

G.A.S sur Qy qui est un ensemble absorbant, alors, EFs est G.A.S sur R?, d’oi(c).

Finalement, pour le systeme (2.5), les points d’équilibre sont les suivants :

A

TE =(0,0,0,0)" et EE=(I,Y,F, M) ou,

}A/ — 7"1]](5 + :uF)MM — UY’Y(]' — T)UIMF<1 _ AL)K
pr (0 + pp) e Ry
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Remarque 1

La valeur de Y peut étre négative méme Si Ry > 1.

Par conséquent, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 1 [7/]
(a) Le systéme (2.5) définit un systéme dynamique positif sur Ry x R x R3.
(b) Si Ro <1, alors, TE = (0,0,0,0)T est un équilibre G.A.S.

A~

(¢c) Si Ry > 1, alors, TE est un équilibre instable et EE = (I,Y,F, M) est un équi-
libre G.A.S sur Ry x RxRE\{X €RY : =Y = F = M = 0}.

2.3 Conclusion pour le modéle (2.1)

Dans la suite, nous supposons que la population admet un équilibre endémique (exis-
tence des insectes), sinon, aucun controle ne serait nécessaire. De plus, il est naturel de
supposer qu’a I’équilibre, il y a abondance des males [11].

En termes de parametres du modele, ces hypotheses peuvent étre écrites comme suit :

Ry >1 (2.7)

Y* <~yM* (2.8)

Sous ces deux hypotheéses, nous avons EE>0etY < 7M .

En effet, lorsque Ry > 1, I'inégalité

R() o bv(l —T’)U[’Uy (,LL[‘{'U])((S—FHJF —57Jy) o> T(5+MF)[LM
Ry (vr + pr) (6 + pp) i brujvy (1 =7)((vy + pr)(6 + pr) — dvy)

D’autre part, en remplagant Y* et M* par leurs valeurs dans la deuxieme hypothese,
on obtient :

*

M*

(0 + pp) s
(1 =7)((vy + pr)(d + pr) — dvy)

Y <YM <= ~v > = 7>
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Donc, sous les hypothese (2.7) et (2.8) nous avons : Ry > 1.

Or, dans ce cas, on a déja démontré que le systéme (2.5) admet un équilibre non trivial EFE

qui est GASswr Ry x RxRI\{X e R} : [ = F =M =0}.

De plus,
g f(T’UI(5 + pr)pn — vy y(L—r)upr (1= T)UI>
(6 + pr) s 157,
_ E THM v(1 — T)UY,LLF + pp(6+ /LF))’
My MR e (0 + pr)

(0 + pp) )

I’hypothese (2.8 >
avee hypothese (2.8) (v > 75 =236 + i) = 5oy

A, A f 5
oy gy < e i Uit 0+ )
par e pr (Vy + pe)((6 + pr) — dvy

< gf THM THM vy pip + pp (0 + fip)

Unr o BE pr vy pp + pr(d + pp) — dvypp — dvy

vy pp + pr(0 + pp)

Or,
vy pp + pp(0 + pr) — 0vy pp — dvy

> 1.

~ ~ UfT T
— ¥V — N < 2 par_ THM
Uy PR 20

) = 0.

Donc, V< 7]\2/ .

En résumé, sous les hypotheses (2.7) et (2.8), les équilibres globalement asymptotiquement

stables EE* et EE des systémes (2.4) et (2.5) sont respectivement dans la région

d’abondance male définie par Y < yM.

Par conséquent, EE* est un équilibre régulier du modele (2.1), alors que EF est un

équilibre virtuel.
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De plus, nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 5 [1/]

Etant donné les hypothéses (2.7) et (2.8), le modéle (2.1) définit un systéme dynamique
positif sur Ri et il admet deux équilibres dans ce domaine :

(a) TE, qui est instable, et

(b) EE*, qui est G.A.S sur R4\ (0,0,0,0)T.

Preuve

Le fait que (2.4) et (2.5) définissent des systémes dynamiques positifs sur R%, alors,

le modéle (2.1) définit un systéme dynamique positif sur RY.

En plus, sous les hypothéses (2.7) et (2.8), nous avons Ry > 1 et Ro > 1 et dans ces
deuz cas, nous avons déja démontré que TE = (0,0,0,0)T est un équilibre instable pour
les systémes (2.4) et (2.5) respectivement, ainsi, TE est un équilibre instable pour

le systéme (2.1), d’ot (a).

D’autre part, d’apres la discussion qui préceéde le théoreme 5, il résulte que I’équilibre
EE* attire des solutions qui sont entierement dans la région d’abondance male

(c’est un équilibre G.A.S pour le cas d’abondance madles).

Les solutions dans la région de pénurie masculine sont attirées par EFE = (f, Y, F, M)Tqui
se trouve dans la région d’abondance male. Par conséquent, elles quittent la région de
pénurie masculine et elles entrent dans la région d’abondance male, et dans ce cas, elles
sont 1égis par le systéme (2.4) et par conséquent, elles sont attirées par EE*.

En général, ce raisonnement n’exclut pas la possibilité qu’une solution puisse quitter la
région d’abondance male, entrer dans la région de pénurie masculine puis la quitter.

Par conséquent, nous allons prouver que EE* est G.A.S pour le systéme (2.1) en

utilisant une approche différente.
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Nous considérons le systeme (2.1) sous la transformation :
(IY,F, M)T — (I,W,F, M)T ot, W = F + Y.

Nous obtenons le nouveau systeme :
V=aG(V) (2.9)
ot, V.= (I,W,F,M)T et
b1~ L)VF — (s + i)
rofl — pupW
vymin{yM,W — F} — (6 + pur)F

(L —=r)orl — ppM

les points d’équilibre :

Puisque le systéeme (2.9) est obtenu a partir du systéme (2.1) par transformation linéaire,
le systeme (2.9) définit un systeme dynamique positif sur Q tel que :

Q= {(I,W,F,M)T eRL . W > F},

avec les équilibres : TE = (0,0,0,0)T et EE* = (I*, W*, F*, M*), ot W* =Y* + M*.

Stabilité de FE* :

Le systeéme (2.9) est un systéme coopératif car le second membre est quasi-monotone
sur le domaine €2 considéré.

Alors, la stabilité globale de EE™ est obtenue en utilisant le théoreme 1 avec le point
Yy, qui est 'image de y, sous la transformation considérée.

Soit ¢ >> K ; q € RY, tel que, y; > EE*,

K
ror(vy + (6 + pr))
(vy + pr)(6 + pr) — vy
Trvrvy

Yy, = q
(vy + pr)(6 + pr) — vy
(1 —r)vy
1291%

Nous avons G(Ogs ) = Ogs et
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—(vr + pr) K

ror(vy + (8 + pr))
(vy + pr)(0 + pr) — vy

oK — pp

G(yq) - vymin{ﬂl — r)v;q rvr(0 4 pr) g — (6 + pr)rorvy q
pa 0 (vy + pp)(0 + pp) — vy (vy + pr)(0 + pr) — dvy

1—rw
(1 —=r)v K — MM7< ) Iq
122

Cherchons le minimum :

D’apres ’hypothese (2.8), on a :

v(1 = r)vr ror(d + pur) (6 + pp)vr rvr(d + pur)

>
it L (oy + r) @+ pir) — ooy L (oy + 1p) (0 + i) — vy L (oy + ) (0 + i) — Svy ¢

rur(0 + pir) q
(vy + pr)(0 + pp) — vy~

Donc, le min =

—(vr +pr)K

rvr(vy + (0 + pir))
(vy + pr)(6 + pr) — vy

K — pp

Ainsi, G(y;) = vyrvr(8 + pp) (0 4+ pp)rvjvy

(o + 1) + pr) — ovy - (vy + ) (0 + jur) — Ovy

1—r)v
(1—r)yu K — MMQC]
129.%

—(vr + ) K
rvr(K — q)
0

(1 =r)vr(K —q)
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Sur [EE*,y;], EE* est le seul point d’équilibre et puisque G(y;) < 0, alors, le
théoreme 1 implique que EE* est G.A.S sur [EE*, y¥], par conséquent, il est G.A.S sur
Upsr[EE 5] = {V €RL : V > EE* et 1<K}

D’autre part, sur [T'E, EE*| TE est instable (Rg > 1), et le théoreme 2 implique que
toutes les solutions initiées dans [T'E, EE*| sont attirées par EE*.

Ainsi, FE* est G.A.S sur O qui est un ensemble absorbant, alors, EE* est G.A.S sur

R%, d'olt (b).
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Chapitre 3

Modélisation de la perturbation de
I’accouplement et du piégeage

Afin de maintenir la population de ravageurs a un niveau bas, nous considérons un
controle utilisant des pieges a phéromones femelles pour perturber le comportement
d’accouplement des males.

Plus précisément, nous prenons en compte deux aspects du controle : le premier aspect
consiste a perturber I'accouplement entre maéles et femelles afin de réduire les possibilités

de fertilisation, ce qui a son tour réduit le nombre de reproduction de base.

Ceci est fait en utilisant des pieges qui liberent un leurre de phéromone femelle
auquel les males sont attirés.

Cela conduit a une réduction du nombre de maéles disponibles pour I’accouplement pres
des femelles, et réduit les possibilités de fertilisation.

L’efficacité de la confusion sexuelle dépend de la force du leurre ou du nombre de
pieges dans une zone.

Le deuxieme aspect consiste a supposer que les pieges a leurre contiennent également
un insecticide qui peut tuer les insectes capturés [14].

3.1 Modele de la population d’insectes controlée

Pour prendre en compte l'effet des leurres, nous considérons ’approche proposée par
Barclay etVan den Driessche [(], Barclay et Hendrichs [7].

C’est-a-dire que la force du leurre est représentée par la quantité de phéromones libérées
par un nombre équivalent de femelles sauvages.

Ainsi, dans le modele, 'effet du leurre correspond a l'attraction de Yp femelles sup-
plémentaires.

Dans un tel contexte, le nombre total de «femelles» attirant les méles est Y + Yp [0].
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(1)

Immatures
!

(Y) '
——  Femelles prétes a
Laccouplement Wy

(F)

Femelles fécondées

i)

253

FI1GURE 3.1 — Modele de controle utilisant la perturbation de ’accouplement et le piégeage.

En particulier, cela signifie que les males ont une probabilité de d’étre attirés

P

par les femelles sauvages (naturelles), et une probabilité de d’étre attirés aux
P

pieges a phéromones.

Soit v le nombre de femelles pouvant étre inséminées par un seul maéle.

yM
Y+Yp©

Ainsi, le taux de transfert de Y a F’ ne dépasse pas vy

yM
Y+Yp

Lorsque vy > 1, la population est dans un état d’abondance male et le taux

de transfert est vy-.

yM
Y+ve

Cependant, lorsque < 1, la population est dans un état de pénurie masculine

yM
Y+Yp©

et le taux de transfert est vy
’ M
Au total, le taux de transfert est vymin{y’5—, 1}.

Le parametre o représente le taux de mortalité des maéles attirés par les phéromones

(les pieges) autrement dit, par la fraction Yﬁ’,}) [14].
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L’organigramme est représenté sur la Figure 3.1 qui donne le systeme d’ODE suivant :

dl
— =01 — ) F — (vr + pr)I
dt
ay .
o ropl — vwmn{%, 1}Y +0F — ppY
(3.1)
dF o AM
E = Uymln{m, 1}Y — ((5 + ILLF)F
dM Y,
—=(1- I— P \M
g = (ol = o+ og20)
3.2 Analyse du modele
Soit le modele (3.1) :
nous nous référons a la région définie par :
o Y +Y, <M : une région d’abondance male.
o Y +Y,>~M : une région de pénurie masculine .
Avec les systemes respectifs :
=) (3.2
et
dX
— = go(X 3.3
= (%) (33)
o, X = (LLY,F,M)" e RY et
I b1~ £)F — (v + )]
b(l — F)F — (’U] + /L[)I
YMY
TU]I—F(SF—(/LF—i—Uy)Y TU[I+5F—UYY+}/,p—MFY
a(X) = vyY — (0 + pup)F , 92(X) = MYy Ja
Wy Y, (6 + pr)
Y,
(1 =r)vrl = (py + a2 )M v
(L =r)v (#M+ay+yp)

Les deux systemes (3.2) et (3.3) sont des systemes différentielles ordinaires.
Leurs propriétés peuvent étre étudiées en utilisant des techniques standard pour de tels

systemes.
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L’analyse théorique du modele est réalisée en considérant (3.1) comme un systéme dyna-
mique par morceaux sur R (voir la définition 1).

Ici, I’ensemble de discontinuité est donné par :
Zz{XGRi:Y%—szvM}.
Puisque nous avons ¢;(X) = ¢2(X), alors, d’apres les définitions 1 et 2, le modele (3.1)
représente un systeme dynamique continu par morceaux.
Pour ce type particulier de systemes, 'existence locale et 'unicité des solutions découlent
de la théorie standard des équations différentielles ordinaires.
Dans un premier temps, nous étudierons les systémes (3.2) et (3.3) séparément, puis

nous tirons des conclusions pour le systeme (3.1).

Selon la définition 3, dans notre contexte, un point X = (I,Y, F, M)T est appelé un
équilibre régulier du systeme (3.1) si :

G(X)=0etY+Y, <M oug(X)=0et Y +Y,>~M.
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3.2.1 Cas 1 : Abondance des méles (Y +Y, < yM)

Dans ce cas, le modele est défini par :

ott, X = (I,Y, F, M)T et

b(l — %)F — (’U[ -+ /J[)I
ruofl —vyY +0F — pupY

g1(X) = vyY — (0 + pup)F

Y,
1— I— P M
(1=l = (pas + 03-2)

On remarque que les 3 premieres équations du systéme (3.2) sont les mémes que dans
le systeme (2.4), tandis que la quatrieme équation peut étre découplée, donc, on peut
énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 6 [//]
(a) Le systéme (3.2) définit un systéme dynamique positif sur R%.

(b) Sous les hypothéses (2.7) et (2.8), le systéme admet deuzx équilibres, TE qui est in-
stable et EE** = (I*,Y*, F*, M**)T | ou

o (I—r)u(Y*+Y) ., M~
M (Y;,): " . = Y.
MM(Y +}/p)+a3/17 1+ alp _
p (Y* +Y))

qui est globalement asymptotiquement stable (G.A.S) sur :

RI{XeR,: I=Y=F=M=0}
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L’équilibre EE** est un équilibre régulier pour le systeme (3.1) si et seulement si :

M~

Y +Y, - . oy, < 0.
par(Y* +Y3)
Or,
Y'Y, — 1 < I T S YA S Y
oy, a P a p a
14 p 14— 14+ — 14+ —
par (Y + 1Y) Ho fnr my
si et seulement si,
M*—-Y* 1 ) 1
V< B o (1 - ORIy
1+~  puta (vy + pr)(0 + pr) — vy Ry
129.%
. 1 rvr(0 + fup) i 1
Soit Y*p = 1—r)jv — - — K.
b ,LLM—Foz(V( Jur (vy + pp)(d + pp) — dvy RO)
Donc,

e SiY, <Y :EE™ est un équilibre régulier pour le systeme (3.1).

e 5iY,>Y': EE™ est un équilibre virtuel pour le systeme (3.1).

Alors,

pour Y, < ¥, le controle n’a essentiellement aucun effet sur la population des insectes
(EE*est G.A.S).

Plus précisément, 'effet se limite a réduire le nombre de males, alors que tous les autres

compartiments restent dans leur équilibre naturel.
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3.2.2 Cas 2 : Pénurie masculine (Y +Y, > yM)

Dans ce cas, le modele est défini par :

dX
dt

b(l — %)F — (U[ + ,u[)f

Y 921
I — O0F — urY
TV UYY—FY;, + HE
922
UYY_|_Yp (0F + pr) 923
. s yp v 924
(1 —=r)vs —(MM+04Y+YP)

Le théoreme suivant nous permet d’identifier les points d’équilibre du modele pour diffé-
rentes valeurs de Y, qui peut étre interprétée comme 1’effort du controle :

Théoréme 7 [1/]
(a) Le systéme (3.3) définit un systéme dynamique positif sur R:.

(b) TE = (0,0,0,0)T est un équilibre asymptotiquement stable de ce systéme pour tout
Y, > 0.

(¢c) Il existe une valeur de seuil de'Y, tel que :
o si Y, > Y, le seul équilibre du systeme sur Ri est TE.

e 5i 0 <Y, <Y, le systeme admet trois équilibres sur Ri, TE et deux autres
équilibres positifs.

Preuve

Pour démontrer que (3.3) définit un systéme dynamique positif, on ne peut pas utili-
ser le théoreme 2 car le second membre du systeme n’est pas quasi-monotone.

Donc, on utilise le fait que Ri est positivement invariant pour le systeme, i.e, le champ
est rentrant.

En effet, puisque :

g (I=0,Y>0,F>0,M>0)=bF>0=12>0.
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g(I>0,Y =0,F >0,M >0)=rvl +6F >0=>Y >0.

YMY
Y +Y,

g2(I>0,Y >0,F>0,M=0)=(1—r)u,l>0= M>0.

g3=I>0,Y>0,F=0,M2>0)=uvy >0= F>0.
Donc, ]Ri est positivement invariant pour le systéme, d’ou (a).

Maintenant, pour montrer que TE = (0,0,0,0)T est asymptotiquement stable pour ce sys-
teme, on utilise la linéarisation :

—(vr + pr) 0 b 0
TU; — R ) 0
J(0,0,0,0) = ,
0 0 —(5+ ) 0
(1—r)v;y 0 0 —(pm + @)
avec,
DetJ(0,0,0,0) = pur(vr + pur) (6 + pr) (par + @) > 0

et

TTJ(0,0,0,0) = —Up — (U] + ,uj) — (5 + HJF)(MM + Oé) < 0,

alors, TE est asymptotiquement stable pour ce systéme, d’ou (b).
Pour démontrer le point (c), il faut chercher les équilibres du modéle (3.3).

Les points d’équilibre :

I=0
Y =0
X =0<«= -0
M=0
Mais,f:O@F:%IZO,
b(l — —
( K)
]__
M= 0 e 3 — Lz ru 1>0,
p
MM+aY+}/;,
Enplus,{}];ig — Y+ F=0.
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I
rod —pr _ ror_ pe(or £ ) rorbl = ) —mrlvr + o)

==Y = /LiF = (M <Y = T
Notons 7

o(I) = rurb(1 — E) — pr(vr + pur),
nous aVons

¢(1)

—
prb(1 — E)

Y:

Puis, en remplagant Uexpression de Y, F et M dans Uéquation F' = 0, on obtient "équation
en I suivante :

() = 1E()o(1) = n(Yp, 1), (3.4)

(1) = vv 7 (1= yurb(1 = ) = (5 4 r)(vr + s

WYy 1) = (6 -+ ) (or + 1) + @)1 = )Y,

Donc, les équilibres non triviauz du systéme (3.3) sont de la forme :

(1—r)v;
Y

Yup +Y,

M + @

Avec, Iyp une racine positive de [’équation (3.4).

En outre, pour assurer que Yyp > 0 il faut que :

pr(vr + pr)

I
TU[b(l—f)—,U/F(U[—f—,uI)>0(:>IMD<K(1— b
I

K
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Ainsi, pour obtenir des équilibres biologiquement viables, il faut que :

pr(vr + per)

Iup €0, K(1—
MD [ ( TU[b

Notons que les racines de l’équation (3.4) sont les abscisses des points d’intersection entre
le graphe de v et la droite 7).

En effet, il est clair que :
n(Y,, K) =0, donc, la droite n(Y,,I) intersecte l'aze des I pour I = K.
D’autre part,

Y(I)=0<=1=0o0ul()=0 ouep(l)=0.

(64 o+ prdpas

B pr(vr + pur)
vyy(1 —r)urb ’

— Ihy=0o0ul; = K(1—
rurb

Notons aussi que I, et Iy doivent étre positives et plus petite que K, i.e, 0 < I1, I, < K a
condition :

(0 + pp)(vr + ) par

1 .
vyy(1 —r)vsb < (3.5)
et ( )
Mr(vr + pr
1 3.6
op < b (3.6)

qui sont assurer par les hypothéses (2.7) et (2.8).

En effet, U’hypothése (3.6) est équivalente a Ry > 1 car

brurvy
Ry >1<«— > 1
’ (1 +vr)((vy + pr) (6 + pr) — dvy)

< bropvy > (ur +vr)(vypr + Spp + p%)

> (vr + pir)vy pip

(vr + pr)pr

< 1.
bruy

Et pour Uhypothése (3.5), nous avons :

(0 + pp) par

(2.8) = v > (1 =) ((vy + pr)(0 + pir) — dvy’
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avec,

1 pr + vr
28) <= Ry > 1«~— > )
(2.8) 0 (vy + pp)(d + pr) — dvy brvrvy

Alors,

v > (04 por) (v + pa )it — (O ) (Ui + pur) s < 1 <=1’hypothése (3.5).
bujvy (1 — ) ~ybvrvy (1 — 1)

Donc, sous les hypothéses (2.7) et (2.8), nous avons I, I, € [0, K].

Notons aussi que 1 est décroissante par rapport a I, croissante par rapport a 'Y,.

Le graphe du polynome cubique ¢ et de la droite n est indiqué sur la Figure 3.2.

Yr > Yo

w()—

}"p - Y.;o

Yp < Y

C

1
1
1
1
1
1
1
1 L
min 14 max 1.d2 K
in {1, 1, L.l

FIGURE 3.2 — Les intersections entre les graphes de 7(Y,,.) (en rouge) et ¢ (en bleu)
pour différentes valeurs de Y), . Les points noirs représentent les points d’intersection sur

I'intervalle [0, min{1ly, I}] [11].

Remarque 2

On a déja montré que pour avoir des équilibre biologiquement viables (positifs), il faut

pr(vr + pir)

que Iyp < K(1—
bruy

), donc seuls les points d’intersection de la droite n avec le

graphe de ¢ pour I € [0,min{ly, Is}] sont convenables pour les équilibres du modéle.
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En effet, supposons par absurde que I € [maz{l, 2}, K] :

o cas 1 : Iy > I} <= maz{l;, I} =, = K(1 — M)

bruy
. _ pr(vr + pr) .y
Or, par hypothése Iyp > I, = K(1 — 67), contradiction avec
TUr
Typ < K(1 = Petor i),y
bruy

o cas 2 : 11 > I, <— max{]l,lg} = 1.

pr(vr + pir)

Or, par hypothése Iyp > Iy, avec, Iy > Iy = Iyyp > I = K(1 — 2
TUr

(1- pr (v + i)

contradiction avec Iyp < K
bruy

Notons par Y,* la valeur de'Y, telle que la droite ) est tangente au graphe de v, voir la
Figure 3.2.

Alors, 1l est clair que pour :
e Y, > Y " ilny apas de points dintersection entren et sur lintervalle [0, min{1, I5}],
par conséquent, le seul équilibre du modéle est TE = (0,0,0,0)7.
e 0 <Y, <Y, il yadeur points d’intersection, par conséquent, le systeme admet

trois équilibres, TE et deux autres équilibres

positifs, d’ou (c).
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3.3 Conclusion pour le modele

Soit I](\})D et I](é)D solutions de I'équation (3.4) tel que :

I](\})D < IJ(\?D (quand 0 <Y, < Y™).

Notons par EE](\})D et EE](\?D les équilibres du modele respectivement pour I](\})D et I](é)D.
Nous avons déja montré que pour :

o Y, <Yy, EE* était un équilibre régulier pour le modele (3.1).

e Y, > Y, EE* était un équilibre virtuel pour le modele (3.1).

Mais, pour Y, = Y}, nous avons EE** € %(Y,) = {X € R};Y, +Y =y M}, avec X(Y})
est 'ensemble de discontinuité pour le systeme (3.1).

Donc, EE** est un équilibre frontalier du modele (3.1), et puisque le second membre du
systeme (3.1) est continu, alors, pour :

o Y, =Y EE* est un équilibre du modele (3.3) (cas de pénurie masculine), par
conséquent, FE** = EEJ(\?D (voir la Figure 3.3).

Y(I)—
(Y3, )=

FIGURE 3.3 — Les intersections entre les graphes de n(Y;",.) (en rouge) et ¢ (en bleu). Le
point noir représente l'intersection pour I = I* [11].
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On peut voir sur la Figure 3.3 que pour :

e 0 <Y, <Y/, nous avons [](\/1[)[) <I"< IJ(\?D.

o V' <Y, <Y, nous avons I](\})D < ]](\i)D <I*.

Maintenant, ’étude se fait quand les équilibres du modele (3.2) sont des équilibres
réguliers du modele (3.1), i.e, les équilibres appartiennent a la région de pénurie
masculine (Y, + Yup > 7YMup).

En effet,
TV vy + 1—7r)v
YMD—FY}J—”YMMD:(J— MF(I I,UI) )IMD+Y};—’Y ( )}i Lub
K Yub —|—Y;)
v vy +
= ( 2274 v (HII_/W(I[]\/;ID))_,Y(l_T)UI)IMD_I—(MM_{—a)Yp.
+a—?>~" _ FF 1——
1237, Yup + Y, por( K )
Soit Y7 <Y, < Y;*, ie, Iipp < I\7p < I*.
Alors,
12593 ror pr(vr 4 pr)
Yyup+Y,—yMup 2 ( v— C—————p ") —(1=r)o) lup+(pu+a)Y,
par + oL P (1 - )
Yup +Y, K

_ pinrvr (0 + fir)
Vypp + pppe + Opp

) = (L = r)or)Iup + (par + @)Yy,

avec,
Yy o7 (0 + pip) s

. +a) = —y(1—=r)uy.
I* <'uM Ot) (UY + MF)<5 + /~LF) — dvy PY( T)UI

Y*
= Yup+ Y, —YMup > — (s + @)= 1yp + (pr + @)Y,

[*
+ «
MMI* (I*Yp . Yp*]MD) > 07

>

car, pour, Y * <Y, < Y™, nous avons Iy p < I".
Donc,
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AIOI'S, Yup + Y;, > fyMMD
Par conséquent, pour Y7 <Y, <Y, EE](J[)D et EE](LQI)D sont tous les deux dans

la région de pénurie masculine, i.e, sont des équilibres réguliers du modele (3.1).

Ensuite, pour Y, <Y, nous avons I](\?D > [

Dans ce cas,

oy, ror - pr(vr + i)
Yatb+Y,—7Mirp < ( v G )= e it (e a)Y,
par + 04(2)717 Mur(l - 22)
Yap +Y, K
My + @

< (1Y, = Y Ii7p) < 0.

I*

Alors, Y]\(/[Q)D +Y, < fy]\/[](\?D.

Par conséquent, pour Y, < YV, EEJ(VQI)D est un équilibre qui ne se trouve pas dans

la région de pénurie masculine, i.e, ¢’est un équilibre virtuel du modele (3.1).

Maintenant, en considérant ces résultats obtenus pour les équilibres £ E**, EE](VII)D et

EEJ(\?D, on peut énoncer le théoréeme suivant pour le modele (3.1) :

Théoréme 8 [1/]

Soit Y, > 0,

(a) TE est un équilibre asymptotiquement stable pour le modéle (3.1).

(b) Si0 <Y, <Yy, le modele (3.1) admet deuzr équilibres positifs EE*"et EE](\?D

(c) SiYy <Y, <Y;* lemodéle (3.1) admet deux équilibres positifs EEY, et EE\),.

(d) SiY,>Y ™ TE = (0,0,0, 0)T est le seul équilibre du modéle (3.1).
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Remarque 3
o Y, =Y, est une valeur de bifurcation appelée une bifurcation induite par la
discontinuité [5], et elle est connue pour les systémes dynamiques par morceaur.
Comme pour Y, <Y, EE](\?D était un équilibre virtuel, tandis que EE**était un
équilibre régulier pour le modéle(3.1).
Ensuite, pour Y, > Y les deux équilibres échangent de propriétés et c’est

[’équilibre EE](\?D qut devient un équilibre réqulier du modele, tandis que [’équilibre

EE* devient un équilibre virtuel du modéle.

o Y, =Y," est une valeur de bifurcation appelée une bifurcation noeud selle.
Quand Y, augmente d travers Y™ les deux équilibres EEMuD ot EEGMD entrent en

collision et disparaitraient pour Y, > Y.

L’obtention théorique des propriétés de stabilité des équilibres EE](VII)D et EE](\;)D n’est
pas facile compte tenu de la complexité du systéme.

Les simulations numériques indiquent que EE](\})D est instable tandis que EEJ(\Z)D
est asymptotiquement stable, comme le montre la Figure 3.4.

AS

Y+F

. AS GAS

F1GURE 3.4 — Diagramme de bifurcation des valeurs de Y + F' a I'équilibre par rapport
aux valeurs de Y, pour le modele (3.1) [14].
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3.3.1 Stabilité asymptotique globale de I’équilibre trivial pour
Y, suffisamment grand

Nous allons établir la stabilité asymptotique globale de I’équilibre TE = (0, 0,0, 0)T
sous une condition légérement plus forte Y, > SA/;)** ou, }A/;D** > Y,
L’analyse asymptotique pour le systeme (3.1) ne peut pas étre menée de la méme maniere
que pour les autres systemes considérés jusqu’ici, puisqu’il ne s’agit pas d’un systeme

coopératif, plus précisément, le second membre du systéme (3.1) n’est pas quasi-monotone,

—vyyMY

pr dans I’équation de Y.

en raison du terme

C’est pour cela, qu'on va considérer un systeme auxiliaire qui est coopératif dont

le second membre est supérieure a celui du modele (3.1), par conséquent ce systéme

fournit des limites supérieures pour les solutions du modele (3.1).

Plus précisément, il est défini comme suit :
dX
e h(X) (3.7)

ot, X = (I,Y, F, M)T € R% et

b(l — %)F — (U[ + ,uI)I

ruofl +0F — pupY

M
h(X) = UYY7+ =Y — (0 + p)F
p
(1 — r)vrl — (pas + Yp )M
r)Ur Har aY—l—Y§D

On voit bien que h(X) > g(X) et que h(X) est quasi-monotone sur I'ensemble :

Qg ={X eRL: I <K}
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Alors, on peut énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 9 [1/]
(a) Le systéme (3.7) définit un systéme dynamique positif sur R:.
(b) TE est un équilibre asymptotiquement stable.
(c) Il existe une valeur de seuil }A/;?** tel que :
- (i) siY, > f/;**, TFE est globalement asymptotiquement stable sur Ri.
- (i) si0 <Y, < ?;,**, le systéeme admet trois équilibres, TE et deux équilibres positifs
EEW et EE® (EEY < EE®), tel que :
Le bassin d’attraction de T'E contient [’ensemble :
{(XeRL:0< X <EEW}
et le bassin d’attraction de EE® contient I'ensemble :

(X eRY: X >EEP I <K}

Preuve

Il est facile de vérifier que le systéme (3.7) est coopératif sur Q = {X € R : I < K},
car la fonction h est quasi-monotone sur Qg (voir la définition 4).

Donc, pour démontrer (a) on va utiliser le théoréme 1 :

Soit g € RT, g > K, tel que :

K
1 dvyy(1 —r)v lq
HF (0 + pp)pnr Y,
Ya = dvyy(1 —1)vr - P
(6 + pr) pins !
M,
1—rv q

( ) i
12274

Nous avons h(ORi) =0Ops >0 et
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—(vr + pr) K

(K - Q)TUI
h(yq) = UY’Y(l - T)Uﬂf ( v 5UY’V(1 - T)UI) UY’Y(l - T)UIQ
; _
pov (Yq + Yy pr (0 + pr) s Y,
ay,
1— rop(K — q) — ——
( T>U1( q) }/;1 _'_}/ZD q
—(vr + pr) K
(K —q)rvr
— —vyy(1 —r)vrqY, < 0.
i (Yy +Y5)
ay,
1— K —q)— P
(L=l =) = 0,

Alors, d’aprés le théoreme 1, le modéle (3.7) définit un systéme dynamique positif
sur [0,y,], ainsi, le modéle (3.7) définit un systéme dynamique positif sur :

quK[anq] = QK, d’ot ((Z)

Pour démontrer que T'E est asymptotiquement stable, on va utiliser la linéarisation :

—(U1 + ,u[) 0 b 0
TUr —Up ) 0
J(0,0,0,0) = ,
0 0 —(6+pur) 0
(1 —r)uy 0 0 —(pm + @)
avec,
DetJ(0,0,0,0) = pur(vr + pur)(6 + pr) (par + ) > 0

et

TrJ(0,0,0,0) = —pr — (vr + pur) — (6 + pp) (i + ) < 0.

Alors, TE est asymptotiquement stable pour ce systéme, d’ot (b).

Pour montrer le point (c¢), On doit déterminer les points d’équilibre du modéle (3.7).
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Les points d’équilibre :

I=0
: Y =0
X=0<=h(X) =0 oo
M =0
[=0«=F= Lﬂf'l > (.
b(l— —
1-%)
M=0es M=—dZnu ;IR =rul
s+ a0 Yy parY + (pr + @)Y,
Y +Y,
. I +6F
V =0y = O 5
HF
En remplagons Uexpression de Y, F et M dans Uéquation F' = 0, nous obtenons
I’équation en I suivante :
(1) = IEID)GIT) = n(Y,,, 1), (3.8)

o1,

E(1) = vv (1= urb(1 = 22) = (5 4+ pr) (s + s

WYy 1) = (6 -+ ) (wr + 1)+ @)1 = )Y,

o(I) = rogb(1 — [I() + 0(vr + pup).

Donc, les équilibres non triviaux du systéme (3.7) sont de la forme :
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avec, I une racine positive de 'équation (3.8).

Notons que les racines de (3.8) sont les abscisses des points d’intersection entre le graphe
de ¢ et la droite n.

En effet, il est clair que :

n(Y,, K) =0, donc, la droite n(Y,,I) intersecte l'aze des I pour I = K.
D’autre part,

D) =0<=T=0out()=0 ou p(I) = 0.

(6 + pr)(vr + MI)MM) ou 6(vr + pur) .

— I, =0 L =K(1- I, =K(1
0 ot ( vyy(1 —r)vrb v (1+ rorb

Notons aussi que 0 < I} < K (déja démontré) et il est clair que I > K, donc, seuls

les points d’intersection de la droite n avec le graphe de @2 pour I € [0, 1] sont convenables
pour les équilibres du modéle (3.7).

Notons aussi que 1 est décroissante par rapport a I, croissante par rapport a Y.

Par conséquent, le graphe du polynome cubique @E et de la droite n est comme indiqué

sur la Figure 3.5.

<Y ;

iy K I

FIGURE 3.5 — Les intersections entre les graphes de 7(Y,,.) (en rouge) et ¢ (en bleu)
pour différentes valeurs de Y),. Les points noirs représentent les points d’intersection sur
I'intervalle [0, I;] [11].
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Notons par }A/;?** la valeur de Y, telle que la droite n est tangente au graphe de @2 (voir
la Figure 3.5).

Alors, 1l est clair que pour :

oY, > }A/;,** 21l n’y a pas de points d’intersection entre n et zZAJ sur Uintervalle [0, I1].
Par conséquent, le seul équilibre du modéle est TE = (0,0,0,0)7.
Montrons dans ce cas que TE est G.A.S.
Puisque le systéme (3.7) est coopératif, on va utiliser le théoréeme 1 pour montrer la
stabilité globale de TE.
En effet, sur Uintervalle [0,y,], TE est le seul point d’équilibre et puisque nous
avons déja montré que h(y,) <0, il résulte du théoréme 1 qu’il est G.A.S sur [0, y,].
Par conséquent, TE est G.A.S sur U;>k[0,y,] = Qx qui est un ensemble
absorbant, alors, TE est G.A.S sur RY, d’ou (i).

e 0<Y,< }A/p** 21l y a deuz points d’intersection (voir Figure 3.5).
Par conséquent, le systeme admet trois équilibres, TE et deux autres équilibres

positifs, notés respectivement par :

~ (1)

EE (2)

— (J0, 70 O N[0 ot EEP= (10),7@ F@) NI, tel que [V < [@),

A ey o) 1 -~ 2
On remarque que si I < I | alors, EE( ) < EE( ), parce qu’ a partir des

expressions de }A/, F et ]\Zf, on voit bien qu’ils sont croissante par rapport a I.

(1) ()

Donc, on a 0 < EE " <EE”.

En effet, en utilisant le fait que h(y,) < 0 = h(EAE@)) (EAE(Q)un point d’équilibre),
par le théoreme 1, on conclut que EAE(Q) est G.A.S sur [EAE(Q),yq].

(2)

Par conséquent, EE? est G.A.S sur UpsklEE " y) = {X € RL: X > EAE(Q)}.

Donc, le bassin d’attraction de EE® contient Uensemble {XeR}: X > EAE(Q)}

(voir Figure 3.6).

D’autre part, sur lintervalle [TE, EAE(l)] '

Puisqu’on a déja démontré que T'E est asymptotiquement stable, alors

(1)]

le théoréme 2 implique que T'E attire toutes les solutions initiées dans [TE, EFE
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Par conséquent, dans ce cas, le bassin d’attraction de TE contient [’ensemble :

{XeRi: X< EAE(l)}, d’ot (c) (voir Figure 3.6).

S
1k, 'E" i

e

v

TE

FIGURE 3.6 — Le bassin d’attraction de TE et de EAE@)pour Y, < 1?;)** [14].
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Rappelons que nous avons considéré le systeme (3.7) comme une approximation du modele
(3.1) dans le but de fournir des conditions pour I'extinction de la population des
insectes qui est le résultat le plus souhaitable pour un contréle.

Le théoreme suivant, nous permet de montrer la stabilité globale de 1’équilibre trivial :

Théoréme 10 [1//
Soit Y, > 0, pour le modéle (3.1) nous avons :
(a) Si0 <Y, <Y :
le bassin d’attraction de TE contient l'ensemble {X € R} : X < EAE(D}.

(b) SiY, > }A/p** : TE est G.A.S sur RY.

Preuve

Le théoréme de monotonocité pour les équations différentielles ordinaires [19] implique
que toutes solutions du systéme (3.7) sont des bornes supérieures des solutions du systéme
(3.1) pour des conditions initiales qui sont égales.

En effet, soit X (t) la solution du systéme (3.1) avec X (to) la condition initiale et soit

Y (t) la solution du systéme (3.7) avec Y (ty) la condition initiale, tel que,
X(to) = Y (to),

alors, puisque nous avons :

rorl — vymin{ 71\%, 1}Y +0F — ppY

Y+
X(t) = g(X) = ,
(t) = 9(X) Uymln{yﬁ\{,p,

1YY — 6F — ppF

Yy
M
Y1,

(1 —=r)orl — (uy +
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b(l — %)F — (’U[ + M])I

rofl +0F — upY

< UYY’Y—&]-\{’Z,Y —O0F — upF =hY)=Y(t).
(1 —r)orl — (py + Y M
1 Hm Y +Y,

Alors, X(t) <Y(t), Cela implique que pour :
e 0<Y, < Y;‘* s le bassin d’attraction de TE en tant qu’équilibre de (3.1) contient
) (1) )
Uensemble {X e RY : X < EE '}, d'ou (a) .
oY, > }A/p** : le bassin d’attraction de TE en tant qu’équilibre de (3.1) contient R%

qui veut dire que TE est G.A.S sur RL, d’ou (b).

Ce théoreme nous permet de tirer les affirmations suivante :
e Augmenter 'effort Y, dans la gamme 0 < V), < f/p** ne conduit pas a l’élimination
d’une population établie.

En fait, comme le montre la Figure 3.5, I'augmentation de Y, augmente IM qui
conduit a 'augmentation de EE®).

Par conséquent, 'augmentation de Y, agrandit le bassin d’attraction de T'E, of-

frant de meilleures opportunités pour controler la population des insectes nuisibles.

o L'effort Y, plus grand que f/;?** élimine toute population établie des ravageurs.
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Chapitre 4

Simulations numeériques

Nous présentons ici des simulations numériques pour illustrer les résultats des théo-
remes déja démontrés.

Les simulations numériques sont effectuées a 1’aide de Matlab.

Les valeurs des parameétres utilisés pour les simulations numériques sont celles du ta-
bleau 1 qui donnent la valeurs de Ry = 122 > 1.

La Figure 4.1 illustre les résultat du systeme (2.1) pour Ry = 122 > 1.

On voit bien ici que EE* est G.A.S sur RY \ TE = (0,0,0,0)" qui est instable dans
ce cas.

3000
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=
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500

///z i / i r'.. | i I \

0 200 400 600 BOO 1000 1200 1400 1600 1800 2000
nomdre de males(M)

FIGURE 4.1 — Trajectoires d’un ensemble de solutions de systéme (2.1)
dans le plan M x (Y + F).
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(a)Y*p en fonction de alpha . 10%(b)Y**p en fonction de alpha

8000
2]
5000 |
gt
?‘.
4000 |
[
=% 915
= 3000 3
= - |
ol
2000 | |
3 w
\
27\
1000 -
1'\\\3—1
0 . : ; 0 . I w— S
1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1] 0.2 04 06 0.8
alpha alpha

FIGURE 4.2 — Les seuils de phéromones femelles Y ‘et Y™
en fonction du parametre de piégeage a.

La résolution du systéme systeme :
() =n(Yy, 1)

dip(I) _ dn(Yy, I)

dl - dl

nous permet de déterminer la valeur seuil Y™ pour différent valeurs de a.

Les valeurs seuils Y* et Y** sont représentées sur la Figure 4.2 pour différentes valeurs de
p p
Q.

On peut observer qu’un petit effort de piégeage réduit les valeurs seuils .

Donc, 'ajout du piégeage a la perturbation de 'accouplement est tres efficace pour le
controle de la population des insectes.

En particulier, pour v = 0 nous avons YJ = 5673 et Y = 9.8 x 10°, tandis que pour
o = 0.1, nous avons Y, = 588 et Y = 1.02 x 10°.

23



(b) alpha=0.1;yp<y*p
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FIGURE 4.3 — Trajectoires d'un ensemble de solutions du systeme (3.1)
dans le plan M x (Y + F') pour Y, < Y.

La Figure 4.3 illustre les trajectoires des solutions du systéme (2.9) (avec controle)
lorsque le niveau de perturbation d’accouplement est inférieur au seuil Y7 pour a = 0 et
a=0.1.

Dans ce cas, le systéme (3.1) admet un équilibre positif EE**.

On peut observer que lorsqu’il n'y a pas de piégeage (o« = 0) EE™ = EE* (Figure 4.3 (a)).

Cela signifie que 1’équilibre endémique positif de la population n’est pas affecté par le
controle .

Lorsque le piégeage se produit (v = 0.1), nous observons sur la Figure 4.3 (b) que 1’équi-
libre positif FE** est décalé vers la gauche.

En effet, le controle permet de réduire le nombre de méles mais pas suffisamment pour
perturber la fécondation des femelles.

Par conséquent, le controle n’est pas efficace sur une population établie car le nombre
de femelles a I’équilibre n’est pas réduit.
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(a) alpha=0;Y*p<yp<y*p (b) alpha=0.1;Y*p<yp<y**p
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FIGURE 4.4 — Trajectoires d'un ensemble de solutions du systeme (2.1)
dans le plan M x (Y + F') pour Y <Y, < Y.

Cependant, lorsque Y, > Y ¥, nous pouvons voir sur la Figure 4.4 (a) quil y a deux
équilibres asymptotiquement stables EEJ(\Z)D, et TE = (0,0,0,0)7, nous observons qu’il
y a un ensemble de solutions, pour lesquelles la population initiale est assez petite, qui
convergent vers T'E .

Par conséquent, une petite population peut étre éradiquée pour Y <Y, <Y ™.

On peut remarquer aussi en comparant les deux Figures 4.4 (a) et 4.4 (b) que le bas-
sin d’attraction de I’équilibre trivial devient plus grand quand Y, augmente.
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(a) alpha=0:yp>

y*p
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FIGURE 4.5 — Trajectoires d'un ensemble de solutions du systeme (2.1)
dans le plan M x (Y + F') pour Y, > Y.

Finalement, Y}, > Y™ permet un controle total de la population menant a I'extinc-

tionde la population des ravageurs, peu importe sa taille.

Sur la Figure 4.5, nous pouvons voir que toutes les trajectoires convergent vers I’équi-
libre trivial T'F, ce qui montre la stabilité globale de I'équilibre T'E pour Y, > Y.
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Conclusion

En guise de conclusion, on peut dire que la lutte contre les insectes nuisibles est un
défi tres important pour protéger la production agricole.

Dans ce mémoire, nous avons étudié un modele mathématique régi par un systéme dyna-
mique par morceaux pour simuler la dynamique de la population des ravageurs et voir sa
réponse au controle de la perturbation de ’accouplement avec le piégeage.

Nous avons pu trouver deux valeurs seuils pour la force du leurre :

Le premier seuil, correspond a une quantité minimale de phéromone nécessaire pour 1’ef-
ficacité de la perturbation de I’accouplement sur la population.

Cependant, nous avons montré I'existence d’un second seuil de phéromones Y™ au dessus
du quel la stabilité globale de 1’équilibre trivial est assurée, c’est a dire le controle est
pleinement efficace pour toute population d’insectes nuisibles, et on a pu aussi démontrer
qu’au dessous du seuil Y, I'équilibre trivial est asymptotiquement stable, en d’autres
termes une tres petite population des ravageurs peut étre controlée.
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