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Introduction

L’objectif de ce travail est d’étudier ’existence des solutions pour certaines classes d’équations
différentielles avec des conditions aux limites nonlocales.

Les équations différentielles avec conditions initiales non locales ou conditions aux limites
non locales interviennent dans lingénierie statique (voir [44]), 'hydrodynamique (voir [62]),
la détermination des orbites (voir [4, Chapitre 6] et [5]), la pharmacocinétique et les réseaux
de neurones (voir [43, Chapitre 10]), la modélisation de la qualité des flux (voir [64]) et la
dynamique des populations (voir [13] et [16]).

Ce travail est constitué de quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré & l'existence des solutions pour une classe d’équations
différentielles d’ordre 1 avec des conditions initiales nonlocales. Plus précisément on étudie le

probléme initial suivant:

(1) = f(ta (1), teT=[0T],
2(0) = [T g(s)a(s)ds,

ou f:JxR—Retg:J— R sont des fonctions continues et 7" > 0.

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [22].
Le seconde chapitre est une généralisation du premier et il est consacré a 1’étude de I’existence
des solutions pour une classe de systémes d’équations différentielles d’ordre 1 avec des conditions

initiales nonlocales. Plus précisement, on considére le probléme suivant



' t) :f(t,u,v), te J7

\

ou f:JxR? =R, g:JxR?>— R sont des fonctions continues, f est croissante en v, g
est décroissante en u, g; : J — R (i = 1,2) sont des fonctions continues qui changent de signe
dans J = [0,T] avec T > 0.

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [23].

Le troisiéme chapitre est consacré a ’existence des solutions pour le probléme aux limites

suivant:

—u’(z) = [ (z,u), z € (0,1),
w(0) — agu! (0) = [ hy (s)u(s)ds,
w(1) +aru’ (1) = [ ha (s)u(s)ds,
o f:[0,1] x R —Ret h;:[0,1] — R pour i = 1,2 sont des fonctions continues et ag, a; sont
deux nombres réels positifs.
Le dernier chapitre est une généralisation du troisieme chapitre et il est consacré a 1’étude

de l'existence d’un couple de quasi-solutions pour le systéme d’équations différentielles suivant

—u"(z) = f(z,u,v), z € (0,1),
—v"(z) = g(z,u,v), =€ (0,1),
w(0) — agu! (0) = [ hy (s)u(s)ds,
w(1) +aru’ (1) = [ ha (s)u(s)ds,
0(0) — az’ (0) = [y h3 (s) v (s) ds,
L v (1) +agv' (1) = [} ha(s)v(s)ds,

ot f:[0,1] xR? = R, g:[0,1] x R? — R sont des fonctions continues, f est croissante
en v, g est décroissante en u, h; : [0,1] — R pour ¢ = 1,...,4 sont des fonctions continues qui

changent de signe dans [0, 1] et a; sont des nombres réels positifs pour i = 0, ..., 4.



Chapitre 1

Résultats d’existence des solutions
d’équations différentielles du
premier ordre avec des conditions

initiales nonlocales a résonance.

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I'existence des solutions pour une classe d’équations différentielles de

premier ordre sous des conditions initiales nonlocales. Considérons le probléme initial suivant:

{ ()= f (t,z(t), t € J=[0,T], (1.1)

T
2(0) = [ g(s)(s)ds,
ou f:JxXxR—Retg:J— R sont des fonctions continues et T" > 0.

Si fOT g(s)ds # 1, le probleme (1.1) est dit non-résonnant, alors le probléme suivant:

{ ) =0, teJ=1[0,T],
z(0) = [ g(s)z(s)ds,

admet qu’une seule solution z (t) = 0, pour tout ¢t € J.
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Dans ce chapitre, nous étudions le cas ou fOT g(s)ds = 1. on dit que le probleme (1.2) est a
résonance. Dans ce cas le probléme (1.2) admet une infinité de solutions z(t) = ¢, avec ¢ € R.

Les équations différentielles avec des conditions aux limites non locales & résonnance ont été
étudiées par plusieurs auteurs (voir [24], [29], [32], [34], [42], [61], [70] et [76]). D’autres part,
les équations différentielles du premier ordre avec des conditions initiales non locales ont été
étudiées par plusieurs auteurs en utilisant la méthode des sur et sous solutions, les techniques
itératives, la théorie du degré de coincidence de Mawhin et les théorémes du point fixe dans les
cones. (voir [3]-[12], [31]-[32], [41], [45] et [54]).

Dans [32], 'auteur a étudié le probléme suivant:

()= f(t,z(t)), te J=][0,T],

T (1.3)
z(0) = [y z(s)dA(s),

ou f:J xR — R est une fonction continue et A : J — R est une fonction & variation
bornée.

En utilisant la méthode des sur et sous solutions couplée avec les techniques itératives,
Pauteur a montré l'existence des solutions minimales et maximales pour le probléme (1.3)
lorsque la mesure dA est positive et il a montré I’existence de quasi-solutions pour le probléme
(1.3) lorsque la mesure dA change de signe.

Le but de ce chapitre est d’améliorer les résultats obtenus dans [32]. En effet, on montre
Pexistence des solutions minimales et maximales pour le probléme (1.1) lorsque la fonction g est
positive et I'existence d’au moins une solution pour le probléme (1.1) lorsque la fonction g change
de signe. On note que les suites de fonctions utilisées dans la construction des solutions pour le
probléme (1.1) sont différentes de celles utilisées dans [32] et par conséquent certaines conditions
utilisées dans [32] pour l'existence des solutions du probléme (1.3) ne sont pas nécessaires.

Le plan de ce chapitre est organisé comme suit: dans la section 2, on donne quelques lemmes
préliminaires. Les principaux résultats sont présentés et prouvés dans les section 3 et 4, suivit
de quelques exemples dans la section 5 pour illustrer I’application de nos résultats.

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [22].



1.2 Lemmes préliminaires

Dans ce paragraphe on donne quelques résultats préliminaires qui sont utiles par la suite.

On considére le probléme suivant:
(t)=a(t)x(t)+b(t),teJ
z(0) = ayp,

oua:J—R,b:J— R sont continues et ag est un nombre réel.

Lemme 1 Le probléme de Cauchy (1.4) admet une unique solution donnée par

t t T

x (t) = exp /a(s)ds ao—i-/exp —/a(s)ds b(r)dr|,tel

0 0 0
Lemme 2 Soit z € C' (J,R) et supposons que

() <at)x(t),te]
z(0) <0,

alors x (t) <0, pour tout t € J.

Preuve: La preuve du lemme est une conséquence du lemme 1. m

Maintenant on considére le probléme suivant

dt)=a(t)x(t)+0b (t),ted
T

:c<o>=—/Cg<s>x<s>ds+/g<s>x<s>ds,
0

C

ol g : J — R est continue telle que
g (t)<0,te0,c] et g (t)>0,t€]cT],

avec 0 < c<T.

On a le résultat suivant



Lemme 1.1 Soit x € C* (J,R) et supposons que

' (t) <at)w(t), te]
T

jg ()ds+ [g(s)a(s)ds.
0

c

_/Cexp (/Sa(T)dT)g(s)ds—i—/Texp (ja(T)dT) g(s)ds <1,
c 0

0 0

et

alors x (t) < 0, pour tout t € J.

Preuve: Soitt € J, on a

x (t) < exp (/a (1) dT) z(0).
0

Alors d’aprés la seconde inégalité dans (1.5), on a

0 0

z(0) < —x(O)/Cexp (/s (1 )dT) g(s)ds+z(0 /Texp (/S dT) g (s)ds.

C’est-a-dire

2(0) <1+/Cexp (/Sa(f)df)g (s)ds—/Texp (/Sa(T)dT>g(s)ds) < 0.

0 0

Alors d’aprés (1.6), on obtient

et par conséquent d’aprés (1.7), il en résulte que

z(t) <0, pour tout t € J.

(1.5)

(1.6)

(1.7)



1.3 Existence des solutions minimales et maximales pour le

probléme (1.4) dans le cas ou g est positive.

Dans cette section on va étudier ’existence des solutions minimales et maximales pour le prob-

leme (1.4) dans le cas ou g est positive.
Définition 1.1 On dit que u € C * (J,R) est une sous solution de (1.1) si
t)), teJ,

It u(
T
u(0) < / g () u(s) ds.
0

Définition 1.2 on dit que u € C (J,R) est une sur solution de (1.1) si:

Sur les fonctions f et g on ajoute les conditions suivantes:
(H1) II existe une fonction continue h : J — R telle que

x +— f(t,x) + h(t)x est croissante pour u < z < 7.

T
(H2) /g (s)ds = 1.
0
Alors on a le résultat suivant:

Théoréme 1.1 Supposons que les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites et soit u et u les
sous et sur solutions respectivement du probléme (1.1) telle que u < dans J. Alors le probléme
(1.1) admet une solution minimale u, et une solution mazximale u* telle que pour toute solution

u du probléme (1.1) avec w < u < dans J, on a:



Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes .

On pose uy = u, et on définit la suite (u,,)n>1 par

Up g () + () i (8) = f (w, (1) + R (D), (), tE

T (1.8)
Un1(0) = Jy g (s)up(s)ds.
De méme, on prend up = @ et on définit la suite (uy,)n>1 par
Uy (8) + 1 () Ungr () = f (6,Un () + B (D) Un (1), tEJ, (1.9)
ns1(0) = fo g () (s)ds.
Etape 1: Pour tout n € N, on a
Up < Uppy < Upyr < Up dans J.
Posons
wo (£) = wy (1) — g (£), L € .
D’aprés (1.8) et la définition 1.1, on a
wh (t) +h (t)wo (t) >0, t e J,
wo (O) > 0.
Par suite d’aprés le lemme 2, on obtient
wo (t) > 0 pour tout t € J.
C’est-a-dire
ug < uq dans J. (1.10)
D’une maniére similaire, on montre que
up < up dans J. (1.11)

10



Maintenant, on pose par définition
p1(t) =uy (t) —uy (t), t €.
D’aprés (1.8) et (1.9), on a

Py (t) +h(t)p1 (2)
= f (toug (£)) + h () ug (t) — f (.70 (£)) — h ()T (), teJ,
p1(0) = [ g (s) (ug(s) — o (5)) ds,

Comme uy = u < u = Ty dans J et en utilisant I’hypothese (H1), on obtient

pL(t)+h(t)pi(t) <0, telJ
p1(0) = [ g (s) (ug(s) — o (5)) ds < 0,

alors d’aprés le lemme 2, on a
p1 (t) <0 pour tout ¢ € J.

C’est-a-dire

u; < up dans J. (1.12)

Par suite d’aprés (1.10), (1.11) et (1.12), on a
uy < uy <y <up dans J.
On suppose, pour un n > 1 fixé, que

U,

n < Uiy < Upt1 < Uy dans J,

et on montre que

Upi1 < Up 12 < Upy2 < Upyq dans J.

11



On pose par définition

Wn+1 (t) = Upyo (t) —Upi1 (t) ) ted
D’aprés (1.8) , on a

Wy (8) + () wosr (1)
= F bty () + b (g () — F (b, () —h (D, (1), tE J,
wn11(0) = [T g (5) (1 () — 1, (5)) ds,

Puisque par I'hypothése de récurrence, on a w, < u,,; dans J et en utilisant I’hypothése

(H1), on obtient
w;L+1 (t) + h (t) Wn+1 (t) Z 07 te J7

Wn+1 (0) > 0.

Alors d’aprés le lemme 2, on obtient
Wp+1 (t) > 0 pour tout ¢ € J.

C’est-a-dire

Upiq (t) < w,yo (t) pour tout ¢ € J. (1.13)

D’une maniére similaire on montre que
Upt2 (t) < Tpyr (t) dans J, (1.14)

et
Uy (t) < TUpqa (t) dans J. (1.15)

Alors d’aprés (1.13), (1.14) et (1.15), on a

U1 (8) <ty () < Tnya () < Togr () dans J.

12



et

En conclusion pour tout n € N, on a

U,

Ce qui achéve la preuve.
Etape 2: La suite (u,,)nen converge vers une solution minimale du probléme (1.1).
Par I’étape 1, la suite (u,,)nen converge vers .

Pour tout n € N, on a

t

T
U (1) = /0 95 (5)ds + / (F(52 1 (5)) + 1 (5) (1 () =t (5))) s,

0

Si on fait tendre n vers +oo, on obtient

F(s,un (8)) +h (5) (n (8) = U1 () = f (5,u (5)),
De plus, on a

Jde; >0, Vn e NVs € J, |g (s)u,(s)| < ci,

3e2 > 0,¥n e N,Vs € J, |f (s,u, () + h(s) (u, (5) =ty (5))] < co.

Par suite d’aprés le théoréme de convergence dominée de LEBESGUE, on a

T t
ux(t) :/U g (s)u*(s)d8+/0 f (s, ux (s))ds. (1.16)

Maintenant on va montrer que u, est une solution de (1.1).

Premiérement, il n’est pas difficile de vérifier que

T
. (0) = /0 g(s)u,(s)ds. (1.17)

D’autre part comme f est une fonction continue et u < u, <, u et w sont continues, alors

13



il existe une constante K > 0 telle que pour tout s € [0,7], on a
|f(s,us () < K (1.18)
Alors d’aprés (1.16) et (1.18), on a
Vi1 € [0,T], Via € [0,T], |uw(ts) —ux (t2)] < K [t — ta].

Ce qui implique que u, est continue dans [0,7] et par conséquent d’aprés (1.16) il résulte

que u, est dérivable dans [0,7] et on a
ul(t) = f(t,ux (1)), pour tout ¢t € J. (1.19)

Alors d’aprés (1.17) et (1.19) Il s’ensuit que u, est une solution de (1.1).
Maintenant, on montre que si u est une autre solution de (1.1) telle que u < u < @, alors
Us < U.

Puisque u est une sur solution de (1.1), alors d’aprés ’étape 1 on a
VneN, u, <u.
Si on fait tendre n — 400, on obtient

<.

Uy = lim w, <

n—-+oo

C’est-a-dire u, est une solution minimale de (1.1).

La preuve de I’étape 2 est terminée.

D’une maniére similaire, on montre que (U, ),en converge vers une solution maximale u* de
(1.1).

La preuve de notre résultat est terminée. m
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Remarque 1.1 On considére le probléme

xl(t):f (t,l'(t)), teJ= [O,T],

, (1.20)
w (0) = f 2(s)dB (s),

ot f:J xR — R est une fonction continue et B : J — R est une fonction croissante telle que
T
Jo dB(s) =1.
En utilisant une preuve similaire & celle du théoréme 1.1, on obtient le résultat suivant

Théoréme 1.2 Supposons que U'hypothése (H1) est satisfaite et soient u et u les sous et sur
solutions respectivement du probléeme (1.20) telle que w < u dans J. Alors le probléme (1.20)
admet une solution minimale u, et une solution mazximale u* sachant que pour tout solution u

de (1.20) avec u < u < 7w dans J, on a
u<u, <u<u*<u dans J.

Remarque 1.2 Les résultats du théoréme 1.2 demeurent valables si B est une fonction a
variation bornée et la mesure dB est positive sachant que fOT dB (s) = 1 et par conséquent ce

résultat est une généralisation du Théoréme 1 obtenu dans [32].

1.4 Existence des solutions pour le probléme (1.4) dans le cas

ou g change de signe.

Dans cette section on va étudier l'existence des solutions du probléme (1.1) dans le cas ou ¢
change de signe.

On suppose que
(H3) ¢(t) <0 pour tout ¢t € [0,¢c] et g (t) > 0 pour tout ¢ € [¢c,T] avec 0 < ¢ < T.
Définition 1.3 On dit que (U,U) est un couple de sous et sur solution du probléeme (1.1) si

i) (U,U) € (C* (J,R))%.

15



U <f#U®), ted

) U >f@U®), ted
U(0) < [ g(s)T(s)ds + [T g(s)U(s)d
T(0) > [5 9(s)U(s)ds + [, g(s)U(s)d

\

Définition 1.4 Une paire de fonctions (x., x*) est dite quasi-solution de (1.1) si

i) (z«,2%) € (C* (J,R))2.

,

w (t) = f (. (1)), L € J,
a¥(t) = f (t,z" (1), t € J,

(0) = [Cg(s)a™(s)ds + [T g(s)z(s)ds,
2*(0) = [ g(s)zi(s)ds + [ g(s)a*(s)ds.

Dans cette section on impose la condition suivante sur la non linéarité de f

(H4) 1l existe une fonction continue h:J— R telle que z —> f (t,z) —&—/ﬁ(t)a: est croissante si

U<z<U.
On a le résultat suivant:

Théoréme 1.3 Soit (Q,U) un couple de sous et sur solution du probléme (1.1) telle que
U < U dans J et supposons que les hypotheéses (H2), (H3) et (HJ) sont satisfaites. Alors le

probléme (1.1) admet un couple de quasi solution (x.,x*) telle que

U<z, <z*<U dans J.

Preuve: On pose Uy = U, U; = U, et on définit la suite (Un)nzo comme suit

7I1+2(t)+h(t)Un+2(t> = f(t,Un ())+h(t)Un(t)7t€J>
Un+2(0) = [5 9(s)Unya(s s)ds + [ g(s)Un(s)ds

En utilisant une preuve similaire de ’étape 1 du théoréme 1.1, on obtient
U=U; <U3<...<Usps1 < .. <Usp < ... < Uy < Uy =U dans J.

16



Les inégalités ci-dessus montrent que les suites de fonctions (Ugn)n20 et (U2n+1)n20 conver-
gent vers z* et x, et en utilisant une preuve similaire & 1’étape 2 du théoréme 1.1, on montre
que (x4, x*) est une paire de quasi solution du probléme (1.1). m

Comme les quasi-solutions ne sont pas des vraies solutions, il est nécessaire d’ajouter d’autre
conditions sur les fonctions f et g qui assurent que z* = z, et par conséquent le probléme (1.1)
admet au moins une solution.

Sur les fonctions f et g on met les hypothéses suivantes

(H5) 1 existe une fonction continue % : J — R telle que la fonction @ — f(t,x) + h(t)z est
décroissante si U < z < U.

c s T s

(H6) —/ém) —/Z@yh g(@da+/}mp —/Z@yh g(s)ds <1

0 0 c 0

On a le résultat suivant:

Théoréme 1.4 Supposons que les hypothéses (Hi) (i=2,...,6) sont satisfaites et soit (Q, U)
un couple de sous et sur solution du probléeme (1.1) telle que U < U dans J. Alors le probléme

(1.1) admet au moins une solution.

Preuve: D’aprés le théoreme 1.3, le probléme (1.1) admet une paire de quasi-solution (x,, x*)
telle que
U<z, <z*<Udans J. (1.21)

Maintenant on pose par définition

() =at () — 2 (), € .

z* (t) > 0 pour tout t € J. (1.22)

Maintenant on va montrer que

2* (t) < 0 pour tout € J.
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2 (t) = ftur (1) = f (Gux (1), L€,

. T (1.23)
2*(0) = — fo g(s)z*(s)ds + fc g(s)z*(s)ds.
D’aprés (1.21) et 'hypothese (H5), on a
2 (t) + h(t)z* (t)
= f(t,a* (8) + h(t)a™ (1) = f(t, 22 (1) = h(D)z (1)
<0.
Ce qui donne
2 (t) + h(t)z* (t) < 0 pour tout ¢ € J. (1.24)
Alors on a
2 (8) + h(t)2* (t) <0, t € J,
©-+Tw= ) <0, .
2*(0) = — fo g(s)z*(s)ds + fC g(s)z*(s)ds.
Par suite d’aprés ’hypothése (H6) et le Lemme 1.1, on obtient
z* (t) < 0 pour tout t € J,
et par conséquent d’aprés I'inégalité (1.21),il en résulte que
z* (t) = 0 pour tout ¢t € J.
C’est-a-dire
z* (t) = x4 (t) pour tout ¢ € J,
et par conséquent le probléme (1.1) admet au moins une solution. m
Remarque 1.3 On considére le probléeme initial suivant
2(t) = f(t,z(t), teJ=10,T],
(6 = Flt,w (1) 0.7) 26)

2 (0) = [ x(s)dF (s),

ot f:J xR — R est continue et F' : J — R est une fonction décroissante dans [0,c] et
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croissante dans [c,T] avec 0 < ¢ < T et fOT dF (s) = 1.En utilisant une preuve similaire & celle

du théoéme 1.8, on obtient le résultat suivant

Théoréme 1.5 Soit (Q, U) une paire de sous et sur solutions de (1.26) sachant que U < U
dans J et supposons que Uhypothése (HY4) est satisfaite. Alors le probléme (1.26) admet une

paire de quasi-solution (z.,z*) telle que
U<z, <z*<U dans J.

Maintenant si on ajoute la condition suivante

c s T s

(HT) — / exp [ - /E(T)dT dF (s) + / exp [ - /E(T)dT dF (s) < 1,
0

0 0 c

alors en utilisant une preuve similaire & celle du Théoréme 1.4, on a le résultat suivant:

Théoréme 1.6 Supposons que les hypothéses (H), (H5) et (H7) sont satisfaites et soit (Q, U)
une paire de sous et sur solutions de (1.26) telle que U < U dans J. Alors le probléme (1.26)

admet au moins une solution.

Remarque 1.4 Les Théorémes (1.5) et (1.6) demeurent valides si on suppose que la fonction
F est a variation bornée et la mesure dF' change son signe de négatif en positif et fOT dF (s) =1
et par conséquent notre résultat améliore le Théoréme 3 obtenu dans [32].

1.5 Applications

Dans cette section on donne deux exemples d’applications.

1.5.1 Exemple 1

On consideére le probléme suivant

o' (t) =R (1) — 2P (t) —ay (t), t € J,
z (t) > 0 dans J, (1.27)



ou a; : J — Ry est continue, 0 < k; < 1, kg > 1l et g: J — R4 est continue telle que

fo s)ds = 1.

Pour tout t € J, on pose par définition u (t) = 0 et w(t) = L, ou L est une constante
positive.
Il n’est pas difficile de vérifier que u est une sous solution du probléme (1.27).

Maintenant @ est une sur solution du probléme (1.27) si on a

0>Lk1—Lk2—a1(t), teJ,
L>f0 s)Lds,

Puisque 0 < k1 < 1 et ko > 1, alors si on choisit L > 1, on obtient L une sur solution du
probléme (1.27).

D’autre part il n’est pas difficile de vérifier que la fonction f définie par
Tt (t) = (8) = at (1) — aa (¢)

satisfait aux conditions du théoréme 1.1 et par conséquent le probléme (1.27) admet une solution

minimale u, et une solution maximale u*.
1.5.2 Exemple 2

On considére le probléme suivant

' (t) =t2cos(z (t)) — 2z (t), t €[0,1],
2f0 (3s — 1) z(s)ds,

(1.28)

On pose (U (t),U (t)) = (-3, 3), pour tout ¢ € [0,1].

(Q , U) est sous et sur solution du probléme (1.28) si on a

U'(t) < f(t,U(t), t €0,1],

U'(t) > f(t, U (1), t€[0,1],

U0) <! 3s—1)T (s)ds + 3 J (Bs — 1) Uls)ds,
T(0) > L [ (35 — 1) U(s)ds + } J1 35 = 1) T(s)ds.
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et si
0<t2cos(—3)+1, te0,1],

0>t cos() 1, te0,1],

1—
—1<fo Gl )ds+f§(238)ds=—152,
1 (1-—3s) 1(3s—1)
12[037(134“]% 9 dS—%

Alors (Q, U) est un couple de sous et sur solution du probléme (1.28).

D’autre part il n’est pas difficile de vérifier que la fonction ]?déﬁnie par
Fta(8) =t cos(x (t) — 22 (t)

satisfait aux conditions du théoréme 1.4 et par conséquent le probléme (1.28) admet au

moins une solution.
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Chapitre 2

Résultats d’existence de solutions
d’un systéme d’équations
différentielles du premier ordre avec

des conditions initiales nonlocales

2.1 Introduction

Le but de ce travail est I’étude de ’existence des solutions pour une classe de systémes d’équations
différentielles d’ordre 1 avec des conditions initiales non locales. Plus précisement, on considére

le systéme aux limites non linéaire suivant:

(2.1)

ol f:JxR?2 =R, g:JxR?— R sont des fonctions continues, f est croissante en v, ¢ est
décroissante en u, g; : J — R (i = 1,2) sont des fonctions continues qui changent de signe sur

J =10,T] avec T > 0.
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Les systémes d’équations différentielles du premier ordre avec des conditions initiales non
locales ont été étudiés par plusieurs auteurs en utilisant: la méthode des sous et sur solutions, les
techniques itératives, la théorie du degré de coincidence de MAWHIN, les théorémes du point fixe
dans les cones, le théoréme de continuation de LERAY-SHAUDER, la théorie de perturbation et
les méthodes numeériques (voir [[4]-[5]], [[8]-[10]], [15], [19], [[22]-[25]], [[30]-[35]], [39], [[44]-[45] ],
[[49]-[53]], [55], [59], [67] et [[72]-[73]]).

les équations différentielles avec conditions aux limites non locales apparaissent naturelle-
ment dans l'ingénierie statique (voir [44]), la détermination des orbites (voir [4, Chapitre 6
| et [5]), la pharmacocinétique et les réseaux de neurones (voir [43, Chapitre 10]) et dans la
modélisation de la qualité des flux (voir [64]).

Il est déja bien connu que, la méthode de sous et sur solution couplé avec des itérations
monotones ont été utilisées pour montrer 'existence des solutions minimales et maximales
ou quasi-solutions, par plusieurs auteurs (voir [18], [[20]-[22]], [[27]-[28]], [[31]-[32]], [[37]-][38]],
[[47)-[48]], [[57)-[58]], [65], [[69]-[71]] et [75]).

Le but de ce travail est de généraliser les résultats obtenus en [22] et [32] (voir Remarque
1.20).

Notons aussi, qu’a notre connaissance, que c¢’est pour la premieére fois que la méthode des
sous et sur solutions couplée avec les techniques itératives monotones a été utilisée pour montrer
I’existence des solutions pour un systéme mixte quasi-monotone avec des conditions initiales
intégrales.

Le plan de ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2 on donne certaines
résultats préliminaires, ainsi que les principaux résultats avec preuve, suivie par un exemple,
présenté dans la section 3, pour illustrer nos résultats.

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [23].

2.2 Reésultats principaux

Dans cette section, on présente et on montre nos résultats principaux.

Sur les fonctions f et g, nous imposerons les conditions suivantes:

(H1) f:J x R? — R est une fonction continue et il existe une fonction continue h; : J — R
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telle que u — f(t,u,v) + hi(t)u est croissante pour tout t € J, u € R et v € R.

(H2) g : J x R? — R est une fonction continue et il existe une fonction continue hy : J — R

telle que v — g(t,u,v) + ha(t)v est croissante pour tout t € J, u € R et v € R.
(H3) f (t,u,v) est croissante en v pour tout ¢t € J fixé , et u € R.
(H4) g¢(t,u,v) est décroissante en u pour tout ¢ € J fixé et v € R.
(H5) g1 (t) <0 pour tout ¢ € [0,¢1] et g1 (£) > 0 pour tout ¢t € [¢1,T] avec 0 < ¢; < T.

(H6) g2 (t) < 0 pour tout ¢ € [0, c2] et g2 (t) > 0 pour tout ¢ € [ca,T] avec 0 < ca < T

Définition 2.1 On dit que (u,v) est une solution de (2.1) si

i) (u,v) € (C*(J)2.

it) (u,v) satisfait (2.1).
Définition 2.2 On dit que (ux, u™), (v, v*) sont un couple de quasi-solution de (2.1) si

i) (ux, w”) € (CF(1))* et (vs,07) € (CH(T))*.

u (t) = f(t,ux (t) ,ve (1)), t € J,
u¥(t) = f(t,u* (t),v* (t)), t € J,
vi(t) = gt u™ (t) ;0. (1)), L € J,
i) v (t) = g(t,us (t) ,v* (), t € J,
u.(0) = [ gl(s)u*(s)ds—i—f 1(8)ux(s)ds,
0= 5 o3 I o s
02(0) = [ ga(s)o" (8)ds + [ gal(s)va(s)ds,
\ v*(0) = [57? g2(s)vs(s)ds + f 2(s)v*(s)ds.

Définition 2.3 On dit que (u,u), (v,T) est un couple de sous et sur solution de (2.1) si

D)(w @) € (CT(]))* et (v,0) € (CH(]))*.
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ii)

Théoréme 2.1 On suppose que les hypothéses (H;)i—1,.6 sont satisfaites et soit (u,w), (v,?)
deuz couples de sous et sur solutions de (2.1) au sens de la définition 2.3 sachant que u < u et
v < T dans J. Alors le probléme (2.1) admet deuz couples de quasi-solutions (u, u*), (v, v*)
telle que

u < ue <u* <u dans J,

et

v < v, <v* <V dans J.

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.

On pose ug = u,, u1 =4, vg = v, v1 = v et on définit les suites de fonctions (up)n>0, (Vn)n>0

par
u;z+2 (t) + hy (t) Un+2 (t) = f(t7 Up, (t) , Un (t)) + (t) Un, (t) , ted, (2'2)
sz (0) = JS 1 (8)unsa (s)ds + 7 ga(5)run(5)ds,
/U’:'L+2 (t) + h2 (t) Un+-2 (t) = g(t, Un+1 (t) » Un, (t)) + h2 (t) Un, (t) , te J’ (23)

vtz (0) = [ g2(8)vns1(s)ds + [ ga(s)vn(s)ds,

1%re gtape : Pour tout n € N, on a
Ugp < Ugpt2 < U2pt3 < Ugpt1 dans J,

et

v < V242 < V2pg3 < V2p41 dans J.
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Soit

wo () :=ua (t) —ug (t) et zo (t) :=v2 (t) —vo (t), t € J.

D’apreés (2.2), (2.3) et en utilisant la Définition 2.3, on a

wg (t) + hy (t)wo (t) >0, t € J,

et

D’aprés le Lemme 2 du chapitrel, on obtient

wo (t) > 0 et 2o (t) > 0, pour tout ¢ € J.

C’est-a-dire

ug < ug et vg < vy dans J.

D’une maniére similaire on montre que

uz < uy et vy < w; dans J.

Maintenant on pose

p1(t) =u2(t) —ui(t) et @1 (t) =wva(t) —wv1(t), t e

D’apreés (2.2) et (2.3), on a

Py () + R (¢) pa (2)

< f(t, uo()yvo(t>)+h1 t)ug (t) = f (£ ur (8),v1 (£)) = ha () ua (2) ,

i)

100) < f5" g1(s) (w1 () = o () ds + [1 g1(s) (uo (s) — w1 (5)) ds,
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et
¢ (1) + ha (t) qu (t)
< oftn ()50 + 010 0 uU<t> L)~ e (Dvr (1), t €,
q1(0) < J57 92(5) (v1 (s) —vo (8)) ds-i-f s) (vo (s) — vy (s)) ds.

Puisque ug = u < U = u; et vg = v < ¥ = v; dans J et en utilisant les hypotheses (H;)i—1, g,

(
)
on obtient

Py () +hi(t)p1(t) <0, te
p1(0) <0,

Alors d’aprés le Lemme 2 du chapitrel, on a
p1(t) <0et g (t) <0, pour tout t € J.

C’est-a-dire

ug < uy et vy < wvp dans J. (2.6)

Maintenant on montre que

us < ug et vo < vy dans J.

Pour cela on pose
p3 (t) = ug (t) —usz (t) et g3 (t) =wva(t) —wvs(t), t € J.
D’aprés (2.2) et (2.3), on a

P (t) + ha () p3 ()
= f(tuo (£),v0 (1) + ha () uo (£) — f(t, Ul(t) v () —ha (Hur (), t € J,
p3(0) =[5 91(s) (w1 (s) = uz (s)) ds + [} g1(s) (uo (s) —wr (s)) ds,
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et
@5 () + ha (t) g3 (1)
= g(t,u1 (t),v0 (1)) + ha () vo (t) — g(t,uz (t) ,v1 (1)) — ha2 (V) v1 (1), t € J.
g3(0) = [5 ga(s) (v1 (s) — va (5)) ds + [, ga(s) (vo (s) — v1 (s)) ds.

Puisque up < up < uy et vg < vy < v; dans J et en utilisant les hypotheses (Hj)i—1,.. 6, on

obtient
Py (t) +hi(t)ps(t) <0, t e,

Par suite d’aprés le Lemme 2 du chapitrel, on a

Preuve:

ps (t) <0 et g3(t) <0, pour tout t € J.

C’est-a-dire

ug < ug et vg < vy dans J. (2.7)

En conclusion d’aprés (2.4), (2.5), (2.6) et (2.7), on obtient
uy < ug <ug <wup dans J et vg < vy < wvg < v dans J.
On suppose pour un n > 1 fixé, on a
Uy < Uopta < Ugpts < Ugpe1 dans J, (2.8)

et

von < Vopt2 < V243 < U2pg1 dans J, (2.9)

et on montre que

U2n42 < Up4a < Uzp4s < Ugp3 dans J,
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et

Vont2 < Vongd < V245 < Vopg3 dans J

On pose

W1 (1) 7= Uznya (t) — uzny2 (t), t € J,

et

Zn4+1 (t) 1= Vop44 (t) — V2n42 (t) ,t € J.

D’aprés (2.2) et (2.3), on a

Wy () + ha (8) wpt (¢)
= f(t,uzn+2 (1), vant2 (1) + b1 () (uant2 (B) — uzn (1) — f(t, uzn () ,v20 (1)), t € J,

wns1(0) =[5 91(5) (uzn13(s) = uznt1(s)) ds + [} 91(5) (uanta(s) — uan(s)) ds,

et

21 (8) + o () zns1 (2)
= g(t, uan+3 (1) s van+2 (t) + ha (1) (Van+2 (8) — von (1) — g(t, uznt1 (1) s v2n (1)), t € J,
2n41(0) = [52 g2(3) (vVans3(s) — vans1(s)) ds + [ g2(5) (v2n12(s) — van(s)) ds,

En utilisant les deux hypothéses de récurrences (2.8) et (2.9) et les hypotheses (Hj)i—1, ¢, on

obtient
w;L+1 (t) + hl (t) Wn+1 (t) Z 07 t S J7

Wn+1 (0) Z 07

et

’

Zpy1 (8) +ha(t) zag1 (1) >0, t € J,

Zn+1 (0) Z 0.

Alors par le Lemme 2 du chapitrel, on a
Wn+1 (t) > 0 et 241 (8) > 0, pour tout ¢ € J.

C’est-a-dire

U2n+2 S U2n+4 et Voan+1 S Von+4 dans J. (2.10)
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D’une maniére similaire on montre que
U2n+5 < U2n+3 dans J et V2n+5 < Van+3 dans J, (211)

et

Uon+4 < Uonts dans J et voniq < vopys dans J. (2.12)

Alors d’aprés (2.10), (2.11), (2.13) et (2.12), on a
U2nt2 < U2pia < Uongs < Uzny3 dans J,

et

Vo2 < Vontd < Vopgs < Vopg3 dans J.

Par suite pour tout n € N, on a

Uoprd < Uspag dans J et vop1g < vVopag dans J, (2.13)

Ugp < Unt2 < Ugntg < Ugpt1 dans J,

et

Von < Vant2 < V243 < Vo dans J.

La preuve de la 1°7¢ étape est achevée. m

28me gtape: Les suites des fonctions (Usn, v2n)nen €t (Uon i1, V2nt1)neN CONVErges vers une
quasi-solutions de (2.1).
D’aprés la 187¢ étape les suites des fonctions (uan, V2, )nen €t (U2n11, V2nt1)nen convergent

vers (us, vs) et (u*,v*).Soit n € N* et t € J, on a

T

C1 t ~
U2y, (t) :/0 91(5)u2n1(5)d8+/ 91(8)u2n2(5)d8+/0 fn () ds,

1

T

c1 t
wana () = /0 (S (ds + [ g1(s)uz-a(s)ds + /0 Fo(s) ds,

1
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t

c2 T
vgn(t):/o gg(s)vgn_l(s)ds—i-/ gg(s)vzn_g(s)ds—i—/o gn (8) ds,

t

c2 T
Vs () = /0 92()van(s)ds + / 42(5)uan 1 (s)ds + /0 Gu (5) ds,

et
fo(9)
Fu (3)
gn (8)
et

f(ssu2n—2(s) , v2n—2 () + h1 () (u2n—2 () — u2n (s)),
f(ssu2n—1(8),v2n-1(5)) + h1 () (uzn—1(8) — uan+1(s)),

g(s,u2n—1(8) ; v2n—2 (8)) + h2 (s) (van—2 () — van (5))

Gn (8) = g(s,u2n (8) ,v2n—1(8)) + ha2 (5) (v2n—1(8) — vant1(s)).

Maintenant si on fait tendre n vers +oo, on obtient

et

Par suite, on a

381
BN
de3

dey

gn (s) = g(s,ux (5) 0" (s)).

S ‘

/\

> 0,VneN,VseJ,

TL

— 7

> 0,VneNVseld, [gn(s)

| /\

fa (5)
fi (5)
(s)
(s)

> 0,VneNVseld, [gn(s) <
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d’ou, le théoréme de convergence dominée de LEBESGUE entraine que,

c1 T t
ux(t) :/0 gl(s)u*(s)ds+/ gl(s)u*(s)ds+/0 f(s,ux (8),vs (5))ds, (2.14)

C1

c1 T t
u*(t) :/0 gl(s)u*(s)ds—l—/ gl(s)u*(s)ds—i—/o f(s,u™ (s),v" (s))ds, (2.15)

() T
v« (t) :/0 gg(s)v*(s)ds+/ gg(s)v*(s)ds—i—/ g(s,u” (s), v« (s))ds, (2.16)

(&) 0

et

c2 T t
v*(t) —/0 g2(s)v*(s)ds+/ gg(s)v*(s)ds—i—/ g(s,ux (s),v" (s))ds. (2.17)

c2 0
Maintenant on va montrer que (u., u*), (v«,v*) est une paire de quasi-solutions de (2.1). Tout

d’abord il n’est pas difficile de vérifier que

(s)u*(s) ()tua(s)ds,
(s)ue(s)ds + [ ga(s)u(s)ds,
0.(0) = f3? g2(s)" ()ds + [} ga(s)va(s)ds,
(s)va(s) (s)v* (s)

T
1(s)u*(s)ds + o 91

<
*
(@)
I
3
Na

*

(2.18)

,U*

s)ds.

I

S3
N

Q

T
{ 9(8)vs(s)ds + o 92(8

IN
S

D’autre part puisque f est continue, u < u, < U, v < vy et u, w , v et U sont continues,

alors il existe une constante K > 0 telle que pour tout s € J, on a

|f (s, ux (), vs (8))] < K. (2.19)

Par suite d’aprés (2.14) et (2.19), on a

Vit e J, Vity € J, \u*(tl) — Uy (t2)| < K|t1 — t2|.

Ce qui entraine que u, est continue sur J et par conséquent d’aprés (2.14) il résulte que u, est

dérivable sur J.
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Preuve: D’une maniére similaire, on peut montrer que les fonctions u*, v, et v* sont dérivables

sur J et par conséquent d’apreés (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17), on obtient

et par conséquent d’aprés (2.18), il résulte que (u.,u*), (vi,v*) sont deux paires de quasi-
solutions de (2.1).

Ainsi, la preuve de ’étape 2 est terminée. D’oul la preuve du Théoréme 2.1 est terminée.
L

Comme les quasi-solutions ne sont pas des vraies solutions; alors il est nécéssaire d’imposer
des conditions additionnelles sur f, g et g; pour ¢ = 1,2 pour avoir u* = u, et v* = v, et par
conséquent le probléme (2.1) admet au moins une solution.

Sur la non linéarité de f et g et les fonctions g; pour ¢ = 1,2, on impose les conditions

additionnelles suivantes:

(H7) 11 existe une fonction continue hy : J — R_ telle que u — f (t,u,v) 4+ ha(t)u est

décroissante siu <u<uetv <ov<7.

IN

(H8) 1l existe une fonction continue hy : J — R_ telle que v — f(t,u,v) + ho(t)v est

décroissante siu <u<uetv <v<T7.

IN

(H9) Il existe une fonction continue hs : J — R, telle que u — g(t,u, v)—i-/f;;(t)u est croissante
siu<u<uetv<v<.

(H10) 11 existe une fonction continue ha @ J — R_ telle que v — g(t,u,v) + ha(t)v est

décroissante siu <u<wmwetwv <v <7.

(H11) A+ B <1,

ou
c1 s T s
A= —/exp /M(T)dT g1 (s)ds+ /exp /M(T)d’i‘ g1 (s) ds,
0 0 c1 0
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Cc2 S

B=— / exp /M(T)dT g (s) ds + /T exp /M(T)dT g () ds,
0

0 (&) 0

avec

M (t) = max (—71,1 (t) + hs (t),—ha(t) — ha (t)) , pour tout t € J.
On a le résultat suivant:

Théoréme 2.2 On suppose que les hypothéses (Hi) for i=1,...,11 sont satisfaites et soient
(u, ), (v,v)deux couples de sous et sur solutions de (2.1) tels que w < u et v < v. Alors le

probléme (2.1) admet au moins une solution.

Preuve: D’aprés le Théoréme 2.1, le probléeme (2.1) admet un couple de quasi-solutions

(Ui, u*), (vi,v*) tel que

IN

u < u, <u* <udans J, (2.20)

et

v < v, <v* <vdans J. (2.21)

Maintenant on pose

25 () =u* () —us (t) et w* (£) =0* (t) — v (), t € J.

D’aprés (2.20) et (2.21), on a

2" (t) > 0 et w* (t) > 0, pour tout ¢ € J. (2.22)

Maintenant on va montrer que

2* (t) <0 et w* (t) <0, pour tout ¢t € J.
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Z*/

—~
~+
S~—
I~
*
—~
~+
N~—

t) = f(t,u* (t), 0" () = f(t, us
w*(t) = g(t, U*(t)vv*(t)) g(t,u* ( (
2*(0) = — [ g1(s)2*(s)ds + f 1(8)z*(s)ds,
W@Z—fm®w8®+@m@w@

D’apres les hypotheses (H7) et (HS8), on a

(
( (2.23)

2 () + ha (t) 2* (£) + hg (£) w* (¢)
= flt,u (), 0" (1) = F(tun (£),0x () + by (8) 27 (£) + ha () w* (1)
Fltw (8) 07 (1) = F(t s (8) 04 () + h2 () " (2)
0.

IN

IN

C’est-a-dire
2 (8) + hy (£) 2° (£) + ha (£) w* (£) < 0. (2.24)

D’une maniére similaire en utilisant les hypotheses (H9) and (H10), on obtient
w* (t) — hs (t) 2* (t) + hg (£) w* (t) < 0. (2.25)

Par suite d’aprés (2.24) et (2.25), on a

(2" +w") (t) = M (1) (=" +w") (t) <0,

ce qui implique que

(2" +w") (1) < exp ( / M (7) dT) (=" +w*) (0). (2.26)
0

D’autre par puisque z* (t) > 0 et w* (¢) > 0, pour tout ¢ € J, alors en utilisant les conditions

initiales de (2.23), on obtient

c1 T
zmns—A mwﬂf+wﬂ@ww+/‘mwﬂf+wﬂwMa

C1
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et

[ T
w*(0) < —/0 g2(s) (2" + w") (s) ds +/ g2(s) (2" + w”") (s) ds.

Cc2

Alors, en utilisant I'inégalité (2.26), on obtient
2*(0) < A. (2" +w*) (0),

et
w*(0) < B. (2" +w") (0).

Ce qui donne

(2" +w*) (0) < (A+ B). (z" + w*) (0).

Alors d’aprés (H11), on a
(z" +w")(0) <O0.

Ce qui implique que

(2" +w*) (t) <0, pour tout t € J,

et par conséquence d’aprés (2.22), il s’ensuit que+
2" (t) =0 et w* (t) = 0, pour tout ¢ € J.

Ce qui donne

u* (t) = us (t) et v* (t) = vi (t), pour tout t € J.

Par conséquent d’aprés les égalités précédentes, il s’ensuit que le probléme (2.1) admet au moins

une solution. m

Remarque 2.1 On considére le probléme suivant

(2.27)




ot f: JxR? =R, g:JxR?— R sont des fonctions continues, Fy : J — R est une fonction
décroissante dans [0,c1] et croissante dans [c1,T] avec 0 < ¢y < T et Fp : J — R est une
fonction décroissante dans [0, ca| et croissante dans [co, T] avec 0 < co < T.

En utilisant une démonstration similaire o celle du Théoréme 2.1, on obtient le résultat

sutvant:

Théoréme 2.3 On suppose que les hypothéses (H; )i—1,.. 4 sont satisfaites et soient (u,w), (v,7)

~

deuzx couples de sous et sur solutions de (2.27) au sens de la Définition 2.3 tels que u < T e
v < v dans J. Alors le probléme (2.27) admet deux couples de quasi-solutions (s, u*), (vs, v*)
tels que

u < ue <u* <7 dans J,

et

IN
IN

v < v, <v* <7 dans J.

Maintenant supposons que la condition suivante est satisfaite
(H12) A+ B < 1,00

c1 s

A= / exp /SJTI(T)dT AR (s) + /T exp /M’(T)m dF; (s)

0 0 0
et
co s T S
B = —/exp /M(T)dT dF; (s) + /exp /M(T)dT dFy (s),
0 0 c2 0

Alors en utilisant une démonstration similaire a celle du Théoréme 2.2, on obtient le résultat

suivant:

Théoréme 2.4 On suppose que les hypothéses (Hi) pour i=1,..., 4, (Hi) pour i=7,..., 10 et
(H12) sont satisfaites et soient (u,w), (v,v) deux couples de sous et sur solutions de (2.27)

tels que u <u et v <T. Alors le probléme (2.27) admet au moins une solution.

Remarque 2.2 Les théorémes 2.3 et 2.4 sont valides si on suppose que les fonctions Fy et Fy
sont & variations bornées et les mesures dFy et dFy changent de signe du négatif vers le positif

et par conséquence ce résultat généralise le Theorem 8 obtenu dans [32].
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2.3 Application

Dans cette section, on donne un exemple pour illustrer ’application de nos résultats.

2.3.1 Exemple

On considére le probléme suivant:

' (t) = sin (u (t)) — 4u(t) +v () + (2+1)%, t €[0,1],
v (t) = cos(v(t)) —4v(t) —u(t) +t2+2t+5, t €[0,1],

u>0etv>0dans (0,1), (2.28)

u(0) = %foé (s—3)su(s)ds+ }fél (s — 3) u(s)ds,
v(0) = 3 J2 (s —3) s v(s)ds + 3 fél (s — %) v(s)ds.

Pour tout t € [0,1], w € R et v € R, on pose

f(tu,v) =sinu—4u+v+ (2 + )2,

g(t,u,v) =cosv —4v —u+t2 + 2t + 5.

g(t)=g2(t) =

Tout d’abord il n’est pas difficile de vérifier que les fonctions f, g, g1 et go vérifient les

hypotheses (H;) i=1,...,6.
D’autre part, pour tout ¢ € [0, 1] on pose

(u(t),w () = (u(t),v (1) = (t,4).

(u,u), (v,7) sont deux couples de sous et sur solutions de (2.28) si on a
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C’est a dire

)
1<sint—4t+t+ (2+8)? =4+t +12 +sint, t €[0,1],

0>sind—16+4+ (2+1) = -8+ 4t +t2 +sind, t € [0,1],
1 <cost—4t —4+t>+4t+5=1+1t>+cost, t €[0,1],
0>cosd—16—t+t2+4t+5=—11+ 3t + >+ cos4, t € [0,1],

0< 3 J# (s— 3 sdst [ (s— ) s ds=2.6002 1072,

4> %fo% (s — 1) s%ds + = fl (s—3)ds=6,1849 1072,

OS% 0% (s— L) sds+= fl (s—1)sds=2,6042 1073,
\ 4> z 0% (s — 1) s2ds + = fl (s—1)ds=6,1849 1072

Alors (u(t),u(t)) et (v(t),v(t)) sont deux couples de sous et sur solutions de (2.28) et
par suite d’aprés le Théoreme 2.1, il résulte que le probléme (2.28) admet deux couples de

quasi-solutions (us, u*), (v, v*) tels que

t <u, <u* <4dans [0,1],

et

t <wve <v* <4dans [0,1].

Maintenant, si on pose

hi (t) = ha (t) =0, pour tout ¢ € [0,1],
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et

ho (t) = —2 et hs (t) = 2, pour tout ¢ € [0,1],

alors les fonctions f et g vérifient les hypotheses additionnelles (H;), i=7,...,10.

D’autre part, on a

1 1
1 /3 1 1 1 4
A=B=—- s——|s exp(2s)ds+ - s——|s exp(2s)ds=2_8,9348 107~

Ce qui entraine que

A+ B=0,178696 < 1,

et par conséquent d’aprés le théoréme 2.2 | il s’ensuit que le probléme (2.28) admet au moins

une solution.
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Chapitre 3

Résultats d’existence de solutions
pour certaines classes d’équations
différentielles du second ordre avec

conditions aux limites nonlocales.

3.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est la construction des solutions pour le probléme aux limites suivant

—u" (z) = f (z,u), z € (0,1),
w(0) — agu’ (0) = [ ha (s)u(s)ds, (3.1)
u(l) +aru/ (1) = fol ho (s)u(s)ds,
ou f:[0,1] x R —Ret h;:[0,1] — R pour i = 1,2 sont des fonctions continues et agp, a; sont
deux nombres réels positifs.
Ce chapitre est divisé comme suit: dans la section 2, on donne quelques résultats prélimi-
naires. Les principaux résultats sont présentés et prouvés dans la section 3 et dans la derniére

section on donne un exemple pour illustrer 'application de nos résultats.
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3.2 Résultats préliminaires

On considére le probléme aux limites suivant:

—u" () + Mu(z) =g (z), 0<z<l,
u (0) — apu’ (0) = ay, (3.2)
u(l) + a1v (1) = g,

ou g : [0,1] — R est une fonction continue, ay et a; sont deux nombres réels positifs et M > 0,
a1 et ag sont deux nombres réels.

On a les résultats suivants
Proposition 1 Principe du mazximum
Soit u € C?([0,1)) satisfaisant

—u" (x) + Mu(z) >0, 0<z<l,
u (0) — apu/ (0) >0
u (1) +a1u/ (1) >0,

alors u (z) > 0, pour tout x € [0,1].

Preuve: La preuve est une conséquence immédiate du Théoréme 10 Chapitre 1 dans [60]. =

Proposition 2 Le probléme (3.2) admet une unique solution u € C?([0,1]).

3.3 Reésultats principaux

On consideére le probléeme:

Sur les fonctions f, h1 et hy on met les hypothéses suivantes:
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(Hi) f:]0,1] x R — R est une fonction continue.
(Hg) 3IM > 0 telle que la fonction u — f (x,u) + Mu est une fonction croissante.

(H3) h; : [0,1] — R est une fonction continue pour i = 1,2 avec h; (t) > O,pour t € [0,r;] et

hi (t) <0, pour t € [r;, 1] pour i = 1, 2.
Définition 3 On dit que u est une solution du probléme (3.1) si
(i) uw € C*([0,1]) N C%(0,1).
(it) u vérifie (3.1).
Définition 4 («, 3) est dit un couple de sous et sur solution du probléeme (8.1) si

(i) (o, B) € CL([0,1]) N C%(0,1) x C1([0,1]) N C?(0,1).

- (z) < f(z,0), z€(0,1),
g (x) > f(z,8), =e€(0,1),
i) o (0) — age’ (0) <[5 by (s)ax(s)ds + [ hy (s) B (s)ds
a(1) +a1a (1) < [y ha(s) a(s)ds + [ ha(s) B (s) ds,
B(0) = aoB' (0) > [g" h1(s) B (s)ds + [ hi(s)a(s)ds
[ B+ @B (1) = [y ha () B(s)ds+ [ ho (s) a(s)ds

Définition 5 Le couple (us, u*) est dit quasi-solution du probléme (3.1) si

(i) (us,u*) € C1(0,1]) N C%(0,1) x C* ([0,1]) N C?%(0,1).

—uy (z) = f(z,u), x€(0,1),
—u*(t) = f(z,u*), =x€(0,1),

(i) Uy (0) — u (0) = [y ha () ux (s) ds + frll hy (s) B (s) ds,
us (1) + aru (1) = [72 ho (8) us (s) ds + [ ha (s) B (s) ds,
u* (0) — ahyu (0) = [7* hy (s)u* (s)ds + [ hy (s) us (s) ds,
u* (1) + ahu* (1) = [3* ha (s) u* (s) ds + fé ho (8) us () ds.

On a alors le résultat suivant
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Théoréme 3.1 Supposons que les hypothéses (H;) soient satisfaites pour i = 1,2,3 et sup-
posons que le probléme (3.1) admet un couple de sous et sur solution («, [3). Alors le probléme

(3.1) admet un couple de quasi-solution (u.,u*) vérifiant:
a(z) <ug(z) <u*(z) < B(x) pour tout z € [0,1].
Preuve: On considére la suite (uy), oy définie par

up (z) = a(z), ui(z) =p5(2),

—ull o (%) + Mupya (x) = f (z,un) + Muy, (z), z€(0,1)

tny2 (0) = a5 (0) = [ ha () un (s)ds + [ by (s) uns1 (s)ds
)= Jo? ha (8)un (5) ds + [, ha (s) wns1 (s) ds

[ Unt2 (1) + arup, o (1

On proceéde par étapes.
1°¢ étape.

Montrons que pour tout n € N, on a

a(z) < ugy (z) < ugpt2 () < ugnys () < ugpyr () < B (z) pour tout x € [0,1].

Pour cela on procéde par récurrence.

Pour n = 0 vérifions que:

a(z) =u(x) <ug(z) <wus(z) <wup(x)=p(x) pour tout = € [0,1].

Pour tout x € [0, 1], on pose

v(z)=uz(z) —a(x), w(z)=F(z) —ug(z) et z(z) =uz () — ua ().

44



Pour tout « € (0,1), on a

o (@) + Mo (z) = o (2) (@) + M (13 (z) — o (2))
= —uy(z)+ M us (z) +a" (x) — Ma (z)
= f(@,a(@)+Ma(z)+ o’ (z) - Mo (z)

> f(a:,a(x)) _f('%o‘(x))

C’est-a-dire

—v" (z) + Mv (x) > 0, pour tout z € (0,1).

D’autre part, on a

v (0) — apv’ (0) = uz (0) — agub (0) — a (0) + aga’ (0) > 0,

et
v (1) +a1v (1) = uz (1) + aguh (1) — a (1) — a1a’ (1) > 0.

Alors d’apres (3.4), (3.5), (3.6) et en utilisant la Proposition 1, on obtient

v (z) > 0 pour tout = € [0,1].

C’est-a-dire

ug () > up () = a(x) pour tout z € [0,1].

De méme on montre que

uz () < wuy (z) = B (z) pour tout z € [0,1].

Vérifions maintenant que

ug (z) < ug (z) pour tout x € [0,1].
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Pour cela, on montre d’abord que
Vn € N, ug, (2) < B(x) et a(z) < ugp+1 (z) pour tout z € [0,1].
La preuve se fait par récurrence Pour n =0, on a
u (z) =a(x) < B(x) et a(z) < B (z) =wu; (z) pour tout z € [0,1].
Supposons pour n € N fixé on a
uon () < B (z) et a(x) < ugpyr (z) pour tout x € [0, 1],
et montrons que
Ugn+2 () < B (x) et a(x) < ugpys () pour tout z € [0,1].
Pour cela on pose
p(z) = B () — uznt2 () et ¢(x) = ugnys (r) — a(z) pour tout x € [0,1].
Pour tout z € (0,1), on a

—p"(2) + Mp(z) = wug,ya(2) —B" (2) + MB () — Muznyz (2)
= — (—ufpyo () + Mugpio (z)) — 8" (z) + M (x)
= " (@) + MB () — (f (z,usn(x)) + Mug, (x))

f(z,B(x)) + MB (z) — (f (z,u2n(x)) + Mugy ().

v

En utilisant les hypotheses de récurrence et ’hypotheése (Hz), on obtient

—p" (z) + Mp(x) > 0.
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D’autre part, on a

p(0) —aop’ (0) = B(0) — un+2 (0) — aoB’ (0) + aguy, 2 (0)
= B(0) —aoB (0) = (unt2 (0) — aoudy, 2 (0))

/0”hl(s)ﬁ(s)ds+/1h1(s)a(s)ds

T1

([ m @ s+ [ 6 )

T1

Y

1 1
— / ha (5) (B (5) — wam (s)) ds + / B (5) [ (5) — (uanan (5))] ds.
0

1

En utilisant les hypotheses de récurrence et ’hypothése (Hs), on obtient
p(0) — app’ (0) > 0. (3.10)
De méme, on a

p(L)+ap (1) = B(1) —umia (1) + a1 (1) — aruhy, 5 (1)
= B) 4+ a1 (1) — (ugn+2 (1) + aruh, 5 (1))

T2 1
> /0 hg(s)ﬁ(s)ds+/r h (s) o (s) ds

2

) </Om i (5) iz (5) ds + /1 ha (s) u2nt1 () ds>

T2

r2 1
= [ h @ @) ~um ) ds+ [ ha(9)la(s)  (umn ()] ds.
0 T2
En utilisant les hypotheses de récurrence et ’hypothése (Hs), on obtient
p(1) +arp’ (1) > 0. (3.11)

Alors d’apres (3.9), (3.10), (3.11) et en utilisant la Proposition 1, on obtient

p(x) > 0 pour tout x € [0,1].
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C’est-a-dire

uap, (2) < B (z) pour tout x € [0,1].

D’une facon similaire, on a

a (z) < ugpy1 (z) pour tout z € [0,1].

Posons maintenant

z () = ug (z) — uz2 (z) , pour tout z € [0,1],

alors pour tout z € (0,1), on a

—2" () + Mz(z) = (—uj(z)+ Mug(z)) — (—us () + Mus (z))
= (f(z,8(x) + MB () = (f (z,(2)) + Ma(2)).
> 0

En utilisant ’hypothése (Hs), on obtient
—2" () + Mz (z) > 0 pour tout z € (0,1). (3.12)
D’autre part, on a

2(0) —ap2’ (0) = (’LL3 (0) — aoug (0)) — (u2 (0) — agus (O))

_ /0”hl<s)5(s)ds+/lh1(s>u2(s)ds

—(A”m@wwﬁwilyu@ﬁ@mﬁ
hi

z‘fl<@W@—wmw+[}umW@—W@mw
En utilisant ’hypothése (Hs), on obtient

2(0) — apz’ (0) > 0. (3.13)
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D’une facon similaire, on montre on a
z (1) +a12' (1) > 0. (3.14)
Alors d’apres (3.12), (3.13), (3.14) et en utilisant la Proposition 1, on obtient
z (z) > 0 pour tout = € [0,1].

C’est-a-dire

ug () < wug (x) pour tout z € [0,1]. (3.15)

En conclusion d’aprés (3.7), (3.8) et (3.15), on a
a(z) =uz (z) <wus(z) <wup(z) = pF(z) pour tout x € [0,1].
Maintenant pour n € N fixé on suppose que
Uz () < ugpta () < ugnts (z) < ugpyr (z) pour tout x € [0,1],
et montrons que
Uznt2 () < ugnta () < uzpts () < ugpys (z) pour tout z € [0,1].
Pour cela on pose
v (z) = ugnta () — uzpt2 () pour tout z € [0,1].

Pour tout = € (0,1), on a

—0" (@) Mo (2) =~y s (0) + U yn (2) + Mugia (2) — Mugyis ()
= (~ps (0) + Mugasa (0)) = (—hy o (&) + Musoso ()

= f(z,u2n42) + Mugnio (v) — (f (2, u2n) + Mugy, (7))
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D’aprés les hypotheses de réccurence et (Hg), on obtient
—v" (z) + Mv (z) > 0. (3.16)
D’autre part, on a

v (0) —agv' (0) = (uznya (0) — agusy, 14 (0)) — (uzny2 (0) — agus, 5 (0))

r1 1
= / h]_ (S) U2n+2 (S) dS + / hl (S) U2n+3 (S) dS
0

1

_ (/0” hi (s) ugn (s) ds + /1 Ay () ugns1 (s) ds)

T1

1 1
= /0 hi(s) (u2nt2 (s) — uzn (8))d8+/ h1 (8) [uzn+3 (s) — (u2n+1 ()] ds.

1
En utilisant les hypotheses de réccurence et (Hs), on obtient

v (0) — apv’ (0) > 0. (3.17)

De méme, on a

v (1) +av' (1) > 0. (3.18)

En conclusion d’aprés (3.16), (3.17) et (3.18), on a
v (z) > 0 pour tout = € [0,1].

C’est-a-dire

Ugn+2 () < ugpyq (z) pour tout x € [0,1].
D’une maniére similaire on montre que

Uon+s5 () < ugpys (z) pour tout x € [0,1],
et

Uon+4 () < ugp4s () pour tout z € [0,1],
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En conclusion, on a
Ugnt2 () < uopta () < uzpis () < ugpys (z) pour tout x € [0, 1],
et par suite, il résulte que
VneN onaa(x) <wug, (z) < ugpio () < ugpts () < ugpyr () < B (x) pour z € [0,1].

La preuve de I’étape 1 est terminée.

2¢me gtape: Il existe une constante positive C; indépendante de n € N, tel que

‘u;‘o = xrél[%)i] |uy, (z)| < C1, pour tout n € N.

Soient n € N et « € [0, 1]. Puisque w,, est dérivable sur [0, 1], alors d’aprés le Théoréme de la

moyenne, ils existent 7,, € [0, 1] tel que

Up, (1) — Un (0) = u/n (Tn) :

Alors, on a
Un g (T) = Up o (Tni2) — f (@t un (8)) dt + M (u2nt1 (1) — un (1)) dt
Tn+42 Tn4+2
ce qui entraine que
|t i ()] < Jupgs (70)] +/ | (8, un (2))] dt + M |(u2nt1 (1) = un (£))] dt
Tn+2 Tn+4+2

< ¢+ co+ocs,

ol

o1 = 2;2[%?%] (Ja(@)], 18 (2)])

o = max {|f(z,u)| 1z € [0,1] et a < u < B},
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et

s = 2M max (ja (@), |3 ).

Si on pose par définition

(1 = max <max |o/ (z)|, max |B'(x)|,c1+c2+ 03> )
z€[0,1] x€[0,1]
on obtient
|uny < Ch.

La preuve de la 2°™¢ étape est terminée.
3me gtape : La suite de fonctions (u},) est équicontinue dans [0,1].

Soient € > 0 et ¢, s € [0,1] tel que t < s, alors pour chaque n € N, on a

[tp 2 (5) = o (8)| < s — 1],

ou
L =max{|f(z,u)|: z € [0,1] et @ <u < B} +2M max (lee (@)], 18 ()]) -

Par suite si on choisit

|s—t|<L,
L+1

on obtient

|t 12 (8) = up 5 (B)] <&

Par conséquent, la suite de fonctions (ul,) est équicontinue dans [0,1].

La preuve de la 3°™¢ étape est terminée.

4°me gtape: La suite de fonctions (U2n, U2n+1)neN converge vers une quasi-solution de
(3.1).

D’aprés les Etapes 2 et 3 les suites de fonctions (ug, )nen €t (42n+1)nen sont uniformément
bornées dans C*(]0,1]) et équicontinues dans [0, 1]. Alors d’aprés le Théoréme d’Arzéla-Ascoli
il existe une sous-suite (uy(,)) de (u2n)nen qui converge dans C1([0,1]) et une sous-suite (Uy(n))

de (u2n+1)nen qui converge dans C*([0, 1)),
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Par suite il existe des fonctions U et U de classe C*([0,1]) telles que

lim  wu,pmy=Uet lim u! (n) = U,

¢(n)—-+o0 p(n)—+o0
et
lim  uppy =U et lim o =U
Y(m—too b(m)—oo 1)

Mais d’aprés la 1°¢ étape la suite de fonction (uay,),,cy est croissante et majorée et la suite de

fonction (u2,41),cy est décroissante et minorée. Alors on a

m  wop = Uy,
n—-+00

et
lim u =u".
n—-too 2n+1
Par unicité de la limite, on a
(u*7U*) = (Q’ U) :

Pour tout = € (0,1), on a

/

—uy, (¥) = ujy(a) + / " (bt (8) + M (uzn (8) — g (1)),

U1 (T) = ug,iq(a) + /x(f (t, uzn—1 (1)) + M (ugp—1 (t) — ugn+1 (t)))dt.

Maintenat si on fait faire tendre n vers 400, on obtient

(8 ugn—2 (1)) + M (uzn—2 (t) —u2n (1)) — [ (tux(t)),

f(tuzn—1 (1)) + M (ugn—1(t) —ugnt1 (t)) — f(tu" ().

D’autre part on a

dK; > 0,vne N, Vte [0, 1] , ‘f <t,u2n_2 (t)) + M(UQn_Q (t) — U9gp (t))‘ < Ky,

dKy, > 0,VneN,Vte [0, 1] s |f (t,UQn_l (t)) + M ('LLQn_l (t) — U2n+1 (t))‘ < K.
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Alors d’aprés le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a

@) = @+ [ o)
—u'(z) = u(a)+ /xf (t,u” (1)) dt

Ainsi, on obtient

—ul () = f(x,us), z€(0,1), (3.19)

—u" (z) = f(z,u*),z€(0,1).

De méme d’aprés les conditions aux limites dans (3.3) et en utilisant le Théoréme de convergence

dominée de Lebesgue, on obtient

us (0) — agutl, (0) = f3 ha (s)us (s) ds + [ ha (s)u* (s) ds
we (1) + antd, (1) = [ he (s) we (s)ds + [, ha () u* (s) ds,
u (0) — agu™ (0) = [y ha (s)u* (s)ds + [} b1 (s)us () ds
ut (1) + aru (1) = [y ha (s)u* (s)ds + [ ho (s) ux (s) ds

et par conséquent d’aprés (3.19), il résulte que le couple (us,u*) est quasi-solution solution pour
le probléeme (3.1).

La preuve de I’étape 4 est terminée.

La preuve du Théoréme est terminée. m

Comme les quasi-solutions ne sont pas des vraies solutions, il est nécessaire d’ajouter d’autre
conditions sur les fonctions f, hy et ho qui assure que u, = u* et par conséquent le probléme

(3.1) admet au moins une solution.

Sur les fonctions f et hy et ho on met les hypothéses suivantes
(Hy) La fonction u — f (x,u) est décroissante.
(Hs) [fo" ha(s)ds — frll hi (s)ds < 1.
(Hg) fy2ha(s)ds — [ ha(s)ds < 1.

On a le résultat suivant
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Théoréme 3.2 Supposons que les hypothéses (Hi) (i=1,...,6) sont satisfaites et soit (o, 5) un
couple de sous et sur solution du probléme (3.1) telle que o < 3 dans [0,1]. Alors le probléme

(8.1) admet au moins une solution

Preuve: D’aprés le théoréme 3.1, le probléme (3.1) admet une paire de quasi-solution (u.,u*)
telle que

a<u, <u* < dans [0,1].

Maintenant on pose par définition

2" () =u" () —us (z), z €0,1].

z* (x) > 0 pour tout = € [0, 1]. (3.20)

Maintenant on va montrer que

2* (z) < 0 pour tout = € [0,1].

Pour tout = € (0,1), on a

—2" (2) = flo,u") — f(2,u).

D’aprés (3.20) et I'hypotheése (Hy), on a

—2*"(x) < 0 pour tout z € (0,1).

Alors
2" (x) <max (2" (0),2*(1)).

On distingue deux cas

Premier cas: max z* (z) = 2" (0).
z€[0,1]
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r1 1
2*(0) —apz™ (0) = /0 hi(s)z* (s)ds — / hi(s)z* (s)ds

T1

< (/Ohhl(s)ds—ﬂhl(s)ds> 2" (0).

C’est-a-dire

(1 - /Om b (s) ds + /11 b (s) ds> 2*(0) — apz" (0) < 0.

Comme z* (0) < 0, on obtient

(1—/0T1h1(s)ds+/:h1(s)ds> 2 (0) < 0.

Par suite d’aprés 1’hypothése (Hs), on obtient
2" (0) <0.

Ce qui entraine que

2* (x) < 0 pour tout = € [0, 1],

et par conséquent d’aprés I'inégalité (3.20), il résulte que
z* (z) = 0 pour tout x € [0,1].

C’est-a-dire

u* (z) = ux (z) pour tout x € [0,1],
et par conséquent le probléme (3.1) admet au moins une solution.

Deuxiéme cas: max z* (z) = z* (1).
z€[0,1]
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9 1
Z*(1)+ a2 (0) = /0 ha (s) z* (s)ds — / ho (s) 2" (s)ds

T2

< (/OTth(s)ds—A:hg(S)d8> z"(1).

C’est-a-dire

(1 —/Om ho (5) ds+/7: ha (5) ds) 2 (1) +a12" (1) < 0.

Comme z* (1) > 0, on obtient

(1—/(:2 ho (s)ds+/r21h2 (s)ds) (1) <0.

Par suite d’aprés 1’hypothése (Hs), on obtient
z* (1) <0.

Ce qui entraine que

2* (x) < 0 pour tout = € [0, 1],

et par conséquent d’aprés I'inégalité (3.20), il résulte que
z* (z) = 0 pour tout x € [0,1].

C’est-a-dire

u* (z) = ux (z) pour tout x € [0,1],

et par conséquent le probléme (3.1) admet au moins une solution.

La preuve du Théoréme 3.2 est terminée. m

3.4 Application

Dans cette partie, on donne un exemple pour illustrer ’application de nos résultats.
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Exemple 3.1 On considére le probléme suivant:

—u" (z) = f (z,u), z € (0,1),
u (0) — agu’ (0) = fol hi (s)u(s)ds, (3.21)
u (1) +av’ (1) = fol ho (s) u (s) ds,

f(z,u) =sinu—2(x+1)u avec x € (0,1).
et

1 1
h1($)=§—$ ethQ(as):§—$.

Tout d’abord il n’est pas difficile de vérifier que les fonctions f, hy et ho vérifient les hypothéses
(H;) i=1,2,3.

D’autre part, pour tout = € [0, 1] on prend
a(z)=—Let f(z)=L.

(a, B) est un couple de sous et sur solutions pour le probléme (3.21) si on a
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C’est-a-dire

(0<sin(-L)+2@+1)L, ze(0,1),
0zsinL=2(+ 1)L w€(0.1),
~L< Lf02h1 dS+Lf1h1 (s)ds,
L< Lf03h2 yds+ L 1 ha (5) ds,

L>Lf02h1 ds—Lf hy(s) ds,
L>Lf dS—Lf1h2 dS
C’est-a-dire
0<sin(-L)+2(z+1)L, x€(0,1),
0>sinL—2(zx+1)L, €(0,1),

1>f02h1(s ds—f1 hi(s)d

1>fo3 hz(S)dS—f% ha (s) ds

1>f (s)ds—félhl (s) d
( (

1> f03 ho s)ds—f;lhg s)ds.
\ 3
Si on choisit

1 1
hl(x)zifxethg(x):§fm,

on obtient que (a, ) est un couple de sous et sur solutions, alors d’aprés le théoréme 3.1 le

probléme (3.21) admet un couple de quasi-solution (u,u*) telle que
—L <wu, <u* < Ldans [0,1].

De plus les hypotheses (Hi); i=1...6 sont satisfaites et par conséquent d’aprés le théoréme

3.2, il résulte que le probléme (3.21) admet au moins une solution.
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Chapitre 4

Existentce des quasi-solutions pour
certaines classes de systémes
d’équations différentielles avec des

conditions aux limites nonlocales.

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intérésse a ’existentce des solutions pour le probléme aux limites suivant

ot f:[0,1] xR? = R, g:[0,1] x R? — R sont des fonctions continues, f est croissante
en v, g est décroissante en u, h; : [0,1] — R pour i = 1,...,4 sont des fonctions continues qui

changent du signe dans [0, 1] et a; sont des nombres réels positifs pour ¢ = 0, ..., 4.
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Ce chapitre est divisé comme suit: dans la section 2 on donne quelques définitions, on énonce
et on montre le résultat principal de ce chapitre et dans la derniére section on donne un exemple
d’application.

4.2 Reésultat principal

On consideére le probléme aux limites suivant

—v"(z) = g(z,u,v), € (0,1),
Fiy (1
u (0) — apu/ (0) = fol hy (s)u(s)ds, (4.1)
w(1) 4+ arw’ (1) = [; ha (s) u(s) ds,
v (0) — agv’ (0) = [ hy (s)v (s)ds,
[ v(1) +azv' (1) = fol hy (s)v (s)ds,

Sur les fonctions f, g, h1, ha, hs et hy on met les hypothéses suivantes:

(Hy) f:]0,1]] x R—=Ret g:[0,1] x R — R sont deux fonctions continues.

(Hy) 3M; > 0 telle que la fonction w +— f (x,u,v) + Mju est une fonction croissante.
(Hz) 3M3 > 0 telle que la fonction v — g (z,u,v) + Mav est une fonction croissante.

(Hy) La fonction f est croissante par rapport a v et la fonction g est décroissante par rapport

a u.

(H5) h;:[0,1] — R est une fonction continue pour i = 1,...,4 avec h; (t) > 0,pour t € [0,7;] et
hi (t) <0, pour t € [r;,1] pour i = 1,...,4.

Définition 4.1 On dit que (u,v) est une solution de (4.1) si
(i) (u,v) € (C*([0,1]) N C2 (0, 1))%.
(ii) (u,v) vérifie (4.1).
Définition 4.2 On dit que (us, u*), (vi,v*) sont deuz couples de quasi-solutions de (4.1) si
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(i) (e, w*) € (C([0,1]) N C2(0,1))% et (vs, %) € (C1([0,1]) N C2 (0, 1))

—ull(z) = f(z,us (z) 04 (), x € (0,1),

—u™(z) = f(z,u” (z) ,v" (), z € (0,1),

—vy/(z) = gz, u” (z) ,v. (2)), € (0,1),

—v*(z) = g(x, us () ,v* (2)), © € (0,1),

ux(0) — agu), (0) = [5* hi(s)ux(s)ds + f hi(s)u*(s)ds,

(i) Uy (1) + arul, (1) = [2 ho (s) ux (s) ds + f ha (s) u* (s) ds,
u* (0) — apu* (0) = [,' b1 (s)u* (s)ds + fn hi (s) ux (s)ds
u* (1) + aru® (1) = [[? ha (s) u* (s) ds + fTIQ ha (s) uy (s)ds

04(0) — agv}, (0) = [i° hg s)vi(s)ds + frlg hs(s)v*(s)ds,

vy (1) + agvl, (1) = fom hy (8) vi (s)ds + fr14 hy (s) v* (s) ds,
v* (0) — agv* (0) = [ hs (s)v* (s)ds + frlg hs (s) vs (s)ds
| vt (1) +agv” (1) = [ h4 (s)v* (s)ds + [ ha(s)vs (s)ds

Définition 4.3 On dit que (u,w), (v,v) sont deux couples de sous et sur solutions de (4.1) si

i) (u,m) € (C*([0,1]) N C?(0, 1))2 et (v,v) € (C*([0,1]) N C? (0, 1))2.
—u(z) < f(z,u,v), = € (0,1)
—u"(z) > f(z,w,v), z € (0,1),
—v"(z) < g(z,w,0), =€ (0,1),
70" (x) > g(z,u,0), v € (0,1),
u(0) — age (0) < f3* ha(s)u(s)ds + [\ ha(s)u(s)ds,
i) LD+l (1) <[5 ha(s)u(s)ds + f, ha()(s)ds,
u(0) — ag®’ (0) > [5* hi(s)u(s)ds + fr11 hi(s)u(s)ds,
(1) + ar®@ (1) >[5 ho(s)u(s)ds + [ ha(s)u(s)ds,
v(0) — azv’ (0) < [ ha(s)u(s)ds + [, ha(s)o(s)ds
v(1) + az’ (1) < [3* ha(s)u(s)ds + [ ha(s)0(s)ds
(0) — ag?’ (0) > [7° hs(s)T(s)ds + [. ha(s)u(s)ds,
| T(1) + as? (1) > fy* ha(s)0(s)ds + [, ha(s)v(s)ds
On a le résultat suivant
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Théoréme 4.1 On suppose que les hypothéses (H;)i—;, .. 5 sont satisfaites et soit (u,u), (v,?)
deuz couples de sous et sur solutions de (4.1) sachant que u < T et v < T dans [0,1]. Alors le

probléme (4.1) admet deuz couples de quasi-solutions (u, u*), (vi,v*) tels que

B
IA
g
IA

<@ dans [0,1],

et

I
IN
IN

< v dans [0,1].

Preuve: La preuve est donnée en plusieurs étapes.

On définit les suites de fonctions (un)n>0, (Un)n>0 comme suit

et
_ug+2 ($)+Mun+2 (‘T) = f(x7umvn)+Mun( )7 (071)7
Un+2 (0) — agup, 5 (0) = [o* h1 (s)un (s)ds + f h1 () unt1 (s) ds, (4.2)
Unt2 (1) + a1l o (1) = [3° ha (s) up (s) ds + f ha (8) up+1 (s) ds,
_Ug+2 (:U) + M'Un+2 (x) =g (xaun-l-lavn) + Mvn (x) , TE (07 1) 9
Unt2 (0) — agvly 15 (0) = f3* hy (s)vn (s)ds + [ hs (s) vnta (s) ds, (4.3)
Utz (1) + asv), o (1) = [3* ha (s) vn (s)ds + frl4 ha (S) Upy1 (s) ds.
1%r¢ gtape : Pour tout n € N, on a
Ugn < Ugnt2 < U2n+3 < Ugptr dans [0, 1],
et
Van < Vapt2 < Vapy3 < U2p41 dans [0,1].
Soit

wo (x) 1= ug (x) —up (x) et 2o (z) :==v2 (z) —vo (x), x € [0,1].

63



D’aprés (4.2), (4.3) et en utilisant la définition 4.3, on a

et

—wf (z) + Mywo (z) > 0, z € (0,1),
wo (0) — agwy (0) > 0,
wo (1) + aywy (1) > 0,

—z{ () + Mazp (z) > 0, x € (0,1),
20 (0) — a2z (0) > 0,
20 (1) +azz; (1) >0,

D’aprés le Lemme 2 du chapitrel, on obtient

wo () > 0 et 2o (z) > 0, pour tout = € [0,1].

C’est-a-dire

up < ug et vg < vp dans [0,1]. (4.4)

D’une maniére similaire on montre que

us < up et vy <o dans [0,1]. (4.5)

Puis on pose

p1(z) = (z) —uy (z) et @1 (x) = v () — vy (z), z € ]0,1],

alors d’aprés (4.2) et (4.3), on a

)
—pf (z) + Mip1 (2)

< f(m,uo () ,v0 (7)) + Myug (z) — f(x,u1 (z),v1 () — Mius (z), = € (0,1),
p1(0) — aop} (0) < [ ha(s) (uo (s) — u1 (s)) ds + [* ha(s) (ua (s) — ug (5)) ds,
pr(1) + arph (1) < fy? ha(s) (uo (s) — ua (s)) ds + [, ha(s) (ua (s) — uo (5)) ds,
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et

—qf (x) + Maq: ()

< g(z,uy (z) v (x)) + Mavg (2) — g(z,uo (), v1 () — Mavy (z), = € (0,1),
q1(0) — a2q; (0) < f3* ha(s) (v (s) — v (s)) ds + [, ha(s) (v1 () — v (s)) ds
(1) + azgy(1) < f3* ha(s) (vo (s) — v (5)) ds + [ ha(s) (v1 (s) — v (s)) ds

Puisque up = u < T = u; et vg = v < ¥ = v; dans J et en utilisant les hypotheses (H;)i=1,. .,

_UO(
— o (

on obtient
Py (z) + Mip1 (z) <0, z € (0,1),
p1(0) — agpy (0) <0,
p1(1) +apy (1) <0,
et

—qf (x) + Maqy (x) <
q1(0) — a2q1(0) <0,
q1(1) + azqy (1) <0.

z € (0,1),

Alors d’aprés le Lemme 2 du chapitrel, on a

p1(z) <0 et g1 (x) <0, pour tout x € [0,1].

C’est-a-dire

ug < up et ve <o dans [0,1]. (4.6)

Maintenant on montre que

ug < ug et vo < vz dans [0,1].

Pour cela on pose

p3 () = ug (x) —uz (z) et g3 (z) =v2 (x) —v3 (), z € [0,1].
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Alors d’aprés (4.2) et (4.3), on a

—p (z) + Mips (z)

= f(z,uo (2),v0 (z)) + Miug (z) — f(z, w1 (2),v1 (x)) — Myui (z), = €(0,1),
p3(0) — aops (0) o ha(s) (uo (s) = ur (s))ds + [, ha(s) (w1 (s) = us (s)) ds,
p3(1) +aips (1) = fo ha(s) (uo (5) — ua (s)) ds + [} ha(s) (ur (s) — ua (s)) ds,

et

—q{ () + Maq (2)

= g(z,u1 (x) ,vo (x)) + Mavo () — g(z,u2 () ,v1 (z)) — Mav1 (x), z € (0,1),
g3(0) — az4(0) =[5 ha(s) (vo (s) — v1 (s))ds + [, ha(s) (v1 (s) — va (5)) ds,
gs(1) + ags(1) = [3* ha(s) (vo (s) — v1 (s)) ds + [ ha(s) (v1 (s) — va (5)) ds.

Puisque up < ug < uy et vg < vg < vy dans [0, 1] et en utilisant les hypotheses (H;)i=1, 5, on

(
(

obtient
—p3 () + Mips (z) <0, z € (0,1),
p3(0) — aop3 (0) <0,
p3(1) + a1ps (1) <0,

et

Par suite d’aprés le Lemme 2 du chapitrel, on a

ps () <0 et g3 () <0, pour tout x € [0,1].

C’est-a-dire

ug < ug et vg < vz dans J. (4.7)

En conclusion d’aprés (4.4), (4.5), (4.6) et (4.7), on obtient

uo < ug < ugz <wy dans [0,1] et vg < wve < wg < wy dans [0,1].
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On suppose que pour un n > 1 fixé, on a
Ugn < Ugnyo < U2pys < ugpy1 dans [0, 1], (4.8)

et

Von, < Vapt2 < Vapyg < Vap41 dans [0, 1], (4.9)

et on montre que

Uont2 < Ugnta < Uzpts < Ugpys dans [0,1],

et

Von42 < Vantd < Vangs < V2,43 dans [0,1].

Preuve: Pour cela on pose
Wyt1 (%) 1= Uznta (T) — U2tz (), z € [0, 1],
et

Znt1 (%) := vapya () — vonyo (2), z € [0,1],

alors d’aprés (4.2) et (4.3), on a

[l (@) + Mywng (2)

= f(z, uzn+2 (2) , vant2 () + M (uznt2 (z) — uzn (2)) — f(2,u20 (%) , 020 (2)), = € (0,1),

wn41(0) = agw)y 1 (0) = fg" ha(s) (uznya(s) — uan(s)) ds + [} ha(s) (uznta(s) — uani1(s)) ds,
) — tzan(s)) ds + [} ha(s) (uznis(s) — uans1(s)) ds,

(Wnt1(1) + arw), 1 (1) = [ ha(s) (uzn+2(s

et

( 1"
—Zp 11 (@) + Maznia ()

= g(x, u2n+3 () , vant2 (7)) + M2 (vant2 (7) — v2n (2)) — g(7, u2n+1 (), v2n (), € (0,1),
2n11(0) — a2, 1(0) =[5 ha(s) (vans2(s) — van(s)) ds + [} ha(s) (v2n+3(s) — vanta(s)) ds,
Zni1(1) +aszl, (1) = [ ha(s) (vant2(s) — van(s)) ds + [ ha(s) (vany3(s) — vant1(s)) ds.
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En utilisant les deux hypothéses de récurrences (4.8) et (4.9) et les hypotheses (H;)i—1,.

obtient
—Wp 41 (7) + Miwny (2) 20, 2 € (0,1),
w1(0) — agwlyy (0) > 0,
wnt1(1) +a1wy gy (1) 20,

et

fz;:_H () + Mazp4q1 () >0, x € (0,1),
Zn41(0) — a22;,4,(0) > 0,
fnit(1) 4 g2y (1) 2 0

Alors d’aprés le Lemme 2 du chapitrel, on a

Wn+1 () >0 et 2,41 (x) > 0, pour tout x € [0,1].

C’est-a-dire

U2n42 < Uzniq et Vapy1 < V2,44 dans [0,1].

D’une maniére similaire on montre que

Uzn+s < U2p43 dans J et vg, 5 < V2,43 dans J,

Ugnt4 < Ugny3 dans J et vayqq4 < V2,43 dans J,

et

Uon+4 < Ugpts dans J et vopq < vop45 dans [0,1].

Alors d’aprés (4.10), (4.11), (4.12) et (4.13), on a
U2n42 < Uznta < Usngs < Uzpqs dans [0, 1],
et

Vony2 < Vonyd < Vonys < V2,43 dans [0, 1].
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Par suite pour tout n € N, on a
Uzp < Ugnt2 < Ugpg3 < Ugpgq dans [0,1],

et

Van < Vapt2 < Vapy3 < U2n41 dans [0,1].

La preuve de la 1°T® étape est achevée.

2¢me gtape: Il existe une constante positive C; indépendante de n € N, tel que

‘u'n‘o = max] ’u;l (:c)‘ < (4, pour tout n € N.

z€[0,1

Soient n € N et z € [0, 1] .Puisque u, est dérivable sur [0, 1], alors d’aprés le Théoréme de la

moyenne, ils existent 7,, € [0, 1] tel que
U, (1) — up (0) = u;L (Tn) -

Alors, on a
iy (&) =y (o) — | F (borin (8)vn (8)) 4+ M, / " (s () — g () dt

Tn4+2 Tnt+2

ce qui entraine que

tng2 (@) < [ugi (Tato)] +/ |f (tun (), vn (t))\dtJer/ [(uznt1 (8) = un (2))] dt
Tn+2 Tn+2
< c1+cptes,
ou
p— 2 U
¢ =2 max, (lu ()], [@(z)])
¢y = max {|f(z,u,v)|:x €[0,1],u<u<uetv<v <},
et
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Si on pose par définition

C = ! ) u b )
1 = max <xlél[%§] ‘E (93)’ mrg[%ﬁ} }U (x)‘ c1+c2+ 03)

on obtient m

|U;1‘0 <Ci.

La preuve de la 2¢™¢ étape est terminée.

3¢me gtape: Il existe une constante positive Cy indépendante de n € N, tel que

vl | = max |[v) (z)| < Cy, pour tout n € N.
‘ n‘o }‘ n( )

z€(0,1

La preuve est similaire a celle de la 2°™¢ étape.

48me gtape : La suite de fonction (u!,) est équicontinue dans [0, 1] .

Soient € > 0 et ¢, s € [0,1] tel que t < s, alors pour chaque n € N, on a
‘U;H-? (s) — U;L-I—Q (t)‘ < L|s—t|,
ou
L =max{|f(z,u,v)]:z €[0,1],u<u<muetv<v<T} +2M1x1é1[%§] (lu(2)|, T (x)]).

Par suite si on choisit

on obtient

|u/n+2 (s) — U;z+2 (t)‘ <E&.

Par conséquent, la suite de fonction (u/,) est équicontinue dans [0, 1] .La preuve de la 4°™° étape
est terminée.
5éme

étape : La suite de fonction (v),) est équicontinue dans [0, 1].

La preuve est similaire & celle de la 4°™¢ étape.
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6°™me gtape: Les suites des fonctions (uzn, van)nen €t (U2ni1,V2nt1)nen convergent vers
deux couples de quasi-solutions de (4.1).

D’aprés les Etapes 2, 3, 4 et 5 les suites de fonctions (u2n)nen, (U2n+1)nenN, (V2n)neN
et (vant1)nen sont uniformément bornées dans C1([0,1]) et équicontinues dans [0,1]. Alors
d’aprés le Théoréme d’Arzéla-Ascoli il existe une sous-suite (uy(,)) de (u2n)nen qui converge
dans C([0,1]), une sous-suite (Up(n)) de (uzni1)nen qui converge dans C'([0,1]), une sous-

suite (vg(n)) de (van)nen qui converge dans C*([0,1]), et une sous-suite (vs(n)) de (Van41)nen

qui converge dans C1([0,1]).

Preuve: Par suite il existe des fonctions U, U, V et V de classe C1([0,1]) telles que

lim  wuyy) = Uet lim o, ,=U,
p)—too LT T pmymeo ) T

lim  wy,m = Uet lim o :U,,
b(m)—too b(m)—too VM)

lim vy, = Vet lim o, =V
dmy—too T gy P T

et

. o . / v
) oo 1) = VO P =V

Mais d’aprés la 1°¢ étape les deux suites de fonctions (ugn),cy €t (va2n),ey sOnt croissantes et

majorées et les deux suites de fonctions (u2n+1)n€N et (v2n+1) neN sont décroissantes et minorées.

Alors on a
im w9, = U,
n—-+o0o
lim wgpi1 = ub,
n—-+o0o
lim wve, = vy,
n—-+oo
et

nEIJPoo Vantl = U
Par unicité de la limite, on a
(Ug,u™) = (Q, U) et (ve,0*) = (K,V) )
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Pour tout « € (0,1), on a

7u/2n (33)
_ul2n+1 (:U)
_vén (x)

_UénJrl (l’)

—uy,(a) + /m(f (t, uzn—2 (1), van—2 (t)) + M (ugn—2 () — uzn (t)))dt,
—U, 4 1(a) + /x(f (t, ugn—1(t) ,v2n—1 (1)) + M1 (uzn—1 (t) — uzn+1 (t)))dt,
(@) + [ (9 (831 0) 022 )+ Mo (om0 (1) = v ()i,

— Vg, 41(a) + /I(g (t, u2n (t) s van—1(t)) + Mz (van—1 () — vont1 (t)))dt.

Maintenat si on fait faire tendre n vers 400, on obtient

f(tugn—2 (t) , v2n—2 () + M1 (ugn—2 () —u2n (1) — f (s (t), 04 (1)),
St ugn—1 (t) , v2n—1 () + M1 (ugn-1 (t) — uzny1 (1) —  f(u”(E), 0" (1)),
g (t,uzn—1 (1), van—2 (£)) + Ma (van—2 () —v2n (1)) — g (t,u” (), 04 (1)),
g (t,uzn (t) ,van—1 (8) + Mz (v2n—1 (t) —vant1 () — g (E us (8) 07 (7))

D’autre part on a

K7 > 0,Vne N, Vte[0,1], |f (¢, uzn—2 (t),von—2(t)) + M (ugn—2 (t) — uay (t))| < Ky,
Ky > 0,Vne N, Vte [0,1], |f (¢, uzn—1(t),v2n-1(t)) + M (ugn—1 (t) — uznt1 (1)) < Ko,
K3 > 0,Vn €N, Vt€[0,1], |g(t uzn—1(t),van—2 (t)) + Mz (van_2 (t) — van ()| < K3,
dKy > 0,VneN,Vte[0,1], |g(t,uz, (t),v2n—1 (1)) + M2 (v2n—1 (t) — v2nt1 (1)) <
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Ainsi, on obtient

! (2) = f(z,unvy), z€(0,1), (4.14)
(@) = f(z,ut ), T e (0,1),
—v () = g(z,u" ),z €(0,1),
v (z) = g(wu,v"), z € (0,1).

De méme d’aprés les conditions aux limites dans (4.2), (4.3) et en utilisant le Théoréeme de la

convergence dominée de LEBESGUE, on obtient

S3
>

() () ds + [ b () (5) ds
2 () e () ds + [, o (s) <s>
= Jo b (s)u* (s)ds + [} ha (s
= fy? ha (s)u* (s)ds + [, ha (s
(5)ve (s)ds + [} 3 (s)v* (s)ds,
) ) v* (s)

u* (s

S3
N
>

— —
IS
*
—~ o~
»

vy (1) + agvl, (1) = [5* ha(s) vy (s)ds + fT14 ha (s)v* (s) ds,
v* (0) — agv* (0) = [3° ha (s) v* (s)ds + frls hs (s) vi (s) ds,
v* (1) + agv™ (1) = [5* ha () v* (s)ds + [ ha(s)vs (s)ds

et par conséquent d’aprés (4.14), il résulte que le couple (us,u*) est quasi-solution solution pour
le probléeme (4.1).
La preuve de la 6°™¢ étape est terminée. m

La preuve du Théoréme est terminée. m

4.3 Application

Dans cette partie, on donne un exemple pour illustrer I’application de nos résultats.
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Exemple 4.1 On considére le probléme suivant

(4.15)

ol

f (z,u,v) = sinu—4u +v+ (2+x)° pour tout z € (0,1),

g(z,u,v) = cosv—4v —u+z*+ 2z + 6 pour tout x € (0,1),

et

ot k est une constante réelle positive et i =1, ..., 4.
Tout d’abord il n’est pas difficile de vérifier que les fonctions f,g et h; pour i = 1,...,4
vérifient les hypothéses (H;) i=1,...,5.

D’autre part, pour tout z € [0, 1], on prend

uw(x)=v(x)=zectu(x)=1(x) =4
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) sont deuz couples de sous et sur solutions du probléme (4.15) si on a

u,u), (v,

(

), z€(0,1),
), z € (0,1),
), x € (0,1),

T1
0

u(0) — agw’ (0) < |,

x,u,v

z,u,v

u,v

_iﬁ(m) > g(x,

hi(s)u(s)ds,

1
T1

(s)ds + [

u

ha(s)
ha(s)
ha(s)
ha(s)
h3(s)
ha(s)
hs(s)
ha(s)

ha(s)u(s)ds,

1
T2

(s)ds+ [

U

o
0

w(l) + a1/ (1) < |,

hi(s)u(s)ds,

1
r1

(s)ds + [

u

T1
0

=

(0) — aou’ (0)
(1) + a1 (1)

ha(s)u(s)ds,
ha(s)0(s)ds,

1
T2

(s)ds + [

u

T2
0

=

(s)ds + frlg
(s)ds + [

3
0 v

v(0) — agv’ (0) < [,

ha(s)v(s)ds,

1
T4

v

T4
0

v(1) +asv' (1) < |,

hs(s)v(s)ds,

1
r3

(s)ds + [
(s)ds+ [,

v

T3
0

J

(0) — a2v" (0)
(1) + as? (1)

ha(s)v(s)ds.

1
T4

v

T4
0

> J;

car:

sinz + 22+ +4, v (0,1),

< f(z,u,0) =
f(

0
0
0

sind +4x + 22 -8, x € (0,1),

)
)
)

x,u,v

>

cost+1+ (z—1)%, z€(0,1),

Sg(xaaag =

cosd + % +x—10, z € (0,1),

U, v) =

g(z,
25k
—ag < 78

0>

25k
l+a <55

29k
48

4>

29k
48

4>

25k
—a2 < g

25k
1+a3§478

29k
48

4>

29k
48

4>

Alors st on choisit 2 < k <6 et

25k
-1
48 ’

<

—1 etasg

25k
— 48

a1<
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on obtient que (u,u)et (v,v) deuxr couples de sous et sur solutions et par suite d’aprés le

théoréme 4.1 le probléme (4.15) admet deux couples de quasi-solutions (us,u*), (vi,v*) tels que

I
IN
IN

us < u* < dans [0,1],

S
IN
<

IN

v* <7 dans [0,1].
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, en utilisant la méthode des sous et sur solutions couplée avec la technique
itérative, on a étudié existence des solutions pour certaines classes d’équations différentielles
avec conditions initiales nonlocales ou aux limites nonlocales et de systémes d’équations dif-
férentielles avec conditions initiales nonlocales ou aux limites nonlocales.

Donc il est intéressant de compléter cette étude par :

1/ Montrer Pexistence des solutions dans le Chapitre 4 qui est un probléme ouvert.

2/Trouver des méthodes numériques adéquates a nos résultats.

3/ L’étude de l'existence des solutions pour le probléme suivant:

—u’ () =f (z,u u,) ;2 €(0,1),
u (0) — apu/ (0) = fol hi (s)u(s)ds,
w(1) +a’ (1) = [ ha (s)u(s)ds,

ou f:[0,1] x R?2 > Ret h;: [0,1] — R pour ¢ = 1,2 sont des fonctions continues et ag, a1 sont
deux nombres réels positifs.

4/ Faire les mémes travaux dans le cas ou la sous solution est supérieure ou égale a la sur

solution.

5/ Faire la méme étude dans les espaces de BANACH.
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Annexe

Ensembles équicontinues.(Voir [63, Chapitre XIV page 313]).

Soient (E,d;) et (F,ds) deux espaces métriques, et soit § (E, F') ’ensemble de toutes les
applications f : EF — F.

Définition 1: Une partie H de § (E, F') est dite équicontinue en x € E si

Ve > 0,30 >0,Vy € E\Vf e H :dy(x,y) <d=da(f(x), f(y)) <e.

Définition 2: Une partie H de § (E, F') est dite équicontinue sur E si elle est équicontinue
pour tout x € F.

Théoréme (Théoréme d’Arzela-Ascoli, ou de Ascoli-Arzela (Voir [63, Chapitre
XIV page 313])).

Soit (K, dy) un espace métrique compact, et soit (F, dz) un espace métrique quelconque. On
considére ’espace métrique C (K, F') des applications f : K — F continues sur K, muni de la
distance uniforme d (f, g) = supda (f (z),g (z)).

Soit H une partie de C' (?(E,I%) Alors on a

L’adhérence de H est compacte dans C (K, F') si et seulement si
i) H est equicontinue sur K.
Et

ii) Pour tout = dans K, 'ensemble H () = {f (z) : © € K} est d’adhérence compacte dans
F.

Remarque
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Si F' = R, pour vérifier la seconde condition, il suffit de montrer que H (x) est bornée.
Théoréme (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue (Voir [14, Théoréme
IV. 2 page 54]).

Soit I un intervalle de R et soit (f,,) une suite de fonctions de L' (I). On suppose que

i) fu(z) — f () p. p. sur [,

ii) il existe une fonction g € L' (I) telle que pour chaque n, |f, (z)| < g (z) p.p. sur I.

Alors f € L' (1) et ngrfoo fn () de = /f () dzx.
T

I
Fonctions a variation bornée (Voir [14]).

Définition. Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I — R est dite & variation bornée

'l existe un nombre réel A tel que

S O1f (@) = fwin)| < A,

=1

pour toute suite xg < 1 < ... < xp, de I.
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