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Introduction

Dans les derniéres années, beaucoup d’attention a été accordée aux problemes non
locaux puisqu’ils apparaissent dans des phénomenes physiques comme la théorie de
I’élasticité non linéaire, la biologie, la diffusion de la chaleur,... . Parmi ce genre de
problémes, on trouve les problemes de type Kirchhoff !, qui se connaissent par la pré-
sence du terme : M ([, |Vu|?)Au.

Le but de ce mémoire, basé essentiellement sur les articles [1], [5] et [10], est I’étude
mathématique de quelques équations aux dérivées partielles elliptiques de type Kir-
chhoff. Ce mémoire comporte trois chapitres :

Chapitre 1 :

Rappel de quelques notions sur les espaces de Sobolev et les méthodes de résolution,
ainsi que des théoremes et propositions utiles pour la suite.

Chapitre 2 :

Etude de Dexistence, 'unicité ou la positivité de solution pour trois problémes de type
Kirchhoff.

Chapitre 3 :

Etude de existence d’une solution positive pour un probléme de type Kirchhoff avec
un terme singulier.

1. Gustav Robert Kirchhoff (né le 12 mars 1824 a Konigsberg, en Prusse Orientale et décédé a
Berlin le 17 octobre 1887) est I'un des plus grands physiciens du XIX¢ siécle, avec des contribu-
tions essentielles a ’électrodynamique, la physique du rayonnement et la théorie mathématique de
I’élasticité.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces de Sobolev

Définition 1.1
Soit 2 C RN un owvert, m € N*,p € R avec 1 < p < oo, = (a1, a9, ...,ay) avec
a; entier positif et i =1,2,..., N, on pose |o] = a1 + a2+ ... +ay et

aa1+a2+...+aN

Do =
T R

¢

L’espace de Sobolev' W™P(§2) est défini par :

u € LP(02) : Vo avec |a| < m,3gq € LP(12) telque :
WmP(0) =
JouD¢ dx = (=1)*l [ gatp dz V¢ € C5°(02)

muni de la norme
lullwmoy= > I DY |l 1o) -

laj<m

Définition 1.2
L’espace WP (82) est ladhérence de C3°(82) dans WP (£2) i.e :

Remarque 1.1
On note souvent : H™(£2) = W™2(§2) et HJ*(2) = W(?%Q(Q)'

1. Serguei Lvovitch Sobolev (6 octobre 1908 - 3 janvier 1989) est un mathématicien et physicien
atomique russe de I’époque soviétique.



1.2. FORMULES DE GREEN : 5

Théoréme 1.1 (Rellich-Kondrachov?)[2]
Soit 2 C RY un ouvert borné de classe C'. Alors on a les injections compactes
suivantes :

sip< N;WP(02)c LI(N),Vqe|
sip=N; WLP(Q2) C LI(2),Vq € |
sip>N; WP(02)c C().
Théoréme 1.2 [2]
L’espace WP (£2) est un espace de :
e Banach pour 1 < p < +4o0.
e séparable pour 1 < p < +o0.
o réflexif pour 1 < p < +o0.

Proposition 1.1 (Inégalité de Poincaré?)[?]
Soit 2 C RN un ouvert borné, alors il existe C(£2) > 0 telle que :

lull 2< C(2) | Vullzz . Yu € H(£2).

Une conséquence tres importante de cette inégalité est que ;
|ul|= ||Vul| 2 est une norme pour HE(12).

1.2 Formules de Green :

Théoreme 1.3
Soit 2 € RN un ouvert borné de classe C. Alors si u,¢ € H'(£2) on a la formule
de Green* suivante :

/988:: __/ You; dx+/ ugn; ds Vi=1,..,N

otin = (n1,m2,...nn)" est la normale extérieure a 2.
Cette formule est la généralisation de Uintégration par parties dans RY.

2. Franz Rellich (September 14, 1906 — September 25, 1955) était un mathématicien Allemand-
Australien. Il a beaucoup contribué en physique mathématique, en particulier en mécanique quan-
tique et théorie des équations aux dérivées partielles.

3. Jules Henri Poincaré est un mathématicien, physicien, philosophe et ingénieur francais, né le
29 avril 1854 a Nancy et mort le 17 juillet 1912 & Paris.

4. George Green (juillet 1793 - 31 mai 1841) est un physicien britannique. Il est 'auteur d’un
essai sur 'application de ’analyse mathématique aux théories de 1’électricité et du magnétisme paru
en 1828. Cet essai introduit plusieurs concepts importants, parmi lesquels un théoréeme similaire au
théoreme de Green, une idée des fonctions potentielles telles qu’elles sont maintenant utilisées en
physique et 1’idée de ce qui est maintenant appelé les fonctions de Green.



6 1.3. NOTION DE SOLUTIONS :

Corollaire 1.1
Soit u € H?(82) et ¢ € HY(£2) alors

—/QAuqbd:c:/QVuV<bda:—/anZ¢ds

avec gz = (Vu,n).

1.3 Notion de solutions :

La résolution des équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles meéne
a plusieurs types de solutions, on cite par exemple : solutions classiques dites parfois
fortes, solutions faibles, solutions entropiques ... .
On s’intéresse ici aux solutions faibles qui vérifient I’équation au sens des distribu-
tions.

Exemple 1.1
Soit 2 C RN un owvert borné de classe C'. On considére le probléme suivant :

—Au = g(z,u) dans 2
1.1
{ u =0 sur 0f2. (1.1)

Multiplions les deux membres de l’équation par ¢ € H&(Q) et intégrons sur 2, on
aura :

—/QAu ¢ dx = /Qg(x,u)qb dr V¢ € Hy(12),
en utilisant la formule de Green on trouve :
/wa - /Qg(x,um dr Vo e HY(Q).

cette écriture s’appelle la formulation variationnelle du probleme, et sa solution
est la solution faible du probléme (1.1).
Dans ce qui suit on appelle tout simplement "solution" au lieu de "solution faible’.



1.4. METHODE VARIATIONNELLE 7

Apres avoir défini la notion de solutions, citons quelques méthodes de résolution
utilisées dans ce travail.

1.4 Méthode variationnelle

Soit E un espace de Banach, V' C E un ouvert et J : £ — R une fonctionnelle
de classe C'1.

Définition 1.3 [7]

e On dit que u € V est un point critique de J si J'(u) = 0.
St u n’est pas un point critique, il est dit un point régulier de J.

e Siu €V est un point critique de J alors le réel ¢ vérifiant J(u) = c est dit
valeur critique de J sinon c est une valeur réguliere.

o Une suite (uy,) C E est une suite de Palais-Smale® pour J si :
| J(un)| <c et || (up)|pr— 0
e On dit que la fonctionnelle J vérifie la condition de Palais-Smale, si de toute
suite de Palais-Smale on peut extraire une sous-suite convergente.
Expliquons la méthode variationnelle par I'exemple suivant :

Exemple 1.2
Considérons le probléme (1.1).
Une solution de ce probleme est une fonction u € H}(£2) telle que :

/QVqub dm:/ng(x,u)gb dr Vo € HY(0),

posons
J(W)(9) = [ VuVedr— [ g(r,u)¢ da
donc

J(u) = ;/Q|Vu|2 dx—/QG(:U,u) dx

avee G(z,u) = [ g(x,t) dt.
J est dite la fonctionnelle d’énergie.

5. Richard Sheldon Palais (né le 22 Mai 1931) est un mathématicien spécialisé en géométrie.
Stephen Smale (né le 15 juillet 1930 & Flint, Michigan) est un mathématicien américain, lauréat de
la médaille Fields en 1966, récompensé pour ses remarquables travaux en topologie différentielle.



8 1.4. METHODE VARIATIONNELLE

La méthode variationnelle consiste alors a chercher un point critique de la fonc-
tionnelle d’énergie, qui sera une solution de la formulation variationnelle grace a la
proposition suivante :

Proposition 1.2 [3/
Si J: E — R admet un minimum relatif au point uw € V, et si J est différentiable
au point u, alors w est un point critique de J.

Preuve 1.1

Dans le cas ou EE = IR, on observe que s’il y a un minimum, la dérivée a droite
Jy(u) > 0, et la dérivée a gauche Jy(u) < 0. Comme par hypothése J admet une
dérivée au point u, on a J'(u) = Jy(u) = Jg(u), d’ou J'(u) = 0.

Dans le cas d'un ouvert V.C E, on choisit arbitrairement un élément h € E ; consi-
dérons la fonction f(t) = J(u+ th) de la variable réelle t, définie pour |t| < e
assez petit. Alors [ admet un minimum relatif pour t = 0, donc f'(0) = 0; or
f'(t) = J(u+th)h, donc J'(u)h = 0. Ceci est vrai pour tout vecteur h € E, on
conclut que Uapplication linéaire J'(u) : E — R est nulle.

Théoréme 1.4 (Théoréme du col)[7]

Supposons que la fonctionnelle J vérifie la condition de Palais-Smale, et que :
e J(0) =0,
e il existe R >0 et a > 0 tels que si ||u]|= R, alors J(u) > a,
o il existe ug € E tel que ||up||> R et J(uy) < a.

Alors J admet une valeur critique c telle que ¢ > a. De fagon plus précise, si on pose

B ={peC([0,1],X); (0) =0, (1) = uo}

et

— inf J(o(1)).
¢= inf max (¢(t))

Alors ¢ est une valeur critique de J.

Théoréme 1.5 (Multiplicateurs de Lagrange®) [7]

Soient Jy,Jo : E — R deux fonctionnelles de classe C'(E) et D I’ensemble des
contraintes donné par D = {u € E : Jo(u) = 0}.

On suppose que Jo(u) # 0. Alors s’il existe ug € D tel que Ji(ug) = 3211)1‘]1 (u), alors

il existe X € R tel que Ji(ug) = AJy(up).

6. Joseph-Louis Lagrange, né a Turin en 1736 et mort a Paris en 1813, est un mathématicien,
mécanicien et astronome italien naturalisé francais.



1.5. METHODE DE GALARKIN 9

1.5 Méthode de Galarkin

Soit V' un espace de dimension infinie sur lequel on cherche a résoudre une équation
aux dérivées partielles, et soit {V;};en C V' une suite croissante de sous-espaces V; de
dimension 4. L’idée de la méthode de Galarkin” est de résoudre le probleme d’abord
dans V;, qui est de dimension fini, et apres on passe a la limite en faisant tendre
la dimension des espaces d’approximation vers 'infini pour obtenir une solution du
probléme de départ.

La proposition suivante est utile dans cette méthode :

Théoréme 1.6 (Point fire de Brouwer?)
Toute application continue d’un compact de RN dans lui méme admet un point fize.

Proposition 1.3 /8]

Soit F': RN — RY une application continue telle que (F(v),v) > 0 pour |v| = r,
ot {.,.) est le produit scalaire usuel dans RN et |.| est sa norme correspondante. Alors
il existe vg € B(0) tel que F(vg) = 0.

Preuve 1.2
Supposons que F(v) # 0 dans B, (0), et considérons lapplication continue :

g: B, (0) — B,(0)

r
v — —F(U) '
[F(v)]
D’aprés le théoréme précédent, il existe v € B, (0) tel que v = —F(v) ‘FZ )
v
d’ou |v| =r.

Prenons maintenant le produit scalaire :

<U’U> - <F(U)>U> = <F(U)>U> = _T|F('U)| <0

or (F(v),v) >0, contradiction, ainsi il existe vg € B, (0) tel que F(vg) = 0.

7. Boris Grigorievitch Galerkin, né le 4 mars 1871 & Polotsk (Empire russe, aujourd’hui en Bié-
lorussie) et mort le 12 juillet 1945 & Leningrad, est un mathématicien et un ingénieur russe puis
soviétique, réputé pour ses contributions a 1’étude des treillis de poutres et des plaques élastiques.
Son nom reste 1ié a une méthode de résolution approchée des structures élastiques, qui est I'une des
bases de la méthode des éléments finis.

8. Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) est un mathématicien néerlandais.
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1.6 Principes de maximum

Théoreme 1.7
Soient 2 C RN un domaine borné de classe C1 et w € H(82) telle que :

—Au >0 dans {2
u >0 sur 0f2.

Alors u >0 dans §2, et s’il existe xg € 2 tel que u(xg) > 0 alors u > 0 dans 2.

Corollaire 1.2 (Principe de comparaison)
Soient uy,uy € H(92) telles que :

—Au; > —Auy dans {2
up > U9 sur 0f2.

Alors up > ug dans §2, et s’il existe zg € 2 tel que ui(xg) > uz(xo) alors uy > usg
dans §2.

1.7 Valeurs propres et fonctions propres du lapla-

cien

Soit 2 € RY un ouvert borné. Considérons le probléme suivant :

—Au = \u dans (2
u =0 sur 0f2.

Théoréme 1.8 [0/
e Les valeurs propres de (—A, HY(£2)) sont réelles.

e (les valeurs propres constitue une suite croissante,
D<A <A< A<,

et

)‘k — OQ.
k——400

Il existe une base orthonormale {1y }32, de L*(£2), avec 1y € H}(£2) est une
fonction propre associée a Ay, i.e

— A, = Ny, dans (2.



1.7. VALEURS PROPRES ET FONCTIONS PROPRES DU LAPLACIEN

Remarque 1.2
Par la théorie de régularité, 1y, € C™(£2) (et vy, € C®(82) si £2 est de classe C!),
pour k =1,2,... .

Proposition 1.4 (Inégalité de Hardy®-Sobolev)
Soit u € H{(£2), alors J)‘—% e L1(2), ou é =1i- (1;[A), 0 <\ <1, etil existe une
constante C' > 0 telle que :

u
||$||Lq§ C||Vul| 2, pour tout u € Hi(£2).
1

9. Godfrey Harold Hardy (7 février 1877 — 1 décembre 1947) est un mathématicien britannique
de premier plan, lauréat de la Médaille Sylvester en 1940 et de la médaille Copley en 1947, connu
pour ses travaux en théorie des nombres et en analyse.
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Chapitre 2

Existence et unicité de solutions

pour quelques problemes de type
Kirchhoft

Ce chapitre est consacré a 1’étude de trois problemes. L’existence et 'unicité de
solutions pour les deux premiers sont liées a celles d'une équation algébrique, déter-
minée a partir de problemes intermédiaires. Par contre, I’existence de solutions pour
le troisieme probleme, qui est sous-critique, repose sur le théoréme du col concernant
la méthode variationnelle.

2.1 Premier probleme

Montrer qu’il existe u solution du probleme suivant :
_M(Jul?)Au = f, ue HY(Q) (2.1)

ott 2 C RV est un ouvert borné de classe C', M : Rt — R est une fonction

continue telle que
M(t) > mo >0 pourtoutt>0 (2.2)

et HuH2: I ]Vu\zdx.



2.1. PREMIER PROBLEME

Théoreme 2.1
Supposons que f est une fonction non nulle de L?(§2) ; alors le probleme (2.1) admet
autant de solutions que [’équation :

M ()% = Jlwl| (2.3)
ot t > 0 est [inconnue et w est ['unique solution de :
—Aw = f dans H}(0). (2.4)
En particulier, si M est continue et positive et la fonction
t—s M(t)t"?  est strictement croissante pour t > 0, (2.5)

alors le probléme (2.1) admet une solution unique.

Remarque 2.1
Le probléme (2.4) admet une solution unique grice au théoréme de Lax-Milgram'.

Preuve 2.1
Soit u une solution de (2.1) ; alors w = M (||ul|?)u résout (2.4) et ||w||= M (||u|?)]|u].

Cela montre que t = ||ul|? est une solution (2.3) .
Réciproquement ; soit t une solution de (2.3), et posons u = tl/QHwH alors
w
|ul|>=t et d’apres (2.3) :
M ()¢ = M([|u]]?)[[ul]|= [wl,
donc o]
w w
~M(lul?)du = — Al o) = ~dw = f,
il [Jw]|

alors u est une solution de (2.1).
Maintenant si M est continue et positive, et la condition (2.5) est vérifiée, on aura :

lim M (t)t"/2 — Jw||= —[w| , lim M)t - |jw|= 400
t—0 t——400

et comme la fonction t —s M (t)t"/% — ||w|| est strictement croissante, alors d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires (2.4) admet une solution unique, en conséquence
(2.1) admet une solution unique.

1. Peter Lax, né le ler mai 1926 a Budapest, est un mathématicien hongrois de nationalité
américaine. Le prix Abel 2005 lui a été décerné.
Arthur Norton Milgram (3 juin 1912, Philadelphie — 30 janvier 1961 (& 48 ans)) est un mathématicien
américain



14

Corollaire 2.1

Supposons que M est continue dans [tg, +00],01

(2.6)

|0 si M est positive dans |0, +ool.
sup{t > O|M(t) = 0} sinon.

Alors si M(t) > mg > 0 pour t assez grand, le probléme (2.1) admet au moins une
solution pour tout f € L?(£2).

Preuve 2.2
Posons h(t) = M(t)t"/2 — ||w||

on a :
o lim M(t)t'2 =0 car :
t—td
si M > 0 dans )0, 4+o00[ alors tg = 0 et donc lim = M(ty)0 =0,
t—tg
sinon, lim M (t)t'/2 = 0tt/? = 0.
t—otd
o lim M(t)tY2>mg lim t'/2 = +oo.
t——+o0 t—+o00
Ainsi lim h(t) = —|jw||< 0 et  lim h(t) = +oo, et comme h est continue sur
t—to t—+o0

[to, +0o[ alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, (2.3) admet au moins
une solution. En conséquence le probléeme (2.1) admet au moins une solution pour

tout f € L*(02).
Corollaire 2.2
Supposons qu’il existe 0 > tg (to défini par (2.6)) tel que :
lim M(t) = +oc. (2.7)

t—0—

Alors si M € (Clto,0[), le probléme (2.1) admet au moins une solution pour tout
feL?n).

Preuve 2.3

Similaire a la précédente ; il suffit de remarquer que h%l M(t)t1/2 = +o00.
t—6-



2.2. DEUXIEME PROBLEME

2.2 Deuxieme probleme

Considérons le probleme suivant :
—M(|[u|)Au = uP dans 2,u =0 sur O (2.8)

ott 2 C RY est un ouvert borné de classe C', M : Rt — R est continue.

Théoréme 2.2
N+2

Supposons que p €]0,1[U]1, 575[ si N > 3, et 1 < p < co si N = 1,2. Alors le

probléme (2.8) admet au moins autant de solutions positives que l’équation :
M ()t P2 = ||t (2.9)
ou t > 0 est [inconnue et w est une solution positive de :
—Aw =wP dans 2,w =0 sur 01 (2.10)

Lemme 2.1
Le probléme (2.10) admet une solution positive.

Preuve 2.4 Le probléme (2.10) s’écrit généralement
—Aw = |wP w  dans 2,w =0 sur 01, (2.11)
et si w est positive on écrit
—Aw =w? dans 2,w =0 sur 912.

Une solution du probléme (2.11) est une fonction w € Hg(£2) vérifiant
/Q VuVé dr = /Q wP"we dr Vo € HY(Q). (2.12)

On pose
J'(w)(¢) = /QVqub dm—/ﬂ lw|PLwe da.

Une solution du probléeme (2.12) est alors un point critique de la fonctionnelle d’éner-
gie J définie par :

1 ) 1
— d _7/ p+1d )
J(w) = 2/9[Vw| x ] Q\w\ T
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Soit wo € HY(£2) \ {0} et t > 0 alors two € HY(2) et on a

J(two) = /|Vwo|2 dx
t* P +1
= 5 llwoll* = llwolljx
p+1
t2 t-‘rl ol
> Sl - S @) ol —oc,

car p+ 1> 2, donc la fonctionnelle d’énergie ne peut pas étre minorée dans [’espace
H&(Q). Essayons d’appliquer le théoréeme des multiplicateurs de Lagrange.
Posons,

1 1
Jl(w) = 5/9 |Vw’2 dx et Jg(w) — p_|_1/9 |w’p+1 dx.

Prenons pour ensemble des contraintes D = {w € H} () : Jo(w) = 1}.
Comme Ji(w) = 5 [o|Vw[*> >0 Yw e D alors 8 = in%]l(w) existe.
we

Soit (wy) C D une suite minimisante de Ji sur D, i.e Ji(wy,) e B,
ce qui implique que (wy,) est bornée dans H}(82) ; alors il existe une sous-suite encore
notée (wy) vérifiant :
e w, — W dans H}(12),
e w, — wdans L1(2), 1 <q< ]\%N2,N > 3,
e w, — w p.p dans (2.
w € D. En effet, car (wn) C D = J(wy,)=1= p41-1 HwanH, et par passage d la

limite on trouve meH +1_ 1ie Jo(w) = 1.

Il est évident que Jy(w) > . Reste & montrer Ji(w) < 5. On a

1
1 (w) = 5/9 \Va|? do

< lim |an| dx
n—-+00

= lim Ji(wy)
n—-+00

<l filen) =6

Donc Ji(w) = 8 = meigjl (w).
w

D’apres le théoreme des multiplicateurs de Lagrange ; il existe A € R tel que :

i (W) = Ay (w).



2.2. DEUXIEME PROBLEME

Posons maintenant w = cw avec ¢ € R*, et déterminons ¢ pour que w soit une
solution de (2.12). On a

—Aw = |w|Pw = —cAw = ||’ Le|w|P i,

or —cAW = cA\|[wlP~'w, d'oi cANwP~'w = |c|P~e|wP~ w et par suite X\ = |c[P7L.
Montrons que ¢ 0. On a

/Q VOV dr = A /Q WP Yo de Ve e HE,
pour ¢ =W on trouve
val? d :A/ WP de = Mp + 1
Vol de = [ ot de = Ap+ 1)

Jo |Vw]?
p+1

Donc le probléme (2.8) admet une solution.

= \= >0=c#0.

Remarquons que la preuve reste vraie si on prend [W| au lieu de .
Conclusion : le probléme (2.8) admet une solution positive.

Passons a présent a la preuve du Théoreme (2.2).

Preuve 2.5

Soit t une solution de (2.9) et posons v = tY/2||w||~, on woit que yw satisfait :
M ([lywlf?) = M(t) =77

En prenant uw = yw > 0 on vérifie aisément que :
= M(J|ul*)Au = =M (||yw]*)yAw = .

Donc u est une solution de (2.8).

Corollaire 2.3
On suppose que les hypothéses du théoreme précédent sont satisfaites avec M continue
dans [0, +oo[; alors si :

p<let lim M)t P/? =400 (2.13)
t—0—
oUu
p>1, M(0)>0et lim M(t)t(P/2=0 (2.14)
t——400

le probléme (2.8) admet au moins une solution positive.
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Preuve 2.6

Supposons que p < 1, et soit to défini par (2.6); alors;
lim M (¢)t(1-r)/2 = M(to)t(()lip)/2

t—to

(1-p)/2

M(0).0  si M est strictemen positive dans )0, 400],
0.2y sinon.

Done lim M(t)tU=P)/2 = 0. De plus on a lim M(t)t0—P)/2 = 400,
t—=to t—+o00
Supposons maintenant que p > 1 et M(0) > 0 ; alors;

lim M (£)t1=P)72 = M(0)(07)P)/2 = 400
t—0t
et on a lim M(t)t0-P)/2 =,
t—+o00

Dans les deuz cas la fonction t — M(t)t(=P)/2 — ||w||*~P vérifie les conditions
du théoréme des valeurs intermédiaires, donc le probléme (2.8) admet au moins une
solution positive.
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2.3 Troisieme probleme

On s’intéresse maintenant au probléme suivant :
—M(||u|)Au = f(z,u) dans 2,u=0 sur 0N (2.15)

ot 2 € RY est un ouvert borné de classe C', M : Rt — R est une fonction
continue.
On suppose que la fonction f : 2 x R — R satisfait la condition suivante :

|f(z,8)| <C(Q+]s’) VeeNVseR (2.16)

ouC>0,1<p<(N+2)/(N—-2)siN>3etl<p<+oosiN<2.
Les solutions de ce probleme sont exactement les points critiques de la fonctionnelle
I: H{(02) — R définie par :

1(w) = S W(lul) = [ Fo,u)da

avec M(t) = [E M(s)ds et F(x,t) = J¢ f(x,s)ds.
Notons que I est de classe C.

Lemme 2.2
Supposons que les conditions (2.2) et (2.16) sont vérifiées. Alors toute suite bornée
de Palais-Smale de I admet une sous-suite convergente.

Preuve 2.7
Soit (uy) une suite bornée de Palais-Smale de I. Alors il existe u € HG(£2) tel que,

U, —u dans Hy(0).

On a
[ F ) = ) dal < [ 1 (o) | (1 = )] e

< C’/Q(l + |un|P) |un — u| dz.
En utilisant ’inégalité de Holder, on écrit

1

[ lnlPlun = ul do < ([ Junl? da)P ([ -l dz)e,
f) 2 2
ainsi

| /Q f @y un) (un = ) dr] < C(|lun = ull g+ l[unll7p llun = ull o).
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D’apres le théoréme de Rellich-Kondrachov, les injections H(2) C L1 (02) et
HY(02) C LPTY(92) sont compactes (car 2 < p+ 1 < 2%), on en déduit que

/Q [z, up)(up —w) de — 0.

D’autre part
(1) (1 = 0) = M(Jn ) [ Fua¥(n =) da = [ (@, u0) (1 ) dw — 0
D’ot, puisque M (||un||?) > mo > 0 alors
J, Vun¥ (1 =) di = [P~ (1, ) — 0
donc

2 2
[[un || — [[u]l".

On conclut que
U, — u dans HE(92).

Théoréeme 2.3
Supposons que f € C(£2 x R) est localement lipschitzienne et satisfait (2.16).

Supposons aussi que
f(z,t) =o(t) (quandt— 0), (2.17)

et qu’il existe p > 2 et R > 0 tels que,
0 < pF(x,t) < f(x,t)t, pour tout |t| > R. (2.18)

Alors si M satisfait (2.2) et

—

M(t) > M(t)t, pour toutt >0, (2.19)

le probléme (2.15) admet une solution positive.

Remarque 2.2
La fonction M est décroissante. En effet, si M est strictement croissante alors

o~

M(t):/OtM(s)ds</OtM(t)ds:M(t)t pour tout t > 0

ce qui contredit (2.19).

Preuve 2.8
La fonctionnelle I admet un point critique si elle vérifie les conditions du théoréme
du col.
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1. 1(0) = 0, évident.
2. Il existe p,r > 0, tels que I(u) > p si ||ul|=r.
D’aprés les conditions (2.19) et (2.2) on a

Magjoration de F(x,u).
La condition (2.17) implique que

Ve>0,3n>0,t| <n = |f(z,t)] <€t

Ainsi pour |u| <n, on a

u u € 9
Fau)l = [ flotydtl <e [ |t de < SJuf?
0 0 2
et par la condition (2.16),
3C, = C(n) > 0,[ul > n = |F(z,u)| < CylulPtt.
En combinant ces deux majorations, on a
Vze 2, YueR |F(z,u)| < §|u|2 + ClufP .

Donc 1 .
1) = SmollulP = [ (Slul? + Cylul™)da.

Par les inégalités de Holder et Poincaré on obtient
1 2 p+1
I(u) = (§m0 — €Co)[|lull*=CrllulP™.

En étudiant le signe de [’expression (%mo — eC’g)tQ — C1tPT pourt > 0, on en déduit

1 1
ij*GCQ ) pi—l
[ :

que I(u) > p >0 pour 0 < |lul|=r < (

3. Montrons qu’il existe e € HJ(£2), tel que |e||> r et I(e) < 0.
Soit ¢1 la fonction propre associée a la premiére valeur propre A1 de ['opérateur

(=4, Hy(£2)) avec [|¢a]|=1.

H(t61) = S ¥ (nl1?) ~ [ F(o.161)d
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_ ;M(#)_/QF(x,tgsl)d:p.

D’aprés le théoréeme des accroissement finis, il existe 0 E]O,tz[ tel que :
]\/Z(tz) = t>M(9),
et de la condition (2.18) on a :
0 < pF(z,t) < f(z,t)t pourtoutt > R+1,

donc :

/u “dt</u f(x’t)dt — F(z,u) > (R+1)"F(x,R+1)u" Yu>R+1.
R+1t  ~ JrR+1 F(x,t) -

On en déduit que

M(0)2 — t"(R+1)~# /Q F(z, R+ 1)¢lda,

DN | —

I(tgr) <

en faisant tendre t vers +oo, alors I(t¢1) — —oo car p > 2, il existe donc tg > 0
tel que I(top1) < 0.
Pour e =tgp1 ettty >1r on a

lel|= lltog1]|=to > r et I(e) <O.

4. Vérifions la condition de Palais-Smale.
Soit (uy) une suite de Palais-Smale, alors il existe C',C" > 0 telles que

[(Un) <O et — Il(un)un < C”H“n”a

1!
donc pour C' = max{C’, %}, on a

I(un) — ;I'wn)un <O+ ). ()

D’autre part

1, 1~ 1 1
I(upn) — ﬁ] (un)uy = §M(||un||2) - ;M(H“nHQ)HunHz‘i‘ /Q(,uf(xaun)un — F(x,uy)) dx,

en utilisant les conditions (2.2) et (2.19) on arrive a

1 1

I(uy) — i[’(un)un > (5~ mollusl+ /(Z(if(x,un)un ~ Pla,u) do
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Posons 2 = 21U (29 avec 7 = {x € 2 : |z| < R} et {2 = {x € 2 :|z| > R}.
Puisque 0 < %f(x,un)un — F(x,uy) dans (2, alors

1 1 1

() =1 ()t > (5= ) e+ (L, un)in — F (2 un)) do,

2 pu o p

et comme [ et F' sont continues dans {21, alors
1
|G wn)un = F(w,u)) = —Al92,
21 W
ce qui implique que

() = 1 (n)un > (5 = DllunlP=AI121 (+5)

(x) et (x*) impliquent que

11
0=(5 - ;)m0||unH2+CHun||—AWI-

Supposons que |[uy|[—> +oc alors

1 1 1 1
(5 — ;)moﬂun||2—C'5||un||—A|!2| — 400 car 5~ ; > 0,

contradiction.
On conclut que la suite (uy,) est bornée dans HJ(£2) et d’aprés le lemme (2.2) la suite
(un) admet une sous-suite notée encore (uy,) convergente vers u € H}(§2) et on a

o JJunl®— [Jull®.
o f(z,up) — f(z,u) p.p car f est continue.
Puisque | I'(un)|| g—1(0)— 0 (avec H=Y(0) est le dual de H}(£2)) alors

M(||un||2)/QVunV¢ dx—/gf(:v,un)gb dr — 0 Yo e HL(0).

En passant a la limite on obtient

M(Jul?) [ VuVode = [ flauw)éde o e H(2),

ainsi u est une solution du probléme (2.15).
Comme la démonstration de ['existence de la solution reste valable pour u™ = max{u, 0},
on conclut que le probléeme admet une solution positive.
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Chapitre 3

Résultat d’existence de solutions
pour un probleme elliptique de
type Kirchhoff avec terme
singulier

Dans ce chapitre on s’intéresse a l'existence de solutions positives du probléme

sulvant :
—~M(||ul|?)Au = % +k(x)u®  dans 12
u >0 dans (2 (3.1)
u =0 sur 012,

ot 2 C RN,N > 2, est un domaine borné de classe C', M : Rt — R est une
fonction continue et ||ul*= [, [Vu|?.
Ce probleme est le cas stationnaire de I’équation hyperbolique de type Kirchhoff

82
S~ M(lulP)du = f(x,u)

qui est motivée par la description mathématique des vibrations d’une corde élastique
attachée aux extrémités. Pour plus d’informations on peut consulter [4], [8] et [9].

Rappelons quune solution de (3.1) est une fonction u € H}(£2) strictement posi-
tive telle que :

M(HuHQ)/QVqub dm:/Q(WM(x)ua)gé dr Vo € HH(9).

u”

Donnons a présent le résultat d’existence de solutions pour le probleéme (3.1).



3. RESULTAT D’EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR UN PROBLEME
ELLIPTIQUE DE TYPE KIRCHHOF AVEC TERME SINGULIER

Théoreme 3.1
Soient h,k : 2 — R deuz fonctions continues et strictement positives, o et v deux
réels de Uintervalle ]0,1[ et M : RT — R une fonction continue telle que :

dmg >0, 67 >0 tels; M(t) >mg Vt> 0, (3.2)
et
O := sup{t > 0; M(t) <0} > 0. (3.3)
Alors le probléeme (3.1) admet une solution positive.

Remarque 3.1
La condition (3.2) implique que 62 est fini.

Pour démontrer ce théoréme, on commence par approximer de probleme (3.1) par la
famille des problémes suivants :
—~M(||ul|*)Au = %—i—k(w)ua dans 2
u >0 dans {2 (3.4)
u =0 sur 0f2.

ou € est un parametre positif destiné a tendre vers 0.

Lemme 3.1
Pour tout € > 0 le probléme (3.4) posséde une solution u..

Preuve 3.1
La preuve est basée sur la méthode de Galerkin. Considérons d’abord le probléme
auxiliaire suivant :

—~M*(|[ul]?)Au = M) k(x)ul*  dans 02

(e+lul)7
u >0 dans {2 (3.5)
u =0 sur 012,

avec M : RT — R est défini par :
0 st0<t<bs.
MT(t) = - =

(*) {M(t) sit > 0s.

Soit B = {11,19,...} une base hilbertienne de H}($2), et pour n € N fizé soit
Vi, = eng{w1, ..., 0n} Uespace vectoriel engendré par iy, ..., Uy.

Vy, est isométrique a R™. En effet, pour tout u = Y1 vity; € Vy, posons

L(u) = (v1,...,vn) € R", alors L est un isomorphisme, de plus ||ul|?*= S, v = |v|?
ot |v|y, désigne la norme euclidienne de v dans R™.
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Pour utiliser la proposition (1.3), définissons Uapplication F : R™ — R™ par :

F(v) = (Fi(v), e, Fp(v))"

ou
h(x)w; .
Fi(v) = M+(Hu|]2)/QVu.Vwi cZ:c—/Q(({_(’_’)j;7 d:v—/gk(:c)\upwi de ,i=1,..,n.
et u = Z’le vi;. Avec ces notations on a,
(F(0).0) = M ()l [ 2 g [ k@ da
’ 2 (e+ Jul)? 2 ’
Par utilisation de l'inégalité de Hélder et l'inégalité de Poincaré, on trouve ;
[ e < [ 1 e <
(e + ful)
et
[ R@)ulu o < [l [ ful** o < Ol
ot les constantes C' et C, sont indépendantes de n.
De ce qui précéde on écrit
(F(v),0) > M (|[ul?)]|ull®~Celluf =Clu]**.
Prenons ||u||>> 01, done M+ (||ul|?) = M(||u||?) > mq et par suite
(F(v),0) 2 mollu|*~Celful|=C/ul|***.
Maintenant pour ||ul|= |v|, = r assez grand, on aura (F(v),v) >0, car a +1 < 2.
En conséquence il existe, d’aprés la proposition (1.3), un élément v tel que F(v) = 0,

et puisque Vi, s’identifie a R™, il existe un, € Vi, tel ||uy||= |v|n < r et F(uy) = 0,

doi
Mt nz/VnVid—/ d / s dr =1,
(HUH)QU Y dx (6+|un| + z)|up|“; do i =1,

ce qui implique

M+(||un||2)/QVunV@/) dx = / (h(:c)w dx —I—/ z)|up | dz - Vi € V.

€+ ’un’)

) 1
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Fizons maintenant m <n, V,, C Vy, donc

h
M+(||un||2)/QVunV1/J dx = /Q% dx—l—/gk(x)|un|o‘¢) dr Y € V.

(3.6)

Puisque (||un||) est bonée dans R, il existe une sous-suite encore notée (uy,) telle que :
o [[un*— to.
e u, — udans H} ().
o u, — u dans L*(12).
e u, — up.pdans 2.
Par conséquent
M*(lunl?) —> M*(t0),
car M est continue et

/Q Vu, Vi de — /Q VuVe de Vi € Vi,

en outre h(:v)@/)
(€ + unl)?
M@ R

(€4 Jun[)7 oo (e 4 Jul)?

C
<

< Slle (@),

p.p dans (2,

d’aprés le théoréme de la convergence dominée de Lebesquel, on aura

hlz)y B(x)¥
/Q(e—i—]unD’Y d%ﬁoofgm‘umdﬂf Vi) € Vin.

De plus on a,

/Qk:(x)|un|a¢ dr — /Qk(x)|u|a¢ dr Y € Vi,

n——+00

Passons a la limite dans (3.6)

_ [ (@)Y a
M+(t0)/QVuvw dr = /Q(HW dx—i—/nk(x)|u| Ydr V€ Vi,

1. Henri-Léon Lebesgue (1875-1941), plus connu sous le nom de Henri Lebesgue, est I'un des
grands mathématiciens francais de la premiére moitié du vingtiéme siecle. Il est reconnu pour sa
théorie d’intégration publiée initialement dans sa dissertation Intégrale, longueur, aire a I'université
de Nancy en 1902.
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et puisque m est arbitraire dans IN, alors

*(to) /Q VUV de = / m dz +/ Dl de Vi € HL(0).

De l’équation précédente on remarque que M™ (to) > 0 ,et donc M (to) = M (o),
ce qui tmplique que

M(to)uuu2=/ (€h+(| 5 +/ )l da. (3.7)

Prenons maintenant 1) = uy, dans l’équation (3.6)

M) llonl= [, P it | bl s de
TL

Passons a la limite

M (to)to = /(e}ﬁi])d +/ 2)|ul®u da. (3.8)

Les deux équations (3.7) et (3.8) donnent
M (to)to = M (to) ul® = to = ||u]|*.

Conclusion u est solution du probléme (3.4).
Pour tout n € IN* mettons € = % et posons w1 = uy.

Lemme 3.2
1l existe § > 0 tel que M (||uy||?) > 6 > 0, pour tout n € N.

Preuve 3.2
On démontre par l'absurde. Supposons que lim M (|lu,]|?) = 0.

n——+00
Si c’est le cas, on en déduit que la suite (||un||?) est bornée. Donc il eviste une sous-

suite (uy) vérifiant
un||?>— 6o et up — u dans H(£2).

Et puisque la fonction M est continue alors

0= lim M(Jun|*) = lim M([lun|*) = M(6p).

n—-+o0o n—r+00

h(x)
(l + up)?

n

_M(Hun‘|2)Aun = +k(:v)u%
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Multiplions cette équation par ¢ ou ¢ est une fonction positive de H&(Q), et intégrons
sur {2 nous obtenons

h{z)p o
M(||un||2)/QVun.Vg0dx:/Q(liin)wdx—l—/gk(x)ungodx,

et donc

M(||un||2)/QVun.Vgpdx>/Qk(a:)u%<pdm.

En passant a la limite dans les deux membres, nous aboutissons a

OZ/Qk;(x)uo‘goda:.

C’est une contradiction, et le lemme est démontré.

Lemme 3.3
La suite (||uy]|) est bornée.

Preuve 3.3
Par multiplication par uy et intégration sur {2 on a

h
(z)un dm+/ k(z)ue ™t da.
Up,)7Y 10,

Ml lual= [ 2

Par l'inégalité de Holder on écrit

h(z)uy, a - .
7d<h/ T < h QW/n Y dz < O fluy |7,
Jo T a4 S Wl fo 27 < Ml 21 0)' o < Cilhu

1
car ul~7 € LT3 (£2) et
[ k@t de < koo | uit da < Collun |,

ou C1 et Cy sont des constantes indépendantes de n.
Donc
Ol < M ([Junl|*) lun [*< Crllun |7 +Collun [ *F,

et par suite
0 < Ctllunl| 7 +Colun|*™

maintenant si (||uy||) n’est pas bornée nous aurons § <0 (car =1 —~v,a—1<0), ce
qui est fauz, donc (||uy||) est bornée. Par conséquent

0<6<M(lup|?) < Moo  Vn € N*.
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Lemme 3.4

La suite (uy) obtenue dans le lemme (3.1) converge vers une solution du probléme
(5.1).

Preuve 3.4
Comme on a vu dans le lemme précédent, la suite (uy) est bornée; et donc il existe
une sous-suite convenable de (uy) vérifiant :

o u, — udans H(£2).
o u, — udans LI(2), 1 < q< £, N > 3.
e u, — up.pdans 2.

Prenons maintenant ¥ > 0 une fonction propre de (—A, H}(2)) associée a la pre-
miere valeur propre \i, de sorte que,

gop > M Moty (z) Vo € 12,

ot go = min{minh(z), mink(z)} > 0, p = mln{ 1+t) +t%t > 0} > 0 et My
)

zel? re
introduit dans le lemme précédent.
On a
~M(llunl?)Bun = D k(2)uy dans 0
> (T + k(o)uf
= gop
> A\ Mootq dans {2
U, =1 =20 sur 012,

et nous obtenons, puisque 11 est une fonction propre associée a A\ pour le laplacien,

~A(M (Jun||Pun)) > —A(Mooth1) dans (2
M([Jun|Pun) = Moot sur 952.

Appliquons maintenant le théoréeme de maximum, alors
M(||un||*)un > Mogthy  dans 2,

donc

My
M([[un]]?)

Prenons u, comme fonction test, nous écrivons

h(x)u, N
M) [ Voaf o = [ 0 et [ o™ e

——————1)1  dans (2.
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Estimons les intégrales du deuzieme membre,

r < Tz <

ot la derniére inégalité est obtenue par l'inégalité de Hardy-Sobolev.
D’autre part

/Q k(z)utt! do < ||k||oo/9 WOt de < Ollug @

Ce qui implique, de ’équation et des deux estimations, que
/
Olfun|P< Cllun||*TH+C ul.

Par le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue

hasy bt

Par conséquent

M(to) /Q VuVy dr = Dy dr Ve HE Q). (3.9)

Rappelons que u,, est solution du probléme (3.1) ou l'on a posé e = 1/n, donc

Utilisons encore une fois le théoréeme de la convergence dominée de Lebesque, d’ot
M (to)to = /Q h(z)ut™ + /Q Je(z)uo L (3.10)

Prenons maintenant ¥ = w dans (3.9), et comparons avec (3.10), il résulte que
M (to)to = M(to)||u||?, do ||u||>=to car M(ty) # 0. Par suite

M(Jul?) [ vuvw = [ M

et u est bien une solution du probleme initial.
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